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Resumo

Uma nova metodologia para o projeto de controladores lineares robustos multivaridveis
no espacgo de estados é proposta.

Técnicas de alocagdo de pélos associadas a teoria de estabilidade de Lyapunov permi-
tem o desenvolvimento de uma nova abordagem para tratar o problema de estabilizacio
robusta, para o qual algoritmos iterativos e nao iterativos sio propostos.

A abordagem ¢ baseada na exploracido do conjunto de controladores estabilizantes
através de variacOes paramétricas neste conjunto.

Os algoritmos propostos sao aplicados a exemplos numeéricos, ilustrando a eficécia da
abordagem, bem como tornando mais claros conceitos tedricos.

Abstract

A new methodology for the design of linear multivariable robust controllers in state
space is here proposed.

The use of pole allocation techniques and Lyapunov’s stability theory allowed the
development of a new approach for the robust stabilization problem, and iterative and
non iterative algorithms are proposed to solve it.

The approach is based on exploring the set of linear stabilizing controllers through
parameter variations on this set.

Numerical examples are worked out using the proposed algorithms, where the usefull-
ness of the methodology is demostrated and theoretical conceps are made clearer.
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Introducao Geral

Modelos matematicos de sistemas fisicos sdo, na melhor das hipdteses, uma boa apro-
ximacao da realidade que se quer reproduzir. As diferencas entre os modelos e os sistemas
fisicos surgem de fontes tais como mudangas ambientais, erros de modelamento, erros de
linearizacao. Em geral, as incertezas a serem consideradas sao ndo infinitesimais, de modo
que a matematica linear ndo é aplicavel. Neste caso, métodos para andlise e projeto vi-
sando garantir estabilidade sao desejaveis.

No dominio da frequéncia, Doyle e Stein (1981} construiram as condigbes para es-
tabilidade robusta e desempenho usando norma espectral. Doyle (1982) estendeu estes
resultados para cobrir mais descrigdes de incertezas estruturadas e define o valor singular
estruturado p. Estas técnicas sao descritas com detalhes no livro de Morari e Zafirou
(1989).

A anéilise de robustez com incertezas parameétricas reais recebeu grande impulso quando
o teorema de Kharitonov foi apresentado a comunidade de controle via artigos de Barmish
{(1983-c) e Bialas (1983). Estes resultados foram desenvolvidos visando primariamente o
caso polinomial. O caso matricial pode ser eventualmente tratado: basta recordar que
uma matriz na forma candnica companheira pode ser representada por um polinémio.

No dominio do tempo, a teoria de estabilidade de Lyapunov tem sido a base sobre a
qual muitos métodos para andlise e projeto envolvendo estabilidade e desempenho tém sido
desenvolvidos (veja [2]-[14], [18]-]32], [37}-[51] e suas referéncias). O uso de uma condigao
suficiente de estabilidade permite obter limites sobre perturbagbes que nao desestabilizam
um sistema nominalmente estavel {[49]-[51]). Estes limites sao, em geral, dados em funcao
de normas de matrizes. Foo e Soh (1990) usaram medidas de matrizes para garantir a
estabilidade de um sistema sujeito a um conjunto de matrizes de perturbacao representado
por um politopo. Neste caso, a estabilidade era garantida testando apenas os vértices do
politopo. Em [18] , [45] e [47] foram construidas familias de matrizes de perturbacdo que
nao desestabilizavam um sistema nominalmente estavel.

Quando o sistema nominal ou o sistema perturbado é instdvel, torna-se necessario o
projeto de um controlador que garanta a estabilidade do sistema para qualquer realizacao
das perturbagdes. Diferentes consideracoes sobre as perturbagdes originam diferentes
técnicas. Em [29],[44], as perturbagdes obedeciam as chamadas matching conditions.
Thorp e Barmish (1981) mostraram que, sob estas condigdes, sempre existe um controlador
linear estabilizante.

O trabalho pioneiro de Horisberger e Belanger (1976) despertou o interesse pela busca
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computacional de fungées de Lyapunov. As incertezas eram representadas como vértices
de um politopo. A aplicagao de técnicas de programacio linear a esta abordagem fez
surgir diferentes métodos para atacar o problema de robustez na presenga de incertezas.
Bernussou,Peres e Geromel(1989) propuseram um procedimento numérico que permitia
identificar a existéncia ou nao de uma funcao de Lyapunov e a partir dela obter um
controlador linear estabilizante para um sistema com incertezas tanto na matriz dinimica
quanto na matriz de entrada. ,

Em Boyd,Ghaoui,Feron e Balakrishnan (1994), sido discutidos problemas que podem
ser escritos como inequagées matriciais lineares (LMIs) bem como diferentes métodos
numéricos para sua resolucdo. Entre eles, € discutido o problema de encontrar uma fungio
de Lyapunov que garanta estabilidade a uma familia de sistemas lineares como sendo um
problema convexo envolvendo LMIs.

Embora permitam a sintese de algoritmos bastante poderosos, técnicas baseadas na
busca de uma fungao de Lyapunov que garanta estabilidade ou desempenho robusto a
um sistema incerto, podem demandar um tremendo esfor¢o computacional mesmo para.
pequenos problemas. Além disto, estas técnicas sio baseadas na estabilidade quadratica
do sistema. Caso a estabilidade robusta seja desejada (a fungao de Lyapunov associada
ao sistema incerto € parametrizada), os algoritmos citados podem nao encontrar uma
solu¢do mesmo que ela exista. O leitor é referido a Rotea, Corless e Da(1993) para
uma discussao detalhada sobre estabilidade quadratica e robusta e suas solugoes. Neste
trabalho, atacamos o problema de estabilidade robusta.

Considere o sistema linear dado por

Z = Az + Bu {(0.1)
e os conjuntos de matrizes A ¢ B dados por

{Am (As€ R™=™, i=1,--- N}

B={B,cR™, j=1,-,M] (0-2)

Chamamos de I o sistema incerto dado por { 0.1) com A € Ae B € B. Por outro lado,
chamamos de %, o sistema incerto dado por ( 0.1) com A €conv{.A} e B €conv{B}, onde
conv{.4} denota a combinagio convexa dos elementos de A. Definimos ainda os seguintes
conjunios:
Fi; + conjunto dos controladores que estabiliza um sistema como ( 0.1)

com A = A; e B = B; matrizes constantes conhecidas.
F* : conjunto dos controladores que estabiliza robustamente o sistema &, .
F¥ : conjunto dos controladores que estabiliza robustamente o sistema ¥, .
F? : conjunto dos controladores que estabiliza quadraticamente o sistema ¥, .

Estes conjuntos serdo definidos mais precisamente, envolvendo também o conceito
de desempenho associado a regides do plano complexo. A relacao entre F°, F? e F9 é

mostrada na figura 0.1.
Métodos baseados no conceito de estabilidade quadratica buscam controladores per-

tencentes ao conjunto F7.
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Figura 0.1: Conjuntos de controladores de interesse

Os métodos aqui propostos permitem obter solugdes em F° explorando os conjuntos
Fi;. Imagine a construgao dos conjuntos JF;;. A intersecao destes conjuntos, se existir, dd
a solucao desejada F° = M Fyj.

Obviamente, construir tais conjuntos é uma tarefa trabalhosa. Politopos convexos
contidos nos conjuntos F;; podem ser facilmente construidos, como discutido em Bottura
e Munaro {1994b). O procedimento é similar ao usado em Eslami(1993) e Wang, Lee,
e Boley{1993) para a construgdo de familias de perturbagdes que nao desestabilizam um
sistema nominalmente estavel. A intersegio dos politopos construidos, se existir, é uma
solucao desejada.

Bottura e Munaro {1994c) mostraram que se um elemento do conjunto F;; € conhecido,
qualquer outro elemento do mesmo conjunto pode ser alcangado pela escolha de direcoes
{variagOes sobre o elemento conhecido) adequadas. Esta estratégia permite explorar os
conjuntos F;; na direcao de solugdes pertencentes a F°.

Mais do que um método, propode-se aqui uma metodologia baseada em procedimen-
tos para a exploracao do conjunto dos controladores. As principais caracteristicas desta
metodologia sao: solugdes iniciais computadas nos conjuntos F;; auxiliam a obtengio da
solucio desejada, sendo, eventualmente, a prépria; quando procedimentos iterativos sio
necessarios, eles consistem em resolver a equagao de Lyapunov e calcular os autovalores de
matrizes simétiricas, existindo algoritmos estdveis e eficientes para fazé-lo; diferentemente
de [2] e I8], ndo ¢ necessario trabalhar com sistemas aumentados; restricoes de projeto e
especificagoes de desempenho podem ser facilmente incorporadas; usando o conceito de
dire¢bes ndo-convexas, problemas devidos a nao convexidade do conjunto de controladores
podem ser contornados.

Para desenvolver a citada metodologia, é estudado no capitulo 1 o uso da teoria de
Lyapunov para a analise e o projeto de sistemas sujeitos a perturbagdes.

Conjuntos baseados em equagdes modificadas de Lyapunov sao introduzidos de forma a
envolver ambos conceitos de estabilidade e desempenho. Também sdo estudadas algumas
medidas de robustez bem como a geracio de familias de matrizes estaveis. Condicoes
para estabilizabilidade de sistemas precisamente conhecidos (SPCs) e de sisternas incertos
(SIs) sdo apresentadas e métodos propostos na literatura para a estabilizagieo de Sls sdo
discutidos. Os conceitos de estabilidade quadratica e estabilidade robusta sido discutidos
e conjuntos de controladores sao propostos para cada um dos dois casos.
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O capitulo 2 é dedicado a desenvolver a teoria necessaria para explorar conjuntos
de controladores estabilizantes para um SPC. E mostrado que qualquer elemento destes
conjuntos pode ser alcangado a partir de um elemento conhecido e da escolha adequada
de direcoes. Os conceitos de diregao convexa e direcao modal robusta sao introduzidos.
Eles permiterm obter diregoes usadas na busca de elementos particulares do conjunto de
controladores.

No capitulo 3, os resultados do capitulo 2 sdo aplicados a sistemas incertos. A cons-
trucao de conjuntos de controladores robustos € discutida. Sdo propostos resuliados para
a obtencao de controladores robustos estabilizantes.

O capitulo 4 é reservado para a proposta de algoritmos de projeto e sua aplicacdo a
exemplos da literatura. Estes exemplos, resolvidos na literatura para o caso de estabilidade
quadratica, sdo resolvidos para o caso de estabilidade robusta via algoritmos propostos.
Um exemplo didatico ndo quadraticamente estabilizavel é discutido.

Este traballho teve origem em nossa tese de mestrado ( Munaro{1990) ), onde algorit-
mos para redugao de ordem e controle de sistemas discretos multivaridveis foram estudados
e propostos. Nosso interesse pelo projeto de controladores para sistemas multivariaveis
no espago de estados foi despertado nos varios cursos ministrados pelo prof. Celso P.
Bottura (IA502, TAT01, IA310). No decorrer do curso 1A333, ministrado pelo prof. José
C. Geromel, nossa imaginacao foi estimulada a combinar técnicas de alocacdo de pdlos e
teoria de estabilidade de Lyapunov para resolver problemas de estabilizacdo de sistemas
sujeitos a perturbagdes. O modelamento das incertezas via politopos de matrizes facilitou
grandemente o desenvolvimento dos resultados aqui propostos.

Consideramos este trabalho como sendo um primeiro passo ¢ na direcio AK do pro-
blema de estabilizagao robusta que desejamos resolver. Embora permitam resolver pro-
blemas significativos, os resultados aqui apresentados sao bastante preliminares, e muitas
contribuicdes podem ainda ser a eles adicionadas.



Capitulo 1

Sistemas Lineares: Robustez e
Estabilizacao

1.1 Introducgao

Este capitulo tem por objetivo analisar a aplicagdo da teoria de estabilidade de Lya-

punov para estudos de robustez e estabilizagao.
A aplicagao do método direto de Lyapunov a um sistema linear da forma

= Az (1.1}

com z € A" fornece uma condicdo necessdria e suficiente para sua estabilidade. Esta
condicao é obtida via solugao de uma equacgao matricial linear.

Para o caso de { 1.1) ser instavel, existe em geral a possibilidade de se atuar exter-
namente sobre o sistema de forma a torna-lo estavel. O método de Lyapunov pode ser
novamente aplicado para a indicar a existéncia ou nac de um controlador linear estabili-
zante para um sistema linear da forma

¢ = Az + Bu (1.2)

Quando o modelo que representa um sistema fisico estiver sujeito a perturbagdes pa-
ramétricas, como anteriormente, sdo estabelecidas condicoes para:

a) a estabilidade de um sistema incerto da forma
t=(A+E(t))z (1.3)
b) a existéncia de um controlador linear que estabilize um sistema incerto da forma
z = A(r(t))z + B(s(t))u (1.4)

As suposigoes feitas sobre E(.), r(.) e s(.) em ( 1.3) e ( 1.4) dao origem a diferentes
técnicas para garantir a estabilidade de tais sistemas.
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Para que se possa falar em desempenho (associado a sub-regides do semi-plano com-
plexo esquerdo) e ndo apenas em estabilidade, sio introduzidas condigdes baseadas em
equagdes modificadas de Lyapunov através de uma notagao proposta.

Na se¢ao 1.3 sdo analisadas medidas de robustez para garantir a estabilidade de um
sistema nominalmente estdvel. Uma condicéo suficiente de estabilidade satisfeita para
estas medidas é proposta. Esta condigdo assume grande importancia no capituls 2.

Nas segbes 1.4,1.5 e 1.6 sdo estudadas condigbes para estabilizagdo de sistemas pre-
cisamente conhecidos (SPCs) e de sistemas incertos (SIs). Os conceitos de estabilidade
quadratica e de estabilidade robusta sao definidos. Além disso, métodos para estabilizagio
quadratica existentes na literatura s&o discutidos.

1.2 Estabilidade Segundo Lyapunov

Dado um sistema de controle, a estabilidade é em geral a caracteristica mais impor-
tante a ser determinada. O segundo método de Lyapunov é o método mais geral para a
determinagao da estabilidade de sistemas néo lineares e/ou variantes no tempo.

Este método baseia-se no fato de que se um sistema tem um estado de equilibrio
estavel, entdo a energia decresce com o tempo até que este atinja o estado de equilibrio.
A estratégia consiste entao em encontrar uma fungio escalar definida positiva V'(z), onde
x é um vetor de estados n-dimensional, de forma que V(z) seja definida negafiva.

Seja entao o sistema linear invariante no tempo descrito por

i(t) = Az(t) (1.5)
Escolhemos para este sistema uma possivel func¢io de Lyapunov

V(z) =z Pz

onde P é uma matriz simétrica definida positiva, ou seja, P = PT > 0. A derivada de
V(x) em relagao ao tempo e ao longo de qualquer trajetéria de ( 1.5) é dada por

V(z) = iTPz + 27 Pi
V(z)=2"(ATP + PA)z
Como requeremos que V(z) seja definida negativa,

V(z) = —27Qz

e portanto,

ATP+ PA=—(Q (1.6)

Para que { 1.5) seja estavel, é suficiente que se tenha @ > 0 (definida positiva). Portanto,
seguindo a idéia basica de escolher uma possivel funcao de Lyapunov, uma matriz P foi
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especificada e a analise da derivada desta funcio forneceu uma condigdo suficiente de
estabilidade via matriz Q).

O teorema a seguir da uma condi¢do necessaria e suficiente para a estabilidade de
( 1.5), especificando uma matriz @ > 0 e verificando se P solugio de ( 1.6) é definida
positiva.

Teorema 1.1 { Lyapunov) Uma dada matriz A € estdvel se e somente se dada uma
matriz @ > 0, ezistir uma dnica matriz P = PT > 0 solucdo de

AP+ PAT = -Q (1.7)

Prova :
Necessidade: se A for estavel, entao V), existe P tinica dada por

p= f T At QeA gy (1.8)
0
solugao de ( 1.7). Para verificar esta solucao, tomamos a derivada de e#'Qe4" !,
d
EE (eAthATi) — (AgﬁthATt) + (8A1Q6ATtAT) (19)

Integrando ambos lados de ( 1.9), vem
o d
[ = (et at) di = AP + PAT = —Q (1.10)

Resta agora mostrar que P dado por ( 1.8) é definida positiva, isto é, z' Pz > 0, Yz € R™.
De ( 1.8),
[ ]
z' Pe = / (eTe*)Q(zT ) dt
0

A

Como Q é definida positiva e e’ é nao singular para todo t, resulta que o integrando de

( 1.8) é definido positivo.

Suficiéncia : suponha que existam P e Q definidas positivas satisfazendo ( 1.7} e considere
x| z7A = MzT. Com (.) denotando o complexo conjugado de (.), vem

e (AP + PAT + Q)2 =0
AT Pz + Azt Pz = —27Qz
2Re(NzT Pz = ~27Qz
Como P>0eQ >0, z7Pz>0ez7Qz > 0. Portanto, Re(}) < 0.
C.Q.D.
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Nao obstante sua vasta aplicagio para estudos de estabilidade, estes resultados também
permitemn analisar caracteristicas mais especificas de um dado sistema. Em trabalhos
como os de Maxco (1980) e de Gutman e Jury (1981), sdo propostas equacdes de Lya-
punov para garantir que os polos de um sistema estejam em sub-regides do semi-plano
complexo esquerdo. Para discutir este assunto, introduzimos a seguir condicdes que per-
mitem generalizar os conceitos de estabilidade robusta e desempenho robusto tanto para
analise quanto para o projeto de sistemas de controle. Estas condigoes sdo baseadas nas
equagdes modificadas de Lyapunov citadas.

1.2.1 Condigcoes para estabilidade associadas ao teorema de
Lyapunov

De forma semelhante a0 modo como o teorema de Lyapunov foi apresentado, propo-
mos uma condigao suficiente e uma condigio necessaria e suficiente para estabilidade. A
notagao utilizada permite definir estas condi¢bes usando qualquer equacao modificada de
Lyapunov.

Definimos entao
P(A4,Q) ¥ (P > 0/AP + PAT = —Q) (1.11)

Se A for estavel, P(A, Q) = { P} para () > 0, pois existe um iinico P > { satisfazendo
AP + PAT = ~Q.

Se A for instavel, P(A,Q) = @ para @ > 0, pois nao existe P > 0 satisfazendo
AP + PAT = —(@.

Observe que P(A,() = {P} explicita a unica funcio de Lyapunov V(z) = z7 Pz
associada a matriz estavel A, para uma dada matriz Q.

P(A,Q) # ¥ é a condigao necesséria e suficiente do teorema de Lyapunov aplicado a
um sistemna linear.

Definimos agora

L(A,P)YE AP+ PAT (1.12)

Se para uma dada matriz P > 0,
L{A,P)<0

entao A € estavel.
Observe que neste caso, a estabilidade foi determinada verificando se uma dada funcao
V(z) = 27 Pz é fungdo de Lyapunov para o sistema linear definido pela matriz A. Esta
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condigao suficiente, que corresponde a idéia inicial do teorema de Lyapunov (testar funcdes
candidatas a fungao de Lyapunov), sera utilizada com muita frequéncia no decorrer deste

trabalho.
As seguintes propriedades de P(.}) e £(.) serdo frequentemente utilizadas:

P € P(A,Q) <= L(A,P) = ~Q (1.13)
L(A+ B,P)=L(A,P)+ L(B,P) (1.14)
ﬁ(Al,P1)+.C(A2,I):£(A1+P1A§,P1) (115)

Estas propriedades sao facilmente verificveis através de ( 1.11) e ( 1.12).

Satisfazer ( 1.11) e { 1.12) é a estratégia de alguns métodos envolvendo estabilidade
a perturbagoes (segao 1.3.2). Também € utilizada em alguns métodos para o projeto de
controladores para sistemas com incertezas {segao 1.5.2).

Pode-se observar que se tivermos

ATS+ SA=-Q (1.16)

entao pré e pos-multiplicando por S7! vem,

ASTL4 57147 = _§1Q5~!
Com P =5"1eQ=5"1Q51

AP+ PAT = - (1.17)
Como § > 0 implica P = §7' > 0 e @ > 0 implica S7'QS™! > 0, ( 1.17) e ( 1.16) sio

equivalentes.

1.2.2 Equagoes modificadas de Lyapunov e regides do plano
complexo

Vimos na segao anterior que se
FcP(A Q)

entao os autovalores de A estdo todos no semi-plano esquerdo do plano complexo, garan-
tindo a estabilidade de A.

Interessa-nos nesta segao obter condi¢des que garantam estabilidade relativa para uma
dada matriz A. Elas serdo de grande utilidade para o projeto de sistemas de controle.
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Propomos agora condigbes para garantir que os autovalores estejam em algumas regides.
Para uma discussdo mais detalhada sobre a relagdo entre expressées algébricas e regices
do plano complexo, veja [25], por exemplo.

Seja entao A; € A(A) = gi + jn: um autovalor de A.

Caso1: S={(gn)p<—aa>0}

Trata-se do semi-plano esquerdo deslocado de o (figura 1.1 a ). Se
P(A,Q,a) ={P>0|(A+al)P+ P(A+al)l = ~Q} (1.18)
entio P(A, Q,a) = {F,} garante y; < —a, VA € A(4).

Caso 2: S={(g,M—B<p<-aa>0;4>0}

Neste caso, S ¢ a regiao contida entre as duas barras verticais definidas por a e 3

(figura 1.1 b ). Se

P(AQ,0,8)={P>0|({A+al)P+ P(A+al)l = -Q

ou (=A— BI)P+ P(—A - gI)T = —Q} (1.19)

entao P(A, @, o, 3) = {P,, Pg} garante

i o<
—pi — A <0
ou
{ﬂ,‘(wa
i > —43
YA € AMA).

Caso 3: S ={{pg.n)|hpg—n<0:h>0}

O autovalor A; € A(A) pertence a S se ele estiver acima da linha n = Ag. Como os
autovalores sdo complexo-conjugados, a regido S é aquela mostrada na figura 1.1 ¢ .
Na forma polar, o autovalor A;{A) = u; + j7; é representado por

184 2 2 _ 65
e g+ i = rie?

—1,/ % ~1, 7
8‘- = e lt o -
cos” (%) = g7 (Z)
A multiplicagao de A; por €% dd r;e?%+%  ou seja, temos uma rotacio de A; no sentido
horario. Se A; é estavel, uma rotagao @ tal que (6; + 8) > 7 torna ); instavel.

CO1T1
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Escolhendo entao ¢ no sentido anti-horario (figura 1.1 ¢ ) dado por

0= tg“(?z) =tg"'h, (1.20)
s€ . ‘
P(A,Q,8) = {P>0]|eAP + Pe AT = -} (1.21)
entdo P(A,Q,0) = {F,} implicaem 6; + 0 < 3, VA € MA) = rieifi,

Observe que esta condigao corresponde ao resultado mais geral do teorema de Lya-
punov ([31],pp.443). A solucao hermitiana definida positiva P é a condigio necessaria e
suficiente para estabilidade de e’ A, com @) € C™" definida positiva.

Casod4: S={(pg.n)|-B<p<—ahp—n<0;a>0;8>0hk>0}

Esta regiao (figura 1.1 d ) é uma composicao das regides dos dois casos anteriores. Se

P(A,Q.0.8,0)= {P > 0| e(A+al)P + Pe¥(A+al)T = —Q

ou (—A — BI)P + P(—A - 81) = —Q} (1.22)
entao P(A, Q. a, 3,0) = {Pae, P5} garante A, € §, VA; € A(4).
< -~--p 4 y=lmA <o yalm A . y=im A A yeim A
- - e "\
” , 4 la . . B .
- x=Re A < x=Re X - x=Re 4 e x=Re A
2) b cl d}
. r

Figura 1.1: Regides do plano complexo

No capitulo 2 voltaremos a discutir este assunto, quando critérios de desempenho e de
projeto serdo associados a estas regides.

1.3 Robustez a perturbacgoes

Na secao anterior, tratamos das estabilidades assintética e relativa de sistemas preci-
samente conhecidos. Entretanto, a presenga de incertezas e/ou de variagao de parametros
desperta o interesse de se analisar a estabilidade e o desempenho de sistemas sujeitos a
estas perturbacdes paramétricas.
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Os termos estabilidade robusta e desempenho robusto estario associados 3 estabilidade
assintética e a estabilidade relativa de sistemas incertos, respectivamente. Analises de
robustez permitem obter uma medida quantitativa da perturbacgao sob a qual o sistema
ainda mantém um desempenho desejado.

As perturbagoes parameétricas podem ser classificadas basicamente em dois grupos([49]):

perturbacoes estruturadas : o modelo da perturbagao é conhecido, bem como os limites
nos elementos individuais da matriz de perturbagao.

perturbacées ndo estruturadas: o modelo da perturbagao é conhecido ou nao. No primeiro
caso, os limites de variacao dos elementos individuais niao sio conhecidos.

O estudo de alguns métodos existentes na literatura mostra que eles sio baseados
na satisfacao de algum critério relacionado & matriz de perturbagées, usando para isto a
solucdo da equagao de Lyapunov.

Estes métodos serdo analisados & luz do teorema proposto a seguir.

1.3.1 Condigao suficiente para estabilidade

O resultado a seguir € uma versao de um resultado bastante utilizado (veja [49], por
exemplo).

Seja o sistema perturbado

#(t) = (A + E)a(t) (1.23)

onde £ é uma matriz de perturbacao atuando sobre o sistema nominal dada por

E=aky, a€l0,l] | (1.24)

Teorema 1.2 O sistema perturbado dado por ( 1.23)-( 1.24) admite a fungio de Lye-
punov do sislema nominalmente estdvel associada a

P e P(A,Q) (1.25)

8¢

L(Es,P) < Q (1.26)
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Prova : de acordo com ( 1.11), se o sistema nominal é estavel, entio
P e P(AQ)
Usando P em ( 1.12) com ( 1.14) para (A + Ey), vem
L{A+ Ey, P)=L(A,P)+ L(Ey, P)

De ( 1.13)
LA+ Eg,P)=—Q+ L(Eo, P) = -Q

Se @ > 0 entio,
C(E()ap) < Q

Como
E(QE(),,P) < Q

é valida Vo € [0, 1], entao de ( 1.13)
L(A+aEy, P)=~Q, = P € P(A+ aEo,Q.), Yac[0,1]
e portanto a mesma funcgdo de Lyapunov associada a P é védlida para
(A+aky), Yae[0,1].
C.Q.D.

Embora esta condigao para estabilidade seja apenas suficiente, ela é garantida para
todo o segmento convexo (A+akFy), o € [0,1]. Observe que qualquer P(.} discutida na
secao 1.2.2 pode ser aqui utilizada.

1.3.2 Medidas de robustez

Discutimos agora alguns métodos propostos na literatura visando estabelecer alguma
medida sobre a matriz £ de forma a garantir a estabilidade de um sistema como { 1.23).
Estas medidas sao, em geral, dadas em funcido de normas de matrizes e sdo conhecidas
como medidas de robustez. De acordo com o teorema 1.2, a matriz (A + E) é estavel

s5€

L(E,P)=EP+PE" <21 (1.27)
para P € P{A,2I). A condicao ( 1.27) é satisfeita se

IC(E, P)|=|EP + PET||= 0pmee(EP + PET) < 2

Usando propriedades de normas de matrizes, vem

|EP + PET|< 2 [[EP|I< 2 |E||||1P| (1.28)
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Portanto, a medida
1

Oonae( F —_—
(E) < —

(1.29)

garante a estabilidade de ( 1.23).
Este resultado foi obtido em [37] para o caso de perturbacdes lineares. Neste mesmo
trabalho é mostrado que se [E;;] < ¢, € =maxc;; , entao

1
€ < m (130)

¢ uma condigao que garante ( 1.27).
Na tentativa de reduzir o conservatismo desta medida, foi proposta em [49] uma medida
levando em consideragao as perturbagoes estruturadas. Esta medida é dada por

Gmas(E) < ———

= m (1.31)

onde P, ¢ a matriz dos valores absolutos de P pertencente a ( 1.11) com Q = 2], ],
denota a parte simétrica de [.] e os elementos da matriz U/ sao dados por

U;‘j:{o se e;; = 0

[ ¥ e
—;l €1 caso contrario
onde |e;;| < €; e € =maxe;;.

Nestes métodos, busca-se uma medida de robustez relacionada a ||E|.

Em [21], um método ¢ proposto onde a medida de robustez é relacionada a ||C(E, P)|.
A matriz de perturbagdo E é expressa como uma combinacio convexa de matrizes de
perturbagdo E; que formam vértices de um conjunto convexo dado por

Sg =conv{E;, i=1,---,m} (1.32)
Entao, (A + E;) ¢ estdvel se
L(E,P)=FEP+PE <21, i=1,---.m (1.33)
para P € P(A,21). A condigao ( 1.33) é satisfeita se
Amaz(C(ELPY) <2, ¢=1,---,m

Se ( 1.33) for vélida para i = 1,---,m, entdo (A + E) é estdvel VE € Sg. Para ver isto,
eSCrevermos

(A+ E)P+ P(A+ E)T = 21+ L(E,P), i=1,---,m.

Multiplicando cada i-ésimo termo por a; € [0,1] com ¥, a; = 1, vem

(A -+ ZaiE,-)P -+ P(A + Ea,-E;)T = 21 4+ ZO{,‘K(E,‘,P)

P =1 =1
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ou

(A+ E)P+ P(A+ EY = —21 +Y ayL(E;, P)

i=1

VE ¢ Sg. Como
Ama:: (Z Q’,‘E(E,‘,P)) <2

i=1
pois Apas (L(E;, P)) <2, ¢=1,---,m, temos que
L(E,P)<2] VE € Sg
Portanto,
LA+ E,P)= -2l +L(E,P)=~-Q<0= PecP(A+E,Q)
garantindo a estabilidade de (A + F), VE € Sg.

Observe que a estabilidade dos vértices de A+ E;, i =1,---,m pode ser testada
atraves de

,P(A_i_EHQ)?I:@a émlv“'vm

Este teste da uma condigao necessiria e suficiente para a estabilidade de A + E; € Sg.
Por outro lado, satisfazer

‘C(Efap)'(Qw Zml*-m

garante a estabilidade para qualquer matriz dada por

A+ conv {E;, 1=1,--- ,m}

A imposigao de um limite sobre ||[L(F(.), P)|| resulta em uma medida menos restritiva
do que aquela obtida através de [[E||. Isto é faciimente verificado usando { 1.28), uma
vez que || L(E, P}]|< 2 requerido em ( 1.33) é uma condicio menos restritiva do que
IE|IlIPll< 1 requerido em { 1.29)-( 1.31).

1.3.3 Geracao de familias de matrizes estaveis

Nesta secao, a condigdo suficiente do teorema 1.2 é usada para construir uma familia
de matrizes estaveis. Isto ¢, dada uma matriz estdvel A e uma matriz de perturbagio
qualquer [, desejamos obter ¢ > 0 tal que (A + ¢E) também seja estdvel. Usando o
teorema 1.2, isto equivale a obter

P cP(AQ)
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com & > 0 e determinar entdo ¢ tal que
L(eE, P} <Q
Assim, para um conjunto de perturbagoes {E, , E; , -+, E.} sao obtidos {e; , €3, -++, €}

tais que (A + ¢ E;) sejam matrizes estaveis. Isto é, para

P e P(A Q)

temos que

[:(C,'E,‘,P) <@, 1= 1,---,m
Multiplicando cada um destes termos por «; € {0,1], com ¥, o; = 1,
LO «EL,P)<@Q
=1

e definindo o politopo construido Sg, como

Sg, =conv{eE;, 1=1,---,m} (1.34)
entao
LE,P)< Q. VE¢€ Sg,
Portanto, Sg, ¢ um politopo convexo com vértices ¢;F;, i =1, -+ ,m.

Como discutido anteriormente, usando ) = 2/, ¢; pode ser calculado por

1
i <
4= Jmaa:(P)dmar(E)

ou
€ <

2
/\ma::('C(Eig P))

Esta abordagem é semelhante aquela proposta em [21] para testar robustez a per-
turbagdes. L4, os vértices do politopo Sg dado por { 1.32) representando um conjunto
de perturbagoes sdo testados para garaniir a estabilidade a todos elementos do politopo.
Aqui, os vértices do politopo Sg, dado por ( 1.34) sdo construidos de forma a garantir a
estabilidade do sistema para qualquer elemento pertencente ao mesmo.

Em [18] e [47], sdo discutidas com mais detalhes técnicas de construgio de familias de
matrizes estaveis. Se as medidas de robustez satisfizerem o teorema 1.2, estas familias
serao convexas, como discutido acima. Caso nido satisfagam, estas familias normalmente
perdem sua caracteristica de convexidade. As medidas obtidas em [22] e [18] sdo exemplos
deste caso. Em [45] sao discutidas varias medidas matriciais que podem ser usadas como
medidas de robustez.
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1.4 Controlador estabilizante para sistemas lineares

Seja o sistema linear descrito por
t = Ar + Bu (1.35)

onde r € R*, u € A" e A e B sao matrizes de dimensbes compativeis.

Para o caso de £ = Az ser instavel, deseja-se saber se existe um controlador u = f(z)
que torne { 1.35) estivel. Apresentamos agora o conceito de estabilizabilidade para o
sistemna linear { 1.35), que passamos a chamar de ¥ .

Definigao 1.1  Um sistema linear como % ¢ estabilizavel se existir uma funcdo de
Lyapunov V(z) = 2T Pz, P = PT > 0, e um controle u = f(z) tal que

Viz)=2T(ATP + PA)z + 2e"PBu < — |jz)*, +> 0 (1.36)

Observe que o controle u = f(z) pode ser nao linear neste caso. Para o caso de con-
troladores lineares, £ € estabilizavel se houver uma matriz K € R™™ tal que o sistema

dado por
= {A— BK)z (1.37)

seja estdvel, isto é, os autovalores da matriz {A-BK) tenham todos parte real negativa. O
teorema a seguir ([38] ) d4 uma condigao necesséria e suficiente para a estabilizabilidade

de ¥.

Teorema 1.3 O sisterna linear ¥ € estabilizdvel se € somente se eristir uma matriz

P >0 tal que
tT(AP + PAT)z <0 (1.38)

Vo € N(BT), onde N{.) denota o espago nulo de ().
Prova:

Necessidade: se I ¢ estabilizavel, entao existe uma matriz K que torna ( 1.37) estvel, ou
seja, pelo teorema 1.1, existe uma matriz S > 0 tal que

(A~ BEK)Y'S+S(A-BK)<0 (1.39)
Fazendo § = P71

ATpPr 4y PIA-KTBTP' _ PIBK <0
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Pré e pés-multiplicando por P , vem
AP+ PAT - BKP - PK"BT <0 (1.40)

que é equivalente a

zT(AP + PAT)z <0
para = € N (B7).
Suficiéncia : de ( 1.38), existe uma matriz B > 0 € R™" tal que

AP + PAT < BRBT (1.41)

ou,Vzs#£0, re R",

2T (AP + PA")e <" BRB (1.42)
A equagao { 1.42) é satisfeita Vr tal que 7 (AP + PAT)z < 0
Seja agora o conjunto z # 0 € ¥,

¥ ={z € B z"(AP + PAT)z > 0} | (1.43)

Devemos mostrar que ( 1.42) é valida Vr € ¢. Definimos

p=min = BB z tal que |lzf|l=1, z € ¢ (1.44)

e
A= Apac (AP + PAT) (1.45)
Obviamente, g > 0 pois g = 0 se z € N(BT). Isto é impossivel pois a intersecao de

N(BT) e ¢ é vazia. Basta entao escolher a tal que R = al satisfaca ( 1.42). De ( 1.44)
e ( 1.45), a deve satisfazer

A
o > —
!
Portanto de { 1.41),
P'A4+ ATP7' <« PT'BRBTP? (1.46)
ou 1 1
(A - -i-BRBTP‘I)TP“‘“‘ + PYA - §BRBTP‘1) <0 (1.47)

de modo que o ganho dado por K = 1RBTP~! estabiliza (A — BK).
C.Q.D.

Este teorema vem de resultados de [27], onde o termo estabilizabilidade quadrdtica é
definido.

Definimos agora o conjunto F de controladores estabilizantes.
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Definigao 1.2 O conjunio de controladores lineares que estabiliza ¥ € dado por

F YK € R[P(A- BK,Q)={P}, Q > 0} (1.48)

Observe que este conjunto esta associado a satisfacdo de uma equagao de Lyapunov.
A modificagdo desta equacdo permite definir conjuntos de controladores que garantam
desempenho associado a regioes do plano complexo, como sera discutido na secio 2.3.

1.5 Controlador estabilizante para sistemas incertos

Tratamos agora da estabilizagao de sistemas incertos via controlador linear por reali-
mentagao de estados. Este problema surge frequentemente quando existe um bom modelo
para a planta em estudo mas hé incertezas numeéricas sobre parimetros que podem mudar
durante a operagao, serem desconhecidos ou ainda de dificil medicao. As suposicdes feitas
sobre estas inceriezas originam diferentes métodos para atacar o problema, bem como
diferentes conceitos de estabilidade, como discutido a seguir.

1.5.1 Estabilidade quadratica e estabilidade robusta

Seja o sisterna incerto representado por

i(t) = Az(t) + Bu(t) (1.49)

onde as matrizes A e B sao incertas. Supoe-se aqui que a forma como as perturbacdes
aparecem nestas matrizes é conhecida, bem como seus limites.

Consideramos agora dois modelos para as perturbacoes.
a) Perturbacgoes constantes

Neste caso, consideramos que as matrizes A e I3 pertencem respectivamente aos conjuntos
A e B dados por

{ A=1{A;, i=1,---,N} (1.50)

B={B;, j=1,---,M}
Chamamos de ¥, o sistema incerto ( 1.49) com perturbacoes constantes dadas por ( 1.50).
A definicdo a seguir é uma extensao da definicao 1.1, aplicada agora a ¥, .

Definigdo 1.3 O sistema incerto ¥, € robustamente estabilizavel por um controla-
dor linear K se para cada par [A; € A, B; € B] estiver associada uma fungio de Lyapunov
vi;(z) = 27 Pz de forma que

vii(z) = &7 ((Ai = B;K) P + Pj(Ai = BiK))z < —v; |z , % >0  (151)
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a) Perturbacoes continuamente variantes

Se as incertezas forem variantes no tempo, entao poliedros convexos A7 e B? contendo
as matrizes incertas A € A? e B € B9 podem ser construidos como

1=1

A= {A€ R"A= TN, oA, Efi; o, =1, o; >0} 1.52
B'={BeR|B=xM 4B, vM g =1, § > 0} (1.52)

Chamamos de ¥, o sistema incerto dado por ( 1.49) com perturbagoes continuamente
variantes no tempo dadas por ( 1.52). Apresentamos para o sistema ¥, uma definicao
bem conhecida na literatura ([27]).

Definicao 1.4 O sistema incerto ¥, € quadraticamente estabilizavel se ezistir uma
funcdo de Lyapunov v(z) = 2T Pz ey > 0 tal que VA € A% e VB € BY existe u tal que

o(z) = eT(ATP + PA)z + 2T PBju < —~ l|z||? (1.53)

Os teoremas a seguir dao condigdes para a existéncia dos controladores estabilizantes
para os dois tipos de perturbacao das definigdes acima.

Teorema 1.4 O sisterna incerto ¥, € quadraticamente estabilizdvel por um controlador
tinear K € R™™ se ¢ somenie se exristir uma matriz P > 0 e uma matriz: W € R™" tal que

AP+ PAT <BWT+WBT | i=1,-- Nej=1,-,M (1.54)

Prova:
Necessidade: um par [A; € Ay, B; € BY] satisfazendo ( 1.52) é quadraticamente estabi-
lizdvel por um controlador linear se existirem matrizes S > 0 e K € R™ tais que

(Ai — B;K)"S + S(Ai— B;K) < 0
parai=1,---,Nej=1,---, M. De forma equivalente,
ATS + SA; < K"B!'5 + SB;K
Fazendo § = P! e pré e pds-multiplicando por P, vem
AP+ PAT < B;KP + PK'B]

que com WP = KP da { 1.54).
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Suficiéncia: De { 1.54) vem
Pl A+ ATP7' < P B;WT 4+ WBT P!
ou, com § = P-1,
(Ai — B;WTS S + S(A; — BWTSs Y <

parat=1,---,Nej=1,.--, M. Como esta equagio é vélida paras = 1,---, N , usando
a; € [0,1], =, e; = 1, e j constante, vem

N N
(Xoudi = BWTS™)S + 53 eudi = BWTS™)T <0

=1 =1

(A-B,WI'S ™54+ 5(A-B,WIs T <o
que é valida VA€ A%ej=1,---, M.
Usando agora 8; € [0,1] e &M, 8; = 1, vem

M M
(A=Y B;B;WISHS 4+ 843 BWTs T <o

=1 j=1
(A~ BWTS )84+ 54— BWTSH7 <0
que ¢ vilida VA € A? e VB € BY. Portanto, o controlador K = WS~! estabiliza ( 1.49)
com A e B dados por ( 1.52).
C.Q.D.

Este teorema € uma exiensio do teorema 1.3 para sistemas incertos modelados via
(1.52) (38)).

Em [28], trata-se do problema de calcular uma matriz P = PT > 0 tal que, para um
conjunto de matrizes A;,¢ = 1,---, N compondo um dominio de incerteza, se tenha

ATP 4+ PA; <0 i=1,--- N

Este problema ¢é convexo e pode ser considerado o marco inicial das abordagens ditas
de estabilidade quadratica. Na segdo 1.5.3, um método para estabilizacao de sistemas
incertos via programagao convexa baseado neste teorema sera apresentado.

Definimos agora o conjunto de controladores lineares quadraticamente estabilizantes
associado ao S1 ¥, .

Definicao 1.5 O conjunto de controladores lineares que estabiliza quadraticamente o
sistema incerto X, € dado por

FE{K € R™|P(A- BK,Q)={P}, Q >0, VA€ A% VB € B} (1.55)
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Propomos agora um resultado relacionado com a existéncia de um controlador robus-
tamente est abilizante para X, , de acordo com a definicio 1.3.

Teorema 1.5 O sistema incerto L. € robustamente estabilizdvel por um controlador
linear se ¢ somente se existirem matrizes P; > 0 e Wi; € B™ tais que

A;P; + P;AT < Bﬂ’ﬂf + WGjBf (1.56)
€
W;{R‘;I = K = constante (1.57)

z’:g:s:i;fade: os pares [A;, B;] sdo robustamente estabilizdveis por um controlador linear
se existirem matrizes S;; > 0 e K € R™" tais que
(Ai — B;K)TSi; 4 Si;(A; — B;K) <0 i=1, N, j=1,-- M
De forma equivalente,
ATS:; + Si;A; < KTBIS;; + SyB; K
Fazendo 5;; = PU_l e pré e pés-multiplicando por P;, vem

APy + P;A] < B;KP; + R‘jKTBjT

que com W = KP; da ( 1.56).
Suficiéncia: De { 1.56) vem

-1 T -1 - 5T T r—
P A+ AP < HJIBJW;J' + Wi; B; Pijl

-1
ou, com 5;; = P,

(Ai — B;W;;5;")5:; + Si;(Ai — B;W,; S5 <0 t=1,--- N, j=1, M
De ( 1.57),
(Ai — B;K)Si; + Si;(Ai — BiK)T <0 i=1,--,N, j=1,---.M

que € valida VA€ Ae VB € B.

C.Q.D.
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De acordo com a definicdo 1.3, se cada um dos sistemas precisamente conhecidos
definidos por um par {A;, B,] for estabilizdvel, entao a cada um deles estd associada uma
funcao de Lyapunov da forma

o(z) = zT(A] Py + P Az + 22" Py Bju < —y; llzl® , 7 > 0

ou, com K dado por ( 1.57)

o(x) = 2" (A] Py + P Az + 22" Py BiWi; Ple < —vi; 2], i > 0
ou ainda

i(z) = 2 ((Ai = ByWEP;) Py + Py(Ai - BWIPSY) o< =y fl2ll? , 45 >0
(1.58)
Cada par [A;, B;] admite qualquer par [P;, W;;] que satisfaca ( 1.58), o qual definira
um controlador K;; = W;; P! tal que (A; — B; K,;) é estavel.
Definimos agora o conjunto dos controladores lineares robustamente estabilizantes
associado ao SI X, .

Definicao 1.6 O conjunto de controladores lineares que estabiliza robustamente o sis-
tema incerto X, € dado por

FeYAK € R™P(A~ BK,Q)={P;},Q >0, YA € A, vB; € B} (1.59)

Definimos finalmente o conceito de estabilidade robusta associado ao sistema X, ([42]),
bem como o conjunto de controladores a ele associado.

Definigao 1.7 O sistema incerto ¥, € robustamente estabilizdvel por um conirolador
linear K se para cada A € A? € para cada B € B?, a matriz (A — BK) for estdvel.

Definicao 1.8 O conjunto dos controladores lincares que estabiliza robustamente o sis-
tema incerto X, € dado por

F*E{K € R[P(A- BK,Q)#0,Q >0, YA€ A%, VB € B?) (1.60)

Observe que a estabilidade quadritica de ¥, é uma exigéncia mais forte do que a
estabilidade robusta deste mesmo SI. Nas préximas secbes serdo discutidos métodos que
garantem a primeira. Nos capitulos 3 e 4 serdo propostas metodologias que garantem a
estabilidade robusta de ¥, e eventualmente de ¥, .
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1.5.2 Abordagem via “matching conditions”

Perturbagdes que obedecem as chamadas "matching conditions” sio modeladas por

AL = Ao+ BeD(r(t))

B() = Bo+ BoGls(t)) (1.61)
GO < 1

Em [44] ¢ mostrado que se as incertezas obedecerem estas condigdes, existe sempre
um controlador linear estabilizante. Perturbagdes maiores originam ganhos maiores, mas
a existéncia de tal controlador depende apenas da estrutura do sistema.

Estudaremos agora dois métodos existentes na literatura para obter um controlador
linear estabilizante para sistemas incertos dados por ( 1.49) e { 1.61).

Ambos métodos tem como passo inicial a obtencio de um controlador estabilizante
Ky para o sistema nominal de modo que

Ay = Ao+ BoKo

seja estavel.

Analisemos inicialmente o método proposto em [29)].

Neste método, o préximo passo consiste na aplicacdo do controlador K ao sistema com
incertezas. Iste controlador é dado por

K=Ky—~BIpP (1.62)

onde

PEP(ALQ). Q>0 (1.63)

com ¢ > 0 e v > 0 a serem determinados. Denotando

A=A;+AA~yByBIP + ABKy — yABTP (1.64)
com
AA = ByD (1.65)
e
AB = ByG (1.66)
o sistema dado por
i = Az
serd estavel se
L=A"P+PA<O (1.67)

Observagao: D(.) e G{(.) sao substituidas por D e G, respectivamente, apenas para
tornar mais claras as manipulagdes algébricas.
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Desenvolvendo esta expressao, vem
L=AYP +PA+ KIBIP+ PByKy+ AATP + PAA+ +KIABTP + PABK,
~29PByBJ P — 4[PB,ABTP + PABB! P)
ou, usando ( 1.65)-( 1.66) e ( 1.63),
L=~Q+DTBIP+PByD+K]GTB] P+ PByGKo—2YPByBIP — yPBo[G + GT|BoP

(1.68)
Usando a identidade matricial para quaisquer matrizes X e Y € B™7,
XXT+yvy" > xv" + v X"
em ( 1.68), com X = PBye Y = DT, vem
L<{-Q+D"D+ KJGT"GKo} — {yPBo[2I - %I +G+ G"|B] P} (1.69)
Para garantir L <0 em ( 1.69), basta escolher v e () tais que as condigdes
Q>D"D+ KIG'GK, 170
21 +G+GT > 2] (1.70)

sejam satisfeitas. Escolhidos () e v, K € dado por ( 1.62) para P dado por ( 1.63).

Em [44], uma estratégia semelhante é aplicada. Para o controlador estabilizante K,
dado, P é obtido de { 1.63) para alguma matriz Q > 0.
Uma transformacao de similaridade T € aplicada ao sistema realimentado por K de

forma que se tenha

0
e[
E mostrado que a matriz L de ( 1.68) fica na forma particionada
— L La(q)
b= { La(g)" Ls(q) (1.71)

onde L, € R™" independe das perturbacbes g € Q e é inversivel. Basta entao escolher v
tal que

< 1966 Amas[Ls(q) = L (g)L7" La(g)]

mar

2(1- e0llGlg)l)

Observe que uma busca em ¢ € ¢ deve ser feita para obter 4. O controlador que
estabiliza o sistema perturbado é entdo dado por { 1.62) com % obtido acima.

(1.72)
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Analisarmos agora estes métodos com a condigio suficiente de desempenho dada pelo
teorema 1.2 . Para o controlador estabilizante K;, temos que

P(Ao — BoKs, Q) = P(As, Q) = {P} (1.73)
De { 1.64), a perturbacdo F adicionada ao sistema é dada por
E=AA+ ABK, — v(BoBY + GTBLy P! (1.74)

onde ( 1.17) é usada ao invés de ( 1.7) para obter P,
De acordo com o teorema 1.2, (As + E) € estavel se

L=L(A;+E,P)=L(A, P) + L(E, P) = —Q + £(E, P) < 0
ou
L(E,P)<Q (1.75)
para P dado por ( 1.73). Portanto, garantir L < 0 é equivalente a garantir ( 1.75).

Em [29], @ e+ sao escolhidos em ( 1.70) para garantir { 1.75) para qualquer P dado
por ( 1.73).0Observe que a identidade matricial usada torna esta escolha independente de

P.

Em [44], para P dado por { 1.73) para alguma matriz @ > 0, v obtido de { 1.72)
garante { 1.75).

1.5.3 Meétodo via programacao convexa

Em [8] e [38], é proposto um método para estabilizagao de sistemas incertos utilizando uma
abordagem convexa. Baseado no teorema 1.4, este método usa elementos de programacao
convexa para obter um par [P, W] que satisfaga ( 1.54).

Seja inicialmente o sistema dado por ( 1.35) e sejam as seguintes matrizes aumentadas:

A —-B 0 I, O |
F_[U 0] o= 1] QM{GO] (1.76)
Sejam ainda p = n + m e a matriz S = S¥ € RPF particionada na forma:
Ss S
S = {SE S“’} (1.77)

com S, € B, S, =87 >0e 8. = ST, Podemos agora apresentar o lema fundamental
da estratégia citada.
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Lema 1.1 O conjunto C dado por
¢ {5 =ST € RP?|S >0 evTOS)v <0, VYo |GTv= {}} (1.78)

com

O(8)=FS+ SFT +Q (1.79)

€ tal que:
a) [A,B] € estabilizdvel se e somente se C # 0. Se C # 8, VS € C temos K = STS

como sendo um controlador estabilizante.

b) C € um conjunto convezo.

Omitiremos as provas dos resultados aqui apresentados, que podem ser encontrados
em [38] e suas referéncias.

Como o conjunto C é convexo, técnicas bem conhecidas podem ser utilizadas para
obter S € C. Em [8] é proposto um método usando técnicas de planos de corte. O
método é ilustrado na figura 1.2.

Uma solugao inicial S; & C ¢ escolhida. Portanto, existe um hiperplano separador
h; que separa S; de C. Novos elementos S; sdo gerados e enquanto estes elementos nao
pertencerem a C, novos hiperplanos separadores sdo obtidos. Estes hiperplanos formam
um conjunto de restrigdes lineares ao qual técnicas de programacio linear sao aplicadas
para a obtengao de uma solugdo factivel. Entdo, em algum momento, ou uma solugdo
S; ¢ encontrada para o problema (S, na figura 1.2.a ) ou o problema torna-se infactivel
(h1...hq formam um conjunto de restri¢oes inconsistente na figura 1.2.b ).

a} problema com soluclo b) preblema sem solucds

Figura 1.2: Ilustracdo do método por plano de corte
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Para aplicar este método a estabilizagdo de sistemas incertos, é definido o conjunto

R R
Dp {F ERPPIF=oF, Y a=1, &> 0} (1.80)

=1 =1

com K = N.M, que ¢ um conjunto convexo envolvendo as incertezas dos pares
[A,Bjl.i=1,---,N ,j=1,---,M de ( 1.52).

Em [4] é mostrado que os sistemas definidos por {4, B] e [F, G] sdo equivalentes para
fins de estabilizagao por ganho linear. O sisterna aumentado apresenta a vantagem de nao
possuir incertezas na matriz de entrada.

Teorema 1.6 Sejam o sistema incerto caracterizado por Dr e C; o conjunto convero
associado a F;, 1 =1,---,R. Entlao:
a) 3K tal que (A~ BK) € quadraticamente estdvel VF € Dr se e somente se (N2, Ci # 0.

b) VS e N, Ci => K = SIS ¢ um controlador estabilizante.

Da mesma forma que para SPCs, o uso de técnicas de planos de corte a este resultado
permite a proposi¢ao de um método para estabilizacio quadratica de SIs. Hiperplanos
separadores (restriges lineares) sdo gerados até que se encontre § € NZ, C; ou se verifique
que N, C = 0.

Quando uma solugdo S é encontrada, entdo

o [FS+SFF +Qv<0, V6Tv=0, i=1,---,R
Usando ( 1.76)-( 1.77) nesta equagdo , vem
AiSa+SaA?<Bj55%Sbe, t=1,---Nej=1,---.M

que ¢ a condi¢do de estabilizabilidade para sistemnas incertos dada pelo teorema 1.4.
A figura 1.3 ilustra o método de estabilizagao citado. Para maiores detalhes, veja

[38].

1.6 Controlador estabilizante via alocagao de pdlos

Na secao 1.4 vimos como a equagido de Lyapunov pode ser utilizada para testar a
propriedade de estabilizabilidade de um sisterna linear. Satisfeita esta condigao, métodos
como o de Riccati podem ser utilizados para projetar um controlador que minimize um
determinado critério.

A estabilizabilidade também pode ser verificada testando-se apenas a controlabilidade
dos modos instaveis do sistema ([48]). Se forem controldveis, entdo o sistema é estabi-
lizavel. Além disso, o conjunto de todos autovalores controlaveis podem ser arbitraria-
mente realocados via realimentacio de estados. Em [33], é mostrado que em um sistema
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1 Bl )
h3 hi
h2 h2
c2 h3
c
c1 &
C Ci
S
c2
-
a } Problema com solucdo b } Problema sem solugio
\ J

Figura 1.3: Aplicacdo do método a sistemas incertos

de multiplas entradas a flexibilidade existente no projeto apds a escolha dos autovalo-
res de malha fechada, corresponde a possibilidade de se escolher também os autovetores
pertencentes ao conjunto:

{vi € C™ | 3f; € C7 satisfazendo (A — vI)v; + Bf; = 0} (1.81)

Um procedimento deste tipo consiste em avaliar

[A— I B [ ;ﬁ } =0 & - (1.82)
onde
~: € o autovalor de malha fechada desejado
v; é o autovetor de malha fechada
fi € um vetor r-dimensional caracterizando o controle necessirio para mover o
modo ¢.

A solugédo é obtida através de uma decomposicio em valores singulares da matriz
[A — M\ B], cujo espago nulo serve de base para obter v; e f;. Fazendo isto para cada
autovalor de malha fechada desejado, obtemos ([19])

K={fifallor - va]™ (1.83)

Se [A, B] for nao controlavel, entao para algum autovalor de malha aberta A; a matriz
[A — A\, Bjtem posto menor que n. Se A; for invariante a realimentagao de estados, entao
o autovetor w; de AT correspondente a ); é tal que w! [A —~v] B] = 0. Entretanto,
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mesmo sendo invariante, seu autovetor correspondente pode ser modificado através da
realimentacao ( 1.83) (veja [33]).

O emprego de alocagio de pdlos para projeto de controladores, envolve um conheci-
mento maior sobre as caracteristicas do sistema em estudo. Cada problema deve ser tra-
tado de uma forma particular ( veja Bottura(1977) para uma comparagio entre alocacio
de pdlos e outras técnicas de projeto). Embora seu uso tenha sido bastante pesquisado
para SP(Cs, pouco se conhece sobre técnicas de alocagio para sistemas incertos. Neste
caso, ndo é possivel especificar as posi¢des dos pélos de malha fechada, dadas as incerte-
zas existentes. Podemos entretanto especificar regides onde os pdlos devem estar. Se o
modelo incerto tratado puder ser representado através de um conjunto de sistemas pre-
cisamente conhecidos, entdo podemos projetar controladores via alocacio de pélos para
estes sistemas. Esta é a idéia basica dos métodos para estabilizacio robusta a serem

propostos.
1.7 Conclusao

Neste capitulo foram discutidas aplicagbes da teoria de estabilidade de Lyapunov a
analises de robustez e ao projeto de controladores garantindo robustez.

Condigdes baseadas em equagées modificadas de Lyapunov foram propostas. Elas
permitiram envolver ambos conceitos de estabilidade e desempenho.

Foi discutida a obtengao de medidas de robustez, que permitiu garantir a estabilidade
a perturbagOes para um sistema nominalmente estdvel. Conjuntos de matrizes estaveis
foram construidos usando estas medidas.

Nos métodos para projeto de controladores para sistemas incertos, os conceitos de
estabilidade quadratica e estabilidade robusta foram discutidos. Métodos da literatura
garantindo estabilizagao quadratica foram estudados.

Finalmente, discutiu-se brevemente a aplicagdo de técnicas de alocagdao de pélos a
sistemas incertos modelados via pares de matrizes.



Capitulo 2

Variagoes paramétricas no conjunto
dos controladores

2.1 Introdugéo

Iniciamos este capitulo propondo variagbes paramétricas sobre um controlador. O
termo variagio paramétrica é comumente associado a algum parametro variante do sistema
representando incertezas. Entretanto, ele sera usado aqui para denotar uma variacio
admissivel sobre alguma diregdo no espaco de parametros do controlador.

As variagGes admitidas nas dire¢bes sdo computadas de forma andloga & forma que
foi utilizada no capitulo anterior para se computar medidas de robustez para matrizes
de perturbagao. Entretanto, neste capitulo, algoritmos para calcular variagoes maximas
em uma dada direcao e conceitos aplicados a dire¢des permitem explorar o conjunto de
controladores lineares estabilizantes associados ao sistema precisamente conhecido (SPC)

& = Az + Bu (2.1)

com A € R*™ e B € R*", denotado por ¥, como no capitulo anterior.

Os resultados obtidos neste capitulo serao utilizados no capitulo seguinte para explorar
o conjunto de controladores lineares estabilizantes para um sistema incerto, buscando
solugdes para problemas de estabilizagao robusta.

2.2 Variagoes paramétricas sobre um controlador

Na secao 1.3, foram estudados métodos para garantir robustez a perturbagdes. Analises
semelhantes sdo agora aplicadas a controladores visando obter variagbes paramétricas so-
bre um controlador.
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Para facilitar a referéncia, reescrevemos aqui:

P(A,Q)={P > 0|AP + PAT = —Q} (2.2)
L(A,P)= AP+ PAT (2.3)
P(A,Q)={P} & L(A, P)=~Q (2.4)
F={KeR"|P(A-BK,Q)#0, Q@ >0} (2.5)

Corolédrio 2.1  Seja o sistema X ¢ Ko € F. Entdo, (Ko+ ¢AK) € F, com AK € R,
se para

P € P(A— BK,,Q) (2.6)

fivermos

L(—eBAK,P) < Q (2.7)

Prova : usando { 2.2), escrevemos

L{A - B(Ko+ ¢AK), P) = L{A—~ BKy, P) + L(—eBAK, P)
= —Q+ L{(—eBAK,P)=-Q
Como P > 0, se J > 0 resulta de ( 2.4) que

P(A - B(Ko + eAK), Q) = {P}

e da definicdo de F, (Ky + ¢AK) € F.

A matriz AK sera interpretada com uma diregdo em K. Embora AK pertenca ao
subespago ™", sua aplicagao neste trabalho estd associada ao significado usual dos termos
sentido na lingua portuguesa e direction na lingua inglesa.

O escalar € sera o parametro a ser variado em uma dada direcio AK. Embora a
proposigao 2.1 admita qualquer ¢ € R, interessa-nos apenas o valor positivo de € associado
a uma diregdo AK (uma vez que o valor negativo equivale a uma nova diregio).

Dado um controlador Ky sujeito a uma perturbagao AK. a proposigio 2.1 permite
verificar se o controlador

K = Ky + eAKR

pertence ao conjunto F.
Dada uma direcdo AK, como calcular ¢ de modo a satisfazer { 2.7) ? De ( 2.7) e ( 2.3)
terntos que
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eL(—BAK,P)< Q@ _ (2.8)
Esta condigao ¢ satisfeita para

EAmaz(L(—=BAK, P)) < AminlQ).

Escrevemos, portanto

Amin(Q)
S L_BAK.P)) (29)

onde p(.) é uma medida sobre matrizes simétricas (4 nao é uma norma) dada por

u() = { Ose \f()=19 (2.10)

max At(.) em caso contréario

A notagao A*(.) indica os autovalores nao negativos de (.).

Para uma matriz simétrica M,
1M1= Omac(M) = (Amac (M7 M))1/?
Entao,
(M= Amaz(M) = p(M) =|| M|

[Ml= Amae(—M) = p(M) <[ M]|
Se M > 0, entdo [[M|= p(M). Portanto,

(M) <fiM|| (2.11)
pleM)=cu(M), ¢e>0€R (2.12)
#(A+ B) < p(A) + u(B) (2.13)

Embora existam algoritmos numéricos bastante eficientes para o cilculo de autovalores
de matrizes simétricas, outras técnicas que exigem menor esforgo computacional podem
ser utilizadas. Propomos agora uma expressdo para o calculo de { 2.9) que pode simplificar
grandemente esta operacgdo, principalmente para o caso de entrada unica.

Teorema 2.1 Sejo o sistema ¥ com r={ {uma entrada), Q > 0 ¢ Ky tal que

P(A - BK,,Q) = {P} (2.14)
Entdo, (Ko +¢AK) € F, com AK € R'™, para
Amin(Q)
€< e>0 2.15
IBlIIWI +B"W (219
W = PAKT (2.16)

com P dado por ( 2.14).
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Prova : Seja

S=BWT 4+ wBT (2.17)
e M € R™™ uma matriz ortonormal tal que
@ g
0 [+ 4]
M BW|=[BW]=| 0 0 (2.18)
0 o

Usando M em ( 2.17), vem

2{1’16‘(2 i3 0 -0
ajag 1] 0 - B
S=MTSM=] O 0 ¢ -0 (2.19)
: : : - B
0 0 0 -0

Usando ( 2.18), d&

A(S) ={B"W ||BJ|W].0,---,0}
e de ( 2.10}

u(S) = B"W+ ||BW]|
O uso de ( 2.16) e ( 2.17) em { 2.7), resulta em

L(~eBAK,P) =¢S5 < Q
que é satisfeito para

et(S) < Amin(@)
Desta condigdo segue ( 2.15). Como Amin(Q) > 0 e u(S) > 0, pois | B|||W|> BTW,
temos que € > 0 .

C.Q.D.

Este resultado permite obter € avaliando-se a expressao ( 2.15), evitando assim o calculo
dos antovalores de £{.) requerido em ( 2.9). Um resultado equivalente ¢ obtido agora para
o caso multiplas entradas.
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Teorema 2.2 Seja o sistema & com r > 1 (maltiplas entradas), Q > 0 e Ky tal que
P(A - BK,,Q) = {P} (2.20)
FEntio, (Ko + eAK) € F, com AK € R™", p.ara

¢ < Amiﬂ(Q)
~ Tr{(diag(BT"B).diag(WTW))1/? + BTW)

(2.21)

onde W € dado por { 2.16) ¢ P € dado por ( 2.20).

Prova : Seja S dada por { 2.17). Tomando B e W coluna a coluna, S pode ser escrita
como

S = (BW"+WBA)") +(BRIW2]T+ W[21B[2]") + - -+ (B[ IW[r]T + Wir] B[r]T)
=S5+ S+ +85,

onde (.)[i] denota a i-ésima coluna de (.)

Lembrando que p{A + B) € u{A) + p(B), pode-se escrever

p(S) < p(S1) + pu(S2) + -+ pu(S) (2.22)

Usando o teorema 2.2 vemn

u(S) < SSIBLIIWG +BET W]

=1

que Com
lel= (7 2)2

para x € R",
da
w(S) < Tr( ( diag(BTB).diag(WTW) )'/* 4 B"W)
de onde deriva { 2.21).
C.Q.D.
Convém lembrar que enquanto { 2.15) permite obter €4, que satisfaz ( 2.9), o uso de

( 2.21) eventualmente nao o permita devido a desigualdade de { 2.22).

Como ( 2.7) é uma condigao suficiente, maiores valores de € sio eventualmente possiveis.
A definicdo a seguir trata da variagdo maxima admitida.
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Definicao 2.1 A mdrima variagao admitida ne diregio AK em K sem sair do conjunto
F € definida como

S(K,AK)< { maz e | P(A— B(K +7AK),Q)#0, 0< <€) (2.23)

A interpretagao de §(.) permite identificar diregdes que desestabilizem ou nao um dado
sisterna. Definimos agora estas diregdes.

Definicdo 2.2 Uma diregio AK em K € desestabilizante se
S{K,AK) — v, 0 < v < co.
De outra forma, a dire¢do € nao desestabilizante.

O teorema a seguir propoe um resultado para explorar a variacdo maxima em uma
dada diregao. Baseado nele, um algoritmo para computar §( K, AK) sera proposto.

Teorema 2.3 Seja o sistema X, Ko € F e qAK satisfazendo ( 2.7). Entdo:
a) Eziste e; > 0 tal que (Ko + (€1 + €2)AK) € F,

b) Da mesma forma, €3,€4,-- podem ser enconirados ¢

mar Ke A (A — B(Ky + Z qAI{)) =0T E&=eg—0 , 1— (2.24)

Prova :

a) das suposicoes feitas, ¢; satisfaz
L(—eBAK, P)<@Q

para

P € P(A—- BKy,Q)

e portanto

P(A - B(Ko + 6 AK), Q) = {A}
Usando ( 2.9) em

A — B(Ko+ 6,AK)

obtem-se ¢, tal que

L(—e;BAK,P) < Q
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seja satisfeita. Entao,

P(A — B(Ko + (6 + £)AK),Q) = P,

(1{0 + (é] -+ CQ)AK) € F

b)
Necessidade: se a diregao AK desestabiliza o sistema, entao para algum ¢ finito teremos
(A — B(K + ¢AK)) instavel. Logo, ¢; deve tender a zero quando i —» oo,

Suficiéncia: Para K € F,

(A— BK)Y'P+ P(A— BK)=-Q (2.25)

tem solugdo P > 0 para qualquer @ > 0.
Pés-multiplicando ( 2.25) por z tal que

(A—BK)x = M(A— BK)z
e pré-multiplicando por " com |lzf|l=1e Q@ = I, vem -

2*(A— BK) Pz +12"P(A— BK)z = ~2*Qu

(8293

2 Re M(A— BK)a"Pz = ~1 (2.26}
Portanto, de ( 2.26)

max Re A(A— BK} - 07 ¢= 2*Pr — 40 (2.27)
donde se conclul que o sistema torna-se instavel se e somente se
Omaz(F) — +oc (2.28)

Lembrando que ¢ € obtido de

€ < )\min(Q)
T w{L(—~BAK, P))

conclui-se também que, como B e AK sio constantes, { 2.28) é uma condicio necessaria
para que ¢ tenda a zero. Portanto, ¢ — 0 somente se 0y,..{P) — o0, que por sua vez
implica que o sistema se torne instavel.

C.Q.D.
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Observe que se ¢; ndo tender a zero, a parte real dos autovalores do sistema nao tende
a zero. Neste caso, os autovalores do sistema (ou um conjunto deles) podem se deslocar
para qualquer regido do semi-plano complexo esquerdo, porém sem se aproximar do eixo
1maginario.

Observacéo : Para maior simplicidade, este teorema foi proposto com P(.) envolvendo
apenas a caracteristica de estabilidade. Entretanto, este resultado é naturalmente esten-
dido para P(.) garantindo desempenho como discutido na secio 1.2.

Baseado no teorema 2.3, o algoritmo 2.1 proposto a seguir permite o cilculo de
S(K,AK).
Algoritmo 2.1
Passo 1 : Escolha Kj e @ > 0 tal que
P(A—-BK,, Q) = {P}.
Passo 2 : Obtenha ¢; que satisfaz ( 2.9).
Passo 3: Faga K; = Ko+ Y, AK .

Passo { : Verifique se £nin < € € 331, € < €mas, onde Emin € Emar 580 tolerancias .

Passo 5 : Se as condigbes do passo 4) forem satisfeitas, calcule
P(A—-BK;, Q)= {Py1}
e retorne ao passo 2.
Caso contrario, calcule §(K,AK) = 3, ¢

Estes resultados sao agora utilizados para explorar o conjunto F.

2.3 Diregoes convexas em F

Os resultados da segao anterior sao agora utilizados para explorar o conjunto ¥, bus-
cando elementos a ele pertencentes.

Sejam entao Ky , K; € F. O segmento K, K; é convexo em F se
oKy +(1-a)Ky € F , Yae [0,1] (2.29)
O teorema a seguir permite verificar se ( 2.29) é verdadeira.

Teorema 2.4  Sejam o sistema £ ¢ K,,K, € F. O segmento K K, ¢ convezo em F se
e somente se

§(Ki, Ky — Ky) > 1 (2.30)
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Prova :
Necessidade : Pode-se reescrever { 2.29) como

K+ a(K; ~ Ky), Ya€e 0,1} (2.31)
De acordo com o teorema 2.3, €, ¢3, -+, ¢, podem ser obtidos de modo que
I\r; + Z Ei(f{g — I\rl) < f (232)

=1
Temos que ( 2.31) garante que { 2.32) é véilida para m tal que

m

0<) <1

i=1

Como
K, + i (K, — K;) €F,
i=1
Em+1s Em+2, " * *» €0 podemn ser calculados de modo que
Ky + iei(h’g - Ki)+ f: e{Ky — K1) =K1 +6{(K\,K, - K,) ¢ F
i=1 i=m+1
donde

6(.)mié,‘—§- i =1+ i € >1

=1 i=m4-1 1=m-41

Suficiéncia : Pelo teorema 2.3, se Ky € F, entao ¢; > 0 pode ser encontrado de modo

que
Ki+1(K:— K1) €F, 1 €(0,¢]

Da mesma forma, €, €3, - - - .€,,, podem ser encontrados de modo que

T

Ki+ vl — K1) € F, v €[0,) ¢

1=1
Se -7 € > 1, isto é, §( Ky, Ky — Ky) > 1, entao,
Ki+9(K,~ Ky) € F, ve[0,]]

como desejado.
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C.Q.D.

Este resultado pode ser facilmente implementado via algoritmo 2.1. Basta para isto
fazer Ko = Kj e AK = K; — K. O teste do passo 4 sera substituido por € > £nin €
Yie < 1. Se ( 2.29) for falsa, entao em algum momento ¢; < £.,.. Se for verdadeira,
teremos para algum m finito

m
z €; 2 1.
i=1

O algoritmo 2.1 avanca em uma direcao enquanto ela nio sair de um dado conjunto; se
todo um segmento pertence ao conjunto (segmento convexo), entio ele pode ser percor-
rido pelo referido algoritmo.

No caso do segmento K; K3 nao ser convexo, surge a questao: havera um caminho em
F de modo que a partir de K se possa chegar em K, ( e vice-versa) ?

Se este caminho existir, para quaisquer K7, K, € F, entio F é um conjunto conexo.
O teorema a seguir demonstra esta propriedade de F.

Teorema 2.5 Sejam o sistema ¥ e Ky, K, € F tais que

P(A - BKy, Q) = {R}

P(A - BKy, Q)= {P,} (2.33)
Entdo, todo o caminho entre Ky e Ky gerado por
K=({1-a)Wi+aW)"((1 - a)P +aP,) "', Vae[0,1] (2.34)
com
VVl = IX)I P}
i’Vg = K. P, (235)

pertence a F.

Para provar este teorema, recordamos algumas propriedades de P(.) e £( .) como de-
finidas na secao 1.2 .
i) P(A, Q)= {P} <= L(A,P)=-Q
i) L(A+ B, P)=L(A P)+ L(B, P)
i) L{Ar, P)+ L(Az, I) = L(A; + A, P71 P)

Prova: Usandoi)eii)em { 2.33),

L(A~ BKy, P)=L(A,P) - L(BWT,I) = —Q

L(A— BK;, P;) = L(A,P)— LBWE.T) = —Q (2.36)
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Multiplicando os termos de ( 2.36) por (1 — @) e a para qualquer o € [0, 1], respecti-

vamente e somando, vem

L(A,P)— E(BWT, I)=-Q

onde
P=(1-a)P, +ab,
W =(1-a)W; +aW,

Utilizando iii} em ( 2.37), vem

L(A—BWTP pP)=_Q

e de 1),
P(A- BK, Q)= {P}

Portanto, por defini¢do, todo K dado por ( 2.34) pertence a F.

(2.37)

(2.38)

C.Q.D.

Baseado neste teorema, o teorema a seguir permite a construgio de um conjunto de

segmentos convexos unindo dois elementos de F.

Teorema 2.6 Sejam o sistema ¥ e Ky, K, € F tais que 6(Ky, K,
existem AK, -, AK,, tais que

K; = K; + Z AK;

=1

Fowrl
5(1{1 +ZAK,-,AK;:) >1 k=1,---,m

1220

Prova: Seja

&K; == Kaq - K}

para Koq € F dado por { 2.34) para algum 0 < a; < 1.
De ( 2.34), ( 2.41) e ( 2.23), temos que :

oy = 0= K,y = K; = AK) = 0= §(K;,AK;) —
Portanto, para algum <oy <1

§(K1, AK;) = 1

Ko, = Ky + AK, |

— K1) < 1. Entéo,

(2.39)

(2.40)

(2.41)
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Seja agora
AK; = Ky, ~ K,,

para K,, € F dado por ( 2.34) para a; < a; < 1, de modo que

8(Ka,,AK;) =1

011

5(K1 -+ AI{],AK;) = ]
Entao,
2
Koy = Koy + AK, = Ky + 3 AK,
=1

Prosseguindo desta forma, obtemos sempre aiy1 > o até que para algum k = m
temos a = 1

K;=K,, =K+ ZAKi ;

1=l

k-1
5(]\’1 + ZAI({,AI{}C) >1, k=1,---.m

1=}
C.Q.D.

Neste caso, o segmento K;K; é obviamente ndo-convexo. Entretanto, ele pode ser
substituido por um conjunto de segmentos convexos, como mostrado. Este resultado é
muito importante. Ele permite que qualquer elemento de F seja alcancado a partir de
um elemento conhecido do mesmo e de um conjunto de segmentos convexos adequados.

Uma vez que a um segmento K; K, estao associadas duas direcdes K, — K e K; ~ K,
a analise desenvolvida para segmentos também é vélida para diregdes. Portanto, pode-se
dizer que existe um conjunto de dire¢bes tal que, a partir de um controlador pertencente
a F, qualquer outro controlador deste mesmo conjunto pode ser alcancado através delas.
Introduzimos agora o conceito de dire¢do conveza.

Definigao 2.3 Uma diregio AK em K € uma direcio convexa em F se

(K+alAK) €eF, a=6KAK) ¢ Bea>6a|(K+aAK)eF (2.42)
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Esta definicao esta associada a seguinte questio:

Se uma dada dire¢io AK leva K +eAK para a fronteira de F, seria possivel continuar
avangando nesta diregdo de modo a nela encontrar um nove elemento pertencente a F 2.

Esta questdo esta ilustrada na figura 2.1. Ela deve ser tratada com cuidado, pois
permitira indicar a existéncia ou néo de uma solugio para problemas de controle robusto.
A diregao AK mostrada na referida figura é um exemplo de direcio nio convexa.

Figura 2.1: Direcéo nao convexa

O uso do algoritmo 2.1 permite obter apenas ¢; como mostrado na figura. Para obter
€2, se este existir, resultados baseados em feixes de matrizes sdo utilizados. Em [22] um
procedimento deste tipo é usado para obter limites sobre perturbacgées que nao desesta-
bilizem o sistema. Para isto, é usado o mapeamento linear 7(.) : R*" — R™™ que
transforma um problema de estabilidade em um problema de nio singularidade se, para
cada M € R*", T(M) tem ao menos um autovalor real e

max { Re A : A é um autovalor de M }

max { v : v é um autovalor de T(M) }
tem o mesmo sinal, ou ambos séo iguais a zero.

Este mapeamento pode ser dado por exemplo através da soma de Kronecker de M
sobre ela mesma, isto é,

MeI+I®M=T(M)= diag {M,M, -, M} + [m;I,}

Usando esta transformagao, o problema de determinar o valor de ¢ para o qual (A—eBAK)
torna-se instavel € equivalente a determinar o menor valor de € para o qual T(4 — eBAK)
torna-se singular. Se A, .-+, A, sao autovalores de (A — eBAK), entdo os autovalores de
T(A — eBAK) sao dados por A; + A;,7,7 = 1,---,n. Portanto, T'(.) seré singular se:
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a) Re \; = O, quando ); é um autovalor instavel (X + A; = 0) ;
b) A =—=X;, i #].

A andlise de todos os valores para os quais (A — ¢BAK) torna-se singular poderd
trazer inforrmacg6es muito importantes para a solugio dos problemas de robustez a serem
tratados.

O teorerma a seguir € uma adaptagdo de [22] para o problema que desejamos tratar.

Teorema 2.7 Seja T(.) : R*™ — R™™ um mapeamento linear que transforma um
problema de estabilidade em um problema de ndo singularidade. Entdo, (A — eBAK) ¢
estdvel, com € < €0, PATa €ma, dado por

1
e T W(I(A) T T(BAK))

(2.43)

Observe que €,., dado por ( 2.43) corresponde a ¢, da figura 2.1. O teorema a seguir
permite identificar direg¢ées convexas usando o teorema acima.

Teorema 2.8 Sejo T = {{|A € A (T(A)'T(BAK)) ¢ A € real } . Entdo:
a) Se T = {1} => AK € conveza.
b) Se T = {€1,¢62, -, €} € cxistir ; # €, € > €1 tal que Re M(A — ¢ BAK) < 0, entdo

AK ¢ ndo convexa.

Prova :

a) Se ¢ = oo, entao AK ¢, por definicdo, convexa. Se €, < oo, entdo (A4 — eBAK)
torna-se instdvel a partir de € = ¢; e nio existe ¢; > €; tal que (A — e BAK) volte a se
tornar estavel, uma vez que T sé contém um elemento. Assim, o sistema torna-se instavel
para € = € e a medida que € > ¢; aumenta, nenhum autovalor de (A — e BAK) tem sua
parte real anulada.

b) Como A € ass. estavel, para ¢ = ¢;, um autovalor de (A — e BAK) tem parte real nula.
Este autovalor s6 voltard a ser estavel se houver ¢; > ¢, ¢; # ¢, tal que ReA(A—e,BAK) <
0. Observe que |T(A — ¢BAK)| = 0 pode ocorrer para A, = —); ,I # j. Portanto,
ReA(A — ¢ BAK) < 0 deve ser testada Ve; € T, ¢ # €, afim de concluir sobre a

convexidade ou nao da diregio AK.

2.3.1 Exemplo 2.1: direcoes nao convexas
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Analisamos agora um exemplo didético visando ilustrar o conceito de diregdo nao
convexa. Seja entdo o sistema linear dado pelas matrizes

SRS

Sejam também os controladores K,, K; € F dados por
1 3 1 0
Kl””[a z] ’ KZ"”[:& 1]

Ah’mﬁ’z—h}:{g “;}3}

Se calcularmos a variagdo maxima admitida na direcio AK a partir de K, obteremos
(K, AK) = 0.1273
De fato, calculando os autovalores para € = §( K7, AK) obtemos
MA - B(K; + eAK) = {-0.00, —2.00}
Usamos agora o teorema 2.8 para obter
T = {0.1273, 0.8727}

Observe que o menor elemento de T é igual a §(K;, AK), como deve ser. Entretanto a
existencia de mais de um elemento em T dd evidéncias de que AK possa ser nao convexa.
Para verificar esta possibilidade, calculamos os autovalores para € = 0.8727 obtendo

MA— B(K; + eAK) = {~0.00, ~2.00}

Portanto, a direcao AK é nao convexa, voltando a estabilizar o sistema para algum
€ > 6( Ky, AK). Lembramos entretanto que a existéncia de mais de um elemento no con-
junto T nao implica na nao convexidade de AK. Estes elementos devem ser analisados
como foi feito neste exemplo, para obter uma resposta conclusiva.

Obtemos agora um conjunto de segmentos convexos AKjy,-- -, AK,, tais que
M
K, =K; + Y AK..
i=1
De fato, usando o teorema 2.5 com a = 0.5, obtemos

—0.6090 2.8195 } Mﬁﬁ[ 0.6090 0.1805

AR =1 01805 —0.609 ~2.8195 0.6090

tais que

K; = K+ AK, + AK,
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2.4 Diregoes modais robustas de F

Os resultados ja desenvolvidos neste capitulo permitem:

- Estabelecer condigoes para que AK seja ndo desestabilizante, desestabilizante ou con-
vexa.

- Dada uma direcao AK, avancar na mesma até o limite da estabilidade.

- Dados dois controladores quaisquer A, K, € F, obter dire¢des convexas de modo que
a partir de um se possa alcancar o outro.

Estes resultados permitem explorar todo o conjunto F na busca de algum elemento
contido no mesmo. Entretanto, em grande parte dos problemas a serem tratados, nao
sabemos especificamente em qual elemento de F desejamos chegar. O que conhecemos
sdo propriedades do elemento que estamos procurando, e esta é a informagio que podemos
utilizar para procurd-lo. Para trabalhar com estas propriedades, recordamos inicialmente
alguns conceitos de anélise modal ([43]).

O comportamento de um sistema linear dado por
T = Az (2.44)

apos uma perturbagao pode ser descrito pelos autovalores e autovetores da matriz A, ..
Se a matriz A tiver n autovalores distintos A;,1 = 1,---,n, entdo ela terd n autovetores
linearmente independentes v;,4 = 1,+--,n. A relacio entre estes elementos é dada por

Avg&,\w{ s z'zl,---,n (2.45)

A

As n fungoes da forma e™'v;, ¢ =1,.-. n descrevem os n modos dinamicos do sistermna

dado por ( 2.44).

Considerando agora a autoestrutura de AT, temos
ATw; = Jw; , j=1,---,n (2.46)

pois A e AT possuem os mesmos autovalores, mas diferentes autovetores. Transpondo
cada membro de ( 2.46) e pés-multiplicando por um autovetor v;, (i # j) de A, vem

wlAvi = Nwlv, , ((#5)4,7=1,--,n (2.47)
Se cada membro de ( 2.45) é pré-multiplicado por w;*-h, (7 1), vem

w) Avi = hwlv , (i #j)4,j=1,---,n (2.48)
Subtraindo ( 2.47) de { 2.48)

(Ai—X)wlvy=0, (i#7)i,j=1,-,n (2.49)
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o que implica em
wlivi=0, (i#j)6,j=1--,n (2.50)

Portanto os autovetores de A e A7 correspondentes a diferentes autovalores sio ortogonais.
Para o mesmo autovalor, normalizando os autovetores, vem

wivi=1, i=1,---,n (2.51)

i

Os autovetores w; e v; sio normalmente referidos como autovetor esquerdo ({ 2.46)) e
autovetor direito ({ 2.45)) de A, respectivamente.

Definindo
J= di&g ()\13 T yAn) (252)
V= [vg- v | (2.53)
W= [wy - - ] (2.54)
pode-se re-escrever ( 2.45), ( 2.46) e ( 2.50)-( 2.51) como
AV =VJ (2.55)
ATW = wJ (2.56)
WiV =1 (2.57)
Destas equacoes segue que
wh=y- (2.58)
WTAV = V1AV = J (2.59)
Seja agora o sistema linear
= Az + Bu (2.60)

ao qual é aplicada a transformagdo de variaveis x=Vz. De ( 2.58)-( 2.60)
z=Jz+ Du (2.61)

Ccom
D=WwTp (2.62)

Para o caso de autovalores distintos, ( 2.61) ¢ equivalente s n equagdes desacopladas

Z:iz/\izi‘?zdijuj-. iﬂlj...’n (263)
J=1
De ( 2.63) observa-se que a entrada u; influencia o elemento z; do vetor de estados z se e

somente se

d,‘j = w;-’"b;; 71: 0 (264)
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Portanto, ID dada por ( 2.62) pode ser usada para analisar a controlabilidade dos modos
do sistema dado por ( 2.60). Apds analisar a forma como as entradas podem influenciar
os modos de um sistema, introduzimos agora o conceito de dire¢io modal robusta.

Definigao 2.4 Sejam [A, B e Ay € A(A). Entdo uma diregio AK # 0 ,AK € R™" ¢
A—robusta, se Ve > 0

(2.65)

A,’ < A(A — EBAI() . )\,‘ Q {/\k,};}
A; E’ )\(A -"-{{B&K) , A€ {)\k,j\;}

O conceito de direcio modal robusta estd relacionado a uma direcio que altera parte
das propriedades de um sistema. Como estamos interessados em direcdes reais, AK deve
mover o par complexo-conjugado {As, A¢} quando A, for complexo. O teorema a seguir
permite identificar tais diregdes em funcgao dos autovetores do sistema.

Teorema 2.9 Sejam {A,B], Ap € A(A) e wr = Ty + jyx tal que Aka = ApWk. Entdo,
AK € M—robusta se ¢ somente se
i) dix = wlb; # 0 para algum ¢ = 1,---,r, b; =i-€sima coluna de B

ii) AK € (R(z%) & R(y))
onde R(.) denota o espaco range de (.).

Prova:
i) Segue direto de { 2.64)
1) Pés-multiplicando A por vi, i =1,---,n, vem

(A—¢BAK)v, = \v; — eBAKv;, i=1,---,n {2.66)

Mievi, A # {M, A} sdo autovalores e autovetores de (A — eBAK), respectivamente,
se e somente se

AKv; =0, ik, i1=1,--+,n (2.67)
Por outro lado, A e vx nao sao um autovalor e um autovetor de (A — e BAK), respecti-
vamente, se e somente se

AKvg #£ 0 (2.68)
De ( 2.50)-( 2.51) e sendo a condigdo i) satisfeita, temos que ( 2.67) e ( 2.68) sé sao
satisfeitas para AK dado pela condigao ii).

C.Q.D.

O teorema 2.9 da as condigbes para que uma dire¢o seja Agrobusta. Estas direcoes
permitem alterar apenas os modos desejados de um sistema. Quando Ay for complexo, o
par {Ag, Ax} serd alterado pela direcao AK Aprobusta.
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Como veremos a seguir, estas diregbes permitem alocar pdlos em qualquer regiao S do
plano complexo, como as discutidas na secao 1.2.2. Dado A\ ¢ S, estaremos interessados
em obter a distancia deste autovalor a regiao § na diregao Aprobusta AK. Denotaremos
esta distidncia por d(X, S), definida como

(M, S) % { min ¢ | (A - eBAK) € S} (2.69)

Trataremos separadamente os casos de entrada tnica e entradas miltiplas.

2.4.1 Caso entrada tinica

Para uma tnica entrada, AK que satisfaz o teorema 2.9 é dada por
AK = prwl (2.70)

se A, for real, e por
AK = pk’w{ + pk+1w{+1 (271)

se for complexo. Os escalares py e pgyq sao 0s pardmtros livres, uma vez que wy e wiyq

s&o fixos.
Analisamos inicialmente o caso real.

Usando ( 2.70) com { 2.46) e ( 2.62), temos que
wi (A~ bAK) = Mw] — prwlbwl = (M ~ pedi)w]

Logo
¥ = Ap — prdy (2.72)

é um autovalor de (A — BAK'). Se A € real, entdo w; também ¢ real e a aplicacao de
AK = pywl é fisicamente realizavel. O autovalor ); pode ter seu valor alterado para
qualquer + real através de prw{, com pi dado por

Ak

. -
pe= T (2.73)

Caso se deseje alterar m autovalores do sistema, entao AK sera dada por

AK =3 AK; (2.74)

k=1

com AK = pxwf e px, k=1,---,m dados por ([43])

pp = —— (2.75)
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Para o caso de pares complexo-conjugados de autovalores, ha uma diregao real que os leva
para qualquer outro par complexo-conjugado ou real. Seja o par complexo (A, Ary1 = M)
e seus autovetores esquerdos (wy, wiyy = Wy). De ( 2.75), teremos gy = Przi. Escrevendo
W =T+ JY € pr = pr + JPim, temos de ( 2.71) que

AKy = prwi + pry1Wits = 2,7 ~ 2pimy (2.76)

Analisando ( 2.73)-( 2.76) de acordo com ( 2.69), vemos que |px| é uma medida da
distancia entre os autovalores A e v; na diregao AK,. Portanto, neste caso, d(X;,S) é
obtida escolhendo ¥ tal que |p| seja minimo, de modo que d(};,S) = |px.

2.4.2 Caso entradas miiltiplas

Para o caso de miltiplas entradas, uma direcao AK € R™™ Mprobusta que satisfaz as
condigdes do teorema 2.9 pode ser expressa por

Af{k = pkfkwf (277)
para A; real e por
AKy = Pkfk'w{ + pk+1fk+1w§+1 (2.78)
para A; complexo, onde (fi, fit1) € C7. Neste caso, temos que
I = )
pp = —— (2.79)
w{Bf [T (—X)
F=1,73k
Observe que AK dada por ( 2.74) desloca os m autovalores A,k = 1,---,m para as
posicdes vk, £ = 1,---,m. Enquanto no caso anterior d{A;,S) dependia apenas da esco-

tha de 7k, temos de ( 2.79) que a escolha dos vetores fi também altera seu valor. E facil
verificar que o vetor fi que da |p;] minimo (para uma escolha dos autovalores +; como
discutido anteriormente) é dado por fi = BTwy.

Observacao 1: Este resultado esta relacionado a estabilizabilidade de modos instaveis
de um sistema. Este conceito é menos restritivo do que aquele que trata da controlabili-
dade dos modos de um sistemna. Desta forma, a nao controlabilidade de um modo estavel
do sistermna nao impede a estabilizacao do sistema como um todo.

Observacao 2: Comparando este resultado com o teorema 2.6, vemos que nos dois
casos obtiveram-se diregoes de modo a alcancar um controlador pertencente a um dado
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conjunto. No primeiro, o elemento que se desejava alcancar era dado. No dltimo, o
uso de diregoes Aprobustas permitiu que se procurasse X € F através de informacoes
relacionadas a estabilidade relativa.

2.4.3 Escolha do parametro livre f

Quando calculamos diregdes robustas para sistemas de miiltiplas entradas, o vetor f
aparece como um parametro livre para explorar a flexibilidade na escolha da solugéo.
Discutimos rapidamente como escolher f de forma a minimizar a distancia d(;, S).
Propomos agora um resultado que dé ¢ maximo para uma diregao robusta AK = fyf
com o vetor f a determinar. O vetor f deverd maximizar e = 1/u (L{~BAK, P)}, porém
satisfazendo yf Bf > 0, afim de que a direcao AK obedega a uma condicio de angulo.

Teorema 2.10 : Sejam A € R*", B ¢ R*", P = P(A,Q) > 0 e AK = fyl uma
dire¢do Ag—robuste associade a A\, € A(A) com f e determinar. Entdo, f que mazimiza

€ = 1/p(L(—BAK, P)) € satisfaz yf Bf > 0 € obtido de

s.a hz>e (2.80)

onde
h =yl BR™! (2.81)
e = hQ7 Py (2.82)

com K e ()1 obtidos de
QU lz_| R
[Q%‘ =10

Prova :
Usando os resultados do teorema 2.1, temos que para AK dado,

i (L(=Bfyl, P)) = —(Bf) Pyt |BSI|lIPyl
Observa-se nesta equagao que
IBf = Pydll—> 0 <= (Bf)' Py —|IBS|IIPyill== p(L(-Bfyl.P)) — 0 (2.83)

Portanto, minimizar ||Bf — Pyi|| implica em minimizar p(L(—Bfyf, P)). Entretanto, f
que minimiza ( 2.83) deve satisfazer

yi Bf >0

Definindo ®(f) =||Bf — Py, definimos o problema P1 como

P1 { sam;}gg"fi 0 (2.84)
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Seja agora a transformacao QR aplicada a B de modo que
R QT R
Thp _ | W1
wo-|o]- (][0
onde @; € R™" e @, € R""™)", Pode-se escrever ®(f) como
Td R
o(n =l &5 [~ | li=lota— ra+ 1o74)
Q;d 0
com d = Pyg.
Escrevendo agora
z=Rf-Qd

entao

o(f) =lizll + 1@z |

f=RY=+Q7d (2.85)
A restri¢io yi Bf > 0 se torna

i Bf = y{ BR™'z + y BR7'QTd > 0
ou
hz>e
com
h =yl BR™
e
e=hQTd

Assim, o problema P1 pode ser escrito como o problema P2 abaixo:

P2 min ||z|] (2.56)

s.a. hz > e :
C.Q.D.

Resolver este problema consiste em procurar o ponto sobre o hiperplano dado por
hz = e que seja mais préximo da origem, que ¢ a interseciao deste hiperplano com uma

reta ortogonal a0 mesmo passando pela origem. Obtido z, f é dado por ( 2.85).
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2.5 Critérios de desempenho associados a equagées
de Lyapunov

Na se¢ao 1.2.2 estudamos as relagdes entre equacdes de Lyapunov e regides do plano
complexo. I sabido que ([26]) critérios de desempenho e de projeto podem ser relaciona-
dos a estas regioes. Estudamos agora alguns destes critérios e os associamos aos conjuntos
P(.) propostos na citada seg¢ao.

a) Tempo minimo de resposta

A resposta de um sistema dinamico pode ser expressa por

2(t) = - pic o] x(0)

onde z(0) € R" é o estado inicial,e v; € R™ e ); € C sio o autovetor e o autovalor associa-
dos a urn modo do sistema, respectivamente. Desta expressio, percebe-se claramente que
a medida que max Re (A;) — —o0, a dinamica de z(t) torna-se cada vez mais rapida.
Portanto, a especificagio

max Re (A)) < —a, a>0

garante um tempo minimo de resposta. Este critério é assegurado por

fp(Aa Qv Q’) = {Pa}

b) Esforgo maximo do controlador

O esforgo realizado por um controlador é tanto maior quanto mais distante da origem se
desejar alocar os polos de um sistema. Para uma diregio AK dada, temos que

min Re A (A4 — B(Ko + €AK)) — —oo = € — 00 =>||Kg + eAK||— oo

Este esforco, que pode ser traduzido pela norma da matriz de ganho, implica em geral,
em uma energia maior a ser injetada no sistema através de sua(s) entrada(s) de controle.
Quando os sinais que puderem ser aplicados a esta entrada forem limitados, este critério
de projeto deve ser observado. Para isto, devemos garantir

min Re M{(A—BK)> -3, >0

o que ¢ assegurado se

P(A+ BK,Q,B) = {Ps}

for satisfeita.
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¢) Fator de amortecimento

O fator de amortecimento 7 de um sistema esta relacionado & amplitude das oscilagdes
da resposta do mesmo. Para um autovalor A, 7 é dado por

Re (1)
Im (A)

T o

Observe que T aumenta quando a razao %ﬁ% aumenta. Isto corresponde a uma amplitude
de oscilagdo menor, pois Re(A) 3Im(}). Como discutido na segio 1.2.2, Tpin > 7, se

P((A - BK)?Q?Q) - {PB}

for garantido, para 8 = tg™ (% ~ 7,,,)

Os critérios descritos podem ser combinados & vontade pelo projetista, bastando para
isto que as condig¢bes correspondentes sejam satisfeitas.

2.6 Conclusao

Neste capitulo, o conjunto de controladores associados a um SPC foi explorado via
variagbes paramétricas sobre um elemento deste conjunte.

Equagbes modificadas de Lyapunov foram empregadas para calcular variacdes sobre
controladores em diregoes dadas. Desta forma, determinadas propriedades destes contro-
ladores foram mantidas.

Os conceitos de diregiao convexa e direcio modal robusta foram introduzideos. Eles
permitiram identificar caracteristicas da topologia do conjunto dos controladores esta-
bilizantes. Permitiram também determinar diregoes utilizadas na procura de elementos
pertencentes a este conjunto.



Capitulo 3

Controladores robustos: abordagem
via variacoes paramétricas

3.1 Introdugao

Nos métodos para projeto de controladores estabilizantes para sistemas incertos es-
tudados na secdo 1.5, a meta fol encontrar uma fun¢io de Lyapunov (FL) valida para
qualquer perturbagao no sistema.

Para os dois métodos baseados na suposicdo de “matching conditions”, procurou-se
garantir que a derivada da FL fosse negativa para qualquer perturbagao no sistema.

Para o método usando programagio convexa, procurou-se uma FL valida para qual-
quer um dos vértices modelando uma familia de matrizes de perturbagao.

O termo estabilidade quadrdtice esta associado aos resultados citados. O uso de uma
mesma funcao de Lyapunov garante a estabilidade do Sl para variagoes continuas das
perturbagoes.

O termo estabilidade robusta também esta associado a estabilidade de um sistema
sujeito a parametros incertos. Neste caso, exige-se que o sistema seja estavel para qual-
quer perturbagao admissivel, porém sem a necessidade de uma FL independente da per-
turbagdo. '

Nos resultados a serem propostos neste capitulo, considera-se o sisterna incerto ¥, .
Cada sistema definido por um par [A;, Bj| é tratado como um SPC e uma solugao que
estabiliza o sistema dado por este par € encontrada facilmente.

O uso de variagbes parametricas permite explorar o conjunto solugac de cada SPC,
buscando uma solugdo pertencente a F°.

A solucdo obtida desta forma permite a estabilizagdo de ¥. via realimentacio de
estados através de um controlador linear.

Iniciamos este capitulo estudando os conjuntos de controladores associados aos siste-
mas L e L. .
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3.2 Conjuntos de controladores

No capitulo anterior, vimos que dado um contrelador Ky € F é possivel calcular
variagoes ¢ em direcoes AK de modo os controladores Ky + ¢AK também pertencam a

F.

Nesta sec¢ao, analisaremos familias de controladores robustos obtidas através destes
resultados.

Lema 3.1  Sejam o sisteme 3, Ko € F e A,, um conjunto de direcées em Ky dado por
A, = {AK; i=1,---,m} (3.1)

Sejam ainda

P e P(A— BK,, )

ei:u(ﬁ(——BlAK,-,P))’ , t=1,---.m (3.2)
Entao, o conjunto convezo definido por
K Ko+ conv{c;AK;, i=1,---.m} (3.3)
€ tal que X C F.
Prova : Para ¢; satisfazendo { 3.2}, temos que
L{(—¢BAK,P)<I, t=1,---,m (3.4)

Multiplicando cada i-ésimo termo de ( 3.4) por o; € [0,1], com 57, a; =1 , vem
E(“BZ a,'f;AK,‘.‘ P) < I,
=3

Portanto,
L{—BAK,P) <1, AK € conv{gAK;, i=1,---,m}.

donde
P(A~ B(Ko+ AK),I)# 9

e K e K= KeclkF.

C.Q.D.
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Observe que K € um conjunto convexo contido no conjunto nao convexo F e todo
K € K possui as caracteristicas definidas por P(.). Para testar K € K, para algum
K € R™", basta verificar se

L{(~-B(K - K,),P) < Q

para

P e P(A- Ko, Q).

Observe ainda, que, o conjunto K pode ser aumentado. As variagdes ¢ dadas por
( 3.2) sdo conservativas. Se avancarmos 6;( Ky, AK;) nas diregbes AKj;, obteremos um
conjunto estendido K¥ contendo o conjunto K. Entretanto, o conjunto assim obtido pode
eventualmente perder suas caracteristicas de convexidade. As duas possibilidades sao
mostradas na figura 3.1. Para verificar qual das situagoes ocorre com um dado conjunto
estendido KCF, os vértices do conjunto assim gerado devem ser testados. Se para dois
vértices Ky, K; de K¥ a condigio

S(Ki\K; — Ky) > 1

nao for satisfeita, entdo a situagao é aquela mostrada na figura 3.1.b. Caso esta condicao
seja satisfeita para quaisquer K;, K;, a situagao € mostrada na figura 3.1.a.
Da figura 3.1 temos que, se K¥ for convexo, entéo

KckKfcrF

Figura 3.1: Conjuntos de controladores

Os conjuntos de controladores gerados até aqui referem-se a um sistema linear como
¥ . Trataremos agora de conjuntos de controladores associados a um sistema como %, .
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3.3 Conjuntos de controladores robustos

Da mesma forma que para sistemas precisamente conhecidos, dado um controlador
inicial robusto, analisaremos as varia¢des admissiveis no mesmo de forma a manter suas
caracteristicas de robustez. Estes estudos permitirdao o desenvolvimento de algoritmos
para estabilizagdo robusta de sistemas incertos.

Inicialmente, lembramos que F* é o conjunio de todos os controladores satisfazendo
alguama P(.) para um sistema incerto como X, .

A notagao F;; é usada para representar o conjunto de controladores que satisfazem
P(.) para um sistema como ¥ dado pelo par [A;, B;].

Proposigo 3.1 Seja o sistema incerto ¥, ¢ Ky € F°.
Entdo, (Ko + eAK) € F° para e >0 e AK € R™, se para

F; € P(Ai - B;K,, Q) (3.5)

com ) > 0, tivermos

L(—eB;AK, P} <@ i=1,---,N, j=1,--- M. (3.6)
Prova : Se ( 3.6) ¢ satisfeita, entao
Qi = L(—eB;AK,P;)—Q <0, Vi=1,.-- N, Vj=1--- M.
Da proposicao 2.1,
P(Ai — Bj(Ko+ €AR), Qi) #0Vi=1,--- N, Vj=1,--- | M,
donde (Ko + eAK) € F°.

C.Q.D.
O valor de € que satisfaz ( 3.6) é obtido de

{e=min¢;, i=1,--- N, j=1,--,M}

através de ( 2.9).

Observe que sdo considerados todos os pares [A;, B;]. O par para o qual resultar um
menor valor para ¢, tera seu valor adotado.

Da mesma forma que para um sistema ¥ , pode-se andar em uma dada direcio AK
até o limite da estabilidade ou entao se descobrir que a direcio ¢ estabilizante. E o que
propde o seguinte resultado:
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Teorema 3.1 Sejam o sisterna incerto X, , Ky € F° ¢ AK satisfazendo { 3.6).
Entao:

a) Eziste e3 > 0 tal que (Ko + (&1 + €2)AK) € F*.

b) Da mesma forma, €3,¢€q,- - - podem ser encontrados e

maz He (/\(A.- - Bi( Ko + ZekAK)) — 0" =g —0 , k— 00 (3.7)
k

para elgum par [A;, Bj].

A prova deste resultado é semelhante a do teorema 2.3, considerando-se cada par
[A;, B;] separadamente.

Da mesma forma, 6°(Kp, AK') é a mixima variagao admitida na direcio AK a partir
de K sem sair de F°. Esta variacdo maxima é obtida de

6(Ko, AK) = { min 6;;(Ko,AK), i=1,--- N , j=1,---,M)}

Os conceitos de direcao desestabilizante e ndo desestabilizante tém aqui o mesmo sig-
nificado.

Para um sistema tipo ¥ , os teoremas 2.6 e 2.5 mostraram que é sempre possivel
obter dire¢oes convexas em JF, de forma que a partir de um elemento do conjunto F se
possa alcancar qualquer outro elemento deste conjunto.

Para sistemna tipo ¥, , o teorema 2.4 é obviamente vélido. Se um dado segmento K1 K,
é convexo a F¢, entao o teorema 3.1 permite percorrer todo este segmento. Quando isto
nao for possivel, o teorema abaixo pode ser utilizado. Este teorema é uma versio do
teorema 2.6 para Sls.

Teorema 3.2  Sejam o sistema I, e Ky, K; € F° tais que §(K,, K; ~ K,) < 1. Entdo,

existem AK.q,-- -, AKy, converas a Fij tais que
Ky =Ky + Y _ AK, (3.8)
i=1
€
k—1
5ij(’1+ZAK!:AKk)23 k=1,,m (3.9)
=0

onde &;; estd associada ao par [A;, B;].

Prova : Se Ki,K; € F9 entdo Ky, K; € Fij, e =1,--- N, j=1,---,M. De
acordo com o teorema 2.6, a cada par {A;, B;] um conjunto de direcoes convexas a JF;;
pode ser encontrado, e o resultado segue.

C.Q.D.
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Diferentemente do caso precisamente conhecido, nio faz sentido falar-se aqui de direcoes
modais robustas para um sistema incerto. Neste caso, os préprios autovalores sao incertos.
Falaremos em dire¢oes modais robustas quando nos referirmos a SPCs dados por pares
[A;, B;] do sistema incerto. Por outro lado, a defini¢io de dire¢io convexa continua vilida
para sistema incerto.

Os resultados até aqui desenvolvidos permitem explorar F° a partir de um elemento
inicial conhecido. Porém, conhecer este elemento inicial é, em geral, o problema mais
critico em se tratando de sistemas incertos. Nos ocuparemos deste problema depois de
trabalhar um exemplo ilustrativo,

3.4 Exemplo 3.1 : construgao de conjuntos

Em [44] um exemplo de ordem 2 é utilizado para ilustrar um procedimento de es-
tabilizagao de sistemas incertos obedecendo as “matching conditions”. Sao construidos
agora conjuntos de controladores robustos para este exemplo. As matrizes incertas deste
sistema sao dadas por

Alz[o.o 1.0},%2{9.0 1.0]

—-1.0 -1.0 -1.0 -15
0.0 1.0 0.0 1.0
A3_[1.0 -1.G]* A“{m 1.5]
0.0
it

gerando quatro pares definidos por
{Ah B}v [A25 B]a [A31 B}) [A/-h B]

Para cada um destes pares € obtido um controlador que aloca seus autovalores para as
posigoes {—1, —2} do plano complexo. Estes controladores sao:

Ko, = [1.6 2.0], Ko, = [1.0 4.5]
Ko, = [3.0 2.0], Ko, =[3.0 4.5]

E usado um conjunto de direcdes arbitrarias
AK;=[10], AK;=[01]
AKs=1[-10], AK,=[0 -1],
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Para cada um dos pares [A;, B] andamos um passo ¢; de modo que

L(—-€;BAK;, F) < @Q (3.10)
para
P, € P(A; — B(Ko, + ¢;AK;),Q), 1 =1,2,3,4 (3.11)
Conjuntos convexos da forma
Ko, + conv {¢;AK;, 7 =1,2,3,4} (3.12)

sao construidos para cada par [A;, B]. Estes conjuntos, definidos por seus vértices, séo
dados por:

1.6180  2.0000 F 1.6180  4.5000
K. — | 1.0000 6.828 K. _ | 10000 9.3284
17 ~0.6180 2.0000 | ° 27| —~0.6180 4.5000
1.0000 1.1716 ] | 1.0000 3.6716
3.6180 2.0000 ] [ 3.6180 4.5000
K, | 3:0000 68284 K. _ | 3.0000 9.3284
1.3820 2.0000 | ° 171 1.3820 4.5000
3.0000 1.1716 ] | 3.0000 3.6716

e podem ser vistos na figura 3.2.

Cada linha da matriz K, por exemplo, é um controlador que estabiliza o sistema tipo
¥ dado pelo par [A;, B]. Como ( 3.10) é satisfeita para uma mesma matriz P;, qualquer
combinagao convexa dos vértices de Ky também estabiliza o sistema dado por [A;, B].

—
=]

I-Nu-nsmc:\--.laum
T

Figura 3.2: Politopos associados aos 4 vértices

Observe a intersegao de alguns destes politopos. As intersecoes sdo solugdes validas
para os pares a elas associados.
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Embora, neste caso, o conjunto intersegao de todos os pares seja vazio, percebe-se que
um pequenc aumento na regiao envolvida por estes politopos geraria um interse¢io nao

“nula.
Para aumentar este politopos, avangamos mais um passo em cada uma das diregoes,
porém tomando como controladores iniciais os vértices dos conjuntos Ky,---, K4. Este

procedimento nio assegura a mesma matriz F; (mesma funcao de Lyapunov) para todos

os controladores do conjunto. Deve-se portanto, assegurar que o politopo assim gerado

pertenga ao conjunto de controladores F, como discutido no inicio deste capitulo.
Assegurada esta condigao, os politopos ficam como mostrado na figura 3.3.

14 T T T T

1 ] ‘f‘.- i
-1 0 H 2 3 4 5

Figura 3.3: Politopos aumentados

Nesta figura, K; representa o politopo interse¢do dos guatro politopos associados aos
vértices. Qualquer elemento K € K| estabiliza qualquer um dos pares [A;, B]. Entretanto,
nao se pode afirmar que K estabiliza também combinacées convexas dos pares [A;, B].

Como discutido na segao 2.1, este elemento K corresponde a quatro diferentes fungoes
de controle de Lyapunov associadas a cada um dos sistemas dados pelos pares [A;, B].

O conjunto Kj é dado pelos vértices

1.9542 4.0994
1.8251 3.9539
1.8251 4.8616
1.6415 4.0994

K=

A obtencao dos vértices deste politopo pode ser feita de maneira bastante elegante e
eficiente combinando os resultados de {3] e [35]. A interse¢do de politopos pode ser obtida
computando a envoltéria convexa dos politopos duais ([35]). Para isto existemn algoritmos
de tempo 6timo ([3], por exemplo).

Obtido um elemento de K, pode-se pensar em construir um con}unto de controladores
robustos para o sistema incerto composto pelos 4 pares. Para obter um tinico elemento
da intersegio, pode-se resolver o conjunto de inequacoes lineares que definem os 4 poli-
topos dados. Em programagao linear, isto corresponde a busca de uma solugao factivel.

Escolhendo o vértice de K
K =[1.8251 3.9539]
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e aplicando o algoritmo 2.1 para as diregdes dadas acima, obtivemnos o politope definido
pelos vértices

26.5993 3.9539

1.8251 35.6699

1.6019 3.9539

1.8251  1.5062

K =

Este politopo € mostrado na figura 3.4 comparado ao politopo K} obtido anteriormente.

40 T T ¥ 1 i

...................................

¢ 5 10 i5 20 25 30

Figura 3.4: Conjunto de controladores robusto para o sistema incerto

Os vértices de K, estabilizam todos os pares dados. Entretanto, o mesmo nao é
garantido para combinagbes convexas de elementos de K.

Os algoritmos a serem propostos basejam-se nao em construir conjuntos de contro-
ladores, mas sim na escolha de diregoes para andar dentro dos mesmos em busca de

mtersecoes.
3.5 Estabilizacao robusta

Consideramos inicialmente dois SPSs dados pelos pares [Ay, Bi] e [A2, Ba]. Os resul-
tados obtidos para estes pares sao facilmente estendidos ao sistema incerto tipo %, .

Teorema 3.3 Sejam dois sistemas precisamente conhecidos dados pelos pares [Aq, By ]
e [Az, By ¢ sejam Ky € Fy e Ky € F3. Se para algum v € [0,1] ou vy, € [0, 1]

KM = (K; + m811(K1, AK))AK)) , € F; (3.13)

o

K@ = (K; + 72602( Ko, AK)AK,) | € Fy (3.14)
para AK, = K, — Ky ¢ AK; = —AK,, entio F = F;NF2 # 0.
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Prova : A aplicagao do algoritmo 2.1 permite obter 6;;( Ky, AK,) e 625( K2, AK,). A
medida que &11(.) se aproxima de 1, K1) € F; se aproxima de F; em ( 3.13). Se K
alcanca F2, entdo temos um ponto da desejada intersecdc. O mesmo raciocinio é feito
para 63;. Cormo K se desloca em F; e K% se desloca em F, ( 3.13) e ( 3.14) devem
ser computadas.

C.Q.D.

Este resultado, de grande simplicidade, usa informacoes dadas pelo projetista para
gerar diregoes de procura. Andar na direcao de um elemento do conjunto com o qual se
deseja testar a intersegdo certamente é uma boa estratégia.

Uma vez que a forma de F é desconhecida, o insucesso do teorema acima na obtengao
da intersecao ndo implica na nao existéncia de solugao. O resultado representa outra
estratégia baseada no uso de dire¢oes modais robustas.

Teorema 3.4  Sejam dois SPCs dados pelos pares [Aq, Bi] e [A,, Ba| associados respec-
tivamente a Fi € F2. Sejam ainda K, € Fy e K1 ¢ F, ¢ § a regido do plano complezo
associada a Fy € Fa de modo que

A= {)\l/\(Ag - Bg](;) Q’ S} (315)

¢ um conjunto ndo vazio. Se VA; € A estiver associada uma direcdo AK; Arrobusta a
[Ag, By] € convera a [Aq, By] de modo que

S (K1, AK) > 6 = d(A, S) (3.16)
entio F1NFy # 8.
Prova : Se VA; € A estiver associada uma diregdo AK; Arrobusta a {A;, By], entéo
M(Ar — Ba(Ky 4+ 61 AK;) € S para g, 2 d(M,8), VAL eES (3.17)
Por outro lado, se VA; € §, AK, for convexa para [A;, By], entdo
M(A1 — Bi(Ky + 6AK:)) € 8 <= 0 < 6 < 6n(Ki, AK), YA €S (3.18)

De ( 3.17)-( 3.18) vem ( 3.16).

Estes dois teoremas serdo utilizados no proximo capitulo para propor algoritmos de
projeto para estabilizacao robusta. Para um sistema incerto com N.M pares, procura-se
inicialmente uma solucdo para dois SPCs (dois pares) e sucessivamente mais pares vao
sendo adicionados, um a um, ao conjunto dos pares para os quais a solugao ja foi encon-
trada. Para um par [A;, B;] que estiver sendo adicionado com K; € F;;, o teorema 3.2
garante a existéncia de um conjunto de diregoes convexas a F;; tal que qualquer elemento
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deste conjunto possa ser através delas encontrado (entre eles o elemento pertencente &
intersegao, se este existir). Este fato motivou a proposta dos algoritmos de estabilizagio
robusta do capitulo seguinte.

Estudos j& desenvolvidos permitem obter condicdes para estabilizacio robusta de um
sisterna incerto X, . Propomos agora resultados que permitem verificar se uma solucio as-
sim obtida também estabiliza robustamente um sistema incerto L, . Através da notacio
utilizada, isto equivale a verificar se K € F*, para um sistema incerto tipo L, com

K e F-.
Para isto, definimos 6%(K, E) baseada na definicio 2.1 como
§5(K,E) ¥ { max ¢ | P(A;i ~ B;K +7E,Q) # 0,0 < v < ¢} (3.19)

Sejam agora

Ce, k=1,--- NM (3.20)
os N.M pares [A;, B;] obtidos a partir de A e de B. Seja também
E, = [A, — Ai = (B, — B;)K] (3.21)
a perturbacao obtida da subtragio dos pares de C; = [A,,, B,,] e de C = [A:, B;].

Podemos agora enunciar o seguinte teorema:

Teorema 3.5 Seja o sistema incerto tipo 8, , ¢ K € F¢. Enido K € F* se e somenle
se

(K, E)>1, k=1, NM, s=k+ I,--,NM (3.22)
onde E; ¢ dada por { 3.21) e 6F(.) € calculada para o par [A;, B;] dado por C.
A prova deste teorema é simples e andloga & do teorema 3.2. Aqui, a méxima variagdo

6F(.) sobre uma perturbagio é computada. Se 6F(.) = 1, entdo para dois pares [A:, Bj],
[An, Bn] e E; dada por ( 3.21),

P(Ai = BiK + 8/ (K, E)E,, Q) = P(An — Bn K,Q) = {P}
a estabilidade € garantida nao s para as variagdes discretas dadas pelos pares, mas
também para qualquer variacio continua entre os mesmos. Observe que todas as possiveis

variagoes das perturbacdes sio testadas, garantindo portanto, a estabilidade robusta de
LI

Este resultado serd novamente discutido nos exemplos do capitulo 4.
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3.6 Conclusao

A andlise das variagOes parameétricas admissiveis em dire¢bes sobre um controlador
linear permitiram explorar conjuntos de controladores robustos. Para fins de ilustragao,
a construgao destes conjuntos foi discutida.

Foram propostos resultados para determinar direcoes de procura para estabilizar dois
SP(Cs. Estes resultados foram aplicados a sistemas incertos modelados via pares de ma-
trizes, gerando condigées para estabilizacdo robusta dos mesmos.



Capitulo 4

Algoritmos de projeto e aplicagoes

4.1 Introdugao

Este capitulo é destinado a proposta de algoritmos para estabilizagdo robusta e a
aplicacdo dos mesmos a exemplos da literatura.

Dois algoritmos para estabilizacdo robusta séo propostos. O primeiro busca uma
solucio através de um procedimento eventualmente iterativo. O segundo consiste em um
procedimento nao iterativo baseado no uso de dire¢bes robustas.

4.2 Estabilizagao robusta

Sio propostos agora dois algoritmos baseados nos teoremas 3.3 e 3.4 do capitulo
3, respectivamente. Ambos podem ser utilizados para resolver problemas de robustez.
O algoritmo 4.1 é eventualmente iterativo e usa informagdes relativas a solugoes locais
para gerar direcoes de busca. O algoritmo 4.3 é nao iterativo e baseado apenas no uso
de direcoes modais robustas. Ambos utilizam o algoritmo 4.2 para obter diregoes modais

robustas.
Exemplos usados na literatura para problemas de estabilizagao quadratica, séo usados
aqui para projetos de estabilizacao robusta.

4.2.1 Algoritmo 4.1

Antes de propor o algoritmo, definimos os conjuntos:
C:{Ci7 221.]}
como o conjunto dos N.M pares [4;, B,] obtidos dos vértices de A e B, respectivamente;

CKI{C{, izl,"',Jk}
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como sendo o conjunto de todos os pares estabilizaveis pelo controlador K.
A operagao
CielC— ck

denotara a retirada do i-ésimo par C; do conjunto C e sua inclusio no conjunto C¥. Desta
forma, ]

[A,‘, BJ‘] €C &= {A,‘, BJ'] € ck

[A;, Bl & C <= [A,, B;) € ch
Inicialmente, J = N.M e J; = 0. Ao final do processo com éxito, J = 0 e Jy = N.M.

Definimos ainda para este algoritmo,

Fi={K € R|P(A—B;K,Q) = {P;}, ; para qualquer @ >0, VU= [A;, B;} € C¥}
Fo={K € B""P(Ap—BnK,Q) = {P.n}, para qualquer @ >0, para algum C = [A,, By,

Observe que enquanto F estd associado ao conjunto de pares de CK, F, esta associado
a um unico par [An, Byl

Enquanto &,,(K, AK) dd a méxima variagao admitida para o conjunto F3, é¢x (K, AK)
d4 a maxima variacao admitida para o conjunto F7.
ALGORITMO 4.1 :
Passo 1) : Selecione €} € C — CX. Selecione também C; € C, associe-o a F; e faca
k=2.
Passo 2) : Obtenha por qualquer método A € Fy.
Passo 3) : Obtenha K; € Fu.
Passo 4) : Faca K = {Ky, K2}, Se KNF{NF2 # 0, selecione Ky € KNFNF,eva
ao passo 9).
Passo 5) : Faca Ky = K1+ ¢(Ky — Ky) e Ky = Ko + eo(Ky — K;) para ¢; e ¢ obtidos
de (72).
Passo 6) : Faca K = {K,K;}. Se KNFiNF2 # &, selecione K; € KNFiNFz e va
ao passo 9).
Passo 7) : Se ¢ > £ ou €2 > &, onde { é uma tolerancia, volte ao passo 5).
Passo 8) : Execute o algoritmo 4.2. Se a solugéo foi encontrada, va ao passo 9). Se
nao existir ou se nao foi encontrada, pare.
Passo 9) : Faca Cr € C — CKe Ki=K;
Passo 10) : Faca k = k+1. Se k < N.M, selecione Cy € C, associe-o a F; e retorne ao
passo 3). Caso contrério, pare. A solucao desejada € Kj.

4.2.2 Exemplo 4.1 : pdlos na faixa -1

O algoritmo 4.1 é aplicado ao exemplo usado em [2] tratando de um modelo dinamico
incerto de um helicéptero em um plano vertical. Desejamos aqui obter um controlador que
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garanta que os autovalores dos pares associados a este sistema incerto estejam dentro de
uma faixa vertical. As matrizes que definem os pares deste sistema incerto sdo dadas por:

" _0.0366 0.0271 00188  —0.4555 —0.0366 00271 0.0188  —0.4555
00482 —10100 0.0024 ~40208 | , _ | 00482 10100 0.0024  —4.0208
A= 51002 05047  —0.7070 25260 |° 27 | 01002 05047  —0.7070 0.1200
o 0 1.0000 0 0 0 1.0000 0
C _0.0366 0.0271  0.0188 —0.4555 ~0.0366 0.0271  0.0188 —0.4555
_ | 00482 10100 0.0024 -40208 | | 00482 ~10100 0.0024 —4.0208
A3=1 51002 05047 0.0663 25260 |° “* = 01002 05047 0.0663 0.1200
o 0 1.0000 © 0 0 1.0000 0
[ 0.4422  0.1761 0.4422  0.1761
51120 75922 | o _ | 09774 —7592
Bi=1 _se900 49900 |'* P27 | _55200 4.9900
0 0 0 0

A faixa vertical serd definida por (—1.0 < Re (A) < —0.2), 0 que define o conjunto de
controladores '

F* = {K € F*"|P(A— BK,Q,a) = {P.} e P(A— BK,Q.,8) = {Ps}, Q> 0}
coma = 0.2, f=—-1.0.

O conjunto C dos pares que definem o sistema incerto é dado por

C= HAI-. Bl]a [A2= Bl]v [A37 B}], [A‘i: B;], {Ah BZ}? [Aﬁf BZ}: [A3= Bi}a [Aév 32]]

Os controladores inicials para todos os pares sao escolhidos de forma a alocar os autova-
lores para as posigdes {~0.5, ~0.6, —07, —0.8}.

A aplicacéo do algoritmo 4.1 a este problema resultou na matriz de ganho

K= 0.8752 —0.0024 -—1.3242 —1.6805

T | 0.9233 0.0897  —1.2664 —1.1587

que colocou os polos dos pares do sistema incerto na regido mostrada pela figura 4.1.
Para resolver este problema, nao foi requerido o procedimento iterativo dos passos

5)-7) do algoritmo 4.1. O teste do passo 4) forneceu todas as vezes uma solugdo K, € Ff

ou 1{1 & fg.

Este problema foi repetido usando controladores iniciais para alocar os pdlos para as
posigdes {—0.70, —-0.75, ~0.80, —0.85}.

Novamente, o procedimento iterativo nao foi necessario e resultou na matriz de ganho

1 2.5317 02138 —2.1949 —4.6649

K= 2.7438 0.3264 -—2.2018 —4.3231
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Figura 4.2: Pélos do sistema incerto

que colocou os pdlos dos pares do sistema incerto na regido mostrada na figura 4.2
Os experimentos ja realizados mostram que a escolha de solugdes iniciais distantes das
fronteiras de F¢, como feito nestes exemplos, diminui grandemente a necessidade de tais

procedimentos.

4.2.3 Exemplo 4.2 : pdlos na faixa - 2

Aplicamos agora o algoritmo 4.1 a um sistema incerto tratado em [24]. As matrizes
que formam os pares deste sistema incerto sao dadas por:

[ _(.9896 17.4100 96.1500 T —0.0896 17.4100 96.1500
A = | 0.2648 —0.8512 —11.3900 |, A= | 0.0820 —0.6586 -10.8100
0 0 ~250.0000 | | 0 0 —250.0000 |
T _0.6606 18.1100 84.3400 ] [ —0.6606 18.1100 84.3400
Az= | 0.2648  —0.8512 —11.3900 |, As=| 0.0820 —0.6586 —10.8100
L 0 0 —250.0000 | | 0 0 ~250.0000 |
[ —97.7798 ~85.1002
Bl = 0 4 Bz = O
| 250.0000 250.0000

A faixa vertical serd definida por (—10 < Re (A) < —2), o que define o conjunto de con-
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troladores

F¢={K € R"|P(A- BK,Q,a) = {P.} e P(A- BK,Q,8) = {P;}, Q >0}
com a = —2.0, f = —10.

O conjunto C dos pares que definem o sistema incerto é dado por

C = [[Ax, Bi], [As, B1], [As, B1], [As, Bi), [A1, By), [As, Byl, [As, Ba], [As, Ba]]

Os controladores iniciais para todos os pares sao escolhidos de forma a alocar os pélos
para as posicoes

{-5, —55, —6)

A aplicacdo do algoritmo 4.1 a este problema resultou na matriz de ganho

K =[—0.0027T —0.0256 —0.9418 ]

Para

Ck - {{Ala Bl]a [A2= Bl]v [A3= BIL [A'ia Bl]-. [Aia BZ]}

os passos 5) - 7) nao foram necessdrios. Para incluir [Ay, B;] em C*, foram necessarias 3
iteragbes dos passos 5) - 7). Para incluir [A3, B} em C*, 2 iteracoes foram necessirias. O
par [A4, By] foi incluido diretamente. A posicio dos pélos dos pares é mostrada na figura
4.3.

B T T T T
6T .
4+~ : ° -
2 ° o ¢ -
OF-——%-mmmmm L e —
2+ ° *e ° o
4 b s e o
6 o
k] i i i ]

-10 8 6 -4 2 1]

Figura 4.3: Pdlos do sistema incerto

4.2.4 Exemplo 4.3 : pdlos em um setor
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Procuramos agora um controlador linear para o sistema incerto do exemplo 4.1, de
modo que os polos dos pares do sistema incerto estejam na regido definida por
(=20 Re (1) < 0) e formando um angulo  maximo de 8 graus (figura 1.1}). O conjunto
de controladores é dado por (para detalhes veja se¢ao 1.2)

Fo={K € R™ | P(A,Q,0,3,0) = {Pag, Ps},Q > 0}

Neste caso, P € uma matriz simétrica complexa. Para verificar se esta matriz é definida
positiva, basta verificar se seus autovalores (reais) sio maiores que zero, como nos outros
casos. Da mesma forma, para obter ¢; e ¢; no passo 5), basta satisfazer uma condicao da

forma
eS <@
onde Q é simétrica real e § é simétrica complexa. Como nos outros casos, ¢ ¢ obtido de
_ )‘miﬂ(Q)
Adae(S)

Este problema foi resolvido sem requerer nenhum procedimento iterativo, resultando em
um ganho K dado por

_ | 8.0242 0.6097 ~—1.0446 —6.1503

K=1 69701 03079 —0.5914 —4.9968

que aloca os pdlos dos pares para as posi¢ées mostradas na figura 4.4.
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2 ® e .
4L L X -
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X} 7 6 -5 -4 -3 2 -1 g

Figura 4.4: Podlos do sistema incerto no setor

Os controladores iniciais para todos os pares foram escolhidos alocando os autovalores
para as posigoes {~1, -2, ~3, —4 }.

4.2.5 Algoritmo 4.2

Este algoritmo é baseado no teorema 3.4. E utilizado em conjunto com o algoritmo
4.1 quando o problema requerer muitas itera¢des. Também serve de base para o algoritmo



Estabilizagao robusta 73

4.3 a ser proposto.

Sejam

CK ={C;, i=1,---,n,} associado a Fy
C; € C = |A,, Bn] associado a F;
KieFleK, ¢ F;

8 a regido associada a Fi e F

A={Ar, k=1, 7| € MA, — BpKy) e M € 5}

O algoritmo a seguir verifica a existéncia de diregoes AK; Arrobustas tais que

(fﬂ + ZEkAI\,k) = ffﬂfz
k

ALGORITMO 4.2:

Passo 1) : Selegigne M € MA, — B, Ky) tal que Ay € 8. Se A for complexo, selecione
também Ags1 = Ax.

Passo 2) : Obtenha AKj Agrobusta.

Passo 3) : Compute §cx (K1, AKy) e d(Ax, S).

Passo 4) : Se é¢x (K, AKy) 2 d(),S), faca K; = K; + AKpd{X, S) e volte ao passo
1).

Passo 5) : Se AKj for ndo convexa em Fy, obtenha € > bex( Ky, AKy), faga

K, = K; + eAK; e retorne ao passo 3).

Passo 6) : Se AKj for convexa em Ff, YAy € A(An — BnKi) tal que Ax ¢ S, entdo
FeMFz = @ ou o algoritmo néo encontrou solugao. '

4.2.6 Exemplo 4.4 : aplicagao do algoritmo 4.2

Desejamos agora resolver o problema do exemplo 4.2, porém para uma faixa vertical
definida por (—8 < Re (A) < —4), a qual define o conjunto

Fo= {K € R'|P(A- BK,Q,0) = {P.} e P(A~ BK,Q,5) = {Fs}}

com a = —4, 8 = —8. Os controladores iniciais sao escolhidos de forma a alocar os polos
para as posigdes {—5, -6, —T}

Aplicagao do algoritmo 4.1:

A procura de um controlador para os pares [Ay, Bi] e [Az, Bi]. resulta no controlador K,

dado por
K, =[-0.0037 —0.0278 —0.9368] ,
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o qual aloca os polos do primeiro par para as posigoes

{—4.5082, —6.7493 + j0.8757, —6.7493 — ;0.8757}
e do segundo par para

{—9.9234, —4.9454 + 72.9406, ~4.9454 — 72.9406}

apos 10 iteragoes.O algoritmo 4.2 é entao chamado no passo 8). A situagio é ilustrada na
figura 4.5.

m A
o
° Re i
G
8 ® -4
9
@ Pa Al BI
o O ParA2B2

Figura 4.5: Aplicagao do algoritmo 4.2

Aplicacao do algoritmo 4.2:
A direcao AK, Arzobusta (A = ~9.9234) dada por

AK; = [0.0008 0.0043 — 0.0074 |
é obtida no passo 2). Obtém-se entdo a medida
d(A,8) =1
como sendo a distanciade Ay a y = —8 e

See (K1, AKY) = 0.4345

Como éex{Ky, AK:) < d(A,8) e AK, é convexa em Fy (isto é, ao par [A;, Bi}]), uma
nova diregao robusta a

{A2 = —4.9559 + j2.9406 , A = —4.9559 — j2.9406 }

é computada, sendo dada por

AKy =[—0.0649 — .04862 0.4116 ]
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Esta direcao, aloca A; e A3 para 72 = —4 + 72.9406 e v3 = —4 — 72.9406 com

d({)\z, )\3},8) == 1

Neste caso,
Ki=K;+AK,;=[-0.0038 ~0.0283 —0.9364 ]
leva {Az, Aa} para a regido § satisfazendo éox (K7, AK3) > d({X2, A3}, S).

Uma nova direcao Arrobusta € calculada,

AK; = [0.008 0.0044 —0.0074 |
Entretanto, o+ (K, AKy) = 0.3882 < d(A,8) = 1.

Como A K, é convexa em JFy, este problema pode nao possuir solugao.
4.2.7 Algoritmo 4.3

Para este algoritmo valem os mesmos conjuntos C e C* definidos para o algoritmo 4.1.
A diferenca para aquele esta no uso direto de dire¢bes modais robustas para procurar
controladores pertencentes a intersecao desejada.

ALGORITMO 4.3 :

Passo 1) : Selecione C; € C — C¥. Selecione também C, € C, associe-o a JF, e faca

k=2.

Passo 2) : Obtenha por qualquer método K € F}.

Passo 3) : Se K, € F3, faca K1 = K; e va ao passo 6).

Passo 4) : Aplique o algoritmo 4.2 para obter dire¢des modais robustas de modo que
K; = (K + X2y AKy) € FiNF

Passo 5) : Se AKj € Fi(\F,, pare. A solugdo nio existe ou nao foi encontrada.

Passo 6) : Faca Cr € C — CH e K, = K.

Passo 7) : Facak=k+ 1. Se k < N.M, selecione C € C, associe-o a fg e retorne ao

passo 3). Caso contrario, pare. A solugao deseja,da é K.

4.2.8 Exemplo 4.5 : aplicacao do algoritmo 4.3
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O exemplo 4.2, resolvido via algoritmo 4.1, é agora resolvido via algoritmo 4.3. Usando
as mesmas especificagoes, o conjunto de pares

C* = {[Ay, B1],[As, Bi], [As, By, [A4, B, (A1, Ba])
foi robustamente estabilizado via controlador
K ={-0.0030 —90.0231 —0.9481]

sem a necessidade de computar dire¢des robustas {da mesma forma que nao foi necessario
o procedimento iterativo quando o algoritmo 4.1 foi usado).

Para incluir o par [Ay, By] em C*, a direcio Arrobusta
AK, = [0.0002 0.0013 — 0.0028 ]

foi computada para levar A; = —10.6139 para a regido S. Satisfeita a condicao

60&(](,[3](&) Efd(Al,é;):: 1,
esta direcao é adicionada ao controlador.

O controlador obtido ao final do algoritmo é

K =[—-0.0028 ~0.0218 ~ 0.9453 ].

4.2.9 Exemplo 4.6 : Exemplo nao quadraticamente estabi-
lizavel

Um exemplo didatico é tratado agora ([10]), tornando mais claros os conceitos de
estabilidade utilizados. Seja o sisterna incerto X, com as matrizes A e B dadas por

-na] -]
az Qa4 i

correspondendo a um sistema com dois pontos de operac¢do. Os valores para estes pontos
de operagao sao:

Tabela 4.1 Pontos de Operagao
[15] as a3 a4

1% ponto | 0.2 | 0.7 | 0.1 | 0.0
2% ponto | 0.8 0.4 08038

O objetivo € obter um controlador linear estabilizante valido para os dois pontos de
operagao. A aplicagao do algoritmo 4.1 dé, apds 3 iteragoes,

K =[0.5757 3.0917 ]
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que aloca os autovalores do sistema para {—.0073, —4.4621} para o primeiro ponto de
operagao e {—.0439, —2.0255} para o segundo.
Portanto, este sistema tipo . € robustamente estabilizavel. Analisamos agora a estabi-

lizabilidade quadratica deste sistema. Usando a condigao dada em [8], para o caso da
matriz B constante, um sistema é quadraticamente estabilizdvel se e somente se existir

P = PT > 0 tal que :
(AP + PAT)z <0, ze N(BT)

onde A/(.) denota o espago nulo de (.} e A; representa cada ponto de operacio.
Com os dados deste problema, obtém-se

P3 < p2 :
p1 < Tpz — 6pz (4.1)

onde

P:[pl pZ]
P2 P

Por outro lado, P > 0 se e somente se

m> 0
ps >0 (42)
pips > Pl

Vamos supor 0 < ps < p;. Entdo, ( 4.2) € satisfeita se p; = apz, o > 1. Usando isto
em ( 4.1), vem (6 + a)p: < Tps que contradiz a suposigio de que p3 < p;. Portanto,
este sistema nao é quadraticamente estabilizavel. Qualquer método baseado em satisfazer
esta condi¢do nao poderd obter uma solugdo para o problema de estabilizagao robusta,
resolvido aqui via algoritmo 4.1.

4.2.10 Exemplo 4.7 : Teste de estabilidade robusta

Embora nenhum método seja aqui proposto para tratar o problema de estabilizagao
robusta de um sistema incerto ¥, , as solugoes obtidas via algoritmos 4.1-4.3 podem even-
tualmente resolver este problema. O teorema 3.5 € usado aqui para testar se uma solugao
obtida via algoritmos acima é soluciona este problema.

O algoritmo 4.1 é aplicado ao sistema incerto do exemplo 4.2 com alocagoes iniciais
para todos os vértices em

(=5, -6, 7}

O controlador obtido é

K =[-0.0038 —0.0278 —0.9368 ]
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O uso do teorema 3.5 did
bex(K,E)>1, k=1,---,8 s=k+1,---,8

Portanto, o controlador obtido estabiliza robustamente o sistema incerto ¥, .

4.3 Conclusao

Os resultados desenvolvidos nos capitulos anteriores sdo aqui utilizados para propor
algoritmos para estabilizacdo robusta de sistemas incertos.

Exemplos da literatura resolvidos para o caso de estabilidade quadratica sio aqui mo-
delados como pares de matrizes incertas e resolvidos para o caso de estabilidade robusta.

A escolha dos procedimentos iterativos ou ndo iterativos depende do problema a ser
tratado. O primeiro é de mais facil aplicagdo, sendo mais autorndtico. Como se pode ob-
servar nos exemplos, ele permite obter solu¢bes com facilidade para problemas de controle
com uma variada gama de restrigoes.

O procedimento nao iterativo é superior quando o problema tratado for de dificil
solugdo, representada por passos bastante pequenos em diregoes de procura. Sua limitagao
maljor reside na necessidade de se computar a antoestrutura de matrizes.



Conclusao Geral

O problema de robustez de um sistema linear sujeito a incertezas foi aqui tratado.
Os métodos aqui apresentados e propostos foram baseados na teoria de estabilidade de
Lyapunov.

Inicialmente, discutiu-se a obtengio de medidas de robustez para sistemas sujeitos
a perturbacoes estruturadas e nao estruturadas. Definidos os conceitos de estabilidade
quadratica e robusta, foram estudados métodos da literatura para resolver problemas
relacionados ao primeiro.

Métodos para estabilizacao robusta baseados na exploracio do conjunto dos contro-
ladores estabilizantes foram propostos. Para isto, resultados tedricos e definicdes foram
desenvolvidos envolvendo diregoes e variacoes admitidas nestas direcoes. Estes resultados
permitiram obter controladores de interesse pertencentes ao conjunto, bem como iden-
tificar algumas caracteristicas topoldgicas deste conjunto, tais como conexidade e nao
convexidade.

Foram propostos um algoritmo iterativo e outro nao iterativo para projetar controla-
dores robustos. Estes algoritmos foram aplicados a sistemas incertos com perturbagoes
modeladas via pares de matrizes constantes. Exemplos de sistemas incertos da literatura
foram aqui modelados desta forma e resolvidos via algoritmos propostos.
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