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Resumo

A principal contribui¢do dessa tese € a proposta de novas condi¢des, em termos de de-
sigualdades matriciais lineares, para a andlise de estabilidade e sintese de controladores
de sistemas nebulosos Takagi-Sugeno, casos discretos e continuos no tempo. A lei de
controle considerada € por realimentacdo de estados, sendo que para sistemas continuos
no tempo sdao também projetados controladores de realimentacdo de saida estatica e di-
namica, de ordem arbitrdria. Sao adotados como critérios de desempenho os custos ga-
rantidos J%3 e 7. As fungdes de Lyapunov propostas, mais gerais que as existentes na
literatura, s@o construidas como a combinag¢@o nebulosa de fun¢des quadréticas nos esta-
dos, polinomiais homogéneas de grau arbitrario em termos das fun¢des de pertinéncia do
sistema nebuloso. As funcdes de pertinéncia sdo modeladas em um espago definido pelo
produto Cartesiano de simplexos no mesmo instante de tempo, no caso continuo, ou em
multiplos instantes de tempo, permitindo o projeto de controladores com memoria finita
de parametros presentes e passados, no caso discreto.

Em sistemas continuos, as varidveis premissas usadas na lei de controle podem ser es-
colhidas pelo projetista, de acordo com a disponibilidade ou ndo para implementacao em
tempo real, dando um cardter seletivo ao controlador. Nas condicdes de sintese de con-
troladores, duas situagdes distintas para as taxas de variacdao das funcdes de pertinéncia
sdo consideradas. Um conjunto convexo modela o espago ao qual pertencem as derivadas
temporais das fungdes de pertinéncia, no caso em que algumas taxas maximas de vari-
acdo sdo conhecidas. Para taxas de variacdes arbitrdrias, quando as varidveis premissas
sdo os estados, utilizam-se funcdes de Lyapunov do tipo integral de linha associadas a
uma estratégia de sintese em dois estdgios. No primeiro estdgio um ganho de realimen-
tacdo de estados € projetado e utilizado como entrada no segundo estigio, que retorna,
se possivel, um controlador de realimentagao de estados que atende especificacdes de de-
sempenho mais exigentes, ou ganhos de realimentacao estatica ou dinamica de saida, de
ordem completa ou reduzida.

Exemplos numéricos ilustram os resultados, mostrando que os métodos propostos po-
dem reduzir o conservadorismo nos problemas estudados, sendo mais eficientes quando
comparados com outras abordagens da literatura.

Palavras-chave: Sistemas nebulosos Takagi—Sugeno. Desigualdades matriciais lineares
(LMIs). Teoria de estabilidade de Lyapunov. Controle por realimentacdo de estados.
Controle por realimentacdo de saida. Normas H-2 e H-infinito. Fun¢des de Lyapunov
nebulosas polinomiais homogéneas.
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Abstract

This thesis proposes, as main contribution, new linear matrix inequalities conditions for
stability analysis and control synthesis of continuous and discrete-time Takagi—Sugeno
fuzzy systems. A state feedback control law is considered and, for continuous-time sys-
tems, static and dynamic output feedback controllers of arbitrary order are also determi-
ned. The .74 and J7Z, guaranteed costs are adopted as performance criteria. The proposed
Lyapunov functions, more general than the others in the literature, are constructed as
fuzzy combinations of quadratic in the state functions that are homogeneous polynomials
of arbitrary degree depending on the membership functions of the fuzzy systems. The
membership functions are modeled in a space defined by the Cartesian product of sim-
plexes in the same instant of time, in the continuous-time case, or in multiple instants of
time, yielding finite memory controllers depending on the present and past parameters, in
the discrete-time case.

In the continuous-time synthesis conditions, the premise variables used in the control
law can be defined by the designer, accordingly to real-time availability, as a selective
feature of the controller. Two different situations are considered in terms of the rates
of variation of the membership functions. A convex set models the space of the time-
derivatives of the membership functions if some upper bounds of the variation rates are
known. For arbitrary rates, when the premise variables are the states of the system, a
line-integral Lyapunov function is considered associated with a two steps procedure. At
the first step, a state feedback is computed and used as an input for the second step, that
provides, if possible, a state feedback controller that take into account more stringent
performance specifications, or static or dynamic controllers, of full and reduced orders.

Numerical examples illustrate the results, showing that the proposed approaches can
be less conservative and more efficient when compared with other methods available in
the literature.

Key-words: Takagi—Sugeno fuzzy systems. Linear matrix inequalities (LMIs). Lyapunov

theory. State feedback control. Output feedback control. H-2 and H-infinity norms.
Homogeneous polynomial fuzzy Lyapunov functions.
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Introducio geral

Em diversas dreas da engenharia, o estudo de sistemas ndo lineares constitui um dos campos mais
importantes. Isso deve-se a natureza dos sistemas fisicos, que tém, em sua maioria, comportamentos
intrinsecamente nao lineares. Conforme a ci€ncia avanca em descrever esses comportamentos, 0s
modelos mateméticos desses sistemas ficam cada vez mais complexos, impondo grandes desafios
numéricos e analiticos para o estudo desses sistemas. Uma das estratégias mais recorrentes no estudo
de sistemas ndo lineares € a formacdo de classes de sistemas de acordo com o tipo de ndo linearidade,
permitindo o desenvolvimento de resultados especificos para essas classes. Como exemplo, muitos
resultados na literatura foram desenvolvidos para sistemas nao lineares do tipo Lur’e e Persidiskii. Na
andlise de estabilidade, deve-se considerar a regiao de validade do modelo e das técnicas aplicadas,
que podem ser de abrangéncia local ou global no espago de estados. Nesse sentido, a estimativa da
area de atracdo, ou seja, do espaco contendo as condi¢des iniciais que convergem para a origem, ¢ um
importante problema.

Como metodologia para a andlise de sistemas ndo lineares, uma das teorias mais utilizadas é
a de Lyapunov, que consiste em determinar uma fun¢@o energia do sistema para entdo estudar seu
comportamento. Uma grande dificuldade, no entanto, ¢ como determinar essa funcio energia, pois,
em muitos casos, ndo ha uma regra geral para essa tarefa. Uma das alternativas mais usuais € a
linearizacdo do sistema ndo linear em um ponto de operacdo e a posterior andlise do sistema linear
resultante, técnica conhecida como método indireto de Lyapunov [Kha02]. A principal vantagem
dessa estratégia é a de poder contar com as bem desenvolvidas técnicas para a andlise de sistemas
lineares, mas o exame s6 € valido em torno do ponto em que o sistema ndo linear foi linearizado.

Nas ultimas décadas, uma abordagem que vem ganhando a aten¢do da comunidade cientifica da
area de controle é a descricao de sistemas ndo lineares por meio de sistemas nebulosos (em inglés,
Sfuzzy systems) Takagi—Sugeno (T-S) [TS85]. Sistemas nebulosos T-S permitem representar sistemas
nao lineares descrevendo a dindmica em diferentes regides do espaco de estado como modelos lineares.
A combinacao nebulosa dos modelos lineares locais representa o sistema global. Ha vérias formas de
se obter uma representacao nebulosa em termos de modelos T-S a partir de um sistema nao linear.
Contudo, pode-se dividir essas estratégias em duas classes, quanto a precisdo do modelo T-S obtido
em relacdo ao sistema original. A primeira classe representa os modelos T-S que sdo uma aproximagao

do sistema ndo linear, utilizando-se da propriedade de aproximador universal que os modelos T-S
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apresentam, ou seja, o modelo T-S com sistemas lineares na parte consequente das regras nebulosas
se-entdo pode representar qualquer sistema ndo linear suave com precisao arbitraria se um ndmero
suficiente de regras nebulosas for usado [TWOI1]. Procedimentos de identificacdo entrada-saida e
linearizacdes em torno de pontos de operagdo sao comumente utilizados para esse fim, como ilustrado
em [TZ99]. Vale real¢ar que nos dltimos anos tém crescido a importancia da modelagem por técnicas
de aprendizado neuro-fuzzy e algoritmos genéticos nebulosos [CGH™04]. Entretanto, a andlise de
estabilidade e a avaliacdo de critérios de desempenho do modelo T-S podem n@o coincidir com o
que de fato ocorre no sistema ndo linear, e o desempenho dos controladores projetados pode ficar
comprometido. A segunda classe de modelos T-S, obtido principalmente pela técnica conhecida como
nao linearidade de setor (em inglés, sector nonlinearity [TWO01]), permite representar de maneira exata
um sistema nao linear numa regiado compacta do espaco de estados. O prego a ser pago € um maior
nimero de regras, se comparado aos modelos T-S aproximados. Os modelos obtidos podem ser
vistos como uma classe de sistemas variantes no tempo, ou, mais precisamente, como sistemas quasi-
LPV (do inglés, Linear Parameter Varying). Assim, essa metodologia tem ganhado a ateng¢do da
comunidade de controle pois as técnicas de andlise e de projeto de controladores para esses modelos
T-S sao vélidas para o sistema nao linear, dentro da regido compacta em que o sistema foi modelado.

Portanto, como principal motivacao para estudar sistemas nebulosos T-S, os métodos de andlise e
controle robusto desenvolvidos para sistemas lineares variantes no tempo podem ser adaptados para
investigar a estabilidade e projetar controladores para esta classe de sistemas nao lineares. Assim,
a teoria de estabilidade de Lyapunov tem sido amplamente aplicada a sistemas T-S, resultando em
condi¢des de andlise e sintese baseadas em desigualdades matriciais lineares (LMlIs, do inglés Li-
near Matrix Inequalities). Métodos de otimizacdo baseados em LMIs sdo atraentes pois podem ser
resolvidos por algoritmos de convergéncia global em tempo polinomial [BEFB94, Stu99].

Um dos primeiros métodos de controle propostos em sistemas T-S € o chamado compensador
distribuido paralelo (PDC, do inglés Parallel Distributed Compensator) [WTG95], no qual o contro-
lador compartilha a mesma regra do sistema T-S, fornecendo uma lei de controle global dada pela
combinacdo nebulosa dos controladores locais. A técnica de controle PDC foi bastante empregada
tanto para a sintese de controladores de realimentacao de estados quanto para a realimentacdo dina-
mica de saida, considerando no projeto critérios de desempenho e restricdes como: limita¢des no sinal
de controle, alocag@o de poélos, limites para a taxa de decaimento, critérios de norma % e %, ro-
bustez com respeito a incertezas e atrasos no tempo [TIW98b, CF00, CTUO00, NS03, X105, Liu03,
OTS06, OCTS09, TO10]. O estudo do problema de controle de sistemas lineares com saltos Mar-
kovianos por meio de controladores PDC também pode ser mencionado [AO05, AO06]. Condigdes
suficientes na forma de LMIs, tratando vérios dos problemas relacionados a modelos nebulosos T-S
continuos e discretos no tempo, podem ser encontradas em [TWO1]. A estabilidade global do sis-
tema € assegurada pela existéncia de uma fun¢do de Lyapunov comum a todos os modelos lineares
[WTG96, TIW98a, TWO01, TAA03, FLK06].

Condi¢cdes LMIs baseadas em fun¢des de Lyapunov comuns sdo em geral conservadoras, particu-

larmente no caso de um grande nimero de regras e, portanto, considerdvel esfor¢o tem sido feito na
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busca de condi¢des mais gerais. Condi¢des de estabilizabilidade quadrética mais relaxadas foram pro-
postas [KL0O, TPA0O, TANYO1, TAA03, FLK'06], seguidas por condi¢des necessdrias e suficientes
[MOPO7, SA07, MOPQ9]. Na procura por funcdes de Lyapunov mais abrangentes, é valido ressaltar
os métodos baseados em fungdes de Lyapunov por partes [JRA99, Fen03, TO10] e em fungdes de
Lyapunov com integrais de linha [RW06, MPAQ9].

Fung¢des de Lyapunov nebulosas apareceram como uma alternativa menos conservadora que fun-
coes de Lyapunov quadraticas [THWO1, THWO03]. Fung¢des de Lyapunov nebulosas sdao formadas
pela combinagdo nebulosa de multiplas funcdes quadréticas. Uma funcio de Lyapunov nebulosa pode
ser vista como uma funcdo dependente de parametros largamente empregada no estudo de sistemas
incertos, €, em muitos casos, conjuntamente com varidveis de folga ou multiplicadores [dOBG99,
DBO1a, EHO4]. No contexto de sistemas T-S discretos no tempo, varios resultados foram publicados
[GV04, DSY06, KG05, KWG08, DHO8, GKB09, Dinl10, LPJ10]. Entretanto, no caso de sistemas
continuos, o numero de resultados ¢ menor [THWO03, RW06, TOW07, MPA09, MPSMO09, LPJJ10].
Uma das dificuldades € o aparecimento explicito da derivada temporal das funcdes de pertinéncia nas
condicdes de estabilidade. Uma das técnicas utilizadas para superar essa dificuldade e permitir a cons-
trucao de condi¢des em termos de LMIs € o uso dos limitantes superiores das derivadas temporais.
Condig¢des construidas com esses limitantes sao apresentadas em [MPSM09] e [MPAQ9], sendo este
ultimo com a utilizagdo de varidveis de folga. Contudo, essas formulacdes possuem algumas des-
vantagens, como o conservadorismo do modelamento da derivada temporal, a obrigacido de conhecer
todos os limitantes das derivadas das funcdes de pertinéncia e, para a sintese, a necessidade de ter dis-
ponivel as varidveis premissas em tempo real, o que nem sempre € possivel ou pode representar custos
elevados a implementacao. Note que essa situagao pode ocorrer mesmo no contexto de realimentagao
de estados, quando os estados estdo disponiveis para a realimentagdo mas as varidveis premissas nao
sdo fungdes dos estados.

Métodos de projeto por realimentacdo de estados sd@o baseados no pressuposto de que todos os
estados sdo mensurdveis para a implementacdo do controlador, o que ndo é verdade em muitos casos
praticos. Portanto, controle baseado em observadores e realimentacdo de saida tém sido considerados
na literatura. Técnicas de realimentacao de saida por meio de observadores de estados e controladores
de realimentacgio estética de saida podem ser encontrados em [TIW98a, YNKI00, MMG109] ¢ em
[HNO7, LK09b, BGMO09], respectivamente. O projeto de controladores de realimentacdo dindmica
de saida de ordem completa para sistemas nebulosos T-S foi abordado em [LWNT00, NS06, DY0S,
Yon09, GBM09, YD10]. A maioria dos trabalhos considera fun¢des de Lyapunov quadraticas (cons-
tantes) com estruturas particulares [LWNTO00, NS06, DYO0S8, Yon09, YD10]. Em [GBMO09], usando
uma abordagem redundante descritora, funcdes de Lyapunov nebulosas sdo utilizadas para construir
condicdes de sintese de controladores de realimentacdo dinamica de saida mas que requerem o conhe-
cimento dos limitantes superiores da taxa de variagao das func¢des de pertinéncia. Esse controladores
dindmicos t€ém a mesma ordem da planta pois, neste caso, o projeto de controle é mais simples. No
entanto, poucos métodos eficientes estdo disponiveis na literatura de sistemas nebulosos T-S para o
projeto de controladores dinamicos de ordem reduzida. Assim sendo, um dos resultados dessa tese



4 Introducao geral

vem trazer importantes contribuigdes nesse sentido.

O objetivo deste trabalho é, considerando os aspectos levantados acima, desenvolver condi¢des
para reduzir o conservadorismo na estabilizacdo por realimentacdo de estados, realimentacdo esta-
tica e dindmica, de ordem arbitraria, de saida, com critérios 7% e .7, para sistemas nebulosos T-S
continuos e discretos no tempo. Um procedimento sistemdtico para relaxacao das condi¢des de estabi-
lizabilidade € proposto por meio de fun¢des de Lyapunov polinomiais homogéneas de grau arbitrario
[CGTV04, OP0O7] combinados com controladores de realimentacdo de estado e de saida polinomiais
[MOPBO09]. No tratamento de sistemas T-S discretos no tempo, fun¢des nebulosas de Lyapunov e
controladores nebulosos multi-polinomiais de grau arbitrdrio nas fungdes de pertinéncia do sistema
nebuloso em multiplos instantes de tempo sdo considerados. No caso de sistemas T-S continuos no
tempo, um modelamento mais geral € utilizado para descrever os sistemas nebulosos T-S, baseado no
produto Cartesiano de simplexos, chamado multi-simplex [OBPOS8]. As derivadas temporais das fun-
¢oes de pertinéncia sdo modeladas como pertencentes a um politopo e os limitantes, se conhecidos,
s@o utilizados na sintese dos controladores. Como uma das principais novidades introduzidas, o pro-
cedimento de projeto do controlador dependente de parametros pode ser fungdo apenas das varidveis
premissas escolhidas pelo projetista, sendo robusto em relacdo as outras, que ndo sdo medidas. Sdo
estabelecidas também condicdes que ndo dependem da taxa de variacao das fun¢des de pertinéncia.

Estrutura da tese

e Capitulo 1: E apresentada uma descri¢do geral dos modelos nebulosos T-S estudados nessa tese
e uma estratégia de modelagem para obter um sistema nebuloso T-S, que é uma representacao
exata de um sistema ndo-linear. Em seguida, sdo apresentados lemas auxiliares, utilizados na
obtengao dos resultados principais, e alguns resultados classicos da literatura para a andlise de
estabilidade, computo de normas 7% e .7, e sintese de leis de controle por realimentagdo de
estados de sistemas nebulosos T-S. Para esse fim, sdo utilizadas fun¢des de Lyapunov e condi-
¢oes do tipo LMI. Finalmente, € apresentada a notacdo da representacao de matrizes polinomiais
homogéneas utilizada para descrever as matrizes de Lyapunov e as varidveis de folga das condi-
¢oes LMIs desenvolvidas no trabalho. Um exemplo de como construir tais desigualdades com

o uso de matrizes polinomiais também € mostrado.

e Capitulo 2: E estudado o problema de andlise e sintese de controladores por realimentacio de
estados de sistemas nebulosos T-S discretos no tempo. Na andlise de estabilidade é mostrado
que fungdes de Lyapunov dependentes de maneira multi-afim nas fungdes de pertinéncia em
sucessivos instantes de tempo podem fornecer condi¢des menos conservadoras que outras abor-
dagens utilizadas. Para o projeto de controladores, é proposta uma nova fun¢ao de Lyapunov
quadratica nos estados que apresenta dependéncia multi-polinomial nas fun¢des de pertinéncia
nos instantes presente e passados. Essa funcdo tem mais graus de liberdade que as disponiveis
na literatura, contendo-as como casos particulares. Os controladores de realimentacdo de es-
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tado projetados também dependem multi-polinomialmente nas varidveis premissas em instantes
passados de tempo, e, portanto, o sinal de controle no instante atual depende de informacdes
presentes e passadas das fungdes de pertinéncia. Simulacdes numéricas ilustram que as condi-
¢Oes obtidas sdo menos conservadoras quando comparadas com as da literatura em exemplos
do tipo benchmark de sistemas nebulosos T-S discretos no tempo. Os resultados apresentados
derivam dos artigos publicados [TOP09a, TOP09b] e de um artigo submetido a um periddico

internacional.

e Capitulo 3: O objetivo deste capitulo é apresentar condi¢des de andlise de estabilidade e de
sintese de controladores de realimentacdo de estados para sistemas nebulosos T-S continuos no
tempo baseadas em uma representacdo do sistema e das matrizes envolvidas no problema depen-
dente de func¢des de pertinéncia pertencentes a um multi-simplex, ou seja, produto Cartesiano
de simplexos. As funcdes de Lyapunov quadréticas no estado apresentam uma dependéncia po-
linomial homogénea de grau arbitrdrio nas fun¢des de pertinéncia no multi-simplex. E mostrado
que essa classe de fungdes apresenta resultados cada vez menos conservadores a medida que o
grau da fun¢@o de Lyapunov aumenta. A estrutura multi-simplex, juntamente com a representa-
¢do polinomial das matrizes que compdem a lei de controle, possibilita ao projetista escolher as
variaveis premissas das quais o controlador dependerd. Devido ao uso de fungdes de Lyapunov
nebulosas, o espaco ao qual as derivadas temporais das funcdes de pertinéncia pertencem € mo-
delado por conjunto convexo. Exemplos numéricos ilustram as vantagens da técnica proposta e
comparam com outros métodos da literatura. Os resultados deste capitulo foram extraidos dos
artigos publicados [TOP10b, TOP10a, TOP11d].

e Capitulo 4: O procedimento de projeto apresentado no Capitulo 3, baseado em condi¢des LMIs
com polindmios homogéneos no multi-simplex, € estendido para o caso de realimentagdo esta-
tica e dindmica de saida e para uma nova abordagem para a realimentacio de estados. Contudo,
para evitar o tratamento da derivada temporal das fun¢des de pertinéncia, faz-se uso de fun-
¢oes de Lyapunov do tipo integral de linha. Como metodologia, o projeto da lei de controle
€ desenvolvido em dois estdgios, contornando nao convexidades e restri¢des nas estruturas das
matrizes que compdem o problema, que normalmente aparecem nas condi¢des de sintese de
controladores de realimentacdo de saida. O controlador dindmico de realimentacdo de saida
possui ordem arbitraria, podendo ser igual a ordem da planta ou reduzida, problema nao com-
pletamente resolvido na literatura de sistemas nebulosos T-S e que, em geral, € tratado com
condi¢Oes que apresentam grande conservadorismo. Simulagdes numéricas sdo apresentadas,
comparando as técnicas propostas com as existentes na literatura. O capitulo é baseado nos
artigos [TOP11a, TOP11b, TOP11c] e em artigos submetidos a um periédico e a um congresso

internacionais.

e Capitulo 5: Apresenta as conclusdes finais da tese e algumas perspectivas de trabalhos futuros.
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Capitulo 1

Defini¢des e preliminares

Neste capitulo sao apresentadas uma breve descricdo de modelos nebulosos Takagi-Sugeno (T-S)
(do inglés, Takagi-Sugeno fuzzy models), algumas condi¢des de andlise de estabilidade existentes na
literatura de sistema nebulosos T-S, as definicdes e as notagcdes adotadas no texto.

1.1 Modelos nebulosos Takagi—Sugeno

1.1.1 Modelos nebulosos T-S

Modelos nebulosos T-S, originalmente propostos por [TS85], sdo descritos por regras nebulosas
se-entdo que representam de maneira exata ou aproximada, com um grau de precisdo arbitrdrio, uma
classe abrangente de sistema nio lineares. A principal caracteristica de um modelo nebuloso T-S € a
de expressar a dindmica local de cada implicagdo nebulosa (regra) por um modelo de sistema linear.
A i-ésima regra do modelo nebuloso T=S [TWO01] ¢ dada por

R Sezi(t) e Mie - zj(t) é M) - ezy(t) ¢ ML,
Olx|(t) = Aix(t) + Esw(t) + Biu(t) (1.1)
entdo y(r) = Cix(t) + Fw(t) + Dju(t) i=1,...,N.
C(t) = Cex(t) + Fgw(t)

Na descri¢do acima, %; denota a i-ésima regra nebulosa, x(¢) € R” é o vetor de varidveis de estado,
u(t) € R™ é o vetor de entradas de controle, w(z) € R” € o vetor de disturbios, y(t) € R? é o vetor de
saidas controladas e {(z) € IR® é o vetor de saidas medidas. As matrizes do sistema sdo A; € R"™*",
E; € R™Y, B € R, C; € RT™", F; € RT™Y, D; € RT*™, Cr, € R e Fy, € R**Y. O conjunto
nebuloso baseado em z;(¢) para a i-ésima regra ¢ denotado por M’] e N é o numero total de regras
nebulosas. As varidveis premissas sdo dadas pelo vetor z(r) = [z(7),...,z,(t)] e podem ser fungdes
das varidveis de estado, distirbios externos ou tempo, mas assume-se que nao podem depender das
varidveis de controle u(¢) nem do distirbio w(r). O operador d[x|(¢) denota a derivada temporal para
sistemas continuos no tempo (d[x](¢) = x(¢)) e o operador deslocamento para sistemas discretos no

tempo (8[x](z) = x(t+1)).
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O termo M ;(z (1)) é o grau de pertinéncia de z;(¢) em M ‘] A fungdo de pertinéncia normalizada
para cada i-ésima regra nebulosa é

me() = -2y,
L o (:(0)
com )
w; (2(1)) = [ M5 (z;(1)).
=1
A fungio de pertinéncia i (z(1)) = (hy(z(¢)), . .., hn(z(¢)))" assume valores pertencentes ao simplex

unitario %y, definido como
N
@/Né{),e]RN:ZA,-:I,lizo,izl,...,N}. (1.2)
i=1

O modelo nebuloso global é obtido pela combinagao nebulosa dos modelos lineares locais e pode

ser descrito na seguinte forma politépica’
t)+ D(h)u(t) (1.3)

sendo

N
(A,E.B,C,F,D,Cy¢,Fy)(h) =Y hi(z(1)) (Ai,Bi,Ci,Di, Ei, Fy),  h(z(1)) € Un. (1.4)
i=1
Seguindo linhas dadas em [RWO06], uma nota¢do mais apropriada para os conjuntos nebulosos é
utilizada para especificar qual dos conjuntos nebulosos baseados em z;() € usado na i-ésima regra em

(1.1). Portanto, a ¢-ésima regra de (1.1) é reescrita como

e@g : Se Zl(t) é M(IX“ e - Zj(t) é M?M T eZp(t) éM;Oa%,
6[x] (1) = Ay -0, % (1) +Eaél"'a€pw(t> +B“€1"'a€pu(t> (1.5)
entdo{ (1) = CO!A"'(X/,;X(t) +F(X/1"'Otzpw(t) +D(X/1"'06zp”(t) ) t=1,...,N
C(1) = Cyyy g, X() + Py (1)

em que o especifica qual conjunto nebuloso baseado em z; € usado na ¢-ésima regra nebulosa. Por
exemplo, &j] = Q1 = k significa que 0 mesmo conjunto nebuloso /\/lll‘ baseado na varidvel premissa
z1(¢) é utilizado nas regras 1 e 2.

Seja r; o nimero de conjuntos nebulosos baseados em z;(¢). Entdo,

D
N = Hrj,
j=1

"Para simplificar a notago, a abreviagio A (h (z(t))) = A(h) é adotada.
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e define-se r = (ry,...,r,). Considere que M;‘E" (zj(t)) é o grau de pertinéncia de z;(¢) em /\/l?%j e
portanto, a fun¢do de pertinéncia normalizada para cada oy; = 1,...,r; =i € dada por
M (z;(1))
Jj\~J . .
wii (z(t) = < , paraj=1,....p, i=1,...rj (1.6)
Z?:le (2;(1))

0< Wi (z(1)) <1, i“ﬁ (z)(1) =
i=1

Cada p;(zj(t)) = (Lj1(z;(2)), mja(z;(2)),- - - Wjr; (2j(2))), j = 1,...,p, pertence ao simplex unitdrio
Uy, €, como consequéncia, 1 (z(t)) = (11 (z1(2)), M2(22(2)), - - -, Mp(2p(2))) pertence a um multi-simplex
Y, definido a seguir.

Definicao 1.1 (Multi-simplex) Um multi-simplex %, é o produto Cartesiano de um niimero finito de

simplexos Uy, . .., %, ou seja,

OZ/réOZ/rl X Upy X+ X U, (1.7)
A dimensdo de %, é definida como o indice r = (r1,...,rp). Para facilitar a notagdo, R" repre-
senta o espago R v, Um dado elemento W de % é decomposto como (Uy,l,... 1) de

acordo com a estrutura %, e, subsequentemente, cada [L; (pertencente a %,;), é decomposto na forma

(uj17“j27 cee 7.ujrj)-

A principal vantagem da representagcdo pela regra (1.5), ao invés de (1.1), é a de fornecer uma
representacdo politdpica para o sistema nebuloso T-S dada na estrutura multi-simplex, que preserva a

dependéncia em cada varidvel premissa, como segue?

O[] (1) = A(p)x(t) + E(u)w(r) +B(w)u(r),
y(t) = C(u)x(t) + F(u)w(r) + D(p)ut) (1.8)
§(1) = Ce()x(r) + Fy (u)w(r)

sendo

(A,E,B,C,F,D,C¢,F) (1 Z Z iy (21 (2)) - Mpi, (2p(1)) X

i1=1 ip=1

(Ai1~~-ipaEi1-~-ipaBi1-~~ipaC'

i1ipo

F,—l...,-p,D,—l..,,-p,cglm[ngw), (1.9)

w(z(r) € %, wi(zj(t)) €%, j=1,....p
Observe que as representagdes das matrizes dos sistemas em (1.4) e (1.9) s@o equivalentes. Basta
verificar que h;([) = fy; Moy -+ Upiyp» Parai € {1,..., N} e (i1,...,ip) €{1,...,r 1} X x{1,...,rp}.

2A abreviagio A (u (z(¢))) = A(u) é adotada.
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Por exemplo, para o caso do sistema nebuloso T-S continuo no tempo de duas varidveis premissas

(p = 2) e quatro regras (N =4, r = (2,2)), tem-se

4

2 2
k(1) = Y hi(z(0))Aix(t) = ), Y pi (21 (1)) paiy, (22(2)) A

i=1 i1=1lir=1

com

eA; = A1, Ay = A, Az = Ay e Ay = Ao,

1.1.2 Aproximacao de sistemas nao lineares por sistemas nebulosos T-S

Uma das técnicas mais utilizadas para se obter um modelo nebuloso T-S a partir de um sistema nao
linear € a chamada abordagem por ndo linearidade de setor (ou em inglés, sector nonlinearity appro-
ach [TWO01]), que permite representar de maneira exata um sistema nado linear por uma combinagdo
convexa de modelos lineares variantes no tempo em uma regiao compacta do espago de estados.

Seja um sistema ndo linear 8[x|(r) = f(x(¢),u(t)), com f(0,0) = 0, sendo x(¢) € R" a variavel de
estado e u(t) € R™ o sinal de controle, que pode ser expresso por meio de transformacdes algébricas
como’

Ofx] = & (x,u)x+ y(x,u)u. (1.10)

Deseja-se obter uma representagao precisa do sistema (1.10) num conjunto compacto & (incluindo
o equilibrio x = 0 em seu interior) do espaco de estados por modelos nebulosos T-S. A estratégia
consiste em achar um setor global tal que o sistema ndo linear f(x) € [z z]x, Z,z € R, ou um setor
local em que a condicdo de setor seja vélida para x; € [—d d], como mostrado na Figura 1.1. Para tal,
empregando a aproximagao de ndo linearidade de setor, cada termo dependente de x ou u em & (x,u),
denotado por zj(x,u), j=1,...,p, sendo p o nimero de ndo linearidades em f(x(z),u(t)), pode ser

expresso por

zj(x,u) =z (o, u) +Zjl o (x, u) (L11)
1= pji () 4 Wi (x,u)
em que (i (x,u) e Wj(x,u) sdo fungdes de pertinéncia normalizadas e
Z; = max zj(x,u z;= min z;(x,u).
T w)ew jou) g (xu)e? (5o u)
Resolvendo o sistema de equacdes (1.11), tem-se

Z_j_zj(x7u> .

.u*jl(-x7u):?7 ujZ(-x7u):1_.ujl(-x7u)7 J=1....p. (1.12)
i

3 A dependéncia no tempo das varidveis é omitida a partir deste ponto por questdo de simplicidade.
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Realizando procedimento andlogo com o termo Y(x, u), pode-se obter seguinte o modelo nebuloso T-S
Olx] =A(u)x+B(u)u (1.13)

com

2 2
AB) () =Y Y iy (1) Mpiy (2p) (Aiyoiy Biyiy ) -
=1 =1
em que as matrizes dos subsistemas lineares s&o obtidas pelas fun¢des & (x,u) e y(x,u) calculadas nos
pontos extremos das ndo linearidades z;(x,u) no conjunto &, ou seja, zj(x,u) é reescrito como em
(1.11) para construir (1.13). Note que a representacao do sistema nao linear por (1.13) pode ndo ser
tinica, pois pode haver mais de uma maneira de reescrever f(x(¢),u(t)) por (1.10).

Figura 1.1: Setor local.

Exemplo 1.1 Seja o sistema ndo linear
X1 =x2, Xy = —sen(x%)xl +u (1.14)

e a regido de interesse 9 = {(x1,x2) € R" : |x1]| < 0.5}. Pode-se observar que para todo x € 9, o

termo ndio linear z1(x1) = sen(x?) € [0 sen(0.52)] e, portanto, pode-se descrever exatamente o sistema

(1.14) em 2 na forma (1.13) com By = B, = [0 1]7,
0 1 0 1
A= [O 0} A= {—sen(O.Sz) O]

wii(zi) =1 —sen(xj)/sen(0.5%), wa(z1) =1 — i1 (z1).
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1.1.3 Controladores nebulosos

O procedimento de projeto de controladores em que cada regra de controle é projetada a partir da
correspondente regra do modelo nebuloso T-S € chamado de Compensacao Distribuida Paralela (PDC,
do inglés Parallel Distributed Compensation) [TWO01]. Desse modo, o controlador nebuloso projetado
compartilha dos mesmos conjuntos nebulosos que o modelo do sistema nas partes premissas. Da regra
de modelo nebuloso (1.1), tem-se a seguinte regra para o controlador nebuloso, para i =1,2,... N,

que, nesse caso, € um controlador de realimentagdo de estados,

Ki: Sezi(t) 6 Mie - 7j(t) é M - ezp(t) ¢ M

p?
entao u(t) = Kix(t).
O controlador nebuloso global, que € ndo linear em geral, € a combinagdo dos controladores line-
ares locais e pode ser representado por:

N
u(t) = Z hi(z(t))Kix = K (h)x(t). (1.15)

Apesar da lei de controle nebulosa (1.15) ser construida em funcdo dos ganhos locais K;, os mes-
mos devem ser determinados utilizando condic¢des de projeto globais a fim de garantir estabilidade e
desempenho globais.

Uma lei de controle ¢ denominada nao PDC quando o controlador nebuloso ndo compartilha das
mesmas regras do modelo nebuloso T-S. Como exemplo, a seguinte a lei de controle de realimentacao

de estados nao PDC pode ser considerada

N N -1
u(r) = (;hi(z(t)m) (;hi(z(t»Gi) = F(h)G(h) 'x(1)

com F; e Gj, i =1...,N, matrizes de dimensdes apropriadas a serem determinadas nas condi¢des de

projeto.

1.2 Lemas auxiliares

1.2.1 Desigualdades Matriciais Lineares

Uma desigualdade matricial linear (LMI, do inglés linear matrix inequality) é uma desigualdade
do tipo F(x) > 0 com F(x) : R™ — R"™" simétrica positiva-definida e afim nas varidveis de busca
representadas pelo vetor x. Assim, uma LMI pode ser representada genericamente pela forma

X1
m
F(x)=FR+)Y xF;>0, x={ : |, (1.16)
i=1 X
sendo que F; = FiT e R"™" i =0,...,msdo matrizes dadas e x;, i = 1,...,m sdo varidveis escalares a

serem determinadas de forma a satisfazer a desigualdade. Quando existe uma solugio x para F (x) > 0
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diz-se que a LMI € factivel. A LMI (1.16) € equivalente a um conjunto de n desigualdades polinomiais,
pois F(x) > 0 implica que todos os menores principais lideres da matriz F(x) sdo positivos.

Condicdes construidas na forma de LMIs sdo convexas e podem ser resolvidas em tempo polino-
mial por algoritmos de pontos interiores [BEFB94]. Uma das vantagens da abordagem por LMIs € a
disponibilidade de softwares, comerciais ou gratuitos, para a sua solucdo como, por exemplo, o LMI
Control Toolbox [GNLC95] e SeDuMi [Stu99].

1.2.2 Complemento de Schur

Em geral, condi¢des de anélise de estabilidade ou de sintese de controladores nao aparecem ori-
ginalmente na forma de LMIs. Algumas ferramentas sdo bastante tteis na tarefa de reescrever o
problema original em termos de LMIs. O complemento de Schur é uma propriedade basica utilizada

na manipulag¢do de desigualdades matriciais.

Lema 1.1 [BEFB94] Seja x € R o vetor de varidveis de decisdo e sejam M\(x), M(x) e M3(x)

fungées afins em x com M| (x) e My (x) simétricas. Entdo, as seguintes afirmacdes sdo equivalentes
a) M (x) —M;(x)'Ma(x) "' M3(x) > 0 com My(x) >0,
My (x) Ms(x)’
b > 0.
) [ Ms(x) Ma(x)

Note que a) ndo é uma LMI, pois, M(x) = M (x) — M3(x)'M,(x)~'M3(x) ndo é uma fungio afim
em x. No entanto, a desigualdade em a) € equivalente a desigualdade em b), que é uma LMI. Note que
para satisfazer a), a matriz em b) deve ter M;(x) > 0 e M>(x) > 0 como condi¢des necessarias, porém

ndo suficientes.

1.2.3 Lema de Finsler

O lema de Finsler permite a eliminacio ou introdugdo de varidveis extras em condi¢des que tratam

de positividade de matrizes.

Lema 1.2 ([dOS01]) Seja & e R4, 2 =2 e R, B e R”*% com posto (B) < a, e B+ uma base

para o espaco nulo de B (i.e. BB = 0). As seguintes condicdes sdo equivalentes:
i) §'2E <0, VBE=0,E#£0;

i) Y 928" <0;

i) IneR: 2—uB #<0;

iv) 32 eR> . 94+ B+ B X <.
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1.2.4 Lema da Eliminacao

O lema da eliminacao, que pode ser visto como a forma generalizada do Lema de Finsler, é repro-

duzido na sequéncia.

Lema 1.3 ([SIG98]) Dadas as matrizes % € RV ¥ € RF™ ¢ & = & € RY, as seguintes

condigoes sdo equivalentes:

i) Existe uma matriz 2 € R™ ¥ satisfazendo

SV XU+(V XU <0

ii) As duas condicoes

M@N] <0ou?VyV' >0
%/¢%<00u%/%>0

devem ser verificadas, sendo que Ny e N, sdo respectivamente complementos ortogonais de ¥
e %', ou seja,

MV =0, NU =0.

1.3 Condicoes de estabilidade e sintese

Grande parte das condi¢des para andlise de estabilidade e sintese de controladores em sistemas
nebulosos T-S deriva da teoria de estabilidade de Lyapunov. Em seguida, sdo mostradas algumas

condig¢des baseadas em LMIs para o sistema nebuloso T=S representado na forma politépica

N N
olx|(r) = Z hi(z(1))Ax(t) + Z hi(z)Biu(t) = A(h)x(t) + B(h)u(t), (1.17)
i=1 i=1
com as matrizes A(h) e B(h) dadas como em (1.4).
Considere o controlador de realimentagdo de estados (1.15), que produz como sistema em malha
fechada

hi(z(1))hj(z(1)) (Ai + BiK) x(t)

1=
1=

S1a)(r) =

Il
—
.

Il
—_

R0 (A B0 + Y TR GOWE(0) (A B A+ B ()

i=li<j
(h) +B(h)K (h))x(t).

I
™=

I
—_

I
N
+
oo
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Notacao

Algumas notacdes sao definidas para facilitar a visualizacdo dos resultados enunciados nas pro-
ximas sec¢oes. O simbolo * denota o bloco simétrico nas LMIs, ® representa produto de Kronecker
e Tr(M) denota o trago de uma matriz M. A fung@o h(z(¢)) no instante avancado é denotada como
h(z(t+1)) = h(z+ 1) e a matriz P (h(z(¢))) no instante avangado por P (h(z(t+1))) =P(h+1). A
dependéncia no tempo das varidveis premissas € omitida a partir deste ponto, por questdo de simplici-

dade de notacao.

1.3.1 Sistemas continuos no tempo

Seja a fungdo de Lyapunov quadratica V (x) = x(7)'Px(¢). Uma condig@o suficiente para a estabili-

dade do sistema continuo em malha fechada (1.18), com €;; = A; + B;K, € dada por

N N !
V(x) = (Z Y hi(2)h(z)Qijx(t )) Px(t <Z Y hi(2)h(z)Qijx(t ))

i=1j=1 i=1j=

=
=

_ .Z hi(2)hj(2)x(t) (Qf;P + PQyj) x(t)

=1 j=1

hi(z)zx(t)/ (Q;iP + P.Q.i,') x(t)

~
—

I
™=

~
[y

+ZZh 1) (Q;P + PQjj+ QP+ PQji) x(t) <0,

i=li<j
que pode ser verificada por meio da transformacdo de varidveis W = P~! e pelas LMIs

i <O, i=1,....N

(1.19)
Iii+T;; <0, i,j=1,...,N, i<].
com
F,J—AW—i—WA’—i—BZ —|—ZB (1.20)
eZi=KW,i=1,...,N. Observe que as LMIs (1.19) garantem, para todo h(z) € %,
[(h) & A(h)W +WA(h)' +B(h)Z(h) + Z(h)'B(h)' < 0. (1.21)

Condigdes menos conservadoras para garantir V (x) < 0 surgiram na literatura, como por exemplo
fazendo o uso de varidveis de folga no lado direto nas LMIs (1.19) (em ingl€s, right-hand side slack

matrix variables).

Lema 1.4 ([LZ03]) Se existirem matrizes Z; € R™*", uma matriz simétrica definida positiva W €
R"™", matrizes Y;; € R™", em que Y;; sdo matrizes simétricas, Yj; = Yl’j i,j=1,...,N, i # j, satisfa-
zendo as seguintes LMIs

rii<Yii7 l:177N

Fij+rji<Yij+Yz]7 i?j:L""N? l%]
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Yn - Yy
le T Yrr
em que U;; é dada por (1.20), entdo a realimentagdo de estados (1.15) estabiliza o sistema nebuloso

T-S continuo no tempo dado por (1.18) com K; = Z;W 1.
Utilizando o Lema 1.2 (Lema de Finsler), outras relaxacdes também podem ser obtidas®.

Lema 1.5 ([MOP09)]) Se existirem matrizes Z(h) € R™", 2 (h) € R¥™" ¢ uma matriz simétrica
definida positiva W € R"™" tais que, para todo h(z) € U,

Q4+ X B+RB 2 <0, (1.22)

o B(h)Z(h) +Z(h)'B(h) W

2= W 0

e B=IAh) —I],

entdo o controlador de realimentacdo de estados K(h) = Z(h)W~! estabiliza o sistema nebuloso T-S

continuo no tempo dado por (1.18).

Prova: Primeiramente, note que B+ = [I A(h)}/. Pela equivaléncia entre ii) e iv) do Lema 1.2,

tem-se que (1.22) é equivalente a
0> B (1) B(h) " = [A I )/}’ [B(h)z(h) +Z(h)'B(h) W} [A I } ).

com I'(k) dado em (1.21) .

Note que as condicdes dos Lemas 1.4 e 1.5 sdo apenas suficientes para que (1.21) seja verificado.
Entretanto, existem relaxacdes que tendem a necessidade quando o nimero de termos dos somatorios,
ou determinado parametro, tende ao infinito. Por exemplo, [SA07, MOP(09] apresentam condi¢des
baseadas no Teorema de Pdélya, [MOPQ9] faz uso de propriedades algébricas de polindmios positi-
vos e [KSGAO9] propde condi¢des baseadas em triangulacdes que dividem o espaco das funcgdes de
pertinéncia.

As técnicas mais recentes da literatura de sistemas nebulosos T-S, no contexto de analise e sintese
de controladores, procuram por fungdes de Lyapunov que compartilham a mesma funcdo de perti-
néncia do modelo T-S, também chamadas de fun¢des de Lyapunov nebulosas, dadas por V(x,z) =
x(t)'P(h)x(t). Observe que fungdes de Lyapunov nebulosas sdo equivalente a fung¢des de Lyapunov
dependentes de parametros no contexto de sistemas LPV (do inglés, Linear Parameter Varying).

Uma condigdo suficiente para provar a estabilidade do sistema nebuloso T-S continuo no tempo
dado por (1.17), com u(t) = 0, para uma fungdo de Lyapunov nebulosa quadratica nos estados é

A(h)'P(h)+P(h)A(h)+ P(h) < 0.

4 Alguns teoremas sio exibidos na forma de LMIs dependentes de pardmetros para facilitar a visualizagdo.
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Em particular, no caso de fun¢des de Lyapunov afins
N
P(h) =Y hi(z)P, h € Uy, (1.23)

a derivada da matriz e Lyapunov é dada por

Py = Y iR i
i=1

O principal desafio das pesquisas recentes em sistemas nebulosos T-S continuos no tempo € o
tratamento da derivada da matriz de Lyapunov, P(h). Grande parte dos trabalhos considera o uso de
limitantes para a derivada temporal de z, ou seja, |z;| < &;, i = 1,...,N, estratégia muito utilizada em
sistemas LPV. Nessa linha, a seguinte condi¢@o de estabilidade foi enunciada.

Teorema 1.1 ((MPSMO09]) Assuma que |hj| < &, i=1,...,N. O sistema nebuloso T-S continuo no

tempo dado por (1.17), com u = 0, é assintoticamente estdavel se as seguintes LMIs sdo satisfeitas

P,=P >0, P+X>0, i=1,...,N,

|
P5+§(A§PJ+PJ-A,-+A’].B+P,-AJ-)<0, i,j=1,...,N, i<},

. N
sendo Ps =Y, 0;(P;+X), §; escalares e X =X'.
=1

1

Uma das principais desvantagens das abordagens que consideram limitantes para a derivada temporal
das fung¢des de pertinéncia para a sintese de controladores € a dificuldade, ou mesmo a impossibilidade,
do calculo destes limitantes, visto que Z depende dos estados e do vetor de entradas u. Outra questdo
importante, frequentemente ignorada pelos métodos atuais, é que, na maioria dos casos, a regido de
validade no espaco de estados da hipétese |z;| < §; é restrita e, portanto, as condi¢gdes dos teoremas de
estabilidade e sintese tém validade local.

Observe que estruturas mais gerais que (1.23) podem ser utilizadas. No contexto de sistemas
incertos invariantes no tempo, por exemplo, fun¢des de Lyapunov com coeficientes polinomiais fo-
ram utilizadas em [BOMPO06]. Em [OP07], condi¢des para andlise de estabilidade com o uso dessas

funcdes foram apresentadas.

1.3.2 Sistemas discretos no tempo

Em sistemas discretos no tempo, fungdes de Lyapunov nebulosas t€ém sido mais exploradas que
em sistemas continuos no tempo [KL00, GV04, DSY06, KG05, KWG08, DHOS8, Din10], pois ndo
aparece o problema da derivada temporal de P(h).

Considerando a fun¢ao de Lyapunov nebulosa

V(x,z) = x(¢t) P(h)x(1), (1.24)
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tem-se que uma condicao suficiente para a estabilidade do sistema nebuloso T-S discreto no tempo
dado por (1.18) é
AV (x,z) =x(t +1)P(h+ 1)x(t+1) —x(t)' P(h)x(t) < 0. (1.25)

Segue o seguinte resultado utilizando func¢des de Lyapunov nebulosas (1.24).

Teorema 1.2 O sistema nebuloso T-S discreto no tempo dado por (1.17) com u = 0 ¢é assintotica-
mente estavel se existir P(h) = P(h)' > 0 tal que uma das seguintes condigdes equivalentes sejam
satisfeitas

i) A(h)P(h+1)A(h) —P(h) <0, (1.26)

P(h) A(h)P(h+1)

ii) N Pty | >0 (1.27)

para todo h(z) € Uy.

Prova: A prova do Teorema 1.2 segue da avaliacdo da primeira diferenca da funcdo de Lyapunov
V(x,z) = x(¢)'P(h)x(t) ao longo das solugdes do sistema (1.17), aplicando um complemento de Schur.
|

Para resolver numericamente as LMIs dependentes de pardmetros do Teorema 1.2 € necessario
impor uma estrutura particular para a matriz de Lyapunov nebulosa P(/). Escolhendo a matriz de

Lyapunov dependendo linearmente em A(z), i.e. P(h) como em (1.23), tem-se o seguinte teorema.

Teorema 1.3 ([DB01a]) Se existirem matrizes simétricas definidas positivas P, € R™", i=1,...,N,

tais que as seguintes LMIs sdo verificadas

[P AlP;

N PJ}>O i,j=1,...,N

entdo o sistema (1.17), com u(t) = 0, € assintoticamente estdvel.

Observacao 1.1 Caso as condigoes do Teorema 1.3 ndo admitam uma solugdo, condigoes baseadas
em estruturas polinomiais homogéneas de grau arbitrdrio g > 1 para a matriz de Lyapunov P(h)
também ndo encontrardo. Essa caracteristica deve-se ao fato de que o produto P(h+ 1)A(h) preserva

os monomios resultantes de g = 1, qualquer que seja g > 1.

Uma maneira de obter testes menos conservadores para o caso de variacdes arbitrarias das fun-
¢oes de pertinéncia h(z) é considerar matrizes de Lyapunov que dependem de maneira multi-afim nos
instantes de tempos sucessivos ou passados de h(z). Por exemplo, considere a seguinte matriz de
Lyapunov

P(h,h+1) ZZh j@+ 1P (1.28)
i=1j=

Entdo, o seguinte resultado pode ser enunciado.
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Teorema 1.4 ([Lee06]) Se existirem matrizes simétricas definidas positivas P;j € R"", i=1,...,N,

j=1,...,N, tais que as seguintes LMIs sdo verificadas
> 'D.
{% &ﬁﬂ>0, ij=1,....N
* Pj

entdo o sistema (1.17) com u(t) = 0 € assintoticamente estdvel.

Observacao 1.2 As condigcoes do Teorema 1.4 sdo menos conservadoras que as condig¢do do Teo-
rema 1.3, inclusive contendo-as como um caso particular, a partir da escolha P;j = P; e Pjy = P;.
Uma estratégia ainda menos conservadora é a de considerar a matriz de Lyapunov dependendo de
mais de um instante de tempo, generalizando para M instantes de tempos a frente. No caso de andlise
de estabilidade, se o sistema for estdvel, sempre existird uma matriz de Lyapunov multi-afim em M
instantes de tempo garantindo a estabilidade para um dado M finito [Lee06, LDO06]. Esse resultado
caracteriza um condicdo de estabilidade semi-decidivel. No caso da sintese de controladores, o uso
de matrizes polinomiais homogéneas combinadas com matrizes de Lyapunov dependendo de M ins-
tantes de tempo produz resultados menos conservadores. Esta técnica é explorada nos resultados do
Capitulo 2.

A seguir, sdo reproduzidos alguns resultados importantes da literatura para a sintese de controla-
dores para sistemas nebulosos T-S discretos no tempo. As provas foram omitidas, pois podem ser
encontradas nos artigos.

O préximo teorema estende as condi¢des apresentadas no Teorema 1.2 para o problema de sintese,
com acréscimo de varidveis de folga no lado direito das LMIs. E utilizada nesse caso uma funcio de

Lyapunov quadrética (matriz constante).

Teorema 1.5 ([KL00]) Se existirem matrizes W =W' >0, Q;; > 0, Q;j = Q: » Si, tais que

Ui > Qi i=1,...,N

Lij+T;>Qij, i,j=1,...,N, i<
2011 K« e ok
O 200»n -+ *

>0

er Q2r T 2er
com
w *

ks {Ai—i-BiSj W} ;b= 1N,
entdo, o sistema nebuloso T-S discreto no tempo (1.17) € estabilizavel pela lei de controle PDC
N
u(t) = Y hi(2)K; | x(1)
i=1

com
K, =Sw.
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Em [GVO04], as condi¢des de [KLOO] sao ampliadas por meio da fun¢do de Lyapunov nebulosa
dada em (1.23) e varidveis de folga adicionais.

Teorema 1.6 ((GV04]) Se existirem matrizes simétricas P. > 0, matrizes Qfl. >0, Q;‘j = (Qi-‘j)’ , ] >,

S;, G, tais que
>0k ik=1,..N
2Qk’1‘l *k *
2 *
g |90 20 >0, k=1,...,N
Qllcr Qgr ZQI;”
com

r* — Fi *
b AiGj+BiS; Gi+G,—F

entdo, o sistema nebuloso T-S discreto no tempo (1.17) é estabilizdvel pela lei de controle ndo PDC

N ~1
ulr) = (;hi@si) ( 1hl-<z>cl-> (1),

Observe que o controlador ndo PDC em [GV04] ndo depende da matriz de Lyapunov, com grandes

:|7 i7j7k:17""N7

=

~

vantagens para o caso de imposi¢ao de estruturas para o controlador.

O resultado [DSY06] fornece condi¢des com mais varidveis no lado direito. Nessa linha, vérios
resultados continuam aparecendo na literatura, buscando condi¢des mais gerais, como em [DHOS,
Dinl10].

Corolario 1.1 ([DSY06]) Se existirem matrizes simétricas G; > 0, matrizes Qﬁ- > 0, Q;‘j = (Qi-‘j)’ ,
i # J, S;, tais que
>0k ik=1,..N

O+ (@5 > 0f+(0F), ijk=1,...,N, i#]

2Q’f1 * *
Qk + Qk / 2Qk *

gk _ | 22 :( 1) 22 § : =0, k=1..N
05 +(01,) - Oy T Q1) 200

com
Fk _ Gl‘ *
Y A,'Gj —l—BiSj Gy

entdo, o sistema nebuloso T-S discreto no tempo (1.17) é estabilizdavel pela lei de controle ndo PDC

], i,j,k=1,....N,

N N !
u(r) = <;hi(2)5i> <;hi(Z)Gi> x(1).
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1.4 Indices de desempenho

Considere o sistema nebuloso T-S

g { [ (1) = A(h)x(r) + E (R)w(t)

(1.29)
y(t) =C(h)x(t) + F(h)w(t), x(0)=xy=0

no qual x(7) € R” representa o vetor de varidveis de estado, w(t) € R” o vetor de distdrbios e y(r) € R?
a saida controlada. As matrizes sdo reais, com dimensdes apropriadas, e definidas como em (1.4).

Observe que ¢ € um sistema variante no tempo e, portanto, nao é possivel obter as normas 73 e
J% a partir da caracterizacdo do sistema pela funcdo transferéncia. Seguem as defini¢cdes utilizadas
das normas de ¢ nesta tese. A caracterizacdo no espago de estado das normas .74 e 7%, também pode
ser encontrada, por exemplo, em [GL95, DBO1b, BATO02].

1.4.1 Norma J%

A norma .77 esta relacionada com a energia da saida do sistema em resposta a uma entrada im-
pulsiva (interpretacdo deterministica) ou a uma entrada de ruido branco de média zero e intensidade
unitdria (interpretacdo estocdstica).

Seja ¢4 o mapa entrada-saida de w(t) para y(¢), e a norma 7% denotada por ||¥||>. A seguinte
defini¢do da norma .77 € utilizada para o sistema continuo (1.29), com F(h) = 0.

Definicdo 1.2 ([Tak98]) A norma 7% para o sistema continuo variante no tempo (1.29), com F (h) =
0, é definida por

|92 = Jim & § = [ ¥/ (Ov(e)d
0
em que & corresponde ao valor esperado e w(t) em (1.29) é um ruido branco com média zero e

intensidade unitdria.

Um limitante para a norma 7% do sistema continuo (1.29), para todo h(z) € %y, chamado de custo
garantido, pode ser expresso em termos dos Gramianos de controlabilidade e observabilidade, como

no seguinte teorema.

Teorema 1.7 O sistema continuo (1.29), com F(h) = 0, é assintoticamente estdvel com custo garan-
tido ¢ dado por p > 0 se existirem matrizes simétricas definidas positivas P € R"*" ¢ X (h) € R%*°
tais que, para todo h(z) € Un,

Tr(X (h)) < p (1.30)

K PEﬂ

lA( )'P+ PA(h) —1}<0 (1.32)

(1.31)

*
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ou se existirem matrizes simétricas definidas positivas W € R e X (h) € R°*° tais que, para todo

h(z) € Un,

Tr(X (h)) < p? (1.33)
i
[A(h)WiWA(h)/ E_(?)] <0 (1.35)

O Teorema 1.7 baseia-se no uso de fungdes de Lyapunov quadrdticas V (x) = x(¢)'Px(t) e V(x) =
x(t)'W~x(t), para assegurar a estabilidade quadritica com custo garantido .7%. Deve-se observar
que o minimo custo garantido p tal que as LMIs (1.30)-(1.32) valem €, em geral, diferente do valor
obtido com (1.33)-(1.35). Isso deve-se ao fato que P (ou W) precisa satisfazer o conjunto de LMIs
para todo h(z) € %y. Os valores de p seriam os mesmos se matrizes dependentes de pardmetros de
grau arbitrrio P(h) e W (h) fossem usadas nas condigdes.

Para o sistema discreto (1.29), a seguinte definicdo da norma .75 € utilizada.

Definicao 1.3 ([Tak98]) A norma 76 para o sistema discreto variante no tempo (1.29) é definida

por
1y
|12 = lim sup&™q — Y ¥()'¥(¢)
com a entrada de distiirbio w(t) em (1.29) um ruido branco com média zero e intensidade unitdria.

Analogamente ao caso continuo no tempo, um limitante para a norma 7 do sistema discreto
no tempo (1.29), para todo h(z) € %y, chamado de custo garantido, pode ser obtido pelo seguinte
teorema, seguindo linhas dadas em [BdT02, GL95], do contexto de sistemas discretos variantes no

tempo.

Teorema 1.8 O sistema discreto (1.29) é assintoticamente estdvel com custo garantido 76 dado por
p > 0 se existirem matrizes P(h) = P(h)" > 0 e X (h) tais que, para todo h(z) € Uy,

Tr(X (h)) < p*

X(h)—F(hYF(h) E(h)YP(h+1)

x P(ht1) |7V
P(h) A(h)YP(h+1) C(h)
Ph+1) 0 |>o0

*
* * 1
ou se existirem W (h) =W (h) > 0 e X (h) tais que, para todo h(z) € Uy,

Tr(X (h)) < p?

X(h)=F(h)F(h)" C(h)W (k)

« win |~V
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No caso discreto utilizam-se fungdes de Lyapunov nebulosas V (x,z) = x(¢)'P(h)x(t) e V(x,z) =
x(¢)'W (h)~'x(t) para garantir a estabilidade do sistema nebuloso T-S discreto no tempo dado em
(1.29). Diferentemente do caso continuo no tempo, fun¢des de Lyapunov nebulosas sdo usadas para
variagOes arbitrarias das funcdes de pertinéncia sem a necessidade de impor limitantes na taxa de
variagdo. Observa-se também que no caso discreto nio é necessario impor F (k) = 0, como feito no

caso continuo, para garantir norma .74 finita.

1.4.2 Norma J7,

O desempenho 772, de um sistema dinamico coincide, no dominio do tempo, com seu ganho /5.
Para o sistema (1.29), nos casos continuos e discretos no tempo, o desempenho 772, em relacdo a
entrada de perturbacoes w(r) é dada pela seguinte definicdo [GL95].

Definicao 1.4 Suponha que o sistema G seja assintoticamente estdvel. Entdo, o desempenho 7%, é

definido como
s Iyl

Y sup
()220 IW(@)]]2

comw(t) e y(t) pertencentes ao espago dos sinais quadraticamente somdveis para sinais discretos no

tempo e quadraticamente integrdveis para sinais continuos no tempo.

A partir do bounded real lemma [BEFB94], € possivel obter uma condi¢do convexa que garanta
um limitante da norma .7 do sistema continuo (1.29) para todo h(z) € %y, considerando a fungio
de Lyapunov V (x) = x(r)"Px(t).

Teorema 1.9 ((BEFB94]) O sistema continuo (1.29) é assintoticamente estdvel com custo garantido
., dado por y > 0 se existir uma matriz P = P' > 0 tal que, para todo h(z) € Un,
A(h)'P+PA(h) PE(h) C(h)
* -1  F(h)'| <.
* * —7I
Condi¢oes LMIs para célculo do desempenho .77 do sistema discreto (1.29) em relagdo a entrada
de perturbacdes w(z) podem ser obtidas pela versdo discreta dependente de pardmetros do bounded
real lemma, conforme apresentado em [BEFB94, DBO1b, dBT06]. Uma variante desse resultado é
dada a seguir, considerando a fun¢do de Lyapunov V (x,z) = xX'P(h)x.

Teorema 1.10 O sistema discreto (1.29) é assintoticamente estdvel com custo garantido ¢ dado
por Y > 0 se existir P(h)' = P(h) > 0 tal que, para todo h(z) € Uy,

P(h) A(h)P(h+1) 0 C(ny
i P(h:rl) P(h+11)E(h) F&)/ >0 (1.36)
* * * 721
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Os Teoremas 1.7 e 1.8, para computo do custo garantido .73, e os Teoremas 1.9 e 1.10, para
computo do custo garantido 7%, podem ser reescritos com varidveis de folga adicionais por meio do

Lema 1.2, fornecendo resultados menos conservadores.

1.5 Matrizes polinomiais homogéneas

Considere uma fun¢ao de Lyapunov nebulosa quadrética nos estados com dependéncia afim nas

fungdes de pertinéncia h;(z), i =1,...,N,
P(h) = hl (Z)Pl —+ hz(Z)Pz + -4 hN(Z)PN-

Uma familia de fungdes de Lyapunov mais geral pode ser construida considerando-se uma depen-
déncia polinomial nas fungdes de pertinéncia. Por exemplo, considere uma matriz de Lyapunov de

dependéncia polinomial de grau dois (g = 2) nas fun¢des de pertinéncia i (z) e hy(z)
P(h) = h(2)*Py +h1 (2)ha(2)Pa + ha(2)*Ps. (1.37)

Uma nota¢do mais apropriada para descrever os coeficientes de uma matriz polinomial é adotada
como proposto em [OPO5], em que o indice do coeficiente é descrito pelos graus das fungdes de
pertinéncia referentes e a matriz P(h) possui subindice relativo ao grau g, ou seja, para o exemplo
(1.37), tem-se>

Py(h) = h1(2)*hy(2)"Pag + h1 (2) Y ha (2) 1 Pyy + 1y (2) ha (2)*Poa. (1.38)

Para tratar matrizes descritas como em (1.38) na forma de somatdrias para graus arbitrarios g € IN
e um nimero qualquer N € IN de funcdes de pertinéncia, adota-se a notacdo apresentada em [OP07].
Seja #n(g) o conjunto das N—uplas obtidas como todas as combinag¢des possiveis dos inteiros nao
negativos k;, i = 1,...,N, tais que k; +ky +-- - +ky = g, ou seja,

N
Hn(g) 2 {k=hiko-ky NV: Y k; =g}, (1.39)
=

Entdo, a matriz polinomial homogénea € definida como

Po(h)2 Y hi(2)ha(2)* iy (2)™ Pkt
ke (g)

Y h@ P, k=kiky-ky, h(z)"=hi(2)" -y ().
ke (g)

(1.40)

O ntimero de N-uplas em #y(g) é dado por

(N+g—1)!

30s graus e os indices dos coeficientes estio em negrito apenas para destaque.
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Matrizes independentes de parametros (constantes) sdo obtidas com (1.40) para g = 0. Portanto, (1.38)

¢ reescrito como

Py(h) =Y, m(2)"ha(2) Py
ket (2)

Como um outro exemplo, suponha polindmios homogéneos de grau g =4 com N = 2 variaveis.

Os possiveis valores dos graus parciais sao
5 (4) ={04,13,22,31,40},
correspondendo a matriz polinomial
Py(h) = ha(2)* Pos + 11 (2) 2 (2)*Pis + hi (2) 1o (2)*Poa + 1 (2) 1o (2) Py + iy (2)* Pao.

Algumas operagdes sobre os elementos do conjunto das N—uplas J#y(g) necessitam ser definidas.
Para N-uplas k, k' escreve-se k = k' se k; > ki,i=1,...,N. Operagdes usuais de soma k+k’ e subtragdo
k — k' (sempre que k = k') sdo definidas componente a componente. Considere também as seguintes
defini¢des para as N-uplas e; e o coeficiente k!:

- = (kD (ko) - (k!
ei=1(0,...,0, 1 ,0,...,0), k! = (k1) (ka2!)- - (kn!).

i-ésimo
Matrizes polinomiais homogéneas em multi-instantes no tempo

Para o caso discreto, é possivel construir matrizes de Lyapunov com dependéncia nas fungdes
de pertinéncia em mais de um instante de tempo, como por exemplo em (1.28), com interessantes
resultados tanto no problema de andlise como em sintese de controladores (ver Observacao 1.2). Essa
estratégia € discutida no Capitulo 2. Considerando matrizes multi-afins em M instantes passados de
h(z), é possivel construir matrizes polinomiais homogéneas de graus g; em cada instante de tempo de
h(z—i+1),i=1,....M.

Sejam g = (g1,...,em) ENM e A = (N,...,N) € N, O conjunto .# 4 (g) é definido como o
produto Cartesiano

Ky (8) = Hn(g1) x -+ x Hn(gm). (1.41)
Segi=g="=gu=8 Hr(g) :c%?v(g)M-
A matriz com dependéncia polinomial nos M instantes de tempo pode ser definida pela seguinte
matriz homogénea multi-polinomial de graus arbitrarios g = (g1,--.,8m)
Piory(h) = ) Y - ¥ h(2)“h(z— 1% h(z— M+ 1)kMP(k1,k2,...,kM)7
kiesn(g1) ko€ n(g2)  kmEHAN(gm)
k (1.42)
= Z h(-)"Pe,
ke Xy (g)

k= (ki ka,....kn), kj=kjikjp-kjr, B(-) =y () ha()*2 iy (o, j=1,....M

com h(-)th(-)%2 ... h(-)" os mondmios e P, € R, k € % 4 (g), sdo os coeficientes matriciais.
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Observe que a estrutura da matriz de Lyapunov dada em (1.42) possui as dadas em (1.23) e (1.40)
como casos particulares. A matriz afim (1.23) € dada por (1.42) para M =1 e g = 1 e matrizes
independentes de pardmetros (constantes) sdo obtidas a partir de (1.42) com g; =0, i=1,....M.
Com M = 0 tem-se P4 o (h) £ P, ou seja, uma fungio de Lyapunov quadritica no estado com matriz
constante P.

Como exemplo, para polindmios homogéneos de grau g = (2,1), com M =2 e N = 2, as combi-
nagdes possiveis dos graus parciais de h(z) € h(z— 1) sdo dadas pelo conjunto J#{; 5)(g) = #2(2) x
5 (1) ={02,11,20} x {01, 10}, correspondendo a forma genérica

P2y (h) = ha(2)* (hz(Z — )Pgo01) +hi(z— 1)P(oz710)> +hi(2)h2(2) (hz(Z —DPq101

+hi(z— 1)P(11,10)> + I (z2)? (hz(Z— )P o1y +hi(z— 1)P(20,10)>-

Matrizes polinomiais homogéneas no multi-simplex

Pode-se também construir matrizes polinomiais homogéneas baseadas na estrutura multi-simplex,
dada pela Definicao 1.1, de forma similar as matrizes em (1.9). Essa estratégia é usada nos Capitulos 3

e 4 para construir os resultados apresentados. Seja a seguinte defini¢ao de polindmios %/ -homogéneos.

Definicao 1.5 (Polinémio %/ —homogéneo) Dado um multi-simplex %, de dimensdo r € NP, um po-
linomio P,(l) definido em R" e assumindo valores em um espago vetorial de dimensdo finita é % -
homogéneo se, para qualquer i € {1,...,p}, e para qualquer ; € R"7, j e {1,...,p}\ {i} dado, a

aplicagdo parcial p; € R" — Py(1) for um polinomio homogéneo.

Tomando r = (ry,...,r,) € N e g = (g1,...,8p) € IN?, 0 conjunto

Hr(g) = (81) X - X 5, (8)p) (1.43)
como em (1.41), uma matriz polinomial %/ —homogénea P, (i) de estrutura multi-simplex e de graus
parciais g = (g1,...,8p), ¢ genericamente representada por

P2 Y o Y m@) ey (2p) P,
ki€, (1) kkPE%p (8p) (144)
= Y u@"FA
ke #:(g)

em que Py sdo os correspondentes coeficientes matriciais e t(z)* sio mondmios homogéneos de grau
g; em cada varidvel (;(z;), i.e.

1) = (2 o (22) - iy (2p)r, wiz)" = i (20) i (2)2 - -+ i (22)"5 (1.45)

ki = (ki1, ki, ..., kir,) é tal que ki; +kip +- - - +kir, = i, ou seja, os indices k = (ky, k2, ..., k,) sdo obtidos
pela combinagdo das r-uplas dos conjuntos %77, (gi), i = 1,...,p.
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Como ilustra¢do, um polindmio %/ -homogéneo com dimensdes p =2, g = (1,2) e r = (2,2), ou
seja, de grau 1 nos componentes de u; € % e de grau 2 em Uy € %>, e com multi-simplex dado por
H(22)(8) = (1) x H#3(2) = {01,10} x {02, 11,20}, corresponde a seguinte matriz polinomial

Pe(1) = p (NZlZP(lQZO) + M1 22 P01y + H222P(1o702))
+ 12 (M1 21[’(01,20) + M1 22 Por 11y + IJ222P(01,02)) :

As operagdes para a representagdo polinomial com estrutura multi-simplex também sdo definidas.
/

ij*
soma k +k’ e subtragdo k — k' (sempre que k = k') sdo definidas componente a componente. O fatorial

Para r-uplas k, k/, escreve-se k = k' se kij > k;;,i=1,...,p, j=1,...,r;. As opera¢Oes usuais de
de ri-uplas k e p-uplas g € definido como o produto do fatorial dos elementos da uplas, ou seja,
kil & ki ki ! - - kil e g! L gilgyl.- gp!. No caso de LMIs com estruturas multi-simplex, o vetor de
dimensao j com componentes nulos, com excecao da i-ésima posicao que possui valor 1 é denotado

por ei‘j.

Observacido 1.3 O polinomio % -homogéneo Py(lL), dado em (1.44) e dependente das fungoes de
pertinéncia no multi-simplex 1L(z), pode ser usado tanto para o caso continuo quanto para o dis-
creto, enquanto Pg v\ (h), dado em (1.42) e dependente do simplex h(z) em vdrios instantes de tempo,
somente pode ser usado no caso discreto. Note também que a matriz polinomial homogénea em multi-
instantes Py 7 (h) também pode ser vista como uma representacdo de estrutura multi-simplex, pois a
fungdo de pertinéncia h(z) deslocada nos instantes de tempo pode ser considerada uma varidvel inde-
pendente (por exemplo, h(z+ 1) = B(z)) para variagées arbitrdrias no tempo de h(z). Nesse caso, os
simplexos os quais h(-) depende devem ter sempre a mesma dimensdo. Sendo assim, a Defini¢do 1.5

de polindmios % —homogéneos também se aplica a Py pp)(h).

As matrizes do sistema nebuloso T-S também podem ser escritas na forma de somatodrias, uti-
lizando o conjunto .%#,(g). Essa notacdo € interessante para construir LMIs para o caso de sistemas
nebulosos T=S com estrutura multi-simplex, como em (1.8). Nesse caso, as matrizes sao representadas
como em (1.44), de grau g = (1,...,1). Denotando

2

p-vezes

as matrizes (1.9) podem ser reescritas como

(A,E,B,C,F,D,C¢,Fy) ()= Y, (z)" (Ax,Ex, Bk, Ce, Fi, Di, Ce, F,) (1.46)
ket (o)

ou, equivalentemente,

(A.E,B,C,F,D,Ce,Fy) (w)="Y, -+ Y 2" 1p(2p)" (A, Ex, Bk, Ce Fie, Di, Ce, Fr,)
klEJ{rl(l) kPG%p(l)
(1.47)
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Note que a equivaléncia entre (1.9) e (1.47) € intuitiva, pois 0s k; € %i(l) possuem 0 mesmo ndmero
de elementosde ij=1,...,r;, j=1,...,p.

Como observacao final, as estruturas das matrizes de Lyapunov nebulosas polinomiais homogé-
neas sao também aplicadas as varidveis matriciais de folga nas LMIs dos problemas de anélise e sintese

apresentados nesta tese.

1.5.1 LMIs com matrizes polinomiais homogéneas

Nas condi¢des de andlise e sintese envolvendo matrizes polinomiais homogéneas frequentemente

€ necessdrio tratar o produto de polindmios homogéneos do tipo
Py(h)A(h) (1.48)

e homogeneizar termos que possuem graus diferentes, como em (1.26) reescrito com P(/) polinomial,
i.e,
A(h)'Py(h+1)A(h) — Py(h) < 0. (1.49)

Note que o produto (1.48) resulta em um polindmio homogéneo com grau g+ 1, pois A(h) é afim (grau
um) em A(z). Observe também que, para construir condi¢oes independente de parimetros (dimensio
finita) a partir da LMI (1.49), usando os coeficientes das matrizes, € necessario homogeneizar em
todos os instantes de tempo os graus das matrizes. Os graus do segundo termo (grau g no instante de
tempo ¢) devem ser homogeneizados com os do primeiro (grau 2 no instante de tempo ¢ e grau g no
instante ¢ + 1).

O produto (1.48) € reescrito como,

N
Py(h)A(h) = ( Y h)f Pk) (Zhi(Z>Ai> = Y | Y BA
i=1 N}

ken(g) ke Ay (g+1) ie{l,...
>0
Usando uma extensao da expansao algébrica descrita pelo bindmio de Newton, tem-se que

d
N
d!
1= (Z h,—(z)> =Y o h(z)*. (1.50)
i=1 ke (d)
No caso de multiplicacdo de uma matriz polinomial de grau g por (1.50), operacdo frequente para a

homogeneizagdo de termos de LMIs com matrizes polinomiais, tem-se

d
N d!
(ZMZ)) P(y= Y n@'| ) 71 Pk
i=1 ket (g+d) ket (@)
k>k

Para ilustrar o procedimento de homogeneizagdo, a desigualdade (1.27) do caso discreto com a
matriz de Lyapunov na forma polinomial de grau g, P,(h), é desenvolvida na forma de LMIs indepen-
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dentes de pardmetros. Homogeneizando os termos no grau g para os instantes 7 € f + 1, tem-se

-1

(ihi(zﬂ)) Py(h) (iM@) A(h)' Pe(h+1)
i=1 i=1
* (im(@) P(h+1)
i=1

- Y Y h@fh+ 0, >0 (1.51)
ke A (8) ke A (g)

A AW
* Py(h+1)

cm que
$p 2
Tk Kk (g—1)!
_ | _ !
* —PIAC i€{l,...N} L)
k! ki>0

Entdo, para verificar a LMI (1.51) para todo h(z) € #y e h(z+ 1) € %y, basta verificar o conjunto
finito de LMIs .#; > 0 para todo k € Zy(g) e ke tn(g).

O desenvolvimento de LMIs baseadas em matrizes polinomiais como em (1.40) e (1.44) é apre-
sentado mais detalhadamente nos Capitulos 2, 3 e 4.

1.6 Complexidade numérica e plataforma computacional

A complexidade numérica associada a um problema de otimiza¢cdo baseado em LMIs pode ser
estimada pelo nimero de varidveis escalares V, pelo niimero L de linhas de LMIs e pelo tempo com-
putacional, em segundos. O esforco computacional associado ao solver do LMI Control Toolbox
[GNLC95] é da ordem de V3L, ou seja, O(V3L), enquanto que o método de pontos interiores usado
no SeDuMi é O(V2L?3 4 L33) [Stu99]. Os resultados desta tese foram obtidos utilizando YALMIP
[L6f04] e SeDuMi [Stu99] no Matlab versdao R2007a, em um computador com processador de 3.00
GHz Intel Core 2 Duo e 2.00 GB de memoria RAM, e sistema operacional Windows XP.
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Capitulo

Controle de sistemas nebulosos T-S discretos no
tempo

A proposta deste capitulo é fornecer fungdes candidatas de Lyapunov mais gerais para sistemas
nebulosos T-S discretos no tempo, e com isso obter condi¢des menos conservadoras para a sintese de
controladores para esta classe de sistemas. Para tal, € utilizada uma estrutura que leva em consideragao
multiplos instantes de tempo das fungdes de pertinéncia na composi¢ao da matriz de Lyapunov. Para
tornar esta funcao ainda mais abrangente, a funcao de pertinéncia € representada por um polindmio
homogéneo de grau arbitrério para cada instante de tempo. A fim de gerar condi¢des LMIs mais preci-
sas para a sintese de controladores, esta estrutura € estendida para as varidveis de folga que compdem
o ganho de realimentac¢do de estado. Exemplos numéricos sao apresentados com comparagdes com 0s

métodos atuais.

2.1 Introducao

A busca por condi¢des mais gerais para a andlise de estabilidade e a sintese de controladores para
sistemas nebulosos T-S tem levado ao uso de diversas estratégias baseadas na teoria de estabilidade
de Lyapunov. Em sistemas continuos T-S, condi¢des relaxadas para a estabilizabilidade quadratica
foram propostas em véarios trabalhos, como por exemplo [WTG96, TIW98a, TWO1] e funcodes de
Lyapunov nebulosas surgiram como uma alternativa a funcdo quadratica comum a todos os subsis-
temas [THWO3], com o tratamento da derivada temporal das fun¢des de pertinéncia. No contexto
de sistemas nebulosos T-S discretos no tempo, investigado neste capitulo, a estabilidade quadratica
[KLOO, TAAO3] tem sido preterida em relacdo a fungdes de Lyapunov nebulosas, utilizadas com mais
frequéncia [GV04, DSY06, DHO8, Din10, CYW11]. Uma funcdo de Lyapunov ndo quadratica es-
tendida foi proposta em [DSY06] e condi¢des com mais varidveis de folga foram apresentadas em
[DHOS, Din10], as custas de maior esfor¢co computacional. Uma caracteristica comum das estratégias
desses trabalhos é que as condi¢des de estabilidade sdo estabelecidas a partir do deslocamento da fun-
¢do de Lyapunov em um instante, ou seja, AV (x(¢)) =V (x(t+1)) —V(x(¢)). Em [KG05] e [KWGO08],
os autores propuseram uma relaxac@o para o calculo de AV (x(z)) considerando o deslocamento em &
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amostras de tempo, i.e., AVy(x(r)) = V(x(r +k)) —V(x(¢)). Essa estratégia € conhecida na literatura
como k-samples variation approach. Por meio de um vetor de estado estendido, uma aproximagcao
equivalente a [KWGO08], levando a menos LMIs e mais varidveis de decisao, aparece em [LPJ11c] e
em [GKBO09], em que uma lei de controle periddica € introduzida.

O uso das informagdes de instantes passados das fungdes de pertinéncia, que sao empregadas para
construir as fungdes de Lyapunov e as varidveis de folga envolvidas nas condi¢des de estabilizacao,
pode ser encontrado em [CP03] e [KPO8], porém com estruturas particulares, limitadas a somente
um instante passado, para a lei de controle. A notacdo com indices multi-dimensionais em sistemas
nebulosos T-S foi utilizada em [ASO07a, ASO7b] para estabilizabilidade quadrética nos casos continuo
e discreto, e em [LPJ10], em que uma lei de controle com parametrizacdo multipla e uma funcdo de
Lyapunov nao quadréatica sdo definidas em termos de indices de notacdo multi-dimensional no mesmo
instante de tempo. Recentemente, importantes avangos t€m sido obtidos para andlise de estabilidade
robusta de sistemas invariantes no tempo com parametros pertencentes a um politopo, mostrando
que condi¢des baseadas em fun¢des de Lyapunov polinomiais homogéneas de graus arbitrdrios sio
necessdrias e suficientes para provar a estabilidade robusta de sistemas incertos [B1i04, CGTV0S,
OPO7].

Neste capitulo sdo propostas condi¢cdes menos conservadoras para o projeto de controle para siste-
mas nebulosos T-S discretos no tempo que generalizam as abordagens [LPJ10, LPJ11a]. A estratégia
baseia-se no uso de fungdes de Lyapunov nebulosas multi-polinomiais nas varidveis premissas em
um conjunto de instantes de tempo passados até o presente. O uso de varidveis de folga polinomi-
ais produz resultados menos conservadores do que os obtidos com as varidveis de folga adicionais
apresentadas em [DHOS, Din10]. Desse modo, uma lei de controle estabilizante é obtida utilizando
as informagdes passadas das fung¢des de pertinéncia para gerar um sinal de controle no instante atual.
Controladores de realimentacdo de estado com desempenho 7743 e 77, também sdo apresentados. As
condig¢des propostas sdo parametrizadas como LMIs em termos de M instantes passados e dos graus
dos polindmios. Por meio de experimentos numéricos, ¢ mostrado que a metodologia proposta pode
efetivamente melhorar os resultados para esta classe de sistemas ao ser comparada com os métodos

recentes disponiveis na literatura.

2.2 Preliminares

Segue a representacdo politdpica para o sistema nebuloso T-S discreto no tempo, como dada em

(1.3), e descrito por

2.1

com

S
=
o
IS
i
>
=
I
M=

hi(Z)(Ai7Bi7Ci7Di7Ei7E)7 l’l(Z) E%N
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sendo que x(z) € R" representa o vetor de varidveis de estado, w(r) € R" o vetor de distdrbios,
u(t) € R™ o sinal de controle e y(t) € RY a saida controlada. As matrizes sdo reais e com dimen-
soes apropriadas.

Seja 2(M) definido como o conjunto gerado pelo M-ésimo produto cartesiano de {1,...,N}, isto
¢,

2M)={1,...,N}M,

Um elemento de 2(M) é denotado pela M-upla g = (q1,...,qm). Por exemplo, um sistema nebuloso
de duas regras (N =2) e M = 3 produz 2(3): {(1,1,1), (1,1,2), (1,2,1), (1,2,2), (2,1,1), (2,1,2),
(2,2,1), (2,2,2)}, ou seja, ¢ = (¢1,92,q3) pode assumir N¥ combinacdes pois cada elemento de g
pode variarde 1 a N.

Seguindo a notacdo acima, considere uma funcao quadrética nos estados com a matriz de Lyapunov

Z Z hg (2) gy (z+M—1)Py, ., g€ 2(M), 2.2)
=1 qu=1

que é multi-afim nos instantes sucessivos de tempo das varidveis premissas /(-) até o instante maximo
M e caracteriza-se como uma caso geral da matriz apresentada em (1.28). Essa estrutura é também
conhecida como dependente do caminho (do inglés, path-dependent) e foi introduzida no contexto
de sistemas chaveados [LD06, Lee06]. Para M = 0, Py (h) = P, ou seja uma fungio de Lyapunov
quadratica nos estados com uma matriz constante P.

O préximo teorema, uma adaptacao do resultado de [Lee06] a notagdo desta tese, apresenta rela-
xacdes LMIs (com o incremento de M) para a anélise de estabilidade do sistema nebuloso (2.1) com
w(t) = 0 por meio da funcdo de Lyapunov (2.2).

Teorema 2.1 O sistema nebuloso (2.1), com w(t) = 0, € assintoticamente estdvel se, e somente se,

.....

existirem matrizes simétricas definidas positivas Pyy..aum) € R™", g € 2(M), e um inteiro ndo ne-

gativo M € N suficientemente grande tais que

F"élf’(

Prova: Para provar a suficiéncia, com I';, dado por (2.3), tem-se

Pg,....am) *

> 0, e2M+1 (2.3)
Ay P ] q€ 2( )

@2 qi+1) G2sesgM41)

Pr(h)
{PM(hﬂLl)A(h) Py( h+1 ] qlzl qu' lhm ohgy (ZHEM)Ty >0, (24)

Entéo Py(h), dado por (2.2), é uma matriz de Lyapunov definida positiva assegurando, pelo comple-
mento de Schur aplicado ao lado esquerdo de (2.4),

A(RY Py(h+1)A(h) — Py(h) < 0.

Consequentemente, o sistema nebuloso (2.1) com w(t) = 0 é assintoticamente estdvel. A prova da
necessidade segue de [Lee06, Th. 1], que garante, sempre que o sistema for assintoticamente estavel,
a existéncia de uma matriz de Lyapunov (2.2) para um M suficientemente grande satisfazendo (2.4). m
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Observacao 2.1 Da mesma forma que comentado na Observacdo 1.1, caso as condigcdes do Teo-
rema 2.1 ndo admitam uma solugdo, condicoes baseadas em estruturas polinomiais homogéneas de
grau arbitrdrio g > 1 para a matriz de Lyapunov P(h) também ndo encontrardo, pois o produto

A(h) Py (h+ 1)A(h) preserva os mondomios resultantes de g = 1, qualquer que seja g > 1.

Observacao 2.2 A estrutura da funcdo de Lyapunov (2.2) depende dos sucessivos instantes das fun-
coes de pertinéncia, ao invés de depender de instantes passados, evitando o produto de matrizes no
mesmo instante de tempo. Isto pode ser feito, para efeito de andlise de estabilidade, sem perda de

generalidade.

Observacao 2.3 Na literatura, o resultado apresentado no Teorema 2.1 caracteriza uma condi¢cdo
de estabilidade de natureza semi-decidivel, ou seja, se o sistema for assintoticamente estdvel, sempre
existird um M suficientemente grande tal que as LMIs resultantes fornecerdo uma solucdo factivel.
Entretanto, se o sistema for instavel, o algoritmo ndo é capaz de parar em um niimero finito de

iteragoes e concluir sobre a estabilidade.

Observacao 2.4 Observe que, se para um dado M = M* as condigdes (2.3) sdo factiveis, entdo para

qualquer M > M* essas mesmas condicdes sdo sempre satisfeitas.

As condicdes do Teorema 2.1 com M = 0 convertem-se aos resultados conhecidos de estabilidade
quadratica de sistemas nebulosos T=S discretos no tempo, que podem ser encontrados em [TWO1].

Os proximos teoremas introduzem relaxa¢des LMIs (parametrizadas em M) para a andlise de es-
tabilidade robusta com custos garantidos .74 e 7% do sistema (2.1). As condi¢des baseiam-se na ca-
racterizagdo da norma .77 por meio do Gramiano de observabilidade [GL95], conforme Se¢ao 1.4.1,

e na extensao do bounded real lemma ao caso variante no tempo, dada na Secao 1.4.2.

Teorema 2.2 O sistema nebuloso (2.1) é assintoticamente estdvel com norma 7 limitada por p se

existirem matrizes simétricas definidas positivas P; € R™", g € 2(M), e um inteiro positivo M tais

que
2
Tr (E6/11P(Q27---761M+1)Ef11 +Fq/1Ff11) <p (2.5)
P(qh---,qzw) A211P(q27---7qM+1) C(’“
* Plgreamsr) >0, gE2(M+1). (2.6)
* * I

Prova: As equagdes (2.5)-(2.6) verificadas para todo g € 2(M + 1) implicam

Tr(E(h) Pu(h+1)E(h)+F(h)F(h)) < p* (2.7)
Py(h) A(h)'Pu(h+1) C(h)

* Py(h+1) 0 |>o0. (2.8)
* * 1

para todo h(z) € %y. Segundo o Teorema 1.8, as equagdes (2.7)-(2.8) garantem um custo garantido p
da norma .77 do sistema (2.1). "
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Teorema 2.3 O sistema nebuloso T-S dado em (2.1) é assintoticamente estdavel com custo garantido
s dado por Y se existirem matrizes simétricas definida positivas P, € R"", g € 2(M), e um inteiro

positivo M tais que

Plgy,am) * *oox
P, A P,
(612...,-,684+1) q1 g (}1)2,...7(1M+1) ’; s 0, ge 2M+1) (2.9)
a1 (q2,--qm+1) ’2(
Cfll 0 Fq1 Y 1
Prova: Para todo h(z) € %y, (2.9) é equivalente a
Puy(z) * x %
Py(h+1A(h)  Py(h+1) x %
0 EWBahat) 1 % |70 (2.10)
C(h) 0 F(h) v

Pelo Teorema 1.10, a condi¢ao (2.10) assegura um custo garantido ¥y da norma .7 do sistema (2.1). m

2.2.1 Exemplos numéricos

Seguem os seguintes exemplos para andlise de estabilidade do sistema nebuloso T-S dado em
(2.1). Como os exemplos numéricos ilustram, a dependéncia de maneira multi-afim das fun¢des de

pertinéncia fornece resultados menos conservadores com o aumento de M.

Exemplo 2.1 Considere o problema de anlise de estabilidade do sistema nebuloso (2.1) com E (h) =
0, extraido de [KWGO08], com dois subsistemas lineares (N = 2) cujas matrizes sdo dadas por

A= {b —0.5] A= { 0.9 —a} ,
a —09 —-0.6 0.8
com a e b pardmetros do sistema. O objetivo é achar uma faixa de valores do par (a,b) na qual o
sistema nebuloso T-S € estavel usando as condi¢des do Teorema 2.1.

A condi¢do de estabilidade com uma matriz de Lyapunov constante (M = 0 no Teorema 2.1) ndo
consegue provar a estabilidade deste sistema para nenhum par (a,b). Os resultados para vérios valores
de M sao mostrados na Figura 2.1 cuja area escura significa estabilidade. O aumento significativo da
area de estabilidade com o aumento de M para este exemplo ilustra a relevancia do método apresen-
tado. Adicionalmente, pode ser observado que a drea de estabilidade obtida é maior do que aquela
obtida com a estratégia k-samples variation approach dada em [KWGO08], como mostra a Figura 2.2
(para notar a diferenca entre as figuras basta tomar como referéncia a linha horizontal » = —0.4 em am-
bas as figuras). Nenhuma melhora significativa na drea de estabilidade ocorre para k > 4 em [KWGO0S,
Teorema 1] e para M > 5 no Teorema 2.1. Da Observagao 2.4, nota-se que a regido de estabilidade em
termos dos pardmetros (a,b) para dado M = M* no Teorema 2.1 deve conter ou ser igual a regido de
estabilidade com M < M*. Com respeito a complexidade dos métodos, o nimero de varidveis escala-

res e o nimero de linhas de LMIs aumentam com o incremento de M no método proposto, enquanto
que em [KWGO08] apenas o numero de linhas de LMIs aumenta.
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| | | | | |
-0.25 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05
a

Figura 2.1: Estimativa da area de estabilidade do sistema nebuloso T-S do Exemplo 2.1 em termos
dos pardmetros (a,b) por meio do Teorema 2.1, com M = 1,...,5.

I I I I
-0.25 -0.2 -0.15 -0.1 -0.05 0 0.05
a

Figura 2.2: Estimativa da drea de estabilidade do sistema nebuloso T-S do Exemplo 2.1 em termos
dos pardmetros (a,b) utilizando a condicdo [KWGOS, Teorema 1], com k = 1,...,4.

Exemplo 2.2 Considere o problema de andlise de estabilidade com custo garantido .74 do sistema
nebuloso T-S dado em (2.1) com dois subsistemas lineares (N = 2) cujas matrizes sdo dadas por

4 [028 —0315]  fos2 077
1= 1063 —084|" 27 (=07 —0.07]"

Ei=E=[1 0 C=CG=[1 0]R=R=0.

O objetivo é determinar o menor valor da norma .73 que assegura a estabilidade do sistema de T-S por
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meio do Teorema 2.2 (T2.2). Os resultados sdo mostrados na Tabela 2.1. Note que ndo foi possivel
computar um valor da norma 7% com uma fun¢do de Lyapunov quadrdtica, com a condicdo dada em
[PTP97, Secdo 4] ([PTP97, S4]). Também foi realizada uma comparag@o com a condicdo dada em
[ZF06, Teorema 1] ([ZF06, T1]). O menor valor da norma .7 encontrado com a fun¢io de Lyapunov
(2.2)foip =2.85comM > 2.

Tabela 2.1: Resultados de andlise de estabilidade do Exemplo 2.2 com custo garantido da norma 773
dado por p. V € o ndmero de varidveis escalares e L € o numero de linhas de LMI.

Método p V | L | Tempo (s)
[PTP97,S4] | - 4 | 8 0.02
[ZF06, T1] | 9.28 | 7 | 26 0.03
T22y—y) 683 7 |24 0.02
T2.2(y—2) |2.85| 13|48 0.02
T22y—3 |2.85]25)96 0.03

2.3 Resultados principais

A seguir s@o apresentados resultados para sintese de controladores com fun¢des de Lyapunov mais
gerais que as da equagdo (2.2). As definicOes para tratar polindmios homogéneos sdo as dadas na
Secdo 1.5.

E considerada uma matriz de Lyapunov com dependéncia polinomial em M instantes de tempo e

de graus arbitrérios g = (g1,...,8m), apresentada em (1.42), dada por

Poy(h) = ) Y ) h(2)*h(z— 1) h(z—M + 1)kMP(k1,k2,...,kM)a
kiedn(g) ko€ n(g2)  km€Hn(gm)
= Y n()P, k= (kiko,..ku), kj=kjkpec ke, (2.11)
ke y(g)

R = hy(Ykirhy (k2 h (DR, j=1,....M,

sendo A(-)K1 ()2 ... h(-)km os mondmios e P, € R"™", k € # 4 (g), os coeficientes matriciais.

A funcdo de Lyapunov proposta (2.11) é quadratica nos estados e apresenta dependéncia multi-
polinomial nas func¢des de pertinéncia nos instantes presente e passados. Essa funcdo tem mais graus
de liberdade que as disponiveis na literatura [CP03, KPOS, LPJ10, LPJ11a]. De fato, a fun¢do proposta
contém as fungdes de Lyapunov da literatura como casos particulares para escolhas especificas de g
eM.

Considere a lei de controle de realimentacao de estados nao PDC

-1
u(t):Z(g,M)(h)G(&M)(h)1x<t):< Y h(-)%)( Y h<'>ka> x(1) (2.12)
(g)

ke y ke v (g)
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com Z, ) (h) € Gy ar)(h) matrizes que dependem multi-polinomialmente (com grau g € RM) nas
varidveis premissas a M € R instantes passados de tempo (do instante presente ¢ a t — (M — 1)).
A lei de controle (2.12) pode ser representada pelo diagrama de blocos mostrado na Figura 2.3. Os
blocos denotados “Buffer”, representados por (z — k), seguram a informagao por k instantes de tempo,
permitindo o uso de informacdes passadas das fungdes de pertinéncia no instante atual no sinal de
entrada de controle u(t). Observe que as matrizes polinomiais que sintetizam a lei de controle podem

ser reescritas como

/

((h(z))gl RMh(z-1)2® @ (h(z—M+ 1))8M> ar

Z g m) ()

Ggm)(h)

((h2)# (W= 1)) 0 (h(z— M+ 1)) @

com (h(z—£¢+1))%, £ =1,...,M, representados por ( -)g” na Figura 2.3, sendo os vetores de todos
os mondmios homogéneos de grau g, pertencentes a #y(gy), € Z ¢ ¢ as matrizes cujas linhas sdo
matrizes Z; e Gy, k € 4 (g), respectivamente. Por exemplo, para g = (2,1) e N =2

Z(20,10) G (20,10)
. hi(2)2 e ) 5(20,01) g(zo,m)
L 2 (mz— _ 41,10 _ 1 Gar0)
h2)" = M@ |, (hz-1 Ly = g =
<(Z)> 1;(;)@22@ <(Z >> [hz(z 1)} Z(11,01) G(11,01)
Z G
(02,10) (02,10)
[ Z(02,01). LG (02,01).

Esta lei de controle tem memoria finita dos parametros passados, e a complexidade do computo
dos ganhos dependentes de instantes passados de tempo cresce exponencialmente com o aumento do

tamanho da memoria. Portanto, o sistema nebuloso em malha fechada pode ser escrito como

{x(t—i— 1) =Aci(g.M) (h)x(1) +E(h)w(r) (2.13)

(1) = Ceyggm) (M)x(1) + F(h)w(7)

com

Ac(gmn)(h) 2 A(R) +B(h)Z(g 1y (h)G (g pry (h) !
Certenn) (h) = C(h) +D(h)Z (g pp) () Ggpry (R) .

Na sequéncia, novas relaxa¢des LMIs, parametrizadas em termos do nimero de instantes passados
M e dos graus g = (g1,...,gm) dos polindmios, sdo desenvolvidas para sintese de controladores com
custo garantido J%; e J7% para sistemas nebulosos T-S.

O préximo teorema apresenta uma condicao suficiente para a existéncia de um ganho de controle
estabilizante ndo PDC com custo garantido .75 por meio de varidveis de folga e matrizes de Lyapunov
dadas por (2.11).
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ug Planta Lt)» h(z(x))

Inverso

(r=1)

Buffer

(r=2)

Buffer

(t—M)

h(z—M+1)

Buffer

< 7

"L~ 4

[-]

-

i Transposto

Figura 2.3: Lei de controle (2.12) com memdria finita M.

Teorema 2.4 O sistema nebuloso T-S dado em (2.13) é estabilizdvel com custo garantido 7 dado

por p se existirem matrizes simétricas definidas positivas P, € R"", k € ¥ 4 (g), matrizes X; € R1*,

Gy € R, 7, e R™" k€ H 4 (g), um inteiro positivo M e graus g = (81,82, - --,82) € N tais que
8

Tr(X;) <p? i=1,...,N,
Hw— o1 —1)!
N gi!(w—g1—1)!
RO VD D TR TR
ket (w—gy—1) i€{1,..N} TV° .
k=k, k+e;i =k
P(klilzieth:"'akM) AlG(kl *]zfej,kz,....kM) +BlZ(k1 *]}7817]{ seney
/
* G(klfkfe,,kz ..... kM)+G(klfk euk27
* *
0
| — |
- ¥ 8i' (w Agz) N
! |
IAcEJAX/(w—gz M k *
k=K,

A
Tk,i =

(w—1)1(ga)"!

(kl—ei)!kz!k3!---kM!,
Vko € n(g1), Yk € n(w), w=max(g;+1,82),

v(k27 cee 7kM) € Q%/N(&)Mfl

(2.14)

(2.15)
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¥, = Z ProiXi = Ocifif] CiG(kl_eivk2v-'}’kM) TDiZ (k) e ... denr) >0 (2.16)
16{1,...,1\/} * G(kl_ei7k27"'7kM) + G(k1_€j7k27...,kM) - P(kl_ei7k27"'7kM)
k1i>0
B2 g1!(g)™! 0, .2 (g1 = 1) (g2)™!
ST ey —ei) ko lk - kg ST ke — e —ei) ko ths - Ky !

Vky € n(gi+1),  Ylka,....ky) € n(g2)M "

Se as condi¢oes acima sdo verdadeiras, a lei de controle ndo PDC dada por (2.12) estabiliza o sistema
(dual) em malha fechada (2.13).

Prova: Seja

R &M 2.17
* Giean) (1) + Ggan) (h) — Pany () =1
| Plean (h)  A(h)Ggp)(h) +B(h)Zg pr) (1) E(h)
S = * G(&M)(h) +G(g,M)(h>/_P(g,M) h+1) 0 (2.18)
* * 1

Observe que, se (2.15) é factivel, entdo . > 0, pois

S = Z Z Z Z h(z"‘l)’“’h(z)klh(z—1)k2-~-h(z—M_|_1)qu>k

koen(g1) i€y (w)ka€N(g2)  kmEHAN(g2)

e, analogamente, a factibilidade de (2.16) assegura % > 0. A condi¢do .’ > 0 pode ser identificada
como a caracterizacido da norma 7% de um sistema nebuloso T-S discreto no tempo assintoticamente
estdvel por meio do Gramiano de controlabilidade [dOGB02] e garante P, y) (h) > 0. Para concluir a
prova, multiplique (2.17) a esquerda por [~/ C(,)(h)] € a direita por seu transposto, para obter

X (h) > Ceyg.m) (h)Pig pay(R)Coi(gpay (h)' -+ F (R)F (h)'.

Portanto, a condicdo (2.14) assegura que p é um limitante superior (custo garantido) para a norma .73
do sistema. "
Uma solugdo para o problema de projeto de um controlador por realimentacio de estados .72, em

termos de um nimero finito de LMIs, é apresentada no préximo teorema.

Teorema 2.5 O sistema nebuloso T-S dado em (2.13) ¢ estabilizdvel com custo garantido 7., dado
por Y se existirem matrizes simétricas definidas positivas P, € R"*", k € ¥ 4 (g), matrizes G, € R"™",
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Zy e R™M ke K 4 (g), um inteiro positivo M e graus g = (g1,82,...,82) € WY tais que

(kl k el7k27"'7kM)

Yké Z Z W gl_l) :

kG/N(w g1-1) 16{1 .....
k<k1 k+€,<k1 *
AiG(kI*/}*Eiykz?m,kM) + BiZ(klflAcfe[,kz,...,kM) 0 TkJEi
2 / / I 7l /
G(kl 7k7€i7k27.“7kM) + G(kl 71}76[’k2""7kM) G(kl k elyk27'~'7kM)Ci +Z(kl 7]2*@[7k27-..7kM)Di O
* Thil Tk iFi
* * TVl
0 0 00
R Z g_z'm o P(k07k1_]%7k27...7kM71) O 0 > O, (2.19)
. k! k! * * 00
ket (w—g)
k=ky * * * 0

s (w=1)(g2)""!

(ky —ei) ko lks! -+ kpg!’
para todo ko € Jn(g1), k1 € Hn(w), w=max(g;+1,g2) e (kz, k) € n(g2)ML. Se as condi-
coes acima sdo verdadeiras, a lei de controle ndo PDC dada por (2.12) estabiliza o sistema (dual) em
malha fechada (2.13).

Tki =

Prova: Primeiramente, note que Y pode ser reescrito como a versao homogeneizada com os mesmos

graus parciais em A(-) em todos os instantes de tempo

Py () A(R)G (g m)(h) +B(R)Zg pr)(R)

e | * G+ Gean() = Pean(h+1)
* *
* *
0 E(h)
G(g,M) (h)/C(h) +Z(g,M) (h)/D(h)/ 0
1 F(h)
* }/21

= Z Z Z Z h(z+ 1D)RR() h(z— 1) h(z — M+ 1),

koc A (g1) ki €Ay (w) ko€ (82)  kmEAn(g2)
A factibilidade das LMIs (2.19) assegura Y(h) > 0,Vh(-) € %y. A condi¢do Y(h) > 0 pode ser reco-
nhecido como o bounded real lemma para sistemas discretos variantes no tempo [DB0O1b, dOGB02] e
assegura P, 3r)(h) > 0. Portanto, o sistema nebuloso T-S em malha fechada € assintoticamente estdvel

e tem custo garantido 7% dado por 7. .

Corolario 2.1 Se existirem matrizes simétricas definidas positivas B, € R™", k € J# 4 (g), matrizes
Gy € R™", Zi € R™" k€ 4 (g), um inteiro positivo M e graus g = (g1, 82, - .,82) € NY tais que
o bloco constituido da primeira e segunda linhas e colunas de (2.19) é definido positivo para todo
ko € Hn(g1), ki € Hy(w), w=max(g) + 1,82), (ka,....ky) € n(g2)M 7!, entdo a lei de controle
ndo PDC dada por (2.12) estabiliza o sistema (dual) em malha fechada (2.13).
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Prova: Defina

o [ Pomy(h) ARG g (h) +B(h)Z (g a1y ()
2 | fem) (M) NS g M) , 2.20
j/( ) * G(g7M)(h)+G(g7M)(h) —P(g7M)(l’l+1) ( )

A matriz . (h) é a versdo homogeneizada do bloco constituido da primeira e segunda linhas e colunas
de (2.19). Para concluir a prova, multiplique .7 (h) > 0 a esquerda por [ — A, ) ()] € & direita

por seu transposto para obter

Acitem) (W) Pg pr) (h+1)Agy (g a1y (h) = Prg ary () <0

que garante a estabilidade do sistema em malha fechada (2.13) por meio da fun¢do de Lyapunov
V(x) = XIP(&M) (h)x. u

Observacao 2.5 Nos Teoremas 2.4, 2.5 e Coroldrio 2.1, a escolha go = --- = gy € realizada para
facilitar a homogeneizagcdo em cada simplex h(-). Como as LMIs (2.15) e (2.19) exibem produtos
entre as matrizes do sistema e as varidveis matriciais do problema somente no instante de tempo

atual, experimentos numéricos mostram que melhores resultados sdo obtidos com g1 > g»0 = --- = guy.

Observacao 2.6 As condicoes do Coroldrio 2.1 com M = 0 convertem-se em resultados conhecidos
de estabilizabilidade quadrdtica [TIW98a]. Resultados similares em termos de fungées de Lyapunov

afins podem ser encontrados em [DBOla] paraM =1e g=(1,...,1).

Comparagdes numéricas entre as condicdes de estabilizabilidade propostas e outras condi¢des
LMIs relaxadas extraidas da literatura sdo realizadas na préxima secao.

2.4 Exemplos numéricos

Nas comparacdes, os seguintes acronimos foram utilizados: Teorema 2.4 (T2.4), Teorema 2.5
(T2.5), Corolario 2.1 (C2.1), Teorema 5 in [GV04] (GV04), Teorema 3 in [KGO05] (KGO05), Teorema
4 in [DHOS8] (DHO08), Teorema 5 in [DBO1b] (DBO01), Teorema 5 in [ZFLX05] (ZFLX05), Teorema 2
in [Lee06] (Lee06), Teorema 3 in [GKB09] (GKB09-T3), Teorema 5 in [GKB09] (GKB09-T5), Te-
orema 8 in [Dinl10] (Din10), Teorema 1 in [LPJ10] (LPJ10), Teorema 3 in [LPJ11a] (LPJ11a) e Teo-
rema 1 in [LPJ11b] (LPJ11b).

Note que as relaxacdes dos Teoremas 2.4, 2.5 e Coroldario 2.1 s@o apenas suficientes, mas resultados
mais precisos sdo obtidos com o aumento dos graus g = (g1, ...,gy) ¢ da memdria M, como ilustrado

nos exemplos a seguir.
Exemplo 2.3 Considere o seguinte modelo ndo linear, que pode ser encontrado em [GV04]

xl(t—i— 1)
xZ(l‘—f— 1)

x1(2) = x1 (0)x2(2) + (5 21 (1) Ju(t)
x1 (1) —0.5x2(8) 4 2x1 (¢)u(t) (2.21)
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€ assuma
-xl(t) S [_ﬁ B]?

com f um nimero real positivo. O modelo ndo linear (2.21) é representado com exatiddo pelas
seguintes regras do modelo nebuloso T-S discreto no tempo.
H1: Se x1(t) é Fl (x1(1)) entdo

x(i+1) = {_11 :0/?5} () + {5 ;[ﬂ u(t)

F1: Se x1(t) é F2(x1(t)) entdo

_|1 B 5-P
x(t+1)= {_1 _0.5] x(t) + {_Zﬁ}u(t)
com as seguintes funcdes de pertinéncia

Fl (x1(1) = (B+x1(1)) /2B, F (x1(r)) = (B —x1(1)) /2B.

Este sistema é um conhecido problema benchmark da literatura de sistemas nebulosos T-S. O ob-
jetivo neste exemplo € investigar a estabilizabilidade do sistema (2.21) por meio das condicdes do
Coroldrio 2.1. Os valores maximos obtidos de 3, assim como a complexidade numérica associada,
dada pelo nimero de varidveis escalares V e pelo nimero de linhas LMIs L, sdo mostrados na Ta-
bela 2.2. Os resultados em termos dos maiores valores obtidos de 3 por outras condi¢Ges da literatura
[GV04, KG05, DHO8, GKB09, Dinl10, LPJ10, LPJ11a, LPJ11b] sdo também mostrados na tabela.
Como pode ser visto, a condicdo proposta fornece ganhos estabilizantes de realimentacdo de estado
para os maiores valores de 8 (i.e. B =1.843, comg=(6,1)e M =2,e B =1.875,comg=(8,1)¢

M = 2), e os nimeros de linhas de LMIs e varidveis escalares permanecem aceitaveis.

Exemplo 2.4 Considere o sistema nebuloso T-S discreto no tempo randomicamente gerado com N =

—0.1 —0.4 1.1 1.2 0.9 0.6
A= {—0.4 0.1}’ A2 = {0.5 1.2}’ = {0.4}’ B2 = [—0.8}’

0.02 —0.07 08 1.6 03 0.1
El_{—o.os]’ Ez_{o.os}’ Cl_[—z.z —1.0}’ Cz_L.z —1.6]’

0.9 03 1.8 0.9
D= {1.3}’ D2 = {0.5}’ L= { 1.3}’ f2= {0.3}'

2 e matrizes

O objetivo é obter um controlador de realimentagao de estados (2.12) com o menor custo garantido
5 tal que o sistema T-S em malha fechada (2.13) seja estavel. Os resultados sdo mostrados na Ta-
bela 2.3. Comparadas com [DBO1b] e [ZFLXO05], as condi¢des do Teorema 2.5 fornecem os menores
valores do custo garantido .72, conforme os pardmetros g; e M aumentam, (g = --- =gy = 1).
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Tabela 2.2: Maximos valores factiveis de B e complexidade numérica (V varidveis escalares; L linhas
de LMIs) obtidos no Exemplo 2.3, para diferentes parametros g; € M no Coroldrio 2.1 e com os
métodos propostos em [GV04, KGOS, DH08, Lee06, GKB09, Din10, LPJ10, LPJ11a, LPJ11b].

Método Binax Vv L

GV04 1.766 | 78 40
KGO54_gy | 1.627 | 18 | 1824
KGO54_g | 1.631| 18 | 9256

LeeO6y—3) | 1.178 | 40 | 64
LeeO6(y—g) | 1.238 | 1280 | 2048
DHO08 1782 | 348 | 120

GKB09-T3(;_y) | 1.741 | 18 | 5120
GKBO09-Td(_y) | 1.755 | 588 | 5120

Din10 1.790 | 281 | 76
LPJ10(; 150) | 1767 | 2130 | 192
LPJ10(; 1300) | 1799 | 580 | 128
LPJ1033300) | 1.821 | 1128 | 114
LPI11ay x,)—(s.5) | 1829 | 5824 | 1920
LPJ11by_p | 1.782| 100 | 1040

C21(q_im—2) | 1.628| 32 | 48
C21(q g | 1712 48 | 96

C2.1(g—2m—q) | 1.766 | 192 | 384
C2.1(y—am—s) | 1.780 | 768 | 1536
C2.1(y_g—n) | 1.843 | 112 | 448
C21(y g2 | 1.875 | 144 | 720

Tabela 2.3: Valores dos custos garantidos da norma .77, dado por ¥, do Exemplo 2.4 obtidos pelo
Teorema 2.5 para diferentes parametros g; e M, comparados aos dos métodos [DBO1b] e [ZFLXO05],
e complexidade numérica (V varidveis escalares; L linhas de LMIs).

Método Y Vv L
DBO01 819 | 13 | 28
ZFLX05 819 | 19 | 56
T2.5(,—1:m=1) | 597 | 19 | 42
T2.5(g,—1;m=3) | 475 | 73 | 168
T2.5(4,—1.m=5) | 3.88 | 289 | 672
T2.5(g,—3.m—1) | 4.16 | 37 | 140
T2.5(4,=3.m=3) | 3.32 | 145 | 560
T2.5(4,=3.m=5) | 2.95 | 577 | 2240
T2.5(4,=s.m=1) | 3.31 | 55 | 294
T2.5(4,=5.m=3) | 2.82 | 217 | 1176
T2.5(4, —s5.m=5) | 2.74 | 865 | 4704
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Exemplo 2.5 Considere o sistema nebuloso de T-S com as seguintes matrizes
1 0 —20 0 -1

[AIEAZ}ITI 2 -1 1i1-10 [,
-1 1 0:0-2-1

- O O

0
Ey= |1, E=
0

=
I
oy
'S}
I
S O =

Ci=C=[111], Di=D,=0, F=F=0,

e N € R um escalar ndo negativo.

O objetivo deste exemplo é obter o maior valor do pardmetro 1 para qual o sistema em malha
fechada (2.13) pode ser estabilizado por um controlador .74 de realimentagdo de estado. Utilizando
as condicdes do Coroldrio 2.1 obteve-se N4 = 0.83 com norma 7% dada por p = 290.7 e tempo
computacional de 0.23s para M = g = 1. As condi¢des do Teorema 4 de [ZF06] levam a um resultado
mais conservador, com 7,4, = 0.59, norma 7% dada por p = 33.8 e tempo computacional 0.14s. Para
1 = 0.59 o Coroldrio 2.1 prové p = 2.05,0.36s,com M =2e g = (2,1).

A Figura 2.5 mostra a evolugdo da norma % em fung¢do do aumento dos parimetros M e g;
(g2 =+ =gm = 1) para um valor de 1 fixo. Pode-se observar que a medida que g; e M aumentam a

norma .77 diminui.

280

p 2751

270

2651

260

255

(1,1) (1,2) (1,3) (2,1) (22) (2,3) (3,1) (3,2) (33) (41) (42) (4.3

(M, g)

Figura 2.4: Custos garantidos da norma 773, dado por p, obtidos por meio das condi¢des do Corolério
2.1 para 1 = 0.83 com diferentes valores de parametros M e g;.

Exemplo 2.6 Considere a aplicagdo da estratégia de controle (2.12) ao problema de equilibrio de um

péndulo invertido em um carro. As equacdes de movimento do péndulo sdo [WTG96]

X1 =Xp (2.22)
. gsen(x|) —am/xJsen(2x;)/2 —acos(x|)u

= 2.2
2 40/3 — aml cos?(x1) (2:23)
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sendo a = ¢/(m+ .#), x; o angulo (em radianos) da vertical do péndulo, x, a velocidade angular,
g=9.8m/ s2 a constante gravitacional, m a massa do péndulo, .# a massa do carro, 2¢ 0 comprimento
do péndulo e u a forca aplicada ao carro (em Newtons). Nas simula¢des, foram escolhidos m = 2.0 kg,
M =8.0kgel=0.5m.

Como feito em [CPO03], a planta nao linear foi aproximada por duas regras nebulosas do modelo
T-S discretizadas pela transformacdo bilinear com tempo de amostragem 7 = 0.1s, resultando no
seguinte sistema nebuloso T-S discreto no tempo

2

x(t+1) = Z hi(z(t)) (Aix(t) + Biu(t) + Ew(t))

2
¥(t) =Y hi(z(1)) (Cix(t) + Diu(t) + Fw (1))

com
A = [1.418 0.242} A= {1.237 0.224} B = [—0.010} ’

4.182 1.418 2.365 1.237 —0.095
m=[ 000 s =[O0 [008] - o0 0009
=[50 onefaa] e[
A [oin] 7= o)

As fungdes de pertinéncia h (z) e hy(z), com varidveis premissas z(¢) = x| (¢), sdo respectivamente
definidas como 5 5
(@) =1-2L0)], hal@) = = z(r)].
Usando g =1e M =1, os Teoremas 2.4, 2.5 e Corolério 2.1 fornecem, respectivamente, as se-
guintes matrizes Gj, Z;, i = 1,2, para a lei de controle (2.12), e custos garantidos:

[0.2709 —0.2578] [0.5756  0.1519]

O1=1 04462 09984 |* 927 | 03163 1.1551]
Zy = [23.8254 22.5566|, Z, = [28.2351 27.7298] (estabilizagdo)

(00134 —0.0144] . [0.0334 —0.1847]
—0.0229  0.0781 | 727 |0.0034 0.7819

Z) = [1.7325 2.6439], Z, = [2.1726 1.3791] (custo #3: p =2.95)
0.4022 —1.3044} G [ 0.3367 —1.0945
= y U2 =

G =

Gr=1_12684 4.1197 11394 3.7569

Zy = [4.3134 —13.3039], Z, = [3.5123 —10.4992] (custo J#,: y=3.41)

A simulagdo temporal, com g = (2,1) (M = 2), incluindo o sinal de controle u(t), para a condi¢éo
inicial xp = [0.85,—1]" com w(r) = 0.2rand(r) — 0.1, ¢ € [0,20], é mostrada na Figura 2.5. Observe
que as condic¢des baseadas nos critérios de desempenho 7% e 7 fornecem uma ligeira melhoria no
tempo de estabilizacdo da resposta temporal, ao custo de sinais de controle com amplitudes um pouco

maiores.
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-1.5

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figura 2.5: Simulagdo temporal do péndulo invertido do Exemplo 2.6 com lei de controle obtida por
meio do Teorema 2.4 (T2.4 — controle .74), Teorema 2.5 (T2.5 — controle #,) e Corolario 2.1
(C2.1 — estabilizagdo).
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2.5 Conclusao

Neste capitulo foram apresentadas relaxacdes LMIs para o computo de controladores para sistemas
nebulosos T-S discretos no tempo com desempenho %3 e 7. Uma fungdo de Lyapunov nebulosa
homogénea, polinomial de grau arbitrdrio nas varidveis premissas no instante atual e em diferentes
instantes de tempo foi proposta para construir uma lei de controle de realimentacdo de estados de-
pendente polinomialmente da informacgdo presente e passada das funcdes de pertinéncia. Essa funcdo
generaliza e contém como casos particulares outras fun¢des de Lyapunov nebulosas encontradas na
literatura de sistemas nebulosos T-S. Exemplos numéricos ilustram que os métodos propostos siao

menos conservadores em comparacao a outros disponiveis na literatura de sistemas nebulosos.



Capitulo

Controle de sistemas nebulosos T=S continuos
no tempo com taxas de variacdo limitadas

O objetivo deste capitulo € apresentar condicdes menos conservadoras para o projeto de contro-
ladores de realimentacdo de estados para sistemas nebulosos T-S continuos no tempo utilizando as
informacdes disponiveis das taxas de variacdo no tempo das fungdes de pertinéncia do modelo T-S.
Como metodologia, sdo utilizadas fun¢des de Lyapunov dependendo polinomialmente das funcdes
de pertinéncia e uma modelagem politépica do espaco gerado pelos valores admissiveis da derivada
temporal das fungdes de pertinéncia. Gracas a caracterizacdo das varidveis do problema na estrutura
multi-simplex, a lei de controle pode depender somente das varidveis premissas selecionadas pelo

projetista.

3.1 Introducao

Nas ultimas décadas, considerdvel esforco tem sido realizado na busca de condi¢cdes menos con-
servadoras para o projeto de controladores para sistemas nebulosos T-S continuos no tempo. A abor-
dagem com funcdo de Lyapunov quadrética ainda € utilizada para garantir a estabilidade global do
modelo nebuloso sem demandar informacdes referentes a taxa de variagao das func¢des de pertinéncia,
ao preco de um alto conservadorismo. Usando o teorema de P6lya [HLP52] e varidveis de folga adici-
onais, relaxacdes foram propostas para a estabilizabilidade quadratica em [MOP07, SA07, MOPQ9].

Resultados mais gerais podem ser obtidos considerando funcdes de Lyapunov nebulosas. Para
lidar com a presenca explicita da derivada temporal das funcdes de pertinéncia nas condicdes de
estabilidade, limitantes superiores sdo usualmente considerados, como em [THWO01, BPBO1, THWO03,
TOWO07, BGM09, Lam09, MPSM09, CY10].

Os métodos acima possuem algumas desvantagens, como a necessidade de se conhecer os limitan-
tes das derivadas temporais das fung¢des de pertinéncia, o modelamento conservador dessas derivadas
temporais ou, nas demais estratégias mencionadas, restri¢cdes de estrutura. Além disso, essas técnicas
exigem que todas as varidveis premissas estejam disponiveis em tempo real para serem utilizadas na

lei de controle. Trabalhos considerando varidveis premissas ndo mensurdveis tém abordado o pro-

49
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blema de sintese por meio de varidveis premissas estimadas [NS03, GKVT06, Yon09, YD10]. Esses
trabalhos consideram o erro de estimacao e as varidveis ndo mensurdveis como incertezas, produzindo,
em geral, resultados conservadores.

O objetivo neste capitulo €, considerando os aspectos levantados acima, reduzir o conservado-
rismo na estabiliza¢do por realimentacido de estados com critério .73 e .7, para sistemas nebulosos
T=S continuos no tempo por meio de LMIs. Um procedimento sisteméatico para a relaxacao das con-
dicdes de estabilizabilidade € proposto por meio de funcdes de Lyapunov polinomiais homogéneas
de grau arbitrario combinadas com controladores de realimentacdo de estado polinomiais. Um mo-
delamento é proposto para os sistemas nebulosos T-S utilizando o produto cartesiano de simplexos,
chamado multi-simplex [OBPO8]. Em [Bar04], um modelamento similar € utilizado com o nome
estrutura produto-tensor (do inglés, tensor-product structure) para descrever as matrizes do sistema,
baseando-se em condi¢des de estabilidade quadratica com matriz de Lyapunov contante. A estrutura
produto-tensor também foi utilizada em sistemas nebulosos T-S em [AS07a, ASO7b]. Na metodologia
proposta neste capitulo, as derivadas temporais das funcdes de pertinéncia sdo modeladas como per-
tencentes a um politopo e os limitantes, se conhecidos, sdo utilizados nas condicdes para sintese dos
controladores. Como uma das principais novidades, o procedimento de projeto do controlador depen-
dente de parametros pode ser fun¢do apenas das varidveis premissas escolhidas pelo projetista, sendo
robusto em relagdo as outras, que nao sdo medidas. Exemplos numéricos ilustram a flexibilidade da
estratégia proposta, que pode ser util para a implementacao prética de controladores, e que fornece
resultados menos conservadores quando comparados aos obtidos com condicdes da literatura.

3.2 Preliminares

Considerando as regras do modelo nebuloso continuo T-S dadas por (1.5), o modelo politépico
como em (1.8) é descrito por

u(t) 3.1)

com

(A7E7B7C7F7D) (uu) = rzl Zp My (Z1>"'nu17ip (ZP)

=1 ip=1

(Aiywips Eiyiys Biy iy Ciy iy Fiy i Diy iy ) s (3:2)

sendo x(r) € R" o vetor de estados, y(f) € R? a saida controlada, w(t) € R" o distirbio de en-
trada, u(z) € R™ a entrada de controle, e as matrizes dos subsistemas lineares A(it) € R™", E(u) €
R, B(u) € R™™, C(u) € R, F(u) € R”*", e D(u) € R?”™. As varidveis premissas sao
z1(t),. .., 2p(1).

A defini¢do de um multi-simplex bem como das fungdes de pertinéncia 1;(z;) = (1j1(z)), L2 (z)),
oW (25) €Uy =1, pye L (2) = (i (21), M2(22), - - -, Mp(2p)) € X sBo dadas na Segdo 1.1.1.
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A lei de controle ndo PDC a ser utilizada € definida por

u(t) = Z()G(u) ™ x(1). (3.3)

Adicionalmente, combinagdes polinomiais de graus arbitrarios das fun¢des de pertinéncia podem tam-
bém ser modeladas pela estrutura multi-simplex com grande vantagem para o projeto de controle,
como € ilustrado a frente.

Para apresentar as condi¢des de estabilidade e estabilizabilidade, sdo utilizadas as defini¢des e
notagdes para manipulacdo de polindmios % -homogéneos apresentadas na Se¢do 1.5. Assuma r,g €

IN? e o conjunto .#;(g) definido como o produto Cartesiano de simplexos dado em (1.43). Conforme

(1.44), a matriz polinomial % -homogénea P,(u) de graus parciais g = (g1,...,g,) é genericamente
representada como!
P(u)2 Y W, (3.4)
ke (g)

sendo que uf sio mondmios homogéneos de grau g; em cada varidvel y;, i.e.

k ky

k=gt

k : . ) .
Wy = (3.5)

e ki = (ki1 ki ..., kir;) € tal que kjj +kip + - + ki, = gi € P € IR"*" sdo as matrizes coeficientes
correspondentes.
O modelamento multi-simplex das matrizes nebulosas T-S nas LMIs das condi¢des de andlise de

estabilidade e sintese de controladores € considerado como em (1.46)-(1.47).

3.2.1 Modelamento da derivada temporal das funcoes de pertinéncia

Para obter condicdes de estabilidade e estabilizabilidade com a estrutura multi-simplex para o
sistema nebuloso T-S que levem em conta a derivada temporal das func¢des de pertinéncia, o modela-
mento da derivada temporal proposto em [CGTV04] para um tnico simplex é estendido para o caso
multi-simplex. Assume-se que a taxa de variacdo das fun¢des de pertinéncia seja limitada para todo

t>0,j=1,...,p,i=1,...,rj:

Q,-,-Sﬂjiﬁzji, bii,bji € R, 0€ [bj;,bji]. (3.6)

Em outras palavras, supde-se que [1;; pertenga a um hiper-retingulo contendo a origem. Como [; €
%rj, para todo t > 0, tem-se

‘ujl_i_‘ujz_i__i_‘u]rlz()’ ]:1,,p (37)

Como consequéncia, deve-se construir um conjunto definido pela intersecao do hiper-retangulo (3.6)
com o hiperplano em (3.7). Desse modo, o espaco ao qual as derivadas temporais das fungdes de

"Por simplicidade de notagdo, a dependéncia de u(z(¢)) em relagdo a varidvel premissa z(¢) é omitida a partir deste
ponto.
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pertinéncia pertencem (f1; € Q;) pode ser modelado pelo conjunto convexo

M;
ri 14
Q={serv:6=Y nun!, njem,} (3.8)
/=1
com Hy), (=1,....M j» vetores a serem determinados. A partir dos vetores HE-E) € possivel construir

()
J
¢ nula. Como discutido em [LFC09], as colunas de 'H ; podem ser computadas

uma matriz H; cujas ¢-ésimas colunas sdo dadas por H
()
J

por meio de cilculo manual ou por algoritmos mais eficientes. Observe que [t assume valores que

. Observe que, devido a (3.7), a soma dos

elementos do vetor H

pertencem ao produto Cartesiano dos conjuntos dados por (3.8), ou seja,
ReQ=Q)x---xQ,. (3.9)
Considere o seguinte exemplo para p = 1, r| = 2 (ndmero de parAmetros em %%):

—1<m <1, fp=—fu. (3.10)

Levando em consideragdo (3.7) nos valores extremos de [i;1, ft;2 dados por (3.10), tem-se: se [i;; =
—1, entdo [1;p = 1 pertence ao intervalo em (3.10), assim, [—1 1]/ define uma coluna factivel de
Hi; se ft11 = 1, entdo fl1p = —1 pertence ao intervalo e [1 —1]/ ¢ a segunda coluna factivel de H.
Portanto, o espaco ao qual os valores factiveis de 111, fl;> pertencem € definido pela combinacdo
convexa das colunas de ‘H; (vértices do conjunto), dado por
{_11} N+ {_11} N2 = [_11 _11} {Zij , Hi e R™M - (n1,m2) € %
N
Hi

e o nimero de solucgdes de (3.10) sob (3.7) é M| = 2.

Como reconhecido em muitos trabalhos, o computo dos limitantes das derivadas temporais das
funcgdes de pertinéncia pode ser um tarefa dificil em muitas situagdes priticas. Em geral, para anélise
de estabilidade, os limitantes podem ser computados analitica ou numericamente, mas o problema fica

mais complexo na estabilizabilidade. Uma discussao de como podem ser escolhidos esses limitantes
pode ser encontrada em [THWO03, TOWO07].

3.3 Resultados principais

A seguir sdo apresentadas condi¢des de andlise de estabilidade e sintese de controladores para
o sistema (3.1) por meio da fun¢do de Lyapunov (3.4) e do conjunto convexo (3.8), que descreve o

espaco no qual as derivadas temporais das funcdes de pertinéncia estao confinadas.

3.3.1 Condicoes de estabilidade

O teorema a seguir propde relaxacdes LMIs de precisdo crescente (em termos dos graus g =
(81,---,8p)) para o problema de andlise de estabilidade do sistema nebuloso T-S dado em (3.1), com
u(t)=0ew(t)=0.
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Teorema 3.1 O sistema nebuloso T-S (3.1), com u(t) =0 e w(t) = 0, é estdvel para todo L € U ,
[L € Q se existirem g = (g1,...,8p), k € K#,(g), e matrizes definidas positivas P, € R"" tais que, para
todo (q1,...,qp) €{1,...., M1} x---x{1,...,Mp}, as seguintes LMIs sdo satisfeitas

Yig2 Y (AP _p+P_jAp) + B <0 Vk€ H(g+0) (3.11)
ke (o)
k=k
com p
i 2 “
—_ A /
Eg2 Y Y ﬁ ((k —k+e),® €j|ri)ijP(k_fH_ei‘p@ejlr'))Hi(]7Qi>a
i=1 j=1jestr(e (ejptD) !
k<k

e Hi(j,qi) € a entrada da j-ésima linha e da q;-ésima coluna da matriz H;.

Prova: A estabilidade é assegurada se a derivada temporal da fun¢do de Lyapunov for negativa, ou

seja,
dP, .
AP0 + (A + 25 <o (3.12)
Como ft € Q, com Q dado em (3.9), (3.12) pode ser reescrito como
& P (1 i
A(R)Po(p) + Po()A (1) + Z Z Z MiHi(j,€) <O. (3.13)
i=1j= Hij (=1

A expressdo geral para a derivada da matriz de Lyapunov P, (1) com respeito ao i j-ésimo componente

do multi-simplex y;;, i = 1, ...,p, j=1,...,r;, € dada por

P, (1
0 Z ij 'ul ‘“PpPk
'ulf ke/r(g)
= ) H <<k+ellp®eﬂr)’JP(k+ez\p®%|r)>
kG%«(g z\p)
com
A=

Homogeneizando o termo relacionado a derivada temporal da matriz de Lyapunov para o mesmo grau

de P,(1)A(H), e entdo este termo em 1), tem-se

P (9P M; M, M,
ZZ B) ZTIMH ]7 = Z"'anql"'nnqpx
i=1j=1 9Hij ;= Q=1 g1
k P T 2 . )
Z M Z Z Z ﬁ«k—k"'eilp@ejn)ijp(kI%+e,-|p®e,-,.))Hi(J"1i> :
ket (gto)  i=lj=lke s (e, +1) " o
k=k

Conclui-se a prova verificando que o lado esquerdo de (3.13) pode ser escrito como

M,
Z Z nl(ﬂ nnqp ( Z nukqu>
q=1l  gp=1 ke (g+0)

que € negativa definida se as LMIs (3.11) sdo satisfeitas. "
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3.3.2 Condicoes de estabilizabilidade

O préximo teorema apresenta condigdes LMIs parametrizadas em termos de g = (g1,...,8p) €
s = (s1,...,8p) para a existéncia de um ganho de realimentacdo de estados nao PDC dependente de
parametros (3.3), assegurando a estabilidade em malha fechada para o sistema nebuloso T-S dado em
(3.1).
Teorema 3.2 Se existirem g = (g1,...,8p), S = (81,...,8p), matrizes simétricas definidas positivas
Wi € RV, k € . (g), matrizes Gy, € R"™", Z; e R™", k € J#,(s), e um escalar positivo B tais que,
para todo k € . (w), w =max{g,s+ 0}, e para todo (qi,...,qp) € {1,... . M1} x---x{l,...,M,},
as LMlIs
AIAch—IE f(-l-G/ - AA/A —|—BZAZ 3 l}+Z]/<_]}_/}B/2,~( * ]

/ / /
ﬁ(Gk it 4 bk ) 0

_Ekq *
+ <0 (3.14
{@k—wk —B (¥ +¥,) ] (3.14)

sdo satisfeitas, com

L (wi—gi+1)! A
- A i i .
kg = E E E , P ((k_k+ei\p®ej|r,')ij[L(k_]}_,_eilp@ej‘ri))Hi(JvCIi) (3.15)

i=1j=1 ﬁe%(wfg+e[|p) i

k=k
w—g)!
Y ( 7{'@ W,_; (3.16)
ket (w—g) )
k=k
w—s)!
LIS <,;,> i (3.17)
ke Ay (w—s)
k=<k
entdo ,
= ¥ #z)( ¥ we) 0 (3.18)
ke () ke A (s)

é uma lei de controle ndo PDC de realimentacdo de estados que estabiliza o sistema nebuloso T-S

dado em (3.1) para todo 1 € % e [1 € Q.
Prova: Primeiramente, note que

D)+ (1) + Z qul Mg (L 1) (3.19)

qi=1 gp=1 ke (w)
com

M)
9(“) £ lzl ]Zl :u'l] E’ nlﬁH (.]7£) Wg(“)
W (1) 0

Y (n) 2 A()Gy(u) + B(u) Zs (1) 0 }
—Gs(u) + B (A(u)Gs(u) + B()Zs(w))" —BGis(n) |
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O lado direito de (3.19) € definido negativo se as LMIs (3.14) sdo satisfeitas. Observe que o lado
esquerdo de (3.19) € equivalente a

D(W)+ 2 (W) B(w) + A1) 2 (1) (3.20)

com

2 (1) £ [Gy(u) BGy(w))  Bu) = [Aq(n)  —1]

Aa(l) £ A1) +B(1)Z (1) G(u) (3.21)

Usando o lema de Finsler [dOS01] e o fato de que [t € Q € modelado como em (3.9), verifica-se que
(3.20) € equivalente a

B 2B =1 Aaw))2(w)I Aa(w))

3.22
= AWy 1) + W) () — ) 22

u

Pré e p6s multiplicando (3.22) por W, (1) !, usando a transformagio de varidveis W (u) ! = P,(11) e

levando em consideracao que

)
u

Pe(pu)We(u) =1= ol L= —Pg(p)” (P ()", (3.23)

tem-se

Aa(R) o) + EwAg () + B <o

Conclui-se que se as LMIs (3.14) sdo satisfeitas, o sistema nebuloso T-S em malha fechada € estavel.
|
A condic¢do de estabiliza¢do dada pelo Teorema 3.2 pode ser estendida para atender os critérios de

desempenho de custo garantido 7% e 77, como mostrado em seguida.

Teorema 3.3 Seja B um dado escalar positivo. Se existirem g = (g1,...,8p), s = (81,...,Sp), matrizes
simétricas definida positivas Wy, € R"™", k € J#;(g), matrizes T, = T € R1*, G, e R™", Z; e R™*",
k € J.(s), e um escalar positivo p, tais que, para todo k € . (w), w = max{g,s+ o}, e para todo
(q1,---5qp) €{1,...;M 1} x---x{1,...,M,}, as LMIs

N *
Ny -5 )' / / / /
Qg = Z Z B (Gk—lEfchl}—i_Zkffcfchzic) 0 =
ke%}w che/} 0 00

k=k k+k<k

+| - —B(W+Y,) *» | <0 (324
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(w—s—o0)! 0 *] [‘Pk—l—‘P’—Cbk *
A £ S + k >0
;;egg,@;sa) ,;ejz,@ k! GG tPy% i O 0 A
k=k  kt+k=k
(3.25)
Tr(Ty) < ), —p, ke #(g) (3.26)
ke (g) k!
sdo satisfeitas, com Ey, dado por (3.15), @ dado por (3.16), ¥ dado por (3.17), e
A
Nix = A6 i+ G AT B it 2 B (3.27)
(w—o)!
O = ~ ) B (3.28)
ke Ay (w—0)
k=<k
w!
IVEESY 1 (3.29)
ke Ar(w) (k - k) ‘
k=<k
A (w—g)!
A= Y 7 Tk (3.30)
ke Hr(w—g)
k=k

entdo (3.18) é uma lei de controle ndo PDC de realimentacdo de estados que estabiliza o sistema

nebuloso T-S dado em (3.1) para todo L € U e L € Q, e p é um custo garantido 76 para o sistema
em malha fechada.

Prova: Primeiramente, observe que

M,
W+ P W+ ) =Y, - qul Mg (L 1) (3.31)
qi=1 gp=1 ket (w)
A zgl Jj=1 avaviu Z MicHi (]75) Wg(u) 0
7= W) 0 0
0 0 1
A(p)Gs(1) +B(p)Zs (1) 0 0
Y(u)= A (1) —BGs(n) 0
E(u) 0 —1
(&

M (1) = =G5 (w) + B (A(n)Gs () + B()Z (1))

O lado direito de (3.31) € definido negativo se as LMIs (3.24) sdo factiveis. Similarmente a prova do
Teorema 3.2, o lado esquerdo de (3.31) € equivalente a

D)+ X () B(u)+BW) 2 (1) (3.32)
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com

0 0

Ay Acl(u>/ -1 0
sendo A.(u) dado em (3.21). Usando o Lema de Finsler [dOS01] e o fato de que 1 € Q é modelado
como (3.9), (3.32) é equivalente a
B 2B =1 Aa(n) EWIZ2WI Aa(n) E(W)]
oW, (3.33)
g(.“)‘u <0.

= Aa()We() + We () Aa (W)’ + EE(W) = =5

%(mé{@(u) BG,(1) H/

Note também que

Gy(U) +Gy(p) —We(p)  * ] .
C)G ) +DZ ) Tiw) | =, & K A0 (3:34)

pois (3.25) é satisfeito. Multiplique o lado esquerdo de (3.34) a esquerda por [C.;(1) —1], com

Cur(tt) 2 C(1) +D()Zy(W)Gs(u) ", (3.35)

e a direita pelo seu transposto, para obter Ty(t) > Cor (1) Wy (1)Cor (1)’
Portanto, a condicao (3.26) assegura que p é um limitante superior (custo garantido) para a norma
7 do sistema e, se as LMIs (3.24) sdo satisfeitas, o sistema nebuloso T-S em malha fechada € estavel.

Teorema 3.4 Seja B um dado escalar positivo. Se existirem g = (g1,...,8p), = (51,...,5p), matrizes
simétricas definida positivas Wy € R"™", k € J(g), matrizes Gy € R, Z; € R™™", k € H,(s), e
um escalar positivo Y, tais que, para todo k € J.(w), w=max{g,s+ o}, e para todo (qi,...,q,) €
{1, .My} % x {1,....M,}, as LMIs

0,8 ¥ ¥ Wil B(G Mg ) 0 s
ke)i’rw S— G)ke/r /kl}f( ﬁ/kfcic 0 *
k=k k+k<k 0 0 00
—Epg * * *
q)k —lPk —ﬁ (lpk-l-lP;() * *
0 0 Y, <0 (3.36)
Q) 0 T =7

sejam satisfeitas, com N,z dado por (3.27), Ey, dado por (3.15), @y dado por (3.16), ¥ dado por
(3.17), ©O dado por (3.28), Y dado por (3.29), e

A A (W — G) !
=G aitDyZ i L= )Y ————F
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entdo (3.18) é uma lei de controle estabilizante ndo PDC de realimentagdo de estado para todo U € U

e L € Q, ey éum custo garantido 7 para o sistema em malha fechada.

Prova: Primeiramente, note que

M M,
g(.u) = Z Z nlql"'nnqp< Z .qukq> (3.37)
a=1 qp=1 ket (w)
em que
) ) "
Aa(w)x0)+ G ) Aa(u) - £ £ o ?J‘_‘) X MM
A i=1j= i —1
G = BGs()Act(k) + W, (1) — Gy(u)
Cer (1) Gs(1)
I E(u)
—B(Gs(u) +Gs(u)) *
CaWBG, (1) I - 339
0 F(u) —vI

Com [t € Q dado por (3.9), pode-se multiplicar (3.38) por T'(1t) a esquerda e por T (i)’ 4 direita para

obter 5 ( )
u
A ()W () + W (1)Ae (1) — ag *
K <0. (3.39)
Cer (U)W (1) A
E(u) F(w)' —vI
Pré e p6s multiplicando (3.39) por
We(w)~' 0 0
0 0 I,
0 10

fazendo a transformagio de varidveis Wy (1)~ = P, () e levando em consideragdo (3.23), tem-se

A (1) Po(1t) + Po(1)Ac (1) + a%’l(f> : * *
E(u) Py(p) 1 <0. (3.40)
Cer(p) F(p) —I

Aplicando o complemento de Schur na expressado (3.40), obtém-se o bounded real lemma [BEFB94]
para sistemas variantes no tempo e, como consequéncia, ¥ € um custo garantido .7, para o sistema

em malha fechada. ]
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O Teorema 3.2 baseia-se na aplicacdo do Lema de Finsler para a estabilizabilidade de sistemas
continuos. A utilizacdo de um modelamento da derivada temporal da fun¢do de pertinéncia, e de graus
arbitrarios de forma independente para a matriz de Lyapunov e varidveis de folga, que sdo polindmios
homogéneos com varidveis no multi-simplex, produz condi¢cdes menos conservadoras e mais flexiveis,
quando comparadas as da literatura. Uma busca linear deve ser feita na variavel escalar f3.

Um importante aspecto do Lema de Finsler € que o ganho de controle ndo é parametrizado pela
matriz de Lyapunov. Portanto, as matrizes de Lyapunov podem ter estruturas independentes que,
combinadas com a representacao multi-simplex, possibilitam o projeto de controladores nebulosos de
grau arbitrario dependentes somente das varidveis premissas selecionadas pelo projetista. Observe em
(3.18) que as matrizes da lei de controle sdo compostas pelas func¢des de pertinéncia u;(z;),i=1,...,p,
e, portanto, a escolha do grau s; possibilita decidir de qual varidvel premissa z; o controlador dependera
e qual ndo serd utilizada (robusto em relagdo a z;). Essa flexibilidade ainda ndo havia sido proposta em
sistemas nebulosos T-S. Observe também que os graus das varidveis Gs(1) e Zs(i), s = (s1,...,5p),
podem ser diferentes dos graus da matriz de Lyapunov, g = (g1,...,8,). Consequentemente, uma
escolha apropriada do grau do controlador ndo interfere no grau da matriz de Lyapunov.

Como comentdrio final, observe que as relaxacdes do Teoremas 3.2, 3.3, e 3.4 sdo apenas sufici-
entes, porém mais e mais precisas a medida que os graus g = (g1,...,8p) € s = (s1,...,5,) aumentam,

como ilustrado na sequéncia.

3.4 Exemplos numéricos

Algumas informagdes pertinentes a implementagdo computacional sdo necessarias. A fim de di-
minuir o conservadorismo na sintese, o grau da matriz de Lyapunov deve aumentar ao pre¢o de um
maior esfor¢o computacional. Por outro lado, a escolha de s (grau do controlador) depende apenas da
estratégia do projetista para propdsitos de implementacao.

Para obter um ganho constante, basta escolher s = (0,...,0). Um ganho de controle que depende
apenas de uma varidvel premissa especifica € construido escolhendo-se o grau correspondente s; di-
ferente de zero. Se o limite da derivada temporal de uma varidvel premissa ndo € conhecido, o grau
respectivo da matriz de Lyapunov % -homogénea € fixado em zero. Os demais graus das demais
varidveis premissas podem ser livremente escolhidos.

Como discutido em [THWO03], em muitos casos os limitantes da derivada temporal das funcdes
de pertinéncia podem ser encontrados analitica ou numericamente. Frequentemente, esses limitan-
tes sdo conhecidos, mas algumas varidveis premissas ndo estdao disponiveis para a realimentacdo em
tempo real, ou a implementagao de sensores para medi¢ao de todas as varidveis € invidvel economica-
mente. Gragas a sua flexibilidade, a estrutura multi-simplex pode lidar com essas situacdes de maneira

eficiente.

Exemplo 3.1 Considere o seguinte sistema nebuloso T=S extraido de [RW06], também investigado
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em [MPAOQ9, Exemplo 1]:
X : Se x; éMl1 e x éle entio x = Aqx
Hr . Se x1 éMl1 e x éM% entiao x = Ajox
X3 . Se x; éM12 € X2 éM21 entiao x = Axx
Ry Se x; éM12 exyé M% entiao x = Axx

An=[j _ﬂ’ Alz:ll/s@g—z) 1/5(;;—4)}’

AZl:ll/S(gg—s) 1/5(53—6)}’ An:{_bz :ﬂ

para dadas constantes a e b. Para i = 1,2, as fun¢des de pertinéncia normalizadas de Mi1 e Ml-2 sao

dadas como
(I —sen(x;))/2, sel|xi| <m/2
i1 (x,') = 0, se x; > 717/2
1, sex; < —m/2

Hi2(xi) = 1 — iy (x;).

A estabilidade do sistema é verificada para vdrios valores dos pardmetros (a,b), considerando
a € [—16,-2], com |f;;| < 0.85,i=1,2, j =1,2. Este mesmo limitante também foi adotado em
[MPA09, MPSMO09] para fins de comparacdo. A Tabela 3.1 mostra os mdximos valores obtidos de b
para o qual o Teorema 3.1 € factivel, a complexidade numérica associada (em termos de V, L e tempo
computacional, em segundos). Os maiores valores de b obtidos pelos métodos [THWO03, TOWO07,
MPA09, MPSM09] que levam em consideragdo os mesmos limitantes de ||, i = 1,2, j = 1,2,
também sdao mostrados. Como pode ser observado, o Teorema 3.1 fornece os melhores resultados,
em termos dos valores de b, principalmente devido ao modelo proposto para a derivada de i e aos
graus de liberdades extras obtidos com o aumento dos graus g = (g1,g2) (observe neste exemplo que
g> tem um papel mais importante que g;). Para obter os maiores valores de b para taxas ilimitadas
da derivada temporal das fun¢des de pertinéncia, os resultados obtidos com a estabilidade quadratica
([KLOO, TAAO3] e Teorema 3.1 com g = (0,0)) e a funcdo de Lyapunov com integral de linha [RW06]

sdo também mostrados na Tabela 3.1.

Exemplo 3.2 Considere o sistema nebuloso tratado em [MPAQ9], com as seguintes regras
R : Se xa(t) é M entdo i(r) = Ayx(r) + Byu(r)
P> : Se xa(t) é M? entdo (1) = Aox(t) + Boul(t),

para as constantes dadas a e b,
36 —1.6 —a —1.6
Ar= [6.2 —4.3} A= {6.2 —4.3} ’

e[ w1
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Tabela 3.1: Maximos valores de b para estabilidade do Exemplo 3.1 pelo Teorema 3.1 para diferentes
graus parciais g = (g1, £2) (denotado por T3.14, 4,)), comparados com [KLOO, Teorema 7], [TAAO3,
Teorema 5], [THWO03, Teorema 2], [TOWO07, Corolario 3], [RWO06, Teorema 3], [MPSMO09, Teo-
rema 6], e [MPAO9, Teorema 1]. O niimero de variaveis escalares € V e o nimero de linhas LMIs é L.

Método 6T =13 a_ R I —) L V| Tempo (s)
[KLOO, T7] 86 63 39 16 0 30 | 33 0.03
[TAAO3, T5] 86 63 39 16 0 82 | 141 0.06
T3.1(070) 86 63 39 16 0 34 3 0.02
[RWO06, T3] 414 | 305 | 195 | 102 | 47 | 30 | 33 0.03
[THWO3, T2] | 242 | 164 | 102 | 39 | 16 | 30 | 33 0.03
[TOWO7,C3] | 320 | 219 | 133 | 63 | 23 | 30 | 33 0.03
[MPSMO09, T6] | 859 | 531 | 281 | 94 | 31 | 56 | 15 0.03
[MPAO9, T1] 961 | 594 | 313 | 109 | 39 | 32 | 23 0.05
T3.1(1,1 1891 | 1172 | 625 [ 234 | 94 | 80 | 12 0.05
T3.1(173) 3047 | 1828 | 922 | 328 | 125 | 136 | 24 0.08
T3.1(371) 2430 | 1477 | 758 | 266 | 102 | 136 | 24 0.08
T3.1(373) 4727 | 2789 | 1383 | 469 | 188 | 232 | 48 0.16

O objetivo deste exemplo é investigar a estabilizabilidade para varios valores de a e b, com |f1;| < 1,
i = 1,2. Os maximos valores de b para a = {0,5,15,20} em que o Teorema 3.2 ¢ factivel sdo
mostrados na Tabela 3.2, com o respectivo esforco computacional. A varidvel escalar B do Teo-
rema 3.2 e o parametro escalar necessario em [MPAQ9, Teorema 6] foram escolhidos do conjunto
{10,1,0.1,0.01,0.04, 103,109, 10_9}. Comparados com [TOWO7, Corolério 3] e [MPAO9, Teo-
rema 6], tomando o valor de a como referéncia, as condi¢des do Teorema 3.2 (denotado por T3.2,, ),
sendo g = g1 o grau da matriz de Lyapunov e s = 51 o grau das matrizes que compdem a lei de con-
trole) fornecem ganhos estabilizantes ndo PDC para os valores mais altos de b (para graus g e s
maiores que 2), ao preco de um maior esforco computacional que, todavia, permanece aceitdvel. As
abordagens baseadas na func@o de Lyapunov comum, [KLO0OO, Teorema 11] e Teorema 3.2 com g; =0
(T3.2(071 )), obtém b = 1.07 como méximo valor factivel, independente do valor de a e para [;;,i = 1,2,
ilimitados. Utilizando a modelagem proposta, conclui-se, para esse exemplo, que o grau g; tem maior
influéncia na factibilidade, indicando que menores valores para o grau s; podem ser usados para o
controlador, economizando tempo computacional e hardware para fins de implementacao pratica.
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Tabela 3.2: Méximos valores de b para estabilizacao do Exemplo 3.2 pelo Teorema 3.2 para diferentes
graus parciais g; e 51 (denotado por T3.2, ), comparados com [KLOO, Teorema 11] (estabilizabi-
lidade quadritica), [TOWO07, Coroldrio 3], e [MPAQ9, Teorema 6], para |f1;;| < 1, i = 1,2. O nimero
de varidveis escalares € V e o ndmero de linhas LMIs € L.

. a
Método 0 5 10 5 0 L | V | Tempo (s)
[KLOO, T7] | 1.07 | 1.07 | 1.07 | 1.07 | 1.07 | 26 | 15 0.03
T3.2¢,1) 1.07 | 1.07 | 1.07 | 1.07 | 1.07 | 26 | 15 0.03
[TOWO7,C3] | 1.28 | 1.39 | 1.41 | 1.42 | 1.42 | 26 | 43 0.16

[MPA09, T6] | 1.20 | 1.44 | 1.55 | 1.61 | 1.67 | 20 | 17 0.03

T3.21 1.55 1206|227 |238|245 |28 |18 0.03
T3.2(1 4 1.59 | 2.22 | 2.44 | 2.53 | 2.61 | 52 | 36 0.05
T3.244,) 1.61 | 2.25|2.59|2.84|3.03|50]|27 0.05
T3.252) 1.61 | 2.28 | 2.75 | 3.14 | 3.50 | 38 | 27 0.04
T3.2(44) 1.67 | 2.47 | 3.05 | 3.52|3.92 |58 |45 0.06

Exemplo 3.3 Considere o sistema nebuloso T-S com as seguintes regras

X : SezléMllezgéle entao A - SezléMllezgéMﬁentﬁo
X=Aux+Ew+Bu X=Apx+Epw+ Bu
y=Cux+Fw+Dyu y=Cix+Fow+Diu

K - S€Z1éM126Z2éM21 entio Ry S€Z1éM12€Z2 éM% entiao
X=Ayx+Eyyw+Bou X =Axnx+ Eyxw+ Byu
y=0Cux+Fiw+Dou vy = Cox+ Fow—+ Dyu

e matrizes do sistema dadas por

~0.8 2.8 —0.8 2.2 34 1 —3.4 04
A“:[ 2 —3}’ Alz:[o.s —1} AZl:l—. } Azzzl—zﬁ —3.6}

0.4 .| 1 0.4
En = l—1.4} » Enn= {0.4} Ea = {—2.2}’ Exn= [—0.4}

0.3
1.3

D1 =0.0,D1,=0.2, D =1.6, Dy =1.8
Fiy=Fo=F)=F)=2.

Bi1 =Bz =By =Bxn = [ } Cii=Cip=Cy=Cn=[09 1.7]

Seja |f1;| < 6;j =6, i,j=1,2. Este exemplo ilustra vantagens importantes do método proposto.
Suponha que ha recursos suficientes para implementar a medicdo em tempo real de apenas uma gran-
deza fisica e, consequentemente, apenas uma varidvel premissa esteja disponivel para o controlador.
Nessa situagdo, € desejdvel saber qual varidvel premissa produz o melhor desempenho na realimenta-
¢do. No método proposto, o efeito de cada varidvel premissa pode ser avaliado independentemente.
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A Tabela 3.3 mostra os valores da norma 7% e . para 6 = 1 em trés casos: i) controlador robusto
(i.e., s = (0,0)), ii) apenas U estd disponivel para realimentacdo (i.e., s = (0, 1)), e iii) apenas | esta
disponivel para realimentacéo (i.e., s = (1,0)). Em ambos os Teoremas 3.3 e 3.4, foi utilizado f = 1.
Observa-se, que com o aumento dos graus da fun¢cao de Lyapunov e das matrizes que compdem o
controlador, os valores dos custos garantidos diminuem. As Figuras 3.1 e 3.2 mostram o custo garan-
tido 74 e 2, como fungdo de 6, 0 < 0 < 3, para as trés situagdes descritas, com os graus g = (1,1)
da matriz da funcdo de Lyapunov. Como esperado, os menores custos garantidos sdo obtidos para os
menores limitantes de taxa de variacdo das fungdes de pertinéncia. Da Tabela 3.3 e Figuras 3.1 e 3.2,
conclui-se que usando a varidvel premissa (| na lei de controle obtém-se limitantes menores para as
normas % e ., quando comparados a situacdo de utilizar-se somente y,. Como esperado, o pior
caso ocorre quando nenhuma informacao das varidveis premissas esta disponivel para a lei de controle

(controlador robusto).

Tabela 3.3: Valores dos custos garantidos 7% e .72 do Exemplo 3.3 usando Teorema 3.3 (custo
garantido 7% dado por p) e Teorema 3.4 (custo garantido .7, dado por ) com graus parciais g =

(81,82), s = (s1,82), B =1, e || <6 =1

Graus Teorema 3.3 Teorema 3.4
(81,82) (s1,52) | p Tempo(s)| y  Tempo (s)
1,1) (0,0 6.24 0.13 2.32 0.13
4.87 0.19 2.27 0.26
2.11 0.39 2.25 0.47
3.35 0.14 2.25 0.16
3.05 0.27 2.22 0.31
1.58 0.45 2.20 0.52
0.89 0.13 2.14 0.17
0.80 0.25 2.11 0.34
0.70 0.47 2.11 0.67

=
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LW N =L N =W N
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3.5 Conclusao

Neste capitulo foram apresentadas novas relaxacdes para a andlise de estabilidade e sintese de
controladores de realimentacdo de estado por meio de fun¢des de Lyapunov nebulosas para sistemas
nebulosos T-S continuos no tempo. As condi¢des propostas sdo menos conservadoras que as existen-
tes na literatura, conforme os exemplos numéricos apresentados ilustram. Extensdes para os critérios
de desempenho 7% e 7, também foram fornecidas. Diferentemente das condi¢des existentes na li-
teratura, o0 método desenvolvido permite a selecdo das varidveis premissas disponiveis para a lei de
controle, com importantes implicagdes praticas. Além dessa, outras contribui¢cdes podem ser desta-
cadas: modelagem multi-simplex do sistema estendida para a funcido de Lyapunov, lei de controle

polinomial, com matrizes desacopladas da matriz de Lyapunov e com graus arbitrdrios em cada va-
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L L L
0.1 0.5 1 15 2 25 3

0

Figura 3.1: Custo garantido .74 dado por p em funcéo de & (limite para a taxa de varia¢do) para o
Exemplo 3.3 considerando trés situacdes para a dependéncia de parametros do controlador, dados por
s = (s1,52) no Teorema 3.3, usando g = (1, 1) na matriz de Lyapunov.

235

231

2251

22F

2151

21 I I I I I
0.1 0.5 1 15 2 25 3

Figura 3.2: Custo garantido .77, dado por y em funcio de 6 (limite para a taxa de varia¢do) para o
Exemplo 3.3 considerando trés situacdes para a dependéncia de parametros do controlador, dados por
s = (s1,52) no Teorema 3.4, usando g = (1, 1) na matriz de Lyapunov.

ridvel premissa, € modelo mais geral para a representacdo do conjunto das derivadas temporais das

funcgdes de pertinéncia.



Capitulo

Controle de sistemas nebulosos T-—S continuos
no tempo com taxas de variacao arbitrarias

O objetivo deste capitulo € explorar funcdes de Lyapunov nebulosas que fornecam condi¢des para
o projeto de controladores independentemente do conhecimento de limitantes da derivada temporal
das funcdes de pertinéncia, ou seja, condi¢des que garantam a estabilidade em malha fechada para
variagdes arbitrarias das fungdes de pertinéncia. Para esta finalidade uma versao mais geral de funcdes
de Lyapunov tipo integral de linha é utilizada. E considerada uma estratégia de duas etapas para o
projeto de controladores de realimentagdo de estados e de saida que permite tratar de maneira simples
restri¢cdes sobre a funcdo de Lyapunov. A sintese de um controlador dindmico de ordem arbitréria
¢ abordada como um problema de realimentacdo estitica de saida. Nas LMIs obtidas, as varidveis
do problema sdo representadas por meio de polindmios homogéneos com estrutura multi-simplex
(produto Cartesiano de simplexos), permitindo a escolha seletiva de varidveis premissas para a lei de

controle.

4.1 Introducao

Nos tltimos anos, muitos trabalhos tém sido desenvolvidos utilizando fun¢des de Lyapunov nebu-
losas para obter condi¢gdes de anélise e sintese de controladores para sistemas nebulosos T-S continuos
no tempo. Diversas abordagens t€m sido utilizadas para tratar a presenga explicita das derivadas tem-
porais das funcdes de pertinéncia nas condi¢des de estabilidade, e, em sua maioria, o uso de limitan-
tes superiores tem sido considerado [BPBO1, THWO01, BGM09, Lam09, MPSMO09, CY 10, TOP11d].
Cabe lembrar que, nos problemas de sintese de controladores, determinar esses limitantes pode ser
extremamente complexo. Diferentes estratégias podem ser utilizadas quando esses limitantes nao sao
conhecidos. Em [GB09, BG10], condi¢des de estabilidade local foram propostas e o dominio de con-
vergéncia foi estimado considerando apenas a informacgao da derivada das fun¢des de pertinéncia em
relacdo ao estado, que pode ser mais facilmente obtida. Em [BGJ10], essa mesma estratégia € apli-
cada ao problema de estabilizacdo, porém € necessdrio impor satura¢do no sinal de controle e utilizar

complicadas manipulagdes algébricas ao problema. Um outro método, baseado em uma funcio de

65



66 Sistemas T-S continuos com taxas arbitrarias

Lyapunov do tipo integral de linha [RWO06], evita a necessidade da avaliag@o das derivadas temporais,
permitindo variacdes arbitrariamente rapidas das fun¢des de pertinéncia. Essa funcido de Lyapunov
¢ formulada como uma integral de linha de um vetor nebuloso por um caminho da origem ao estado
atual, e pode ser vista como um trabalho realizado no campo vetorial do sistema nebuloso. Como esse
vetor € uma combinacao nebulosa dos vetores que sao fun¢des dos estados do sistema, essa fungao de
Lyapunov pode ser considerada como uma fun¢do de Lyapunov nebulosa. Nesse trabalho ([RW06]),
condi¢des LMIs suficientes para andlise de estabilidade, menos conservadoras do que as condi¢des
baseadas na estabilidade quadratica, foram obtidas pela simples imposi¢cao de uma estrutura particular
a matriz de Lyapunov. Extensdes para tratar o problema de controle por realimentacdo de estados
também aparecem em [RWO06], na forma de desigualdades matriciais bilineares. Gracgas ao uso de
variaveis de folga para desacoplar a matriz de Lyapunov das matrizes do sistema, condi¢des LMIs de
sintese puderam ser propostas em [MPAQ9], porém com restri¢des adicionais para garantir a estrutura
da matriz de Lyapunov.

Para evitar a necessidade de ler todos os estados do sistema no caso de realimentacdo de estados,
trés estratégias principais sdo utilizadas na literatura de sistemas nebulosos T-S. A primeira consiste no
uso de um observador de estados nebuloso [MSH98, YNKI00, GKVT06, MMG™09], a segunda utiliza
realimentacdo estdtica de saida e a terceira abordagem baseia-se em controladores de realimentacio
dindmica de saida.

Poucos resultados podem ser encontrados na literatura de sistemas nebulosos T-S tratando do pro-
blema de realimentacio estdtica de saida. Comparada com a realimentacao por controladores dinami-
cos e com o controle baseado em observadores [GKVT06, MMG ™09, NS06, GBM09], a realimenta-
¢ao estatica de saida é a mais simples de ser implementada, pois nao requer que equacdes diferenciais
sejam resolvidas em tempo real, sendo de grande interesse para aplicagdes praticas [SADG97]. Por
outro lado, o projeto de controladores por realimentacdo estdtica de saida € um dos problemas mais
desafiadores na teoria de controle, mesmo no caso precisamente conhecido (sistemas lineares sem
incertezas) [BTOO]. Apenas condicdes suficientes existem pois, para obter condi¢des de realimenta-
cao de saida que sejam tratdveis numericamente, algum conservadorismo é forcosamente introduzido
[HNO7, LK09a, BGMO09].

O projeto de controladores de ordem completa de realimenta¢do dinamica de saida para sistemas
T=S foi abordado em [LWNTO00, NS06], por meio de fun¢des de Lyapunov quadraticas (constantes)
e também em [GBMO09], em que, por meio de uma abordagem descritora, sdo fornecidas condicdes
LMIs suficientes para a existéncia de fun¢des de Lyapunov nebulosas considerando limitantes para
a taxa de variacdo das fungdes de pertinéncia. Frequentemente, os controladores dinamicos tém a
mesma ordem da planta, porém, em alguns casos, como por exemplo, em sistemas de grande porte, a
implementacdo de controladores de ordem completa pode ser dificil ou mesmo impossivel. Embora
existam técnicas para a reducdo de ordem de modelos e de controladores no contexto de sistemas line-
ares invariantes no tempo [Tro09, YS09], pode-se dizer que nenhum método eficiente estd disponivel
na literatura de sistemas nebulosos T-S para o projeto de controladores dinamicos de ordem reduzida.

Neste capitulo sdo propostas estratégias de projeto de controladores de realimentacdo de esta-
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dos e de saida (estdtico e dinamico) baseadas em fun¢des de Lyapunov nebulosas do tipo integral
de linha para sistemas nebulosos T-S continuos no tempo. Uma grande vantagem € que nenhuma
informacao sobre as derivadas temporais das funcdes de pertinéncia € necessdria. A principal con-
tribui¢do € a de propor condi¢des menos conservadoras para o projeto desses controladores, esten-
dendo e generalizando essa classe de fun¢des de Lyapunov em relacdo a literatura existente. Como
estratégia de projeto, um procedimento em dois estdgios, seguindo linhas gerais desenvolvidas em
[PAO1, APS03, MBB04, AGPP10], é adotado. A principal motivacio do uso dessa estratégia de dois
estdgios € a de evitar a ndo-convexidade ou conservadorismos comumente introduzidos nas condi¢des
de sintese de controladores de realimentagcao de saida na literatura [GPS96, CT99, Tro09]. De modo
geral, no primeiro estdgio um ganho de realimentacdo de estados € projetado e utilizado como entrada

no segundo estagio, que retorna, se possivel, um ganho de realimentacao estdtica ou dinamica de saida.

Para a realimentagdo de estados, sdo projetados controladores baseados em func¢des de Lyapunov
com dependéncia afim nas funcdes de pertinéncia, compartilhando a mesma regra do sistema nebu-
loso. A técnica de dois estdgios € utilizada para projetar controladores evitando o conservadorismo
introduzido pela fun¢@o de Lyapunov de integral de linha nas varidveis de folga das condi¢des do pro-
blema [RW06, MPAO9]. Para tal, € projetado um controlador assegurando a estabilidade do sistema
nebuloso T=S “congelado” (invariante no tempo) no primeiro estagio, que € usado nas condi¢des do
segundo estdgio, que ndo possuem restricdes de estrutura nas varidveis de folga como em [MPAQ9].

Se satisfeitas, essas condi¢cdes fornecem um controlador estabilizante de realimentacdo de estados.

Para o obter os controladores de realimentacao de saida € adotada uma representa¢do polinomial
da funcdo de Lyapunov nebulosa com o uso da estrutura multi-simplex, que generaliza as existen-
tes na literatura. Seguindo a mesma estratégia, ganhos estabilizantes de realimentagdo de estados
com dependéncia polinomial arbitrdria nas varidveis premissas sdo projetados por meio de condicdes
LMIs no primeiro estdgio. Observa-se que estes ganhos sd@o mais gerais que os obtidos por resulta-
dos da literatura baseados em func¢des de Lyapunov do tipo integral de linha com dependéncia afim
[RW06, MPAQ9]. No segundo passo, as matrizes que constituem esse ganho servem como parame-
tros de entrada para um conjunto de LMIs que, se verificadas, provém a lei de controle estabilizante
para a realimentagdo estatica e dinamica de saida do sistema. A ordem do controlador dindmico é
determinada pelo projetista, e pode ser a mesma da planta ou reduzida, sendo o controlador estatico
de saida um caso particular. Os graus da fun¢ao polinomial de Lyapunov e das matrizes que compdem
a lei de controle por realimentacao de saida sao completamente independentes, podendo ser definidos
livremente para cada varidvel premissa, o que permite a escolha seletiva das varidveis premissas dis-
poniveis para a lei de controle. Sdo apresentadas também extensdes considerando certo desempenho
assegurado em termos de norma %% do sistema em malha fechada. Exemplos numéricos ilustram a

flexibilidade e a eficiéncia das abordagens propostas.
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4.2 Preliminares

Os sistemas nebulosos T=S continuos no tempo considerados nos problemas de sintese de contro-
ladores tratados nesse capitulo, apresentados na Secdo 1.1.1, s@o repetidos para facilidade.

Para o projeto de controladores de realimentacio de estados com dependéncia afim nas funcdes
de pertinéncia é considerada a seguinte representacdo politépica do modelo T-S dada em (1.3), obtida
das regras nebulosas se-entdo dadas em (1.1),

{x(r) = A(h)x(t) +E(h)w(t) +B(h)u(t)

4.1)
y(1) = C()x(2) + F(h)w(t) + D(h)u(t)

com

M=

(A7B7C7D7E7F)(h) - hi(X(f))(Ai,Bi,Ci,Di,Ei,E), h(h) € GZ/N7
1

sendo que x(7) € IR" é o estado, y(7) € R? é a saida controlada, w(t) € R" é o ruido de entrada, u(z) €

~.

IR ¢ a entrada de controle. As matrizes dos subsistemas lineares sdo A(h) € R™", E(h) € R™",
B(h) € R™™ C(h) € R*", F(h) € R e D(h) € R¥*™,

A fim de gerar condi¢des menos conservadoras, também é considerado nas etapas de projeto o
modelo politépico T-S dado em (1.8), que faz uso de fun¢des de pertinéncia p(x(z)) representadas

como multi-simplexos, descrito por

(1) = A()x(r) + E(u)w(r) +B(u)u(t),
(1) = C(u)x(r) + F(u)w(r) + D(u)ur) (4.2)
§(1) = Ce(u)x(t) + Fr ()w(7)
sendo
(A,E,B,C,F,D,C¢,Fy) ( Z Z Haiy (x1(2)) -+ i, (n(2)) X
i1=1 i,=1
<Ai1'~~in7Ei1'~~in7Bi1'~~in7Ci1'~~in7Fi1'~~in7Dil'"invCé'[l...;nF(;’,»lmin)7 (4.3)
em que

W= (1,2, ) € Uy = Uy X Uy X oo X Upys W= (Uj15-- s ljr;) € Uyjy j=1,...51

Os vetores x(t), y(t), w(t) e u(t) sdo definidos como no modelo (4.1), {(¢) € R? é a saida medida, e
as matrizes dos subsistemas lineares sdo A(u) € R™", E(u) € R, B(u) € R, C(u) € R?*",
F(u) € R, D(u) € R, Ce(u) € R e Fe(u) € R™Y.

Em ambos os modelos (4.1) e (4.2), as varidveis premissas sdo os estados da planta, ou seja z(1) =
x(t). De acordo com a Defini¢do 1.1, combinagdes polinomiais de grau arbitrdrio das fungdes de
pertinéncia também podem ser modeladas pela estrutura multi-simplex, com grandes vantagens no
trato do problema de realimentacdo de saida. As matrizes do sistema nebuloso T-S dado em (4.3) s@o
reescritas na estrutura multi-simplex, como em (1.46)-(1.47), nas condi¢des de projetos baseadas em
funcdes de Lyapunov polinomiais.
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4.3 Realimentacao de estado

O objetivo é computar a seguinte lei de controle de realimentacdo de estados

que estabiliza o sistema nebuloso T-S dado em (4.1) ou (4.2) independentemente da taxa de variagdao
das funcdes de pertinéncia, permitindo varia¢des arbitrdrias das mesmas. Os métodos utilizados para
obter o ganho de realimentagdo de estados K(-) sdo baseados na estratégia de dois estdgios. No pri-
meiro obtém-se um controlador que estabiliza o sistema em malha fechada considerando as funcdes
de pertinéncia invariantes no tempo. No segundo estdgio, esse controlador, obtido no primeiro esta-
gio, € utilizado como parametro de entrada em condi¢des com mais varidveis de folga para obter o
controlador desejado K(+). O controlador K(-) podera depender de condi¢des que tenham fungdes de
Lyapunov afins (K (%)) ou polinomiais com estrutura multi-simplex (K(u)).

4.3.1 Resultados principais com func¢oes de Lyapunov afins
A seguinte fun¢ao de Lyapunov nebulosa, proposta em [RWO06], € utilizada
Vw=2[  f(y)-dw (4.4)
p(0,x)

em que p(0,x) é o caminho da origem ao estado atual. Como em [RWO06], f(x) é um vetor nebuloso,

parametrizado da mesma forma que a regra do sistema nebuloso (1.1), ou seja

Ri: Sexi(t)éM]™ e ... exy(t) é MSn

Entdo f(x) = Px, 4.5)
parai=1,...,N, com P, € R"*" uma matriz simétrica definida positiva dada por

P £ Py+P;, (4.6)

com -

0 pi2 -+ pum
A L (47

Pln P.Zn 0

it 0 0|

B, & 0 pzé 0
R

Os elementos da diagonal principal de P, podem variar de acordo com os conjuntos nebulosos das

regras se-entdo. Portanto, a fungdo f(x) pode ser reescrita como

flx)y=P(h)x,  P(h)= i hi(x)P; > 0. (4.8)
i=1



70 Sistemas T-S continuos com taxas arbitrarias

Para ser uma candidata a fungdo de Lyapunov, V (x) tem que satisfazer as seguintes condi¢des: (1)
V(x) é uma funcdo continuamente diferenciavel; (2) V(x) é definida positiva; e (3) V(x) é radialmente
ilimitada [Kha02]. Contudo, se V(x) é dependente do caminho p(0,x), as condigdes (2) e (3) ndo
sdo satisfeitas. A estrutura particular de P; dada por (4.6) foi explorada em [RWO06] para garantir a
independéncia de caminho de V(x) em p(0,x) (para prova e maiores detalhes, ver [RW06]).

A seguir sdo apresentadas condi¢des de existéncia para o projeto de uma lei de controle ndao PDC
de realimentacio de estados baseada na funcdo de Lyapunov nebulosa (4.4) e para taxas de variacio
arbitrdrias das fun¢des de pertinéncia.

Teorema 4.1 Sejam Ki=7ZX"' comW; = Wl-’ >0,XeZ,i=1,...,N, matrizes que satisfazem

Ai <0, i=1,...,N,

Aij+Aji <0, i,j=1,...,N, i<j (4.9)
em que
Ao [AX +X'Al+BiZj +ZB, *
YT Wi—X+BAX +BZ) —B(X+X')
para um dado escalar B > 0. Se existirem matrizes P; = Pi/ >0,i=1,...,N, com a estrutura dada

em (4.6), matrizes S;, Gj, Hie J;, i=1,... N, tais que
Iii<0, i=1,....N
Fi,-j+l"ijl~+l“jl~,-<0, i,j:1,...,N, l7é] (4.10)
Uijk +Tikj +Tjic +Ujri + Thij +Tiji <0, i,j,k=1,...,N, i< j<k,

sendo . .
A;S}—l—Sin—l—K]/(B;-S;—l—SiBij * *
Iiun=| P-S+GA+GBK, -G —G, * :
BSi+Ji— HiK; B.G; —H;—H|
entdo
K(h)=H(h)"1J(h) (4.11)
com

é um ganho de realimentacdo de estados que estabiliza o sistema nebuloso T-S dado em (4.1) com
E(h)=0eF(h)=0.

Prova: Primeiramente, note que
N N
Y Y hi(x)hj(x)h(x)Tijp = T(h)

1j=1k=1

1
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e, se as LMIs (4.10) sdo satisfeitas, I'(h) < 0. Pré- e pés-multiplicando I'(h) por T e T’ respectiva-

mente, com
r_[1 0 vy
01 0
Y (k) =H(h)"'J(h) —K(h) (4.12)
N
=Y hix)zx! (4.13)

i=1
eZ,i=1,...,N, e X obtidas da solugdo de (4.9), tem-se

A(h)'S(h) +S(R)A(h) N
P(h)— S(hY +G(WA(R) —G(h)—G(ny] = (4.14)
A(h) 2 A(h) +B(h)K () (4.15)

e K(h) dado por (4.11). Observe que (4.14) garante a estabilidade de A(h), pois pré-multiplicando
(4.14) por [I A(h) ] e pos-multiplicando pelo seu transposto, obtém-se

P(h)A(h) +A(h)'P(h) <0, (4.16)

com P(h) dado por (4.8). A LMI (4.16) satisfaz V (x) < 0, pois para x = A(h)x a derivada temporal de
V(x)é
V(x) =V,V(x)x
= 2f ( )%
x) (A(h)x) + (A(h)x)" £(x) (4.17)
=X P(h)z(h)x +x'A(h)' P(h)x
=X (P(h)A(h) +A(h)'P(h))x.
Fazendo Y (h) = 0 e aplicando a mesma transformacao de congruéncia com 7 a I'(h), tem-se

A(h)'S(h)"+S(h)A(h) *
P(h) —S(h)'+G(h)A(h) —G(h)—G(h)

<0.
com

A(h) = A(h) +B(h)K (h), (4.18)

que, por sua vez, é uma condicio de estabilidade para A (). De fato, pré-multiplicando a desigualdade

acima por [I A(h) } e pés-multiplicando por seu transposto, tem-se
P(h)A(h)+A(h)'P(h) <O0. (4.19)

Por fim, note que W; > 0 e P, > 0 asseguram W (h) > 0 e P(h) > 0. n

Observe que K (h), obtida das LMIs (4.9), ndo assegura a estabilidade do sistema nebuloso T-S em
malha fechada se a segunda parte (segundo estdgio) do Teorema 4.1 ndo fornecer uma solugdo factivel
com P(h) com a estrutura adequada.
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Verifica-se que, se as LMIs (4.9) sao satisfeitas, entio

=

i h,-(x)hj(x)./\,-j = A(h) < 0.
1j=1

1

Por uma transformagdo de congruéncia, pré-multiplicando A(h) por [I A(h)} e pés-multiplicando
por seu transposto, tem-se
A(R)W(h)+W (h)A(R) <0

que assegura somente que as partes reais dos autovalores de A(h), para valores “congelados® de x, sdo
negativas. Em outras palavras, V (x) < 0 ndo pode ser garantido, pois ndo hd restrigdes na estrutura da
matriz de Lyapunov W (k).

Por outro lado, se as LMIs (4.10) sdo verificadas para algum P(h) satisfazendo (4.8), entdo ambos
K(h), dado por (4.13), e K(h), dado por (4.11), sdo ganhos estabilizantes de realimentagio de estado
para o sistema nebuloso T-S. O principal interesse do procedimento em dois estdgios proposto no Teo-
rema 4.1 é a facilidade de se impor a estrutura desejada na matriz de Lyapunov P(h) para procurar um
ganho de controle estabilizante K(/), sem impor restricdes a outras varidveis do problema, ou tornar
as condicoes BMIs. Além do mais, a estratégia permite que restricdes de estrutura possam também
ser impostas a lei de controle, como por exemplo no problema de descentraliza¢do (i.e. K(h) bloco
diagonal). E claro que, para um dado K (h), poder-se-ia usar diretamente a desigualdade (4.19) para
procurar pela matriz P(h), com estrutura (4.6), porém a existéncia de varidveis de folga no segundo
estagio do Teorema 4.1 facilita esta tarefa.

A vantagem do procedimento em dois estdgios fica mais evidente quando um critério de desempe-

nho, como o custo garantido da norma .7, € considerado, como apresentado no préximo teorema.

Teorema 4.2 Sejam Ki=ZX"', comW,= W!>0,X,ZeM;i=1,...,N, matrizes que satisfazem

Ei<0, i=1,...,N,
Ei+E;<0, ij=1,...N, i<]j

em que
—AlX —X/Ai — BZZ] — Z;B; * * *
OIS Wi +X — B(AiX +BiZj) B(X+X) * %
- ~CX - Dz ~BCX+DZ) ~PI
—MjE; 0 —MF 1+M;+M;]
para um dado escalar B > 0. Se existirem matrizes P; =P} >0, i=1,...,N, com a estrutura dada

em (4.6), matrizes S;, Gj, H;, Jie Q;, i=1,...,N, e um escalar y > 0, tais que
T;i<0, i=1,....N
Yiij+Yiji+ini<07 i=1,....N, i#] (4.20)
ik + Y + i+ Y + Yoij + Yiji <O, i,j,k=1,...,N, i<j<k
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em que Y;j; € dado por

'Ags; +S,A;+ KBS’ + S;BiK, * * * *
P—S'+GjAi+GBK, -G —G. « * *
Yij 2 ES; E/G; —7yI * *
0L(Ci+ DiKkz 0 Q.F 1-0i—0; *

i B;S;-—f—]i—Hin BZG; 0 D;Q] _Hi_Hi/_

entdo K(h), dado por (4.11), é um ganho estabilizante de realimentacdo de estado para o sistema

nebuloso T-S em malha fechada (4.1) com custo garantido ¢, dado por 7.

Prova: De modo similar a prova do Teorema 4.1, observe que, se as LMIs (4.20) sdo satisfeitas, entdo

N

) i hi(x)hj(x)hy(x) Y = Y (h) <O.
k=1

i=1j=1

M=

Multiplicando-se Y (k) a esquerda por 75 e a direita por 7, com
Y (h)'

0
T = 0
0

S OO~
S O~ O
O~ O
~ o O O

e Y(h) como em (4.12), e considerando (I — Q(h))'(I — Q(h)) > 0, o que implica em —Q(h)'Q(h) <
[—Q(h)—Q(h)', tem-se

S(h)A(h)+A(h)'S(h)"  P(h)—S(h)+A(h)'G(h)" S(h)E(h) ~ C(h)'Q(h)

“Gh)—-G(hY  GMWE®m) 0
, x —pI - Fayom | <0 @2
* * * —Q(h)'Q(h)

com K (h) dado por (4.11), A(h) por (4.15) e C(h) = C(h) +D(h)K(h). A multiplicagio de (4.21) a

direita por 73 e a esquerda por T5, com

1 0

ro |A0) ()

o o O

0 1

0 0 Q!
fornece o bounded real lemma [BEFB94], com P(h) dado em (4.8), implicando em V(x) +y'y —
¥’w'w < 0. Portanto, o ganho de realimentacio de estados K(h) estabiliza o sistema nebuloso T-S

dado em (4.1) com custo garantido .7, dado por 7. "
Observe que, se as LMIs (4.20) sdo satisfeitas, entdo

[x]

N N
) Y- o)

1j=1

ij = E(h) <0.

1
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A transformacio de congruéncia feita com

sendo A(h) como em (4.18) e C(h) = C(h) +D(h)K(h), aplicado a Z(h), e realizando o complemento
de Schur, fornece
AW (h) +W(RA(R)  *  *
C(h)W (h) —y’I % | <O. (4.22)
E(h) F(h) —I
A condicdo acima também € equivalente ao bounded real lemma [BEFB94], porém neste caso ndo é
necessario impor nenhuma restri¢do de estrutura em W (%), implicando que A (%) tem autovalores com
partes reais negativas e y € um limitante para a norma .7 do sistema em malha fechada do sistema
nebuloso T-S somente se as fungdes de pertinéncia permanecerem constantes (congeladas). Por outro
lado, de modo similar ao caso de estabilizagdo sem desempenho, se a solu¢do P(h) é obtida por meio
das LMISs (4.20) do Teorema 4.2, ambos K (h), dado por (4.13), e K(h), dado por (4.11), obtidos do
Teorema 4.2, sdo ganhos de controle de realimentacdo de estado estabilizando o sistema em malha
fechada e assegurando um custo garantido .77 dado por 7.

Novamente, a condicao do bounded real lemma (4.22) poderia ser utilizada diretamente para testar
se K (h), obtido de (4.20), admite uma matriz de Lyapunov como em (4.6), porém as varidveis de folga
introduzidas no segundo estigio do teorema ajudam a fornecer valores menores para 7y, como ilustrado
nos experimentos numéricos.

Os Teoremas 4.1 e 4.2 fornecem um método de projeto em dois estidgios para o sistema nebu-
loso T=S no qual o ganho de controle pode ser completamente desassociado da matriz de Lyapunov,
permitindo restri¢des de estrutura de forma independente entre a matriz de Lyapunov e o ganho do
controlador. O método apresenta, no primeiro estagio, uma LMI a ser resolvida dependente da varia-
vel escalar B. Uma busca linear pode ser utilizada ou simplesmente um conjunto de valores dados de 3
pode ser testado. Outro ponto importante é que qualquer ganho de controle K (h) poderia ser utilizado,
com estruturas mais complexas que as dadas em (4.13). Note também que condi¢des LMIs mais so-
fisticadas, a um custo computacional mais elevado, poderiam ser utilizadas para aprimorar a precisao
das condic¢des dos Teoremas 4.1 e 4.2, como proposto em [TANYO1, LZ03, SA07, OP07, MOPO09], e

que sdo desenvolvidas na sequéncia.

4.3.2 Resultados principais com func¢oes de Lyapunov polinomiais

Como no caso de realimentagcao de estados apresentado na Se¢ao 4.3.1, é utilizada a funcdo de
Lyapunov do tipo integral de linha (4.4) para provar a estabilidade do sistema em malha fechada
permitindo variacOes arbitrdrias das funcdes de pertinéncia (sem o uso de limitantes). Para este caso,
¢ proposto um vetor nebuloso f(x) mais geral do que o apresentado em (4.5) e em [RW06, MPA09],
que apenas considera dependéncia afim nos elementos da diagonal principal. A matriz de Lyapunov é
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parametrizada utilizando a estrutura multi-simplex polinomial, conforme mostrado abaixo.

fx) =Py(p)x, (4.23)
Py(tt) = Pa+Py(i) (4.24)
pug () 0 0
Pne| O Pl 0 (4.25)
0 0 pung ()
pii, (W)= Y 1 (x0)pi (4.26)
ke ry(81)

sendo ,ul-k "(x;) dado por (3.5) e Pp dado por (4.7).

O subindice g = (g1,82, - ,gn) identifica os graus das fungdes de pertinéncia py, Uy, ..., 4, da
matriz P,(it). Note que os elementos fora da diagonal sdo constantes, e que a estrutura acima permite
que polindmios de graus arbitrarios g; sejam utilizados em cada elemento Diig, (). E importante notar
que os graus g; associados aos elementos p;; podem ser distintos.

A grande dificuldade de utilizar estruturas mais complexas para a matriz de Lyapunov conside-
rando V(x) como uma integral de linha é a de preservar a independéncia de caminho em relagio a
p(0,x). Em (4.6), assim como em [RW06, MPAQ9], esta propriedade foi obtida parametrizando o
vetor nebuloso f(x) com a mesma regra do sistema T-S e considerando uma estrutura apropriada para
P,. Para obter a caracteristica da independéncia de caminho para f(x) dado por (4.23), a estrutura
multi-simplex € utilizada com grandes vantagens. A principal delas € a de conservar a dependéncia de
cada simplex u; no estado x; do sistema, conforme mostrado no Teorema 4.3. Antes, € enunciado o

seguinte lema.

Lema 4.1 Uma condi¢cdo necessdria e suficiente para V (x) ser uma fun¢do independente de caminho

9filx) _ 9fi(x)
8xj B 8x,— ’

é

iLhj=1,...,n. 4.27)
Prova: Ver [ZCO00]. n

Teorema 4.3 O vetor nebuloso f(x) em (4.23), com Py(l) dado em (4.24)-(4.26), satisfaz a condigdo
(4.27) do Lema 4.1.

Prova: A estrutura (4.23)-(4.26) garante que V (x) é uma fun¢o independente de caminho, ou seja,

como cada i-ésimo elemento de f(x) = [f1(x),..., fu(x)]’ é dado por

fi(x) = piig, (Wi (i) i + Y Pirks
kFi
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tem-se que a derivada parcial com respeito a x;, para j # i, é

dfi(x)  9pii,, (Hi(xi))

ox; - ox; Yt Py = P
e, de forma andloga,
df;(x)
axi - p]l
e, como p;; = pji, f(x) satisfaz (4.27). .

Seguindo linhas dadas em [RWO06], enuncia-se o seguinte teorema.

Teorema 4.4 A fungdo de Lyapunov V(x) em (4.4), e com f(x) dada em (4.23), é uma funcdo candi-

data a funcdo de Lyapunov nebulosa.

Prova: A fungdo V(x) em (4.4), candidata a funcdo de Lyapunov nebulosa, satisfaz as seguintes

condigdes.

(i) V(x) é uma fungio continuamente diferencidvel pois sua derivada temporal é dada por!
V(x) = V.V(x)x
=2f(x)'x
= f(0) (A()x) + (A(w)x)' f(x)
= X'Py(W)A(1)x+ X A1) Pe (1)
=¥ (Pp(L)A (1) +A(R) Py()) x.

(ii) Como, pelo Teorema 4.3, V(x) é independente de caminho, pode-se escolher como caminho
uma reta entre a origem e o estado, ou seja, substituindo ¥ = 7x, com 7 € [0 1], em (4.4), V(x)
€ reescrita como

1

1 1
_ / _ / _ / k
V(x)=2 / F(ox)xdt =2 0/ TPy () xdT =2 O/ T < Z(g) u Pk> xdt (4.28)

0 ke,
Impondo-se a restri¢do P, = P, > 0, existem P =Ale P = Al tais que

P> ) Wn>P>0, (4.29)
ket (g)

sendo A e A respectivamente o maior e o menor autovalor de P,(u) para todo i € %.

Aplicando (4.29) em (4.28), tem-se

1 1
XPx=2 / X' Pxdt > V(x) >2 / X' Pxdt = x'Px (4.30)
0 0

De (4.30), conclui-se que V(0) =0, V(x) > 0, para todo x # 0 e V (x) — e quando |[|x|| — oo.

'Na prova sio adotados u(t) = 0 e w(t) = 0, sem perda de generalidade.
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|

Observe que os termos diagonais de P, (), dados por p;i(-), i =1,...,n, podem ter graus arbitra-

rios, sem comprometer a independéncia de caminho, contanto que dependam apenas respectivamente
de x;, i=1,...,n, para verificar (4.27).

Para construir matrizes polinomiais homogéneas P,(it), como em (1.44) com p = n, todos os

termos de (4.24) necessitam ser homogeneizados no mesmos graus, ou seja,

Pwy= Y wp= Y % oplpwh P, (4.31)
ke (g) ki (g1)  kn€Jr, (8n)
com
P = Pkl"'kn = C1Pa +Fk, (4.32)
[ 1 ckp1yy, 0 0
i#1
. 0 H ijpzzkz e 0
Py = 72 (4.33)
0 0 w11 cyPon,
| i#n i
sendo

e 2 e/, a2 () ([Tk!) (4.34)
i=1

os coeficientes da expansao binomial gerada pela homogeneizagao das fungdes de pertinéncia no grau
g=1(81:---,8n)-

O préximo teorema fornece condi¢des menos conservadoras para a sintese de ganhos de realimen-
tacdo de estados para sistemas nebulosos T-S continuos no tempo (4.2) com estabilidade em malha
fechada assegurada pela fun¢do de Lyapunov do tipo integral de linha dada em (4.4), com dependéncia
polinomial de grau arbitrario. As demais varidveis do problema que dependem de u também sao tra-

tadas como matrizes polinomiais homogéneas de graus arbitrarios no multi-simplex, denotadas como
L,(u) (grauv), Zs(u) (grau s), etc.

Teorema 4.5 Seja > 0 um escalar dado. Se existirem g = (g1,...,8n) € S = (S1,...,5,), matrizes
simétricas definidas positivas W, € R™", k € J#,(g), com estrutura (4.32), uma matriz G € R""
com estrutura apropriada, e matrizes Z, € R™", k € J#,(s), tais que, para todo k € . (w), w =

max{g,s+ o}, as seguintes LMIs sdo verificadas

A A+ AL+ +Q *

F:
T o - B(A+ Q) —B (P t+ )

<0, (4.35)
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com
(W—6)| w—s— )'
M=) BT AiG = Y Z =Bl
ketr(w—0o) : keui/r(w s— a)ke% (o)
k=<k k=k  frk=k
(w—g)! (w)!
o= ) T Pe= ) 70,
ke sty (w—g) ke sty (w)
k=<k k=<k
entdo
K=Y u'K, Ki=2z(G)" (4.36)
ke (s)

é um ganho de controle estabilizante de realimentacdo de estados de grau s para o sistema nebuloso
T-S dado em (4.2).

Prova: Primeiramente, note que

Y W e=T(u)
ke (w)

e, se as LMIs (4.35) sdo satisfeitas, ['(i) < 0. Pré- e pés-multiplicando I'(it) by T e T’ respectiva-

mente, com T = diag(G‘1 , G_l), tem-se

9612 | s Eor BRGny —pioa -+ @3

comM =G, Z(u) 2 K,(u)G' e
A(l) = A(p) +B(L)Ks (1) (4.38)
Py(1) £ G "W, (u)(G) ! (4.39)

Pré- e pés-multiplicando % (1) por [I  A(1t)'] e por seu respectivo transposto para obter A(u)' Po (1) +
Py(1)A(1) < 0 e, como a matriz simétrica definida positiva P, (1) tem estrutura (4.24), tem-se V (x) <
0. "

Observacio 4.1 Para que a estrutura de Py(1t), dada em (4.24), seja imposta sob a transformagao
de varidveis dada por (4.39), é preciso que a mesma estrutura seja exigida para Wy(lL) e, além disso,
G também tem que apresentar uma estrutura especial, que de modo geral deve ser bloco diagonal
ou bloco triangular de acordo com a posi¢do do elemento da diagonal principal de P,(l1) que for
dependente de 1 (sendo G bloco diagonal ou bloco triangular, G™ tem a mesma estrutura). Se n =2,
por exemplo, e Py(lL) tem seus elementos como em (4.24), entdo G precisa ser uma matriz diagonal.
A matriz Pg(l) pode também ter algum termo constante na diagonal e, nesse caso, a matriz G precisa

ser triangular.
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4.3.3 Exemplos numéricos

Exemplo 4.1 Considere o sistema nebuloso T-S com as seguintes regras

K - Se x)(t) éle entdo x(t) = Ayx(t) + Byu(t)
Ry : Se xa(1) é M3 entdo x(r) = Axx(1) + Bou(r)

em que, para dadas contantes ndo negativas a e b,

3.6 —1.6 —a —16
Al_[6.2 —4.3}’ AZ_[6.2 —4.3}’

e A

De acordo com (4.6), as matrizes de Lyapunov a serem procuradas no Teorema 4.1 sdo

P = [Pn Piz} e P— [Pn Péz}‘
P12 Py P12 Py
A estabilizabilidade foi investigada para véarios valores de a e b, € os maximos valores obtidos
sdo mostrados na Tabela 4.1 com a complexidade numérica associada. Em comparacao com [KLOO,
Teorema 11] (estabilizabilidade com fun¢do de Lyapunov quadratica) e [MPAQ9, Teorema 7] (estabi-
lizabilidade com funcdo de Lyapunov (4.4)), tomando os valores de a como referéncia, as condi¢des
do Teorema 4.1 proporcionam controladores de realimentacido de estado para os maiores valores de
b (garantindo assim estabilizabilidade para o intervalo inteiro [0,b]). As abordagens com base em
uma fun¢do de Lyapunov comum, como [KLOO], sdo factiveis para b = 1.07 como valor méximo,

independentemente do valor de a.

Tabela 4.1: Méximos valores de b para a estabilizabilidade do sistema nebuloso T-S do Exemplo 4.1
pelo Teorema 4.1 (denotado por T4.1), [KL0OO, Teorema 11] e [MPAQ9, Teorema 7]. V € o nimero de
varidveis escalares e L o nimero de linhas de LMIs.

Método ¢ L % Tempo (s)
0 5 10 15 20
[KLOO, T11] | 1.07 | 1.07 | 1.07 | 1.07 | 1.07 | 26 | 15| 0.03
[MPAO9, T7] | 1.00 | 1.20 | 1.30 | 1.20 | 1.10 | 20 | 17 | 0.03

T4.1 202|413 1623|797 797 24|26 0.08

As matrizes de Lyapunov e as matrizes que compdem o controlador (4.11), para o par (a,b) =
(15,7.97), sdo dadas por

[Plipz}z 425 —1.48 425 —1.48
: —1.48 052 —1.48 094 |’

[Hlin] =1[0.23:0.55] e [Jlifz] =[-3.053 091412822 —9.02].
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Exemplo 4.2 Neste experimento numérico, uma base de dados de sistemas nebulosos T-S continuos
no tempo estabilizdveis por um ganho constante de realimentacdo de estados, mas ndo quadratica-
mente estabilizaveis (isto é, o sistema em malha fechada nao admite uma matriz de Lyapunov cons-
tante) foi gerada para n = 2 (dois estados), m = 1 (uma entrada de controle), N = {2,4} (nimero
de regras) e diferentes restricdes de estrutura em P(h), dada por (4.8), indicado por pg- j quando a
entrada pode variar ou p;; quando € fixo. Foram gerados cem sistemas para cada caso e o primeiro
estagio do Teorema 4.1 forneceu um ganho K (%) para todos os casos (mas que nio necessariamente
estabiliza o sistema em malha fechada). A Tabela 4.2 mostra o nimero de sistemas que foram esta-
bilizados para cada condicdo, com diferentes restri¢des de estrutura para P; dado por (4.6): ( p"l1 ,D22)
— x1(t) é a varidvel premissa; (pi1,p5,) — X2(t) € a varidvel premissa; e (p), p5,) — x1(t) e x2(t) sdo
as varidveis premissas. Pode-se notar que os resultados obtidos com o método proposto sdo conside-
ravelmente melhores que os obtidos por meio de [MPAO9]. Isto € principalmente devido ao fato de
que as varidveis de folga do Teorema 7 de [MPAQ9] necessitam também ter estruturas particulares.
Além disso, mais graus de liberdade em P(/) (ou seja, mais elementos da diagonal principal podendo
variar) implicam em mais restri¢des nas varidveis de folga de [MPAQ9, Teorema 7]. Por outro lado,
a abordagem proposta nao possui restri¢des nas varidveis de folga. Observe também que a condi¢ao
com varidveis de folga no segundo estdgio do Teorema 4.1 tem mais graus de liberdade, e por isso é

menos conservadora, do que a desigualdade de Lyapunov (4.19), proporcionando melhores resultados.

Tabela 4.2: Nimero de sistemas estabilizaveis pelo Teorema 4.1 (T4.1), resolvendo diretamente (4.19)
e por meio de [MPAQ9, Teorema 7] para o Exemplo 4.2; N € o nimero de regras do modelo T-S.

Estrutura N | T4.1 (4.19) [MPA09, T7]
; 257 44 17
Prp2) 4| 70 59 30

., 2| 59 46 14
Pup) 4| 66 57 31
(P11 Pyp) 4] 100 98 13

Exemplo 4.3 Considere o sistema nebuloso T-S dado por (4.1) com as mesmas matrizes Ay, Ay, By

e B, do Exemplo 4.1, (a,b) = (15,1.06), e as seguintes matrizes
0.1 —0.1 0.1 0 0.108 O
B1= {0.001}  E2= [—0.083}  C1= [o 0} 2= { 0 0}’
0.1 0.1 0 0
b= {0.05} D2 = {—0.05}  F1= {0.1]  F2= {—0.1}'

A Tabela 4.3 mostra os custos garantidos .77, obtidos com o Teorema 4.2 e também os obtidos com
abordagens baseadas na estabilizabilidade quadratica em [MOP09], ;) (g € o grau das varidveis de
folga polinomiais e d € o nivel de relaxamento pelo teorema de Pdlya), [TANYO1], [LZ03] e [DGKO7].
Neste exemplo, usando diretamente o bounded real lemma (4.22) para o sistema de malha fechada pelo



4.4. Realimentacdo estdtica de saida 81

ganho K (h) obtido no primeiro estagio do Teorema 4.2, mas considerando a matriz de Lyapunov com
a estrutura (4.6), o custo garantido .77 foi 1.82, maior que o obtido a partir do segundo estagio do

Teorema 4.2.

Tabela 4.3: Custos garantidos .72, obtidos com o Teorema 4.2, (denotado por T4.2), [TANYO1, Teo-
rema 5], [LZ03, Teorema 2], [DGKO7, Problema .77,;] e com [MOPQ09, Teorema 3](g7d). V € o nimero
de variaveis escalares e L o numero de linhas de LMIs.

Método Y L | V | Tempo (s)
[TANYO1, T5] |297 |32 | 23 0.14
[LZ03, T2] 297|120 | 18 0.17
[DGKO07, H1] 2.97 | 42 | 185 0.84
[MOP09, T3]3y | 2.97 | 30 | 71 0.21
T4.2 0.10 | 36 | 35 0.26

4.4 Realimentacao estatica de saida

E considerado o problema de projeto de controladores nebulosos de realimentagio estatica de saida
para o sistema nebuloso T-S dado em (4.2), descrito pela representagao multi-simplex.

Seja a seguinte lei de controle de realimentacdo estética de saida

u(t) =Lo(u)¢(r),  me,

resultando no sistema nebuloso T-S em malha fechada

x(t) = (A(u) +B(W)Ly(1)Ce () x(1), W E U

Observacao 4.2 Um aspecto importante do controle por realimentacdo de saida de sistemas nebulo-
sos T-S é a ndo disponibilidade de todas as varidveis premissas em tempo real para a implementacdo
da lei de controle, pois supoe-se que alguns dos estados ndo estdo disponiveis. Caso todos os estados
estejam disponiveis ( CC( W) =1), a realimentagdo de estados seria uma alternativa mais eficiente. De
fato, a lei de controle de realimentacdo de saida depende da saida §(t) do sistema e também de al-
gumas das varidveis premissas (ou seja, das varidveis premissas associadas aos estados disponiveis
para leitura). Se nenhuma informagcdo das varidveis premissas estiver disponivel, um ganho constante
de realimentacdo estdtica de saida pode ser uma alternativa, e essa estratégia também pode ser tra-
tada pelo método proposto. De forma andloga as condicoes dadas no Capitulo 3, os teoremas a seguir
podem projetar controladores que levam em conta somente as varidveis premissas selecionadas pelo

projetista.

O ganho estabilizante de realimentagao de estados obtido com o Teorema 4.5 pode nao ser fisica-
mente implementdvel, se apenas a saida () estiver disponivel. Apesar disso, o ganho pode ser usado
como dado de entrada nas condi¢des dos proximos teoremas que, se satisfeitas, provém uma lei de

controle estabilizante por realimentacdo de saida para o sistema nebuloso T-S continuo no tempo.
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4.4.1 Resultados principais

O teorema a seguir apresenta condi¢cdes LMIs para a sintese de um controlador de realimentacdo
estatica de saida a partir do controlador de estado obtido pelo Teorema 4.5.

Teorema 4.6 Sejam Ky € R™™", k € . (s), s = (s1,...,5n), as matrizes dadas de um controlador
de realimentacdo de estados. Se existirem g = (g1,...,8n), V= (V1,-.-,vn), ¢ = (q1,---,qn), matrizes
simétricas definidas positivas P, € R"", k € #,(g), como em (4.32), matrizes Sy, Gy, k € #,(q), Hy,

Jv, k € 5 (v), tais que, para todo k € . (w), w=max{g,q+ 0 +s,v+s,5s+ 0}, as seguintes LMIs
sdo verificadas

D D N Z TED Y ==L

ke)i’r w—q—0) ke )i’r( ) ke )i’r(w v—0) ke%«
k=k  k+k=k k=k k+k<k
_v_sv (w—g—0—3s)!
T Z Z Ot Z Z Z 2 ik
keﬂ(w v— s)ke )i’r( kel/r(w g—0—s) ke%( ) ketr(o :
k=k  k+k=k k=k k+k<kk+k+k5k
0 * *
+ | &Y, —E— 32 * <0, (4.40)
0 0 -0 — ®§<
com
! ¢/
AWt < x 0 * x
A A
Mgy = G it 0 M = S 0 - 8 :
BiSi iz AG i 0 k—k—k>Ck
! ! ¢/
R 0 * % R KkBkSk—fc—k—lAc—i_Sk_f( % lAcBIAcKE * %
O = 0 0 x i = G i—r-iBikx 0
kafcfchlAc 00 0 0 0
e
A (w—g)! N (w—q)!
oS ) TR Wt L S
ke Ay (w—g) : ke A (w—q) )
k=k k=k
N (w—¢q)! N (w—v)!
%S Y T G &S ) T Hg
ke )E’r(wfq) . ke Ay (w—v) :
k=k k=k
entdo

nw=( Y #m) (¥ ) (4.41)

ket (v) ket (v)

¢ um ganho de controle estabilizante de realimentacdo de saida para o sistema nebuloso T-S dado em
(4.2).
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Prova: Tem-se que

com Q(u) dado por

S
Q) 2 Pyl) ~ S,(1)' + Gy (W)A(W) + Gy (W)B()K, (1)
B(p)'Sq()" +Jy(1)Cr (1) — Hy (1) Ky (1)
* *
—Gy(1) — Gy(1)' * (4.42)
'Gy(1)' —H, (1) —H, (1)’

e, se as LMIs (4.40) sdo verificadas, Q(u) < 0.

Pré- e pés-multiplicando (4.42) por T e T’ respectivamente, com

r=lp 0 W st =0 e -k

tem-se
{Acz(u)’Sq(uY+Sq(u)Acz(u) * <0
Po(p) = Sq(1) +Gg()Aa (1) —Gy(u) —Gy(p)'
Ac(p) =A() +B(p)Ly (1)Cr (1) (4.43)

As condicdes acima asseguram a estabilidade de A (u), com L, (1) = H; ' (u)J, (1), pois, usando
a mesma transformagdo que em (4.37), tem-se Ay (1) Py(it) + Py(1)Aq (1) < 0, com Py(i) com
a estrutura (4.24). Observe que, a mesma transformagio de congruéncia com S(u) = 0 certifica a
estabilidade de (A(u) +B(u)Ks((t)) (hipétese inicial), pois

A(p)'Sq(p) + Sq(m)A(1) * <0
P() — S(8) + Gy (AW) —Gqlst) — Gy(i)
com A(u) dado em (4.38). .

O préximo teorema projeta um controlador com realimentacio estética de saida com custo garan-
tido %, dado por 7.

Teorema 4.7 Sejam K, € R™", k € #,(s), s = (s1,...,5n), as matrizes dadas de um controlador
de realimentagdo de estados. Se existirem g = (g1,...,8n), V= (V1,...,vn), ¢ = (q1,---,qn), matrizes
simétricas definidas positivas P, € R™", k € J#,(g), com a estrutura (4.32), matrizes Sy, Gy, Ok,
ke .(q), Hy, Jy, k € #,(v), um escalar y > 0, tais que as seguintes LMIs sdo verificadas para todo
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ke (w), w=max{g,g+0+s,v+s,s+0}

EEEDY Z Z >'><

ke A (w—q— o‘)kEJfr (o)

k=<k  k+k=k

A’S’ i TS * * * * ]
O i = : o
El}Sk—fc—A Eic k—k—k / 0 * *
Q1 0 ittt 0 *

/1 Q! ¥ali / .

L B kK k—k—k B k™ k—k—k 0 D léQk—k—k 0 J
D * * * *
O, — Y+ P _Ek_E;C * * *

+ 0 0 —7*Y; * * <0, (4.44)
e@k 0 0 Yk — Hk — H;c *
N+ Ok 0 M, 0 -0, -0,

com

w — ' - w
q)k = Z ( 7 g> Pk*];’ (‘Plﬁnk?:‘k) £ Z Q (Sk ko Qk i Gk k)

|
I?e}g(wfg) : ;G%‘(W*‘I) k )
k=k k=k

) —v—0)!
= ), w=v) He o (Sod)= ) Z - )<Jk—1”<—1}CC,;7Jk—/E—IEFC,;>

kestr(w—v) ’ ket (w—v—0) ke%
k=k k=k k+kjk

(2x, Py, Hr) = Z y Y (W—qjc—s)lx

|
ke tr(w—q—0—s) ke Ay (s) ketr(o) k!
kjk ket k=k k+k-+k=<k
/
(KiBS, i+ Sei Bk GorriBike Qi iDike)

—py—g)! |
D T M et

—k)!
ke%(w v—s) ke/ﬂ( ) ke A (w) ( k) :
k=k  k+k=k k=k

entdo

nw=( Y #m) (¥ ) (4.45)

ke (v) ke (v)

é o controlador nebuloso de realimentacdo estdtica de saida que estabiliza o sistema nebuloso T-S

dado em (4.2) com um custo garantido % dado por 7.

Prova: Primeiramente, note que

Y =)
ke (w)
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com Q(u) dado por

A(p)'Sq(1)" +Sq(1)A (1) * *
Po(1) = Sq(1)' + Gy ()A () —Gy (1) — Gy (1)’ *
E(W)'Sy(u) E(1) Gy(u) 71
Q,(1)C(u) 0 Qq(1)'F ()
B(u)'Sy(1) +1o(n)C (1) — Ho(u)Ks(1) — B(u)'Gy(u)" Jo(1)Fe (1)
* *
* * <0, (4.46)
1=04(1) = Qq(1) *
D(u)'Qq(n)  —Hy(u) —Hy (1)’
em que A(u) dadoem (4.38) e C(u) = C(u)+D(u)K, (). Portanto, se as LMIs (4.44) sdo verificadas,

Q(u) <0.
A LMI (4.46) pode ser reescrita como a condic@o i) do Lema 1.3 (Lema da Eliminag@o), ou seja,

Qu) = +¥v XU+ (VZU) <0, com

a(1) +Sq(m)A (1) * * * *
Py(1) = Sq(1) 4+ Go()A(1)  —Gy(1) — Gy (p)’ * * *
D= E(p)'Sqy(1)’ E(W)' Gq(u)' —71 * *
Qy(1)'C (1) 0 Qq(1)'F(p) 1—0Qq(1)—Qq(u)" *
B(1)'Sq(n)’ B(1)'Gy(u)' 0 D(u)'Qq(u) 0
Definindo .4, € .4;, como
1 0O 0 O
0 I 0 O
T A
0 O _0 1
Y(u) 0 Y(u) 0
tais que ¥ =0e A,/%' =0, as desigualdades da condi¢do ii) do Lema 1.3 resultam em
A(W)'Sq() +Sq(m)A (1) *
MON = [ I A <0 4.47
Po(1) — Sy(1) + Gg(A(H)  ~Go(p) — Gy’ @40
e em
Sq()Ac () +Ac () Sq()" Pe(pt) — Sq(p) +Act (1) Gy (1)’
* —Gy(1) — Gy(u)'
* *
* *

0
<N DN, <0, (448
F(1)' Qg (1) ‘ (559

—04(1)' Q1)
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pois (1 — 0y (1))’ (I~ Qy()) = 0, implicaem —Q, (1) Qy(1) < I~ Og(t) — Oy (1), e em que Ay (1)
¢ definido como em (4.43) e

Cer(1t) = C(u) +D(U)Ly (L)Cr (1) Ea(ut) = E(1) +B(r)Ly (1) Fr (1)
Fu(p) = F () +D(u)Ly (1) Fy (1)

A LMI (4.47) é a condigdo de estabilidade de A(u) + B(u)Ks (1), assegurando que Ki(p) é um
ganho estabilizante de malha fechada.
A multiplica¢do de (4.48) a direita por T3 e a esquerda por T3, com

I 0 0

T — Acl(.u) Ecl(.“) 0

3 0 I 0 )
0 0 o'

resulta no bounded real lemma [BEFB94] com a matriz simétrica definida positiva Py(tt) como
em (4.24), implicando V(&) +y'y — y¥*w'w < 0. Portanto, o controlador de realimentacio estitica

de saida (4.45) estabiliza o sistema nebuloso T-S dado em (4.2) com custo garantido .77, dado por 7.

Observacao 4.3 Os teoremas apresentados fornecem um procedimento em duas etapas para o pro-
jeto de controladores nebulosos por realimentacdo de saida para sistemas nebulosos T-S. Além disso,
qualquer ganho estabilizante de realimentagdo de estados poderia ser usado como dado de entrada
para os Teoremas 4.6 e 4.7, mesmo com estruturas polinomiais mais complexas do que em (4.36).
No Teorema 4.5, diferentes escolhas do escalar B podem produzir diferentes valores para o custo
garantido 7, no Teorema 4.7. Para obter custos garantidos 7. menores, pode ser usada uma heu-
ristica para encontrar 3, como por exemplo por meio de algum procedimento de busca linear, ou
entdo usando os valores de B em algum conjunto pré-definido. Ainda ndo hd na literatura estratégias
que busquem controladores otimos no primeiro estagio a fim de minimizar um critério de desempenho
na condigdo do segundo estdgio. Uma estratégia na literatura chamada de hit-and-run [AGPP10],
gera dominios aleatorios no primeiro estdgio para encontrar uma familia de controladores estdticos

de saida que estabilizam um sistema invariante no tempo sem incertezas.

Realimentacao de estados a partir das condicoes de realimentacio de saida

O Teorema 4.5 fornece um controlador de realimentacdo de estados assegurando a estabilidade
do sistema nebuloso T-S em malha fechada para variagdes arbitrarias das funcdes de pertinéncia.
Contudo, condi¢des com mais graus de liberdade, i.e, com mais varidveis de folga e sem imposi¢ao de
estrutura nas mesmas, podem ser obtidas por meio dos Teoremas 4.6 e 4.7, visto que o um ganho de
realimentacdo de estados pode ser enxergado como um ganho de realimentagao de saida com a matriz

Ce(p)=1.
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Observa-se que uma condicdo necessdria para a factibilidade dos Teoremas 4.6 e 4.7 € que os
autovalores da matriz dinamica de malha fechada do sistema nebuloso T-S formada pelo controlador
de realimentacéo de estados obtido no primeiro estagio, A(1)+B(u)K (1), tenha partes reais negativas

para todos os possiveis valores de u, ou seja,
{x — A1 M) € R": Re {4 (A() + BK ()} >0, i=1,....n, Vu € 02/} - {@}.
Isto motiva a seguinte defini¢do.

Definicao 4.1 Uma matriz K(u) € R™" é denominada como um controlador candidato de reali-
mentacdo de estado se todos os autovalores do sistema em malha fechada A(1) +B(U)K (1) possuem

as partes reais negativas para todo U € Y.

Para gerar uma classe mais geral de controladores de realimentacdo de estados candidatos a ganhos
de entrada para o Teorema 4.6, no sentido de aumentarem as chances de encontrar controladores
estabilizantes no segundo estdgio, as restri¢des de estrutura nas matrizes Wy, e G podem ser descartadas,

como apresentado no seguinte corolério.

Corolario 4.1 Seja B > 0 um escalar dado. Se existirem g = (g1,...,8n) € S = (S1,...,,), matrizes
simétricas definidas positivas W, € R"™", k € #,(g), uma matriz G € R"" e matrizes Z; € R™*",
k € #.(s), tais que tais que as LMIs (4.35) sdo verificadas para todo k € %, (w), w = max{g,s+ o},

entdo

Kw= Y uvr=Y vz,
ke (s) ke ()

é um controlador candidato de realimentacdo de estados para o sistema nebuloso T-S (4.2).

Embora o Coroldrio 4.1 ndo garanta a estabilidade do sistema em malha fechada para o controlador
de realimentacio de estados projetado K; (i), se as condi¢des do Teorema 4.6 (segundo estégio) forem
verificadas, tanto o controlador de estados candidato, obtido no primeiro estdgio, quanto o controlador
obtido no segundo estdgio garantem a estabilidade do sistema nebuloso T-S. Em vista dessa discussao,

apresentam-se os seguintes corolarios.

Corolario 4.2 Sejam K, € R™", k € J#;(s), s = (s1,...,s,), as matrizes dadas de um controlador
de realimentagdo de estados. Se existirem g = (g1,...,8n), V= (V1,..-,vn), 4= (q1,---,qn), matrizes
simétricas definidas positivas P, € R"™", k € J;(g), como em (4.32), matrizes Sy, Gi, k € #(q),
Hy, Ji k€ X (v), tais que as LMIs (4.40), com C¢ (1) = I, sdo verificadas para todo k € J;(w),
w=max{g,q+ o +s,v+s,s+ 0}, entdo L,(t), dado por (4.41), é um ganho de realimentacdo de

estados estabilizante para o sistema nebuloso T-S dado em (4.2).

Corolario 4.3 Sejam K, € R™", k € J#;(s), s = (s1,...,s,), as matrizes dadas de um controlador
de realimentagdo de estados. Se existirem g = (g1,...,8n), V= (V1,-..,vn), ¢ = (q1,---,qn), matrizes
simétricas definidas positivas P, € R"", k € #,(g), como em (4.32), matrizes Sy, Gy, O, k € #7(q),
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Hy, Ji, k € J(v), e um escalar y > 0 tais que as LMIs (4.44), com C¢(1) = 1, sdo verificadas
para todo k € . (w), w=max{g,q+ 0 +s,v+s,s+ 0}, entdo L,(), dado por (4.45), é um ganho
de realimentacdo de estados estabilizante para o sistema nebuloso T-S dado em (4.2) com custo

garantido 7% dado por .

4.4.2 Exemplos numéricos

E claro que, para diminuir o conservadorismo das solucdes, o grau g associado a funcio de Lyapu-
nov utilizada, o grau ¢ das varidveis de folga e o grau s do controlador do primeiro estdgio devem ser
aumentados, exigindo-se maior esforco computacional. Por outro lado, os graus associados a lei de
realimentacdo de saida, dados por v, dependem dos propdsitos do projeto em questdo. Apesar da es-
trutura da matriz de Lyapunov (4.24) assumir que todas as varidveis de estado sdo varidveis premissas
(como estabelecido pela regra nebulosa (1.5)), alguns estados podem ser descartados impondo-se que
os elementos nas respectivas posi¢des na diagonal de (4.24) sejam constantes (ou seja, grau g; = 0),
como em [MPAQ9, Exemplo 4], [RWO06, Exemplo 2]. Um ganho de realimentacdo constante (que nao
depende das varidveis premissas) pode ser obtido selecionando-se v = (0,...,0). Uma lei de controle
que depende apenas de alguma varidvel premissa especifica pode ser construida escolhendo-se um
grau v; correspondente diferente de zero. Nos exemplos, o escalar B do Teorema 4.5 foi escolhido no
conjunto {1,0.1,0.01,0.001,107°}.

Exemplo 4.4 Uma base de dados de sistemas nebulosos T-S continuos no tempo € considerada

usando as segumtes regras.

1 : Sexi(t)é M} exy(r) é M3 entdo Ky . Sexi(t)éM; exp(t) é M5 entdo

{ (1) = Anx(r) + Bru(r) { x(1 )= X(I)+ 2u(?)
§(1) = Cux(r) C( ): 2x(t)

R Sex|(t) é M3 e xp(r) é M3 entdo Ry Sexi(t) é M? e xy(r) é M3 entdo

{ X(t) = Ag1x(1) + Boyu(t) { C( ): 20X(t) + Bou(1)

C(t) = Cax(r) (1) = Cox(t)

com matrizes (A;;,B;j,Cij), i,j = 1,2, A;j € R?>*?, geradas aleatoriamente seguindo procedimento
semelhante ao descrito em [MBBO04], garantindo a existéncia de um ganho constante de realimentacao
de saida tal que o sistema em malha fechada seja Hurwitz estavel para qualquer ¢ fixo. O nimero de
entradas m e saidas medidas p sdom = {1,2} e p = {1,2}, com 25 sistemas para cada par {m, p}.
Em termos de estabilizac@o por realimentagdo estdtica de saida, o método de [BGMO9] (conside-
rando os limitantes das derivadas temporais das funcdes de pertinéncia no conjunto {—10, —1,—107!,
—1072}) falhou em todos os casos. A Tabela 4.4 mostra o nimero de sistemas que foram estabilizados
pelas condic¢des de [FLKT06], que utilizam uma funcdo de Lyapunov quadritica, e pelo Teorema 4.6.
Como pode ser visto, o Teorema 4.6 conseguiu estabilizar um nimero maior de sistemas em relacdo
a [FLK06], ilustrando o bom desempenho das condi¢des propostas. Observe também que, 2 medida

que os graus da matrizes polinomiais envolvidas nas LMIs aumentam, mais sistemas sdo estabilizados.
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Note também que a estratégia de projetar um controlador de realimentacio de estados, por meio de
uma fung¢io de Lyapunov quadrdtica (g = (0,0)) e varidveis de folga afins (s = (1, 1)) no Teorema 4.5
ainda fornece bons resultados, ndo incluidos na Tabela 4.4 por razdes de espaco.

Note que mesmo que todas as varidveis de estado tenham sidas utilizadas na constru¢cao do modelo
T=S, ha casos em que algumas ou todas as varidveis premissas (dependentes dos estados) ndo estiao
disponiveis em tempo real para a implementacdo da lei de controle. Essa situacdo prética € ilustrada
na Tabela 4.4 por meio dos graus das matrizes que compdem o controlador dinamico de saida v =
(vi,v2). As situagdes simuladas sdo: sem medi¢do de x;(¢) ({g,g,0}), de x1(¢t) ({g,0,g}) ou de
ambas ({g,0,0}), em que, para simplicidade, g é o valor usado para g, g2, 51, 52, g1 € g2, que Sdo
os graus da fun¢do de Lyapunov do Teorema 4.5 e 4.6 (g1,g2), do controlador de realimentagdo de
estados (primeiro estdgio) (s1,s2) e das varidveis de folga (g;,g2). Como esperado, quando uma das
varidveis premissas nao estiver disponivel, o desempenho 77, garantido diminui, e o pior caso ocorre
quando nenhuma varidvel premissa € usada na lei de controle, ou seja, quando € utilizado um ganho

de realimentacdo estética de saida constante.

Tabela 4.4: Numero de sistemas estabilizdveis no Exemplo 4.4 para m entradas e p saidas (25 casos
para cada par {m, p}) usando [FLK 06, Teorema 9] (FLK06), € usando os Teoremas 4.5 e 4.6 (T4.5-
T4.6), com graus representados por {g, v, v}, em que g € o valor usado para g1, g2, 51, 52, ¢1 € ¢2, que
sdo os graus da fungdo de Lyapunov dos Teoremas 4.5 ¢ 4.6 (g1,g2), do controlador de realimentacdo
de estados (s1,s2) e das varidveis de folga (¢1,42), € (v1,v2) sdo os graus do controlador estético de
saida.

FLKO06 T4.5-T4.6
m_p {111} {2,2,2} {444} {1,1,0} {2,2,0} {1,0,1} {2,0,2}] {1,0,0} {2,0,0}
|l 6 8 9 9 6 8 6 8 5 5
2| 2 7 7 7 7 7 7 7 6 7
5 1 1 3 4 4 2 3 3 2 1 2
2| 2 7 10 11 2 3 2 5 1 2
Total 11 25 30 31 17 21 18 22 13 16

Exemplo 4.5 Considere o sistema nebuloso T-S dado por (4.2) com
3.6 —1.6 —15 —1.6 —0.45 —1
Ar= {6.2 —4.3}’ Az = [6.2 —4.3}’ Bl_{ 3 } By = {—3}’
0.1 —0.1 0.1 0 0.108 0
Er= {0.001} » B2= {—0.083} » Ca= {0 0} » Ca= { 0 o] ’

0.1 —0.1 0 0
D= {0.05}’ D2 = {—0.05}’ fi= {0.1]’ f2= {—0.1]

Ci=1[7 -2], G=[5 —4],

sendo que x| (¢) é a varidvel premissa.
A Tabela 4.5 mostra os custos 77 obtidos com os Teoremas 4.5 e 4.7 para vdrios valores dos
graus da funcdo de Lyapunov (g), varidveis de folga (g), controlador de realimentacdo de estado (s) e
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controlador de realimentagdo de saida (v). Observe que os valores da norma diminuem a medida que
os graus (g,q,s,v) aumentam e que o caso g = 0 corresponde a estabilidade quadratica.

Tabela 4.5: Custos garantidos .77 obtidos com os Teoremas 4.5 e 4.7 (T4.5-T4.7) para diferentes
graus (g,q,s,v) no Exemplo 4.5. V é o nimero de varidveis escalares e L é o nimero de linhas de
LMIs.

Método Y L | V | Tempo (s)
T4.5-T4.70,1,1,1) | 0.30 | 50 | 44 0.10
T45-T4.711,1,1) | 0.12 | 52 | 46 0.15
T4.5-T4.7(4444) | 0.05 | 124 | 98 0.46

4.5 Realimentacao dinamica de saida

O objetivo € projetar o controlador dinamico de saida de ordem n. < n para o sistema nebuloso
T-S dado em (4.2). Para n. < n, o controlador é denominado ser de ordem reduzida. O controlador é

dado por

(4.49)
u(t) = Ce(t)xe (1) + De(1) E (1)

em que x.(t) € R" € o vetor de estados do controlador, A.(u) € R" ", B.(u) € R™*P C.(u) €
R™*" e D.(u) € R™*P sdo as matrizes do controlador com a estrutura multi-simplex, como em (1.46)-

{fcc(t) = Ac(t)xe(r) +Be(p)E (1)

(1.47). Um controlador de ordem completa é obtido com n, = n e um controlador estatico de saida
com n, = 0 (neste caso, somente D () existe). A escolha da ordem n. constitui um grau de liber-
dade a mais para o projetista balancear desempenho e estabilizabilidade com custo computacional em
implementagdes praticas.

Aplicando o controlador (4.49) ao sistema nebuloso T-S dado em (4.2), o sistema em malha fe-

chada pode ser descrito como

{ é(t)ziicz(u)é(t)ﬂ?cz(u)W(t) (4.50)
(1) = Ca ()& (1) + Fey (1) w(1)
em que & (1) = [x(t) x.(t)']’ é o estado aumentado e
7 _ (AW +B(U)D(1)Cr (1) B(u)Ce(p) | 7 _ |E(W) +B(1)De(p)Fe (1)
A= 17 pucy () ) B = [

Co() = [C(u) +D(u)De(1)Cr (1) D(u)Ce(p)],  Fu(p) = [F(u) +D(u)De()Fr (1)) .

Denotando
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as matrizes do controlador podem ser obtidas a partir do seguinte problema de realimentagdo estdtica
de saida [EOA97, YS09]: determinar uma lei de controle de realimentaco de saida i(r) = L(ut)C (1)
com custo garantido 7%, para o sistema aumentado

D(p)i(r) (4.51)

com

Ccl = ey 5] Fe= || 0= [0 e to= 30 e
Para lidar com variacdes arbitrariamente rapidas das varidveis premissas, a funcao de Lyapunov

nebulosa tipo integral de linha (4.4) é utilizada para o sistema aumentado (4.51).
De modo andlogo ao realizado em (4.8), o vetor nebuloso f(&) é parametrizado para a varidvel de

estado aumentada &, ou seja,

com
- - . P 0
Po(it) 2 Pt By(u), Pyl = [Fe M) (4.53)
0 Pa
0 P12 D1 ntn,
B2 P12 0 D2.n+n,
pl,n+nc p2,n+nc te 0
Pntlntl 0 “e 0
A A 0 Pn+2n+2 0
A — . . . . 5
0 0 o Pntnentng

sendo que Py(u) é dado por (4.25), pii,. (1) dado por (4.26) uf" (x;) dado por (3.5).

Observacgio 4.4 Para a funcdo de Lyapunov V(&) ndo depender do caminho p(0,&), pelo Lema 4.1

(&) deve satisfazer
dfi(§)  dfi(&)

= , Lj=1,....,n+nc. (4.54)

dé; d&; ‘
Como mostrado no Teorema 4.3, os termos diagonais de Py(1), dados por p;i(-), i=1,...,n+ne,
devem depender respectivamente apenas de &, i = 1,...,n+ ne, para verificar (4.54). A estrutura

(4.53) garante esta condigdo, pois para i < n esta condi¢do é assegurada por Py(lt) dado por (4.25)
e, para i > n, os termos diagonais sdo fixos como constantes em Py, uma vez que as funcées de

pertinéncia [ ndo dependem de x.(t).
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Para construir matrizes de Lyapunov polinomiais homogéneas, Py(1t) é dado por (4.31), cujos

termos homogeneizados siao

(4.55)

~x [P O
Py = Py, ..k, = CkPA+ [ k } ,

0 &Py
com P, dado em (4.33) e Ck;» Cx dados em (4.34).

4.5.1 Resultados principais

Antes de apresentar os teoremas referentes a sintese de controladores de realimentagao dinamica
de saida, € necessdrio introduzir um resultado para a sintese de controladores de realimentacdo de
estados para o sistema aumentado (4.51) para ser usado como parametro de entrada. As condi¢des do
Teorema 4.5 poderiam ser aplicadas, utilizando as matrizes do sistema aumentado (4.52) para obter o
controlador de realimentacdo de estado, porém essa estratégia produz resultados insatisfatorios, uma
vez que o controlador obtido K (1), dado por (4.36), possui matrizes esparsas, resultando em matrizes
do controlador dindmico B.(t) e C.() com valores nulos, ou seja, levando a um controlador estdtico,
ao invés de dindmico, de saida. Para contornar esta dificuldade, seguindo linhas apresentada em
[YS09], a estrutura do sistema aumentado em malha fechada por um controlador de realimentacdo de
estados,

Ap) £ A(w) + B(p)Ks (1), (4.56)

pode ser ajustada para incluir o termo X;(u) € R"™*", de dimens@o apropriada, e que pode ser visto

como um grau de liberdade adicional, como se segue

Ap) =A(u)+B(u) T, () Ty(w)K(w),

Mm:Léw>ﬂ'

O termo T;(u) é absorvido em K;(u), e a condic@o de estabilizabilidade para o sistema aumentado

com

(4.51) fica como a seguir.

Teorema 4.8 Sejam B > 0, uma matrizY € R"™*" ¢ 0 < n. <n, a ordem do controlador dindmico de
saida, dados. Se existirem g = (g1,...,8n) € S = (S1,...,8y), matrizes simétricas definidas positivas
W € R exntie ke #.(g), com a estrutura (4.55), uma matriz G € R""*""e com estrutura
apropriada, matrizes Zy, € R"*" Zz, € R™", Zy € R™ " e Q) € R™ %, k € H,(s), tais que as
seguintes LMIs sdo verificadas para todo k € J#,(w), w = max{g,s+ o}

s | AFAL QA+ *

| =
T O - B(A+ ) —B (P t+ )

<0, (4.57)

com

w—o)! . w—g)! w)!
Ay = Z gAk_f(Gl, b, = Z %Wk—l}’ ¥ = Z (~) G,

ke,}{;«(wfc) : lze,)fr(wfg) l;e;%«(w)
k=k k=k k=k
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B (w—s—0)! [ BiQy 1 Y +BiZ3, ; , BiOy i i +BiZs
Qk _ Z Z [ 0 k—k—k 0 k—k—k
kegtfr(w s— o‘)kE%(
k=k  k+k=k
0 0
+ ) — { }
ke)i’r(w 9 k! szficY sz—l'c
k=k
entdo
Y Z
B k 2% 2% N—1
Ki(u)= ), MWK, Kie= [QkY +Zs, Qk+Z4k] (@) (359

ke Ay (s)
é um controlador de realimentacdo de estado de grau s para o sistema aumentado nebuloso T-S dado
em (4.51) com w(t) = 0.

Prova: Primeiramente, note que

b oy JAR)G +GA () + Q(u) + Q(u) .
key;r(mu He= = {Wg(u>—G+ﬁ(~( )G +Q(1)) —B(G+G’)}’
Q) - lB(u)Qs(u)Y+B(u)Zss(u) B(u)Qs<u)+B(u)Z4s(u)]

ZZs(»u)Y ZZs(,u) .

Denotando Q (1) = X,(1)Zy (1), (1) pode ser reescrito como

() = [BRXUZs ()Y + B(u)Zss (1) B(u>Xs(u)Zzs(u>+B(u)Z4s(u)]
Zos(1)Y Zos(1)
= B()T (W)Z:(w),

em que B(u) é dado em (4.52) e

5 oy o | Zas()Y Zos(1) A 1 0
2 ® [T Zan) 0% | 1)

Se as LMIs (4.57) sdo verificadas, entdo I'(1) < 0. Pré- e pés-multiplicando I'(u) por V e V’
respectivamente, com V = diag(G~',G™1), tem-se

o[ MA()+AuyM , }
rws { Py(u) —M' +BMA(n) —BM+M') (4.59)

com A(u) dado por (4.56), M £ G !,
Felu) = G W(w)(@) (4.60)

{QY . ?} ey éi:éﬁ%] @
[Qv Zz;+Z3s (1) Os( Z)ziz% }
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Pré- e pés-multiplicando 2/ () por [I  A(u)’] e por seu transposto, respectivamente, para obter
A(u) Py(u) + P, (u)A(1) < 0 e, como P,(it) > 0 tem a estrutura (4.53), tem-se V(&) < 0, como
demonstrado em (4.17). "

Da mesma forma que na Secdo 4.4, para aumentar as chances de encontrar controladores de re-
alimentacdo dindmica de saida no segundo estagio, utilizar-se-4 o seguinte coroldrio, sem restricdes
de estrutura em Wy e G, para gerar um controlador candidato de realimentacio de estados a ser usado
como parametro de entrada no teorema que proporcionara (4.49).

Corolario 4.4 Sejam B > 0, uma matrizY € R"™*" ¢ 0 < n. < n, a ordem do controlador dindmico
de saida, dados. Se existirem g = (g1,...,8n) € s = (s1,...,S,), matrizes simétricas definidas positivas
W € R"extne | e . (g), uma matriz G € R"™ "> e com estrutura apropriada, matrizes Zyy €
R™*" Z3, € R™", Zy € R™ e, e Qp € R™ e, k € K, (s), tais que as LMIs (4.57) sdo verificadas
para todo k € . (w), w=max{g,s+ o} entdo K,(LL), dado por (4.58), é um controlador candidato

de realimentagdo de estados para o sistema nebuloso T-S aumentado (4.51) com w(t) = 0.

Observacao 4.5 As LMIs do Teorema 4.8 e do Coroldrio 4.4 dependem de um dado escalar B e de
uma dada matriz Y, que representam graus de liberdade a serem explorados na busca de uma solugcdo
factivel. A matriz Y é usada para ajustar a dimensdo do bloco (1,1) de Zy(u) a fim de recuperar
Xs(W) a partir de Qs(,u)Zg1 (1). Nos exemplos, foi usado Y = Ly % (n—1) On.x1], mas outras escolhas
(com dimensoes apropriadas) poderiam ser empregadas. Note também que, diferentemente do que foi
proposto em [YS09], as condi¢des de estabilizabilidade obtidas pelo uso da matriz Ty(IL) propostas

neste trabalho ndo apresentam bilinearidades.

O préximo teorema apresenta condi¢des suficientes para a existéncia de um controlador dindmico

de saida de ordem n,.

Teorema 4.9 Sejam K € R"™"e*" e fc 7 (s), s = (s1,...,5,), as matrizes dadas de um con-
trolador de realimentacdo de estados, e n. a ordem do controlador dindmico de saida. Se existi-
rem g = (g1,---,8n), V= (Vi,..-,Vn), ¢ = (q1,--.,qn), matrizes simétricas definidas positivas P €
R exm e ke #(g), com a estrutura (4.55), matrizes Sy, Gy, k € #:(q), Hy, Ji, k € 7 (v), tais
que as LMIs (4.40) aplicadas as matrizes aumentadas (4.52) sdo verificadas para todo k € Jt,.(w),
w=max{g,q+ 0 +s,v+s,5+ 0}, entdo

—(x wu) (L ) (4.61)

ket (v) ke (v)

sdo as matrizes de um controlador nebuloso dinamico de realimentagdo de saida de ordem n. dadas

em (4.49) que estabilizam o sistema nebuloso T-S de malha fechada (4.50) com w(t) = 0.
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Prova: Segue da prova do Teorema 4.6, considerando

A(n)'s () Sq(WA (1) + K (1) B(1)' S (1) +Sq () B(1)Ks (1)
Qu) = Py(1t) —Sq(p) + ( JA(H) + Gg(u)B(1)Ks (1)
(u)’ Sq(1) +J,(u)C (1) — v( )K(1)
* *
—Gg(1) — Gq(u)' x
B(u)'Gy(p)  —Hy(u)—H,(u)

O préximo teorema apresenta condigdes LMIs suficientes para a existéncia de um controlador

dindmico de saida de ordem n, com custo garantido .77 dado por 7.

Teorema 4.10 Sejam K € R™"e*" e k€ J,(s), s = (s1,...,8,), as matrizes dadas de um contro-
lador de realimentacdo de estados, e n. a ordem do controlador dindmico de saida. Se existirem g =
(g1,---58n), v=1,-.sv), = (q1,--.,qn), matrizes simétricas definidas positivas P, € R" ">,
ke #,.(g), com a estrutura (4.55), matrizes Sy, Gy, O, k € #,(q), Hy, Jy, k € #(v), um escalar y > 0,
tais que as LMIs (4.44) aplicadas as matrizes aumentadas (4.52) sdo verificadas para todo k € J,(w),

w=max{g,q+ 0 +s,v+s,5+ 0}, entdo

-------------------------- -( X uka)l( Y u)

ket (v) ke (v)

sdo as matrizes de um controlador nebuloso dindmico de realimentacdo de saida de ordem n. dadas
em (4.49) que estabilizam o sistema nebuloso T-S de malha fechada (4.50) com um custo garantido
I, dado por .

Prova: Segue da prova do Teorema 4.6, considerando

(A(u) +B(n)Ks (1)) Sq(1)" + Sq () (A(p) + B(1) Ky (1)) *
Py(1t) = Sq(p) + Gy (1) (A(1) +B(1)Ks (1)) —Gy(1) — Gg(1)'
Qu) = 2 (1) Sq ()’ E(1)'Gg(1)
Q) (C(1) + D(p)Ks(1)) 0
B(W)'Sq(p) +Ju(1)Cy (1) — Hy (1) Ky (1) (1) Gg(n)'
—7y2I * *
Oq(1)'F (1) I‘Qq(u>—Qq(N>/ *
J(WFe () D) Qq(n)  —Hy(u) —Hy(p)'

Note que a matriz de Lyapunov (4.53), mesmo com uma estrutura particular, ¢ mais geral que
as utilizadas na literatura de sistemas nebulosos T-S para o problema de realimenta¢do dinamica
de saida [LWNTO00, NS06, DYO08, Yon09, YD10], que sd@o baseadas em uma matriz de Lyapunov
constante, e fornece melhores resultados que a abordagem descritora em [GBMO09], para o caso em
que os limitantes das derivadas temporais das funcdes de pertinéncia nio sdo conhecidos.
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4.5.2 Exemplos numéricos

Exemplo 4.6 Considere o sistema nebuloso T-S em [GBMO09, Exemplo 1], dado por

P - Sex; é M} entdo x =Ax+Bju, {=Cix
K> : Se x1 éM12 entdo X = Apx+ Bou, § =Cox

com matrizes
—5a 10 -2 10 0
Al:[—l —2}’ Azz{zo —2}’ Bl:{lo}’
0 1 0.5 -0.8 0
m=lg) a=lo ) =[5

As fungdes de pertinéncia sdo dadas por py1(x;) = 0.5+0.5sen(x;) e wya(x1) =1 — pyp(xq)-

O objetivo € encontrar um controlador de realimentacdo dindmica de saida estabilizante para cada
par (a,f3) com =5 < ¢ <20 e —20 < B <0. Aplicando os Teoremas 4.8 a 4.9, foi possivel encontrar
controladores estabilizantes, com graus g,s,q > 1, para o mesmo conjunto de pares factiveis (a, )
do que os obtidos com a condi¢do [GBMO09, Teorema 1], e produzindo melhores resultados do que
[LWNTOO, Teorema 2].

A principal vantagem do método proposto neste exemplo € proporcionar mais flexibilidade para
o0 projetista € menos exigéncias para a implementacdo pratica. Os mesmos resultados sao verificados
(mesmo conjunto de pares factiveis (a, 8)) para controladores de realimentacio de saida de ordem 2
(ordem completa), 1 (ordem reduzida) e O (estatico). Além disso, um controlador robusto pdde ser
projetado com v = 0 (grau do controlador de saida) para o caso de x| ndo estar disponivel para todos
os pares factiveis (@, f3).

E importante notar que, diferentemente do [GBMO09, Teorema 1], as condi¢des propostas nio
exigem que o limite superior de fi;1(x1) seja calculado pelo projetista, permitindo que as fungdes de

pertinéncia possam variar arbitrariamente.

Exemplo 4.7 Considere o seguinte modelo nebuloso T-S

X : Se xy éMl1 entio . Se xy éMl2 entio
X=Aix+Ew+Bju X=Ax+Exw—+ Bu
y=Cix+Fiw+Du y=0Cx+F,w+Dou
§=CoxtFyw § = CoxtFyw

com

~742 —0.6 0.4 3

—24 —-0.1 —1 0
CCl = [1 2]7 FCI =2, Ay = |:32.5 _1‘2]7 E, = {0‘4], B, = L}, G = [0.9 0.7},

F,=2, D,=02, C,=[1 2], F,=2.
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A Tabela 4.6 mostra os custos garantidos .77 obtidos com o Corolario 4.4 e o Teorema 4.10 para
varios graus. A varidvel escalar 8 no Corolario 4.4 foi escolhida do conjunto {10,1,0.1,0.01,0.04,
1073, 1079, 10_9}. Os resultados sao comparados com as condi¢des de [LWNTO0O0, Teorema 8] e
[DYO08, Teorema 1]. Como pode ser visto, os custos garantidos .77, obtidos com o controlador de
realimentacdo dindmica de saida proposto (4.49), de ordem n. = 1, sdo menores do que os custos
obtidos com controladores de ordem completa (n, = 2) da literatura. Observe também que melhores
resultados s@o obtidos a medida do aumento dos graus g, s, g € v da funcdo de Lyapunov, varidveis de
folga, e controladores do primeiro e segundo estigio respectivamente. O prego a ser pago € o aumento

do custo computacional que, no entanto, continua aceitavel.

Tabela 4.6: Custos garantidos .77, dados por ¥ do Exemplo 4.7 com diferentes graus g = 51 =
g1 = v1 no Coroldrio 4.4 (com 8 = 1) e Teorema 4.10 (denotado por C4.4-T4.10,,) comparados com
[LWNTOO, Teorema 8] e [DYO0S, Teorema 1]. A ordem do controlador dindmico de saida é n,..

Método ne Y Tempo (s)
[LWNTO00, T8] | 2 | 4.3633 0.11
[DYO08, T1] 2 | 4.3597 0.42
C4.4-T4.105 -1 | 1 | 4.0138 0.13
C4.4-T4.104,,— | 1 | 3.5886 0.18
C4.4-T4.104,—4 | 1 | 3.5325 0.39

Para o caso g = 1 e n, = 1 as matrizes de Lyapunov e as matrizes que compdem o controlador

dinamico (4.61) sao dadas por

| 4.01 0.06 —2.67: 9.73 0.06 —2.67
[Pl §P2] = | 0.06 0.75 0.71 @ 0.06 0.75 0.71 |,
—2.67 0.71 5.75 i —2.67 0.71 5.75

: _|3.410.01: 0.95 —0.01 ]| =771 —1.08 —4.04 0.09
Hl : H2 = : € Jl :Jz = : .
' 0.48 0.59:—-0.18 0.04 ‘ —-5.39 094 :-0.70 —0.44
Observe que para cada valor de (x) é necessdrio avaliar a expressdo (4.61) para obter as matrizes
do controlador dindmico (4.49). Por exemplo, considerando o mesmo caso (g1,n.) = (1,1), para

t11(x1) = 1 (controlador para as matrizes da regra %), tem-se
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Exemplo 4.8 Considere o sistema nebuloso T-S dado em (4.2), adaptado do exemplo utilizado em
[FLK06], obtido do sistema nio linear

sen(x
%1 = x1 4+ x3 +sen(x3) — 0.1x4 + (x3 + 1u+ 3i )
3
X2 =x1—2x2+ (x% — 1.4)W
X3 = X1 —I—x%xz —0.3x3+ sen(x3) w
X3 (4.62)

X4 = sen(x3) — x4 4 2x7w
y1 =0.9(x; +x3) +0.7(x2 4 x4) + (63 —2)u+2w
G =x2+ (6 + 1)y
& =x1+x3.
Assuma que x| € [—a a e x3 € [=b b], a,b > 0. Entdo, o sistema nio linear (4.2) é representado

de maneira exata pelo seguinte modelo nebuloso T-S para / = 1,...,4,i,j = 1,2,

Ry : Se x1 é M e x3 é MJ entio

x=A;jx+E;jw+Bjju (4.63)
y=Cx+Fw+Djju
¢ = CCijx+FCW

com as fungdes de pertinéncia

bsen(x3) — x3sen(b)

2
X7 , x3#0
=l Uz (x3) = x3(b—sen(b
pan(x1) 2 31(x3) 3( y (b)) =0 (4.64)

i (xr) = 1 —pi (x1) 32 (x3) = 1 — 131 (x3)

e matrizes
11 1 —0.1] [1 1 sen(b)/b —0.1]
1 -2 0 0 1 -2 0 0
An=11 2 03 o | 42T 2 _03 o0
0 0 1 ~1 0 0 sen(b)/b —1 |
11 1 —0.1 1 sen(b)/b —0.1]
1 =2 0 0 1 -2 0 0
An=11 o _03 o | 271 o _o03 0
0o 0 1 ~1 | 0 0 sen(b)/b —1 |
0101+d?
, o [C,, ] 101 0
1+a2§1+a2§1§1 o 0101+a2
‘ ‘ . : ny ¢
By Biy By iBn|=| © 0001 1.2 Sl=qLo1r 0
0 0 00 Ce,, 010 1
0 0 00)] |~ 101 0
c-. | (101 0
| & 010 1
101 0 |
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1/3 isen(b)/(3b)i 1/3 sen(b)/(3b) 0.9
N 2140 2-14 —14 —14 ;07

Ey EpiEyiEpn|=19 | | | , (=
[ Hisl2 il 22} 1 i sen(b)/b i 1 | sen(b)/b 0.9
2@ 2 00 07

. ‘ ‘ . o 0
[D11§D12§D21§D22]=[a2_2§a2_2§_2§_2 , F=2, F= M

Este exemplo ilustra algumas vantagens do método proposto. Para implementar um controlador
nebuloso de realimentagcdo de saida que depende das funcdes de pertinéncia (4.64) do modelo T-S
dado em (4.63), os estados x| e x3 devem ser lidos em tempo real. Em muitas situagdes isso ndo €
possivel, por razdes fisicas ou econdmicas; em outros casos, somente um dos estados pode ser lido.
Os valores do custo garantido 7% podem ser usados como critério para definir qual varidvel premissa
seria mais importante de ser medida e utilizada na lei de controle. A Tabela 4.7 mostra os valores do
custo garantido .77 para o Coroldrio 4.4 (com f3 = 1) e para o Teorema 4.10, paraa =1.4e b= 0.7,
em trés casos: i) um controlador robusto (ou seja, (vi,v3) = (0,0)), ii) apenas U estd disponivel para
realimentagdo (ou seja, (vi,v3) = (0, 1)), e iii) apenas u; estd disponivel para realimentac@o (ou seja,
(vi,v3) = (1,0)). Note que a medida que os graus das fungdes de Lyapunov, varidveis de folga e
matrizes da lei de controle aumentam, os custos garantidos diminuem. A influéncia da ordem n. do
controlador dindmica de saida (4.49) no custo garantido .77, dado por y também pode ser avaliada.

Da Tabela 4.7 pode-se concluir que o uso da varidvel premissa x3 na lei de controle produz limites
menores para o custo garantido 7%, do que os que se obtém utilizando-se apenas x;. Além disso, o
pior caso ocorre quando nenhuma informacao das varidveis premissas € usada na lei de controle (con-
trolador robusto). Observe também que, para este exemplo, o controlador de realimentacdo dinamica
de saida de ordem reduzida (n, = 3) fornece o mesmo valor ¥y = 6.37 de um controlador de ordem
completa (n. = 4), indicando que um controlador mais simples e menos dispendioso de ordem n, =3

pode ser usado para fins de implementacio pratica, sem prejudicar o desempenho do custo .77.

4.6 Conclusao

Foram propostas condi¢des na forma de LMIs para a sintese de controladores por realimentacao
de estados e por realimentacdo estatica e dindmica de saida, com critério de desempenho .77, para
sistemas nebulosos T=S continuos no tempo. A nova técnica de projeto fornece condi¢des menos con-
servadoras, especialmente no caso de realimentacdo dindmica de saida de ordem arbitrdria, problema
nao completamente resolvido na literatura de sistemas nebulosos T-S e de grande conservadorismo
de modo geral. A ordem do controlador dindmico € um grau de liberdade para o projetista balancear
critério de desempenho e aspectos de implementacdo pratica. O método combina fun¢do de Lyapunov
polinomial de grau arbitrario, do tipo integral de linha, com um procedimento em dois passos baseados
em LMIs para a sintese dos ganhos de realimentacdo. As informagdes de limitantes superiores para
as derivadas temporais das funcdes de pertinéncia sdo dispensadas, permitindo variagcdo arbitrdria das
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Tabela 4.7: Custos garantidos .72, dados por ¥ do Exemplo 4.8 usando o Corolério 4.4 (com 3 = 1) e
Teorema 4.10 com alguns graus parciais (g1,g3), (vi,v3), (¢1,93) = (4,9), (s1,53) = (5,5), para dife-
rentes ordens n,. do controlador dindmico de realimentagcdo de saida O nimero de varidveis escalares
€ V e o numero de linhas LMIs € L.

Ordem do controlador Graus parciais C4.4-T4.10
ne (81,83) | vi,v3) | (4,5) Y
3 (1,1) (0,0) | (1,1) 7.76
3 (1,1) (0,1) | (1,1) 6.75
3 (1,1) (1,0) | (1,1) 7.73
3 (0,0) (1,1) | (1,1) 7.01
3 (1,1) (1,1) | (1,1) 6.73
0 (3,3) (3,3) | (3,3) 7.65
1 (3,3) (3,3) | (3,3) 7.06
2 (3,3) (3,3) | (3,3) 7.05
3 (3,3) (3,3) | (3,3) 6.37
4 (3,3) (3,3) | (3,3) 6.37

mesmas. Gracas a representacdo multi-simplex adotada, graus distintos para a fun¢do de Lyapunov
e para a lei de controle podem ser usados. Além disso, a lei de controle pode depender somente de

algumas das varidveis premissas, escolhidas pelo projetista.



Conclusoes e perspectivas

O estado atual da arte em analise e controle de sistemas nebulosos T-S, continuos e discretos no
tempo, baseia-se no uso de func¢des quadraticas no estados com dependéncia nas varidveis premissas.
Esta tese prop0s funcdes de Lyapunov mais abrangentes, quadraticas nos estados, mas polinomiais de
grau arbitrdrio nas varidveis premissas. No caso discreto, dependentes do instante atual e de instantes
anteriores. Similarmente, nas condi¢oes LMIs de andlise e de sintese presentes na literatura as va-
ridveis de folga sdo fungdes afins, assim como as matrizes que compdem o ganho da lei de controle,
enquanto que neste trabalho foram propostas estruturas mais gerais, baseadas em descricoes das fun-
coes de pertinéncia em multi-simplex, dando um cardter seletivo a lei de controle a ser implementada.
No que diz respeito a realimentacdo de saida, muito pouco existe na literatura de sistemas nebulosos
T=S para sintese de realimentacao estatica ou dindmica de ordem reduzida. A estratégia proposta nesta
tese mostrou excelentes resultados tanto para a determinag@o do controlador quanto para o tratamento
de restri¢des na estrutura da fungdo de Lyapunov. Além disso, como subproduto, foi implementada
uma estratégia para obter controladores dinamicos de ordem reduzida, a partir de controladores de re-
alimentacdo de estados de ordem aumentada, que evita realiza¢des nao controlaveis e ndo observaveis,
um problema comum quando a sintese € realizada por meio da formulagdo de realimentacdo estdtica
de saida.

Para sistemas nebulosos T-S discretos no tempo, a maior contribui¢do foi propor uma classe de
funcdes de Lyapunov e de controladores de realimentacdo de estado que apresentam dependéncia
multi-polinomial nas fun¢des de pertinéncia do modelo T-S nos instantes presente e passados de
tempo. Essa fung@o generaliza e contém funcdes de Lyapunov existentes na literatura como casos
particulares. Mostrou-se que o uso das informacdes passadas das varidveis premissas para compor o
sinal de controle atual traz melhores resultados em relagdo as estratégias que ignoram essa informagao.

Em sistemas nebulosos T=S continuos no tempo, as matrizes do modelo nebuloso e as varidveis do
problema sao parametrizadas com funcdes de pertinéncia descritas em um multi-simplex e, portanto,
para construir condi¢des LMIs, uma metodologia sistematica foi proposta para tratar polindmios ho-
mogéneos de graus arbitrarios. Quando taxas de varia¢ao das fun¢des de pertinéncia sao consideradas,
o modelo proposto, por meio de uma representacdo politdpica para a derivada temporal das funcdes
de pertinéncia, € menos conservador, mesmo quando considerado uma representacdo afim (grau uni-

tario), do que as estratégias da literatura. No caso em que as varidveis premissas sdo varidveis de
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estado, e ndo se conhecem os limitantes para a taxa de variagdo das fun¢des de pertinéncia, formas
mais gerais para funcdes de Lyapunov nebulosas, do tipo integral de linha, foram propostas, de modo
que o conservadorismo deste tipo de fun¢ao fosse reduzido em relagdo as estratégias existentes.

Em relacdo ao projeto de controladores de realimentagao estdtica e dindmica de saida para sistemas
nebulosos T-S continuos no tempo, uma estratégia baseada em dois estagios foi utilizada, diminuindo
assim o conservadorismo normalmente exigido na solucdo de problemas de realimentacdo de saida.
Como o problema de realimentacdo de saida é, no caso geral, ndo convexo, essa estratégia permite
uma soluc¢do baseada em LMIs, em dois passos. A principal diferenca da estratégia proposta baseada
em dois estdgios e as existentes na literatura [PAO1, APS03, AGPP10], € de considerar condi¢des com
mais varidveis de folga em estrutura polinomial homogénea e, portanto, mais graus de liberdade nas
LMIs do segundo estagio.

As tendéncias atuais na teoria de controle de sistemas nebulosos T-S apontam para o uso de fun-
¢coes de Lyapunov nebulosas mais complexas, condi¢gdes LMIs mais relaxadas e a incorporacdo de
aspetos do sistema ndo linear do qual o modelo foi extraido, como por exemplo condicdes para esta-
bilidade local e nao linearidades especificas. Assim sendo, essa tese contribui também no sentido de

proporcionar novas ferramentas para futuros trabalhos nessas areas.

Perspectivas

A pesquisa realizada neste trabalho aponta alguns temas de interesse que podem ser explorados

em novas investigacoes. A seguir sdo listados alguns desses temas:

e Extensdo dos resultados apresentados no Capitulo 3, aplicando a representacdo multi-simplex
nas funcdes de pertinéncia, em cada instante de tempo, do sistema nebuloso T-S discreto no
tempo. A funcdo de Lyapunov e as matrizes do problema teriam multiplos graus de liberdade,

possibilitando, como consequéncia, a seletividade das varidveis premissas.

e Uma frente de trabalho promissora € considerar que as fungdes de pertinéncia de um sistema
nebuloso discreto no tempo pertencem a um dominio politépico e possuem limitantes em suas
taxas de variacdo. Analogamente ao realizado no Capitulo 3 no caso continuo no tempo, um
conjunto convexo seria utilizado para representar as funcdes de pertinéncia e suas variagdes
como um politopo, permitindo a obtencdo de relaxagdes LMIs que levariam em conta os limi-
tantes da taxa de variac@o das fun¢des de pertinéncia. A estratégia segue as linhas de [OP09],
aplicado ao caso de sistemas LPV. No contexto de sistemas nebulosos T-S, a principal diferenca
seria o uso da informacdo das fungdes de pertinéncia, que sdo conhecidas, na constru¢ao do

conjunto convexo.

e Qutra perspectiva estd em considerar uma lei de controle periddica ou de estrutura repetitiva
de realimentacdo de estados para sistemas nebulosos T-S discretos no tempo. Baseado nos
resultados obtidos em [EPA11], que considera controladores dinamicos de realimentacdo de
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estado periddicos, essa técnica seria aliada ao uso de informagdes passadas das fungdes de

pertinéncia.

e Uma extensdo natural da metodologia desenvolvida no Capitulo 4 seria aplicar a estratégia de
dois estdgios de sintese de controladores dinamicos de realimentacio de saida de ordem arbitra-
ria para o caso discreto no tempo, com as func¢des de Lyapunov apresentadas no Capitulo 3.

e Outra possibilidade de trabalho futuro, complementando os resultados do Capitulo 3, seria o
desenvolvimento de uma metodologia para o cdlculo dos limitantes das taxas de variagdes das
funcdes de pertinéncia em termos da informacdo da taxa de variacdo do sistema em malha
fechada. Nesse caso, as varidveis premissas devem depender dos estados (z(z) = x(t)) e seria
necessdrio impor um limitante ao sinal de controle (u(¢) saturado) e ao estado (pertencente a um

conjunto compacto no espaco de estados). Condi¢des locais de andlise e sintese seriam obtidas.
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