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“ Um homem vivie na beire da estrada e vendia
cachorros-quentes. Ndo tinha rddio e,
por deficiéncia de vista, ndo podia ler jornais,
mas, em compensagdo, vendia bons cachorros-quentes.
Colocou um cartaz na beira da estrada, anunciando a
mercadoria, e ficou por ali, gritando quando alguém passava:
- Olha o cachorro-quente especial 1!
E as pessoas compravam. Com isso, aumentou os pedidos
de pdo e salsichas, e acabou construindo uma boa mercearia. Entdo,
mandou buscar o filho, que estudava na Universidade,
para ajudd-lo a tocar o negdcio, e alguma coisa aconteceu. O filho
veto e disse: — Papai, o senhor ndo tem ouvido rddio 9 Nio tem
lido jornais ¢ Hd uma crise muilo séria, e a situagdo internacional
€ perigosissima ! Diante disso, o pai pensou: — Meu filho estudou
na Universidade ! Ouve rddio e I€ jornais, portanto, deve saber
o que estd dizendo ! E entdo reduziu os pedidos de pio e salsichas,
tirou o cartez da estrada, e ndo ficou por ali,
apregoando os seus cachorros-quentes. As vendas cairam
do dia para noile, e ele disse ao filho convencido:
~ Vocé tinha razdo, meu filho, a crise € muito séria ”

Texto original de um anincio da Quark State Metals Co.,
publicado em 2 de feverciro de 1958 e divulgado pela
agéncia ELLCE, de Sdo Paulo, em novembro de 1990.
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RESUMO

Este trabalho aborda o problema de alocacio de pdlos em sub-regies
do plano complexo para sistemas dindmicos lineares, discretos no tem-
po, modelados por varidveis de estado e com possiveis incertezas nos
parametros dos modelos. Além da aloca¢do de pélos, um procedimento
de otimizagdo convexa € utilizado, garantindo a minimizacio de indices
de desempenho ou a pré-especificagio de niveis de atenuacio. Estudou-se
a alocacdo de pélos em sub-regides com a otimizagao de critérios do tipo
norma de uma fun¢ado de transferéncia: minimizaciao de um limitante
superior da norma H,;, minimizacdo de um limitante superior da norma
Hoo € minimizagao de um limitante superior da norma H; sujeita a um
limitante Ho (otimizagdo mista Ha/Hs ). Um algoritmo que permite
a resolugao dos problemas de controle robusto com alocagio de pédlos é
apresentado e, também, exemplos numéricos ilustrativos.

ABSTRACT

This work adresses the problem of regional pole constraints for discrete-
time dynamic linear systems described by state space models with un-
certain parameters. Besides pole assignment, a convex optimization
procedure is also considered, guaranteeing the minimization of perfor-
mance indices or prespecified disturbance attenuation levels. Regional
pole constraint under transfer function norm minimization has been in-
vestigated: the minimization of a limiting bound to the H; norm, the
minimization of a limiting bound to the H,, norm and the minimization
of a limiting bound to the H; norm under a H,, bound (mixed Hy/H,,
optimization). An algorithm for solving robust control problems under
pole constraints is presented, as well as some illustrative examples.
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Notacao

B — conjunto dos nimeros reais

A B, — matrizes

A -- matriz transposta de A

I — matriz identidade

0 — matriz ou vetor de zeros

A* - matriz conjugada transposta de A

Tr (A) — trago de A

A(A) — autovalores de A

o(A) — valores singulares de A4

Omax{A) — valor singular méximo de A

lH(z)llz — norma H; da matriz de transferéncia H{(z)
|H{(z)lloo — norma H. de matriz de transferéncia H(z)

A>(>)0 — matriz A (semi-) definida positiva

A < (<) 0 — matriz A (semi-) definida negativa
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Introducao Geral

Atualmente, na teoria moderna de controle, um dos problemas mais importantes
e de grande destaque ¢ a pré-especificagdo de uma sub-regido do plano complexo que
deve abrigar os pdlos do sistema em malha fechada. Esse problema é conhecido na
literatura como “alocagao de pdlos”, ou ainda “pole placement”, “pole assignment”
e “regional pole constraints”. O objetivo da alocagio de pélos é, como o préprio
nome indica, a colocacio de todos os autovalores do sistema em malha fechada
em uma sub-regido do plano complexo, através da determinacio de uma lei de
controle conveniente. A localizacao dos pdlos do sistema em malha fechada ests
diretamente associada com alguns indices de desempenho do sistema, tais como a
velocidade de resposta, fator de amortecimento e freqiiéncia natural de oscilacio.
Portanto, uma forma de se garantir tais indices é a determinacio de uma sub-regido
do plano complexo, que deve abrigar os pélos do sistema em malha fechada para
que isso ocorra. A alocagho de pdlos para sistemas continuos no tempo tem sido
abordada em diversos artigos (ver [19] e suas referéncias), através de métodos que
mapeiam a regiao de alocagio usando equagdes do tipo Lyapunov. Em muitos casos
nao é necessaria a especificacio da exata localizacio de cada pélo, sendo suficiente
determinar uma regiio de alocagao, onde todos os pélos do sistema em malha fechada
devem estar contidos.

Nos dltimos anos houve também um progresso muito grande em controle de siste-
mas lineares, notadamente em aspectos de robustez e rejeicio a perturbacoes, como
por exemplo a otimizagao de critérios do tipo norma de uma funcéo de transferéncia,
como a minimizagao da norma H; (ver referéncias [13}, [15] e [25]), minimizacio da
norma He (ver referéncia [16]), e mais recentemente, minimizacio da norma M,
sujeita a um limitante da norma H,, (otimizagio mista Hy/ Heo) (ver referéncias
[14] e [17]). As normas H, e H,, sdo bastante usadas na teoria de controle como
parametros de desempenho. A norma M, é usada para sinais exdgenos que sio
constantes ou tém um espectro de poténcia conhecido, sendo geralmente associada
a uma medida do tipo “valor médio”. Por outro lado, a norma H,, se refere a sinais
ex6égenos que tém um espectro de poténcia limitado, sendo geralmente associada a
uma medida do tipo “pior caso”.

Uma outra caracteristica importante da literatura recente em controle é a uti-
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lizagao de técnicas de programagdo convexa na resolugio dos problemas. Muitos
trabalhos tém surgido nessa linha, cuja caracteristica basica é a existéncia de um
novo espago paramétrico convexo, que mapeia por completo o conjunto de ganhos
estabilizantes para um dado sistema (para maiores detalhes ver referéncias [4] e
[12]). Gracas & convexidade pode-se tratar a estabilizacio de sistemas incertos e
também controles do tipo custo garantido, usando-se como critérios de desempenho
as citadas normas H; efou H,,

Este trabalho propde um método para se obter um controlador robusto de rea-
limentagao de estado para sistemas discretos, com ou sem a presenca de incertezas,
que garante a alocagdo de pélos em uma sub-regido pré-especificada do plano com-
plexo. Garante-se também a otimizacio de um limitante do tipo norma (norma
Hz, Hoo ou mista Hy/H,,). As restrigdes que garantem a alocacio de pélos sio
manipuladas através da construcio de mapas analiticos que transformam a regiso
de alocagao desejada no interior do circulo unitdrio, através de equagdes do tipo
Lyapunov. Os problemas resultantes sdo convexos no espago paramétrico adotado.
E apresentado também um método de planos de corte que possibilita a resolucio dos
problemas aqui abordados. Deve-se ressaltar que a convexidade é uma propriedade
essencial quando solugbes numéricas sio investigadas, pois permite que qualquer res-
tricao convexa adicional possa ser considerada no processo de otimizacio. No caso
de alocagdo de pdlos, adicionam-se aos elementos do conjunto que definem os ganhos
estabilizantes, restrigdes também convexas que garantem a alocagio na sub-regido
desejada.

Para o caso de sistemas precisamente conhecidos, as regides de alocagio abor-
dadas neste trabalho foram: uma faixa vertical, uma regido circular, uma regiso
parabdlica e um anel circular (todas inscritas no circulo unitdrio, garantindo em
primeira Instancia a estabilidade do sistema). J4 para a alocagio de pélos para
sisternas incertos € necessirio que a regido de alocagio seja conexa. As regiGes
estudadas neste caso foram: uma faixa vertical, uma regido circular e uma regiao
parabdlica, inscritas no circulo unitério. E importante notar que as varias regices de
alocagdo podem ser combinadas de diversas maneiras, gerando assim, da intersecio
destas, novas regides de alocacio.

Este trabalho é dividido em 4 capitulos, resumidos a seguir:

o Capitulo 1 - Estebilizacdo e Controle de Sistemas Discretos

Neste Capitulo estudamos o problema de estabilizacio e controle de sistemas
discretos por realimentagio de estado. Busca-se também a minimizacio de
indices de desempenho ou a pré-especificagio de niveis de atenuagio, abordan-
do os seguintes casos: minimizacdo de um custo garantido H,, minimizacio
de um custo garantido M, e minimizagio de um custo garantido H; sujeito a
um limitante H,.
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o Capitulo 2 - Alocagdo de Pélos em Sub-Regioes

Aqui sdo apresentadas equagbes do tipo Lyapunov que garantem a alocagio
dos pdlos do sistema de controle em malha fechada em sub-regides do pla-
no complexo. As sub-regides estudas foram: uma faixa vertical, uma regido
circular, uma regido parabdlica e um anel circular.

e Capitulo 3 - Controle de Sistemas com Alocacio de Polos

Neste Capitulo sdo apresentados resultados que garantem condigdes suficientes
para alocagdo de pdlos nas sub-regides estudadas, simultaneamente com a
otimizagao de um critério de desernpenho do tipo norma de uma funcio de
transferéncia.

e Capitulo 4 - Solugdo Numérica ¢ Exemplos

Neste Capitulo é apresentado um algoritmo baseado no método de planos de
corte, que permite a resolugao numérica dos problemas abordados neste tra-
balho, através de programacéo convexa. Sao também apresentados exemplos
referentes a controle robusto com alocagao de pélos.



Capitulo 1

Estabilizacao e Controle de
Sistemas Discretos

1.1 Introducao

Neste capitulo estamos interessados em estudar o problema de controle de siste-
mas discretos por realimentacio de estado. Primeiramente, discute-se o problema
de estabilizagéo de sistemas discretos precisamente conhecidos. Introduz-se também
o conceito de estabilidade quadratica, e condigdes para a estabilizacio quadratica de
sistemas incertos, obtendo-se um ganho de realimentacio de estados e uma funcao
quadrética de Lyapunov, garantindo a estabilidade para todo o dominio de incerte-
zas.

A seguir, através da minimizacio de indices de desempenho ou ainda da pré-
especificagao de niveis de atenuacio, busca-se um controle de realimentacio de esta-
dos robusto, ou seja, que garanta a estabilidade em malha fechada face 3s incertezas
do modelo e que também atenda a um dos seguintes critérios de desempenho:

e minimizacdo de um custo garantido H,
® minimizacio de um custo garantido H,,
¢ minimizacao de um custo garantido M sujeito a um limitante H,,

Para sistemas precisamente conhecidos, apresentamos solugbes via analise con-
vexa e também via equagdes do tipo Riccati, e no caso incerto apresentamos apenas
solugoes via abordagem convexa.

Os resultados aqui descritos advém principalmente dos artigos [3], [8], [12], [15],
[16], [17] e [25]).
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Figura 1.1: Diagrama de Blocos do Sistema (1.1).

1.2 Definigoes

Considere o sistema linear discreto, invariante no tempo, dado pelas seguintes
equagOes de estado

Tiypr = Azp 4 Bywg + Byug
Uk = —K:ck (1.1)

yr = Czp+ Dy

onde z; € R™ é o vetor de estado, u;y € R™ é o vetor de controle, wy € R é o
vetor de perturbagdes externas e yx € R9 é o vetor de safda observado. As matrizes
A e R B, € R B, € %™, C € 9% e D € R possuem dimensdes
apropriadas e s&o inicialmente supostas conhecidas. Pode-se assumir, sem perda de
generalidade, que C'D = 0 {chamada hipédtese de ortogonalidade, indicando que o
vetor de saida observado y; tem uma parte que depende apenas do estado e outra,
independente desta, afetada apenas pelo controle ui) e ainda D'D > 0 (ou seja,
todas as componentes do vetor de controle devem ser ponderadas).

Considerando-se um ganho de realimentacio de estado K € R™*", podemos
definir as matrizes de malha fechada

Au2 A-B,K,Cs28C~DK (1.2)
e entao a funcgao de transferéncia de w para y é dada por
H(z) = Cy (21— Ay)™" B (1.3)

Na figura 1.1 tem-se uma representacio em blocos do sistema descrito por (1.1},
cuja fun¢io de transferéncia H(z) é dada por (1.3).
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Os gramianos de controlabilidade L. do par (Ay, Bi) e observabilidade L, do par
{Ac,Ca) para sistemas discretos sdo definidos por

L&Y ASBBAY (1.4)
k=0

Lo é Z A:;[k é{CclAclk (15)
k=0

e podem ser obtidos da solucio das equagoes

AgL Ay — L.+ BB, = 0 (1.6)

AL Ay —Ly+CCy = O | (1.7)

Tem-se ainda o seguinte Lema envolvendo os gramianos de controlabilidade e obser-
vabilidade:

Lema 1 Se a matriz A, é assintoticamente estivel, tem-se

e L. > 0 se e somente se o par (Ay, B1) é controlével

e L, > 0 se e somente se o par {Ay4,Cy) é observivel

Prova ver referéncia [6].

Neste trabalho, assumimos rank(B;) = n. Utilizando a formula¢io aumentada

para sistemas dindmicos (proposta em [2]}, definindo-se com p £nt m, F e Rrxr

e G € RpX™
| A —-B, |0

e também as matrizes Q € RP*? e R € RP*? | simétricas e semi-definidas positivas

[ BB 0 _[cec o
o= " o] m= [ o]

Denotando-se o espaco nulo de G' por N ¢é imediato que qualquer v € A é tal que

(1.9)

veN < vm[g] , x#ﬁeﬁt“‘ (1.10)
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Pode-se afirmar que dificilmente um sistema matematico modela com total exa-
tidao um sistema fisico real. Assim, deve-se incorporar no modelo matematico do
sistema, erros ou incertezas que podem afetar o desempenho do sistema de contro-
le, aproximando-o do sistema real. Considerando-se entio as matrizes A e B, que
descrevem o comportamento dindmico da planta, de dimensdes conhecidas porém
incertas, pode-se definir o dominio de incertezas

. N N
Dpé{Fisz&E,&ZO,Z&Zl} , (1.11)
i1 i=1

significando que qualquer F' factivel pode ser escrito como uma combinacéo convexa
das matrizes “extremas”, geradas a partir dos valores maximo e minimo de cada
parametro incerto em A e By. O nimero total de vértices de F' é dado por N = 2%ine
onde n;,. é o nimero de parimetros incertos e limitados considerados em A e B,.
Portanto, a cada vértice Fi, ¢ = 1.+ N estd associado um par extremo (A, B2),.
Este tipo de descrigao de incerteza é bastante geral, cobrindo, por exemplo, a classe
de sistemas descritos por “matrizes-intervalo”.

1.3 Estabilidade Quadratica

Um resultado amplamente conhecido na teoria de controle moderno é o Teorema
de Lyapunov, que relaciona a estabilidade de um sistema linear auténomo com
a existéncia de uma matriz Lyapunov. Considerando-se inicialmente um sistema
autdébnomo, com Ay arbitrria, porém fixa, tem-se

Teorema 1 Todos os autovalores de A, tém mdédulo menor que 1 (estdo contidos
no circulo unitario), ou ainda, o estado z = 0 do sistema autdénomo Tpy = Agzy é
assintoticamente estavel, se e somente se

ALPA4—P <0 (1.12)
para alguma matriz P = P’ > 0.

Prova Ver referéncia [6].
O

Usando-se o Lema de inversao de matrizes !, pode-se chegar a um resultado
equivalente

AdWAL,-W <0 (1.13)
IAPPA-P <0< AP 'A -~ P~ <
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que também pode ser visto como a equagio de Lyapunov associada ao sistema
autdonomo iy = ATk, que possui os mesmos autovalores de Ay. Ou ainda, Ay
¢ assintoticamente estdvel, se e somente se, para qualquer matriz Q = Q' > 0 a
equacao

wPAq — P =-Q (1.14)
tem uma 1nica solugio P = P’ > 0.

Um sistema ¢ dito quadraticamente estabilizivel por um ganho linear de rea-
limentagao de estado, quando admite uma mesma solugio de Lyapunov em todo
o dominio de incertezas considerado. Portanto, é de grande interesse a caracteri-
zagao do conjunto de ganhos de realimentagao de estados que assegura a estabilidade
quadratica, isto é, K definido por

K2 { K e®™" : (A— B;K) quadraticamente estivel } (1.15)

e uma lei de controle v = —Kz com o mesmo ganho K. A definicio implica em
que todos os autovalores de Ay = A — B, K estejam contidos no circulo unitario, ou
seja, | Aj(Aa) [< 1, § = 1---n, assegurando entio que existe uma mesma matriz de
Lyapunov P = P’ > 0 e um ganho K tal que

(A— B,K)YP(A—B,K)~P <0 (1.16)

para todo o dominio de incertezas F' € D, ou seja, V (A, By) ~ F € Dr.

Através da utilizagio de um espa¢o paramétrico adequado, pode-se transformar
o problema de estabilizabilidade quadrética de sistemas discretos em um problema
convexo. Definindo-se as fun¢des matriciais ©;(-) : RP*P — Rrxr

:(W) 2 FWF! —W (1.17)
e também o conjunto
céﬁ& (1.18)
COomm =
C;Q{WEW'?__O : VO,(Wh <0 VUE'N} (1.19)

sendo as matrizes W € (; particionadas da seguinte forma

Fay i’Vl W2
£ >
we i | 20
onde Wi > 0 € R™", W, € ™ e W3 € R™*™. Lembrando ainda que A é
o espago nulo de G, definido em (1.10) e que v € AN pode ser escrito na forma

v = [ z O ], tem-se o seguinte resultado

(1.20)
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Lema 2 O conjunto C, definido em (1.18) é convexo em W e C # @ se e somente
se K # 0. O conjunto de ganhos que estabilizam quadraticamente o sistema (1.1) é
dado por

K = { Wiw,t . Wec } (1.21)

Prova Para provar a convexidade de C basta notar que ele é definido como sendo
a intersecdo de conjuntos convexos afins em relagio a W. Portanto, para quaisquer
W' e W? € C, o elemento genérico aW?! + (1 — a)W?, para a € [ 0, 1 ], também
pertence a C.

Para provar a suficiéncia, toma-se um elemento W € C tal que

v [FEWF] - Wlv <0 (1.22)

para todo t,2=1--- N, ou seja,
Al A4 =Bu ] [W W[4 -Bx ] [W W
”{[e o [|w; willo o | |wowl|[v<0 (123
como v € N, desenvolvendo-se tem
' [AW1 A} — Wy — BuW} AL — AW, Bl + BuWsBlz <0 , Vze® (1.24)
para todo i, ¢ = 1--- N. A equagdo (1.24) pode ser reescrita como

Z {(A,- — BiWWi ™) Wi (A - BaWywi™)' - Wl} T+

+ &'By [Wa — WyWy ' Wo| Bz <0, Ve (1.25)

€ Como
W >0 <= W; > WIW, W, (1.26)

o termo By; {Ws — Wiw; ! Wz] B;; é sempre maior ou igual a zero para W € C,
implicando em

(4 - BaWgwi ™) Wy (4: — BuWyWi ™) =Wy < 0 (1.27)

para todo z, 2 = 1--- N. Finalmente, (1.27) é convexa em relacio a A,y (ver re-
feréncia [12]), e portanto pode-se concluir que K = WjW;™" é um ganho robusto
estabilizante e W) é uma matriz de Lyapunov que caracteriza a estabilidade qua-
dratica do par incerto (A4, By) ~ F € Dy.
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Para se provar a necessidade, supde-se a existéncia de um ganho K € RNR™X" e de
P , Sup 3
urna matriz de Lyapunov W tais que

AWAL, - W <0 (1.28)
para todo (A, By) ~ F € Dy e, em particular,
AW A

cli

-W<0 , Vi=1---N (1.29)

ou seja

(Ai = ByK)W(A; ~ ByKY -W <0 |, Yi=1---N (1.30)
desenvolvendo-se, para todo ¢,2 = 1--- N

o' [AWA — W — AWK'B; — BuKWA! +

+ BuKWK'Byla <0 , Va#0e® (1.31)

que pode ser reescrita da seguinte forma, para todo 4, i = 1--- N

(o o]{[ % ~Bx|[ W WK 1[4 -B, T
v 0 o KW KWK |{ 0 0

. (1.32)
w WK z 0
T kW KWk {[lo]|<
implicando que a matriz
W WK’
W= [KW KWK’ } 20 \ (1.33)

satisfaz a condigio v'@;(W)v < 0, Vv € N,Vi=1---N, e portanto, tem-se que
W € C, provando-se a necessidade. A definicio do conjunto K a partir de (1.21) é
consequéncia direta do desenvolvimento anterior.

O

Conclui-se que o conjunto K de ganhos que estabilizam quadraticamente os pares
(A, Bz) ¢ inteiramente mapeado pelo conjunto C. Qutra conclusio importante é
que para o tipo de incerteza considerada, as condigdes propostas s6 necessitam
serem testadas nos vértices do dominio poliedral de incertezas. No caso de sistemas
precisamente conhecidos (N = 1), as condigdes se resumem i estabilizabilidade do
par (Ar Bz) .
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1.4 Controle H,

Para (A, B;) ~ F € D arbitario, mas fixo, € se o ganho de realimentacio K é
tal que Ay é assintoticamente estavel, a norma H, da matriz de transferéncia H (z)
é definida como

IHE)IE 2 o ! ] T [H() H ()] do (1.34)

e pode ser calculada através dos gramianos de controlabilidade (1.6) e observabili-
dade (1.7) resultando em

HEIE = Tr (BiLoB) = Tr (CaLeCl) (1.35)

O problema de otimiza¢io em H; pode ser escrito da seguinte forma

(P1) min{ WHE): : K ek }

ou urha forma equivalente
(P2) min { o: |HZ):2<0 : K€k }

Note que a expressao direta do valor do critério em termos do ganho K pode ser
bastante complicada, e que, tratando-se de sistemas incertos, o limitante da norma
Hz deve ser respeitado V F' € Dp; portanto, utilizamos limitantes superiores que
aproximam a solugdo de (P2). A solugao de (P2) iguala a solucio de (P1) apenas
para sisternas sem incertezas (N = 1). Neste caso o problema (P1) tem solugio
conhecida via equagdo de Riccati (o chamado problema étimo linear quadrético -
PLQ). Porém, esta solucdo nio é facilmente extensivel ao tratamento de incertezas.
A solugdo via analise convexa permite tratar com facilidade os sistemas incertos,
garantindo a minimizac¢do de um limitante da norma H,, definindo um custo garan-
tido para todo par incerto (A, By) ~ F € Dp. Para o caso precisamente conhecido,
esse limitante € igual ao valor da norma obtido pela solugio classica do problema.

1.4.1 Caso Precisamente Conhecido - Equacao de Riccati

Considerando-se o sistema precisamente conhecido (N = 1), apenas um par
(A, Bz) descreve o comportamento dinAmico do sistema e o conjunto X contém
todos os ganhos estabilizantes. Para este caso as condiges de otimalidade de (P1)
fornecem, a partir de

AgL A, — L.+ BB, = 0 (1.36)

A'CILOACI fand L + C !Cd = 0 (1.3?)
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e
1H ()]} = Tr (CaLeCl) = Tr (BjL.B,) (1.38)
a seguinte igualdade matricial
|(BiLoB: + D'D)K — ByL,A|L. =0 (1.39)

Considerando-se que a matriz Ay = A — BoK é assintoticamente estavel e como
B;B] > 0, tem-sé que L. > 0 e, conseqgiientemente, para N = 1, (P1) admite uma
solugao unica dada por

K = (ByPB, + D'D)” B;PA (1.40)
onde P = L, > 0 é a solugio definida positiva da equacio discreta de Riccati
APA—P— APBy(ByPBy + 'D) BPA+C'C=0  (1.41)

Um resultado facilmente verificivel é que na solucio étima tem-se ||H(z)|Z2 =
Tr (B{ PBl). Isto mostra que a solu¢do 6tima de (P1) pode ser interpretada como
a solucao do Problema Linear Quadratico (PLQ)

(P3) min > (:CLC'C’:;;: + u'kD'Duk)
k=0
Tipr = Azp + Baug , 25 dado (1.42)

e apesar do valor étimo do critério quadritico, J* = z, Pz, depender da condicio
inicial g, 0 valor do ganho K dado em (1.40) nio depende. Reescrevendo a equacio
de Riccati em malha fechada

AL PAs~P+CLCy=0 | (1.43)

implicando que, com P = L, e, impondo-se By B} = zqz}, tem-se
J* = min ||H(2)|} (1.44)
Como por hipdtese, rank(B;) = n, para efeitos de comparagio, consideraremos

neste trabalho zy como variavel aleatéria de média zero e covariancia igual & By Bj.

1.4.2 Solucao via Analise Convexa

Considerando-se agora sistemas incertos (N > 1), com os pares (A, By) ~ F €
Dr. Neste caso a solugio via andlise convexa fornece uma aproximagio da solugio
global do problema (P2), minimizando ¢, que é um limitante superior da norma
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H; para todos os modelos admissiveis. Usando a notagio de sistema aumentado,
pode-se definir as fungbes matriciais ©y(-) : RP*P —s RP*P

(W) E EWF - W +Q (1.45)
e ainda o conjunto convexo
= ﬁ Cas (1.46)
11
onde
cgéﬁw{wzwgo:v’@m—(wwgo, vveN} (1.47)

sendo as matrizes W definidas conforme (1.20).
O Lema a seguir formaliza uma solucéo para o problema (P2).

Lema 3 Considere W* a solugao étima do problema
(P3) min { Tr (RW) : We(, }

entdo K = WjW; ! resolve o problema (P2) e
P ETe (RW) > |H()|2 , VFeDr (1.48)

Prova Inicialmente é necessirio estabelecer a equivaléncia entre a estabilizabilidade
quadratica do par incerto (A, B;) e a existéncia de pelo menos um elemento W
pertencente ao conjunto C;. Supondo-se o par (A, B;) quadraticamente estabilizdvel,
tem-se que

(A~ B, KYW(A—-B,K)Y -W + BiB, <0 (1.49)
implicando que, para (A, B;) ~ F € Dy

AWA —W — B,KWA' — AWK'B, + B,KWK'B, + B,B. < 0 (1.50)

que ¢ valida em particular nos vértices 7,7 = 1.-- N. Pode-se entio escrever

(o o) {| 4 ~Ba][ W WK 1[A By ’m
0 O KW KWK {10 0O

W WK BB o[z
“[KW KWK'}“*“[ 0 0]}[0]50

(1.51)




1.4  Controle H; 14

que é valida para todo i = 1--- N, e conclui-se que a matriz

w WK

W= [KW KWK’

} >0 (1.52)

pertence a C;. Para provar-se a suficiéncia, partindo de W € (,, tem-se
VIEWF - W+QJu<0 , VoeN,Vii=1---N (1.53)

implicando em

i | A =B || Wi Wy |1 A —By "
0 0 W, Ws||lo o

Wy W BB © |
[0 w7 5 fpeeo

(1.54)

Sabendo-se que v € N, tem-se
o' [AWA A=Wy — BuWj Al— AW, By, + ByWs By + BBj|e <0 , Vz € R (1.55)

véalido para todo i = 1--- N, de onde obtém-se

2 [(A,- — BuWyWit) Wy (Ai— BuWiwi) — Wi + BlB;] s+

(1.56)
+ @'By|[Ws — WiWT'Wo| Bhz <0, Vaze®
Lembrando-se que
W > 0« W3 > W,W'W, (1.57)
temos
(4 = BuWWi ) Wy (A = BuWiWt) ~ Wi+ BiB, < 0 (1.58)

Portanto, conclui-se que K = WiW; ! é um ganho robusto estabilizante e que W; >
0 ¢é uma matriz de Lyapunov que caracteriza a estabilidade quadritica do sistema
em malha fechada. :

Com relagdo 2 otimalidade, supde-se que C; # §, pois caso contréario o par (A, B;)
néo € quadraticamente estabilizdvel. Considerando-se que C'D = 0 e novamente que

W >0 e W > WiW'W,
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implicando para todo W €
Tr (RW) = Tr (C'CW, + D'DW3)

> Tr (CWAC'+ DWW W,D') (1.59)
> Tr {(C ~ DWW Wy (C - DWéWfl)’]

Com K dado por K = W;W;~! e a matriz W, > 0 satisfazendo (1.59) para um par
(A, B;) ~ F arbitrério, porém fixo, conclui-se que Wi > L., onde L. é o gramiano
de controlabilidade, solugdo de (1.6), para o ganho K dado acima e o par (A, By)
em consideragao. Tem-se portanto

Tr (RW) 2 Tr (CuL.Cl) = [|H(2)|3 (1.60)

ou seja, Tr (RW) é um limitante superior do quadrado da norma H, para o sistema
(1.1) em malha fechada, para um dado modelo F. Como as relagdes (1.59) e (1.60)
valem V F' € Dp, para qualquer W € C;, tem-se

T (BW) 2 [H(2)]; . YFeDr (1.61)

Finalmente, uma vez que W*, solucio étima de (P3) fornece o minimo valor de

Tr (RW), conclui-se que
o’ £ Tr (RW*) 2 |H(2)|} , VY FeDp (1.62)

ou seja, o 2 [|[H(z)l|2, V F € Dr, e o Lema est4 provado.

1.5 Controle H

Trataremos agora do problema de otimizagio H.,. Para um par (A,B;)~ F €
Dr arbitrario, mas fixo, se o ganho de realimentacio K é tal que A € assintotica-
mente estavel, a norma M, da matriz de transferéncia H(z) pode ser definida para
w € [—n,x] por

“H(Z)NOO = Sijp Tmax {H(ejw)] (153)
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O problema de otimizagao H,, é definido como
(P4) min { HH(z)ll : K€ IC}

Como no caso de otimizacio Hy, a expressao da fungio a ser minimizada, || H(2)]|o,
nao ¢ facilmente obtida em fun¢io do ganho de realimentacio K. Utiliza-se entio
uma solugdo que aproxima o valor minimo da norma M., trabalhando com um
limitante superior 7. Assim o problema de otimizagio H., que aproxima a solugio
6tima de (P4) pode ser dado por

®5) min {7 HE<q: Kex b

Mesmo para sistemas precisamente conhecidos (N = 1) é necessario se utilizar pro-
blemas do tipo (P3) para otimizagao Ho.. Assim, um limitante v é gradativamente
diminuido até o seu valor minimo. Novamente para sistemas sem incertezas, {P5)
tem uma solugéo conhecida via equagao de Riccati, enquanto que, para sistemas
incertos, utiliza-se um método de otimizagio convexa, agindo conjuntamente sobre
o limitante v e o ganho de realimentagio de estado.

1.5.1 Caso Precisamente Conhecido - Equagiao de Riccati

Os resultados discutidos nesse item séo vélidos para sistemas precisamente co-
nhecidos, ou seja, N = 1, onde o modelo matematico é descrito apenas por um
tUnico par (A, B;). Considerando-se que um ganho K € K foi determinado, tem-se
as matrizes Ay = A— B K e (C, ;= C — DK. Temos entio o seguinte resultado

Lema 4 Para um v > 0 dado, e supondo-se o par (A4,Cy) observivel, tem-se

IH (2o < (1.64)

se e somente se a equacao de Riccati
AaW Ay = W+ WCL(T+ CaWCL) ™ CaW + 4728, B, = 0 (1.65)
admite uma solugio simétrica definida positiva W € R™x™.

Prova Ver referéncia [33].
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Conforme ja foi dito, o problema de minimizacio da norma H,, exige um pro-
cedimento iterativo. A ideia é diminuir progressivamente o valor de ~, testando-se
simultaneamente se a ignaldade (1.65) admite uma solugio W € R™*™ simétrica e
definida positiva. Uma versio dual da equacgio (1.65) é definida em [33] por

ALPAy~P+yPB(1+ 7 B,PB,) BiP + C4Cu = 0 (1.66)

podendo-se também utilizar inequagdes ao invés das equagdes tipo Riccati.

Note que as expressdes acima relacionam um sistema em malha fechada des-
crito pela matriz dindmica A, e um limitante v para 2 norma H,, da funcao de
transferéncia. Incorporando-se ao problema a escolha do ganho K € K tal que
1H(z)|lo < 7, ou seja, garantindo a atenuagio de distirbios +, temos o seguinte
resultado

Lema 5 Seja<y > 0dado. Existe um ganho estabilizante K € K tal que ||H(z)|lco <
4 se e somente se existir P = P’ > 0 que satisfaz a seguinte equacao de Riccati

A'PA—P— A'PB,(I'D + ByPB,)” ByPA + |
(1.67)

+772PB, (1 + 7“23;}’31)“13;19 +C'C=0
No caso afirmativo, o ganho de realiment?a,gé,o € dado por
K = (D'D + B;PB,)” B;PA (1.68)
Prova Ver referéncia [33].
1

Através dos resultados mostrados, verifica-se que, usando um procedimento itera-
tivo, € possivel minimizar um limitante da norma H,,, resolvendo assim o problema
(P5). O limitante 7 é reduzido gradativamente até o limite de existéncia de uma so-
lucéo P definida positiva para (1.67). Como no caso da otimizacio Ha, via equacgio
de Riccati, o ganho calculado depende explicitamente das matrizes A e By, tornando
dificil 2 extensdo dos resultados do Lema 5 para sistemas incertos. A abordagem
convexa, tratada a seguir, permite resolver problemas do tipo (P5) para sistemas
incertos, porém utiliza-se apenas de condigoes suficientes.
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1.5.2 Solugao via Analise Convexa

A seguir é apresentado um Lema valido para sistemas precisamente conhecidos
(N = 1), que posteriormente seré extendido para o tratamento de sistemas incertos.

Lema 6 Considere vy >0 dadoe Ay = A~ B:K e Cy = C ~ DK definidos para
algum K € R™*". Se a desigualdade matricial

AdWA;{ — W + WC;;CCIW + ’}’_2313; <0 (159)
admite uma solucdo simétrica definida positiva W € R**", entio K € K e vale

HOHQ) <P (I-CaWC) <1, (=¢* | Voel-na] (170)

Prova Ver referéncia [16).

a

Note que a expressio (1.69) faz uma aproximacao em relacio & condicio neces-
séria e suficiente expressa no Lema 4, isto é, (I+ CaW )™ 21, e gragas a essa
aproximagao pode-se obter uma solugdo convexa para o problema H..

Consideremos agora sistemas discretos incertos, com (A4, B;) ~ F € Dp. Uma
extensdo do Lema 6 de modo a garantir estabilidade quadratica com atenuacio de
distdrbios « é dada pelo Corolario a seguir.

Corolario 1 Considere um dado ganho K € ®™*", Entdo, a matriz incerta 4,4 =
A — ByK, para (A, B;) ~ F € Dr é quadraticamente estavel com atenuacio de
distirbios 7 se o conjunto de inequagées

AGWAL, —W 4+ WCL,C,W +~472B, B, <0 (1.71)

admitir uma mesma solugdo simétrica definida positiva W € R"** para todo i,
1=1---N.

Prova Imediata, levando-se em conta que para todo (A, B;) ~ F € Dp tem-se
‘Si 2 9: 251 = 15 N

i=1
e multiplicando todos os termos de (1.71) por & > 0 e fazendo a soma de 1 a N,
temos que (1.69) vale para todo par incerto (A, Bz) ~ F' € Dr e, portanto, a
expressao € convexa em W.
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Utilizando a notagéo de sistema aumentado, podemos definir as fungdes matri-

ciais Oui(-,+) : (RPXP R) - RP*P
Oci(W, 1) & FWF - W + WEW + 4Q (1.73)

e ainda o conjunto convexo

N
Coo = [ Cooi (1.74)

.33

COIN

Cw,-g{ W,pn) : W=W 20,5420 : v'Ou:;(W,p)v <0, VUGN} (1.75)

sendo as matrizes W particionadas como em (1.20).
Note que, para um nivel de atenuagao v pré-especificado, (1.73) descreve uma
fungao apenas de W

Ouoi(W,772) £ FWF — W + WRW +472Q (1.76)

e assim podemos definir o conjunto convexo (para cada v > 0)

N
Coo(7) & () Coui() (1.77)
11
sendo
Cc:oi(’)’)g { W;W’ZO : U’emi(w:'y—z)vsgv V‘UEN} (178)

sendo novamente as matrizes W particionadas como em (1.20). Tem-se entdo o
seguinte resultado

Lema 7 Considere um nivel de atenuagao 7 > 0 pré-especificado. Entio,

o Coo(7) é convexo em relacio a W.

® Se Coo(7) # 0, entdo o sistema linear discreto descrite por (1.1) é quadratica-
mente estabilizavel com atenuacio de distirbios 7.
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Prova A convexidade de C..(7) ¢ nitida, uma vez que, sendo a matriz R semi-
definida positiva, tem-se que qualquer que seja v, v'O; (W,fy"’z)v é convexa em
relagdo a W, para todo ¢, ¢ = 1.--N. Tomando-se agora um elemento W em
Coo(7y). Entéo, Vv € N, para i =1--- N e W dada por (1.20), tem-se

0 > 90, (W, 7"2)17
> o[(A - BaWiW )W (Ai - BuWaWit) — Wy +
+W1(C - DWW (C - DWW Wy 4

+77?By B} + By (Ws — WjW ' W,) By« (1.79)
Como W > 0 implica em W3 — W)W W, > 0,

(4i = By Wi Y Wi (A — BuWy W) — Wi +

+ Wi(C - DW;W) (C — DWW )Wy + v72B,B] <0 (1.80)

e entdo (1.39) vale para todo i, ¢ = 1---N, com K =W[W;™}, v = 1/\/i e
W = W; > 0. Usando o resultado do Coroldrio 1, concluimos que o sistema é
quadraticamente estivel com a atenuagao v de distirbios prescrita.

0

O resultado anterior fornece uma solugio para o problema de se caracterizar
o conjunto de ganhos K € K tais que ||H(z)||oo < 7. E claro que a condigéo é
apenas suficiente, porém esse foi o prego pago para se conseguir a convexidade de
Coo(y)- Um procedimento iterativo, com « cada vez menores, pode ser perfeitamente
utilizado em conjunto com o Lema 7 para se aproximar a solu¢io do problema (P5).
Entretanto, resultados melhores podem ser obtidos mediante a otimizacio conjunta,
envolvendo o par (W, 1), como descrito pelo Corolério a seguir.

Corolério 2 A solugio étima do problema convexo
max { g (W,n) €Cx } (1.81)

fornece K = WjW, e vy = 1/ /&, que é uma solucdo sub-6tima para o problema
(P5).
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Prova Pela demonstragio do Lema anterior, estd claro que K = W)W, e v =
1/4/p formam um par factivel para o problema (P6), e ¥ = 1/,/ é o minimo valor
de -, no que diz respeito & condigdo expressa pelo Lema 6.

0

E claro que o problema (1.81) fornece solugbes proximas do étimo para (P3),
baseando-se em condigdes suficientes, mas que possibilitam uma abordagem via
analise convexa. Em {17], um limitante superior para g é obtido, possibilitando
assim uma solugfio numérica eficaz para o problema, com p €[00, ppa]. Na
continuacao deste trabalho, adotou-se o intervalo fechado.

1.6 Generalizagoes : Controle Misto Hy/H,

O problema de controle misto H2/H.,, consiste em se minimizar o custo de
um critério H; sobre uma classe de controladores, que simultaneamente satisfaz
uma atenuacao prescrita de distirbios v, especificada em termos da norma H.,. O
problema de otimizagio mista H,/H,, pode ser definido como

(P6) min { o: |[HE)|: <0 : K€k, }

onde

gefrer : IHE e < } (1.82)

Note que, da maneira que foi colocado, novamente nem a funco objetivo nem a
restricdo de norma H,, tém propriedades geométricas utilizéveis, como por exemplo
a convexidade. Mesmo para sistemnas precisamente conhecidos (N = 1), a solugao
de (P6) é aproximada por limitantes das normas H; e H., usando-se inequacdes
do tipo Riccati. O Lema a seguir apresenta uma relacio entre um limitante v da
norma H,, € uma desigualdade matricial. Na verdade, o resultado é equivalente ao
apresentado no Lema 6 fazendo-se a mudanca de varidavel P = y*W.

Lema 8 Considere ¥ > 0 dado e as matrizes Ay =A-B,KeCy=C-DK
definidas para um K € ®™*" qualquer. Se a inequagao matricial

AqPAY — P+ 4"2PCC4P + BB, <0 (1.83)

admite uma solucdo P = P’ > 0, entdo o sistema é quadraticamente estivel com
atenuacdo de distibios -y, e conseqiientemente, K € K,,.
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Prova Ver referéncia [16].
r

Da mesma forma que no Lema 6, a condi¢io imposta pelo Lema & (ver re-
feréncia [17]) é apenas suficiente. Para sistemas discretos precisamente conhecidos,
existe uma condig&o similar necesséria e suficiente [33], onde um termo nao linear
¢ incorporado ao termo quadratico. Adota-se neste trabalho a condicao do Lema
8, pois ela é convexa em relacio a P. Um comentério importante é que, sendo
convexa, a inequagado (1.83) poderia ser substituida por N inequacbes expressas nos
vértices do dominio de incertezas. Este fato serd explorado na resolugio numérica
dos problemas. .

De maneira a reafirmar um resultado que permite descrever o conjunto K
de forma mais adequada & resolucdo numeérica de problemas como (P7), define-se a
funcao matricial, para v > 0 dado

Boi(W) £ FEWF! — W 4+ 7 2WRW + Q (1.84)

onde W € RP*? é simétrica e particionada na conforme (1.20). Novamente, a matriz
W aqui difere daquela de (1.73) por um fator de y7?, assim como a expressio que
define ©.;(W, ). Definindo-se o conjunto convexo ‘

N ~
Coo & () Coui (1.85)
=1
onde
Eomé{W:WJZO M U’@w;(W)USO,Vt?EN} (1.86)

tem-se os seguintes resultados:

Lema 9 SeC, # 0, entdo K = WIW, ™! estabiliza quadraticamente o sisterna (1.1)
com atenuacdo prescrita v, isto é, K € K.

Prova De (1.86), para todo i, 3 =1---N ,
0 > vOu(Wh (1.87)
> o[(Ai = BuWyW ) Wi (4 — BuWywi) — W,
[
+97Wi (C - DWW (€ - DWW )Wy

+ B1 B} + By(W3 — W;W'W,) By |z (1.88)
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como W > 0 <= W3 > WIW['W,, conclui-se que

0 > (A= BuWWi \Wi(Ai— BuWiW;) — W,

+ 47 Wi (C - DWW (C — DWW Wi + BB, (1.89)
e portanto K = WiW;™! é tal que (com Ay e Cy dados em (1.2))
0 > AuWi Al - Wy + 4 *W,C,CaW, + B, B, (1.90)

Fazendo a combinacdo convexa das inequagdes (1.90), obtém-se a condicio do Le-
ma 9. A prova esta concluida.

0

Para maiores detalhes em relacio a prova do Lema anterior, veja [16]. Note que,
para 4 — +00, C tende para Cy. Os conjuntos Cy e Coo, definidos em (1.46) e (1.85)
respectivamente, mapeiam completamente o conjunto dos ganhos que estabilizam
quadraticamente o sistema (1.1). A imposi¢ao de uma atenuagao de distirbios 7 > 0
faz com que a existéncia de W € C(v) ou W € C seja condigio suficiente para
a existéncia de K € K,. Do Lema 9, portanto, uma relagio entre K., e Coo(7y) é
estabelecida. Um problema de otimizacio convexa pode entdo ser definido a fim de
selecionar, dos elementos de C.(7), aquele que minimiza um critério do tipo H,.

Lema 10 Para v > 0 dado, considere W a solugio étima de
W = arg min { Tr (RW) : Wel.(y) } (1.91)
entdo, K = WiW;™ ! € K, é tal que

IH(2)l; < Tr (RW) e |H(z)llw<7 , YF €Dy (1.92)

Prova A prova vem do fato que (lembrando que W > 0 <= W; > WW'W, e
C'D = 0)

Tr (RW) = Tr (CWiC'+ DWsD') (1.93)
> Tr (CWiC' + DWW WL DY)

> Tr [(C - DK)Wi(C — DKY] (1.94)
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da equagdo (1.90), tem-se para qualquer Ay~ F € Dp
AcleA'cI - W1 + BQB; S m’y?WlCéICdu/i (1.95)

portanto
AgWi A, — W, + BiB; <0 (1.96)

comparando—sé (1.96) com (1.6), resulta que W) > L., entdo de (1.94)
Tr (RW) > Tr (Cul.Ch) (1.97)
para um par fixo (A4, By), e finalmente |
T (RW) > ||H)|2 , YFeDg (1.98)

Note que (1.98) é vilida para todo W € Co. A solucio Gtima de (1.91) fornece o
ganho associado ao menor limitante para a norma H; de todos os modelos factiveis,
e que garante a atenuacgao prescrita y para a norma H..

|

Com os Lemas 9 e 10, tem-se uma relacdo entre W € Coo € K € K, € além disso,
escolhendo-se o elemento W que minimiza um limitante da norma H,, obtém-se
urna solucido aproximada para o problema (P6). Um comentério que se coloca é que
as ponderagdes do estado e do controle para medidas H; e H,, ndo precisam ser
necessariamente as mesmas.

1.7 Conclusao

Um caso importante no projeto de controladores é o chamado controle descen-
tralizado, isto ¢, deseja-se obter um ganho de realimentacao de estado de estrutura
bloco-diagonal, implicando que cada sub-sistema deve ser controlado apenas com
as realimentacoes a nivel local. Finalmente uma restri¢io de estrutura do tipo des-
centralizacdo do controle poderia ser facilmente incluida, impondo-se & matriz W
pertencente aos conjuntos C; ou Cy(7) uma estrutura do tipo

WlD WZD } (1 99)

WD:WBE [ 2!D W3

O ganho Kp = W;,W, resultante seria um ganho descentralizado. Outras res-
tricbes poderiam ser acrescentadas, desde que a convexidade fosse preservada.
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Neste Capitulo foram apresentados resultados que permitem, via anélise conve-
xa, o controle de sistemas discretos no tempo por realimentagio de estado. Através
dos métodos abordados, problemas de controle robusto e rejeicio a perturbacoes
podem ser facilmente resolvidos, como por exemplo a otimizagéo de critérios do tipo
norma de uma funcdo de transferéncia (minimizacio da norma M, minimizacéo da
norma H., ou minimizagdo da norma H; sujeita a um limitante Hy,). Uma co-
locag@o muito importante é que as condigbes para o controle H, sio necessirias e
suficientes, enquanto que as condigbes para o controle H,, sdo apenas suficientes.
Outro fato importante é que na sintese de um determinado controlador, as restri¢des
podem se sobrepor, desde que a convexidade seja mantida. Por exemplo, podemos
exigir para um controlador robusto a presenca de incertezas e a falha de atuadores,
a minimizagao de um critério H,, sujeita & uma atenuacgio prescrita v, via realimen-
tacao de estado com ganho descentralizado e alocacio de pélos em uma sub-regido
do plano complexo.



Capitulo 2

Alocacao de Pdlos em
Sub-Regioes

2.1 Introducgao

O problema de alocagio de pélos é de extrema importincia em projetos de sis-
temas de controle. Isto porque, garantir a estabilidade e minimizar os distiirbios
por meio de normas do tipo Hy ou M, nem sempre é o suficiente para garantir o
adequado comportamento de um sistema. _

No projeto de sistemas de controle, as caracteristicas de desempenho desejadas
podem ser especificadas em termos da resposta transitéria para uma entrada do
tipo degrau unitario. A resposta transitéria do sistema de controle est4 diretamente
associada com a localizacdo, no plano complexo, dos pélos do sistema em malha
fechada. Assim, indices de desempenho tais como: velocidade de resposta, fator
de amortecimento, freqiiéncia natural de oscilacio, sobre sinal méximo (overshoot),
etc, podem ser relacionados principalmente com a localizagio dos pdlos em malha
fechada do sistema de controle (é claro que alguns casos os zeros do sistema em
malha fechada podem ter alguma influéncia sobre esses indices). Na maioria dos
casos, ao invés da alocagio precisa, delimitar uma sub-regido do plano complexo
onde os pdlos em malha fechada do sisterna devem, obrigatoriamente, estar situados
¢ a melhor garantia de desempenho, e praticamente a tnica abordagem possivel
quando se trata de sistemas incertos.

Para sistemas sujeitos a incertezas na planta do processo, o desempenho geral-
mente € especificado em termos de intervalos aceitdveis para as caracteristicas de
resposta transitdria, que, por sua vez, podem ser traduzidos por uma regido no plano
complexo, onde devem estar localizados os pdlos do sistema em malha fechada.

A figura 2.1 mostra uma regido de grande interesse no projeto de controladores

26
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Introducgao
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Figura 2.2:

Regido de Alocacio de Pélos — Sistemas Discretos.
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para sistemas continuos no tempo. O mapeamento analogo para sistemas discretos
da regiao de interesse para locagio de pélos é mostrado na figura 2.2. Essas regides,
onde devem estar contidos os pdlos de malha fechada do sistema, sdo obtidas a partir
de especificagdes de resposta transitéria para um sistema de segunda ordem, tendo
como entrada um sinal do tipo degrau unitario.

O comportamento dinamico de sistemas de segunda ordem pode ser descrito em
termos dos parametros £ - fator de amortecimento, w, - frequéncia natural de osci-
lagio e o - fator de atenuacio. As regides mostradas nas figuras 2.1 e 2.2 garantem,
como caracteristica de resposta transitoria, um amortecimento maior do que &; e
um tempo de acomodacio menor do que 4/0; (critério de 2%). Embora as regides
analisadas tenhamn sido determinadas para sistemas continuos e discretos de segun-
da ordem, elas também podem ser adotadas para sistemas de ordem superior que
possam ser aproximados por um modelo de segunda ordem, ou seja, que possam ser
caracterizados por apenas um par de pélos dominantes. Nestes casos, os indices de
desempenho devem ser checados através de uma simulagdo. Se estes nio satisfize-
rem as especificacbes de projeto, deve-se efetuar mudancas na regido de alocagao de
polos, considerando-se as limitagoes do sistema fisico, até que resultados satisfatorios
sejam obtidos.

Neste trabalho utilizamos equagdes do tipo Lyapunov para se conseguir a alo-
cacdo de podlos nas regides desejadas. O processo de alocacao de pdlos se baseia
na construcdo de desigualdades matriciais que, se satisfeitas, garantem a alocagao
de polos desejada. Estudou-se a alocagao em uma faixa vertical, em uma regiao
circular, em uma regido parabélica e em um anel circular.

2.2 Alocacao em uma Faixa Vertical

Definindo S({a, B) a regido de alocagdo como sendo uma faixa vertical, parame-
trizada em termos de o e 3, sendo o > £, mostrada na figura 2.3. O objetivo é
encontrar (se existir) um ganho de realimentacdo de estado K € R™*" que aloque
todos os podlos na regido desejada, ou seja, para todo 7, 7 = 1---n, deve-se impor
que

Ai(Aa) € S(e,B) (2.1)

Como a regido analisada é uma faixa vertical, é usado o fato de que S{e, )
pode ser tratada como a intersecdo do semi-plano complexo esquerdo, deslocado de
«, com o semi-plano complexo direito, deslocado de f. Assim, pode-se definir as
matrizes deslocadas

As=A—-ol |, Ag=A-pI (2.2)
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Aim[2]

Figura 2.3: Alocacdo em ume Faiza Vertical.

e ainda as matrizes deslocadas em malha fechada
A A
Ada = Aa — B K, Ay = Ap— BK (2.3)
O préximo Teorema retine condigdes suficientes para a alocagio de pdlos em uma

faixa vertical.

Teorema 2 Se existir um mesmo ganho K € ™" e uma mesma matriz P = P’ >
0 tais que as seguintes desigualdades matriciais do tipo Lyapunov sejam verificadas

AaoP+ PA,, < O (2.4)
os polos em malha fechada do sistema (1.1) estdo alocados na regiao S{e, 8).

Prova Note que a desigualdade {2.4) é normalmente associada a fungdes de Lya-
punov para sistemas continuos e, se satisfeita, implica que todos os autovalores de
Ao tém parte real negativa. Analogamente, a segunda desigualdade, se satisfeita,
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assegura que todo os autovalores de —A.p tém parte real negativa, ou equivalen-
temente, que todos os autovalores de A,z tém parte real positiva. Portanto, para
todo 7,7 =1---n, tem-se

Re [AJ'(AC:O,)} = Re [Aj(Ac; — OAI)] <0 <= Re [A,(Ac})] < (26)
e também
Re [A;(—Aug)] = —Re [X;(4a - BD| <0 <= Re [}(4a)] > 8 (2.7)

Logo, se um mesmo ganho K e uma mesma P solucionam ambas as desigualdades,
pode-se afirmar que

B < Re [\j(Ad)] < a (2.8)
para todo 7, j = 1---n, e a prova estd completa.

O

Devido ao fato de que a faixa vertical ¢ uma regido convexa, o Teorema anterior é
valido também para sistemas incertos, bastando para isso verificar as desigualdades
(2.4) e (2.3) em todo o dominio de incertezas.

2.3 Alocacao em uma Regiao Circular

A regiao de alocagio estudada neste caso 7(6, p) é definida como sendo uma
circunferéncia de raio p > 0, centrada em §, conforme mostrado na figura 2.4.
Novamente, o problema ¢ encontrar, caso exista, um ganho de realimentacio de
estado K € R™*" que coloque todos os autovalores de Ay na regidao desejada, ou
seja, para todo j, § = 1---n, é necessdrio que

Xi(Aq) € T (6, p) | (2.9)

O Teorema a seguir fornece condigdes suficientes para a alocacio de pélos na
regiao circular. -

Teorema 3 Se existir um ganho K € ™" e uma matriz P = P’ > 0 tais que a
seguinte desigualdade matricial do tipo Lyapunov seja verificada

AgsPAl — p*P < 0 (2.10)

onde A

os pdlos em malha fechada do sistema (1.1) estad alocados na regido T(8,p).
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Almz]

Figura 2.4: Alocagio em uma Regido Circular.

Prova A desigualdade de Lyapunov Aus PAL; — P < 0, se satisfeita, garante que
os autovalores de A, estdo localizados no interior do circulo unitirio de centro na

origem, ou seja Re [AJ-(ACM)]Z + Im [Aj(Ads)]z < 1 (ver Teorema 1). Portanto a
desigualdade (2.10) implica, para todo j, j = 1---n, em

1 > Re :)\J’(Ac:a/p)}g“}'lm [/\j(AcIS/P)]z

,02 > Re :Aj(Acu,‘)]g-{—Im {)\J'(Aclg)]z‘
(2.12)

> Re i)\j(Ac( — 51)] ? +Im {/\J(Aci - 51)]2

> {Re \i(Aa)] — 6} +Im [\(40)]”

Portanto os autovalores de A;(Ay), para todo §, 7 = 1---n, estio situados na regido
circular 7 (4, p) e a prova esta completa.

g

O Teorema anterior também pode ser estendido para sistemas incertos. Para
isso, a condigdo (2.10) deve ser verificada para todo o dominio de incertezas.
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>0

Figura 2.5: Alocagdo i Esquerda de uma Regido Parabdlica.

2.4 Alocacao em uma Regiido Parabdlica

O problema a estudado pode ser formulado definindo-se a regifo de alocacio
U2, ¢) como sendo a regido 4 esquerda de uma pardbola de vértice ¢ e convexidade
¥y > 0, conforme mostrado na figura 2.5. A equagdo da regiio parabélica pode
ser dada por: o {Im [X;(4s)]}" + Re [\;(4u)] — 6 < 0. O objetivo é também
encontrar, se existir, um ganho de realimentagao de estado K € R™*" que aloque
todos os pdlos do sistermna em malha fechada (1.1) na regido parabélica, ou seja, para
todo 7, 7 =1---n, deve-se ter

Ai(Aa) €UV, ¢) | (2.13)

O préximo Teorema fornece condigdes suficientes para alocagio de pélos na. regiao
parabdlica. Para maiores detalhes envolvendo a alocagio de pdlos em uma regiso
parabdlica, ver referéncia [34].

Teorema 4 Se existir um ganho K € R™*" e uma matriz P = P’ > 0, tais que a
seguinte desigualdade matricial do tipe Lyapunov seja verificada

Ad¢P + PAZI'# + ?!)Ac;PA;[ <0 (214)

onde

Aas £ Ay — I (2.15)
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Aim|z]

Figura 2.6: Alocagdo ¢ Direita uma Regido Parabdlica.

Os pélos em malha fechada do sistema (1.1) estdo alocados na regido U(v, ¢).

Prova Ver referéncia [34].

O

Os resultados do Teorema anterior podem ser estendidos para sistemas incertos,
verificando-se a condicéo (2.14) em todo o dominio de incertezas.

Nota: Se a regido parabdlica for como mostrada na figura 2.6, com uma conve-
xidade 1 < 0, a alocacao deve ser A direita da pardbola, e pori:anto a desigualdade
de Lyapunov deve ser modificada para

— AgeP — PA,, —$pA4PA, <0 (2.16
¢ .

2.5 Alocagao em um Anel Circular

Para este caso, a regiao de alocagéo é definida como V{4, p,€), sendo parametri-
zada em termos do centro 4, do raio médio p e da espessura ¢ > 0 do anel circular,
naturalmente com p > ¢, conforme mostrado na figura 2.7. Devemos encontrar,
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Figura 2.7: Alocacdo em um Anel Circular.

se existir, um ganho de realimentagio de estado K € R™*" que aloque todos os
autovalores de Ay na regidao desejada, cu seja, para todo j, j = 1---n, é necessario

que
A.T'(ACI) € v(éa 2y E) (217)

O seguinte Teorema implica em condicdes suficientes para a alocacio de polos
desejada.

Teorema 5 Se existir um mesmo ganho K € ®™*" e uma mesma matriz P = P' >
0, tais que as seguintes desigualdades matriciais do tipo Lyapunov sejam verificadas

—AusPA;+(p—€e/2)’P < 0O (2.19)

para Ag.s 2 Aq— 6L Os pélos em malha fechada do sistema (1.1) estao alocados na
regidgo V(é,p,¢).

Prova A prova deste Teorema é semelhante & do Teorema 3, exceto pela segunda
desigualdade (2.19), que garante a alocagio externa i circunferéncia.
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Nota: A alocacdo de pdlos em um anel circular s6 é possivel para sistemas pre-
cisamente conhecidos (N = 1). As condigbes do Teorema anterior, para sistemas
incertos (N > 1), garantem apenas a alocagao dos autovalores correspondentes aos
vértices do dominio poliedral no anel circular, nada podendo-se afirmar com relacio
a combinacdo convexa dos mesmos. '

2.6 Conclusao

Os resultados descritos neste capitulo permitem, através de equacdes do tipo
Lyapunov, a alocagao dos pélos em malha fechada do sistema de controle nas regides
desejadas. O método de alocacdo se baseia na imposigao de desigualdades matriciais
que, se satisfeitas, garantem a alocacio de pélos na regido desejada.

A idéia basica utilizada foi a de se transladar o semi-plano esquerdo (para o
caso de alocagio em uma faixa vertical) ou o circulo unitério com raio p (para a
alocagao em uma regido circular). Para a regido parabdlica, utilizamos diretamente
as equagOes desenvolvidas em [34]. As consideragdes dos teoremas que garantem a
alocacao de polos sao apenas suficientes.




Capitulo 3

Controle' de Sistemas com
Alocacao de Pdlos

3.1 Introducgao

A partir dos resultados apresentados nos capitulos anteriores, é possivel formu-
lar condi¢bes suficientes que, além de assegurarem uma minimizacio de um custo
garantido Hz ou Heo, ou ainda, a minimizagao de um custo garantido H, sujeito a
um limitante H,, (otimizagdo mista Hy/Ho ), impdem a alocagio de pélos em uma
sub-regiao do plano complexo, contida no interior do circulo unitario.

A ideia aqui desenvolvida é a busca dentre todos os ganhos de realimentacio
K que garantem a alocacao dos pdlos na regiao desejada, aquele que minimiza
um limitante da norma H; ou H,, ou ainda, garanta a minimizac¢io de um custo
garantido Hz, sujeito a um limitante M.

As regides de alocagio estudadas foram: uma faixa vertical, uma regido circular,
uma regidgo parabélica e um anel circular. A alocagio para um anel circular sé
é possivel para sistemas precisamente conhecidos, ao contririo das demais regides
consideradas no capitulo anterior, cujos resultados sio validos também para sistema
incertos. .

Neste Capitulo, as regides consideradas sio dadas pela intersecio das regides
estudadas no Capitulo 2 com o circulo unitario.

‘3.2 Intersecdo com uma Faixa Vertical

36
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Mimiz]

Figura 3.1: Intersecio com uma Faiza Vertical.

Defindo-se as matrizes aumentadas

Al Ay =B, | At Az —B, |
F"’“[o 0} ’ Fﬁ“[o 0} (3.1)

onde A, £ A—cle Ag 2A- A1, tem-se o seguinte Teorema abordando alocagao

de polos na intersecio de uma faixa vertical com o circulo unitdrio, regido S(a, §)
mostrada na figura 3.1.

Teorema 6 Definindo-se as fungdes matriciais 0,:(-) e Og(-) como sendo

0.(W) & F. W+ WF, (3.2)
Op(W) = FpW+ WEF}, (3.3)
e o conjunto convexo
N
Rs = ﬂ Rs: ' (34)

=1

onde (para ¢ > 0 suficienternente pequeno)

Rsi = { W=W2>0: v8,u(Wh< —¢, v0s5Wp<—e, VoeEN } (3.5)
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A existéncia de W € Rs garante que o ganho K = WiW; ™! aloca todos os pélos do
sistema em malha fechada na regido S{c, 8), para qualquer F € Dp.

Prova Das equacdes (3.2) e (3.3) que definem O,;(W) e Bg;(W), respectivamente,
tem-sequeVveNeVi=1---N

—e 2 v'0u(Wh

> [ A =Bu|[ W Wi ] Wi Wy ][ Au —Bu|1,
= "o o W W, W, Wel|l 0 0O

o o d [ AaiWi = BuW] AuW; — ByWs WiAL -~ WoBL 011
= v 0 0 WAL, — W3B.. 0
> o [(Aai = BaWiWi™) Wi+ Wi (Aui — Bww) s ee)

que resulta, para todo ¢,i=1---N,com K =W/W, e P=W,
(Aai — BuK)YP + P(A, — BuK) <0 (3.7)
Por outro lado, Vv e N,eVi=1--. N
—€ > —v'@p(W)e

| ﬁﬁ,‘ mBg,' W1 W2 + W]_ Wz Aﬂi -‘“‘Bﬁ }
0 o W, W, W, Wil| o o v

IV
|
(::‘u
e

o [ ApiWy — ByW,] AW, — By, W, WiAg, — WeBy, 0 v
0 0 WAL — WaBj, 0

>~ [(Aﬁi - Bzz'Wz'WfI) Wi+ W, (A,@z’ - Bzz'WéWfI)f] z (3.8)
resultando .
| = (A~ BuK) [P + P — (Agi — BuK)] <0 (3.9)

para todo 4, i = 1---N. Note que o escalar ¢ > 0 suficientemente pequeno é
usado para “fechar” as desigualdades estritas em (3.7) e (3.9), resultando em 8 <
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Re [)«j(Ad)} <@, j=1---n,ou seja, todos os autovalores estdo na regiao prescrita
S, B), paratodo F;,i=1--- N, devido & convexidade da do dominio de incertezas,
também vale para qualquer par incerto (A, B;) ~» F € Dr.

Corolario 8 A solucao 6tima de
W = arg min{Tr(RW) : We [Czﬂﬂs]} (3.10)

fornece K = WiW;™ assegurando

(a) [[H(2)]l; < Tr (BW).

(b) Xi(Aa)€S(e,8) , j=1---n.
para todo F € Dp.

Prova O item (b) decorre do Teorema anterior; para (a), veja Lema 3 no Capitulo 1.

O

Corolario 4 A soluc¢io 6tima de
(W, ) = arg max { B p€[0,pm] , Wp)eCy e WERs } (3.11)

fornece K = WiW;™! assegurando

(a) 1H() oo < 1//F

(b) Aj(Aa) €S(a,8) , j=1---n.
para todo F' € Dp.

Prova O item (b) decorre do Teorema anterior; para (a), veja Lema 7 e Coroldrio 2
no Capitulo 1.

O
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Coroldrio 5 A solugio étima de
W = arg min { Tr (RW) : We [Coo('y) N RS] } (3.12)
fornece K = W}W;™" assegurando
(a) 1H ()} < Tr (RW) e [|H(2)]|c <.

(b) X{Aa) €S(a,B) , F=1---n.
para todo F € Dg.

Prova O item (b) decorre do Teorema anterior; para (a), veja Lema 10 no
Capitulo 1.

"
3.3 Intersecao com uma Regiao Circular
Definindo-se a matriz aumentada
X Aa -B
ng[ 0 02} , (3.13)

A . . < .
onde A; = A — 81, tem-se entdo o seguinte Teorema envolvendo alocacio de pdlos
na intersecdo de uma regido circular com o circulo unitirio, 7 (4, p) mostrada na
figura 3.2.

Teorema 7 Definindo-se a fun¢do matricial @5;(+) como

eag(W) g Fg,'WFga- - p2-W (3.14)
e o conjunto convexo
N
Rr = (] R (3.15)
i=1

onde (para € > 0 suficientemente pequeno)
'RT,-:{WEW’EO : vVOL(Wy < —¢, VDEN} (3.16)

A existéncia de W € Rt garante que o ganho K = WJW,; ™! aloca todos os pélos do
sistema em malha fechada na regido 7 (4, p), para qualquer F € Dp.
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Figura 3.2: Intersegdo com uma Regido Circular.

Prova Da equagio (3.14), temsequeVv e N, Vi=1---N

—e 2> v'0u(Wh
o o d[ A =Ba][W W[ As -Bx] _ [ Wi W,
= | 0 o W, W, || o o Piwy ows "

g { [ AsWi AL, — BuWiAL — AsW, Bl + Bo;WsBL. 0 } B
0 0

_ 2| W W
”[W; Wwa |f°

> o' [(Asi — BuWW ) Wi (Asi — BuWyWi) — p*Wile +

v

+ ' By [Ws — WyW. Wy Byo (3.17)
e visto que W > 0 <= W; > W)W 'W,, paratodoi,i=1---N

(Asi — BuWiW) Wy (Asi— BaWy W) - p* Wi < 0 (3.18)
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Finalmente, com K = W/W;"l e P = W, ‘ |
(A'gi — Bng) P (Ag,' — Bng)’ — pZP <0 (319)

implicando que (2.10) vale para todo 4,4 = 1--- N e gragas a convexidade, também
vale para qualquer (A, B;) ~ F' € Dp. Portanto a prova esti completa.

Corolério 6 A solucao étima de
"W = arg min{Tr(RW) : WG'{CQHRT]} (3.20)

fornece K = WiW;™" assegurando
(2) H(=)|2 < Tr (BW). |
(B) N(A) €T(6,p) , j=1--n.
para todo F € Dp.

Prova O item (b) decorre do Teorema anterior; para (a), veja Lema 3 no Capitulo 1.

0

Corolario 7 A _soiugéio otima de de
(W, ¢) = arg max { o o p€[0,um] , W,p) €l e WER«;} (3.21)

fornece K = W)W, ™! assegurando

(3) 1H )l < 1/y/F

(b) Xi(A) e T(6,p) , j=1--n.
para todo F ¢ Dp;

Prova O item (b) decorre do Teorema anterior; para (a), veja Lema 7 e Corolério 2
no Capitulo 1. :

0
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Coroléario 8 A solugéo 6tima de
W = arg min { Tr (RW) : We [Coo('y) N ’RT] } (3.22)
fornece K = W)W, ! assegurando
(a) 1H(2)| < Tr (RW) e [[H(2)]| < 7.
(b) \(Ad) €T(Ep) , j=1--n.
para todo F' € Dr.

Prova O item (b) decorre do Teorema anterior; para (a), veja Lema 10 no
Capitulo 1.

)
3.4 Intersecao com uma Regiao Parabélica
Defindo-se a matriz aumentada
é Aqr, -—Bz
pey B s

onde Ay 2 A; — ¢1, o Teorema seguinte trata da alocacdo de pélos na intersecéo
de uma regido parabdlica com o circulo unitério, denominada (3, ¢) conforme a
figura 3.3.

Teorema 8 Definindo-se a fungéo matricial ©4(-) como
O4:(W) £ FuW + WF, + y FWE, (3.24)
e o conjunto convexo

N
Ru = ) Rui (3.25)

=1

onde (para ¢ > 0 suficientemente pequeno)
’R;w_—,{WmW’RO:U’G@(W)vgmc,VUGN} (3.26)

A existéncia de W € Ry garante que o ganho K = WiW; ™! aloca todos os pélos do
sistema em malha fechada na regido U(v, ¢), para qualquer F' € Dp.
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Aimz]

Figura 3.3: Interse¢do com uma Regido Parabdlica.

Prova A partir das equagdes (1.45) que definem O4 (W), tem-se que Vv € A e
Vi=1-.-N.

d 2 v’@¢;(W)v

> o Ay =By W, W, " W, W, Ay —By; ' n
z o o [{ww|T|w wl||lo o
A; —By wy Wo |[ A -Bul
“”[0 0 sz' W3”0 0 } v
> o Aqs.;W] — BziWZI A@,’Wz — B, Wy + WIA;,;‘ — WzBéi 0
2 0 0 WA, — WsBl, 0

A,‘WlA;» — Bz,WéA: e A,‘WgBéi + Bz,'W;;Bé,- 0
t¥ 0 ol

> [(A¢.- — B W3 W) Wi+ W, (A¢i ~ Bzinini)i +
+ (A,— — Bzz'Wz'Wfi) Wy (As‘ - Bz,‘WéWfl)"‘f‘
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+ By (Ws — WW'Wa) By o (3.27)
e visto que W > 0 &= W3 > WiW['W,, paratodoi=1--- N eV v € N tem-se
(Agi — BuWW) Wy + Wi (Agi — BaW, W) +
+ 9 (A = BaWW ) Wi (Ai - BaWa W) < 0 (3.28)
que resulta, para todo ¢, =1---N, com K = W;W;" e P = W,
(Agi — BaiK)P + P(Agi — BuK)' + 9 (Ai — BuK)P(A; — By K) <0 (3.29)

ou seja, (2.14) vale para todo 4,7 = 1--- N e, devido & convexidade da equacio, vale
para qualquer (A, B;) ~ F € Dr. Portanto a prova estd completa.

0

Corolario 9 A solucéo 6tima de
W = arg min{Tr(RW) : We {czﬂnu]} (3.30)
fornece K = W)W;™! assegurando
(a) [H(2)|3 < Tr (RW).

(b) )\J’(Ad)eu(d)7¢) 3 ,7=1n
para todo F € Dp.

Prova O item (b) decorre do Teoreima anterior; para (a}, veja Lema 3 no Capitulo 1.

]

Corolario 10 A solugido 6tima de
W) = ang max { w  wE (O], Vi) €Ca e WERY b (33

fornece K = WiW;™" assegurando
(2) [H(z)llo < 1//B-
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(b) Mi(A) €U(¥¢) , j=1---n
para todo F' € Dp.

Prova O item (b) decorre do Teorema anterior; para (a), veja Lema 7 e Corolario 2
no Capitulo 1.

G

Coroldrio 11 A solugio 6tima de
W = arg min {’I‘r (RW) @ We [Cul) [) Ru] } (3.32)

fornece K = W;W{l assegurando
(a) [1H(2)|f} < Tr (RW) e ||H(2)]lo < 7-
(b) Xj(Aa) €U(p,8) , j=1--n.
para todo F € Dp.

Prova O item (b) decorre do Teorema anterior; para (a), veja Lema 10 no
Capitulo 1.

8

Observagao : Para a alocagio & direita de uma pa.rébola, Ou seja, para a convexi-
dade v < 0, o conjunto dado por (3.26) deve ser descrito come:

U = { W=W2>0: —v'0u(Whv< —¢, Vo GN} (3.33)

3.5 Intersecao com um Anel Circular

Devido a nao convexidade da regido de alocagio V(§, p,¢) mostrada na figura (3.4),
definida como a intersegéo do anel circular com a circunferéncia unitaria, o Teorema
a seguir envolvendo alocagdo de pdlos em um anel circular, é valido apenas para
sistemas precisamente conhecidos.
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AIm|z)

1

Figura 3.4: Interse¢do com um Anel Circular.

Teorema 9 Para Fs definido como

(3.34)

com As £ A~ §L Pode-se definir as seguintes fungbes matriciais Gepe(-) € Gini(-)
como:

Out(W) & FWFL — (p + e/2)W (3.35)

Oune(W) £ FWF; — (p - e/2)W (3.36)
e o conjunto convexo '

Ry = { W=W20: 10, W< —ce, 00, (Whr<—¢,Vve N} (3.37)

A existéncia de W € Ry garante que o ganho K = W)W, aloca todos os pélos do
sistema em malha fechada na regiao V(4, p,¢) para um dado par (A, B;) ~» F.

Prova A prova deste Teorema é semelhante ao Teorema 7 e por esse motivo nio
sera apresentada.
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Coroldrio 12 A solugio 6tima de
Wﬁaxgmin{Tr(RW) : We [czﬂnv]}- (3.38)
fornece K = W, W,! assegurando
(a) [H(2)} < Tr (RW).

(b) X(Aa) €V{b,pe) , j=1---n.
para um dado par (A, B;) ~» F.

Prova O item (b) decorre do Teorema anterior; para (a), veja Lema 3 no Capitulo 1.

o

Corolario 13 A solugaoc 6tima de
W) =arg max { = welbp]  WmeCo e WeRy ) (330

fornece K = WjW,;™! assegurando

() 1H(2)llo < 1/ /R

(b) A\i(Aa) € V(6,pe) , j=1---n.
para um dado par (A, By) ~ F.

Prova O item (b) decorre do Teorema anterior; para (a), veja Lema 7 e Corolério 2
no Capitulo 1.

O

Corolario 14 A solugao étima de
W = arg min { Tr (RW) : We [Cm('y) N 'Rv] } (3.40)

fornece K = WjW;™! assegurando
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(a) | H(2)|i3 < Tr (RW) e |H(2)]|oo < 7-
(b) X(Ag) € V(6,p,e) , j=1-n.

para um dado par (A, B;) ~ F.

Prova O item (b) decorre do Teorema anterior; para (a), veja Lema 10 no
Capitulo 1.

3.6 Conclusao

Neste Capitulo foram apresentadas condigdes suficientes que asseguram a oti-
mizagao de critérios do tipo norma de fungdes de transferéncia, além de garantir
a alocacao de pdlos em uma sub-regizo do plano complexo, contida no interior do
circulo unitario.

Desde que a convexidade seja mantida, qualquer restricio de alocacio de pélos
pode ser incorporada ao problema, bem como a combinagio de virias regides de
alocacao.



Capitulo 4

Solucao Numeérica e Exemplos

4.1 Introdugao

Uma métodologia numérica para a resolugdo dos problemas de controle robusto
comn alocacao de pdlos é propostoe neste Capitulo, através de um algoritmo de linea-
rizagdo externa, baseado no método de planos de corte. Sao apresentados também
quatro exemplos numéricos que abordam praticamente todos os casos possiveis de
otimizagio (Hy, Hs e mista Ha/He) e alocagdo de pdlos (faixa vertical, regiao
circular, regido parabdlica e anel circular) discutidos neste trabalho. Os exemplos
ilustram sistemas de controle reais e hipotéticos, discretos no tempo, com e sem a
presenca de incertezas nos parametros dos modelos.

4.2 Método de Planos de Corte

A idéia basica do método de planos de corte é a resolugio de uma série de pro-
blemas de programacdo linear, cujas soluges convergem para a solugio do problema
original. Esse método possibilita a resolugio dos problemas convexos tratados nos
capitulos anteriores, gerando hiperplanos que se aproximam gradativamente do con-
junto de solugoes factiveis, num processo denominado linearizacao externa. Trata-se
de um método dual, que “caminha” de solugdo infactivel em solugio infactivel, pi-
orando o valor da func¢ao objetivo a cada iteragio, até que, dentro de uma certa
precisao, atinge-se uma solucao factivel, obtendo-se a solugio 6tima do problema.

Apenas o algoritmo de aloca¢io em uma faixa vertical com o critério H, é apre-
sentado. As demais situa¢des sdo abordadas com algoritmos andlogos e portanto,
nao descritas neste trabalho.

50
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O algoritmo de linearizacao externa é dado por:

e Passo 1:; Defina um politopo inicial P® que contenha o conjunto convexo
{C; N ’R,g] . Faca £ = 0 (contador de iteragdes).

e Passo 2: Resolva o problema de Programacao Linear:
min{ Tr (RW) : WePt }
Se o problema for infactivel, entdo C; = @ e o programa se encerra.

e Passo 3: Verifique se a solugio W* ¢ {Cz N 735}. No caso afirmativo pare.
O algoritmo atingiu a solugdo 6tima, cujo ganho correspondente é dado por
K =W{W;~'. Caso contrério, calcule a matriz ®(W*’) e o escalar (W)

que definem o hiperplano separador entre W‘ [Cz N Rs], e obtenha o novo
pohtopo P dado por: ‘

Pt 2 ptn { (W) + (B(WH), W) < —e } (4.1)

Faca £ = { 4 1 e retorne ao passo 2.

Nas figuras 4.1, 4.2 e 4.3 tem-se uma seqliéncia ilustrando o método de planos de
~ corte. Esta seqiiéncia se prolonga até que uma solugio factivel seja encontrada, ou
caso contrario, que nio exista uma solucdo para o problema de otimizacio convexa.
Note que a seqiiéncia de politopos P¢, £ = 10,1, -, satisfaz

PPOPIOPID- D [N Rs] (4.2)

O procedimento sempre converge para o seu 6timo global quando uma solucio
existe. Como nos demais procedimentos do tipo plano de corte, a taxa de con-
vergéncia {que depende da profundidade dos cortes dados) nao pode ser calculada
de maneira global. Neste algoritmo, a cada iteragao, calculamos o hiperplano sepa-
rador a partir da restrigdo mais violada do conjunto de restrigdes, garantindo com
isso que, localmente, realizamos o corte mais profundo.
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WO
Figura 4.1: Politopo Inicial P°.

Figura 4.2: Politopo P’.
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Figura 4.3: Politopo P2.

No caso de otimizacdo H; a equagdo do plano de corte que separa W de C,
correspondente & restrigao v'@,(W)v <0, v € N, definida em (1.45) é dado por

FW) 2 f(Wo) + (FivoupFy — wovg , W — Wo) (4.3)

Para a aloca,ééo de polos em uma faixa vertical, a equagao do plano de corte que
separa YW de Rs correspondente a restrigdo v'0.,,(W)v < 0, v € N, definida em
(3.2) é dado por '

fOW) 2 fWo) + (2F{vovg , W — W) (4.4)

onde iz, F; e vp, sd0 obtidos a partir da restricio mais violada.

4.3 Exemplo 1

Este primeiro exemplo numérico foi gerado aleatoriamente, contendo incerte-
zas nas matrizes A e By, definindo um politopo de incertezas Dy composto de 4
“vértices”. Sdo abordados os casos de alocagao de pélos em uma regido parabélica
com otimizagao da norma H; e alocagio de pélos em uma regido circular com oti-
mizacao da norma He. '

As matrizes A e B, que definem a dindmica do problema sdo dadas por:

A; = | 0.6820 0.1392 0.5147 0.8659 0.2155 0.4675

0.6677 0.5439 0.3157 0.9166 0.9894 0.4397
, A=
0.1996 0.4503 0.8815 0.8900 0.4460 0.8066
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e
0.5625 --0.6202 0.9765

B, = y Ba, = | —0.7313 —-0.7707  0.4995

1.4050 —0.2627 -1.0550

-0.1274  0.2371 0.9778

~1.0970 —0.4015  0.1593
0.5542 -1.5870 1.1700

com as matrizes de ponderagio dadas por:

By =Iss cm[l‘”‘?’] : Dz["‘*"“]

Osxa ISxB

Portanto, os 4 “vértices” do sistema incerto sao dados por:

Flz[Al "321J : Fgm[“*l “B%}

0 0 0 0
_ 1 Ay =By _ | Ay =B,
N s R

4.3.1 Otimizacao H,

Primeiramente efetuou-se apenas a minimiza¢ao de um limitante o da norma H;
(item (a)). A seguir, impds-se uma restricao de alocagio de pélos em uma regizo
parabdlica {(item (b))}, com otimizagio da norma H;.

(a) Otimizacdao H; sem Alocagio de Pélos: W € C,
(b) Otimizaciio H; + Alocacio de Pdlos em U(ip, ¢): W € [C2 N Ru]

Na figura 4.4, a esquerda, tem-se a representacio da nuvem de pélos referente
a otimizagao Hy, sem alocagdo de pdlos. J4 & direita, tem-se a nuvem de pdlos
referente a otimizacdo H; conjuntamente com alocagio de pdlos em uma regido
parabdlica, com ¢ = —1 e ¢ = —0.5. Na tabela 4.1 tem-se os resultados numéricos
obtidos dos processos de otimizagdo H; e alocagio de pdlos.

Os ganhos de realimentagac de estados séo denotados por K(,) para o caso de
otimizagdo H; simples e por K, para o caso de otimiza¢do H; com alocagio de
polos na regiao parabdlica U(v, ¢).

[ —0.3284 —0.1707 —0.1575 ]
K@y = | —1.0880 —0.7933 —0.8295
0.2604 0.1781  0.1286 |

[ —0.4520 —0.0867 —0.2883
Ky = | —0.9706 —0.8493 —0.7610
0.2636  0.0345  0.1250




4.3

Exemplo 1

55

Figura 4.4: Nuvens de Pélos - Otimizacio H,.

Tabela 4.1: Otimizacdo Hy e Alocacdo de Polos.

@ ®)
s/ alocagdo | U(~1,~0.5)
Tr (EW) | 18.0704 32.1826
| H(2)IIZ 14.0213 10.8617
11.6137 23.6166
10.0528 10.0595
14.8680 21.0745
iteragoes 199 188
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Figura 4.5: Nuvens de Polos - Otimiza¢do H,.

Pode-se notar que com o processo de alocagdo de polos houve um acréscimo de
aproximadamente 78% sobre o limitante da norma H;. Este fato deve ser levado em
consideracao para o projeto de sistemas.

4.3.2 Otimizacgao H,

Inicialmente, efetuou-se apenas a minimizagio de um limitante v da norma Moo
(item (a)). Entdo, impds-se a restri¢io de alocagdo de pélos em uma regizo circular

T(é,p) (item (b)).
(a) Otimizagdo H,, sem Alocagio de Pdlos: W € Cy,

(b) Otimizagio He, + Alocagio de Pélos em 7(6,p): W € [Coo N R7]

Na figura 4.5, & esquerda, tem-se a representacao da nuvem de pélos referente
a otimizagdo Hu, sem alocacao de pélos. Ja i direita, tem-se a representagio da
nuvem de polos referente a otimizagdo H,, conjuntamente com alocagio de pdlos
em uma regiao circular, com é = —0.2 e p = 0.6. Na tabela 4.2 tem-se os resultados
numeéricos obtidos dos processos de otimizagéo H,, € alocacao de pdlos.

Os ganhos de realimentacio de estados sdo denotados por K(,) para o caso de
otimizagdo M. simples € por K(,) para o caso de otimizacio H,, com alocagio de
pélos na regido circular T (4, p).

-0.4755 —0.2196 —0.0971

K@= | —1.1077 —0.8071 —0.9232
0.2491 0.1558  0.0334
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(a) (b)
s/ alocacdo | 7(—0.2,0.6)
v 7.1253 10.7385
TH ). | 5.1106 8.1680
4.1885 4.3098
4.2447 4.9027
4.4276 4.2449
iteragoes 433 302

Tabela 4.2: Otimizagdo Hy e Alocagao de Polos.

—0.3967 —0.1857  0.0035
Kgy= | —1.1481 ~0.8426 -1.0372
0.3396  0.1979  0.0002

E claro que trata-se de um exemplo puramente ilustrativo; o valor do limitante
Hoo impondo-se a alocacao de pélos na regido 7(—0.2,0.6) é cerca de 51% superior
ao caso sem alocagao.

4.4 Exemplo 2

Este exemplo ilustra a alocacao de pélos em um anel circular com otimizacio da
norma H;. Conforme ja foi dito anteriormente, a alocacio nesse tipo de regiao sé
pode ser realizada para sistemas precisamente conhecidos, devido a nao convexidade
da regido no plano complexo. O sistema de controle, precisamente conhecido e de
ordem 3 é dado por

0.8642 0.6508 0.4845 —0.2831
A= 101943 0.6763 0.5965 , By= 1] —0.7361
0.0580 0.9687 0.0726 —0.2531

com as matrizes de ponderacao dadas por:

O1x3

By =1 cm{lm] , D=

DO

Novamente o exemplo foi dividido em duas partes. Na primeira (item(a)) efetuou-
se apenas a otimizacdo H3, obtendo-se um ganho de realimentacdo de estado Ki,).
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Figura 4.6: Pdlos - Alocagcdo em um Anel Circular.

Na segunda parte (item(b)} efetuou-se a otimizagio H; com alocagio de pélos em
um anel circular, com é = 0.4, p = 0.4 e € = 0.001, obtendo-se um ganho K.

(a) Otimizacdo H, sem Alocacao de Pélos: W € G,
(b) Otimizagdo H; + Alocagio de Pélos em V(6,p,6): W € [Cg N RVJ

Na figura 4.6, & esquerda, tem-se a representacio dos pélos referentes a otimi-
zacdo Hy. Ja a direita, tem-se a visualizacao dos pélos referentes a otimizacio H,
conjuntamente com alocagao de pélos em um anel circular, com § = 0.4, p = 0.4 e
€ = 0.001. Na tabela 4.3 tem-se os resultados numéricos obtidos dos processos de
otimizacao H; e alocacio de pélos..

(a) (b)
s/ alocagdo | V(0.4,0.4,0.001)
Tr (RW) 7.2909 - 1.8368 x 10*
H(2)|iz 7.2909 12.5052
iteracoes 42 188

Tabela 4.3: Otimizagdo H; e Alocagio de Pdlos em V(4, p,¢).

Os ganhos de realimentagio de estados sio denotados por K(a) para o caso de
otimizagao H; simples e por K, para o caso de otimizagio com alocacio de pélos
no anel circular V(§, p, ¢).
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Ky = 05099 1.1197 0.6753 ]

K = [ 0.4794 01275 1.0389 |

Note que apesar do limitante da norma H, ter aumentado de forma acentuada
com a imposicdo de alocacdo de pdlos em V(0.4,0.4,0.001), o mesmo nio ocorreu
com o valor real da norma M2, que teve um acréscimo de aproximadamente 58%.

4.5 Exemplo 3

Este este exemplo foi anteriormente apresesentado em [32]. Esse exemplo, gera-
do aleatoriamente, ilustra a otimizagio mista Hz/H,, com alocacio em uma faixa
vertical, e consiste de wn sistema de ordem 4, com incerteza na matriz A sendo
descrito pelas matrizes

[ 0.7012 0.7564 0.0727 0.2749 7
0.9103 0.9910 0.6316 0.3593
0.7622 0.3653 0.8847 0.1665
| 0.2625 0.2470 0.2727 0.4865

Ay =

[ 0.0475 0.9826 0.4364 0.8977 7
0.7361 0.7227 0.7665 0.9092
0.3282 0.7334 0.4777 0.0606
| 0.6326 0.6515 0.2378 0.9047 |

Ay

0.5045 0.4940 0.0737
0.5163 0.2661 0.5007
0.3190 0.0907 0.3841
0.9866 0.9478 0.2771

com as matrizes de ponderacio dadas por

Bi=toa 0= [ ] o= [ ]

B, =

Portanto, o sistema incerto tem dois “vértices” dados por

Ay —B A; —-B
Re[8 B] e ns [t ]
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Figura 4.7: Nuvens de Polos - AlocagGo em uma Faize Vertical.

No item (a) efetuou-se a otimizagio mista Hz/H,. sem restrigbes sobre a norma
Hw, isto é, otimizagao H; simples, com alocagio de pélos em uma faixa vertical, com
a=0.9e f=-04. Em seguida (b) efetuou-se a otimizagio H,/H,, sem alocacio
de polos. Finalmente em (c) otimizou-se a norma mista H;/H,, com alocacio de
pélos na mesma faixa vertical, a = 0.9 e 8 = —0.4.

(a) Otimizacdo H; + Alocagéo de Pélos em S(e, 8): W € [Cg n Rs]
(b) Otimizacio Mista Hy/Ho: W € Coo(7)

(c) Otimizagio Mista Ha/H., + Alocagio de Pélos em S(a, B):
W € [Col7) N Rs]

Primeiramente (item(a)), especificou-se a alocagio dos pélos na faixa vertical
&(0.9,—-0.4), com v — +oc (portanto sem restricdes sobre a norma H.), obtendo-
se 0 ganho K{,). Escolhendo entao uma atenuacio prescrita 4 = 9, o controle misto
Hz2/Heo sem a restricdo de alocagdo de pélos resulta em um ganho K,y (item(b)).
Note que, com a imposi¢ao do limitante ¥ = 9 as normas calculadas || H(z)||.
sao menores que as precedentes. Agora, impondo-se a alocagio de pdlos na regido
5(0.9, ~0.4) com y = 9, obteve-se o ganho K| (item(c)).

A figura 4.7 mostra a nuvem de raizes para o controle misto Hy/H,,, sem alocacio
e coin a restrigao de alocagdo na faixa vertical.

0.4711 0.5749 0.3707 0.4068
K@y = | —0.1923 0.1282 0.0036 0.3276
0.9756 0.5960 0.6123 0.2120
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Otimizagdo H, | Otimizagio Ha/He | Otimizacio Ha/Heo
5(0.9,—0.4) =9 5(0.9,-0.4) ,y=9
Tr (BW) | 15.6544 17.5274 51.8092
TH? 13.1000 12.8699 12.5509
- 10.2412 9.8890 11.1539
TH ()l 8.4985 6.4130 7.5408
3.2074 3.0478 3.2526
iteracoes . 650 776 1091

Tabela 4.4: Otimiza¢do Mista Hy/H e Alocagao de Pélos em S(a, B).

0.5526 0.6147
Ky = {ma.assz 0.1115
0.8565 0.7590
0.5069  0.6315
—0.2282 —0.0108
1.0566  0.7592

Ky =

0.4472 0.4864
0.1261 0.4369 }
0.5357 0.2102
0.3670 0.4367
—0.0504 0.1792
0.6372 0.3741

|

E claro que o custo aumentou significativamente com a restrigio imposta. Note
também que, gragas a convexidade, nao sb os vértices do sistema incerto satisfazem
as restrigdes, mas também as combinacdes lineares entre os dois extremos.

4.6 Exemplo 4

Este exemplo foi utilizado em [28]. Ele foi originariamente extraido de [29], onde
. um controle ndo linear, continuo no tempo é estudado. Ele consiste em um modelo de
estado de uma aeronave F4-E, nos quatro pontos de operagao (P.0.). Este problema
também foi tratado em [12] e [15] no contexto de estabilizacio quadratica e custo Ha
garantido, respectivamente. Com um tempo de discretizacdo dado por At = 0.05

segundos, a matriz incerta F' € a seguinte

fuu fz  fis
P fa foo fas
- 0 0 0.2231

0 0 o

Js

Jas
~0.7769

0
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onde os valores dos parametros incertos sao dados na Tabela 4.5.

P.O. fu1 Ji2 Ji3 fra Ja1 S22 Ja3 faa
1 0.9572 | 0.8329 | 2.2670 | 2.5873 0.0127 ; 0.9638 | —0.2682 | 0.2909
2 0.9693 | 0.8767 | 1.9881 | 11.4728 | 0.0040 | 0.9694 | —0.2691 | 0.2818
3 0.9313 | 2.3567 | 5.2814 | —1.3790 | 0.0102 | 0.9445 | —0.7538 | 0.7506
4 0,9498 | 1.4220 | 3.8014 | 4.7405 | —0.0327 | 0.9161 | --0.8440 | 0.6196

Tabela 4.5: Modelos Extremos - Sistema Discreto no Tempo.

com as matrizes de ponderacao
Bl = ISX3 3 C= I3X3 ’ D= 03XI
01x3 1

Novamente o exemplo foi tratado segundo vérios critérios. Primeiramente, estudou-
se a otimizacdo H; sem a imposi¢do de alocacdo de pdlos (item(a)). A seguir,
resolveu-se o problema de otimizagdo H; com alocagéo de polos na regido circular,
comn p = 0.5e é =0.6.

(a) Otimizacio H, sem Alocagio de Pélos: W € C,
(b) Otimizacao H; + Alocagdo de Pélos em 7(4,p): W € [Cg N ’RT]

Na figura 4.8, a4 esquerda, tem-se a representagdo da nuvem de pélos referente
a otimizacao H;, sem alocacdo de pdlos. Ji a direita, tem-se a representagio da
nuvem de polos referente a otimizacio My conjuntamente com alocagao de pélos
em uma regiao circular, com é = 0.6 e p = 0.5. Note que a regido de alocagao é
dada pela interse¢ao de 7(0.6,0.5) com o circulo unitario. Na tabela 4.6 tem-se os
resultados numéricos obtidos dos processos de otimizagio H, e alocacio de pélos na
regiao circular. :

Os ganhos de realimentacdo de estados sao denotados por K(,) para o caso de
otimizagao H; simples e por K3, para o caso de otimizacdo H, com alocagio de
pélos na regido circular 7 (4, p).

Ky = | —0.0380 ~0.5719 0.3495 |

Ky = [ —0.0296 —0.4932 0.2367 |

Novamente houve um aumento do limitante da norma H; quando se considerou
a alocagho de pélos em 7(0.6,0.5). Nesse caso o aumento foi de aproximadamente
de 12%.




4.6

Exemplo 4

63

Figura 4.8: Nuvens de Polos - Otimizagdo H,.

Tabela 4.6: Otimizagdo Hy e Alocagio de Pélos.

(a) (b)
s/ alocagdo | 7(0.6,0.5)

Tr (RW) | 1433.9 1607.9
THGE | 123.6810 | 136.750
366.5789 372.8504
387.7737 | 435.6003

104.5213 97.3150

iteragoes 110 126
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4.7 Conclusao

Os exemplos apresentados neste Capitulo comprovam a validade dos procedimen-
tos desenvolvidos nos capitulos anteriores. Os exemplos mostram, através de figuras
ilustrativas das nuvens de lugares de raizes, a alocagio de pélos em sub-regides do
plano complexo, sendo que em todos eles, procurou-se otimizar um critério do tipo
norma. E importante ressaltar que as regides de alocagio sio resultantes da inter-
secao das regides descritas por equacdes do tipo Lyapunov com o circulo unitario.




Conclusao Geral

Neste trabalho foi apresentado uma metodologia que permite resolver o proble-
ma. de alocagio de pdlos em sub-regides do plano complexo. Essa teoria é aplicavel
a sistemas din&micos lineares, discretos no tempo, modelados por varidveis de es-
tado, podendo ou nao estarem sujeitos & presenca de incertezas nos parametros do
modelo. As possiveis incertezas sao descritas através de matrizes extremas, geran-
do intervalos de variagdo para os parametros, ndo havendo a principio, restricdes
quanto ao nimero de parametros incertos (apenas deve-se notar que hd um conse-
quente aumento do esforgo computacional com a elevagio do niimero de pardmetros
incertos).

A metodologia adotada permite, além da alocacdo de pélos em sub-regides, a
otimizagao de critérios do tipo norma de uma funcio de transferéncia, mais especi-
ficamente norma H3, He e mista Hy/Hoo. A otimizagao deste tipo de critério pode
ser bastante util quando, por exemplo neste caso, uma funcio de transferéncia entre
uma entrada de distirbio e uma saida é abordada, com minimiza¢ao de um critério
do tipo norma. '

O algoritmo iterativo apresentado, baseado no método de planos de corte, permi-
te a resolugdo do problema de controle robusto com alocagio de pdlos em sub-regides.
Neste método, qualquer restricdo convexa adicional, seja de estrutura ou de alocacéio
de pdlos, pode ser incorporada ao problema original.

Possiveis extensdes deste trabalho apontam nas seguintes direcdes: estudo de
outras regides de alocacdo, controle descentralizado, realimentagiao de saida, etc.
No caso de critérios M., os resultados podem ser bastante melhorados com o uso
de condigbes necessérias e suficientes convexas (ver referéncia [37]).
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