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RESUMO

O processamento e g transmissloe de sinais digitais
desempenham um papel dominante para os sistemas de comunlicBes tanto no
aspeclo aplicative gquantc no tedrico. Sabenos, entretanto, que &
maioria dos sinais produzidos s3o de natureza analdgicae ou continua
ne Ltempo. Portanto, para um efetivo processamentoc digital torna—se
neaaé$ério que Sejam pPropostos conversores analdégico-digital cada
vez mails eficientes. Frequentemente a2 qualidade da conversZoc & um
fator limitante com relacsc ao desaméenho total do sistema pelo fato
de gue uma degradacfo irreversivel estd sendo introduzida wvia
distorgZoe. Na guantizac3o o mecani=mo deve responder gquesiBes do {1ipo:
quantos bits s#3o necessarios para representar as amostras ou gquanto
ruide quantizado pode ser evitado para uma taxa conhecida A priori?.
Em geral .os gquantizadores reticul ados podem ser vistos come generali-
zagBes multidimensionais de guantizadores escalares uniformes. Assim
sendo, este trabalho consiste em descrever analiticamente via formas
quadraticas extremas os gquantizadores reticulados bem como mostrar a
viabilidade dos grupos de reflex3oc e das dlgebras de Lie em problemas
de codificagio de fonte, usando como um indicativo para esta viabili-
dade, a guestZo do nUmero minimo de bits necessiarios para codificar a
salida de uma fonte de modo gue ela possa ser reconstrufda satisfazendo

uma distorgfic pré-estabelecida.



ABSTRACT.

Digital processing and transmission play a fundamental rols
in communications systems regarding its theoretical and applied
aspecis. Its is well known,however,that the majority of the signails of
interest are analog or continucus time in nature. Threfore,it is quite
2 necessiity Lo propose new analog-to-digital converters with ever
increasing efficiency such that the irreversible degradation being
introduced by distortion ke as s=mall as possible.As far as the
quantization process in concerned it is important to provide an answer
to the fellowing gquestion: How many bits are necessary 1o represent
the samples or how much guantized noise can be avoided for given fixed
rate? In general, lattice guantizers ﬁan be seen as multidimensional
generalizations of uniform scalar quantizers. Therefore, it is the
objective of this dissertation +to describe analytically lattice
quantizers via extreme qguadratic forms as well as to show how
promising are the use of reflection groups and Lie algebras in scource
coding problems. Under these assumptions it is presented a2 systematic
procedure in estableshing the Vorondi regions for several families of
the simple Lie algebraz as well as tLhe corresponding rate distortion

funchion.
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INTRODUGAO .

O interesse continuo de incorporacgiic de técnicas de
processamento digital de sinais em sistemas de comunicacBes advem da
eficiéncia que pode ser alcancada tante no aspecto de confiabilidads
da informagdo sendo itransmitida como da reprodutividade destz mesma
informacio.

Apesar de Shannon, através do Tecrems da Codificacio de
Fonte sujeita ac critérico de fidelidade, explicitar c<claramente a
vantagem da codificagio por blocos ou ve;b::res a0 inves da codificacio
por escal ar s6 recentemente € gque algori{itmos eficientes para
conpressio de dados,{33]1~-I{38)], tornaram viavel a implenentacic de
sistemas préticos utilizando gquantizagfo vetorial.

O referencial tedrico em gue se fundamenta a analise dos
guantizadores escalares vetoriais & a Teoriz da Taxa de
Distorc¢io. Segundo esta teoria, o desempenho dos gquantizadores
vetoriais ¢ medido através da seguinte hipdtese: fixar a taxa e
aumentar a dimens3o ou fixar a di mens&do e aumentar a taxa.

Baseado nesta Gltima hipdiese ¢ gues Bennett [{36] introduziu

o concelitio de guantizag o assintdtica ou de alta resolucic <com o

ocbejetive de medir o desempenho de quantizadores escalares.Este mesmo
conceito fol generalizado para guantizadores vetoriais por Zador [221
e para quantizadores reticulados por Conway e Sloane [9].

De uma manelira simples, 2 essencia da guantizagdo
assintdtica wutiliza da hipdtese de gque mantendo fixa a dimensio o
aumgntande 2 Laxa resulia em um aumentio ne nimsro de nives{pontog) de
zaida de tal forma gue um grande nGmero de ni veistpontosl a densidade

de probabilidade da entrada ¢ aproximadamente constanie em gual guer



politopo contende estes nivesCpontosy,

Assim, sob as hipéteses de gquantizacio asszintdtica (densi-
dade de probabilidade uniformed e de que a fonte n¥o possue memdria,
oS guantizadores velorials baseados em reticul ados apresentam
isometrias com relacZc aocs pelitopos fundamentais (regiBSes de Vorondid
Stimos, isto € reccbrem uniformemente todo < 2Spago em consideracgio.

Dessa forma, < obistiveo deste trabalho consizte em
apresentar uma forma sistemitica de anadlise de guantizadores
reticulados através de formas guadréticas extremas bem come usar a
teria da taxa de distorcio para mostrar a viabilidade de Algebras de
Lie em problemas de codificacie de fonte.

Para atingir nossc objetivo, dividimos nosso trabalhe em
quatro partes.

A primeira parte, CCapitule 13, trata do conceito e proepri-
edades das formas quadriaticas bem COmMo Sua conexdEo com o= reticul ados.

Na segunda parte, (Capituleo 2), abordamos os conceitos de
grupos de simeiria, grupos de reflexdoc, grafos de Coxeter, Adlgebras de
Lie, grupos de Weyl de uma digebra de Lie, matrizes de Cartan,
diagramas de Dynkin, e as relagBes existente entres o empacotamnentc de
esferas no espaco Fuclidiano n-dimensional, as formas guadriticas
extremas e as Algebras de Lie. Estes tdépicos tém por shijetivo,
fornecer conhecimentos basicos para o Capitule 2, no gqual apresentamos
un método para a determina¢fo da regifc de Voronoi (8] de um
reticulado gerado por um sistema de rajzes de uma algebra de Lie,

OUs reticulados guando usados como guantizadores, intro-
duzem srros inevitivels, ent@c a terceira parte Clapitule 37 do
nosso trabalho tem por objetivo quantificar estes erros, bem como

determinar as regi®es de Voronei de alguns reticulados usando toda



estrutura algébrica estudada no Capituleo 2.

A guarta e Gltima parte C(Capitule 43 tem por objetivo
estabelecer o calcule da fungfo taxa de distorgie guando usamos oz
reticulados como gquantizadores ou codificadores de fonte.

Este cilculo nos permite responder a questic: gquantos bits ou
nats por segundos s3oc necessariocs, para a representacio das amostras
ou guante ruido guantizado (distorgZo) pode ser evitado para uma taxa
fixada & priocri 7.

Esperamos deste modo, gque os resultados por néds obtidos no
Capitulo 4 deste trabalho, possam contribuir aa manelira significativas,

no estudo relativo ac problema de codificacfo de fonte.

X1



CAPITULO 1

FORMAS QUADRATICAS



1.1 -PRELIMINAREZ,

A consirugfo de cédigos para transmitir informacBes
confiadvelis esti intimamente relacionada com =] problema de
enpacotamento de esferas. Particularmente, o problema de empacotamento
de esferas pode ser aplicado na construgfio de sinais para serem
transmitidos em canais com ruido bem como na construcfo de conversores
analdgico~digitais. Usando oz resultados (técnicasd de empacotamentc
de esferas, €& possivel transmitir palavras cédigos com minima
quantidade de poténcia e méxima confiabilidade. |

O objetive deste Capitule & apresentar os conceitos e
propriedades de formas gquadriticas, uma vez gque estes elementos
proporcionam uma alternativa para o estudo dos reticulados. Com isso
mostraremos come formas quadrédticas e reticulados esifo relacionados.
Abordaremos ainda o conceito de reflexZc no espace Euclideane com o
proposito de definirmos formas quadraticas reflexivels as quals

correspondem aos enpaccotamentos densos de esferas.

1.2 - FORMAS QUADRATICAS.

Pefinicio 1.2.3 — A soma dupla

x' {a R , xi,xjezb.

™
£ L2
., %™ =Y )
FAR] %}
r=d )

% E
1Y
X
.

tatatet: ] A=€aﬁ),é uma matriz ziméirica, ¢ denominadse uma forma guadratica

n-aria. Diremos, em geral, gue a matriz A estid associada & forma Q.

Pefinigio i.8.2 ~ Duas formas guadriticas



L-" SN O
Qz X R

. 8%0c chamadas reciprocas, se a matriz A = Caij) possuir B o= {ai‘j)
come inversa e vice—-versa.
Exemplo 1.2.1 —~ Sejam (ﬂix,y,z) =3 C%Cx,y.z) formas guadraticas
especificadas Conde (x',x°,x") = Cx,y,z)j por
Qg(x,y‘z}#x2+yz+zz—-xywyz

QZst Y. Z2 32 7

Vamos denotar por

formas gquadréticas Qa = C%

i ~1i,2
A = =iz i
o -1 -2
32 i
B = i 2
i-2 i

+ Eyz + 32 27 + Sxy + xz + Byz,

matrizes assocl adas

A e B as

respectivamente

O
-1
i

12

38
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i
houd

entZo as formas quadraticas Qx e Qz

Definigio 1.2.2 ~ Uma forma guadratica

™ a2l
QCX",. caaxTY = z z ai.j x" s
' i=j =1
¢ positiva definida, se:
E I n
QU ... ,x 2 > O
para todo Cxﬂ...,x“) # L0, ...,00.

No Exemplo 1.2.1, as formas Qse Qz sZEo

da matriz

Os elementos da diagonal

forma guadrética positiva definida

e ™
QCx",...,xﬁD "—"E 2 ‘eyr.,.:‘c11 xj
i}
i=4 jimg
=3c todos positivos, isto =&
X1,0.,0,...,0.03 = &
14
LC,1,.0,...,0,00 = &
z2
chngwoa-’u 90313 = A

s3c reciprocas.

positivas definidas.

A = {aijj, de uma



b~ 0

Definig¥o 1.2.4 - Seja X = &x',... ,x™ =

"
.
E a”xxj
L2
izd j=%

i

uma forma quadrética positiva definida. Considere M e d dados por

M= min Xx*, ... ,x™ e d = DetCa D
x ”
com xﬁ....,xh inteiros ni3oc todos nulos. A forma gquadratica Q &
denominada extrema se para toda variagfoc peguena dos coeficientes
a . a raz¥e doM & um minimo local.

L
Em geral guando trabalhamos com formas quadraticas

assocliadas & reticulades, procurames dentro de umz mesma classe,
agquela que se apresenta de uma maneiraz mais simples., Com este
objetivo, diremos que duas formas guadréticas n-arias Ca =) Q2 com
matrizes A e B respectivamente s3o equivalentes se B = M A M para
alguma matriz M com detd(M = ii. Quando duas formas gquadraticas

n-arias Q1 e Q% sZo equivalentes diremos que slas estio na mesmna

classe.
Exemplo 1.2.2 ~ As formas quadréticas binirias
CaCx,yD = xz+ ¥ & (%Cx.y) = xz+ Cx ~- y)z
s¥c equivalentes.
Exemplo 1.2.2 — As formas guadriticas ternsrias

€a(x,y,z) = %4 y2+ z%4 HE v V¥E



QCx,y,2) = x*+ y¥+ €222~ xC-2> - yC-z>
s%c eguivalentes.

Gauss {14] observou que toda forma quadratica binaria

extrema ¢ equivalente a
Qe yd = x2+ yz* XY,

e que toda forma quadritica ternaria extrema € equivalente a
X, ¥, 23 = x+ yz* 2%+ 3z + ¥z,

Korkine e Zolotareff [15] mostraram que existem duas classes

de formas guadriticas quartenérias extremas e trés classes de formas

quadriticas gquinadrias extremas.

1.3 ~ RETICULADOS DE PONTOS.

O termo reticuladeo ¢ usade no minime em dols tépicos

distintos da Matematica, isto ¢. na Algebra e na geometria dos nume-
ros. Na algebra, a teoria deo reticulado refere—se ac estudoe de um tipo
especial de conjunto parcialmente ordenadol1l. Este tipo de reticulado
nIo seri abordade em nosso trabalho. Ma geometria dos nUmeros um
reticulads refere-se a qualquer subgrupe discrete do espaco BEuclideano
n—dimensional. Estudaremos reticulados com a seguinte caracteristica:

Considere tx”"’tn » N velores linearments independentes no espago



R”. © conjunto { x = xgtl-!-,..-i-xnt” | xe Z > ¢ denominado um

relicul ado com base La,... ,tﬁ » CFigura 1.3.10.

Figura 1.3.1 ~ Parte de um reticulado tridimensional,

A fim de motivar a definigio de reticulados e estudar suas
relagfes com formas gquadraticas, daremos t{Lrés exemnplos  de

reticulades no espaco tridimensional.

Exemplo 1.3.1 - Sejam ta’ tz, tg as translac®es unitirias no

sistema de coordenadas Cartesianas., O cojunto { x = xit’.# xztz-b xﬂts j

x. € Z > forma o reticulado cubicoe CFRigura 1.3.2>.

Figura 1.2.2 - Parte de um reticulade cGbico com basse ti, t’z" ts.

7



Exemplc 1.3.2 ~ No sistema de coordenadas Cartesianas, considere 1.2
C L+t 0,01 7200 4 + ¢ 3,C4-85C ¢ + & 2. Oconjunto { x = C1./8x 3C &+ =+
) z 1 2 z 8 4 i
L2 4+ Qi D0 ¢+ L 3 + Ci/8% 3C & + t, 2 | x, € Z > ¢& denominado
-4 F 4 -] 3 z 3 {

reticulado cubico de face centrada CFigura 1.3.33.

yd

Figura 1.3.3 - Parte do reticulado cUblico de face centrada com base

C1720C ¢ + L 3, C123C ¢ + L 3, CL 23¢C L+ L 3,
1 z £ 3 2 S

Exemplo 1.3.3 - No sistema de coordenadas Cartesianas consideres

t .t . C17280C ¢ + ¢ + 4 3, 0O conjuntc { x = x t + x ¢t + C1.23% Ct + &
1z i 2 8 i 4 z 2 3 g z

+ t33 ! x & Z > & denominade reticulade ctbico de corps centradeo

(Figura 1.3. 43,

Figura 1.3.4 - Parte do reticul ado ctbico de corps centrado com base

t,e b, €120 ¢ + ¢ + ¢ D,
1 z 2 z 8



DefinigZo 1.3.1 - Sejam tﬂ,. ‘e s tn elemenios linearmenie independentes

do espa¢o Euclideano R'. © conjunto € x. T § ® = Kovoeos xﬂb, x. € Z >
com t=C b ..., bt D, bt =C b ,...,t D,....,b=C b L...,t 3
i 34 £r -4 Z4 2N 2] nd T
t t ..t
'l NP Jin
& T = . = .
t t ....t
Ig) i it
¢ denominade reticulade com base t,a,. .- s t.n . © conjunto consistindo
de todos oz pontos: xiti-h. . F x“tn 0% xi<1 2 & denominado parazlele-

topo fundamental. A (Figura 1.3.5) mostra um reticulado bidimensio-
nal e © paraleletopo fundamental determinado pela base tx’ tz. Um pa-—
raleletopo fundamental ¢ um exemplo de uma regl o fundamental, isto
&, uma regific gue ac repeti-la infinitas vezes, cobre todo o eTparo

com exatamente um ponte do reticulado em cada cépia.

/ / / / tz

/ /72 /tgﬁa/at,ﬂz O@E
;7 fundomentar
;77

Figura 1.3. 85 -~ Parte do reticuladc bidimensional com base ti, tz

1.4 - PROPRIEDADES DO RETICULADOS.

Sejam ti & tz doigs pontos no ®* dados por



t =C a, bl ) t =Ca, b3
3 i 1z z z z

entZc as coordenadas de gqualguer ponto P = Ca,b> do reticulado

gerade por ts.' t2 s¥c dadaz por

a = x a + x a =) b=xb+xhb
£ 4 2 =z £ % 2 2

onde x, e x, S3o inteiros guaisqguer.

Seda A o conjunta de todos oS pontos Ca,bB) com
coordenadas inteiras. Considere a transformagso linear L , dada por

¥

a = x a + xzb » b’ = Y2t yzb C1.4.40

onde LR T Y, s8c inteiros positivos ou negativos. De €1.4.13

z 4
podemos ver gue qualquer ponto Ca , BY e A +» €& transformade em outro
ponto Ca’, b"> € A . Resolvende C1.4.1) pPara a e b obtemcs

a = (yza - xzb D/Cxi_yz— xzyi} Ci.4.25

- - »_ F / -

b ﬂyia xxb 2 Cxiyz xzyg}

Seja DetdlD © determinante da transformacfo L . Se

+
Petlld = - 1 entZo gualsquer valores inteiros de 2° e Bb® » resultam
em valores inteiros de a e b . Portanto, todo ponte Ca’, b2 & A
corresponde 2 um ponto Ca,b) & A . Isto mostra que A & transformado
em A . Reciprocamente, se A € transformade em =i préopric, todo

pento Ca’,b’> com coordenadas inteiras deve fornecer um ponto Ca,bd

com coordenadas inteiras. Em particular, se Ca’,b'2 assumir os

10



valores (1,00 e (0,13, de €1.4.1) temos

Detd{l> divide Y, » Det(ll divide x,

Det(ll diwvides y; . Detlll divide xa.
Dezsa manoeirs,

CDetlldD>® divide Cx y — > y O
£7 2 27 4

fe 8

CDetCL)>? divide DetCLDd
isto =6 & possivel se Det(l) = z 1.

No espage Euclideano tridimesional os reticulados e as
formas ternarias apresentam propriedades interessantes sendo gue uma

delas resume no fato de que formas reciprocas s3o representadas por
reticul ados reciprocos.
Com © objeltive de estudar as propriedades entre reticulados

de pontos & classes de formas guadraticas, vamos considerar a forma

quadratica n—aria

e I

o
i 3} i ;
QOx, ..., x2 = 2 a  x x?
£ i}
i =1

]

]
& a2 forma guadritica n—4ria reciproca de Qz” definida por

n

QZCX£, e e ey xﬁj RE
=g 3

i

T g o
i
o5
X

i1



Sejam p, =C0, ..., OO e pzmcz‘,,.,,e’b

pontos do espaco r". © guadrade da distincia entre pk P, & dada por

dzﬂpi, PR = & 4+ L 4 g™®
Consideres

e, =C1, O, ..., O, O

e, =C0, 1, ..., 0, ®

e = €O, O, . O, 1D

os vetores unitérios relativos aos eixos cartesianos. O guadrade da

norma do vetor
n
VﬁZflei2C€,...,f3
g
& dada por
=2

2z _ z
i v i =CEOT L o+ 2D

O nosso objetive seri expressar formas guadraticas n-arias
come uma soma de quadrados. Desse modo, as formas podem ser escritas

da seguinte maneira

ceH® o+ L 4 g™® C1.4.3

onde

ia



c....C ®
a = T »
= : : : C1.4.43
" e . ..¢" <"

o
™
a‘:“zz c) o’ Ci=1,...,m
i=1
As formas guadriticas reciprocas serfo escritas da segulinte
maneira
ceEd* + .. + cg >t C1.4.5
] n
onde
1 ™
s Ci""cx §1
. = Z : : €1.4.83
. - . n .
x_ Cs.,..cn {n
o1t
EE]
xJ—-—E c . €i=1, ..., m
i=1
Eal
Proposicfc 1.4.1 - Seja £Y = 2 cz x! 1£ i £n . © vetor
iI=3
o
Vo= z {& e, poxde ser escorito sob a forma
=4

iz



&)
v = 2 % b Ci.4.72
=%

onds
n
L,mE e 1 €3 €n
3 b %
iwd
Demonstragio
n n n
Y octe =crt, . .z“>=[§:c§x},. ) c:’x’}
iz i1 j=1
k2]
2 §x3t = x"'t, + L L%t
. 3 £ 2]
iT1
) &
i £ b2} % 1
onde t,=z C‘fe.*C.eﬂ-...-éC,e = ¢ ¢, L. ..C™ .
3 b I I | i on i 3 .
iz g -]

substituinde os tj’s enm (1.4.7> titemos:

¥ oe=c 3 S, 5 C.Q.D
I35

j=g i=s j=4

Com © objetive de deduzirmoz uma férmula simples para
calculo dos elementos da matriz de uma forma guadratica n-aria
partir dos velores bésicos do reticulade associado, considere

guadrado da eguacio 1.4.4, isto &

i4

<

&

o



Entioc

izt
=¢ ' x* 4
1
T EaY
=z 2{:‘ cb oo
i %
=1 k=4

is



Deflina djk 5 S
=i
e considere as matrizes Mo Ct > & Mg‘ = Ci 3, entEo
podemncs escreaver
F
) . C
=Q.C+ L. +CT e = chllL, ey :
jk 3 k 3
cﬁ
k

- k
onde ¢ ci...., c? > & a j-ésima linha de M, e [ : } ¢ a k-ésima
T
ci:
coluna de M, Portanto, a matriz Cdjkb = M M e sua inversa
Cdjk)mi = ¢cM Bt CMwiil, onde (M D ¢ a matriz da forma reciproca.

A Proposicg3o 1.4.1 @ a analise anterior, mostram que

2

2 = Fertst - (Fee) = (34, )
=1 j=1

i=g i

N E
N E

T T3

22 z ?,,L_xixj,
o

tzg j=4

Portanto os coeficientes da forma quadratica original sfc determinados
por pares de produtoe internc <t§’, t‘;g > dos vetores gque geram o

reticulade, isto &

is



a, 0 =<4 ,t >
3 + 4

Ci.4.80
13
Seja Az{Ex‘tij 'xieZ}, Dados v , w € A, =nt¥o
img
v +w &€ A . Realmente, os elementos v , w podem ser escritos sob a
forma
e} n
V:Zx‘tl o w:EytL < x, y"e £ 3
img imd '
n
i i i i
entio v+w*2(x+y}ti Cx +y €2 2
fa g
portanto,

v+ = A Dessa maneira, concluimos que os wvetores
biasicos da equac3o (1.4.8) geram um reticulado.

Chserve gue a eguacioc
(1.4.8) estabelece a2 conexfio entre formas quadriticas e reticuladoes.
Exemplo 1.4.1-~

soma de guadrados.

Uma forma gquadratica binaria escrita como
Gauss {14]

observou gque toda  forma guadratica
extrema binaria & equivalente 2

L, ¥v> = xZ+ yz-— xv. Por (1.4.43
temos E" = C: x <+ C; v e Ez = C;‘f ® o+ C:y, tomando em
Y 3
particular C: = 1, C: = O, C.’: o L, C: = mm— podenos escre-—
f”‘”"“"‘“"a
% z Y 3
ver E" = {3 = w22 & E %{mm—-fée—_—»-»)y, portantce a forma gua-—
dratica seré dada por
e
z -3
CE'® 4 rH® - Ex - y/’a} + {"g y}

17



Exenpio 1.4.2 - Uma forma quadratica ternéria escrita como

soma de quadrados. Sejam E& =2 {19 83Cy + =3, Zz = 19 BO{x + =3,

£% = c1.94 2>Cx + y>. EntZo,

CE™% 4 crH® 4+ 5H% = 3P4 y¥+ 284 xy 4oz 4+ yz.

Dado um reticulado, ou equivalentemente dado sua base, as
coordenadas dos velores da baze correspondem aos elementos das linhas

da matriz CC}Du Para obtermos 2 matriz associada & forma guadratica

seré suficiente =fetuarmos

cet ceht = ca o C1.4.95
3 3 L]

A equagfo (1.4.890 mostra também uma conexSo entre formas

quadraticas e reticulados.
Observe gue bases distintas podem gerar reticulados egquiva—
lentes. Com efeitc, considers

e = (1.03., e = {0,135
1 -

O reticuladse guadrade unitéario, pode ser gerado por {eg, 92) bem como

por ﬁes - e, 923 CFigura 1.4.132.

g



Figura 1.4.1 - Reticulado geradc pelos vetores: Ces. ez) ou

e — & ., & 3.
) 2 2

Com base nos resultados anteriores concluimos gue

. 1 o
e = C1,0)., e = C0,1D e cch =
1 “ R o 1

portanto, a forma guadratica binaria correspondente aoc reticulado

gerado por e, e, seri:

Por outro lado, a forma guadratica binsria correspondente aoc

reticuladoe gerado por B T E, e, seri:

QZCX,YD = %% 4 Cx - yﬁz

Pelo Exemplo 1.2.2 as formas guadraticas Qﬁ = Qz s8c equivalentes.

Aw



Portanto, os reticulades associados s3o equivalentes.
Exemplce 1.4.3 - O reticulado Ds em R®. Voronoi {1g] mostrou qgue
se A ¢ um reticulade em ERS, entfic a forma quadritica associada, € dada

por:

2 F 2 2
> 23 = a3 ¥ + a + a Z o+ oa Cx -~ vl
Q. v, ! z 7 2 12 ¥

+a_ Cx -z + 5 Cy*zbz
i3 25

Em particular, tomando

obtemos a2 forma Ltendria positiva definida:
K, v.20 =xz+yz+zz-xy—~yz

A matriz associada ¢ dada por:

i -1 .2 O
-1 i -1 2
o 1.2 i
Seiam
t ®=%a, bk, cd ., L =fLa, b, cl,t =Lz, b, a3,
1. ) 'l 2 z z 5 -] B !

Usando a equagfo (1.4.8> concluimos gue

20



L = -2 ¢1,1.00., ¢ 2 oco, -1, 1D, b = -t c-1, 1, OO

O YE 2 yE ¥ ovE

H
H

Portanto, o reticulado correspondente & forma gquadratica Q sera

aquele gerado pelo conjunto {tx’ tz’ ta},

1.5 -~ DETERMINANTE DO RETICULADD

Existem diferentes maneiras de se escolher uma base e uma
regifo fundamental para um reticulade, porém o volume da regiio
fundamental € unicamente determinada pelo reticuladoe. O guadrado deste
wvesl urmer, & denomi nado determinante do reticul ado. Ezsta & &
contrapartida do fato de gue formas guadraticas eguivalentes tém o
mesmo determinante. Com © cbjetivo de estabelecer uma conex@o entre
o volumne de wum reticulado & o determinante da matriz de uma forma
gquadratica explicitaremos o significado de bases covariantes e contra-

variantes.

Considere no espago Euclideano r" n—vetores
ti,,..,tn linearmente independentes. Estes velores geram o espago no
seguinte sentido todo velor o= {xig..,, xn) pode ssr expresso de

uma Unica maneira sob 2z forms

2w o4+ ..., x L
i

Os n—vetores L. SZe denominados uma base covariante.
i
FPara explicitarmos o significado de uma base contravariante
.
wvamss considerar & matriz Caij e sua inversa Ca' D . Se Atk & o
3

cofator do =lemento a& , & a malriz (a&3 & siméirica entio

Z1



ik
&

= A 7 Detla 2 1 =24,k 2 n £1.5.1>
ik ik
de modo gue
n iy X O, se k # j
2 & e :‘53’2{1, se k = |
=2z
Considere agora n~veltores dados por
e
t"mza""tk 11 <n
k=g
Estes velores geram novamente o espaco R" isto &,
k2l ™ n n
i ik k
= = = = =
Eaut EEa”a t 253 t,=t,, 1sjs=n
i= 4 i=12 k=4 k=1

Os wvetores t° sZc denominados uma base conbravariante.

¢ significado geoméirico enire bases covariantes e contravariantes &

estabelecido por

isto &, {(Figura 1.58.12> cada ti

& perpendicular a todo t,j exceto 2

ti . Além disso, o comprimento de ti & tal gues < ti’, ., » = 1

%



ti

Figura 1.85.1 - Bases Covariantes e Contravariantes.

A relagic existente entre o volume de um reticulado e o

determinante da matriz de uma forma gquadratica, € dada pela

bal
ProposicgZo 1.5.1 ~ Seja xs,..,, x" D =z
t=s jz=i4

ij

%R
P
xr
x‘uﬂ

Uma forma guadréatica n—-aria positiva definida . O paraleletopo gerado

por t’z" .o tn tem volume dadoc por

Cvold® = Detla .

Demonstragfioc. Para n=1 temos

Seja (<L, . >3 ” uma matrliz n x n dada por:

23



<t .t o.....<¢ L >
i 5 E S ™
L4 AN A DS TS
A £ 2 ™
L4 T A S S T .
L 2] £ 2l T y

Da equaciio (1.5.13, temos

A = 2" DetCa D,
ik

e
entfo © volume do paraleletopo (n-lldimensional seri dado por

N

Cvold? = a™ . DetCa, >
A projecio de x na direcZe y (Figura 1.85.23 & dada por

Hix]] leos €f

b s v e vons s

Figura 1.5.2 - ProjegZc de x na diregic v.

Sex# 0 e v # 0 entioc

o, y>

Pixil bivil

cos &8 =

=4



Dee modo gue,

{3, v Lot ¥
RESE 4 = z

Pl iyl Hivil

O volume do parzleletopo n-dimensional € dade por:

nn:

. Det Cai.j)j ¥ CprojecZc de th na direcBo

perpendicular ac subsspago gerado por {t*, seen t’w-z} 2.

Cveld?® = ¢a

Como o velor unitéario na diregSo de ¥ e a projegfc de ‘L“ na
direcio perpendicular ac subespaco gerado por {ti,. R wa} sio dados

regspectivamente por:

¥

t

Ex)

T T
T
”t' “ 1/(1_“,1,”)

., 472 T4
Ca

v 2

f_ Ci.5.22
"
a

Ca™ T E LML > = MR €1.8.2
concluimos entfc gque o volume procuradeo serd dado por:

cvold?® = ca™ v E, Det(aij).c.anh3m1/z = DetCa D C.Q.D
1.8 — Formas Quadréticas Reflexivels

Nesta segfoc Lrataremos c%as formas reflexivels, as quails

foram sstudadas extensivamente por Coxeter (8} . Para a descrigifo das



formas gquadriticas reflexivels introduziremos o conceito de reflexiic
ne espago Euclideanc, O objetivo desta secfo serid uma preparagio
basica parz © tratamento dos grupos de reflexBSezs os quais serZo

abordados no Capitulo 2.

Definicio 1.68:.1 ~ Uma reflexic no espage Euclideance n-dimensional
¢ uma tLtransformacio linear R, que leva cada wveltor x do E” em sua

imagem refletida em relagZo a um hiperplanc fixo P.

Na Figura 1.86.1 pode-~se cobservar gue

X, Se x P
B(x> =

~, S8 X & Pt Chiperplano perpendicularl

Figura 1.6.1 - ReflexZc no espago n-dimensional.
Suponha gue ¢ # 0 seja um elenmento de Pi, vamos escolher A
Cntmero reall tal gue o veldr (x-Ard seja um elemento de P, Denoltando

o produts interne do espago ®r", por < , > ftemos
P

O = {xx =~ Ar, > = (M, > — ALr,r>



o, >
{r,.,r»

Se definirmos RO = x - %P2 o
r Lr,r>

temos:

Rr{xb = x, S X estd em P
e

Rf(r) o - Br = er

Como o conjunto P U 4{r? contdm uma base do sspago R", entZo
R =K .

Proposigie 1.6.1 - e Rr & uma reflexdo,
1.6.12 temos
2 o _ 2Xx,r> _ _ér _ Bx,r>
€i RO =x - = s T T 2 T
= ax — SR, 2> Z{X, > s
Lr.r> {r,r>
_ _ a<{x,~r> .
CiiD R"""!‘ D = x W Lo
= ¥ - 2<x, T2 r o= R OxD
Cr,r> r
EL, AT >
Ciiis RAT(X) = W AT
_ 8K, v _
- Lr.re r= RE" €0

=27

€1.86.12

entfic usando a eguagio



B, v _ By, r>

Ciwvd <Rr<x), RrCy:*) = {3 - TS T, W IS r>
= <x,y> — 4 —%% <%, r,> + 4 «;‘E%i:-——x(y.r)
= {3, ¥ . C.Q.b
Definig2e 1.68.2 -~ Una simetria disometriad de uma figura E

¢ uma transformagis biunivoca

tal gue a disténcia entre pontos p, g dist(p.gd de F & 2 mesma que a

distincia dist{T{(pd, T(gd3, entre suas imagens TI(p>, TC(g>.

Exenplio 1.68.1 — A Figura 1.8.2 tem uma simetria em relagBo & reta <.
De fato, gseja F a Figura 1.68.2 ¢ R : F A, F, uma aplicacZo biuni-
voca., Se g estéd sobre a reta £, entio E{qg> também estid sobre £.

Seja p e F, de mode que p e« £, entEo em relagZo 4 reta £, (p.g.

BR(p>,., R{g> na mesma horizontal) temos que disti(p.qgd) = distdRI{p>,RC(qgl5.

Figura 1.68.2 — Simetria de uma figura plana.



DefinicZo 1.6.3 -~ Uma forma quadratica positiva definida &
creflexiva, se o reticulado de pontos A associade & siméirico por

reflex3c,

Observe gue a Figura 1.8.2 possul uma refllexic em relagfo a

reta {.

Proposicfc 1.8.2 [24] - Uma forma quadrética positiva definida
n 2!

Q{x,...,:«cﬁ3=2 z ai.,j 3 %
omd i=4

& reflexivel se o somente se todos o guocientes aaij - 2. sSED
*

inteiros.

A formas quadriticas reflexiveis que abordarsmos em nosSso
estuds, Lém uma caracteritica a gual serid explicitada na definic8o a

segﬁir.

Definicfo 1.6.4 ~ Uma forma guadritica n-aria ¢ denominada disconexa
se ela for 2 soma de duas formas guadriaticas n-arias envolvendo um

conjunto de varidvels separadas.

Exemple 1.6.2 — A& forma guadratica binarisa

& dizmconexa.

Uma forma guadrédtica n-aria gue ndoc € disconexa, sera

denominada uma forma guadratica conexsa.

249



Exempio 1.8.3 — A forma quadritica binaria

Qﬁx‘.xzb = (3% 4 % - v

& conexa.

L

%
o
X
.
x!mu

k2
ProposicZc 1.6.23 {24] - Seja &Cx*,...,x™ = E
i=g i

4

uma forma quadrética n-dria posgitiva definida conexa reflexivel, tal
que aij 2 0 para todo 1 # § . EntEeo, a menos de um fator constante
e uma permutagio de coordenadas, QCx‘,. .. .xh) € uma das seguintes

formas quadratica:

A ex™% - xMF e BT o L+ MHE L T T s ™
n2i.
B : ExD% - x5+ AT - L s x™H? L™ X" s 2ex™2 .
nze.
Ch : 2(){‘32 - E’;xxxz + 2(3{2}2 - ..+ E{Xnml)z - e x4+ {x“)2 »
nZ3.
D : 20xH% - x5 + D%« L d xTHE o TR LN s ™SR ,
nz4 .
Eh : (x’i.‘)z - xgxz + (xz,)z - .. * Cx“—‘)z - xn_s %+ (x"ﬁz N
n = 6,7 & 8.

30



F, : €% - xhE o+ G R+ 2T - 2B+ 2ex®®

s, Cx% - 3™+ 3cxD®

Proposig3o 1.5.4 [24] - As formas guadraticas positiva definida consxa
reflexi vel representadas pelas fTamilias=: An tn = 10, ﬁh in 2 42 &

E (n = 6;? e B8, 580 extremas.

Az familias de formas guacdriticas extremas estabelecidas na
ProposigZo 1.6.4 sZo os objetos de estudo em nossa dissertagZo. Nosso
interesse em estuda-las reside no fato de =ser possivel identifica-las
com as Algebras de Lie, o empacotamento de esferas.e podermos obié-las
& partir de grupos ger ado por raeflexdo. Estas estruturas
matemdticas serfo estudadas no Capitulo Z.

Em geral, £ 4til representarmos estas formas guadraticas por
um grafo. Esta identificagBo ficarid mais explicita guando tiratarmos
dos grupos de reflexSes = das dlgebras de Lie, no Capitulo 2.

Enguante o Capitule 1 descreveu a5 formas guadriticas
extremas do ponto de vistz analitico, a abordagenm gue serid dada no
LCapitulo 2 a seguir wvisa a interpretagclc geométrica destas formas

quadraticas procurando dessa forma conectar ambos os capitulos.



CAPITULO 2

GRUPOS DE REFLEXZES E ALGEBRAS DE LIE

3z



2.1 - PRELIMINARES,

Neste Capitule estudaremos os grupos de reflaxPbes o sistemas
de raizes das algebras de lLie, Mostraremos como obler oz diagramas de
Coxeter-Dynkin, as matrizes de Cartan e a ordem deo grupo de Weyl de um
reticuladoe gerado por um sistema de raizes.

O objetive dos tépicos que abordaremos serda fornecer
conhecimentos necessirios para o Capitule 3, noe gual descrevemos um
métode uniforme para a determinagfo da regifo de Voronoi de um
reticulade gerade por um sistema de raizes. © mélodo baselia-se na
determinacfioco de um simplex fundamental para o© grupo de Weyl do
reticul ado. Além disso, com os idpicos aqui descritos, estaremos aptos
a reconhecer de maneira simples gue a ordem do grupo de Weyl fornece o
nUmerce de cédpias de um simplex fundamental cuja uniZo & a regific de
Voronoi em torno da origem.

Na ultima SegZo, mostraremos uma conexio entre:
empacotamente de esferas, formas quadriticas exiremas e Algebras de

file.

£.2 — GRUPOS DE SIMETRIA.

Na Secic 1.6, dissemos que uma figura ¢ simétrica quando
aplicamos certas isometrias que deixam a figura inalterada, mas
permuta suas partes.

Considere a Figura 2.2.1 (a3, k3, Cc2, 43,

=3



CEN &

{a} (b} {c} {d)

Figura 2.2.1 - Simetria de figuras planas.

A Figura 2.2.1 Ca2 e () tem simetria bilateral, o hiperpla-
ne sendo vertical em (ad e horizontal em (bJ. A Figura 2.2.1 Cc2 ¢
simétrica por uma rotagfo de 180° . A Figura 2.2.1 (d) & simdtrica por
rotagBes de oo’

Quando s8o consideradas operacBes de simetria -de uma figura,
& natural dincluir a identidade. Qualquer figura tem sua simetria
trivial. A Figura 2.2.1 {(d) admite guatro operagBes distintas de

simeiria, a saber: as rotag®es passandoe por 1, 2, 3 ou 4 aAngulos de

=]

20, A Clitima operacEc € a identidade.

Exemplo 2.2.% — Considere a Figura 2.8.1 {4

/ A
L R
e
S R
Se B & uma rotagic de 20° no sentido indicadso, as guatro operacBes

de simetria sZo



s, s°, s = g%, st =

O menor (inteiro positived m, tal gue s =1 ¢ denominado
periodo do elenentc 5, No exemplo 2.2.1., temos m=4, portanto 5 tem
| periodo gquatro. A Unica transformagdo de pericode 1 (umd £ a
identidade.

Exigtem figurazs gue admitem reflexBes e rotagfes como

operactBes de simetria (Figura 2.2.25.

Figura 2.8.2 ~ ReflexBes e rotagles como operac@Bes de simetria

Na Figura Z2.E.2 existe um hiperplanc horizontal = um
hiperplanc vertical. Observe tLambém uma operagio de rotagic em torno
de centro onde o hiperplancs se interceptam. Desss maneira,., temos

guatro operagfes de simetria

I —t identidade

Eg e reflex@c horizontal

Rz e reflexic veritical

Sr—"RiRzﬂRzRg iy rotacio de 1 807 ¢ produto de Rﬁﬁab

535



Pefinigloc £2.2.1 [2] -~ Un conjunte 6 & denominade um grupe se ele
¢ fechado em relagfco a2 algum tipo de “operacZco” associativa, s2 =le
contem uma “idenlidade” e se cada slemento de & tem um “inversc®. Em
outras palavras, dados B, &, T em G, devemos ter:

Cid RE & ©

Ciid RCSTD = (RED T

(1ii0 Existe uma identidade I em G tal que

IR=R, para todo E.

Civd) Cada R € G possul um inverso R *, tal que R * R = I.
O nGmerc de elemenios distintos de G, incluinde a
ldentidade, & denomi nado ordem do grupo. Esta ordem niEo

necessariamente € finita.

As operagc@es de simetria de gualquer figura constiluem um

grupc denominade grupe de simetria da figura.

Exemplo 2.2.2 - O grupec simétrico da Figura 2.2.1 (a2 ou (b2 &
chamado grupo diedral de ordem £, gerado por uma tUnica reflexiio E.
Este grupo serd denclado por 1}:.

O grupe siméirice da Figura 2.2.%1 {c) tem ordem 2, mas neste
caso © gerador & uma rotagSc & de 1807, este & um grupe ciclico
denctado por c®.

Observe gue ©5 grupos c? = D; » POr preservarem as nesmas

estruturas algébricas,. s3o isomorfos. Existe um tnico grupoe de ordem £

Z %

definido pela relagio [8]: B =1 ou R = R

Exemplo 2.28.3 ~ 0 grupe simdétrico oda Figura 2.1 (40 dencltado por

Cq’, tem ordem 4. Ele ¢ geradcoc por rotacies de 80°, e definido pela



relacko: S° = I.

O grupe siméiricoe da Figura 2.2, denctado por D:, tem ordem

4. Ele & gerado por duas reflexBes Ra e Rz, e definido pela relacgio

R® = 1 . R =1 : RR =RER
2 z % i
Observe gue, apesar Jdogs grupos c* =4 Ei possulirem a mesma

ordem (4D, eles nio preservam as mesmas estruturas algébricas, portanto
£8o n¥o isomorfos. Para uma simples verificagfo da Gliima afirmagio,
nolte gue em c* existem dois elementos de periodo 4, ao passo gque todos

elenentos em Ei (exceto a identidadel z3c de periodo 2.
Para Rs e Rz temos 2 relagZo
iz 41z 3 12 % i % 4

CRRY>* =RRRR =RRRR =RRR =RR =R’ =1
1 2 2 2 4

A eguivaléncia algébrica da relagZc anterior para o mesmo

grupc € dada por

da gual deduzimos que Rst

i

Al
N

A

De un modo geral, a relagfc gque define ¢ grupo ciclice o™,

Ty

de ordem m, € dada por: S = I,

O tnico gerador S de c™, cuje periocodo € m, pode ser

representado por uma rotacic de 360° . m.

a7



Quando Sk representar uma rotagioc passando K. (380-m os m
elementos de C" sZo obtidos pelos valores de k wvariando de 1 2 m, ou

de O {(zerce2 a m-1.

Exomplo 2.2.4 - O grupo D: ¢ um case particular do grupo diedral
l'.}z Cm > 22 (o grupe simdirico de um poligono regular com m ladosd, Na

Figura 2.2.2 temos os casoes m = 2, 4, 5.

A ~ A A
AN /s
B RN - B
“I'\
7N
Ve ~
m=32 m=4 m=5

Figura £.2.2 - Grupo simétrico de poligonos regulares

O grupe siméirico de um poligono regular com m-lados tem
ordem Z2m. Este grupe consiste de m-rotagBes (m mGlitiplos de 3600/210 -3
m-reflexBes. As rotag@®es s3o precisamente oz elementos do grupe
ciclico ¢ de modo gus em D’: estejam incluidos todosz elementosz de ol
Portanto, c™ & um subgrupoe de D:. As roltacBes geradoras do subgrupo
passando por 360 /m, podem ser descritas como um produto de
reflexiBes ngz = 2 em doels hiperplancos adjiscentes {(tal como O4 = OB na
Figura £2.£2.37 cujo Angulce snire eles vale 1 80°m.

Seiam Rgsft?z, e s Qm {nestia ordem? m reflexBes. Suponha que
BRE € o produts de reflex@es em dols hiperplanos cujo angulo &

£ ki

e



xC180°/m>, ent¥o Rikku = Sk, 02 k E=m-i. Onde Sk ¢ uma rotagc¥fo

de kC(360°/m>. Dessa maneira: ﬁkﬁ = K”'Sk + 0= k =m—1. Portantoc,

podemncos expressar as m reflexBies por:
R, RS, RS*, ..., r5™*
£ £ 5 4
Em cutras palavras, D: & gerado por Qi e . Substituindo E;Rz por =,

ohser vamos gque © mesnoe grupe ¢ gerado por Ra = Ez' Estes geradores

satisfazrem as relacles:

2.3 - GRUPOST DE REFLEXOES E SISTEMAS DE RATIZES,

& transformacBo linear R, definida na BecZc 1.6, preserva o©
produte interno, isto significa qgue: <RCp>, R(Qd> = {p,g> para todo
p.g € R,

O grupc das transformacfes lineares em ®" que preservam o
produte internc (denominado grupo das itransformagfes ortogonalis? ssra
denotado por OCR™. Se T € XR™, entfio: Det (T2 = - 1.
Usaremos &a notagic G = OCR™ para indicar gue G & um

subgrupe de oCR™.

Definigic 2.3.1 {egl - Seja G = XRD e R e G uma reflexSic em re—

lag3o a2 um hiperplans fixe P. Os veltores z r perpendiculares a 7,

tais que R = Qr{x} = ose - W » SZo denominados raizes de &,
Exemplo Z.3.1 ~ Considere fytal espaco Buclideance bidimensional o
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grupc simétrico do quadrado (D> com vértices ¢*1, 21> <CFigura

£.2.13. De uma manelra natural, escolhemos o conjunto
= 1,00, 0,71, %1, %10

%
para representar as raizes de @z.

Figura 2Z.2.1 — As raizes do grupo sim@tirico D;

Definiciio 2.3.2 (28] - Suponha que G = OCR™D e ger ado por um
conjunto finito de reflexBes. O conjunto 4 de todas as ralzes £

denominado um sistema de raizes para G.

O concelio de raizes & sistemas de raizes Ltem sSua origem no

estude da &dlgebra de Lie a gual seri abordada na Seg3o 2.5

DefinicZo £.3.83 (28681 - Seja G gualquer subgrups de OCR™ e considere

o conjunto CGCGD = M 4R & G». Um subgrupc & de XR™ com Goiéﬁ = { O }

& denominado efotivo,

Pefinigio 2.3.4 [28] - Unm subgrupc G de OCR™  efetive gerado por um

conjuntc de reflextes seri denominadoe um grupo de Coxeter.
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Exemplo 2.2.2 -~ O grupos simdéiricos de poligonos regulares de m

lados (m = 12 CD:D sZc grupos de Coxeter.

Exemnple 2.3.2 ~ O Orupo das rotacBes de um cubo centrado na

origem do sistema de eixos cartesianos ortogonal ¢ um grupo ds

Cometer,

Exemploe 2.32.4 -~ O grupo das transformeglies ortogonais gue deixa o cubo

invariante & um grupo de Coxeter.

Seja G < 0 CR™, e considere t e« R tal gque <t,r> # O para
toda raiz r € &G, Desse modo, o sistema A de rafzes fica

particicnado em dois subconjuntos:

A = <4Lr & A <t,r> > O C2.3.1>

A {r € A <t,r> < O C2.3.2

»

il

-
Definicio 2.32.5 (2681 - ZSeja K um subconjuntce de ﬁz' Suponha gues todo
ro= i’.‘z:: zeia uma combinagio linear dos 2] ementos de K com

coeficientes nEc negativos. O conjunto K seri denominado uma t-base

para A.

Exemnplo 2.3.5 — Considere o grupo G = D: Cgrupo diedral de ordem 8).

Az quatro reflex@es em G geram G. Considere
A = €C0,T 13, ¢T1,00, <f1,%13>
Escol hendo
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t = 2(ceos {(3n/8B), sen (3n.8B)D
facilmente podemos concluir que
&: = LL0,13, C€1,00, C€1.,23.C-1,12>

pois o produto interno <t.r> > . Conseglentemente, uma t-base para A

morbh:
K = €C1,00, €-1,12>

ufe -
Geometricamente, At =] At =Zo subconjunteos de A sobre os

lados do hiperplanc td (Figura 2.3.23

Figura 2.23. 2. — Us conjuntos Ex: =] ﬁ:.,

Definicio £.3.8 (28] -~ A=z raizes Too wees T da base K sfo denominadas

rajizes simples ou rajizes fundamentais.
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Definiglo 2.32.7 [268] ~ Sejam Tav veew T elementos de K. O conjunto

F=<(xeR | <x, r>>0

e

A 4 ri e K>

¢ denominado regifo fundamental para o grupo de Coxeter.

O conjunto F
& precisamentes a intersecEe dos

semi ~espacos abertos

determinados
pelos hiperplanos Pi‘ = ri- » T K. O conjunto F & abertoc e convexo.
Seja F a interseg¥c dos semi-espagos fechados <x € R f
<, ri> = 0O>. Os subconjuntos

F nr Pt sZo denomdnados hiperplancos

refletores de F. A reflex¥o no i—-ésimo hiperplanc de F ¢ a reflex3c Ri

em relagic ac hiperplanoc Pi'

Exemplo 2.2.86 —~ Seja F a regiZfo aberta do primeiroc guadrante

limitada
pelo eixo X & a8 reta £ CFigura 2. 3. 3.

i
4
RS R
RSR HFi=F
RSRS = SRSR s
Srs |sk

Figura 2.3.3 - Regific fundamental para o grupo D‘:

O elixo x & uma reta refletora para a transformacZo § e ¢ &

uma reta refletora para a transformagic R. As regi®es congruentes do

planc obtidas pelas rotagBes da regific F, em sucessivos maltiplos de
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_n/m podem ser identificados com os elementos do grupo de coﬁater 9:.
Para cada T = Q:, a regific T(FD> & obtida aplicande T acs elementos da
regifio F. A regllo F ¢ uma regifc fundamental para o Qrupo D:.
Identificando cada hiperplanc gerador com um ponto, temos
uma representagio grafica conveniente do grupo de Coxeter. Além dissc,
se os hiperplancs tomados deis a dois n3o s3c perpendiculares, entioc
sera especificado scobre a reta conectando estes dois hiperplanos um

numero H%i Justamente para indicar o 4ngulo ﬂ/mi {mu > B3,
i

Exemplo 2.3.7 — O grups Ej ¢ denctadoe por:

o] m = 1
o] o m = 2
o E——_Y m = 3
O m 2> 3. Uincluindo m = wD.

Quandc m=Z, a representacic disconexa exibe o fatc de os

hiperplanos serem perpendiculares.

z. 4 — GRAFOS DE COXETER.

Nesta DSeg3o, vamos associar um grafo com n néds a uma forma

guadratica n-ariz
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n ¥
o, .., X3 = § a  x 3 €2.4.1>

=4 =4

onde A = Caij') ¢ uma matriz simétrica.
Seja G £ OCIR™. Considere o grupe de Coxeter com um
sistemna de raizes A e uma Lt—base K = {rs" . ,rh} para algum t e R".
Considere T r*‘i « K, entfc existe (268 um inteiro mi.j = 1

tal que

<. ,.r > .
— == - c:r:ass{m } (2. 4.2
TERTIERY ¥

O inteiro mij € a ordem de Ri Rj visto como um elemento do grupo.

Un grafo ¢ um conjunto finito de pontos tal que gual sguer
dois pontos distintos podem ou n3c ser ligados por um rame com a
seguinte propriedade: se existir um ramc ligande o i~ésimo ac J-~&simo
né, entfc a este ramo estarid sendo associado um ntimero real mij“ e g,
¢ um grafc para o gual +Lodo mij £ um numerc inteiro, antio g, é
denomi nade grafo de Coxelter.

Seja g_ um grafo com n nds. Podemos associar & g, a forma

quadrética definida em (2.4.10 e os elementos da matriz A = Caij’)

azsociada 2 forma sZo dados por
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,
i » Be 1=
{1 -cos {mn }, e existe um ramo ligando C2. 4.3
i < i-dzsimo ao j-ésimo nd.
] O » waso contraric.

Exemplo 2.4.31 — A forma quadréirica ternaria As & dada por Xx,¥,z3 =

xz + yz + z% - ®y — v=. O grafo de Coxster correspondente a Ag &=

mostrado na Figura 2.4.1.

Xy yz

o
b5y

-
tx)? {y)? (272

Figura 2.4.1 - Grafo de Aﬁ

A matriz de Aa pode smer cobtida do grafo de Coxeter ou da

forma guadratica ternaria. Assim,

i s WA O
A3# -1 72 i 1,8
O ~1-2 i

Exemplo 2. 4.2 — A forma gquadratica ssniria Eé & dada por
Qﬁxs‘,xz,xsg =%, xﬁ, x%> = ex*3% 4 0% o+ x®F 4 ox®® o4 ox®F 4

&, 2 i 2 z = 8 4 4 = B &
L 3 = T — W M e KM = MK — KX

e o grafo de Coxelter correspondente & dado por
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forma quadratica senaria Ed.

sZc ditos

9

Seijam a e b

(x!)? (x%)2 (x3)2 (x*)2
zt x2 %2 x3 x3 x4 x% x5
x° x&
{x6)?

coOnexos s8 @ somente se sxisten nds

formande uma cadelia com a=a1 =

A matriz de E‘s obtida através do grafo
Assim,
i -1 O O O O
-1 -2 i o WA &) o O
o o = 1 -1 /2 O e W
O O -1 .2 i -1 2 8]
O ¢ -1 2 O 1

vde Coxeter

ou da

nos distintos de um grafo gr, ent3c a e b

B .. ...a.  mm
' " g,

Se todo par de nds distintos no grafo gr & Cconexo em gr;

entEo gr ¢ dite ser conexo. Por exemplo, os grafos dos Exemplos 2.4.1

e 2. 4.2 550 conexos.

Un grupco ¢ ditc ser

grafo & conexo ou disconexo.

produto direlto de

doisg

por subgralos conexos.

L

Quande o grupe ¢ redutivel.

mals
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2.8 —~ ALGEBRAZS DE LIE.

MNesta = nas proximas Secles estaremos interessados no estudo
das aAlgebras classicas de Lie. Com o objetivo de calcular as regifes
de Voronoi de alguns reticulados, descreveremos o grupe de ¥Weyl de um
siztema de raizes, os diagramas de Dynkin & as matrizes de Cartan

associadas.

Uma Algebra de Lie consiste de um espago wvetorial L

Cdimens%o finitad sobre um corpe K (real ou complexod e uma aplicag3o

i = . ——— L

CH,¥0 ey [X,Y1]

tal gues

a. [fa X +a X ,Y1 = a I[X ,¥Yl + a [X .Yl, X X ., ¥« L, aa =K
P 2z 4 i 2 2 172 1z

B, {(¥,¥Y} = -[¥Y,X], ¥X,.Y L.

0! X.Y,Z e I

i

e, [X,{¥,2313 + [¥.£2,X¥) + [Z,iX.Y¥Y11]

onde © operador multiplicativo [X,Y3 XY ~ YX.
Um subespagos h de L ¢ uma subilgebra de L., se X,.Y € b

implicar (X, ¥ €« h .

Algebras Classicas de lLie.

VYamos considerar represenitacBes de algebras de Lie por

matrizes, istoc &, as &lgebras do tipo AA“, Bn, < =) 5; podem Ser

iz}
identificadas com rcertas Algebras de matrizes sob o operador

multiplicativo.
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I - €A D
n

Seja s = n + 1. Ah & a Algebra de todas as matrizes Msxg
de trago zero., Isto &, a dlgebra Aﬁ & o conjunto {Mws f trago
. Q) = O dotado do operador multiplicativo.

B8X¥

Com o objistivo de obter as raizes da &Algebra Aﬁ, VAMOS

construlir uma subilgebra cujos eslementos sEc as matrizes

-]
r
H = { . } e tal gue E r. = C. Isto &, o conjunto
o . i
r

8
h = {H | z r. =0 } , & uma subidlgebra de A&
F. S T 2a - ’rﬁ t

™
i=4
As rajizes de An 50 os elesmentos do espagoe dual h: de hA.
Para explicitarmes az rairzes, considere Eik uma matriz com dimensZc
sxs, tendo uma unidade na i-ésima linha e k-ésima coluna & zerc nas
demalis posigBies. Sejam ainda as matrizes com dimensBo sxs dadas por

H = E - E Ci=k> e E = B Ciszks , i =i,k = s.
T, -r it kk b i ik

ik i k

Fara explicitar as ralizes de Ai, considere

i 11 4z .
H = e X = », onde o a @ sH5c numeros reals.
O r‘z azi azz i3

< Cr —rz}a
Assim através de [(H,¥3] = HY — XH = i

2 . Cbtem-se (r i“r z)
Cy =~r 3 & O
z i 21

e Lr = rﬁ) comz rajizes. CObserve gue um velor ralz correspondente &

- E. .
ri ?k € ik
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Uma base para a Algebra An @ dada por h‘ e todos E . Por

¥—r
ik

exemnplo, a Algebra A1 é definida como o conjunto de todas as matrizes

szz com Lrago zeros, A base para Aa ¢ dada por
_ _ » i O . - - L6 T}
He o = By 22"(0 -—1] > E az_[{} O}
i 2 1z
) = E a o 0 portanto, o conjunto
rmT, 24 i © * ’

1 ¢ o 1 O o
{ [ o -1 ] * [ o o ] » [ 1 o ] } ¢ a base da &lgebra A{

Diremos gque o conjunto hg e tLodas ."E:’r_r Cimk, i,k=1i, cees B2 geEram
ik
a algebra An.

O= elemsntos Cri—rk) Cizk, 1,k=1, ..., 82 s$Ho chamados
raizes da Algebra A“.

Os seguintes fatos acerca das raizes e do espage das rajizes
=80 estabelecidos na teoria das dlgebras de Lie [186].

Sejam Ha’ H2 e hA matrizes com dimens3ic sxs. Se r e r’ sZo

rajizes de An, @ Er & uma matriz com dimpensic sxs, Lemos

4 C(2.8.12

, ge r+r’° nEo & raiz

Y
n
b ]
bl
il
g,
i+
Mo

T se r+r’ & ralz

B0



Az eqguaglBes estabelecidas em (2.5.10 sZc denominadas fédrmulas
can®nica da &lgebra Aﬁ.

Com o obietivo de fornecer uma interpretacgic geométrica para
as raizes das adlgebras de lLie que estudaremos, wvamos introduzir um
produtc interne bilinear simétrico chamado 2 forma Killing (181. O
produte internoe de dois elementos X,¥Y de uma algebra de Lie L &
definido como sendo © trago da transformacio linear adx. ady de L em =i
préprio, onde adx € a transformaglo linear, a +—— [X,2] de L em si
préprio. Portanto, a forma Killing é dada por <X.Y> = trago (adx.adyd.

Pode ser mostrade gue o conjunto das raizes da algebra de

lie An geram hA, e gue podemos escolher um subconjunto {%z’ rz....,rﬁ}

para formar uma base de hA. De fato, gqualquer outra raiz € uma
combinacEoe linear de T T e sr cOm coeficientes reais. Assim, pode-—

mos restringir h& ao subespago hﬁ de todas as combinagfes linearss de
o
ri, rz. . e s rn com coeficientes reais. Dessa maneira, a2 forma Killing

torna-se positiva definida gquando restrita 2 hA . portanto, podemcs

o
definir o comprimente ||x]] = ¥ <x.»> de qualgquer elemento de h
o
tornando dessa maneira hA . um espago BEuclideano.

MNa Seclc 2.8 vamos mosirar come associar Slgebras de Lie a
uma Figura Euclideana, (o sistema de ralzes de LI no espago

n—dimensional hA onde n € o rank del.
o
As Algebras Bﬁ, Ch e Dh s3c Algebras de malrizes associadas

a2 transformagBes lineares, as quails s3c oblidas a partir de formas

bilinsares n¥o—singulares {183,
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I1 - ¢CB 2
™

2n 4+ 1 e M uma matriz com dimensEo sxs dada por

Seja 8 =
1 S ... O
H:o 0..Iﬁ
<o I o

EntBo a &lgebra de Lie Qn consiste de todas as matlrizes Xsm tais que

i

gue XM + My O,

Decompondo a matriz szs de mode andlogo & matriz M temos:

a b b
i 2
X = , =
- P 9
ande 2, bs » bz » €, » €, » W U, P e o sZce matrizes com
dimensZo: 1x1 para a matriz a, ixn para as matrizes i';a1 e bz » nxl para

as matrizes c, @ c, » ® nxXn para as matrizes m,n.p @ 4.

Portanto, a condigdc XM + Mxt = ¢ implica gque a=0, ¢ =-b_ .,

o --—‘--'b’L » Gg=—m ., uE-a, p=-p§. Em outras palavras, a &lgebra Bn

O b ot
% z
-"bi m u
z
wb: D ——mt

& partir deste conhecimento, podemos explicitar as matrizes

cujo conjunto das combinacBes lineares das mesmas gera Bw.

B2



Seja ha o conjunto de todas mairizes do tipo

[ O ]
r
i
Fgee oot e ) EntZo h, ¢ uma
e 4

-

% o
subslgebra de Bn. De acordo com o exposto acima, as demais matrizes

com dimensioc sxs gue contribuemn para gerar Bh s8c dadas por

Q O
E:r 3 = ik * - e Eki ’
Lok “En “E,
{1 € k>
O O
E .. = ¢ E,°E, » gri—rk = © d
ik O “Eik* Eki. O
i <€ ko>
O O e O - G
i * b
E = - O O : E = O O O
r i - .
v o o o0 b e o) o
O
H = BB s HO = EtE
r - _ . - -
ik Eu"é‘Ekk ik Ei.i. E}ck
L5 < k3
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ii

onde e, ¢ o vetor linha com uma unidade na i-ésima posiglico e zero nas

demnals posicCes.
Portanto, o conjuntoc de todas as combinag®es lineares das
matrizes ha’ Einimk 1 € k2 e Eir, gera a algebra Bn.
% *
Os elementos Ciriirkb i < k2 e iri s&o as raizes de Bﬁ.

Az fdrmulas candnica de Bn s8v dadas por (2.5.12.

IIT = CC D
T
Seja s = 2n e T uma matriz com dimensZec sxs dada por
C I
T = ”
-X O
s
EntEo a Algebra de Lie Cﬁ » tonsiste de todas malrizes me tais gues

XT + TX' = O,

Decomponde a matriz me de maneira andloga a matriz T chtemos

P

onde m,u,p e g sHo matrizes com dimensZc  nsm. Ent8c a condigEo

XT + TX' = L6 implica gue u%ut, p=pt, qm—my. Assim, a &lgebra Cn

consiste de todas matrizes do tipo
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{m i }
1
r -m
Dessa maneira podemos explicitar todas as matrizes cuje conjunte das

combinacBes linesares das mesmas gera Ch.

Seia hc o conjunto de todas malrizes do tipo

H = 3 . Ent3o hc & uma subilgebra. De

-t

acordo com © exposto acima as demais matrizes com dimensdo =XS gue

contribuen pars gerar C“ sZEc dadas por
. o B ©
Er - = —p e = i < k3
i k O mEi&; ik O —Eh
E = o Eik+gki E o O
r *r B
ik O & 2 k +E o
i ki
{1 < k2
O Efu O O
EZ!‘, = E"“Zr,m
i O O i £ &



E  +E &

E ~-E O it kk
Hr . - it ki Hr, ., -
ik O #Eii+Ekk i k o -E ~E
ii kk
€1 < k2
E O
H - ii
2y o ~E

it
O conjunto de todas as combinacBes lineares das matrizes

h , E , i < k) = Eim~ gera a Algsbra de Cﬁﬁ

Oz elementos Ciri trkb Ci < k2> e i&ri s2%c azs raizes de Cn.

As fdérmulas sstruturais de Ch s$¥Zoc dadas por (2.58.12.

I¥ -« CD DO
™

Finalmente, seja s = 2n e V uma matriz com dimensiZo sxs

dada por

Ent3c a dlgebra de Lie Dn consiste de todazs matrizes X tais

BxE

que XV + VX' = O.

Decompondo a matriz Xmm de maneira analoga & matriz V obiemos



onde m,u,p e q s3Zc matrizes com dimensZc nxn. Ent%c a condig3c
o+ vt = O, implica gque uﬂmug, pm-—pg, ::§=-mt. Azsim a Algebra Bn

consiste de Lodas as matrizes do tipo

[m u]
NE
P -m

Observe gue a construglo da Algebra Dﬂ & andloga & construgHo da

0 I
2dlgebra B , excetlo que s=2n para D , & V = . B
r b4
I o
k2]
Nestas condicBes, podemos explicitar as meilrizes cujo

conjunto das combinac®es lineares das mesmas gera D .
k4]

Considere hn o conjunto de todas matrizes do tipoe
rr- b
[

H = Ty . Ent&o hb € uma subilgebra de Dﬁ-

B o

De acordo com a analise sobre a construgcf3oc da Algebra Dh, as demals

matrizezs com dimensfic sxs gue contribuem para gerar ﬁ“ s¥o dadas por

E o E 0
E o= | % E_ =] €i < x3
Tk 0 ~E T o —-E
ki ik



i < k2

€L < k>

Assim, o conjunto de todas as combinagcBes das matrizes hn e E+r+ .

i k

{i < k2 gera a &lgebra Dﬁ . Os slementos Cir‘irkb i < k> s8c as

rajizes de Dﬁ. As férmulas candnica de D% sZc dadas por (2.5.12.

2.6 - SISTEMA DE RAITZES DE UMA AL GERRA DE LIE.

Nesta e nas demais Segfes, © espago noe gual trabalharemos
sers o espacce Euclideano R"”, dotado de um produlo interno <,>.
Urn subconjunto A de k" & denominado um sistema de raizes se

as seguintes propriedades s8c verificadas

i. A & finito, gera R” e n¥c contem o elemento nulo.
£ e r € A, o5 Unicos mialiiplos de r em A s3o ir,

2 Se r e A, a reflexio Rr deixse A invariante,

Y
4. B r,r’ & A, entlo B<r_.r> & um inteirco,
Lp,r>
Sejam r,r’ raizes em IR, entZc r’ - §§§~§§i-r, & também



uma raiz.

Os hiperplanos ortogonais 4s raizes s3c chamades hiperplancs
de Weyl, as operagBes de reflexBes sfc denominadas refiexies de Weyl.
O nGmero total das reflexBes e todas as possiveis composicBes das
reflexBSes constituem © grupe de Weyl para o sistema de raizes da sua
dlgebra de Lie associada.

Com o cbjetive de determinar explicitamente uma métrica mara
© espago das ralizes vamos denotar por ho o 2spage re=al linear
consistindo de todas combinag®es lineares das matrizes HP {r € A
definidas na Se¢fc 2.5. O conjunto h: ¢ denominado espago dual de he'

4 restriglo da forma Killing a ha induz uma métrica Euclideana em hg.

*

Iisto torna possivel uma identificac3c entre os ESPAgODS ho e ho

Portanto, na determinagfic do sistema de raizes de uma dlgebra de Lie,
sera estabelecido uma identificac®o entre a raiz r h: com a matriz

H € h
r o

O Sistema de Raizes da Algebra Ah

Seja s=r+l. Ma Becia 2.5 dissemos que o conjunto

&

hA = {?r . i E r,o= O} & uma subdlgebra de A . Escolhendo uma
1777 " e

i=4
base de An consistinde de todos os Eik Cizk, 1 £ i, k £ &3 e uma base
de ha’ vamos calcular a forma Killing restrita a hﬁ, O sistema de

ralizes de An, em relacio & subilgebra hg consiste de todos os

elementos riwrk, 1 <k, {1 =i, k £ s> [18]. Ent3o,
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» LI »
== E (r’_rt + r-krk r rk rkri}
[ ¥ |
ik
& -]
= 2Cs-13 ): rr’ -2 2 ror
PR vk
¥ 1 i,k=2
17k
& & -3 8
nacs—:wzr,ff——azr Zr’+azrr’
EN N i k i1
iz i=4g k=2 iz g
3
= 2s }: ror €2.6.1)
1 %
ixsg
B
Em particular, <H . . H > = 8$2 r_z .
F 820w 31 r » e s T %
i & 4 & "

%
Com o objetivo de obter uma identificac¥o entre hg e ho

(2, 6. 23

(2.6.2) obtemos

vamos determinar um elemento Hr, Lr = h“h » tal que
<ﬂ? P Hr’,. .7t s = riw?k
i & 4
para todo H em h De (2.6.10 e

O, para todo

temos gue

L8

Dessa

O &
% &



[ 1 =
¢+ oz J=i,
R . 3 -
rj = £ C 5= ¢ J=k.,
o s J=i. k
S
B
onde ¢ € uma constante., Como E r} = O, concluimos que c=0, Portianto,
j=zd
1 =
2 J=is
. _ 1
Ty Ty s v I
o, Jei, k
Ao identificarmos h com h* obtemos o —~r = mim LE -E 2.
o o t ok =2 ii  kk
O guadradoe do comprimentoe da raiz L ¢ dado por
1 2
P Ty TS [“‘é"s“] BB BCEGY
2
_ i _ 1
{“faf‘g} gs.2 =g
Se os wvetores e = mim E Ci=1,...,83 formam uma base

=8 it

ortogonal para o OSPAacs Euclideano m““; tal que o quadrado do

comprimento do e seja dado por <ei,ei> = "%E . entioc ho consiste de
& -]
todos vetores r'e , onde r: sZo nGmeros reais e r’ o= 0.
FE | v P E s *
Portanto, o sistema de raizes completo & fundamental de Ah,

ﬁCA“} & KCAﬁ) sEo dados por [163

&1



ACA%D = {9£—ek, ik, i,k =1, 2,..., n + 1> (2.0.33

KCA 2 = e -~ , & ~& , ..., & —& >
4 £ z 2 B ™ bt

O sistema de Ralzes da Algebra B“

Beja s=2ntl. Dissemczs na Segfoc 2.8 gue o conjunto ha de

[ © . A
1.

todas as matrizes do tipo Hr . = "n - &

'

uma subilgebra. Para a determinacfc do sistema de raizes da Algebra
Bﬁ, vamos calcular a2 forma Killing restrita & hs' O zmsistema de ralizes
de Bn em relacic a ha consiste de todos o5 elementos r. * r i < k2

k

e * ri Ci,k=1i,...,n> {[{186]. EntZo

™

<H , H, ,>=Z Chr . #r JCr’ #p’d + z ¢ r 3C: r’D
b R & b SN . i k i k 3 i i
3 s [ 1 i<k iEs

= 3 & & ES + - LA * +
ié; {ri rk){ri rkD Cri rkbiri rk)

+ - + -r® 4+ r’y ¢ - - —p P ” +
C T rkDC r. rkD C r. rk}c r. rkD}

+ e r" + -1’ + C-r 23C~-r’2>
LN kN 13

82



Em particular, <H s H > = (4n—-£2 E r}z . Para
T 3..,7T T s..57 . S
] ™ 1 i 151
»
identificarmos ha com he . devemos determinar um elemento Hr, .
FA S
em h tal gue <H » H , . > =r +r , ou de maneira
e A S P i k
1 " i n
T
equl valente (4n-23 z rjr; =r. + r, » para qualqguer LN
=1
Assim,
1
. _ | TEnm e IThE
r’ o=
3
O +  J#i .k
# © e
Identificando ha COom hg z considerands a matriz Hi = H._E .
i
podemos entfo escrever as raizes de B sob 2 forma: ¢ + ¢ o= —_—
T i ¥ dn—
{H, =+ H . Analogamente, =+ ¢  r = 1 _ Cx H + H > e r =1
i k i k 4n—z i k i 4=
. i—iiix. C guadrado do comprimentce daz ralirzes * r. * r, = * r. &

83



dade por <ir,tz‘pir,:r>=*{m—-§m_} <t H *H , *tH *H>

= 1 .1
= ( y } {4n—232 Fopary
&
1 z
4+ + = + -+
<& rt s X r&> 4:’;"2} <% H& - Ki>
2
- i _ _ 3
[ 4n-3} Cdn-2> 4an-z
Se os velores e = ——~——§‘%--—- H. €1 = 4 £ n> formam uma base
i R i

ortogonal para o espac Euclideano R tal que © gquadrado do comprimento

i
de & seja dado por <e, ., e> = —= . |, entZo h consiste de todos os
i i i 4n—2 o
k2]
vetores r:e, » onde o elementos r’ %o nUmeros reais. Portanto, o
. % 1

=%

sistema de raizes complete ¢ fundamental de Bh . éCBhD e KCBhI) s#Eo

dados por [186].

MBI =Lt e e , i<k ; *te ; i, k=1, .., n¥ ,
T i k i
{2. 6. 43
KCB 2 =4 -2 , & -2 , N -, & ¥
n i s Nt n n
O Sistema de Raizes da Algebra Cn
Seja s = Zn. Na Sec3c 2.8 dissemos gue o conjunto hc de
o,
.rh
todas matrizes do Lipo Hr . = —r £  uma
Froooe Lk -
§ oy
% ¥ o

4



subdlgebra de Qﬁ. Para determinarmos © sistema de raizes da slgebra

Cn, devemos calcular a forma Killing restrita a hc,

raizes de Cn em relagio a hg

1 < k2> e 2 EriCi,kﬁi,..,nE

= 8 <C

< H » H, ?
r s+ 2 » T r ,.,r
b4 ™ i

]
&
(Y
o

I
ey
\¥)

I
B
~
o

+
[
W

Em particular, <Hr s H

O =mistema de

consiste de todos os elementos = r + p

{181, EntZo

* 3 C -
I"k f‘t

r. + 3 Cr + rLb

> = 4Cn + 13

Para identificarmos ha com h:,
elenento Hr. ' em hc tal gus
+ 4
* ri £r,
<H s H ., L2 = o
T o ,’r L ,!“
n " + 2r

a5

»

i ¥

» + + »
ro> +‘Z C* 2r > czar’>

+ €ri—rk3Cr£~rk} +

Z

r,

. i
i=4

devemnos

determinar um



emn gqualguer caso cbtemos

4Cn+iD r.r’ = ou »  para qualguer PR

L,
) + 2r

i1}

1
m—— 3 = 1,k,
Assim, para * r. *r, temos r*"i = 4Cn+id
0 EHl J % i’kr
1
. ) — [ J = i;
e para iar-i temos r; = 2Cn+1o
O » 3 = 1.
2% E o
Identificande h_ com h e considerando 2 matriz H = i N
o ) i
O i
[ N
i
-+ + B es———
podencs entfo escrever as raizes de Ch sobk a forma 2 ri + Pk ATTETS
1
+ + + e .S o
R . « Hi * Hkb e =+ ::‘?;r*i ATRTS (.5 EHiD. ¢ guadrado do comprimento
Gazs ralizes = r, * r., e * ax‘i € dado por
5 z
+ + + = S, A + + + +
rroEr.or ot {4(:-;4»13 } ST HOEH o, EH ZHS>
z
_ i _ =
= [ AThTis } 4N Z = TS
&,
1 Z
“+ -+ = [P
<tar L ot oars [ s } <t 2H , * 2H>
z
b _ 4
= { ACHLS } ANt 4 = e

&5



1
B ———————y
5o os wvetores e ZerarsH, formam uma base ortogonal parszs

o espage Euclideano R", tal gque o guadrado do comprimento de e, seja

i

dado por <a»%,w£> il vy

» entiEo ho consiste de todos os vetores

r_’ei, onde o selementos r-; SZEo numeros reais.
S

i 7

i
Portanto, © sistema de rajizes completo 2 fundamental de C“,

&{Cnﬁ e KCC“) z¥o dados por [18]

1

ACC > {%i tek, 1<k, * Ze ,i,k=1,...,m> C2.6.5>

KCCn) {e1~e,e~a,.,,e—e,ae}

2 F b2 Tri T ™

O Sistema de Raizes da Algebra Dh

Seja s=2n. O conjunto hn {Secglc 2.8 de todas as matrizes

do Lipo

= n ¢ uma subidlgebra de D .
ri,.,,rh - 4]

o

FPara explicitarmos o sistema de raizes da Algebra Dn & necessario
determinarmos a forma Killing restrita a hn' O sistema de raizes da
Algebra Dn em relagcioc a hn consiste dos elementos * irk i < k,

%

i,k = 31, .., n3. Entic

&7



x> ¥ - ——
=2 E CCr+ F)> Cr) 412> + Cro=r 3Cr -1 3>

i<k

It

® »
42 Criri-é-rr?)

¥k
i<k
b2l
= 4{n-1D r.or’
. (9 L
A )
k2]
Em particular, <H , H > =4¢n - 1> ¥ r?
F S T ss e s : ks
Y 2 L ™ LK

Com o cobletivo de identificar ha com h:, vamos determinar um
elemento H ., ., em h tal gue <H » H ., P S - < ol & o
T se el B T et PR i k
E s - k2] - ™

T

ou de maneira eguivalente 4(n-12 2 rj r’ =%r t r

i i k
i=s
i
- » 3 = i,k,
Assim, r’i = 4Cn-1>
o ® .j e irk,
*® E. ©
Identificando h_ com b e considerando a matriz H =
o o i
o -E
A5
i
i e o - U ————
podemcs snltioc escrever as raizes de Bﬁ sob a formas, frxor, ATRITS
LLE Ei * Hkb. © guadrade d4do comprimentc das raizes & dado por
1 2
+ + + + = B + + + +
CErpEr, . Er oY [4(:-:“1} ]<"Himﬂk'_ﬁimﬂk>
2
- i _ _ i
= i S } ANl 8 = =Ty
i
= A = -
Se os veltores e TEoTS Hi. €1 =i £ n> formam uma base oritogonal

para o espage Euclideano RT tal gque © guadradeo do comprimento de =,
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1

seja dado por <ei,ei> R v ent3o he consiste de todos os
} 2]

veltores r‘;ei, onde os =lementos r; sECo ndmeros reais. Portantos, o
iz4 -

sistema de raizes completo e fundamental de Dn, &CDﬁ) e KCI}nD SFo

dados por [1831.

ACDn) = (—ei w&k, i < k, 1,k=1,....n> 22D
{2.656.63
K€D D = {e~2, & ~& ,..., & -, = + = ¥
e i B ] n i v»
{nzdd

Exemplo 2.6.1 - O rank do sistema de raizes A & a dimens3o n do SEPAGT
Euclideano [R'. Para o sistema de raizes de rank 1 pode-se concluir
quUe A1 = Bs. = Ci, portanto existe somente umn sistema de ralizes de
rank 1. Se r & uma raiz positiva, a tnica raiz n8o nula & -r,
obtida refletindo-se r através do hiperplanc de reflex@ic associado

CFigura 2.8.13.

Hiperplano de Wey!

i
H
i
|
r ! r
i
{
i
i
i
i

Figura 2.6.1 ~ Sistema de raizes “de rank 1"
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Assim, para o sistema de rafizes de "“rank 1" o© comprimento
2
¥ e

das mesmas & dado por }grjg =

Exemplo 2.86.2 — Diagrama do sistema de raizes da &lgebra de Lie Az.

Auw ralzes de A T 2 L, T LB T G -l e e e e aodem sSer
z 1 2°71 8't2 T8 Ty TrTy Ty Ty, P

facilmente obtidas de (2.6.30. Para r, r’ £ A, ¢ sngule 8 entre r & r°

& dado por |{|r|}] lIr"]}] cos & = <r,r’>. Calculando © Angulo entre as
raizes, obtemos o wvalor € = 680°. © czomprimento das rafizes vale
A
Yy 3
- LY ! V3
"""rg-—“'—z- 65-1- > ez fzz“f* 5 Bi+ 5 62
T T I E-8y i 8

Figura 2.8.2 — Diagrama do sistema de raizes para Az

Exemplo 2.85.3 — Diagrama do sistema de raizes das dlgebras de Lie Bz @

C2 CFigura 2.8.3 {ad e (B33, As ralzes de Bz: * e, * e * e + e,

4+
]
i+
L

podem ser facilmente oblidas de (2.8.43 . A=z ralizes de sz

7O



b :’?.eg, * x?;&z poddem ser obtidas facilmente de (2.86.8). ¢ angulce &€

entre as ralzes r,r’ ¢ dado por |iri] lir’]] ces & = <r,.r’>.

Caloculando este &ngulo, en ambos 0% casos, obitemos & = 45%. Observe

que o comprimento das ralzes em B2 vale av passoc gue em C2 o

comprimento vale i
v 12
rg=2e;
i L TR TP r+rom 8 +es

“rimi"i'aa n ‘5’2!'2:854'92

=f =Ty = -8, L4+ls=@ ~2ry~T,=—28 2ri+rp=2e
o 1+ 7278 N7 Te { ol M

~r~2r=~8-6, ¥ r=e-e, hThE-e e, N =€-6p
~Tp= ~ @, ¥

- fzx‘“g ez

{g} {b)

Figura 2.8.283 — Diagramas do sistema de raizes para Bz =] Cz

2.7 —GRUPO DE WEYL DE UMA ALGEEBRA DE LIE

Seja 4 um sistema de raizes = consideremos r € A, Quando a
reflexio Qr atua nos distintos elementos de A obtemos um grupo W

geradc por todas as possivels reflexfSles. Este ¢ o grupo de Weyl de ums

adlgebra de Lie.
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Nesta Seqc3oc estudaremos os grupos de Weyl das algebras An,
Bﬁ, Cﬂ e Dn € vamos consideri-las como grupos de permutacBes em algum

#t
espage dual ha destas algebras,

Grupc de ¥Weyl de An

Considere o sistema de raizes completoc de An, iste &:

ACA%) = {ri mrk i=k, i.,k=1,....8> Cs=n+iD
onde {%1"'“”3} formam uma base ortogonal do espagoe Euclideano Rwu,
tal que
<r,r> = e Ci=i,...,n+1>
R | s i ’
Assim o espago dual h:tAh) seri dado por:
s =
»
h CAD = { D o xr o lx eR Ly r o= 0} €2.7.1)
C n . L % . 1
ER— 1 LD 3
Seir ¥ EXr v ., *xPr + ..., 4+ XTr + ... F xr um veltor em
i 4 v i ok e =B

h:CAn). A reflexfic determinada pela raiz ri—rk & dada por

8<x.r,wrk>
(x> = x - - Cr - D (2. 7.2
{r. ~r_ 3% L8 ulE S e ik
i i i k .

Substituinde (2.7.12 em (2.7.8) e fazendo-se algumas manipulacBes

algébricas, conclul-se gue a2 reflexic deierminada por L vale

e



Hote que esta reflex@o permuta zz posigBes dos coeficientes roer, de
®, istoc &, a reflexioc Rr surge como uma transposigio Crirkbo Dessa
manelira, © grupo de reflexio de An pode ser considerado como o grupo
simétrico E% cuja ordem é 35;5 = 5! Conseglentemente, a ordem do

grupo de ¥Weyl de An sari ]wc&n}j = (n+id!

Grupe de Weyl de Bn
Considere o sistema de ralfizes completo de Bh, isto &

s i<k tr d,k=1,...,m

ACED = ¢Ir I
™ . i k

#*
onde {%i,...,r“} formam uma base ortogonal para o espagoe dual hOCBn)
tal gue

<r..,r > = - Ci=1 ns
it 4n—c Tt
Eeja ¥ = Mo+ L, X r + ... 4+ r + ... % mxr (x 's, nUmeros
£ 3 FR ¥ k k ™ i

reais> um vetor em h:CBAJ.

<x, trk> dac, I
Ent3c = >

kpr  Fr , Er  Fpr > i
% k i k

<x, *r >
%

[T S—— N
= <i?i'£ri> X - Logo., as reflex@es determinadas por

*rr *xr s£8c dadas por

T3



r CxD = x1r + ... 4+ xkr‘+ P x,rk+ i oM T
%

Cdp £+ 3 i 1 H n on
i k
ol
B €D = X 1r 4+ .., = xpr + ... -x%xr + .,, +xXr
Ly =+ ﬂcﬁ 2 i ki ik non
i

e as reflexBes delerminadas por iri s¥o dadas por

R, €€x0 =>xr + ... = X r + ... # xXr
=r. i 4 AN ™ O
L
Azssim o grupo de Weyl de Bﬁ s W(En}, & o grupeo gue permuta n-vetores
da base e troca seus sinals. Portanto, sua ordem serid dada por
jwcB > = 2" nt
™

Grupo de Weyl de Cn

Considere o sistena de raizes compleic de Cﬁs isto £

+ o+
ACC 5 = L~ =r  , i1 < k ; Z8r , i,k=1,...,n%
™ i k &
>
onde {;1,.,.,rh} forma wuma base ortogeonal para o espaco dual, thCni
tal gus
{r ., > = i £i=1 n’
S ACn+i> 7 oo
Seia Moo= oxor A L. 4 X or A L. s o+ L 4+ sy . (x's npOmeros
i 3 [ A ¥ ok T T %

£
reaisl um velor =m hﬂicnb entEo

T4



+ o+

T -+ -
<3¢, ri rkJ “_xi e

+ % + o+ = *

<-ri*~rk,“riwrﬁk> 2
e

<x,*2r D 3
i I
<..+;3ri5iart> =

Logo, as reflexBSes determinadas por iriirk sioc dadas por

ou

|4 Cxd = %r + ..., = %71, + ... = %r 4+ .., + %71
(ir_irf 1 4 k i ik r N

Mole gus o grupo de ¥Wevl de i”.‘ﬁ . WL Cn3 s realiza a permutagio dos
n-vetores da base = itroca of seus sinails como ocorre com o grupo de
Weyl de Bﬁ » WC Bn3 . Azsim, a ordem deste grupc € dada por

jwce >| = 2" nt.

Grupo de Wevl de Dﬁ

Conzidere o sistema de raizes completo de Dn. isto &

7S



ACD D = {ir *r s 4 < k : 1.k=1,... .00
n S k

onde {r".,, - ,rn} forma uma base oriogonal para o sspaco dual, h:(ﬁnﬁ
tal gue
Ly ,r » = —t Ci=j nd
i 4in—-1> ~ e
Seja x = xr + ... 4+ X r + .,, 4x.pr + .., + X r {x’s nGmeros
4 4 i ¥ ok LY 2 "

=
realis) um vetor em hOCDﬁ). Como

CxyFr - D Fx A
i k i k

Lir % Fr *r >
r“_,& rk, rirk o

ent¥c as reflexBes determinadas por *r iirk s¥o dados por

>4 CxD = %xr + ... + + .. + xr + ... +
(i‘r__":rk> % 4 xkri ik x’ﬁrh
ou
= - - + - - L, -
Eziri;‘i‘r ){}O * rs. xkr\. xi.r.k xﬂrn
de modo que © grupoe de Weyl de D , W (D J,pode ser considerado como o©
b2 ™

grupe das permutagBes dos n-vetores da base enguanto ircoca os sinais

de um nUmero par de varilveis., Assim, a ordem deste grupe & dada por

4

WD 3| = 277 Tnt

2.8 ~ MATRIZEEZ DE CARTAN E DIAGRAMAS DE DYNKIWM.

A reduglo do problema de delerminacio das Algebras de Lie a

TE



problemas geoméiricos realizada por Dynkin (111 wveio facilitar
substancialmente a obtencio das mesmnas. A proposta consiste
bagsicamente da utilizacfo de diagramas planares para a representagZo
dos sisztemas de raizes, isto €&, um sistema de raizes A = {rt,. - ,rnl*
pode ser representado por um conjunto de n pontos no planc, onde n € o©
rank da Algebra de Lie. Estes pontos formam os vértices do diagrama de

Pynkin.

Seja

um sistema de ralzes g consideremos

z2<r ,r >
1 3

o =

¢ “??:T?;; (2.8.10

A matriz (Cui ¢ denominada matriz de Cartan do sistema A. Em geral

tenos

2, se i=ji
<. = {2.8.23

G, ~i, -2, ou -3, Se i}

Seg i#j. o elementos ri,ré s8c linearmente independentes, logo se'eﬁ

€& o Angulo entre ri.rf entico 0 £ Ccos 9%32 < 1. Isto significa gue

ac<r ,r »3°
t 3

o = < 4 (2. 8.3

Cr L 2T LT 2
1N % 3 ]

Portanto,

7T



O
A
0
g
A
&

(2.8.4>

Iste nos diz gue Cij & Cﬁ 280 ambos zeros, ou um deles & -1 e o
outro & -1, -2 ou -3,

Vamos associar um diagrama (diagrama de Dynkind com a2 matriz
CCHB, O diagrama de Dynkin nfc pode conter loops, £ ¢ nimero itotal de
retas conectando dols vértices ¢ no méximo irés.

Para associarmos diagrama e matriz, o seguinte procedimento
¢ realizado: C13 dentre o n pontos I L escolhidos, conectar
ri a rj Ci=jo, atraveés de Cucﬁ retas, (22 anexar & cada ponto fi,

seu peso definidse por <ridk>’

Obhserve que se

[
Cad €, =, =0, r nZo ests conectado a r.
3 3: t 3
Cﬁ <ri,ri>
ChD Cii# Q’C-;f L6 I z = RS
L i 3 i

C .
Dessa maneira, 2 partir do diagrama. os elementos C” =
i
cﬁcﬁ podem ser determinados.
Com 2 informag3o adicional de gue € =% 0 podemos obter

i3
i i
O determinante da matriz de Cartan & um mGltiplo n¥o nule do
determinante da matriz C<ri,r5>3w
Coms exenmplo desta associacio,iremos considerar os diasgramas
de Dynkin & as matrizes de (Cartan das adlgebras de Lie: As, Es, ., D

B &

e



raspectivamente,

o

- Q
b 9 B

i
O
r

8

Figura 2.8.1 ~ Diagrama de Dynkin de Aﬁ

Entio,

c =28, C A _ =1, CC =1, € ,C =1, C C_ =1, usando

L 24 42 12 2% 82 23 z8 B2

a informag3o € =X 0O, conclue—-se gue = C = C = C = -1, todos os
i} $2 P2 25 sz

cutros .
ij

Entio

= 0, A matriz de Cartan sers entZc dada por

z -3 G
-1 Fad -1
o -3 =

2 2 i

1 e & M &

r r r
i z a

Figura £2.8.2 -~ Diagrama de Dynkin de Ba

TE



-1, € = -1, L = -2, todos os
z3 B2

L = T =
iz 21
entioc dada por

= 0, conclue-se que
serd

Como C 0 =<
¥}
outlros Ci,;'m O, A matriz de Cartan

= -1 o
-1 = -2
o -Z A

1 i £

O T70

r r r
1 z 8

Figura 2. 8.2 - Diagrama de Dyvnkin de Cs

Entﬁf@;
c.o =2 : & 0 = 1, C = 3 ; <o = 1,2, LOTR o £, como
it 21 12 1z 24 3z =23 28 8z
C. = 0, C = = -1, C = -1, = -2, oz demais C = 0. A matriz
i2 4 z8 2z 3

i}
der

= -1 O
—~1 2 -
O -z =

Seja o diagrama de Dynkin de D4 coms mostrado na Figura 2.8.4.
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i 1 i

o O O

r r r
1 z B

Figuras 2.8.4 — Diagrama de Dynkin de D‘

EntZEo
=2 ,C »~C =1 ,CC=1,¢C C =1 ,CC=1, C € =1
il 25 12 1z 21 3z 23 z3 B2 4z za
C C =1 usando a informag®c C . < O, conclue—se que C = C = C =
24 42 i 42 Z4 z3
=C_ C =C = -1, os demais C = 0. A matriz de Cartan seri dada por
22 24 42 ij
[ =, -3 O o
-1 Fa -1 -1
O -1 = O
O -1 o 2
e r

2.8 - EMPACOTAMENTO DE ESFERAS, FORMAS EXTREMAS, ALGEBRA DE LIE.

Mo Capitulo 1 mostrames umae jdentificagcic enire formas
guadraticas exiremas e reticulados. Nestz segio mostraremos z conexio
existente entre: empacotamentic de esferas no espagoe EBuclideano Rr",
formas gquadraticas extremas e Algebra de Lie. A identificag3c entre
dlgebra de Lie & Empacotamento de esferas reside no fateo de gue os
melhores empacotamentos de ezxferas no espage Buclideanc n-dimensional

{n £ 8 pertencem 25 familias das dlgebras de Lie {71
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O problems de empacotamento de esferas no espago Euclideano
estudado na geomeiria dos numeros tem uma aplicagico pritica na teoria
de ComunicacBes. Na verdade o estude de empacotamentco de esferas no
SSpago Euclideano n-dimensional & considerado matematicanente
esgquivalente ac estudo de alocagfo de urm mumerc finito de mensagens
digitais codificadas ou nfic com o3 centros das esferas, gue sob a
forma combinada de modulag3o e codificacgfo resulta em sistemas
eficientes em faixa e poténcia.

Uma esfera no espago EBuclideanoe n-dimensional de raie po
{centrada na corigem> consiste de todos pontos = = Cxi, e e x“D e R7,

tais qgue

Pefinicio 2.8.1 I127] - Diremos gque uma colegic de conjuntos {Si}’

{i=31,2, ...2, constitul um esmpacotamentio no espago Euclidiano R", se:

(1> 5, NS =9 Ci=jd

iid U S < ®"

Assim, dols conjuntos guaisguer, nSo possusn slemenitios em comum e
cada =lemento de cada Si £ Ltambdn um 2lemento do espagco R,
Exemplo Z.8.31 -~ HNo espage Euclidiano R® vamos identificar cada

glemento da colegEo: {Si}’ {i=1 ,2,...7 gom um circulec de raic p.
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Com esta ildentificagl3c obtemos um empacotamentoc noe esSpago ®r*

CFigura 2.8.15.

Figura 2.8.1 -~ Empacotamento no espaco Euclideans bidimensional
DefinicZo 2.8.2 [87)] -~ Uma coleglio de conjuntos: {Si.} Ci=1.2,...7 &
dita cobrir o espage EBuclideano R se: 8] Si > R7. Desse modo cada

elemento do espago Euclideano r" pertence a2 pelco menos um conjunto Si'

Seja Mh o nimero maxime de esferas de raic p contidas no
espaco Euclideano n-dimensicnal arranjadas em torno de uma esfera
central, as guals szomente se tocamnm. raando n=l, as esferas s3o
segmentos de retas centradas em ponteos inteiros cujo raio & p = 1.2
Obzservemnos gue as esferas cobrem totalmente 2 reta e cada esfera toca
duas outras. Dessa forma, o numero maximo Mg de esferas gue Locam uma
esfera central ¢ 2. Quande n=Z, as esferas sﬁcﬁ o clrculos, como
mostra a Figura 2.8.2 (a2, (b2, {cd. Os empacotamentos (a2 e (bl sdo
equivalentes, onde (a2 &€ £ e (b2 denctado por Dz & obtido de (ad
fazendo uma rotagic de 45° mais uma mudanga de escala. Dessa maneira,
o ndmero maximo de ssferas gue tocam ums esfera central & Mzm& para

Cald = L,

o




(a)-Z2

{C)”ﬁz .
Figura 2.8.2 -~ Empscotamentic de esferas no espags Euclideano

bidimensional

O empacotamento e=m (cl ¢ o reticulade hexagonal Az onde

oz centros dos circulos tém coordenadas dadas por

o= U+ e
vy = (¥ 3 B3,

onde u,v s3%oc inteiros.

Cbserve gqgue, apesar de existir uma dnica maneira de
contornar um circule com seis oultros de mesmo difdmetro, existem
diversas maneiras de contornar uma esfera com doze ouiras com mesmo
didmeiro. Enlre estes possivels arranjos existe um cujos centros das
esferas formam um reticulado, a saber, o reticulado cubico de face
centrada, [4]. Neste arranjo., se o centro de uma esfera € fixado, o
conjunto de tLtodas as possivels rotac@es e reflex®es (gue permutam As
outras doze esferas gue contornam a esfera com centro fixed & chamado
o grupo simétrice do empacocliamento.

Heste empacotamento, podemos considerar o centro de cada

exfoera como sendc o véritice de um poliedro.
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Definigclo 2.8.,3 (28] - Um empacctamento de esferas & denominado um
reticulado se os centros das esferas constituem um grupo aditive. Em
outras palavras, sejam t’a’ tz re o n s tn elementos linearmente

independente do espago Euclideanc n-dimensional. O reticulade gerado

pelos Lii:i#:i, ..+ N3 consiste de todos os elementos do conjunto

3

Aﬂ{Eth' !XiEZ}
L
i=g
Definiglc £.89.4 [28] - A densidade de um empacotamento de esferas no
espago Euclidianc n-dimensicnal & a fracZoc do R que esta deniro das

esfearas.

Na Figura 2.8.4 (a2 e (b)) a densidade ¢ o mesmo que a parte

da &rea de um quadrado gque esti coberta por circulcs ocu partes de

circulos.

Seja Lﬂ o nameroe de esferas gue tocam uma Gnica esfera =m um

empacotamento reticulade densoe no espage Euclideans n-dimensional.

Ent3o

De uma maneira geral, [B]



Ex]
Consideremos o reticul ade A = {E x t'i. § x & Z }
+ =3

Vamos associar ao conjuntc A uma classe de formas gquadriticas

positiva definida [141].

4]
Fara isto, seja x um elementos de A, isto &: b E xitx
izi
entBo
n n
[ I=]]" =<0 = [ x‘t.] {E >t }
i . i
1 R4 138

onde au = <tt'tf = Cagb © 2 matriz simétrica assoclada & forma
quadratica. Este procedimentc torna possivel a identificac¥e de um
reticulado com uma forma quadritica n—aria positiva definida, 2 gqual

denctaremos por

n n
£ ™ i j
..., 2 = 2 E aij x" x?
i=4 1=3

O valor minime "M" atingido por Q para inteiros n%c nulos xi
& lgual ac guadrado do maior didmetro de uma esfera (considerando
esferas de mesmo difmelrod gue podemos csnirar nos pontos do reticul ado
para constitulr um empacotamentc de ssferas. Em cutras palavras, o

minimo "MY & o© guadrado da distincia minima enire os pontos do

ot



reticulado (Figura 2.8.2 {22 e CbID.

Senm perda de generalidade, podemnos considerar as esferas
com difmetro igual & unidade, portanto © valor minime da forma Q seria
dado por M=1. O volume do paraleletopo periddico do reticulado gerado
por ti,..,.tﬁ & tal gue Cvold® = Det(aﬁ).

Portanto o empacotamentoc denso de esferas ocorre guando
Det Ca, 2 €& o menor possivel. Desta maneira, estudar enpacotamento

v
denso de esferas € egquivalente a sstudar formas guadraticas extremas

{71,
No espago Euclideano n—dimensional (n < 83, todas as formas
extremas equivalentes 2s formas de Minkowskl [21] e Blinchfeldt [3)

podem ser representadas por grafos (Figura 2.8.3)

e D

[ ]
4
]
4

[
[ ]

2

L |
)
4

Figura 2.8.2 - Identificac¥o de formas extremas por grafos

Na construgfico dos grafos usamos © critério: cada grafo tem

N nos e Cn—12 ramos ligando pares de nds com a2 sSsguinte

identificacio
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€i3 Um nd para cada termo guadrado Cxﬁz

€ii2 Um ramo ligande um par de néds para cada terme produto “X&)é,

Na Figura 2.8.3 os trés primeiros grafos sZ%o identificados

com as formas guadriaticas

Cxibz : Cx‘)z* Cx2)2* xixz s CaxtrFe Cx2)z+ Cx® -ngbz— xxxzm 3% 5

*

Os grafos da Figura 2.9.3 foram identificados na Seglo 2.8

com as dlgebras de Lie Ah . Dn e En . Isto &

Agi .Y

Az . By R Dq :

m
[
p
o
[ ]
L
L
~
m
-.4
]
&
]
W
&
[

Esta identificaglo decorre do fato de gque todo empacotaments
denso de esferas no esspago EBEuclideans n-—dimensional € siméirico por
reflexiic em relag3c ac hiperplanc (ifangents ac ponto de contato) entre

duas esferas gue s Locam.

Concluimos assim gue no espagce Buclideano R” ¢n = 8
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existemn as sguivalénciss

Formas Quadriticas Extremas

Reticul ados

Empacctamentos densos de esferas

Algebras de Lie

Reticulado gerado por um sistema de raizes

Matrizes de Cartan

Diagramas de Dynkin

As estruturas algebricas apresentadas neste capitule, ser3o
agora utilizadas no Capitule 3 a seguir, para a obtencfc de regifBes de

Yorondi de um politopo bem como calcular © segundo momento destes

politopos.
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CAPITULO 3

REGIOES DE VORONSI E SEGUNDO MOMENTO DE POLITOPOS



2.1 - PRELIMINARES

Como ¢ de conhecimento geral, o gquantizador unidimensional
(correspondente ao reticulado A1 isomorfe & 25 efetua uma operac¥o
sobre um Unico valor amostrado de um sinal analdgico. O objetive do
quantizador ¢ trocar © valor da amostra por um valor escolhide cde  um
conjuntc finito pré-estabelecido. Dessa forma, um conjunto de bits
pode ser usado para identificar quais valores representativos melhor
se aproximam do valor analdégico original.

A nogBo de quantizadof pode ser extendida de maneira natural
a espagos Euclideanos n-dimensionais. Define-se um gquantizador no
espago R, como sendo uma fungio

Q: B — s g

X p—— XD = ?_;Z mais préxime de x

onde

S={P1, s Pu} e Pj#CF‘ji. cees Pjni), Ci=1.28,...,.MH>

Em outras palavras, um guantizador n~dimensional pode =zmer
visto como sendo a parti¢3io do espaco R™ em M regides congruentes tal
que a identificaglo de cada regific esteja associada ac ponto P_g‘ Em
geral. estes pontos constituem ¢ baricentre ou o centrdide das
respectivas regiBes. Por outro lado, sé % €& um valor amostrado, enifc
® saréd vistico como um ponto arbiiriric do espago R perisncente & uma
das M regifies. digamos Pg’ s P_g ¢ o dnico, caso conblrarico a decisic

passa a ser al eatdria. A Figura 3.1.1 mostra wum gquantizador

i



n~dimensional.

Enirodo Solda
A A s bbb T e
Py Py e
PR C L P} meais provimo de x

Figura 3.1.1 - Quantizador n-dimensional.

Em tornc de cada Pj estd sua regific de Vorondi, VCPJ_)
consistindo dos pontos x € r" gque estio mals préxdimes A Pj do gue

qualgquer outro Pk Ci=k>. Assim

VCPD = {x R” | dist Cx, PO < dist Cx, PO CJ=kd3
(3.,1.15
A Figura 2. 1.2 mostra um guantizador genérico no espago
bidimensional. Neste cCaso particular, escol hemos i6 pontos:
P£,P2. .- ’Ps.:s os guais sEo o8 representantes das regifes. CObserve gue
2 sntrada do gquantizador & um par de ndmeros reais x=(C xi,xzb a0 passo

que a salida serd um dos Pj mais préximos & x.



] ] - ]

== Pyolizt,2,..,16).
= = = ]
L] ] = "

Figura 32.1.2 - Quantizador bidimensional.

Conway e Sloane [8] formalizaram rigerosamente e extenderam
¢ conceite de quantizagZo via reticulades como uma alternativs
promissora. Zador e Gershol23] conjecturaram sobre esta alternativa sem
entretanto apresentarem uma analise rigorosa.

A motivagBo principal do estabelecimento deste conceito em

{2 vem da dualidade existente entre problemas de Codificac3co de Canal

e Lodificaclo de Fonte, uma vez que © problema da Codificacfo de Canal

ia havia recebido consideriavel atencio por partes destes

pesquisadores, com resultados importantes cobtidos wvia emnpacotaments de

esferas.

No Capitulo 2 vimos gue através das dlgebras de Lie Aﬂ > Bh,

) 3 ¥ # %
< e D, peodemos identificar os duais A s B, C e D . Note

™ LAl k2] r n ™
gue enguantc az dlgebras A“ . B“ . Cn =) Dﬁ » S8o utilizadas para

¥ S 2 »

codificacio de canal os correspondentes duais An . Sﬁ N Cﬁ = En R
sdc utilizados para codificacZc de fonte. Este procedimento & usado

g3



come base na construcfo de quantizadores de bloco com entradas
uniformemente distribuidas, bem como na construgclc de cdédigos usados
em canais limitados em faixa com ruidc Gaussiano.

Considere no espago n-dimensional o conjunto

onde

Seja vafﬁ a regifc de Vorondi em torno de Pf Esta regifo
consiste de todozx oz pontos

x#Cxi,..,,xh) e R
que estfoc mails préximos A Pj do gue qualguer outro Pk, Cimkd, Se o
reticulade ¢ usade comoc um quantizador, ent3oc todos os pontos  da
regifio de Vorondi em torne de um ponto PJ do reticuladeo =Zo
identificados por £ . aoc passo que se o reticulade for usado para
codificagdo (Canal Gaussiano), entZo todos os pontos da regifc de
Yorondi em torno de Ps 280 decodificados come o prépric £ .

O objetivo deste Capitule, seri calcular o segundoe momento
de alguns pelitopos simples, analisar o segundo momento da regifc de
Yorondi de alguns reticul ades gerados por um sistema de raizes de
uma algebra de Lie, e encaminhar um procedimento para o cidlcule da

fungfo itaxa de distorcfc relative ae problema de CodificacZs de

Fonte.

2.8 ~ CALCULO DO SEGUNDC MOMENTO DE POLI TOPOS.

24



Definigic 3.2.1 ~ Um politopo no espaco Euclidiane n—dimensional & uma
regific convexa limitada por um nGmeroc finito de hiperplanos. A parte

do politopo gque enconira-se ne hi perplanc ¢ denominada célula.

DefinigZio 3.2.2 - Um conjunto A = {ao, e e e s ak} com (k + 12 elementos
do espacoe n-dimensional & geometricamente independente se nenhum

hiperplanc Ck - 1) dimensional contém todos os pontos,

Exemplo 2.2.1 - Na Figura 3.2.1 Cad o conjunto {vo. v, vz} &
geometricamente independente, porque o Unico "hiperplano” em R z
contendo todos os pontos é o plano inteiro. O conjunto {v; , v; . %.r;} da
Figura 2.2.1 (b n¥o ¢ geometricamente i ndependente porque todos os

pontos estEo sobre uma reta Chiperplance unidimensicnall.

1 A
oVo
vz
evz ¢ vé V; o
0 o 0 -
Vo
{a} {b}
Figura 3.2.1 ~ Conjuntos de pontos geometricamente independentes.
Beia {vg, ee s vh} um conjunto de pontos do ®"

o



geomelricamente independente. O n-simplex o gerado por {v§, c s v%} &

c conjunto de todos os pontos x g B para ©% gualis existenm

AU, ki, e e ey kﬁ € R (nZo negativosd tais gue
k k
><:==§ A v E A o= 1
. EAI . 1
=0 1=
Os nUmer os AB, C e s Aﬁ 30 as coordenadas baricéniricas de x
& os pontos Vit s v s3o o5 vértices de o. Na Figura 2.2.2 temos
um zero-simplex Cum pontod, um i-simplex {(um segmente de reta
Techadod, um Z2-simplex C(um trii&ngule Cinterior e fronteiral), um

Z-zimplex (um tetraedro Cinterior & fronteirall.

Ve

Figura 2. 2.2 - Simplex de dimensZo n

Diremos gque um politopo no espaco Euclideans n-dimensional
& convexo se ele esti situado inteiramenis de um  lado em relacio a
cada uma das {n — 12 frontsiras.

Uma {tesselaclc plana (politopo degenerado) & um conjunto

=]



infinito de poligonos (encaixados de modo conveniente) gque cobre todo
o planc de modo que cada lade do poligone pertenca  também a outro
poligono,

Um politopo convexo *I:p gera uma lesselacfo se existe uma
partic¥o do espago R cujas regiSes s%¥o todas congruentes 2 @p. Por
exenplo, no espago bi-~dimenzional , tode itridngulo, quadrilétero e
hexsgono, geram btesselacBSes.

A regifio de Voronéi em torno da origem de um reticuladso

A c R" & definida como sendo um politope convexo, isto &;

ﬂ:pm{xeﬂi’“; flxi] = !!x—{’i,feﬁ} (3. 2.12

onde
Hix]! ¢ 2 norma do vetor x.

Seguramente, um guanitizador &timo para o caso da fonte
apresentar distribuigfc uniforme sobre algum conjunto convexce C, sera
uma partigfc onde as regifies s¥o todas congruentes a algum politopo

@p. Em ocutras palavras, a partigioc dilima € esssencialmente uma

tesselacioc de C.

O centréide c « C? ¢ o valor ¢ gque minimiza a guantidade

J 1 eri® e

T
P

Quando > = sz’ e e th & uma variavel aleatorisa

com distribuigiic uniforme, © guantizador terid as regiBes de Yorondi

=



definidas em conjuntos limitados do eRpACO &“, onde pU(xD & positiva.
Além disso, para gque o guantizador minimize distorgBes, ¢ necessario
que cada ponto ?5 seja o© centrdide da regifo a qual ele pertence,
Por exemplo, se a entrada do quantizador € uma varifvel aleaidria com

densidade de probabilidade p(x>, o erro quadratico médico por simbole

serai:

2

E, = (1/md J [ix = Q00| |® po dx €3.2.2)

®
GCersho ElS} afirma gue em gqualquer dimens3c, um quantizador
Stimo ¢ tal gue para M Cnumero de pontos P? arbitrariamente grande,
as regifes de Vorondi sfo todas congruentes A algum politope, digamos
C . Para um quantizador com estas caracteristicas, o segundc momento

por dimensZoc de Qp ¢ definido pela guantidade

Ke
P
.ﬁﬁ = i1 C2.2.32
e Cvol, . CnteE
< n
P
onde
valc = J‘ dx Cvolume do politopod
>
g
K = 5 Px - E&Ez dx {segundc momento nZc normalizado)
R >
P
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O segundo momente normalizado de Cp 2 definido por

He = {f < - e]})® dx] /vol{:p €3,2. 4

P c
P

A quantidade (3.2.3) pode ser escrita sob a forma

C2.2.8

Se todas as células de Vorondi s3e congruentes, © problema
relative & guantizac3ic via reticulado sers essencial mente determinar

entre todos os reticulados A do espago n~dimensional aquele que

minimiza a guantidade

LtEZ2+Ty

JKA = {1/:': j' RES ‘2 dx } / (VQ}.A} n 3. 2.63
A

Exemplo 3.2.2 - Suponhamos que © 2ixo real esti dividide em intervalos
de comprimento unitério e os pontos quantizados estejam centrados em
cada intervaloc, entfoc as regiBes de Vorondi s3o os intervales., ©
intervalec particular J = (1.2, 121 sers o pelitope convexo centrado

na origem. Usando (2. 2.82 temos

p 4
3 B

e (e (] ) (3

~iE ot Yo 4
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Dada as vérias formas geoméiricas dos peolitopos que serZo
abordados em nosso estudo, € de se esperar a existéncia de métodos que
facilitem o célculo para a obteng3c do volume e ssgundce momento nZo
normalizado dos mesmos. Em outras palavras, nfo podemos afirmar gque
para o conjunto de fodos os politopos com oz guais trabalharemos,
exiztla um dnico méiodo gus nos fornega o volume £ o segunds momento
nic normalizado dos mesmos.

Em alguns casocs especials tals como a2 esfera, o tetraedro
regular & o© ociraedro regular, serid utilizade um méiocdo devido =
Dirichlel para calcular o volume & o segundo momentc nZoc normalizado
destes politopos. O metodo reduz nossos cilculos de uma manelira
considerével, guando comparado ac céiculo do volume e segundo momento

n¥o normalizado por métodos tradicionais.

De uma maneira geral, o calcule do segundc momentoe de
um politopo arbitrério torna-se possivel guando podemos decompo-lo em
simplex. mas neste caso torna-se mais viadvel para o calculo do volume e
do segundo momento n3c normalizadeo,outros métodos que serf3ic abordados.
A Jjustificativa desta viabilidade deve-se ac fatoc de que o volume & o
segundoe momentoc nEo normalizado., s8oc cbtidos usande apenas os vértices

do politopo 2 seu centrdide,

Proposigfo 3.2.1(Dirichletd[20] -~ Seja f uma func3oc positiva real

continua e o (i=l,...,nd nimercs reals positivos. Podemos escrever a
3

integral

I xj j FCL o+ ... o+ 1 3 5T L 2% av L. gt
4 ks A

sob a forms
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)
CEo D —s
*

I = {rcmgj S*Cahb/i"(cci oo+ )L £C30 x

dx

onde a integragdo ¢ tomada sobre todos os valores positivos das
variidvelis, L£+ .. * t,n 21, eqgue I'(.J) & a funcfo gama.
Come umz aplicag3o da Proposicfo 3.2.1 no calcule do segundo

momento, apresentaremos a segulr Lrés sxemplos onde os politopos sEo

de interesse para © problema em estudo.

Exemplo 2.2.3 —- Seja TR o tetraedro r&gula.r* no espago tridimensiconal
cuja arestia mede 24 Para o cédlculeo do volume Cvol TR:} assumiremos gue
=1 e oei=3. para todo i, ao passo que no cialculo do segundo momento n3o
normalizado Krn sassumiremos =1, o»zi:& =] aizi i 2 &>. Dessa forma, da

Proposigice 2.2.1 temos que

i

172
vol = 2.2%% & j- I ‘{ at at_dt_ = can® g __J<1 Ixz dx

TR eless
o

oLl

vl /2
TR =

cae’® 12

K=23 . 2%% 2 Efjj{tzdtdtﬁt
TR b3 b3 Z -

4

e 3D { 4

_ z i/2
= 3.¢c2n% . 2 2 o ™ ds

o
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ou

K
TR 2&/2 ?‘

czen® 20

ﬂ%a 2
czen’® 40

2 278
”%nz % 3-i§53 ’ 1/218 s = 0.140042
2% cap

Exemplo 3.2.4 « Seja OR o octaedro regular no espago tridimensional,

cujo comprimentic da aresta € 24 Da Proposicio 3. 2.1, temos

3

2 8-z 5 32 cis z
vel =228 = dt dt dt = ¢a2pn’® =2 L1:17 s& dx
. OR 4 Tz s ez
o
ou
volga = 8.2
cze® 31

K = 3acadn? 2272 =24 { {{ +% 4t dt dt
OR i -3 2 B

1

I B B5./2 roas 4

]

fsci 8

io=



_ en’ can® 22

Finalpente,

Para o casoc geral,

Kon 5. 4
ﬁOR
_ 3
czen’ C3+1 € 3+ED
P <1 St
OR 203+ 1003+2D
isto &,

& dado por

fed 8

cen™ g"r® j .

..J dt
1

vol noZ
o0 £

2o’ n!

TE

K =n.c2o” . 2
OO0

n . z2fczeon .

[

= {,082548

dt = ceo” 2

um ocltaedro generalizado,

SR

afg.,..{tf dt

ez
Fin+ed

S 2

10=

res>
Fin>

dt

i

J

L+

i g

temos que o vol
ets]

dx



H
{=ts ] n

c2ed® Cn+idcnes

Portanto,

Cnid® ™

'ﬁoeﬁ Sln+ld3On+zD

-2
Note gue guandos n + o, entio mba aproxima-se de E%?. Para

provarmos esta afirmetiva precisamos da

a
Proposigioc 3.2.2 {241 - Se a > O e fim 2+1 = L, entZo
bi) n >0 k4]

&m ¥ a“ = L,
bale Js+]

Fara calcularmos o limite, &im ﬁba sers2 suficliente

T3 00
calcularmos
2
§

£im ;/{ {ntd

nee | 2 Cn+1d" Cn+ad”

e ja

B cnid?®
2. - »
n 2Cn+1>" ¢n+ad”

fLemos,

Fres O Cm+dd . Cn+ldZ 2" n+id” . Cnead”

e = i i .

& neeo o 2™ n+3 7. Cn+ay " icned
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I

1 [n+1 ]“ {nz-»am 17
2 { n¥3 nZ+bn+s I

_ 1 {n+3-—8 }” . { n”+2n+1 }

=1 +
= n+3 rF BB
%?' ﬁgiﬁ'n 2
- 1 { 1+ i } { n +En+l }
z n+3 i 2
mﬁ n +Bn+s
como
2
eimmgi}émma . &im ﬁgm=i
T-+CO P00 n +Gn+5
1= Tt B
PYPORN PR S
oo f+3 ’
n =
entio concluimos gue:
g
i i &
fdm = ""fé""
T - k4
iz} e-—z
Portanto, pela Proposicio 3.2.2. dim Ya = {fim .ﬁgsn =
[l 5] » faae gt ¥
Exemplo 3.2.5 — Seja E a esfera de raic p© no espago Euclideanc
itridimensional, centrada na origem. Suponha gues E seja dada por

Z Z Z Z xs, 2 XZ 2 xs 2 & 2
X+ X+ x = o7, EntEo [mwi + [ } + E——} = 1. Bsjam pt = x,
2 2 o = = £

aszim
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~-3-2

-4/2 - - 4,2
dxiﬂ i8 p‘t.’k dti * dxz = 1.2 p‘hz :'l’t,2 s dxs 1.2 pt.s dts

Usando 2 Proposicio 3.2.1 obtemes

it

vl 23 j If g dx  dx
P 1 2 3
a _-s 3 {IJ' R I e v
1 2 s

fl
v
]
©

)
. 8 creasend® iz
325 N *
o

18

wol 32
7

z 2

gt db_ dt
i F4 2

- 3ps’ pz Dl S S I at
1 z 8

i
5 rcafarscrm/awzj‘ L32

3 o
JEXES

it

3o gt
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o

=5 <s2 n

(3] (33

KE = 3p

O segundo momentoc normalizade de E seri

E =
ﬁ% T B P
Finalmente,
i ﬁ%
.ﬁz = 3 s = (O, 078987 ...
(vmig)

De uma maneira geral, se E ¢ a esfera de raio £ no espago

Euclideanc n-dimensional, centrada na origem, temos

n+z 7

m——"
"
gy
A R
+
|
St
[ —

]
e
+
v
s
p
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Em {223, foi estabelecido © limitante superior e inferior

para d% dados por

: n zom 1 n
e pha = < = et
Cn+2Dn r { z " 1 ] - d% Tonn a [ " 1 }

e gue no limite

Em particular, para n=4 t{temos
.AE = $,075026 ...
Baseado nestes resultados, Zador ([(22] mostrou gque dentre

todos os politopos convexos € , a2 esfera & a gque fornece o valor
P

minimo para a gquantidade.

M = {12

o

O calculo do segundc momento de uma figura arbitraria

torna-se possivel guando podemos decompd-la em simplex.
Definiclo 2.2.2 - Seja o um simplex arbitrario noc espaco EBuclideano

n-dimensional geradeo pelo conjunto {va, swas ¥V F. O baricentro de o
kL]

denctado por b € dado pela guantidade
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Proposigio 3.2.2 [8] - Seja ¢ um simplex arbitrariec no eSPaco

Fuclideano n—-dimensional com vértices Vk = Cvki, i e e s anj' O 5 k £ n,
EntZc
i. © centrdide dé o esti no baricentro
n
- i
C T om—— v CR.2.7>
n+l 22; k
dos vértices.
£. O volume de o ¢ dado por
1 v . “
oL om
vl = miT-det i v e Y £3.2. 8>
¢ nl 14 in
1 A'2 w7
i ™

3. O segundo momento normalizado de o em torno da origem ¢ dado pela

guantidade
n
n+l L 1 z
Yo = mre I enmmSenss kE@ Hivl €3-2.9
Exemplo 3.2.6 -~ Seja o um simplex regular no espago Euclideano

i0e



n-dimensional. Suponhamos gue sua aresta tenha comprimento 2f EniZo

pela Proposig3o 3.2.2, o segundo momente normalizado seri dade por

_ nv 2 ot

(n+i20n+8d

v 4
o

O volume de um simplex em funcic do comprimento de suas

arestas [12] & dado por

vol = [ Pt 2 czom
o an nt
Portanto,
21
A = {nid
o s
nt

{n+23.Cn+1>

Em particular, para n = 1, 2, 3, temos respectivamente

A _ 1 w P - 31/2 . P N 32/3
o iz ¢ (<] is * o =20

Seja P um politepo no espage EBRuclideane n~dimensional.

149 £43 €42
Suponha gue existam Nﬁ celulas Ca ’ Cz ,.,‘,CN congrusntes,

{23 £25 €2 :
Nz células Ci s Cz s...,CN congruentes. Suponhamos ainds gue P

= {43 £33 €8
contenha um pontoc v de modo gue as piramides ‘vci . vcz s Vts b e s
{23 (&2 L2323

sejam congruentes e gue as pirimides Ve e Ve, Ve sejam Lambém

congruentes. Seja Cj uma c#iula arbitraria e pj = (Z‘j o pée da
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perpendicular de v até Cj.
Se denctarmos por a, = vaj“, vel €D o© volume de Cj e

K <ji3 o segundc momentio ndo normalizado de P em torno de v, entio

Proposicio 3.2.3 {21: Seja P o politopo com as considerac@es supra
citadas., O volume £ o segundo momento n¥o normalizado do politopo P em

torne de v, s3o dados respectivamente por

M a.
vol = z i3 vl oo
o n n—-%
j
&j aj 2
K =) 7 [alvel <y +K _cy3

Exempleo 3.2.7 [2] -~ Considere no espage Euclideano tridimensiconal o
octaedro truncade, 0T Figura 3. 2. 3,.cujos 284 vértices consistenm de todas
permutacBSes de (0,2 ¥ 2 &, £ 2¥ 2 &£. O politopo OT tem N1 = B cdlulas
gquadradas e Nz = 8 células hexagonais regulares, Suponha gue as

arestas tenham comprimento 24, EntiEc

N =6 N, =8 , a, =2V 21¢ , a=32/86 m12{13=4[2
vol (&> = 67 3 £, K> = g &, ke =103 8
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Figura 3.2.3 — Octaedro truncadoe

Fela Proposig3co 2.2.3 temos gque © vnloT 2 © segundo momento

nZo normalizado s=8c dados por:
vol =84 v 2 &
o7

K =304 yE &

or

respecitivamente. Portanto,

w =2 . H = 192 — = 0,078543
ci1,82 . 10%5¢2¥®>

¥

Com o objelive de obter o segundo momente normalizado ﬂ;
de gualguer politopo regular P , no espagco Euclideano n—dimensional,
en relacio ao seu centro, vamos descrever os seguintes passos gue

serfc bisicos para a proposicioc 3.2 4

Seia | o um politops regul ar no SEDAco Euclidesano
n—dimensional [61. Para © = i =% n considere uma face Fi de P com
dimensio i, de modo gue FQ = ?i = ... = Fﬁ = P, DSeja Oi o centro
de F, R = Hﬁn Q@,H e r = H{ii_i 0;,” para i = 1. Considere
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(Figura 3.2.42, um peligono regular de m lados com arestas cujo
comprimento 2{. Seja o tridngule retingulo 02 01 OQ, se o comprimento

da aresta for 2£, entEo

Figura 3.2.4 — Face de dimensZEc i do peliteopo P

,,,
[
!
]
!
"
o
o
%
*u
00
Q
i
x
©
¢
#
)

Portanto,

i3

B = { cossec ﬁ, B = £ cotL
') m i

& a drea do poligeone com m lados ¢ dada por

A = m €z oot ﬁ.
m
Beja N‘La o ntmero de células de F culja dimens3c & Ci=-12., EntEo,
Lt 3

[9], a2 wrdem do grupce de simetria do politope P e seu volume s3o

respectivamente

iiz



g = N N ... H N {(3.2.103

vol = N ... N N iz o €3.2.112

Proposicio 3F.2.4 gl - O segundce momento .A’p de gqualquer politopo
regular F no espago Euclideano n-dimensional em relagioc ac seu centro

C'«n & dado por

" Far z 2 z 2
Jp = TATISCRIES CKO + aﬁ’* + 3&2 + ...+ an-aj (3.2.422
ou equlvalentemente
_ = 2 % 2 ni{n+l> =z
Yo T Tmvideneas CF, T I, YO+ 4 2 Ty
(3.2.13>
DemonstragZo [8] - Usando indugfo finita sobre n, temos para n=1,
_ 1 _=
Yo T353R
Fela Proposigcio 3.2.32, temos
—1 7 z
K o= e D ir? vol P + K CPS3
o n+e ™ g3 ir—1)
A hipdtese de indugfo e (2.2.112 nos fornece
i 2 T g
vol CP> = N ... N__ N .
fremd Tr—g 2 2,8 14,0 {n-123

ii4



F2 = wol g i..... rz L 3 -+ M rz
tr—13 {ry-g3 T ED i o F= r-d
Portanto
Kp N z e 2 nin-12 =z
Yo T Wl T meE [r’n* NEEED {’"1 T T e H
que & uma forma simplificada de (3.2.13 .0 D,

Para politopos regulares, os valores de o9, vaip e Rt estio

tabelados em [6].

Exempleo 3.2.8 -~ considere no espaco tridimensienal o cubo cuja

aresta tem comprimente 2 . Seu volume & <2 &% entzo pela

Proposig8o 2.2.1, temos que

- = z 2 z -
Jc"Cn+iDCn+83CRa+ 321+ 3223_3

Portanito, Jﬁs == v

Exemplo 3.2.8 - Considere P um poligno regular de m-lados cuja aresta

tem comprimento 2f{. Pela proposicgic 3.2.4, temos

by =k (2 5o 2 )
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Portanto,

Moo= e { cossec —- + cob - }
® Sm m
Em particular
- Y3 -
A% = =5 para m=3
Moo= 2 r =4
s iz para m=
. 53 =
.ﬂ? = 768 ¢ para m=

Nos Exemplos 3.2.10 e 3.2.11 a seguir, para o calculo do
vl ume CvolFB, segundo momento normalizado CA;} & segundo momanto
por dimensZo CJ%D de um politopo regular P, seri4d necessarioc a
introdugcZo de um parametro dado por 71 = C1+V B .2, o qual € a raiz
positiva da egquacgio x - ®x — 1 = O . As prapriedades do parametro 7T
tais como T = T = i, T= o2 T + 1, T= 3 1T + 2,..., foram

apresentadas em [32].

Exemple 3.2.10 - Consideremos no espage BEuclideano tridimensional os
politopos regulares: Icosaedro = Dodecaedro denotados respectivamente

por Px e PB, De acorde com [B1 e usando a Propesigio 3.2.4 temos

Wl » 5
X S
cant e
J; 2
z - =T
C2n® =0
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2.8

M= e [...g_..;{._,._] = 0,077818. . .

E,
ml? ’
p_ T ¥ B
cen® =
¥ = 22 39T + 280
P =5
43
2,8
M = 173:}{}1“ [ £ } = ©0,078128 ...
'S T ¥ B
Exenplo 2. 2.11 - Sejam No o nimere de véritices, Ng © ndmero de
arestas , Nz o numero de faces o Na © numero de células. De acordo

com [B2 existem irés politopos regulares no espago EBuclideano
4-dimensional., os quais sZo denotados por P, P . B &
24 120 SO0

descritos em termos dos Ng - vértices, Nﬁ-—arestas, szf‘aces &

Nawcé}.ulaa da seguinte maneira

}qﬂ N 4 HZ NS
P
24 24 o5 o6 24
N N N N
e £ Z B
izo 500 12001 720 | 120
N N N N
£ £ ia =
T L 120 | 720 | 1200 lsoo
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Atraveés destes dados iremos a seguir calcular os volumes,

segundo momento normalizadoe e segundo momento por di mensiic
respectivamente de P » P =
4120 So0
Der acordo com [6] temos
vol = = zczo® = 328
ze
e pela proposicic 3.2.4
K o= 2 ¢R® 4+ 2R® + 3R® + 4rD
pZe 1s o Fl z 2
Os wvalores de Ro’ Rs’ Rz’ Ra em fungic da aresta £ =8c dados
por (813
R = 477, R? = 3%, r? = & 2, R? = 20
© 1 z =2 ]
Portanto,
z6
#oze =T T
E.
A
= % 2 = 23 - o,o7es03 ...
P Vol D 120 ¥ 2
Poe

FPara o politopo P‘ﬂo. de acordo com [68]1 temos

v:;’nipma = 120 ¥ & % ¢*

iig



e pela Proposigic 2.2.4

1
i5

L

cR® + 2r? + 3R? + 4r%>
pEZC ) 2 z 8

FPertanto,

e’
P20 18 5

E,
A = 127 4’3:“ = 0,075147
Pizo 300 Y B.S
Finalmente., para o politopo Paao' de acorde com (8], temos
vol = 25 cant® ,°
P 4
SOC
e pela proposiclic 3.2.4
K o= iR+ 2R + 3R® + 4RD
& i5 o ] 2 -]

GO0

U= valores de RQ, Ri, Rz Es, am fungico da aresta { =¥o dados

por [68]

RD = camd®f ; RI = 8YEAF RE 225l 42 R = 27%:°. 7
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Portanto,

2

V4 = 4¢ 8 v B + 12>
© is
OO
E,
A = 2 _c4 + 3032 = 0,075083 ..
o 150
L0

mensBes atlé agul conslderados sZo comparados nas Tabelas 3.2.1 e 3.2.2

F H
P
Tetr aedo G.140042
Cubo 0,083333 ...
Cetaedro 0.082848 |,
Octaedro Truncado 0.,078543 ...
Dodecsedro C.078128 ., .
Icosaedro 0,077BIg ...
Esfera 0,078067 ...

O segundo momento &% dos politopos em P em Lrés e quatro di-~

Tabela 3.2.1 ~ Comparacfo do segundc momento de politopos
em trés dimnensSes.
F M
4
Simplex 0,108204 ...
Cubo 0,083333 ...
Octaedro Generalizado 0.081840 | ..
F G, 076803
za
F O, 073147
427G
S, O7S083
SO
Esfera 2, 078028

Tabela 3.2.2 - Comparacfo do segundo momento de pelitopos

en quatro dimensSes.
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Alguns valores destas tabelas sZo também fornecidos em [Q],

porém, sem o8 ciculos explicitos como agul apresentados.

3.3 - REGILAOC DE VORONOI DE RETICULADOS GERADC POR UM SISTEMA DE RAIZES

DE UMA ALGEBRA DE LIE.

Nosso objetiveo nesta SecZc ¢ mostrar um método para obter a
regifio de VYVorondi de um reticulado gerado por um sistema de raizes., O
método basela~se essencialmente na determinagZc de um simplex
fundamental f:s:ara o grupo de Weyl do reticul ado.

No espago Euclideano n-dimensional (n £ 8 as reflexBes
{aztravés do hiperplanc comum tangente ao ponto de contato de gual squer
duas esferas) geram um grupe discreto infinito cuja regifc fundamental
& um simplex. Quande n = 2, 2, 4, ..., B8 ©s simplex podem ser
identificados por grafos com Cn + 13 ndés, um para cada hiperplanc
limitante. O angulo entre dois hiperplancs & indicado ne ramo do
grafo que liga um par de nés. Se o &ngulo entre os hiperplanos & a3,
©0s nds est¥c ligados por um Gnico ramo, se o dngulo €& n-4 oz nds est3o
ligados por um ramo duple, se o angulo € 7/p, com p > 4, os ramos =3Zo
indicados por p, finalmente se os hiperplanos sic perpendicul ares, os
nos n¥c estarfo ligados.

Os grafos da Figura 2.3.1 representam simplex

n = 2, 3, ... , 8 e foram obtidos de cada grafo correspondente da

Figura 2.8. 3 acresceniands um nd extra.
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WiAy) WAy W(Dy)

~Eg ¥ %p7 1 ~kptizel LIS Byt X =
BF¥y % X3 .
K= %y X =Xy
Ay Xy A X2 K3 TRg Ry FRg Rg™ g
Ko ¥.. 4%y =% FRg  XpFaMy  EzThg EPLE 1 Eu® Ky LIRS P PR
- x,;xz B T¥g Ry T Xg XaTXg LR
W {ESE 3 K]*-“‘““Xz W {E?} b xiz""xz
S12{(x 3. FrgRg~Xs* Xg) = 1 & Xy Xgui
Xg= %y Xg= X L LS o #trgrpt...+3y
Kg™ Xg = X =X
Xy =%
Wi{Eg} e z
s x4 Xg = i
L4l
Figura 2.3.1 - Grafos de simplex ne espago R, n = 2, =, N - A

Quando identificamos cada grafo da Figura 3.32.1 com um
simplex, desejamos na verdade usi-lo=s para identificar um simplex
fundamental para o grupo de ¥evl do reticulade A, isto &, um simplex o
fechado do espago Euclideano n—-dimensional cujas imagens sob a acfo do
grupo de Weyl s3o distintas e cobrem o tods e s paco ®”. Em outras

palavras, se R ¢ um elemento do grupc WCAY de VWeyl., entBo

®r" 1 BCod C3.3.43
F e WlAS

;

iee



onde cada ponto x = ﬁxg, fe e xhﬁ do espage n-dimensional perience a
uma e somente uma imagem RCed (exceio possivelmente para as fronteiras
de El(od, um conjuntc de medida nulad.

Uma maneira natural de interpretacfo dos grafos da Figura
3.3.1 & indicar os nds como vértices de um simplex fundamental. Assim,
cada ndé estaréd sendo associado 4as equagBes dos correspondentes

hiperplanos. Oz (n + 1) hiperplanos associados aocs nds do grafa,

(exceto aguele gque corresponde ao néd extrad passam pela origem,

Lema 3.3.1 [8] - A origem ¢ o ponto do reticulado A mais préximo de

qualqgquer peontoe interior azo simplex fundamental.

Demonstrag3o [8] - Seja x € A o ponto mais préxine de U € 0. Se x # O
entZfec x & o neste caso X e u estBo em lados opostos em relacfo ac
hiperplano des Yoyl (Figura 3.32.2). Seja R(x) a reflexiioc de x em
relagdo ac hiperplano P e p o pé¢ da perpendicular de u em relagic &

reta 3.

]
o !
AN ~ .
AN ~~
A R
p Rix)zx' i M
}
P

Figura 3.3.2 - Hiperplano de Weyl
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EntZc

d¥Cx’,uwd = d*Cu,pd + d%Cp,x"d < d%u,p? + d2Cp.xd = 4 Cu,xD

o

d¥cx’ ,u < dfu, 0

isto mostra gue u estd mais préxdime de %' doe gue de x Isto & uma
contradi¢fo, pels por hipdltese tinhamos escolhido x £ A, o ponto mais

préxdme de u € o Portanto, W o= O, C. Qb

Proposigie 3.3.1 (8] - Sejaz A um reticulado gerado por um sistema de
raizes de uma Algebra de lie. A regific de VYorondéi em tornc da corigem &

2 unifo das imagens do simplex fundamental através do grupoc de Weyl

WCAS.

Demonstracdo (€] -~ Bsja u um ponto gualguer da regifc de Vorondi em
torne da origem. De (2. 2. 10 u e Rlod para algum R & WA, Suponhamos
gue u seja um ponto interior de R{g). Usande o Lema 2.2.1, o ponto
do reticulado mais prowime de u & RUQO2. Portanto., RO = 0, R & WCAD.
B,

u o« RCol c. 0. D.
E = WA

A identificaciZc dos diagramas da Figura 3.32.1 com um
simplex fundamental o para o grupo de Weyl W(AD possibilita determinar
o5 wvértices Vor Ygr e Yoo Para isto basta omitir um hiperplanc =

caloeular a interseqlfio entre os n hiperplanos restantes.
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Exemplo 3.3.1 —- A& regifc de Vorondi para &n. Obgervandoe a Figura

3.3.1, temos para os vértices do simplex fundamental Ag

CO,.05

4
]

NHo caso n=2, a partir da Figura 32.2.1, wvamos exibir as

eguaches:
w — % = ¥ - x = 0 ® - X = O
© 'y 2 z o Y
Tad ®x — x =0 Lo x - x =1 Cel ®x — x =1
1 z b ©
X+ x4 =0 o+ M+ =0 o+ x o+ x= O
o 1 2 o 4 2 o 1 -
Resclvendo o sistema (al obltemn—se xB = 3»:1 = xz = 3. Estes

s¥0o valcores das coordenadas do vértice V! isto &, Ve = C0,0,02., O
sistema (b2 fornece os valores para as coordenadas do wvértice v,
isto &, x, = - 23, x =x, = 12, portanto, v, T (2,23, 1.3, 133, As
coordenadas do vértice v, sZo obtidas resoclvends o© sistema {(c3,
portanto para as coordsnadas de v, temos, Ky = X, 0= -1.3 = x, = =3,
assim v, = {132, ~-1-.3, -85, Dessa maneira cos vértices do simplex
fundamental Az s3c obtidos.

Beguinde o3 mesmos passos descritos acima, obteremos as
coordenadas dos vértices do simplex fundamental As’ isto &,

Vo = CC,0,.0,00, v, L34, 174, 174, 145, v, = C~i2, -1.2., 12,

123, Ve = C~1-4, -i,4, —1l-4, Br4ld.

De uma maneirz geral podemos escrever © k-~ésimo vértice sob
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a forma

k i
- - k
V‘k = { [ m » m {0 s k £ o
onde j + k = n + 1
O guadrado do comprimento de v, seri dado por:
z - _ - Jd = k k
iivki! = Ve Y2 <[ n+l 7 n+i 7 ’ n+l 7 n+l ol '
-4 J - ko k
n+l *° n+l 7 ’ n+l 7 on+l " T n+l
= kgt e g
Cra+id
= X a0
Cn+l3>
= 2 _ .k
come 3 + k = on o+ 1, entio ggvk}i =z
O baricentro do simplex o, (2.2.72 ¢ dado por:
3
Z o= i E v = |- .10 _ n—-z n— n
n+l Lok zZn+2 Zn+e " 77 Bn+2 7 2n+2

De (3.2.8, o segundo momento normalizado de o em torno da
origem sera igual a
n o+ 4

=
Ao = = Hi=l]

1
i z
Y RIS nES kz; Fivd

no+ 1. ninedd . i . L OnvEd
n o+ 2 120n+1D T+l n+2D 5

iz



12 ¥ BCavis

A ordem do grupo de Weyl de Ah foli apresentada na SecBo Z.7.

sendo dada por
}W{Anb} = {n+l>!

O determinante da matriz de Cartan (SegZo 2.8> da algebra de
lie An & iguél a n+l. Seja V{0 & regifov de Vorondi em torno da

origem, ent3o pela Proposigio 3.3.1 V(0D & a unifico de (n+id! cdpias do

sinplex o, logo

_ Kv(c)} _ lWCAhbi, Kg _ KG _
Vo Vol vl JWCA 5. vol vesl <
2 o o
Pela proposicEs 1.5.4, vwiv{mm ¥ {n+l> . Conseglientemente,
o segundoe momento por dimensZEo de Ah sera dadoc por
M - ;_ ] V0
A b Cwol >#m
VD
- 1 [ i + 1 ]
Cr+ts 2™ iz Sln+il
E)
1
fale 144 tal
Obsmerve e o reticul ado ﬁ\s consiszte dos pontos com
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coordenadas inteiras sobre a reta real, ¢ #A4 = --i—a "¢ reticul ado Az &

A
H
o reticuladce hexagonal, o simplex fundamental neste casoe ¢ 2 um
trigngulc egulliierc & a2 regific de Vorondl um hexagono., Para este

reticul ado tLemos,

= - -
.ﬁ%& = 5 5 = o,88 Jﬁﬁ
-3 i
Exemplo 3.2.2 -~ A regifc de vorondi para Dn (n = 453, Ea . I'EZ? -3 EB

Os vértices do simplex fundamental para cada reticul ado,sfo obtidos de
maneirsa anadloga ao Exemplo 3.3.1. Usande (3.3.73, para o cilcule do

baricentro de I}h {n = 47 temos

T 1
- _ 1 _ B B
R E Yy T BT iy 0, 2, 3, ..., n-2, n-i, n+ld.
ko

A ordem do grupo de ¥Weyl de Dn » Lsegfo £.7> & dada por

noi nt.

j¥cp >} =2
™

O determinante da matriz de Cartan (seg8c £.8) da Algebra de Lie Dn =

igual a 4. Se V(0) ¢ a regific de Vorondi,e o volume, o segunds momento

normalizade s3o dados respectivamente por

1 = < 4 = 2
VO
s . B + nCn + 12
Vo iz2Cn + 12

Fortanto o segundo momento por dimensZo do reticulado Dﬁ & dado por

izg



i i i

’ﬁbﬁ - can 2’ { 12 " B cn 715 }

Para n = 4,a regifo de Vorondl (6] & o politipo Pz4 do Exemple 3.2.11.

Em particular ,Mb = ,078803. .. .
%

O reticulado Eﬁ » Ltem seu baricentro dadoe por

1 b 1
€ = ) Vv, = —= C0. 3. B, 8, 14, -14, -14, 14D
kK=o
A ordem do grupo de ¥Weyl de EG & dada [8] por jW{Egbi = 51840. O

determinante da matriz de Cartan ¢ igual a 3. Be V(O3 & a regificv de
Vorondi em torno da origem, o volume e © segunde momento normalizado

580 dados respectiivamente por

= 5 . is
mivm) - 3 Jvm} - TR
Fortanto,
5
.ME = —— 0,074346, ... .
& 856 (32

A regifc de Vorondi para Eﬁ & descrita em [6].

O reticulado E? » Lem seu bariceniro dado por

_ 1 T 1
ey E Ve T T —ms— (1. B, 8, 12, 18, 30, —42, 4
k=0
A ordem do grupc de Weyl de E? & dada (8] por !WCE%)l = 2203040, O

determinante da matriz de Cartan & igual a 2. Se VOO & a regifc de
Yorondl em forno da origem, o volume & o segundo momenic normalizado

sEo dados respectivamente por

183
wol = o 2 A =

Vi) L EE ] SR

izm



Portanto,

ig3
A%: = e G, 073880, ..
7 =016 (20

A regifo Yorondl para 8? » & descrita em [{6].

Finamente, o baricentro do reticuladoe Es . & dado por
_ il 1
c = WE v, = —ma5<5. 35. 55, 78, 108, 148, 208,
kzo :
TE1o,
A ordem do grupo de Weyl de Ea ¢ dada (861 por iﬁCEQD[ = DUB728600. O

determinante da matriz de Cartan € igual a 1. Se V(0D ¢ a regifo de
Yorondl em torno da origem, entic o wvolume ¢ o segundo momento

normalizado 3o dados respectivamente por

B2

Vel e = 1 A oo 1630 -

Portanto,

@eR

‘A{Ka = w = 0,071i882. ..

A regifc de Vorondi ¢ apresentada em [6].

& Tabela 2.2.1 mosira os valores correspondentes ac volume,
segundo momento normalilzado, segundc momenlo por dimensio, £ a ordem

de W sl geb i N .
do grupc de ¥Weyl das gebras de Lie Ai s Aa Q4 EG . E? & Es
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Algebra o Ky ios Ao 1we.5 |
de lie.

A v e 0,1887... |0,0833 2

A ¥ 3 Q,28778... {0,0802 =]

JZ}'ﬁ = 0,43232... 10,0768 182

E_ Y3 0,8357... 10,0743 51840

E_ Y e 0,8680...]0,0732 2803040

Ea 1 C,E8738... 10,0717 Sos7Ee800
Tabela 3.3.1 ~ Valores correspondentes ac volume {(vol v(o)'j
segundo momentoc normalizadeo Jvcm) » segundo momsnto por

dimensiEo Cﬁwmb e ordem do grupo de ¥Weyl das dlgebras

de Lie A , A , D , E_, E e E
s z 4 o 7 8

C préximo passo na evolugio dos capitulos serd mostrar a
viabilidade das estruturas algébricas abordadas até aqui., em problemas
- relativo a ceodificacico de fonte,

A fung3o taxa de distorgio objetc de estudo do Capituleo 4 a

segulr, serd o indicativo para esta viabilidads,

i3t



CAPITULO 4

A& FUNCES TAXA DE DISTORGAO
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4.1 — PRELIMINAREZ,

O tecrema de codificagfBo de canal [10] estabelesce gque umsa
fonte com Ltaxa R transmitird informacBes de maneira confiizvel atraves
de gualquer canal com capacidade €, se ¢ > R, Reciprocamente, n3o
& possivel recuperar completamente uma informagls enviade por uma
fonte gquands C < R.

¢ Ltecrema da codificagBo de fonte eztabelece a existéncia de
uma funcio enire os simbolos da fonte e as palavras cddige tal gue se
fixarmos uma distorgZc D, entic serio necessarios R(D) bits (por
simbolos da fonte) para reproduzir uma mensagem com distorgio D,

Portanto, a taxa real deve obedecer & condigio

RCDD <= R

gquando fixamos uma fidelidade D,

A fungfo RIDD ¢ denominada fungoe taxa de distorgio.

Com © objetivo de relacionar os pardmetros € e RI(DD e o
concelito de informacio matua, considerse 5 e U segidéncias relativas
respectivamente 4 entrada do codificador e saida do decodificador.
Sejam A e B segliéncias relativas, respectivamente, & entrada e saida
do canal. A informagfo por amostra transmitida para o destino & dada
pela informagie média matua ICS:U, gque & uma medida da dependéncia
estatistica entre § e U, A distorgZSc D e a2 informagio I(5:i0 depen-
réc do tipo de codificac8o da fonte., Existe evidentemsnte um minino
de ICE;U0 o gual € necesséric para uma reconstrucfo no destine e a
distorgZo média nBc exceder o limiis superior . Este wvalor minimo

de ICE;UD & definido come sende RCIDD, 4 capacidade € {do caznall por
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outro lade, esta relacionada com a informagBo média matua ICA;B> por
amostira que caracteriza tanto as entradas ezstatisticas gquantoc as
transformag@es de entradas-saidas do canal descritos por probabilida-
des condicionais apropriadas.

OCoserve que o tecorema de codificagZo do canal junto com o
tecorema de codificacio da fonte leva-nos ao tecrema da transmissZo de

informagZo, Formalmente, Lemos

Teoremsa 4.1.1 (17} - Seja € a capacidade do canal . Se RC(DD = C,
entfo existird transmissfo confiivel com fidelidade D.

Este teocrema garante que a reconstrugic de mensagens com
fidelidade D & também possivel apds a transmissfo através de qualquer
canal com ruido, se a capacidade C do canal for maior do gque RCDD.

De uma maneira geral, observe gue existe um compromisse en-
tre a taxa de informacEo fornecida pela saida de uma fonte e &
fidelidade com gque desejamos reconstrui-la.

Atraveés da ordenag8o dos dados gerados por uma fonte, de
aceordo com sua importincia, e eliminando informacSes irrelevantes,
a priori, ¢ possivel, em geral manter uma distorcfo minima. Os métodos
usados para selecionar informag@es significantes da safida de uma fon-
te e eliminar informag@es irrelevantes s%o denominados algoritmos de
compressfc de dados. Do ponte de vista da teoria de informag3o, a
disciplina tedrica que se dedica ac estudo da compressZc de dados &
denominada teoria da taxs de distorgio [18].

A curva da Figura 4.1.1 mostraz o compromisso existente entre

taxa & distorgdo.
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e o

Ri{D H
0= R(D)

b

o Dmdx

Figura 4.1.1 - Curva tipica para taxa de distorg3o.

O numerc R(OD sobre a curva ¢ finito para uma fonte
discreta; este valor nos fornece a taxa minima necessaria para
reprodugdo exata (D=00 da smaida da fonte. Observe gque © nUmero RCOY
€ a entropia H(S) de uma fonte discreta. Quando a fonte ¢ analdgica,
a entropia HCSD € infinita, refletindo assim no fato de que cada
amostira da fonte tem um nudmerc infinito de possiveis valores., Cutra
interpretaglic € gque RO ( taxa de informacfc necessiria para uma
reprodugioe exala da salida de uma fonte) & infinita. Dessa maneira
a CUrva da Figura 4.1.1 pode ser interpretadsa da seguinte
maneira: seja R a taxa de saida de uma fonte. S B > H, entZc n3c
havers distorgfc. Quandc R decresce de H parz zero, a distorgio cresce
de zero atée o wvalor £%mx, associade & melhor estimativa gque podemos
fazer na ausdncia total de informagfc da saida de uma fonte.

O objetivo deste Capitule serid estudar o© problema de
reconstrulr & salda de uma fonte sujeita a2 um critéric de fidelidade
pré-estabelecido. Em outras palavras, o propdsitoc do nosso esstudo sers
determinar © numero minime de bits necessarios para codificar a saicda

de ums fonle, de modo que ela possa ser reconstruida, satisfazendo um

izs



critérico de fidelidade pré-eztabelecido.

4.2 - A FUNCAO TAXA DE DISTORCAO PARA FONTE DISCRETA SEM MEMORIA.

Hesta Seglo estudaremos o problemz de codificacZo de uma
fonte discreta sem memdria, sujeita & unm critérico de fidelidade,

Na teoria de informagfco, ¢ consideradoe em geral um conjunto

finito

como o alfabeto e seus elementos, como simbolos do alfabeto. Quando
o  alfabesto possul o simbolos distintos diremos gue =le tLem

cardinalidade g.

Considere uma fonte discreta sem memdria com alfabets

= P€a£3, . s PCan as preobabilidades associadas aocs simbolos do
alfabeto., Suponha gue a cada unidade de tempo 2 fonte smite um simbolo

s €« 8 de acordo com as probabilidades associadas e independente de

gualguer saida passada ou futura.

O alfabeto do usuirio seré denotads por

U:—“{gu.,b}
i =

Observe gqgue os alfabetios 5 & U s3c distintos gqguer psla
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natureza dos simbolos que os constituem gquer pela cardinalidade de
ambos.

Com o objelive de gquantificar o compromissc tasa-disztorcfo,
necessitamos de uma regra que esspecifigque a distorgie snitre o simbolo
s € § da fonte e sua representaco x € U no destino.

FPara nossos propésitos, vamos admitir wma medida de

distorgZo

H: Sx VU — [, o (4.2.13

(8,30 e s, 0

a gual resulta da fonte ter emitido © simbole 8 &« 8, & o sistema ter
liberado x € U para o usuirio. Nosso estudo serid restrite a medidas de

distorcBo do tipo finito, isto significa gue existe M tal gue
O =2 1ils, % = 4 < o C4.2.22

para todo s e & e x e U
Na codificagio de uma fonte usando cddigos de blocos, uma

segiiéncia 5 = (5 ,..., 8 3 & 5 emitida pela fonte zerid representada
i w 3

no usuarioc por

X = LXK ..., 3 & U .
L N N
Definigfo 4.2.1 - A distorgZo entre s = Cssg..m, SND = woo=
<X1’°*”Xm3 & dada pela guantidades
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- g
p (S0 = N z HCs x> Cé.2.3

i

Em geral na codificaglo de uma fonte usando cdédigos de bloco

tem—se

£ = {%3,..,,aq} alfabetoc da fonte
£ = {%1,,..,xk} palavras cdéddigo
g ——- € funcic gue associa simbolos

da fonte e palavra cédigo.

Sem perda de generalidades, o conjunto ¥ serid denominado um
codigo de bloco com k palavras cddigo & todza seqgiigéncia x € £ sers
%

denominada uma palavra cddigeo de comprimento N,

Em nosso contexto, o cédigo serd usado para codificar uma
segiiéncia s = ng,‘..,$N} da fonte com o seguinte critério:
selecionamos a palavra céddigo x € € tal gus

pCs |8 = mi B LS., Cd.2. 4
X

n
= &

em culras palavras, para codificarmos uma seqgiéncis =5 da fonte usandeo
o cédigo ¥, devemos sscolher a palavra cédige % & € que minimiza a

dizstorgio yNCs,xﬁ dada em C4.2.30.

iz8



Definigdo 4.2.2 ~ Considere uma fonte discreta sem meméria. Seja =

uma seqgiidéncia da fonte e € um cdédigo. A distorgBZc obtida usande o

codigo ¥ € dada por

LCED = 2 P () ps|® C4.2.5)
=

onde

(™
1 I 4
»

PNCSD = PCSJ,)

O processo de codificac3o de fonte, usando cédigos de blocos
e a descrigioc da minimizagio da distorgBo dada por (4.2.58) seri melhor
compreendida ocbservando na Figura 4.2.1 as seguintes etapas: guando
uma segiiéncia s da fonte ¢ observada pelcoe codificadeor da fonte, o

codificador escolhe uma palavra céddigo de acordo com a regra de

minimizagio em (4. 8. 40

Procura g . ,
Sy palevro ¢ddi 1€ {%2;'--, k} Paigvra co- Uny :
Fonte ™ ac x; € % - digo x; €% —] Usudrio
s mm;nimiza / sscolhida . | N
At s,z )

Figura 4.2.1 - Codificagfo de fonte usando cédige de bloco
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e transmiite através do canal o© indice relativo 4 palavra codédigo
escolhida., O decodificador da fonte por =zua vez tem 2 Ltarefa de

esceolher 2 palavra coddigo correspondente ao indice gue ol transmitide

e apresentia—-loc ao usuario,

Chserve gque para cada seqléncia s = Cs*,. - ,SNB da fonte,

um dos k Iindices &€ transmitido através do canal, portanto a taxa

exigida seré

E = N—iink nats-=2imboelos da fonte

Exenplo 4.2.1 ~ Seja & = U = 0,13, suponha gque

pCO,00 = pCi,13 = ©

HCL 00

]
4
g

A

O

b

¥

i
kY

EntZc, de ((4.2.3> temos qgue

CZp + g2

_ 1
;JBC{}iO,iDi} =3

Exemploe 4.2.2 ~ Considere o alfabetos £ e U com a mesmna

cardinalidade. A funcio

Mo 8 x U s 10,13

definida por

HCs ,x 3 = pli, gD

H
e,
O
fte
1]
L
R
1A
o
i
=
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& uma medida de distorgfo gque pode ser usada quando o interesze esté

na reprodugio exata dos simbolos da fonte e gque € considerado grave

qualguer tipo de erro.

Exemplo 4.2.3 — Suponha que o% alfabetos S e U possuam a mesma

cardinalidade. A4 funcfo definida por
HCS %D = pliL 3D = Ci-gD® 124, §J =N

¢ uma medida de distorgdc gue pode ser usada de modo apropriade quando

oz simbolos da fonte s3c amplitudes.
Exemplo 4.2.4 - A fungdc definida por

o, i=
MCS ,x3> = pCi,30 = 1 = 6C4, 3D = 1€ 4,5 €N
J 1, i=j

¢ umz medida de distorgdo a gqual estid exiblda na Figura 4.8.2.
Indicamos sobre as linhas da Figura 4.2.2 os valores de distorgio
#(i,30 onde ol adotada a medida de distorgSc como uma fregiénciaza de

2errok,

Figura 4.2.28 - Medida de dislorcBo definida por um critéric

de fregliéncia de srros.
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No desenvoelvimento do nosso sstude adotaremes o seguinte
critéric: © cédigo € seri denominado um cddigo de comprimento N com
taxa R=N""¢ K.

Objetivando o© estabelecimento da taxa (R = Nmitni{) mi i ma
possivel para uma distorg8o D fixa, iremos definir varios parametros
gue serfoc utilizados como ferramentas na obteng3oc da distorgfoc média

guando usamos o codigo £

Considere uma distribuicio de probabilidade condicional

arbitraria

G 8Ex U —s [0,1]

{S,XD r—— Q{x]sD

Eeja

Q*m{QCx]SD | x & U, ses}
uma familia de distribuigBes arbltirarias, onde s = Csi,. - ,SN} < SN,
=3 w = Cxﬁ,n .. ,xND = UN 530 segildéncias arbiitridrias condicionalmente

independentes tal gue

Ol ¢ 13,3 (4.2.63

£4.2.72
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onde
0 = ) Qx|sd PCsd
=4

o tecrema de Baves nos fornece as probabilidades

condicionais

o Cx|s> P CsD

PNCS[xD = &S]
N
N
= I PCs |x2 C4.2.8>
i=a LR
onde
PCs 50 = A x]sd P(sD

PO

As seguintes condicBes

cid > Q, cxjsd =1

»
Ciid e = E P, () pls|e
=]
leva—-nos a guantidade

pced = 5 Y P Csd Q (x|sd uls|®d
& *

onde x &, neste casc, uma variiavel gualguer.

Com o objetive de determinar um limite superior para ul€l,

considere as duas regifes disjuntas

14=



O, H, (s,x> z uls|Ed
Flg,®, €3 = {4.2.8>
i, yN(s,xJ < uCs e
usando a identidade
i = {1-F> + F,.
temos
pced= 5y P Csd Q Cx|sD uls|8) [1-FCs,>;8]
E-] =
+ 2 EPN ¢sd> Q Cx|s) uls |8 Fls,x, 8D CA.2.100
& o
De (4.2.100 & (4.2. 8 cbitem—se respectivamente
s8> = [1-F(s,.x;8] = 05,20 C4.2.14>
pCs |8 = min u (s,30 < p C4.2.12>
b o
x € ¥
Substituindo estes limitantes em (4.2.100 temos gque
=
uCe> < E EPNCSD QCx|sd p Csfo +
& o
+ U E Ep s> @ Cx]sd Fls,x; 8] C4.2.13
€ i b
& =

eiatal="
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B

-
Zp GO Q Cx|sd N 2 T

S 3 P s> Q Ox|sd pls)o= |
2 ) iT4

Seia D uma distorgd3c & considere uma familia de distribui-

¢Ses condiciconals dada por
3'“3} = {Qngs) ] DCQ*} = D}

Ha Proposiglo 4.2.1 usaremss as segulintes definigfes

€1 Qo =) § PCsd> atx|sd ¢n Xxjsd
Q>0
a8 ¥
EDLT S o 3] e
Ciid E, Cp.Q0 = ~4n 2 {E PO Qs 3O ]
= ®
(-1 £ p < O

P . = ~%
Ciiid BCR;p.QY = P R + E_ (p,Q2 3 CR =N £K
Civd ECR,DD = max max ECR;p,Q0

O e 3“3} —3 D
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Cwa RCDD = min I1CQ.2

Q* & &#

Proposifioc 4.2.1 - (28} - Se fixarmos a taxa E para gualqguer bkloco de

comprimento N, existe um céddigo de bloco € com distorgZoe plE tal gue

HCED =D + ya expl{-N ECR,DD>

onde RCDD > O para E > RCDI.

Demonstragcio: A média sobre um espaco de probabilidade relativa

chdigo ¥ serd denotada por uma barra Suﬁerior L I
Seda Q* = ﬁ% tal gue a igualdads
ECR,.DD = méx m&x ECR;p;Q b
Q; < 3; ~1 S oS0

verifica-se. BEnlic

i
"y
¥
A
R
O
K\J
+
ks
&
(e

Y P, s> O Cx|sd Fls.x;®) <
i N M

E=3

= expl-N ECR;p,Q 013

Como
pLED = DCQ*} -+ N expl—N [ man ECR;p,Q*BE}
-1 ZoS0
EntEc
pLEY X ﬂ{Q;Q o gupl~N [E(R,. DI
onde

ECR,DD > C© parsa E > ICQ;B
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Usande o© fato de Q; & yn a2 desigualdade D(Q;) = D torna-se

verdadeira. Come para todo Q = 3‘5 e R > ICQ2 temos gue

ECR,DI) 2 max ECQ;p,Q*} > O

S b eat]

entEZC

ECR.ID > O e E > R(DD = min ICQ¥).

Q* &= 3;

Portanto,

pCEY = D + expl~-NH EC(R,D>>
onds

ECR,.DD > O para R > RCDD C.Q. D,

A proposigio 4.2.1 garante gue gquando o comprimento do bloco
cresce, podemcos encontrar um cddige € com qualguer taxa E > RCDD,

cuja distorgEo B estd arbitrariamente préxima a2 D.

ProposigZo 4.2.2, [25] - Para gualguer par codificador-—-decodificader,
& impossivel atingirmos uma distorgfo menor ou igual a D, quandce a

taxa B satisfaz & condigi3oc R < RBIDD.

Demonstragio: Todo par codificador-—decodificador define uma funcio das

seqUiféncias da fonte para as seglidéncias do usuario. Considers uma
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func3o de SN para GN, onde N & um inteirc positivo arbitrario, Sesja K
o ntimeroc de seqlidncias distintas em UN gue s¥Eo imagens de segiéncias

SN. Pefina a distribuicZoc condicional

1. se x & imagem de s
QNCX]SD = {4.2.14>
O, ca=s=o contrarioc
e considere Qq?xis} a distribuicic condicional sobre os j-ésimos
termos das segidncias.
Vamos tabém definir a probabilidade condicional
N
Q%x]s> = N Y Q¥ x| C4.2.15)
=1

SBupconha que a2 funcfo entre as seqgiidéncias da fonte e usuéric

fornega uma distorgfo menor ou igual & D. Se xs) ¢ a imagem de s,

ent o

PN sl Qﬂ Cxfsd B Cs >0

X
)
W
"
st
"t

Cd.2.1862

O (s> y Cs,xCsd> € D
kxd 5

i
]

Usando a definigio

b |
Cs,% = N z s ,%xD.,
K, HES o

=3

podemnos esorever
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N
- -4
DXQ 2=y ¥ PS> QCx|sd N ) HCs ax O
B8 X

i=1

bl :
=N"* Y Y P> [N“‘ > :Q(“Cxls)] pCs 50
B ® =4

N

4 -1 <]
Xa,> =Ny > Posd [N Y @Vex|sd ] HCS 5 30
& ®

i=1

A desigualdade em (4.2.172 decorre de (4.2.1682.

em (4.2.172 temse

D> = N Y ¥ res> o®x]ed ws,0
" ¥

Isto mostra gue a probabillidade QOCxlSD € um membro da familia 3;

modo gue podemnos esorsever

F)
RC DD :sic@,:’;:s = T {z\s“‘E Q;j}}

Usando a convexidade da fungSo IC.>. &

14%

)Y PSS Qox|sd HCs 3 D
] =

Y Y Pesd @ cx)sd wes,0
- ®

C4.2.17D

Substituinde (4.2. 1582

de

a desigualidade de Jensen



obtem—-se

N »
RCDD < ICQY D> =1 [H" Z Q;j’} < N7t E 1 cqij’y

-4

< N ICQ.> SN mK=-rR

Portanto, se DCQ*HD = D, ent3c ERD) =D, o que demonstra a
proeposicEo,
As proposicBes 4.2.1 e 4.2.2 estabslecem gue a fungio taxa
de distorcio R(DD = min ICQ*B sspecifica a2 taxa minima na qual o©
Q, € F
3
decodificador da fonte deve receber informagBes acerca da salida da

fonte para enviid-la 2o usuarioc com distorgfic média menor que D.

Portante, para canals discretos sem memdria temos

i

BRCDD min ICQ*D natsssimboloe da fonte

Q*eﬁ‘b

1CQ mz z PCsd Xx|sd ¢ QAx|s> C4.2.18)
n 6

8 k.4

Fo= {mxggs | 3 ) PCs> Qix]sdy ps.s0 = D}
= »

Concluimos assim gue, para uma fonte discreta sem memdria

a funcEo taxa de distorgio € dada pela guantidade em (4.2.183.

4.3 - Caculo da Taxa de Distorgico para alguns Reticul ados

A tecria da taxs de distorgso, foi desenvolvida
principalmente come um meioc de estender a iLeoria de codificaglio de

fontes discretias para fontes analdgicas o continuas. E de
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conhecimento geral, que fonte analédgicas tem entropia infinita ac
passo gue na pratica, o canals tém capacidade finita,.portanto, fica
inviadvel reproduzir fielmente a saida de uma fonte analdgica sem
que para isso ocorra distorgBes zmeveras.De acorde com este fato,torna-
se necessario estudar o problema de representag¢fo de fontes analdgicas
por fontes de entropia finita, de tal modo 2 obier
distorgSes aceitdvelis em relacfc &4 um critéric de fidelidade.

Em geral ,.as medidas de disﬁcrg%o usadas em fontes analdgicas
dependem somente da diferenca entre s & x . Por exemplo, a fung3c
érro quadratico, dada por: pCs,xBMC$waz, e a funciZo valor absoluto
dada por: pCs, 3 =|s-x], onde o simbolo | -], significa o valor
absoluto de s-x

Ho célculo da taxa de distorc8o, © nosso interésse € obter
limdtantes para RCDD, isto decorre em parte do fato de gque para a
maicoria das fonles e medidas de distorgfo com as guais trabalhamos, o
limitante inferior de Shannon [285] coincide com a taxa real para

alguns wvalores de D.

Proposigio 4.3, 1{88i—(Limitante Infericor de Shannond. Conzi-
dere uma fonle com densidade PC.D, & seja uls,xd = puls-3x0 uma

medida de distorgfo gue depende somente da diferenca s-x . Ent3o

@
R __CD> = Sup[hcsza + AD - a«{ e HEZ2 dz} < RCDD. C4.3.1>
AEG -3
o=
onde ROCSED=—3 PLsDl iMPLs> ds e A, & um numers real.
ey
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Corolaric 4.2.1[251- Ss p(s,x)=(s-~x32, entdEo

RQJSCQ) = h{S ~ (122 {2 v e DO £ RCDD. natsssimb. (4.3, 20

Exemple 4.3.1- Considers os reticulados: Ai’Az'Da’EG’E-? =
Eap uma medida de distorgfo dada por pC$§x§2Cs~xDz, e uma fonle

com densidade uniforme dada por

188D , Is] = A
PCsD w{ C4.3.3
O , gs] > A
Entdo,
F-§
hCSY = - 1o =1 4s = 2 A
Z2 &4 T Tz A n
¥ %
logo
1 1 2 At
B (DD = &2 A — e &S me DD = —= -2 5,
LIS = = T oe D
2 A%

onde O D =<

=
]

A distorgl3c D ou segundo momento por dimensio corresponden-—
dente a cada reticulado dz (secfoc . 2D

& dada por

Moo= O, 0833, A= 0, 08B0, A= 0,0788,
A A b

«ﬁt = $,0743, A% = G, 0732, HA_ o= 05,0717,

isz



Portanto peloc Corolérioc 4.3.1, obtemos

1 2 A®
BCH D ZER CH D = £ nats- dim.
A Li5 A b w e A
Y i A
i
1 2 A®
BCMH D 2 R LCH 2 = &y nats dim.
A . LIS A = n e M
z 2z 'y
z
1 z A®
RCAHADZ 2 B CAHA D = £r: nats.dim.
D LIs 54 F= e A
P
1 2 A*
RCAHA D 2 R LMD = & nats simb.
E LIS B = T = M
& o E
G
1 & A%
BCAH D = B CH D = n natssdim.
£ LIS E = T e M
7 7 E ;
7
1 2 A%
BRLAH DI 2 R CH D = £n nats.dim.
Ea LIS EB = "o JHE

Denotands por A o= reticulados em estude, a2 Tabela 4.3.1

mostra a distorgZo 'ﬁA e a taxa de distorgio RLISCJ%S para uma Fonte

sem memdria com densidade uniforme dada por

Cd, X 43
O . §s} > A

onds A = ¥ e .
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A 54 CAHM D

A i) LIz A
Aﬂ O, 0833 1,2427
" O, 0802 1.28616
D‘ O, 0786 1,.2845
E5 00,0743 1.2998
E? 0,0732 1.3073
E 0,0717 1,3176

Tabela 4.3.1-Taxa de distor¢doc dos reticulados A
para uma fonte sem meméria e densidade uniforme

dada por (4.3, 42.

Os resultados obtidos na Tabela 4.3.1 mostram gue na medida em gue
a2 dimensZc do espago aumenta, menor seriz a2 distogHo para uma taxa
fixa.Isto decorre do fato de que quanto maior for a dimens3o mais
refinade serd o espago £ mnenos passivel de distorgBes, quando
empregamos o reticulados como quantizadores. Apesar destes ganhos emn
dimensSes superiores, nota-se © aumentoc da guantidade de bits .
necessarios para codificar a saida de uma fonte de modo gue =la possa
reconstruida satlisfazendo a distorgcfo pré-estabelecida.

Note gque oz valores apresentados na Tabela 4.3.1 representam
o infimo da taxa de distorgfo a2 =ser utilizada, De uma certa forma £
interessante saber sob gue condicBes estes Iinfimos tornam-se minimos,
izsto &, os valores de iﬁdgidi} sEo tais gue

A

RC.2 » R .3 £4.3.50
LIS
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sendo gue gostariames de esitabelecer as condicBes para gue

RC.D =R (.2 ' C4.3.62
LIS

Para lsto considere o parémetro o° da densidade dada em

{4.2.42 isto &

A F-
1 1 s® A®
=% j s dg = ST = = = Ca&. 3.7
b N
et %

Como € de conheclimento geral, a entropia diferencial

o0
h{Eh = — j plsl Inplsl ds

i

atinge seu wvalor mixime guande a densidade plsD & a GCaussiana. A
fungfc densidade de probabilidade Caussiana ¢ caraciterizada pela média
e varifinga oz guais s58c o5 Unicos parimetros possivels de comparacBes
entre a densidade dada em (4.32.40 & a Saussiana, Partanto,ée a
Gaussiana tiver média nula & sua variinga assumir o valor estabelecido
em L4.32.72, a desigualdade em (4.3.8) torna-se a igualdade em (4. 3.863.
‘Quanda iste ocorre, oz valores da Tabelzs 4.32.1 corrrespondem ac
nUmero minimo de bits por simbolo da fonte necessarios para codificar
a salids de uma fonte de modo gue ela possa ser  reconstruids

satisfazendo a distorgio pré-estabelocida.
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CAPITULO 5

CONCLUSOES.
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Heste trabalho desenvolvemos varlos procedimentos, o guals
possibilitam um encaminhamento estrulurade no campo de pesquisas sobre
gquantizadores reticulados via formas extremas.

Os Capitulos de 1 a 4 podem ser vistos como os principais
blocos de wm algoritme para a geragio do reticuladoe desejado, do
correspondente simplex fundamesntal bem como a regifc de Vorondi
propriamente dita. Esie procediments estd fundamentado em estruturas
algébricas abordadas em detalhes em cada Capitulo, sbijetivande o©
cadleulo da taxa de distorglc dos guantizadores reticulados via formas
extremas gquandoc 08 mesmos s8o utilizados como codificadéres de fonte.

Para atingir este objetivo, este trabalho foi dividide em
quatro Capitulos da seguinte maneira: © Capitulo 1 contendo seis
segBes, tem por titulo "Formas Quadraticas™ . A segdo 1.1, descreveu
sucintamente o objelc de estude gue serd abordado neste Capitulo.
Na secBo 1.2, foram itratados os conceitos basicos de formas quadrdti-
cas, definigio de forma quadratica extrema bem como definigfes e
exemnpl os de ormas guadraticas equivalentes. A segfo 1.3,
enfatizou o reticulados, procurando dar uma enfase geoméirica dos
mesmos no espaco tridimensional. Ha secio 1.4, com o obielivo clex
estabelecer a conex3c entre formas guadréticas e reliculados, foram
abordados algumas propriedades dos reticul ados, Na mecfc 1.5, foi
descrito o volume do reticulads. Este parmetro foi utilizadoe no
calculo da dizstorcio, guando utilizamos oS reticuladoes Como
guantizadores. Ainda na segZo 1.8, foram descrites oz concel tos de
base covariante e contravariante com o cobljietivo de apresentar uma pro-
posicioc estabel ecendo a conexBo entre o determinante da matriz de

uma forma guadritica = o wolume do reticulado aszEociado 2 mESmHa.
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Finalmente na segdc 1.8, foram tratadas as formas gquadraticas refle-—
xiveis, cujo objetive fol o de apresentar analiticamente, 2as formas
guadraticas extremas.

O Capitulo 2 com titulo “Grupos de ReflexZo e Algebras de
Lie” ., contém nove secles, A segBo 2.1, descreveu de maneira
sucinta o conteltdo abordado neste Capituln., A seglco 2.2, descresveu
os conceitos de simeltria, reflex@oc e rotagcio de uma figura plana,
tende como objetive o tratamento dos grupos de simetria. Na secfo 2.3,
foram definidos o5 concelitos de rafzes de um grupo, grupo de
Coxeter e a regidc fundamental de wum grupe siméirico, cujo objetivo
foi estudar os grafos de Coxeter. Na segfc 2.4, foram apresentados
os grafos de Coxeler, onde mostra—-se que a partir da msatiriz de uma
forma guadriatica ¢ possivel exibir o grafo de Coxelter associado a
mesma, = vice-versa., Na secBo 2.5, foram apresentadas as estruturas
algébricas das seguintes familias das Algebras de Lie: An, Bn » C“
L= Dﬁ » todo o formalismo descritc, tem como objetive os Ldpicos:
O Sistema de Ralzes de uma Algebra de Lie, O Grupo de Weyl de uma
Algebra de Lie, As Matrizes de Cartan e Os Diagramas de Dynkin. HNa
segio 2.8, foram definidos o sistema de raizes para cads familia da
dlgebra de Lie descrita na seglo 2.8, & procuramos atraveés de sxemplos
representd~lias no planco Euclideanc. Na segfco 2.7, foram calculadoz: a
partir do sistema de rajizes, a ordem do grupo de Weyl para cada
familia da &algebra de lLie descrita na sec¢cZoc 2.8, Na seclo 2.8, foram
definidas as matrizes de Cartan associadas as familias das Algebras
de Lie em estudo,.bem como o diagramas de Dymkin assocliade & cada
dlgebra. Fol mostirado ainda como exibir uma matriz de Cartan a partir

do diagrama de Dynkin associado.
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Na seg3c Z.H9H, foi estabelecida a conexZo entre o empacotamento de
esferas, as formas gquadridticas extiremas e as algebras de Lie. Esta
conexio mosira um direcionamento (baseado em estruturas algébricas)
para futuras pesguisas ne estudos dos guantizadores reticulados via
formas extremas, guando o3 mesmos s3o usados como codificadores de
fonte.
O Capitule 2 com titulo “Regi®es de Vorondi e Segundo
Momento de Politopos” coniém irés segBes. A secfo 3.1, descrevey de
uma maneira resumida © gue seréd abordado neste Capitulo. Na secfic 3.2,
foram descritos os conceitos de politopos e simplex no espago Eu¢iidew
ane e foram calculados o segunde momento de alguns poliiopos, cquando
esleg encontiram—-se no espag¢e Euclideano tri 2 guadridimensionais.
Foram tabeladoz em seguida os resultados obtidos, & comparados com o
limitante esférico obtido por Zador. Dadas as diferentes formas geo-
mélricas com que o= politopos foram, apresentados € impossivel afirmar
gue existe um Unico método para o cilculo do segundo momento de poli-
topos, por isto, para os pelitopos que foram abordados neste trabalho,
existem alguns especiais para os quais foi empregado ¢ método, devido
& Dirichiet. Ests métlodo reduziu o nosso trabalhoe de uma maneira
consideravel por ocasifio do cilculo doe volume e segunde momento das
figuras especiai$ﬁ Esfera, Tetraedro Regular, e o Ocltaedro Regular.
De uma maneira geral, o calculo do segunde momento de wuma figura
arbitraria torna-se possivel gquande podemos decompo-la em simplex, mas
neste caso, torna-se mails viavel para o célculo do volume e segundo
momento oulros métodos gue foram abordados. & Justificativa desta
viabilidade, deve-se ao fato de gue para o cilcule do volume & segundo

momento, USamos apenas o5 véritices do politope, 2 seu centrdéide, Na
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sec¥o 2.2, fol abordado um método para se obler a regldc de Vorondi
de um reticulade gerado por um sistenma de raizes de uma &lgesbra de
lie, esta descrigic teve como cobietive © cilcule do segunde momento
das familias An s Dﬁ = £n§ de reliculadoz gerados por um sistema de
raizes de uma algebra de Lie. Hosso interesse biésico em estudar
estas esiruturas matemiticas, foi o fato de podermos obter facilmenie
o calcule do volume e segundoe momento das familias dos reticulados
que foram abordados neste estudo, além do encaminhamento promissor, em
futuras pesdquisas ligada ao assunto. O procedimento descritc mostrou
ser uma Lécnica nova para as pesguisas em quantizadores reticulados,
gquando o mesmos =Bo usados come codificadores de fonte.

C Capitulo 4 com titulo ¥ A FungBo Taxa de Distorgio”,
contém trés secBes. A secd8o 4.1, descreveu de uma maneira sucinta
o itecrema de codificagio de canal, o teorema de codificacdo de fonte e
apresentou uma interpretacfo para a fung8o taxa de distorgdc a gual
foi o objetc de estude do Capitulo 4. Na segZo 4.2, foram descrilos os
conceltos necessirios para o estudo do problema de codificaglc de uma
fonte discreta sem memdria, bem como a taxa minime na gual o decodi-—
ficador da fonie deve receber informagBes acérca da salda de uma fonte
para envia—la ac usuadrioc com distorgio média menor do qus gualgusr
distorgic f{ixada 2 pricori. Finalmente na segic 4.3, foi abordadoe
o limitante inferior de Shannon (Lisl, com o obistivo de relacionar a
taxa de distorcio dos reticulados Ag Y -$ , D ., Eéi E? & Eg y DM

z 4

exte limitante,

Usande como critério de fidelidade o erro quadratico, ol
tabelade o Limitante Inferior de Shannon CkaS) para os reticul ados
A . A, b, E s B & E . Esits célcoulo, mostrou ser um resultitado

i 2 £ £+ ¥
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novo ne  estudoe dos guantizadores reticulados, guando os mesmos s3o
usados come codificadores de fonte.

FPortanto, esper anos que o5 procedimentos sugeridos bem
como os resultados obtidos e expostoz neste trabalho possam contri-

buir de modo significativo, no estudo de codificag3io de fonte.

Como  sugestSes para fuluros trabalhos, apresentamos os

seguintes tépilcos

1- Extender este estudo para outras densidades de probabilidade &
estabelecer o© segundoc momento normalizado e © segundo momentc:&por
dimensso,

£~ Analisar os casos onde a medida de disilorcZco seja o wvalor
absolute, a distorgZo vista como uma fregiiéncia de erros, a distorgio
méxima etcoc....,

3~ Extender este estudo para reticulados esférices tal gue o
nimero de pontos ne reticulade englobe expanstes da regifc de Vorondi

na origemn.

4~ Estudar os efeitos de um numerco finito de pontos no reticulado
para ©% casos agul considerados.

E- Estudar as regiSes de Vorondi dos resticulados duais ¢ ou
reciprocosl dos reliculados descritozs neste trabalho, usandoe ©
procedimento de formas guadraticas extremas,

&— Estudar as isometrias dos reticulados abordados neste trabalho
{auvutomorfismoes gque preservam comprimentoe verificande gue elas s3o
automorfismos da regifo de vorondi do reticul ado.

7T-  Extender a2 deszcricic agul ezstudada para reticulados

complexos.
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