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Resumo

Este trabalho apresenta dois métodos baseados no método cldssico de decomposicao de
Dantzig-Wolfe e um método heuristico, os quais resolvem problemas com incertezas nos para-
metros utilizando a teoria dos conjuntos fuzzy. O primeiro aborda incertezas somente nos
custos, enquanto que, os outros dois abordam incertezas nos custos e nas restricoes. Métodos
que utilizam técnicas de decomposicao sao indicados para resolver problemas de grande porte
que apresentam uma estrutura especial em uma parte do conjunto das restrigoes. Um exemplo
de problema que apresenta tal estrutura é o problema de fluxo multiproduto. Este problema
pode ser modelado através de um grafo, cujos nés representam pontos de oferta, demanda e
passagem de produtos que trafegam pelos arcos da rede. O objetivo é determinar o fluxo de
cada produto nos arcos, de modo a atender a demanda a um custo minimo, respeitando as
restricoes de capacidade dos arcos e as restri¢oes de conservacgao de fluxo dos nés. Com excecao
do terceiro, os demais métodos propostos neste trabalho nao se limitam a resolver problemas
de fluxo multiproduto fuzzy, também resolvem problemas de programacao linear fuzzy que

apresentam uma estrutura especial em uma parte do conjunto das restrigoes.

Palavras-chave: Otimizacao Matematica, Programagao Linear Fuzzy, Teoria de Grafos, Método

de Decomposic¢ao, Fluxo Multiproduto Fuzzy, Conjuntos Difusos.
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Abstract

In this work we present two methods based in the classical Dantzig-Wolfe decomposition
and a heuristic method, which solve problems with uncertainties in the parameters using the
theory of fuzzy sets. The first one deals with uncertainties only in costs, while the others
two deal with uncertainties in costs and restrictions. Methods using decomposition techniques
address problems that have a special structure in the set of restrictions. An example of such
a problem that has this structure is the fuzzy multicommodity flow problem. This problem
can be modeled by a graph whose nodes represent points of supply, demand and passage of
commodities that travel by the arcs of the network. The objective is to determine the flow
of each commodity in the arcs, in order to meet demand at a minimal cost while respecting
the capacity restrictions of the arcs and the flow conservation restrictions of the nodes. With
the exception of the third, the other methods proposed in this work are not limited to solve
fuzzy multicommodity flow problems, also solve fuzzy linear programming problems that have

a special structure in a part of the set of restrictions.

Keywords: Mathematical Optimization, Fuzzy Linear Programming, Graph Theory, Decom-

position Method, Fuzzy Multicommodity Flow, Fuzzy Sets.
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Capitulo 1

Introducao

Os trabalhos iniciais que tratam o problema de fluxo multiproduto foram propostos por
Ford e Fulkerson [5], ¢ Hu [8] no inicio dos anos 60. Trata-se de um problema de otimizagao
combinatoéria que com o aumento no numero de produtos torna-se computacionalmente dificil

de ser tratado [11].

O problema de fluxo multiproduto tem recebido muita atencao no campo de pesquisa em
Programacao Linear devido a aplicabilidade na resolucao de problemas praticos nas mais diver-
sas areas, como transportes e telecomunicagoes, entre outros. Este problema pode ser modelado
através de um grafo, cujos nés representam pontos de oferta, demanda e passagem de produtos
que trafegam pelos arcos da rede. O objetivo é determinar o fluxo de cada produto nos arcos,
de modo a atender a demanda a um custo minimo, respeitando as restrigcoes de capacidade dos
arcos, as quais limitam a quantidade de produtos que trafegam nos mesmos, e as restricoes
de conservacao de fluxo dos nds, as quais gerenciam o fluxo nos pontos de oferta, demanda e
passagem de produtos. Este trabalho aborda o problema de fluxo multiproduto continuo, ou

seja, o fluxo de cada produto nos arcos da rede é um niimero real positivo.

Ao modelar um problema real utilizando a estrutura de grafos, como nem sempre as in-
formacgoes sdo precisas, pode-se ter incertezas tanto na estrutura (nds, arestas) quanto nos
parametros (custos, capacidades, ofertas-demandas). Problemas desse tipo podem ser estuda-
dos e resolvidos através da teoria dos conjuntos fuzzy [4, 10, 15, 19, 20], ou conjuntos nebulosos,
que permite tratar matematicamente certos niveis de incertezas. Para Kaufmann e Gupta [9],
a teoria dos conjuntos fuzzy deu uma forma de precisao matematica para processos cognitivos
humanos que em muitos aspectos sao imprecisos e ambiguos pelos padroes da matematica

classica.
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A teoria fuzzy foi formalizada por Lofti A. Zadeh em 1965 [18]. Para ele, era possivel
progredir na ciéncia a partir de um ambiente impreciso. Em 1973, baseada na teoria fuzzy,
Zadeh formalizou a légica fuzzy usada nos sistemas fuzzy. Ele recebeu medalha de Honra da

IEEE em 1995 pelos seus trabalhos nesta area.

Existem poucos trabalhos na literatura que tratam o problema de fluxo multiproduto fuzzy.
No trabalho de Ghatee e Hashemi [6] foram propostos dois algoritmos. O primeiro, apresen-
tando incertezas nos custos, utiliza caminhos minimos fuzzy [13] para gerar caminhos preferidos
e, entao, um problema de fluxo multiproduto classico (crisp) é usado para determinar o fluxo
nestes caminhos. O segundo, apresentando incertezas nos custos, nas capacidades e nas ofertas-
demandas, emprega uma ordem nos numeros trapezoidais para transformar o problema fuzzy
em quatro problemas de fluxo multiproduto cldssico. O trabalho de Verga et al. [17] apresenta
um algoritmo heuristico baseado no algoritmo de Hernandes [7], o qual resolve o problema
de fluxo monoproduto de custo minimo fuzzy com incertezas nos custos e nas capacidades.
O conceito de dominancia entre caminhos de Okada e Soper [13] é usado para construir um
subconjunto representativo do conjunto de solugoes para o problema de caminho minimo fuzzy
chamado conjunto de caminhos minimos nao-dominados. Com a teoria de possibilidade [14]
atribui-se a cada caminho um grau de possibilidade de ser o melhor, ordenando assim, todos

os caminhos nao-dominados. O envio de fluxo é feito através dos caminhos ordenados.

Este trabalho apresenta trés métodos que resolvem problemas de fluxo multiproduto fuzzy.
O primeiro, baseado no método classico de decomposigao de Dantzig-Wolfe [1, 3], tem como
objetivo encontrar a solucao étima para o problema de fluxo multiproduto fuzzy em redes com
incertezas somente nos custos. Métodos utilizando técnicas de decomposicao tratam proble-
mas de grande porte que apresentam uma estrutura especial em uma parte do conjunto das
restricoes. Através da resolucao de subproblemas, esta estrutura é explorada para encontrar
a solucao 6tima do problema original. Acrescentando incertezas nas capacidades, o segundo
método é baseado no método de Zimmermann e na abordagem de Werners [20] e utiliza o
primeiro método em duas etapas do algoritmo. O terceiro, baseado no algoritmo de Hernan-
des [7], o qual resolve o problema de fluxo monoproduto de custo minimo fuzzy, tem como
objetivo encontrar solugoes factiveis para o problema de fluxo multiproduto fuzzy em redes
com incertezas nos custos e nas capacidades. O custo é um valor referente ao transito em cada
arco. Em um trabalho inicial foi proposto um algoritmo heuristico considerando o mesmo custo

para todos os produtos [17]. Neste trabalho, visando melhorar a aplicabilidade do algoritmo,



foi tratado o caso em que o custo fuzzy para percorrer um arco pode ser diferente para cada
produto.

Com excecao do terceiro, os demais métodos propostos neste trabalho, nao se limitam a
resolver problemas de fluxo multiproduto fuzzy, também resolvem qualquer problema de pro-
gramagao linear (PPL) fuzzy que apresenta uma estrutura especial em uma parte do conjunto
das restrigoes.

Utilizando a teoria dos conjuntos fuzzy, os métodos propostos trabalham com o problema
na forma fuzzy durante o procedimento de resolucao.

No préximo capitulo serao apresentados os fundamentos teéricos utilizados ao longo deste
trabalho. Dividido em quatro se¢oes, apresenta um resumo do método classico de decomposicao
de Dantzig-Wolfe, alguns conceitos da teoria dos conjuntos fuzzy, um novo tratamento para o
problema de programacao linear fuzzy e, por iltimo, apresenta uma formulacao do problema
de fluxo multiproduto com incertezas nos custos e nas capacidades. No Capitulo 3 serao
apresentados dois métodos que utilizam técnicas de decomposicao para resolver problemas de
programacao linear fuzzy com uma estrutura especial em uma parte do conjunto das restrigoes.
O primeiro é baseado no método classico de decomposicao de Dantzig-Wolfe e o segundo é
baseado no método de Zimmermann e na abordagem de Werners e utiliza o primeiro método
em duas etapas do algoritmo. No Capitulo 4 sera apresentada uma heuristica para resolver o
problema de fluxo multiproduto fuzzy com incertezas nos custos e nas capacidades. O Capitulo
5 apresenta as analises dos resultados computacionais obtidos pelos métodos propostos neste
trabalho aplicados a problemas de fluxo multiproduto fuzzy e o ultimo capitulo as conclusoes

finais e algumas propostas futuras.
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Capitulo 2

Fundamentos Teoricos

Neste capitulo serao apresentados os fundamentos tedricos utilizados ao longo deste tra-
balho. Na primeira secao serd apresentado um resumo do método classico de decomposicao de
Dantzig-Wolfe, na segunda segao, alguns conceitos da teoria dos conjuntos fuzzy serao apre-
sentados, na terceira, um novo tratamento para o problema de programacao linear fuzzy sera
proposto e na ultima, sera apresentada uma formulagao do problema de fluxo multiproduto

com incertezas nos custos e nas capacidades.

2.1 Método de Decomposicao de Dantzig-Wolfe

A seguir serd apresentado um resumo do método classico de decomposi¢ao de Dantzig-Wolfe
[1, 3]. Métodos utilizando técnicas de decomposicao sao indicados para resolver problemas de
programacao linear de grande porte que apresentam uma estrutura especial em uma parte do
conjunto das restrigoes. Através da resolucao de subproblemas, esta estrutura é explorada para
encontrar a solucao 6tima do problema original.

A interseccao de um nimero finito de semi-espacos é chamada conjunto poliedral ou poliedro.
Seja X um conjunto poliedral representando as restrigoes especialmente estruturadas no pro-

blema linear a seguir.

min c¢x
s.a Ax=10 (2.1)
xe X,

sendo que A é uma matriz m x n de posto m.

E suposto X um conjunto nao vazio e limitado. Uma vez que X é um poliedro limitado,

entao, qualquer ponto x € X pode ser representado como uma combinagao convexa do niimero
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finito de pontos extremos de X. Denotanto esses pontos por xi,Xs,...,X; qualquer ponto

X € X pode ser escrito como:
t
X = E /\ij
j=1

25%:4_ (2.2)

>0, 5=1,2,...,t.

Substituindo (2.2) em (2.1) obtém-se o seguinte problema nas varidveis Aj, Ag, . . ., A¢, chamado

Problema Mestre: .
min Z (ex5) A,
j=1

t

s. a Z(AXj))\j =0

J=1

t
D N=1
7j=1
A >0, 5=1,2 ...t

Uma vez que t é usualmente muito grande, serd apresentada uma forma de encontrar uma
solugdo étima do problema (e, portanto, do problema original) sem explicitamente enumerar
todos os pontos extremos x1, Xs, . .., X;. O Método Simplex Revisado sera utilizado para resolver

o problema mestre.

2.1.1 Processo de Inicializacao

Nesta secao sera apresentado um método para obter uma solucao basica factivel inicial
(A, An) do problema mestre.
Restricoes de Desigualdade

Considere o problema mestre a seguir.

¢
min Z(ij)/\j
j=1

s. a i(AXj))\j <b (2.3)

J=1
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t
> oa=1 (2.4)
j=1

A >0, j=1,2,...t. (2.5)

Deve-se encontrar uma solucao bésica factivel inicial do sistema definido pelas equacoes
(2.3), (2.4) e (2.5).
Supondo que é conhecido um ponto extremo x; € X tal que Ax; < b, entdo serdo intro-

duzidas m variaveis de folga para formar a seguinte base inicial B:

10 0 Aixq |
01 0 Aoxyq
B=1]:": : : )
00 --- 1 A,xq
(00 -0 1 |

sendo que A; é a linha [ da matriz A e a matriz identidade corresponde ao vetor de folga s. A
base inicial B consiste de s e A1 (A; correspondente a x1) e tem dimensao (m + 1) x (m + 1).
Tem-se que A\; = 1, entao pode-se verificar que s > 0, pois s; = by — Aixi A = b — Aixqg > 0,
[ =1,2,...,m. Portanto, as varidveis basicas sao si, ..., Sn, A\; > 0 e as nao-basicas sao A; = 0,
j=2,3,...,t.

A base inversa B~! é dada por:

-1 1 —AX1
b _[0 T

sendo que [ é a matriz identidade de dimensao m x m e 0 é o vetor nulo de dimensao 1 x m.
Denotando as varidveis duais correspondentes as equagoes (2.3) e (2.4) por w = (wy, ..., W)
e a, tem-se (w,a) = ¢gB™!, sendo que ¢ é o custo das varidveis bdsicas e ¢; = cx;, para cada
varidvel \;. Portanto, o custo em relacao a A\; é ¢; = cx;.
Para formar o tableau inicial a seguir, precisa-se da base inversa (B~1), das varidveis duais

(w, @), dos valores das varidveis basicas (b) e do valor da fungao objetivo (¢gb).
BASE INVERSA ~ RHS

(w, @) épb

B! b

A notagao RHS significa Right Hand Side e tem-se que
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(w,a) = égB~' = (0,¢x;) { é _?Xl } = (0, cx1)

-3 Q-(

Portanto, o tableau inicial é dado por

BASE INVERSA RHS
z 0 X1 cX1
S I —Axq | b— Axy
A1 0 1 1

Supondo que nao seja 6bvio x € X tal que Ax < b, adicionam-se variaveis de folga de modo
que o problema mestre tenha a forma de igualdade, manipulam-se as restrigoes de modo que
os valores RHS sejam nao-negativos e adicionam-se, conforme necessério, as varidveis artificiais
para criar a matriz identidade, a qual constitui a base inicial. Os métodos, Duas-Fases ou
Big-M, podem ser usados para mover as varidveis artificiais para fora da base [1].

Restrigoes de Igualdade

Considere o problema mestre a seguir.

¢
min Z(ij)/\j
j=1

t

s. a Z(ij)/\j =b

j=1

t
D oA=1
7j=1
A >0, j=1,2... ¢

Quando o problema mestre esta na forma de igualdade, pode-se introduzir m + 1 varidveis
artificiais para formar a base inicial e aplicar o método Duas-Fases ou o Big-M para mové-las

para fora da base. Se existir uma varidvel artificial positiva no final da Fase I, entao o problema

original nao tem solugao factivel.
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2.1.2 Aplicacao do Método Simplex Revisado

Supde-se que uma solugdo basica factivel (Ag, Ay) do problema mestre é conhecida com o

seguinte tableau:
BASE INVERSA  RHS

(w, @) ¢pb
B! b

O método simplex revisado procede por concluir que a solucao é 6tima ou senao por apontar
uma variavel nao-bésica para ser aumentada. Isto é feito através do calculo a seguir.

2y —Cp = Mmax z; — ¢ =
1<5<¢

= max (w,«) A% — X =
1<j<t ) 1 J (26)

= max wAx; + o —cx;.
1<j<t

Uma vez que z; — ¢; = 0 para as varidveis basicas, entao

max z, —C; =2 — ¢ > 0.
<<t

e Se zp — ¢ = 0, entao z; — ¢; < 0 para as varidveis nao-bésicas e, portanto, tem-se uma

solugao étima.
e Se zp — ¢ > 0, entao a varidvel nao-basica A\, pode ser aumentada.

Determinar o indice k usando diretamente a equagao (2.6) é computacionalmente invidvel
[1], pois ¢ é usualmente muito grande e os pontos extremos (x;) correspondentes as varidveis
nao-bésicas (A;) nao sao conhecidos. Uma vez que X é um conjunto poliedral limitado, o
maximo de qualquer objetivo linear sera encontrado em um dos pontos extremos. Portanto,

max (wA — ¢)x; + o = max (WA — ¢)x + «
1<)<t xEX

Em resumo, dada uma solugao basica factivel (Ag, Ay) com varidveis duais (w, a), resolve-se

o subproblema linear a seguir.

max (wA—c¢)x+a

s.a xeX. (2.7)

O subproblema verifica se z; — ¢; < 0 para todo A; (o 6timo do subproblema é zero) ou

senao determina que 2z — ¢ > 0.
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Seja x; uma solucao 6tima do subproblema (2.7) com valor objetivo zy — ¢;. Se zx — & = 0,
entao a solucao basica factivel (Ag, Ay) é 6tima. Por outro lado, se z — ¢ > 0, ent@o a varidvel

Ai € candidata a entrar na base. Como no método do simplex revisado, a coluna correspondente

Ai(k Ai(k> Como X foi

suposto limitado, o problema mestre gerado também é limitado, ou seja, o conjunto de restri¢oes

¢ atualizada multiplicando-se por B~! resultando em y;, = B! (

¢ limitado, portanto, ¥, < 0 nunca ocorrera. Desse modo, a coluna Zky_k Ck) ¢ inserida no
tableau e a variavel bésica Ap. a deixar a base ¢ determinada pelo teste usual da razao minima.
A base inversa, as variaveis duais e o valor RHS sao atualizados através do pivoteamento
em y,r. ApoOs a atualizagao, o processo é repetido.
O passo de resolver o problema mestre (“passo mestre”) fornece uma solugao factivel me-

lhorada do problema original, sempre que um pivoteamento nao-degenerado é realizado.

2.1.3 Resumo do Algoritmo de Decomposicao
e Inicializacao:

Encontrar uma solugao bésica factivel inicial para o problema mestre (Secao 2.1.1).
e Passo Mestre:

1. Resolver o subproblema a seguir:

max (wA —c)x+a
s.a xeX.

Sejam x; uma solugao basica factivel 6tima e z, — ¢ o valor objetivo. Se zp — ¢, = 0
pare, a solucao basica factivel do tultimo passo mestre fornece uma solugao étima do

problema original. Caso contrario, ir para o item 2.

2. Obter y, = B! 1

em Y, sendo que o indice r é determinado por:

X . ) 2 — C .
¥) e inserir a coluna ( k k) no tableau mestre. Pivotear
k
b _ b;
—/ = min — iy >0p .
Y 1<ismtl | Yk

Isto atualiza as varidveis duais, a base inversa e o valor RHS. Apds o pivoteamento,

excluir a coluna de )\, e voltar ao item 1.
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2.1.4 Regiao X Ilimitada

Para um conjunto X ilimitado, o algoritmo de decomposicao deve ser ligeiramente modi-
ficado. Neste caso, pontos de X nao podem mais ser representados somente como uma com-
binagao convexa dos pontos extremos, mas como uma combinag¢ao convexa dos pontos extremos
acrescida de uma combinacao linear nao-negativa das direcoes extremas. Deste modo, x € X

se, e somente se,

t l
X = Z)\ij + Z’ujdj
j=1 j=1

7=1
Aj>0,7=12,...t
M]207.]:]-727 s Uy
sendo que x1,Xs,...,X; sa0 0s pontos extremos de X e di,ds,...,d; sao as direcoes extremas

de X. O problema (2.1) pode ser transformado no chamado problema mestre, nas varidveis

A1y A2y ey Ap € b1, b2y - -+ J4, COIMO Segue:

l

min Z(ij>/\j + ) (ed;)py

J=1

t

soa > (Ax)N+ Y (Adju; =b (2.8)

J=1 J=1

j:&—l (2.9)

A >0, 5=1,2.. .t
>0, j=1,2...,1.

Como t e | sao geralmente muito grandes, deve-se tentar resolver o problema mestre pelo
método simplex revisado. Supbe-se que uma solugao basica factivel (Ag, Ay, 1ip, in) com base
B é conhecida e sejam w e « as varidveis duais correspondentes as restrigdes (2.8) e (2.9),
respectivamente. Consequentemente, B™!, (w, @) = (wy,ws, .. .,Wwn,a) = ¢gB~! (¢ég é o vetor
custo para as varidveis bésicas) e b = B~ b também sao conhecidos e formam o tableau a

1
seguir.
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BASE INVERSA  RHS

(w, @) épb
B! b

A solugao corrente ¢ 6tima para o problema mestre, se z; — ¢; < 0 para cada varidvel. Em

particular, as condig¢oes a seguir devem ser mantidas na otimalidade.

A; nao-bésica = 0> z; — ¢ = (w, @) <Afj) —cxj = WAX; + o — ¢x; . (2.10)
L . Ad;
p; nao-béasica = 0>z, — ¢; = (w, @) o)~ cd; = wAd; — cd; . (2.11)

Uma vez que o nimero de variaveis nao-basicas pode ser muito grande, checar as condicoes
(2.10) e (2.11) gerando os pontos e as diregoes extremas correspondentes é computacionalmente
intratdvel [1]. Entretanto, pode-se determinar se estas condigdes valem ou nao, resolvendo o
subproblema a seguir. Se uma ou a outra nao vale, entao uma variavel nao-basica tendo um

zr — Cp positivo e, portanto, candidata a entrar na base, sera encontrada.

max (wA —c)x+a
s.a xe€X.

Primeiro, sera suposto que o valor objetivo 6timo para este subproblema é ilimitado, lem-
brando que quando isto ocorre, uma diregao extrema dj tal que zp — & = (WA — ¢)d, > 0
é encontrada. Isto significa que a condigao (2.11) é violada. Além disso, ux é candidata a
entrar na base. Neste caso, <A(§i J ) é atualizada multiplicando por B~! e a coluna resultante
(Zk - ék) ¢ inserida no tableau e o método simplex revisado continua. Segundo, considere o
Casoygm que o valor objetivo 6timo é limitado. Desse modo, uma condicao necessaria e su-
ficiente é que (wA — ¢)d; < 0 para todas as diregoes extremas e assim, a condigdo (2.11) é
véalida. Agora, serd verificado se a equagao (2.10) é valida. Seja x; um ponto extremo 6timo
e considere o valor objetivo 6timo, z, — ¢, para o subproblema. Se zp — ¢, = 0, entao, pela

otimalidade de x;, para cada ponto extremo x;, tem-se

(WwWA—oxj+a< (WA—o)xp+a=2,—¢ =0



2.1. METODO DE DECOMPOSICAO DE DANTZIG-WOLFE 13

e assim, a condigao (2.10) é valida e o algoritmo pdra com uma solu¢ao étima do problema
original. Se, por outro lado, 2z, — ¢, > 0, entao \; é introduzida na base. Isto é feito inserindo a
2p — C . [ Ax
F ") no tableau e pivoteando, sendo que yy = B~ k

Yk 1
em que valor objetivo 6timo do subproblema é limitado, se o problema mestre incluiu variaveis

coluna . Note que, para o caso

de folga ou outras, entao o valor z; — ¢; para estas varidveis também deve ser checado antes de

deduzir a otimalidade.

Em resumo, resolvendo o subproblema, ou o algoritmo para com uma solucao 6tima, ou

senao identifica uma variavel nao-bésica candidata a entrar na base.

2.1.5 Estrutura Diagonal de Blocos ou Angular

Nesta secao, serda abordado o caso especial quando X tem uma estrutura “diagonal de
blocos”, podendo ser decomposto em varios conjuntos Xi, Xo, ..., X7, cada um envolvendo um

subconjunto de variaveis, as quais nao pertencem a qualquer outro conjunto.

Decompondo-se o vetor x adequadamente em vetores x1,Xs, ..., X7, 0 vetor cem ¢y, Cs, ..., Cr
e a matriz A das restricoes mestre Ax = b em matrizes A;, Ao, ..., A7 obtém-se o problema a
seguir.
min Xy +  CXp + -+ crXp
S. a A1X1 + A2X2 + -+ ATXT = b
Ble g bl
BQXQ S b2
Brxr < br
X1 X2, ) XT Z 0 ’

sendo que X; = {x; : Bix; < b;, x; >0}, parai=1,2,...,T.

A estrutura “diagonal de blocos” de X sera melhor explorada. Um ponto x; pertence a um

conjunto poliedral X;, se, e somente se,

t; l;
X = E AijXij + E pijdij »
j=1 j=1
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sendo quex;;, 7 = 1,2,...,t;ed;;, j = 1,2,...,1; sao os pontos extremos e as direcoes extremas
(se existir) de X;. Substituindo cada x; pela representacao anterior, o problema original pode

ser reformulado para o seguinte problema mestre:

T t T L
min Z Z(Cixij))\i] + Z (cldw)uw
=1 j=1 =1 j=1
T t; T l;
=1 j=1 i=1 j=1
t;
j=1
)\UZO, ]:1, 7-~~7tz’7 ’izl,Q,...,T
/uLl]ZO7 ]:1, ,...,li7 Z:1,2,,T

E suposto que uma solucao basica factivel do problema mestre é conhecida com uma base B
(m+T) x (m+T). Note que cada base deve conter pelo menos uma variavel \;; de cada bloco
1, para poder formar o ponto x € X, solucao do problema original. E suposto, também, que
B, b = B! (1>, (w,a) = (W1, wa, ..., W, a1, Qo, ..., ap) = égB~! sao conhecidos, sendo
que ¢p é o vetor custo para as varidveis basicas (¢;; = ¢;x;; para A\ e &; = ¢;d;; para ;).
Estes formam o tableau a seguir.

BASE INVERSA  RHS

(w, @) épb
B~1 b

Esta solucao é dtima se z;; — ¢;; < 0 para cada varidvel (naturalmente z;; — ¢;; = 0 para

cada varidvel bésica). As condigdes a seguir sao verdadeiras na otimalidade.
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Para )\;; nao-basica:

AiXij

e, ) — Cin’j = WAiXZ‘j + a; — CiXij s (214)

OZZij_éij: (w,a)(

sendo que e; denota o vetor canonico de dimensao 1" X 1.

Para f1;; nao-basica:

0 Z Zij — éij = (w, Oé) (Az[;dz]> — Cidij = wAidij — Cidij y (215)
sendo que 0 denota o vetor nulo de dimensao T x 1.
Para verificar se as condigoes (2.14) e (2.15) sao satisfeitas resolve-se cada subproblema a

seguir, para 1 = 1,2,...,7T.

max (wA; — ¢)x; + «;
s.a x;€X;.

Se o valor objetivo étimo é ilimitado, entao uma dire¢ao extrema dy, tal que (wA; —¢;)dix > 0
é encontrada, portanto, a condicao (2.15) é violada e y;; é introduzida na base pois z;, — i =
(WA; — ¢;)dy, > 0.

Se o valor 6timo é limitado, entdo automaticamente a condi¢ao (2.15) é satisfeita para
o subproblema i. Seja x;; um ponto extremo 6timo e z; — ¢ o valor objetivo 6timo. Se
Zik — Cik = WAX + a; — ¢ix = 0, entao a condicao (2.14) é satisfeita para o subproblema i.
Se z;, — ¢ > 0, entao Ay, pode ser introduzida na base. Quando todos os subproblemas tem
Zik — Cir = 0, entdao uma solugao 6tima do problema original é obtida. Se o problema mestre
contém outras varidveis incluindo as varidveis de folga, entao deve-se checar os valores z;; — ¢;;

para estas variaveis antes do término.

2.2 Conceitos da Teoria Fuzzy

A seguir serao apresentados alguns conceitos da teoria dos conjuntos fuzzy utilizados ao

longo deste trabalho. Maiores detalhes podem ser encontrados em [4, 10, 15, 19, 20].

Definicao 2.2.1. Uma funcdo caracteristica de um conjunto A, definida em um Universo X,
¢ dada por:

1, se x €A

fA(“”):{ 0, se ¢ A
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A ideia fundamental de conjunto fuzzy é a pertinéncia gradual, ou seja, relaxar este re-
querimento admitindo valores intermediarios entre 0 e 1 para quantificar o grau com que cada
elemento do universo esta associado a uma classe. Quanto mais préximo o valor estiver de 1,

mais compativel o elemento esta com as propriedades que distingue a classe.

Definigao 2.2.2. Um conjunto fuzzy A € descrito por uma funcdo de pertinéncia que mapeia

os elementos de um universo X no intervalo unitdrio [0, 1]:
€a:X —[0,1].
Um conjunto fuzzy pode ser visto como um conjunto de pares ordenados {x,£4(z)}, sendo
que z é um elemento de X e {4(x) denota o grau de pertinéncia de = em A.

Defini¢ao 2.2.3. Um nidmero fuzzy triangular (Figura 2.1), denotado por a = (m;a;3), é

descrito pela sequinte funcdo de pertinéncia:

w, m—a<x<m
1 r=m
i) =S (mid)-s 2.16
&a(@) (m+f)—z +§) , m<x<m+pf ( )
0, caso contrdrio.

sendo que m € o valor modal (elemento do universo com grau de pertinéncia igual a 1), «
¢ o espalhamento a esquerda e 3 o espalhamento a direita (o, 3 # 0). Os valores m — « e
m + 3 sao os limitantes, inferior e superior, respectivamente. Desse modo, um niumero fuzzy

triangular também pode ser denotado por a = (m — a;m;m + 3).

&a(z))

m—a m m+ T

Figura 2.1: Numero fuzzy triangular

Definigao 2.2.4. Um niamero fuzzy trapezoidal ou um intervalo fuzzy (Figura 2.2), denotado

por a = (my;me; ; 3), € descrito pela sequinte fungao de pertinéncia:
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m—a<x<m

1, my < x < msy
a - m —x 2].7
Salw) (matf)—a 22’8) , Mo < x < Mo+ [ ( )
0, caso contrdrio.

sendo que my € o extremo inferior do intervalo modal, ms o extremo superior do intervalo
modal, o o espalhamento a esquerda e 3 o espalhamento a direita (o, # 0). Os wvalores
mi —a € mo + [ sdo os limitantes, inferior e superior, respectivamente. Desse modo, um

numero fuzzy trapezoidal também pode ser denotado por a = (my — a;my;ma;me + ).

&a(z)h

Y

mi — mi mo mo + 3 T

Figura 2.2: Intervalo fuzzy

Para realizagao de operagoes algébricas nos nimeros fuzzy existem dois métodos basicos. O
primeiro, é baseado no intervalo aritmético e nos a-cortes, o segundo, emprega o principio da
extensao. Para maiores detalhes, consultar Pedrycz e Gomide [15].

A seguir, o principio da extensao é empregado para estender uma operacao padrao nos
nimeros reais para os nimeros fuzzy.

Sejam @ e b nimeros fuzzy triangulares, t : [0,1] x [0,1] — [0, 1] uma t-norma e * : R* — R
uma operacao nos nimeros reais. A funcdo de pertinéncia §;.; : R — [0, 1] é definida por:

$ap(2) = sup {&(w)t&a(y)}, vz € R.

z,y|z=z*y

Através da combinacao das partes de crescimento e decrescimento das funcgoes de per-
tinéncias de @ e b é feito o caleulo de a ® b.
Diferentes escolhas de t-normas produzem resultados diferentes. A aritmética fuzzy padrao

¢é dada pela escolha da t-norma minimo, ou seja,

§ayp(2) = sup min{&(x), §(y)}, vz € R.

z,ylz=z+y
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O nimero fuzzy resultante é = @ + b é normal, ou seja, existe z tal que ¢:(z) = 1. De fato,
para z = my + mg, segue que & (my) = 1 e §(me) = 1, logo, &(x) t &(y) = 1. Além disso, ¢

também é um numero fuzzy triangular definido a seguir.

Definicao 2.2.5. Sejam a e b nimeros fuzzy triangulares, denotados por a = (my;aq; () e

b= (ma; a; Ba), e k € R. Definem-se as operagoes:

i. Soma:

a+b=(my+ma o+ ;B + Bo) .
ii. Multiplicacao por escalar:
ka = (kmq; kay; kBy), se k>=0.
ka = (kmy; —kfBr; —kay), se k<0.

iii. Subtracao:

&—B:d+(—b):(ml—mg;al‘i‘BQ;ﬁl"—Oég).

Definicao 2.2.6. Um vetor fuzzy triangular de dimensao k é dado por

¢=(61,...,¢),
cujas coordenadas 1, . ..,Cr sao numeros fuzzy triangulares.
Definigao 2.2.7. Sejam ¢ um vetor fuzzy de dimensio k e x = (x1,...,x)) um vetor no R*, a

multiplicagao de ¢ por x é o numero fuzzy dado por

Desse modo, se A = |a;;] é uma matriz real k x 1, entdo a multiplicagdo de ¢ por A é o vetor

fuzzy de dimensao | dado por

Existem muitas formas de comparar ntimeros fuzzy, por exemplo, dominancia, indice de

possibilidade, funcao ranking, etc.
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Definicao 2.2.8. Sejam a = (my;a1;01) e b= (ma; aw; B2) dois nimeros fuzzy triangulares,

entio a < b (a domina b) se e somente se
my < my, (my — 1) < (my —aa), (my + B1) < (ma+ ) ed #b.

Através da Definigao 2.2.8, Okada e Soper [13] introduziram o conceito de dominancia entre
caminhos para o problema de caminhos minimos fuzzy. Com a teoria de possibilidade atribui-se
a cada solucao um grau de possibilidade de ser a solugao étima. E preciso encontrar todas as

solugbes e compara-las para obter o grau de possibilidade de cada uma [14].

Definicao 2.2.9. Seja G = (N, A) um grafo com custo ¢ = {¢;} associado aos seus arcos.
Sejam dois subgrafos T' e T?, T' # T?. O grau de possibilidade de T* ser menor que T? €
dado por

Poss Z Gij < Z Gij :supri1<i£1{£T1(u),§Tz(v)}.
(i,)€T? (1,5)€T? -

O grau de possibilidade de T ser a solugao otima é dado por

Dp=min ¢ Poss | > &< > & ¢, (2.18)

Tker S ..
(i,9)€T (4,)e Tk

sendo que T € o conjunto de todas as solugoes.
A equacao (2.18) também foi estudada por Dubois e Prade [4].

Definicao 2.2.10. Os critérios de comparacao dados a sequir foram definidos por Kaufmann

e Gupta [9].

1. Primeiro Critério: Seja a = (m;a;[3). O nidmero real que “representa” o nimero fuzzy
a € dado por
} 1
a=m+ Z(ﬁ —a).

Diz-se que a € menor que Z~), e denota-se por a f B, quando a < b.

2. Sequndo Critério: Neste critério € usado o valor modal. Sejam a = (mq;aq;51) e b=

(ma; ag; Ba) tais que a = b. Diz-se que < b quando my < ma.
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Analogamente define-se a > b.
O primeiro critério de comparacao é linear, ou seja, se @ = b+ k ¢, entdao 4 = b+ k ¢, keR.
Este critério pode ser visto como uma fungao ranking linear R : F(R) — R dada por

R(@)=m+ (6 - a),

sendo que a = (m;«a; 3) e F(R) denota o conjunto dos nimeros fuzzy triangulares [12].

Quando dois nimeros fuzzy tem o mesmo valor modal e os espalhamentos sao diferentes,
porém as diferencas tanto para direita quanto para esquerda sao iguais, ou seja, ag = a1 + k e
Bo = (1 + k, k € R (Figura 2.3), serdo considerados iguais conforme defini¢ao a seguir.

A

Exemplo:
1 a=(5;2;3)
k=2
b=(5;4;5)

Y

1 3 5 8 10
— m —
k k

Figura 2.3: Numeros fuzzy triangulares iguais

Definigao 2.2.11. Sejam a = (mq;aq;51) e b= (ma; a; B2) tais que a = b e my = my. Neste
b.

caso, diz-se que a € iqual a b e denota-se por &T

Considere o ntimero fuzzy 0 = (0;0;0). Pela definicao anterior, EL?() se, e somente se,

a = (0; ;). De fato, se o valor modal é zero, entdo a = 0 se, e somente se, os espalhamentos

a direita e a esquerda sao iguais.

2.3 Problema de Programacao Linear Fuzzy

Nesta secao sera proposta a teoria necessaria para o desenvolvimento do Capitulo 3.
Considere um problema de programacao linear cujos valores exatos dos coeficientes da
fungao objetivo (custos) nao sejam conhecidos devido a informagoes imprecisas. Utilizando a

teoria dos conjuntos fuzzy, este problema pode ser modelado como se segue.
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min zZ = X
s.a Ax = b (2.19)
x = 0,

sendo que A é uma matriz real m x n tal que m < n e rank(A) = m.
Utilizando o critério de comparacao da Defini¢ao 2.2.10 sera estendido o conceito de solugao

Otima de um problema classico de programacao linear para um problema linear fuzzy.

Defini¢ao 2.3.1. Uma solucao factivel x* do problema (2.19) € dlima se e somente se para

toda solugao factivel x seque que ¢x* < ¢x.
s

Considere o sistema linear Ax = b. Como rank(A) = m, existe um conjunto de m colunas
linearmente independentes em A. Sejam B a matriz formada por estas colunas e N a matriz
formada pelas colunas restantes. Assim, A = [B NJ|, sendo que B, m X m, é nao singular.
Decompondo x da mesma forma, segue que x = [xp xy|' e Bxp + Nxy = b. Portanto,
xg = B~'b — B~ !Nxy.

A solucao xg = B™'b, xy = 0 do sistema Ax = b é chamada solucao bésica com respeito a
base B. Decompondo ¢ da mesma forma, segue que ¢ = [¢p ¢x] e se B™'b > 0, entdo a solugio
bésica é factivel com valor objetivo Z = Cpxp.

Escrevendo Z = ¢x = ¢gxp + Cyxy em funcao das varidveis nao-basicas, segue que
~ o~ 1 1 ~
Z—CB(B b—B ]\[X]\[)—l-CNXN7
fixando z; e fazendo x; = 0, para k # j, em xy,
zZ= 6B(Bilb — Bilel’j) + 6j«rj s

BBilb — éBBilemj + éj.’L‘j ,

[@X

z

=l

¢gB™'b+ (¢ — B 'N;)z; .

Considerando z; > 0, B™'b > 0 e (B~'b — B™'N,z;) > 0, da primeira equagdo para a
segunda a distributiva altera os espalhamentos quando (B~'N;); > 0, sendo que ¢ indica a i-
ésima coordenada do vetor B~'N;. De fato, se (¢p); = (mq; 15 61) e (B~'b—B 'N;z;); = k—I,
k,l >0 ek > 1, entao,

(ma; a; Br)(k —1) = ((k — D)ma; (K = Dag; (k= 10)B1) = ((k = O)ma; kay — log; kB — 161)
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e, fazendo a distributiva,
(ma;aq; Br) (k= 1) = (my;aq; Br)k — (ma; aq; fi)l =

= (kmy; kaq; kBy) — (Ima;lag; 16y) = (K — D)ma; ko + 1515 kG + layg)

Observa-se que os valores modais sao iguais e os espalhamentos, tanto da esquerda quanto da

direita, aumentaram em lay + [3;. Portanto, pela definicao 2.2.11, segue que
(ma; aq; Br)(k —1) i (mas aa; Br)k — (ma; an; Bi)l,
ou seja, para it = 1,...,m segue que

(€p)i(B™"b — B™'Nja;)i = (€p)i(B~'b)i — (€p)i( B~ Njz;)i

Portanto,
¢p(B™'b— BT Njz;) = > (€p)i(B™'b— B 'Njzy)i= > (€p)i(B™'b); — (€p)i( B~ Njz)); =
=1 =1
= Y (@)d(B'b)i = (€s)i(B"'N;z;)i = &pB b — &g B Nya; .
=1 =1

Correspondente a cada varidvel nao-bdsica xz;, o nimero fuzzy ¢gB~'N; serd denotado por

Zj. A equagao a seguir, pode ser utilizada para analisar a fungao objetivo Z se uma varidvel
nao-béasica x; entra na base.

Z

= 20— (% — &)y, (2.20)

Zp € o valor objetivo correspondente a solucao basica factivel atual e Z; — ¢; é conhecido como

o custo relativo de tornar a varidvel nao-basica x; em varidvel bésica.
Teorema 2.3.1. Considere a equagdo (2.20). Para x; > 0 seque que:
1. Sezj—&< 0, entdo 2> 4.
2. Sezj—¢&> 0, entdo P< 4.
3. Se z; — &= 0, entdo i=4.

Portanto, se z; — ¢; < 0 para todas as varidveis nao-bdsicas, entao a solu¢ao atual € dtima.
f
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Demonstracao. Sejam Z, = (my;oq;01), 7 = Z; — ¢ = (ma;ag; 2) e k = x;. Da equagao

(2.20), segue que

5? Zo — Tk = (my; 0q; 1) — (kme; kao; kB2) = (my — kma; o + kBa; B + kag) .

Entao,

5 1
Z:m1—km2+z(ﬁ1+k@2_al_kﬂ2)a

Z=mq — kms + i((& — CY1) — (52 - 042)k5) )

5 =my + i(ﬁl —ay) — (my + 2(52 —ag))k,

Z=2—7k.

1. Ser=2; — ¢ < 0 significa que ¥ < 0 ou significa que # = 0 e my < 0.

%

(a) Ser <0, entao z =2, — 7k = Z> Z, pois k > 0, logo 2? 20-

v

(b) Se 7 =0, entao 2z = zp — 7k = Z = Z. Como ms < 0 e k > 0, segue que

km2<0 = ml—k:m2>m1,logo 2? 20-
2. Sef:,%j—éj?ﬁsigniﬁca que 7 > 0 ou significa que 7 = 0 e my > 0.

(a) Ser >0, entdao z =2y — 7k = Z < Z, pois k > 0, logo éf 20-

(b) Se 7 =0, entdao z = zp — 7k = Z = z;. Como ma,k > 0, segue que kmgy >0 =

mq — k’mg < ma, lOgO gf 20-
3. Se z; — ¢ = 0 significa que my = 0 e ap = (o, portanto,

2? Zo — Tk = (my; a1; 01) — (0; kag; kag) = (my; aq + kas; 51 + kas) .

Entao,

y 1 1 y
z:ml—l—z(ﬁl%—kag—(al—l—kag)):ml—l—z(ﬁl—al): 0,

como Z e zZy tém o mesmo valor modal, zZ = z.

n

Pela Definigao 2.3.1 e pelos resultados fundamentais da teoria de programagao linear [1], se

Z; — ¢; < 0 para todas as varidveis nao-bdsicas, entao a solucao atual é 6tima. [ ]
f
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2.4 Problema de Fluxo Multiproduto Fuzzy

Seja G = (N, A) um grafo, sendo N o conjunto de nés e A o conjunto de arcos. Cada arco
é denotado por (i,7), para i,j € N, e K é o nimero total de produtos. O problema de fluxo

multiproduto fuzzy é formulado como o seguinte problema de programagao linear fuzzy:

sendo que:

° mf; é o fluxo do produto k no arco (i, 7);

k

e ¢;; € o custo unitério fuzzy do produto k para percorrer o arco (,9);

e b;; ¢ a capacidade fuzzy do arco (i, j);

o simbolo < representa a relacao de ordem fuzzy;

e d¥ ¢ a oferta ou demanda do produto k no né i:

— Se d¥ >0, i é né gerador do produto k.
— Se d¥ < 0, i é n6 consumidor do produto k.

— Se df =0, i é n6 de passagem do produto k.

Geralmente, os custos sdo nimeros fuzzy triangulares, escritos na forma: (m;a;f3), sendo
que m é o valor modal, a é o espalhamento & esquerda e (3 a direita, e as capacidades sao
intervalos fuzzy escritos na forma: (mq — a;mq;me; me + sendo que m; é o extremo inferior

) ) ) b
do intervalo modal, msy é o extremo superior do intervalo modal, os valores m; — a e mo + (3

sao os limitantes, inferior e superior, respectivamente.
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Considerando o« = my = 0, a capacidade fuzzy é dada por (0;0;my;ms + 3). A Figura 2.4
ilustra este caso. Desse modo, se o fluxo no arco (i, j) pertence ao intervalo [0, ms], o grau de
pertinéncia em relacao a este arco é 1, ou seja, satisfaz totalmente a restrigao de capacidade do
arco (i,7); se o fluxo pertence ao intervalo (mgy, ms + (3), 0 grau de pertinéncia estd entre 0 e
1, ou seja, satisfaz parcialmente a restricao de capacidade, neste caso diz-se que a restricao de
capacidade foi parcialmente violada; e se o fluxo for igual ou maior que ms + (3 a restricao foi
totalmente violada e o grau de pertinéncia é 0. Isto define a relacao de ordem fuzzy representada

pelo simbolo <.

Y

0 mo my + 3

Figura 2.4: Capacidade fuzzy

Por exemplo, se a capacidade do arco (i,75) é Bij = (0;0;3;5) e o fluxo que percorre este

arco ¢ 4,5, entao a pertinéncia neste arco ¢ dada por

(mg + 8) — fluxo _5—-45 _ 0.5
I3 2

A restricao de capacidade foi parcialmente violada, significa que além do extremo superior do

&, (fluzo) =

intervalo modal da capacidade (ms), passou
1— f,;ij(fluxo) =0,75
do espalhamento do arco (/3)

3+0,75-2=3+15=45.
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Capitulo 3

Decomposicao de Dantzig-Wolfe Fuzzy

Neste capitulo serao apresentados dois métodos que utilizam técnicas de decomposicao para
resolver problemas de programacao linear fuzzy com uma estrutura especial em uma parte do
conjunto das restrigoes. O primeiro, baseado no método cléssico de Dantzig-Wolfe [1, 3] aborda
incertezas somente nos custos. Acrescentando incertezas nas restri¢coes, o segundo método é
baseado no método de Zimmermann e na abordagem de Werners [20] e utiliza o primeiro método
em duas etapas do algoritmo. Utilizando a teoria dos conjuntos fuzzy, os métodos propostos
trabalham com o problema na forma fuzzy durante o procedimento de resolucao.

Na Secao 2.4 foi visto que o problema de fluxo multiproduto fuzzy pode ser formulado como

o seguinte problema de programacao linear fuzzy:

=
S
|
=
=
Il
o9
o
<C
~.
m
k‘
Il
—
=

o >0V eA k=1, .. K

Pensou-se em aplicar métodos utilizando técnicas de decomposicao devido ao fato de uma parte
do conjunto das restri¢oes do problema (3.1) ter uma estrutura “diagonal de blocos” podendo
ser decomposto em varios conjuntos, cada um envolvendo um produto.

Considerando a capacidade sem incerteza, o problema (3.1) pode ser escrito na forma:

27
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min ¢lx! 4+ &@2x? 4+ ... 4 kK

s.a Al + A%2 4+ .. 4 ABXKE < b
Dlxl — dl
D2X2 _ d2 (3 2)
DExK — dK
X17 X27 ) XK 2 0
Para o problema de fluxo multiproduto fuzzy tem-se:
Al=..=A%=1, & =[], b=[y], d*=[d], D'=---=D =M,

I, é a matriz identidade a x a, d¥* € R*™!, M é a matriz de incidéncia do grafo, formada por
0e+1, M € R"Dx¢ rank(M) = n — 1, n é o ntimero de nés e a o de arcos. Excluindo
a nao negatividade, seriam (a 4+ (n — 1) - K) restri¢oes e (a - K) varidveis. Logo, a matriz
A=[A'-.. AK] tem dimensdo a x (a - K).

Cada vetor fuzzy ¢ tem dimensao correspondente ao bloco D¥. Neste trabalho, as coorde-
nadas de ¢* sao dadas por nimeros fuzzy triangulares, escritos na forma: a = (m;«; 3), sendo

que m é o valor modal, a é o espalhamento a esquerda e 3 a direita.

3.1 Problema de Programacao Linear com Custos Fuzzy

Nesta secao sera apresentado um método que resolve o problema de fluxo multiproduto fuzzy

com incertezas somente nos custos baseado no método classico de decomposicao de Dantzig-

Wolfe.

3.1.1 Algoritmo Proposto

O algoritmo proposto visa encontrar a solugao 6tima para qualquer problema de pro-
gramagao linear fuzzy que possa ser escrito na forma do problema (3.2).

As restrigoes Alx! + A%2 + ... + AExE < b do problema (3.2) sdo chamadas restricoes
acopladas.

No problema (3.2), considerando as restri¢oes com estrutura “diagonal de blocos” e a nao
negatividade, serao definidos a seguir, os conjuntos X*, ..., X¥, cada um envolvendo um sub-

conjunto de varidveis, as quais nao aparecem em qualquer outro conjunto.
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XF={x": D' = d%, x* > 0},

parak=1,... K.
Cada conjunto X* define um conjunto poliedral. Desse modo, cada ponto de X* pode ser
escrito como uma combinacao convexa dos pontos extremos mais uma combinagao linear nao

negativa das direcoes extremas (se existir) de X*:

t
xk = zk: )\kxk + Z WV
le
d =1
j=1

sendo que X?, j =1,...,t; sdo os pontos extremos e 1/;?, 7 =1,...,l; as direcoes extremas de
X*. Substituindo cada x* no problema (3.2) pela representacao anterior, obtém-se o problema

reformulado a seguir. Devido a nao negatividade das variaveis Xf

, vF, Al e ¥, as passagens dos
somatoérios nao alteram os niimeros fuzzy no sentido de que os valores modais e os espalhamentos

Sa0 0S Mmesmos.

K K
D B NETETS )
k=1 j=1 k=1 j=1
K it K I
soa > Y (AN Y (ARl <b (3.3)
k=1 j=1 k=1 j=1
173
Ne=1, k=1,...,K (3.4)
j=1
A§>07]:17 7tk7 k::]w 7K
M§>07.]:17 7lk7 k_]-v 7K
Este problema é chamado Problema Mestre e suas variaveis sao )\] =1, .t k=

LK e ,uj,jzl,...,lk, k=1,.... K.
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As restrigoes (3.3) sdo chamadas restrigdes mestre (vindas das acopladas) e (3.4) sdo as
restricoes de convexidade. Para o problema de fluxo multiproduto fuzzy, seriam a restri¢oes
mestre, lembrando que a é o niimero de arcos.

Para resolver o problema mestre serd feita uma adaptacao do método simplex revisado para
0 caso em que o custo é um vetor fuzzy. Para isto, serao utilizados os conceitos da Secao 2.2.
A estrutura “diagonal de blocos” do subconjunto de restrigoes sera aqui melhor explorada.

Supode-se que uma solucao basica factivel do problema mestre é conhecida com uma base

B (a+ K) x (a+ K). A base B deve conter pelo menos uma variavel A¥ de cada bloco k,

para poder formar o vetor x = [x!---x¥]" solucdo do problema original. Supoe-se, também,
- b\ . . - -~ - x < . -

que B~ b= B! (1>, (0,a) = [@) -+ @ at -+ af] = egB~! sao conhecidos, sendo que @ e

& sao chamadas varidveis duais fuzzy correspondentes as restricdes (3.3) e (3.4), ¢p é o vetor

~k

custo para as varidveis bdsicas (¢ k= chyb

_ ko k k Ak _ k .
= ¢"x} para \] e ¢; = ¢"vj para ;). Com isto, forma-se o

tableau do Problema Mestre:
BASE INVERSA  RHS

(@, &) ¢pb
B! b

O método simplex revisado procede por concluir que a solugao corrente é 6tima ou o pro-

blema ¢ ilimitado, senao, por decidir aumentar uma variavel nao-basica. Para isto, o custo

relativo 2;“ - éf de cada varidvel nao-basica é analisado.

k= (AR . b =
Para \¥:  ZF — ¢k = (@, Q) I —ehxh = QARE 4 gk — ekxh
J j er j j j

joN

k k_ Zk APyl ko k ko k _ =k k

Lok Gk = (g 1) — kb = HAkYE — Shyh

Para pj: 27 — ¢ = (0, &) 0 ctvi = wA Y — vy

O vetor e, é o canonico e vetor 0 é o nulo, ambos tém dimensao K x 1.

Pelo Teorema 2.3.1, a solucdo corrente é 6tima se 2% — éf < 0 para cada variavel nao-basica
5

j
koo k
ATy g

Naturalmente, féjk — éf 0 para cada variavel basica )\é? , uf . De fato,

T

sk _ X p-lpk _ 7k “k _Zk _ Gk %k _Q
Z;=¢cpBT B =¢; = Zj—¢ =0 C.TO.
——

Uma vez que
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e Se max {zF¥ "} =0, entdo 2¥ — ¢¥ < 0 para cada varidvel nao-bésica.
) JJ g ’ J J 7

e Se max {Ef - éf} > 0, entdo a varidvel nao-basica correspondente, A¥ ou p, é candi-
data a tornar-se varidvel basica.

A estrutura especial que permitiu a definicao dos conjuntos X*, ..., X% facilita a resolucao

do problema. Pode-se facilmente verificar se z¥ — A;?

y < 0 é satisfeito ou nao, resolvendo cada

s
subproblema a seguir, para k= 1,..., K.

max (wAF — cF)xF + a*
s.a xFe Xk,
Para resolver cada subproblema foi implementado o simplex revisado para o caso em que o
custo é um vetor fuzzy. Exceto pela nao negatividade, as restrigoes sao de igualdade.
O subproblema k é um problema de programacao linear com custos fuzzy. Neste caso, o

resultado que se existe uma solucao 6tima do subproblema k, entao ela serd encontrada em um

dos pontos extremos do poliedro X*, foi verificado.

Resolucao do subproblema k:

1. Se o subproblema k fornece um valor objetivo 6timo ilimitado, entao uma diregao extrema

VJ’-“ tal que (WA* — ék)yj’? > 0 ¢é encontrada cuja variavel correspondente /Lé? ¢ candidata a

ko k
v o
entrar na base mestre. Neste caso, calcula-se a coluna ( 0 J ), multiplica-se por B~}
sk _ ok
para atualiza-la, obtendo y;. A coluna ( J 3) é inserida no tableau do Problema
Yk

Mestre.

2. Se o subproblema k fornece um valor objetivo estritamente positivo, como EJ’“ — é"; N 0

para as variaveis basicas, conclui-se que foi encontrado um ponto extremo xé? cuja variavel

ke ke
, . X

correspondente )\f ¢ candidata a entrar na base mestre. Calcula-se a coluna ( . ]>,

k

sk 1]?
multiplica-se por B~! para atualizd-la, obtendo yi;. A coluna (ij CJ) ¢ inserida no
kj
tableau, do Problema Mestre.

Ap6s inserir a coluna no tableau, pivoteia-se em y; , sendo que o indice r é dado por

by bi
= min {—;ykji > O}.

Yrj, SISO Ykj,
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A primeira linha do tableau nao é atualizada pelo pivoteamento. Apds o pivoteamento sao
encontrados a nova matriz B! e o novo vetor B, entao, com (:33 correspondente a nova base,
as variaveis duais fuzzy sao atualizadas fazendo (©, &) = ¢pB! e o valor objetivo é atualizado
fazendo 2 N éBB.

Se nenhum dos dois casos anteriores ocorrer, ou seja, o subproblema k fornece o valor
objetivo nulo, entao Zf - éf § 0 para as varidveis nio-bésicas, logo, ndo existe atualmente um
candidato a entrar na base mestre para o subproblema k.

Se nenhum subproblema fornece um candidato a entrar na base, entao, a solucao 6tima foi
encontrada. Caso contrario, deve-se selecionar um entre os varios candidatos a entrar na base

k _ 2k

mestre. Pode-se usar a regra de selecionar aquele com o maior Zj — ¢ ou o primeiro, e assim

por diante.

A resolucao dos subproblemas fornece um ponto extremo x? correspondente a coluna atua-

sk Zk

: ¥ — ek : . , . .

lizada ( J 7], por isso, este procedimento é conhecido como “esquema de geracao de colu-
Ykj

nas”.

Observagao: Como as restricoes do problema mestre é do tipo desigualdade, entao, além
de resolver os subproblemas, é necessario checar os custos relativos para as variaveis de folga
s; antes do término:

%, — &, = (@, @) (%) —0=a.

Em resumo, dada uma solucao basica factivel do problema mestre através da resolucao dos

subproblemas ¢ possivel encontrar uma solugao 6tima do problema original, devido a estrutura

especial de “diagonal de blocos”.

3.1.2 Passos do Algoritmo Proposto

A seguir serao descritos os passos do algoritmo proposto. Considerando o problema (3.2),
os dados de entrada sdo: &*, A¥, b, D¥ ed* k=1,..., K, sendo que K é o ntimero de blocos.
Para o problema de fluxo multiproduto fuzzy A' = --- = AKX =, e D' = ... = DK = M,
matriz identidade e matriz de incidéncia do grafo, respectivamente, e a é o niimero de arcos.

Faz sentido denotar o comprimento do vetor b também por a.

Passo 1. Inicializagao:

Encontrar uma solugao basica factivel inicial para o problema mestre.
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Supondo que nao sejam conhecidos os pontos extremos (ou diregoes extremas, caso exis-
tam) de cada poliedro X* = {x* : D*x* = d* x* > 0} aplica-se o método Fase I do
Simplex para encontrar um ponto extremo de cada poliedro X*. A fim de simplificar a

notacao, sera suposto que todos os poliedros sao limitados.

Sejam x] € X! x? € X% ... ,xI' € X& 0s pontos extremos obtidos na Fase I. Para
tr

k=1,..., K considere a combinacao convexa Z Afxf, tal que /\"f =lsej=1e )\"; =0
j=1

se j # 1. Desse modo, as restri¢bes de convexidade (3.4) sao satisfeitas. Falta verificar

as restri¢oes mestre (3.3):

K
1. Se Z Akxlf < b, entao uma base B para o problema mestre é obtida adicionando-se
k=1

a variaveis de folga,

I, | Ax
N

sendo que [, corresponde ao vetor de folga s, I corresponde as restrigoes de conve-
xidade, Ax é a matriz a X K cujas colunas sao Alxi, A%x2,..., A%xK e 0 é a matriz

nula K X a. Portanto, as variaveis basicas sao

1 2 K
81,...,Sa,)\1,)\1...,)\1 ZO

(A¥ correspondente a x%) e as nao-bésicas sao

0| Ix
entao
K
b—pt(P) = b—) A
1 k=1 ’
(@,6) =cpBt = [0¢&'xg &G - x| B = [0¢e'x) & - Fxf]
(§]
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Com estes dados forma-se o tableau inicial do Problema Mestre:

BASE INVERSA  RHS

(@, &) ¢pb

B! b

K

. Se g APk £ b, entao adicionam-se a varidveis de folga (vetor s) para tornar o

k=1

problema mestre na forma de igualdade, multiplica-se por (—1) as linhas necessarias,
K

aquelas correspondentes a g Akxlf % b, acrescentam-se a varidveis artificiais (vetor
k=1

T) e novamente multiplica-se por (—1) (as mesmas linhas). Desse modo, obtém-se

o problema crisp a seguir, denominado problema mestre auxiliar.
min T

Kty
s. a Z Z(Akxf))\f +s+1r=D

k=1 j=1

173

dN=1 k=1,... K.

j=1

Nez0, j=1,... e, k=1,... K.

Siy T 20, ’i:l,...,a.
O vetor 1 ¢é dado pelo vetor unitério de comprimento a multiplicando por (—1) as
coordenadas correspondentes a

K

ZAkX]f ;{b.

k=1

I, | Ax
p= 5]

sendo que I, é dada como 1 e corresponde ao vetor artificial 7, I corresponde as res-

A base inicial é dada por:

trigoes de convexidade, Ax é a matriz a x K cujas colunas sao A'x}, A%x? ... AExE

e 0 é a matriz nula K x a. Portanto, as varidaveis basicas sao
1,2 K
Tl,...7Ta,A1,A1,...,)\1 ZO
e as nao-basicas sao

Sq = 0.

>
-
I
>
no
I
I
>
=
I
o
<
I
v[\.’)
“@F
Eal
@
V)
J
I
I
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Partindo desta solucao basica factivel, sera formado o tableau inicial do problema

mestre auxiliar com os seguintes dados:

L(b— 3 AMY)

b= 1 ,

(w,a) =cgB™' e cpb.

Através da resolucao dos subproblemas a seguir, é possivel encontrar a base 6tima.

max wAFxF 4+ oF
s.a xFe Xk,

para k =1,..., K. Se nenhuma variavel artificial estiver na base 6tima, entao tem-
se uma base inicial para o problema mestre, caso contrario o problema mestre é

infactivel e, portanto, o problema original nao tem solugao.

Passo 2. Passo Mestre:

2.1.

2.2.

Para k =1,..., K, resolver os subproblemas a seguir:

max (0AF — cF)xk 4 @+

s.a xFe Xk,
No inicio do Passo 1, aplicou-se o método Fase I do Simplex para encontrar um
ponto extremo de cada poliedro X*. A base relativa a esse ponto é a base inicial

para o simplex revisado fuzzy resolver cada subproblema k.

Sejam x7 uma solugao bésica factivel 6tima e 2§ — ¥ o valor objetivo, se 2} — ¢k =0
parak=1,...,K e se @ § 0, entao fim! A solucao basica factivel do ultimo passo

mestre fornece uma solucao étima do problema original. Caso contrario, ir para o

item 2.2.

Se 2;“ — é;“ > 0 para algum k ir para 2.2.1, senao ir para 2.2.2.

2.2.1. Selecionar um dos pontos extremos Xf com valor objetivo EJ’“ - égf f> 0.
Akxk sk _ ¢k
Obter yy; = B! ( . ]> e inserir a coluna ( ]y 7) no tableau do Problema
k kj

Mestre.

Pivotear em yy; , sendo que o indice r é dado por

by bi
= min {—;ykji>0}.

yij 1<i<a+K yk]z

Atualizar o tableau e voltar ao item 2.1.
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2.2.2. A variavel de folga s; é candidata a entrar na base.

wi) no tableau do Problema Mestre.

Ys,

€; . .
€ 11nSerir a Coluna

Obter y,, = B™* (0

€;

O)’ pois o resultado é a i-ésima

Observagao: Nao precisa calcular y,, = B™! (

coluna de B~L.

Pivotear em y,, , sendo que o indice r ¢ dado por

b, b
= min {—q;ysiq > O}.

Ysi,  1<a<atK |y,

Atualizar o tableau e voltar ao item 2.1.

O passo mestre fornece uma solucao factivel melhorada do problema original, sempre que
um pivoteamento nao-degenerado é realizado.

O diagrama a seguir ilustra os passos do algoritmo proposto.
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DADOS
DE
ENTRADA
¢k Ak b DF e d¥

FASE I
EM
CADA
POLIEDRO X*

5E§:Ak ////// \\\éfyﬁo

FORMAR FASE I
A PARA
BASE ENCONTRAR
DIRETAMENTE A BASE

N

BASE INICIAL
PARA O
PROBLEMA
MESTRE

PASSO MESTRE:
RESOLVER
oS
SUBPROBLEMAS

E///// \\\*iﬁ ATUALIZAR

EXISTE NOVA BASE TABLEAU
VARIAVEL SIM PARA O
DE FOLGA @ £.0) PROBLEMA

CANDIDATA? MESTRE

NAO| (& <0)
SOLUCAO
OTIMA

Figura 3.1: Diagrama do método proposto
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3.1.3 Exemplo Numérico

Nesta secao serao resolvidos dois problemas simples com finalidade didéatica, pois permite
uma andélise detalhada. O primeiro é um problema de fluxo multiproduto com custos fuzzy e o
segundo é um problema de programacao linear com custos fuzzy que apresenta, em uma parte
do conjunto de restricoes, uma estrutura “diagonal de blocos” apropriada para exemplificar o

caso em que a base 6tima do problema mestre contém uma direcao extrema.

Exemplo 1. Dada a rede de trés nds e trés arcos da Figura 3.2, considerou-se que dois produ-
tos, p1 € po, tém como origem o né 1 e como destino o n6 3. As ofertas e as demandas dos
produtos sdo: d} =5, d} =6, d} = —5 e d3 = —6, sendo que d¥ ¢ a oferta ou demanda

do produto k£ no né i.

Figura 3.2: Rede de 3 nos

O custo de cada produto para percorrer cada arco e a capacidade de cada arco seguem

na Tabela 3.1.

Tabela 3.1: Custos e capacidades - Rede de 3 nds

arco | custo de p; | custo de ps | capacidade
1—-2) (221 (3:2;2) 5
2—3 (2;2;2) (2;2;1) 6
1—3 (3;3;2) (654;2) 7

Das restrigoes de conservagao de fluxo dos nés obtem-se:

10 ) )
D'=D*= (-1 1 A= 0]ed=
0 -1 —1 -5
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sendo que na matriz D' (ou D?) a primeira coluna se refere ao arco (1,2), a segunda
ao arco (2,3) e a terceira ao arco (1,3). Como a tltima linha referente ao terceiro né é

combinagao linear das duas primeiras, ela deve ser excluida. Desse modo,

1 01 5) 6
1 2 1 2 1 2
A=A —]3,D—D—M—(_1 1 O),d—<0)ed—(0).

A Figura 3.3 ilustra o conjunto poliedral X! € R3 dado por um segmento de reta cujos

pontos extremos sao (55 0) e (00 5)'. Analogamente, os pontos extremos de X? sdo

(660) e (006).

Y
Y

Figura 3.3: Poliedro X!

Como solucao do algoritmo serao apresentados: o fluxo de cada produto nos arcos, o
fluxo total nos arcos e o custo total (fungao objetivo Z). O custo total é obtido pela

multiplicacao do custo pelo fluxo de cada produto em cada arco (Z = ¢x).

Passo Inicializacao

Existem dois pontos extremos xI € X! e x? € X? tais que A'x] + A%x? < b, sdo eles

xi =(550) ex?=(006). Desse modo, considerando o vetor de folga s = (s; so s3),

o tableau inicial é formado por:
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BASE INVERSA

RHS

z |0 ext el | elx) e

s | I —X% —X% b — Xi — X%

A0 1 0 1

Mlo o0 1 1
Como b —xi —x3 = (011), ¢'xy =

(56;44;27) segue o tableau inicial:

(20;20;15), &x% = (36;24;12) e ¢'x] + ¢*x

BASE INVERSA RHS
2 0 0 0 (20;20;15) (36;24;12) | (56;44;27)
sp| 1 0 0 -5 0 0
sy | 0 1 0 -5 0 1
53 0 0 1 0 -6 1
M0 0 0 1 0 1
Ao 0 0 0 1 1

Passo Mestre

Primeira iteracao:

1. Subproblema 1: {
s. a

max  —(2;2; 1)z, — (2522)z33 — (3;3;2)213 + (20;20; 15)

s.a i

2

max (0A' —¢l)xt + at

xl e Xt

+l%3:5

i 1
—Tig + T3

=0

Solucao: xi = (0 0 5)" com valor objetivo

2l — & = —(15;15;10) + (20; 20; 15) = (5; 30; 30) > 0.

2. Subproblema 2: {
S. a

max  —(3;2;2)2i, — (2:2;1)a3; — (6;4;2)2; + (36;24;12)

2
S. a :L’212 )
—Tig + T3

max (WA? — &*)x* + a?

x2 e X?

=0

Solugao: x3 = (6 6 0)' com valor objetivo

22— 2 = —(30;24;18) + (36;24; 12) = (6; 42; 36) > 0.

=

=

2
1
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Adotando a regra do mais positivo, como (5;30;30) > (6;42;36), A} é escolhida para

entrar na base mestre. A coluna dada por

-5
_ -5
1 21 11
(o) e (M) |5
Y12 €1 1
0
¢é inserida no tableau:
BASE INVERSA RHS
z 0 0 0 (20;20;15) (36;24;12) | (56;44;27) (5;30; 30)
S1 1 0 0 -5 0 0 -5
s | 0 1 0 -5 0 1 -5
ss | 0 0 1 0 -6 1 5
A0 0 0 1 0 1 1
Ao 0 0 0 1 1 0

Linha de pivoteamento: r = 3. Portanto, sai a variavel s3. Pivoteando para encontrar a

nova matriz B~! e o novo vetor b, e atualizando a primeira linha:

(@,0) =¢gB™" ¢ 2= b
(pegando o novo ¢z) obtém-se o novo tableau:

BASE INVERSA RHS
2 0 0 (—1;6;6)  (20;20;15) (42;60;48) | (55;43;26)
sp| 1 0 1 -5 -6 1
s 0 1 1 -5 -6 2
Mo 0 1/5 0 -6/5 1/5
Mo 0 -1/5 1 6/5 4/5
YR 0 0 0 1 1

Segunda iteracao:

max (wA! —ch)x! +a!

=
s.a xte X!

1. Subproblema 1: {

—(2;2; D)x]y — (2;2;2)2d5 — (4;9;8)x1;5 + (20;20; 15)
1 + a1y =5

_l}Q + :C%?) — 0

max
S. a
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Solugao: xi = (0 0 5)" com valor objetivo

zh — & = —(20; 45;40) + (20; 20; 15) = (0; 60;60) = 0.

T
max (WA? — &*)x* + a2

=
s.a x?€eX?

2. Subproblema 2: {

—(3;2;2)a%, — (22 1)a3; — (7:10;8)a; + (42; 60; 48)
% +aty =6

—afy + 3 =0

max
S. a

Solucao: x3 = (6 6 0)' com valor objetivo
22— (2 = —(30;24;18) + (42;60;48) = (12;78;72) > 0.

Somente o subproblema 2 fornece candidato neste momento, entao A2 é escolhida para

entrar na base mestre. A coluna dada por

0
32 2 A2 0
(58) e ()|
Y23 €2 6/5
1
¢é inserida no tableau:
BASE INVERSA RHS
2z 0 0 (—1;6;6) (20;20;15)  (42;60;48) | (55;43;26) (12;78;72)
51 1 0 1 -5 -6 1 0
s 0 1 1 -5 -6 2 0
M| 0 0 1/5 0 -6/5 1/5 -6/5
Moo 0 -1/5 1 6/5 4/5 6/5
Ao 0 0 0 1 1 1

Linha de pivoteamento: r = 4. Portanto, sai a varidvel A\{. Pivoteando e atualizando a

primeira linha obtém-se o novo tableau:

51
52
%
A3
Al

BASE INVERSA RHS
0 0 (1;7;6)  (10;45;45) (30;24;18) | (47;39;26)
1 0 1 -5 -6 1
0 1 1 -5 -6 2
0 0 0 1 0 1
0 0 -1/6 5/6 1 2/3
0 0 1/6 -5/6 0 1/3
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Terceira iteragao:

max (0A! —¢l)xt + at

=
s.a xteX!

1. Subproblema 1: {

max  —(2;2; )iy — (252:2)733 — (25 9;9)215 + (10;45;45)
s.a T, +xl;=5
—T]y + T =0
Solugao: x} = (0 0 5)' com valor objetivo
0.

Zh— ¢ = —(10;45;45) + (10;45; 45) = (0;90; 90) =

max (0A% —¢?)x? + a2

=
s.a x2eX?

2. Subproblema 2: {

max —(3;2;2)x%, — (2;2;1)a3; — (5;10;9)x?; + (30;24; 18)
s.a 13 +a2,=6

Solugao: x3 = (6 6 0)' com valor objetivo

0.

21— ¢ = —(30;24;18) + (30;24;18) = (0;42;42) =

Os subproblemas nao fornecem candidatos a entrar na base mestre. Existem varidveis de
folga candidatas a entrar na base?

Lembrando que Z,, — ¢, = @;, como w3 = (1;7;6) > 0, s3 é candidata a entrar na base

mestre. A coluna dada por

1
Zea — C e 1
(i) e 6)-| 3
Yss ~1/6
1/6
¢é inserida no tableau:
BASE INVERSA RHS
z 0 0 (1;7;6)  (10;45;45)  (30;24;18) | (47;39;26) (1;7;6)
s1 1 0 1 -5 -6 1 1
S 0 1 1 -5 -6 2 1
Ao 0 0 1 0 1 0
X0 0 -1/6 5/6 1 2/3 -1/6
A2 0 0 1/6 -5/6 0 1/3 1/6
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Linha de pivoteamento: r = 1. Portanto, sai a variavel s;. Pivoteando e atualizando a

primeira linha obtém-se o novo tableau:

BASE INVERSA RHS
2 (—=1;6;7) 0 0  (15;15;10) (36;24;12) | (46;39;27)
s3 1 0 1 -5 -6 1
59 -1 1 0 0 0 1
Y 0 0 0 1 0 1
A2 1/6 0 0 0 0 5/6
A2 -1/6 0 0 0 1 1/6

Quarta iteragao:

max (0A' —¢h)x! + &t

=
s.a xeX!

1. Subproblema 1: {

max  —(3;9; 7)z1y — (2525 2)733 — (3;3;2)21; + (15; 15; 10)
s.a T, +xl,=5
_.CE%Z + 3:%3 - 0

Solucao: x! = (0 0 5)' com valor objetivo

z} — ¢l = —(15;15;10) + (15; 15; 10) = (0; 25; 25) = 0.

T

max (WA? — &*)x* + a?

=
s.a x2eX?

2. Subproblema 2: {

max  —(4;9;8)x1, — (2;2; 1)23; — (6;4;2)21; + (36;24;12)
s.a  x3, + 23, =06
_.CE%Q + 3353 - 0
Solucao: x2 = (6 6 0)' com valor objetivo

Z2 — 2 = —(36;66;54) + (36;24; 12) = (0; 78; 78) = 0.
5 5 7

Os subproblemas nao fornecem candidatos a entrar na base mestre. Existem varidveis de
folga candidatas a entrar na base?

Como @ § 0, nao existem variaveis de folga candidatas a entrar na base mestre. Desse
modo, a solucao bésica factivel da iteracao anterior fornece uma solucao 6tima do pro-

blema original:
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dada por
x'=Mxg=1-(005)

X =M+ Ax5=1/6-(006) +5/6-(660)=(551)".

Logox* = (00555 1)". Os fluxos dos produtos em cada arco, seguem na Tabela 3.2.

Tabela 3.2: Fluxos dos produtos - Exemplo 1

arco | fluxo de p; | fluxo de py | fluxo total
(1,2) 0 5 5
(2,3) 0 5
(1,3) 5 1 6

O custo total é Z* = (46;39; 27).

Exemplo 2. O problema de programacao linear com custos fuzzy a seguir apresenta uma
estrutura “diagonal de dois blocos” em uma parte do conjunto de restrigoes. Tal problema

foi extraido de [1] e transformado em fuzzy.

min (—1;3;4)x; + (—=2;3; )y + (—1;1;3) 3
S. a 1+ X9+ a3 <12

—r1+ T2 < 2
— 21+ 239 <8
ZE3<3

x1, T2, 3 = 0

A primeira restricao serd a restricao acoplada e as restantes serao tomadas para definir

os conjuntos poliedrais.

T2 A

Figura 3.4: Conjuntos Poliedrais
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A Figura 3.4 ilustra dois conjuntos poliedrais, o primeiro, X! C R2, é ilimitado e envolve

as varidveis z1 e 5, e o segundo, X? C R, envolve somente a varidvel xs.

Para aplicar o algoritmo proposto é preciso transformé-lo na forma do problema (3.2).

2 5
(8) ed®=3.

Desse modo, X' C R* e X? C R% Um ponto x! € X! é denotado por x! = (z] z} zi x})’

Acrescentando-se variaveis de folga segue que

Al =(1100), A2 =(10), Dlz(j ; (1) ?),D2:(11), d!

e um ponto x* € X? por x? = (27 23)’.

Passo Inicializacao

Existem dois pontos extremos x € X! e x? € X? tais que A'x] + A%x? < b, sdo eles
x1 = (0000) ex?=(00). Desse modo, considerando a varidvel de folga s, o tableau

inicial é formado por:

BASE INVERSA RHS BASE INVERSA  RHS
2 [0 o @2 | okt [0 0 00
s |1 —Alxd —AXF | b—Ax]-A%} | = s |1 1 0 | 12
Ao 1 0 1 Ao 1 0] 1
A0 0 1 1 N10o 0 1|1

Passo Mestre
Primeira iteracao:

max (wA' —ch)x! +al

=
s.a xeX!

1. Subproblema 1: {

max (1;4;3)z] + (2;1;3)xd + (0;0;0)z3 + (0;0;0)z]
s.a —a1+ x3+a] =2
— ] + 275 +x}=38

Soluco: direcao extrema vl = (2 1 0 0)' com valor objetivo Z} — &l = (4:9;9) > 0.

~ A2 =2\ 2 ) 52 2142 0042
2. Subproblema 2: { max (WA - + 4 = { max  (1;3;1)z7 4 (0;0;0)z3

s.a x2e X? s.a ai+a3=3

Solugao: x3 = (3 0) com valor objetivo 22 — ¢ = (3;9;3) > 0.



3.1.

PPL COM CUSTOS FUZZY 47

Adotando a regra do mais positivo, como (4;9;9) > (3;9;3), ps é escolhida para entrar

na base mestre. A coluna dada por

~1 X1 1,,1
%9 — Cg 1 (A
( 1o ) ) Y12 = B ( 0 ) —

O O W

¢ inserida no tableau:

BASE INVERSA  RHS

210 0 0 0 (4;9;9)
s[1 0 0 12 3
Ao 10 1 0
N1o 0o 1 1 0

Linha de pivoteamento: » = 1. Portanto, sai a variavel s. Pivoteando para encontrar a

nova matriz B~! e o novo vetor b, e atualizando a primeira linha:

(@,6) =¢pB™" e Z=¢h
(pegando o novo ¢z) obtém-se o novo tableau:
BASE INVERSA RHS
z | (-4/3;3;3) 0 0| (—16;36;36)
n /3 0 0 4
AL 0 10 1
A2 0 0 1 1

Segunda iteracao:

max (WA' —¢h)x! +at

=
s.a xteX!

1. Subproblema 1: {

max (—1/3;7;6)z] + (2/3;4;6)x3 + (0;0;0)z3 + (0;0;0)x}
s.a —x+ x4+l =2
—zi+ 2z} +xi=38

Solucao: x5 = (4 6 0 0)’ com valor objetivo Z — ¢} = (8/3;52;60) > 0.
s.a x?eX? s.a xf+a3=3

~ A2 222 o A2 —1/3-6 4)12 0 02
2. Subproblema 2: { max (WA - R+ a = { max  (—1/3;6;4)a1 + (0;0;0);

Solugao: x3 = (0 3)' com valor objetivo 32 — ¢ = 0.
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Somente o subproblema 1 fornece candidato a entrar na base, portanto, A} é escolhida

para entrar na base mestre. A coluna dada por

oG NN AL
, Yi3=2D = 1
Y13 €1 0

¢é inserida no tableau:

BASE INVERSA RHS
2 | (=4/3;3;3) 0 0| (—16;36;36) (8/3;52; 60)
pd 1/3 0 0 4 10/3
Al 0 1 0 1 1
A2 0 0 1 1 0

Linha de pivoteamento: r = 2. Portanto, sai a variavel \{. Pivoteando e atualizando a

primeira linha obtém-se o novo tableau:

BASE INVERSA RHS
z | (=4/3;3:3) (—8/3;60;52) 0 | (—56/3;36;28)
0 1/3 -10/3 0 2/3
AL 0 1 0 1
A2 0 0 1 1

Terceira iteragao:

1. Subproblema 1: Observe que @ nao se alterou, mas a' = (—8/3;60;52), entao a

solucao é x} = (4 6 0 0) com valor objetivo 1 —¢l = (8/3;52;60)+(—8/3; 60; 52) - 0.

2. Subproblema 2: Observe que nem & nem &> foram alterados, portanto, a solucao é

x2 = (0 3)" com valor objetivo 23 — & = 0.

Os subproblemas nao fornecem candidatos a entrar na base mestre e como J)§ 0, a
variavel de folga s nao é candidata a entrar na base mestre. Desse modo, a solugao bésica

factivel da iteracao anterior fornece uma solugao 6tima do problema original:

2 4 16/3

1 6 20/3 0 0
k=g o] e o = P e =1 (9) = (0)

0 0 0
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portanto,
1 16/3
xX*= x| =120/3] e z*=(-56/3;36;28).
I3 0

3.2 Problema de Programacao Linear com incertezas nos
Custos e nas Restricoes

Nesta secao sera apresentado um método que resolve o problema de fluxo multiproduto
fuzzy com incertezas nos custos e nas capacidades. E baseado no método de Zimmermann e
na abordagem de Werners [20] e utiliza o método de decomposi¢ao proposto na Segao 3.1 em
duas etapas do algoritmo.

No inicio deste capitulo, foi visto que o problema de fluxo multiproduto fuzzy com in-
certezas nos custos pode ser escrito como um problema de programacao linear fuzzy na forma

de “diagonal de blocos”. Acrescentando incertezas nas capacidades pode ser escrito na forma:

min &lxt 4+ &@x2 4+ -4 kK o
s.a Al + A% 4+ 4 ABXE < b
D1X1 — dl
D = & (3.5)
DExK  — dK
x!, X2, ceey K >0

Vale lembrar que para o problema de fluxo multiproduto fuzzy tem-se:
Al=...=A%=1, &=, b=y, =[], D'=---=D"=M,

d¥ € R*!, M é a matriz de incidéncia do grafo, M € R("~D*a p é o niimero de nés e a o de

arcos.
As restricdes A'x' + A%2 + .- 4+ AXxF <b do problema (3.5) sdo chamadas restricoes
acopladas. Os custos, dados pelos vetores fuzzy ¢!, ..., ¥, serdo considerados ntimeros fuzzy

triangulares, escritos na forma (m;«q; 3), sendo que m é o valor modal, « é o espalhamento
A esquerda e § & direita. O vetor fuzzy b, serd dado por intervalos fuzzy escritos na forma
(my — a;mq;me;mg + (3), sendo que my é o extremo inferior do intervalo modal, my é o
extremo superior do intervalo modal, os valores m; — a e ms + ( sdo os limitantes, inferior e

superior, respectivamente. Além disso, serd considerado que a = 0 e m; = —o0, ou seja, o
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intervalo modal, (—oo, my], é aberto inferiormente e existe espalhamento somente a direita. A

Figura 3.5 ilustra este caso.

A

Y

ma mo + 3

Figura 3.5: Coordenada fuzzy de b

Desse modo, para cada linha ¢ das restricoes acopladas, se o valor do lado esquerdo pertence
ao intervalo (—oo,myl, ou seja, for menor ou igual a my, entdo a restrigao ¢ foi totalmente
satisfeita e o grau de pertinéncia com que a solugao satisfaz a restricao ¢ é 1, se pertence ao
intervalo (mg, mo + (3), entao a restrigao foi parcialmente violada e o grau de pertinéncia esté
entre 0 e 1, e se for igual ou maior que mo + 3 a restricao foi totalmente violada e o grau de

pertinéncia é 0. Isto define a relagao de ordem fuzzy representada pelo simbolo <.

3.2.1 Algoritmo proposto

O algoritmo proposto visa encontrar a solucao étima para qualquer problema que possa ser
escrito na forma do problema (3.5).
Considerando as restri¢oes com estrutura “diagonal de blocos” e a nao negatividade, definem-

se os conjuntos poliedrais X!, ..., X¥ por:
XF={xF: D*F =d¥ x* >0}, parak=1,..., K.
Escrevendo cada ponto de X* como uma combinacao convexa dos pontos extremos
X j=1,... t
mais uma combinacao linear ndo negativa das dire¢oes extremas (se existir)
Vi =10

obtém-se o Problema Mestre do problema (3.5):



3.2. PPL COM INCERTEZAS NOS CUSTOS E NAS RESTRICOES 51
Problema Mestre:
Kty K
min Y Y (@HMN YO (@ vhub (3.6)
k=1 j=1 k=1 j=1
Kt Kl o
s. a ZZ(A’CX?)/\;‘: + ZZ(A’“V?);L? <b (3.7)
k=1 j=1 k=1 j=1
tk
> N=1 k=1,...K (3.8)
j=1
MNez0, j=1,.. 4, k=1, K
u?}O, jg=1.. 0, k=1,...,K.
Neste problema as variaveis sao )\?, j=1..tg, k=1,....K e uf, jg=1..l, k=
1,..., K. As restrigdes (3.7) sdo as restrigoes mestre (vindas das acopladas) e (3.8) sdo as

restricoes de convexidade.

Sejam (0; —oo; b;;b;+p;), i = 1,...,a, as coordenadas do vetor fuzzy bel= [)\é?, u;“] Para

simplificar a notacao serd suposto que todos os poliedros, X* k = 1,..., K, sdo limitados.

Desse modo, as variaveis /L;?, j = 1,...,l; serao omitidas. As funcoes de pertinéncia que

representam as restricoes mestre, sao definidas por:

1. Se p; > 0:

&i(A)

2. Sep;=0:

Kt
b; +p; — Z Z(Afxf))\f

k=1 j=1

Di

se

Se

se
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K

1 se Z Z Ak k )\ <
k=1 j=1

&) = (3.10)

K

0 se Z (Alx k
k=1 j=1

parai=1,...,a, sendo que A¥ denota a i-ésima linha da matriz A*.

Em cada linha 7 das restricoes mestre foi considerado um espalhamento p;, isso significa que
a solugao obtida para o problema mestre é melhor ou igual a solucao obtida se fosse considerado
b; como limite. Assim, o grau de pertinéncia com que A satisfaz as restrigoes mestre pode piorar
para que a fungao objetivo (3.6) possa melhorar.

Para definir a funcao de pertinéncia que representa a funcao objetivo serao resolvidos dois

problemas auxiliares, um usando b = [b;] e outro usando b + p = [b; + p;]:

K

min Z Z M)AE + Z Z(ékuf)uf
k=1 j=1 k=1 j=1
Kt K Ik
soa Y > (AN TN (AR
k=1 j=1 k=1 j=1 (3.11)
k

dN=1 k=1,... K

7j=1
N0, j=1,... b, k=1,... K
py =0, j=1,... L, k=1... K.

SN 3 SIS 3 it

k=1 j=1 k=1 j=1
Kt K I
a3 A 3SR < b
k=1 j=1 k=1 j=1 (3.12)
t

i}ﬁzl,k:L”wK

j=1
ﬁ)O,j_l Lty k=1,... K
u]20,j—1 e, k=1,... K.

A fungao objetivo (3.6) serd denotada por Z. Utilizando o algoritmo proposto na Segao 3.1.1,

sejam Z; e Zj as solugoes dos problemas (3.11) e (3.12), respectivamente. Para obter os niimeros
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reais que “representam” os coeficientes fuzzy dos problemas (3.11) e (3.12) e suas respectivas
solugoes foi utilizado o primeiro critério da Definicao 2.2.10. A fungao de pertinéncia da fungao

objetivo Z é dada por:

1. Se 50 = 511

1 se ZZ(ékxf)A;?géo
E(A) = : (3.13)

0 se Y N (x> 5

2. Se 5’0 < Z1:

vk k k
o ZZ K b . (3.14)

2(A) = 9
e L se <Y ) (NN <5

21—20

L k=1 j=1

O problema a seguir encontra A = [)\;?, ,uﬂ que satisfaz, com o maior grau de pertinéncia,

simultaneamente a fungao objetivo (3.6) e as restrigdes mestre (3.7).

max vy
K ty K lk

soa Yy Y (ANHN + YO (A + py < b+p
k= 1] 1 k 1j 1
ZZ ¢t k/\k + ZZ ¢t k k + (Bi—%)y < 4
k=1 j=1 k=1 j=1

tg
N =1 k=1,... K
j=1
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VA0, =1, k=1,... K
pE=0,5=1,... 0, k=1,... K.

Este problema sera chamado Problema Auxiliar. Ele apresenta duas restrigoes a mais que
o problema mestre, a restricao relativa a funcao objetivo e a restricao da variavel v pertencer ao
intervalo [0, 1]. Suas varidveis sao 7, /\f, j=1,...,tp, k=1,... K e uf, j=1,...l, k=
1,..., K.

A estrutura especial de “diagonal de blocos” do problema original serd explorada para

resolver o problema auxiliar.

A fim de simplificar a notacao, serd suposto que todos os poliedros, X* k = 1,..., K,

sdo limitados. Sejam xi € X', x? € X?,... ,xK € X% os pontos extremos iniciais. Para
123

k =1,..., K considere a combinagao convexa Z)\;?x?, tal que )\f =1lsej=1e )\f =0 se
j=1

j # 1. Desse modo, as restrigoes de convexidade (3.8) sao satisfeitas.

K K
1. Se Z Akxlf <b+pe Z ck X’f < Z1, entao uma base B para o problema auxiliar é obtida
k=1 k=1

adicionando-se a + 2 varigveis de folga (a é o comprimento do vetor fuzzy b).

el B
| ey | Exg e ET Xy
b= 0o - 0 ’
0 | Ix

sendo que [(,42) corresponde ao vetor de folga s, Ik corresponde as restrigoes de convex-
idade e 0 é a matriz nula K x (a + 2). Portanto, as varidveis bésicas sao
142 K
81,...78a+2,A1,A1,...7A1 ZO
k

(A} correspondente a x¥) e as nao-bdsicas sdo

Y=A =A== A =0,=2,. b

A base inversa é dada por

—AIX% —AKX{(

gl 1 UK K

gl | ey | —Exp - —Ex
0 . 0
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) b+p—> Ak}
b=| zn-Yéx |,
1

sendo que o vetor 1 tem comprimento K + 1.

Para o problema equivalente min —+, o método simplex revisado procede por concluir que
a solucao corrente é 6tima ou o problema ¢ ilimitado, senao, por decidir aumentar uma
variavel nao-basica. Para isto, o custo relativo de cada varidavel nao-basica é analisado.

O tableau do simplex revisado é dado por
BASE INVERSA  RHS

(w, @) cgb

B! b

Para o tableau inicial, como a varidvel v nao estd na base inicial, o vetor custo das
varidveis basicas é cg = 0, logo, (w, ) = (w1 - Weyo ! - af] =cgB 1 =0ecgb=0.

Portanto, o custo relativo de v é:

2y — Cy = (W, )

ou seja, sempre que v for uma variavel nao-basica, ela sera a tnica candidata a entrar na

base, portanto, ela estara na base final.

Custo das varidveis nao-bésicas:

Akxk
j
ek xk
Para \¥: 28 — ¢ = (v, a) o | 0= [wi -+ - wWa ] AFXY + waprExF 4 b
€k
AFyk
J
Para pf: 28 —cF = (w,0) | Fvf | —0=[w1 - wo]AMVF + wopiEFLk
0

Para k =1,..., K resolver os subproblemas:



56

CAPITULO 3. DECOMPOSICAO DE DANTZIG-WOLFE FUZZY

max  ([wy -+ we] AF + wWay180)xF + oF
s.a xFe XF ’

Se nenhum subproblema fornece um candidato a entrar na base, checar os custos relativos
para as variaveis de folga, ou seja, se existe w; > 0O parat=1,...,a + 2.

K

K
. Se Z Akxlf £ b+p ou Z ck x’f £ %1, entao, nas restrigoes de desigualdades do problema

k=1 k=1
auxiliar, acrescentam-se a + 2 variaveis de folga para torna-las de igualdades. Depois,

multiplica-se por (—1) as linhas necessarias, acrescentam-se a + 2 varidveis artificiais
(vetor 7) e novamente multiplica-se por (—1) (as mesmas linhas). Desse modo, obtém-se
o problema a seguir chamado fase I.

min 7

K it
s. a ZZ(AI“X?)A? + py + s + 1t = b+p

k=1 j=1

K tr
ZZ(ékX;C))\f -+ (51—5(])’7 + Sq41 + 17—@—}-1 - 51
k=1 j=1

Y + Sa+2 + Ta+2 = 1

ty
N =1 k=1, K

J=1

VA= 0,5=1,.. t, k=1,... K
SZ',’TZ')O, Zzl,,a+2

O vetor 1 é dado pelo vetor unitdrio de comprimento @ multiplicando por (—1) as coor-

denadas correspondentes & > A*xF L b+pelé-1sed ¢"xF > % oul caso contrario.

Alxi e AKX{{
_ f(a+2) ¢l X% sk X{(
b= 0O .- 0 ’
0 | Ix

sendo que I(449) corresponde ao vetor artificial e é a matriz identidade modificada como
1 e 1; I corresponde as restri¢oes de convexidade e 0 é a matriz nula K X (a + 2).
Portanto, as varidveis bdsicas sdo 71,...,Tar2, AL, A2, ... A > 0 (A} correspondente a

x¥) e as nao-bésicas sdo

y=s1= o =sap= A=A = =N =0, i =2, 1.
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Apo6s formar o tableau, para k = 1,..., K resolver os subproblemas:

max  ([wy -+ we] AF + wep18F)x* + aF

s.a xFe Xk '
Se nenhum subproblema fornece um candidato a entrar na base, entao sao verificados os
custos relativos para as variaveis de folga, ou seja, se existe w; > 0 parat=1,...,a + 2.

Se w < 0, entao nenhuma variavel de folga é candidata a entrar na base.

Custo relativo para a variavel :

b
Z1 — 20
1
0

2y — Cy =2y = (W, Q) = w1+ Walp + War1(Z1 — Z0) + Waya -

Como p, (21 — %) = 0, se w < 0, entdo v nao é candidata a entrar na base, logo v nunca

estara na base 6tima do problema fase I.

Se nenhuma variavel artificial estiver na base 6tima, entao tem-se uma base inicial para

o problema auxiliar, caso contrario o problema auxiliar é infactivel.

Ap6s a fase I, o problema auxiliar é resolvido da mesma forma que no item 1.

Em resumo, dada uma solugao bésica factivel do problema auxiliar através da resolucao dos
subproblemas é possivel encontrar uma solugao do problema original (3.5), devido a estrutura

especial de “diagonal de blocos”.

3.2.2 Exemplo numérico

Utilizando o método proposto na Secao 3.2.1 sera resolvido um problema simples de fluxo
multiproduto com incertezas nos custos e nas capacidades com finalidade didatica, pois permite
uma analise detalhada.

Considere o problema dado no Exemplo 1 da Secao 3.1.3. Na rede dada na Figura 3.6, dois
produtos p; e py tém como origem o né 1 e como destino o né 3. As ofertas e as demandas dos
produtos sdo: dl =5, d? = 6,d} = —5 e d2 = —6, sendo que d¥ é a oferta ou demanda do
produto k£ no no .

Utilizando o primeiro método proposto (Se¢ao 3.1.1) o custo total para atender a demanda

foi Z; = (46;39;27). Os fluxos dos produtos em cada arco seguem na Tabela 3.3.
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Figura 3.6: Rede do Exemplo Numérico

Tabela 3.3: Fluxos dos produtos - Valor Modal

arco | capacidade | fluxo de p; | fluxo de po | fluxo total
(1,2) 5 0 5 5
(2,3) 6 0 5 5
(1,3) 7 5 1 6

Observa-se que o fluxo total percorrido no arco (1,2) atingiu a capacidade permitida. Re-
laxando as capacidades dos arcos, ou seja, permitindo passar um pouco mais de produtos nos
arcos “melhores”, o custo total para atender a mesma demanda pode diminuir. As capacidades
crisp sao transformadas em nimeros fuzzy trapezoidais do tipo (0;0;me; mg + ) € seguem na

Tabela 3.4.

Tabela 3.4: Capacidades relaxadas

arco | capacidade | custo de p; | custo de po
(1,2) | (0;055;7) (2;2;1) (3;2;2)
(2,3) | (0;0;6;8) (2;2;2) (2:2;1)
(1,3) | (0;0;7;9) (3;3;2) (6;4;2)

Considerando a capacidade no limitante superior e utilizando o primeiro método proposto,

o custo total para atender a mesma demanda foi Z, = (45;39;28). Os fluxos dos produtos em

cada arco seguem na Tabela 3.5.

Tabela 3.5: Fluxos dos produtos - Lim. Superior

arco | capacidade | fluxo de p; | fluxo de po | fluxo total
(1,2) 7 0 6 6
(2,3) 8 0 6 6
(1,3) 9 5 0 5
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Observa-se que no arco (1,2) foi utilizado metade do espalhamento, logo a pertinéncia neste
arco ¢ 0.5, enquanto que nos outros é 1, pois nao utilizaram os espalhamentos.
Através do critério de comparagao da Definicao 2.2.10, os dois custos fuzzy, Z; e Zy, sao

comparados:
7 = (46;39;27) = 2, =43 e Zp = (45;39;28) = Z, =42,25,

logo z; > 20 -
Portanto, quando a funcao objetivo alcanca o melhor valor possivel a menor pertinéncia nos
arcos ¢ 0.5, para esta solucao. Neste valor a pertinéncia da funcao objetivo é definida como 1.
Através da resolucao do Problema Auxiliar definido na Secao 3.2.1, o método proposto neste
capitulo encontra uma solucao que satisfaz, com o maior grau de pertinéncia, simultaneamente
a funcao objetivo e as restrigoes de capacidade dos arcos.

Apoés duas iteragoes o algoritmo encontrou a solugao 6tima do Problema Auxiliar:
Inicializagao: Sejam xi = (6 6 0)' e x? = (0 0 5)’ os pontos extremos iniciais. Como
Alx] + A <b+p e &xp+Exy < 4,

uma base para o problema auxiliar é obtida diretamente. Resumindo:

e v=0
6
e Fluxo nos arcos: 6
e Pertinéncias nos arcos: 1
1
e Custo total: Z = (45;39;28) = 2 =4225

e Pertinéncia de z: 1
1? Tteragao: Resumindo:
e v=0,5

e FFluxo nos arcos: 6
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0,5
e Pertinéncias nos arcos: 1
1
e Custo total: Z = (45;39;28) = 2 =142725
e Pertinéncia de z: 1
22 Iteracao: Resumindo:
o v =0,6667
5,6667
e Fluxo nos arcos: | 5,6667
5,3333
0,6667
e Pertinéncias nos arcos: 1
1

e Custo total: Z = (45,3333;39,0000; 27,6667) = 2 =425
e Pertinéncia de z: 0,6667
A Figura 3.7 ilustra o comportamento de 7, da pertinéncia da funcao objetivo e das per-

tinéncias das restricoes de capacidade dos arcos. No eixo das abcissas estao as iteragoes, sendo

que zero significa a inicializacao do algoritmo.

B GAMA

M FUNGAO OBJETIVO

s ARCO (1,2)

®ARCO (2,3)

ARCO (1,3)

'
0 1 2

Figura 3.7: Funcoes de Pertinéncia e Gama - Exemplo Numérico

Como era esperado, em todas as iteracoes, 7 é menor ou igual as pertinéncias.



Capitulo 4

Heuristica para Problemas de Fluxo
Multiproduto Fuzzy

Nesta capitulo sera apresentada uma heuristica para resolver o problema de fluxo multipro-
duto fuzzy com incertezas nos custos e nas capacidades.

Em um trabalho inicial foi proposto um algoritmo considerando o mesmo custo fuzzy para
todos os produtos percorrer um dado arco [17]. Neste trabalho, visando melhorar a aplicabili-

dade do algoritmo, foi tratado o caso em que o custo fuzzy de um produto k para percorrer o

k

arco (4, j), denotado por ¢, pode ser diferente para cada produto.

4.1 Algoritmo proposto

O algoritmo proposto é baseado no algoritmo de Hernandes [7], o qual resolve o problema
de fluxo monoproduto de custo minimo fuzzy, um caso particular do problema de fluxo multi-
produto fuzzy. Para cada par de nds origem-destino encontra-se um subconjunto representativo
do conjunto de solugoes para o problema de caminho minimo fuzzy, chamado conjunto de cami-
nhos minimos nao-dominados. Foi implementado o algoritmo proposto por Hernandes [7], o
qual é baseado no algoritmo de Ford-Moore-Bellman [2] e utiliza o conceito de dominancia
entre caminhos de Okada e Soper [13], descrito na Segao 2.2. Com a teoria de possibilidade [14]
atribui-se a cada caminho um grau de possibilidade de ser o melhor, ordenando assim, todos
os caminhos nao-dominados. O envio de fluxo é feito através dos caminhos ordenados.

Este algoritmo trabalha com o problema na forma fuzzy durante todo o procedimento de

resolugao. O objetivo é encontrar solugoes factiveis e satisfatorias.

61
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Algoritmo:

e Passo 1: Para cada produto, encontrar os caminhos minimos nao-dominados de cada
par de nés origem-destino.
e Passo 2: Ordenar todos os caminhos do Passo 1:

feam="Poss{cam ser o melhor caminho}= min{/icustous,n s Heapacean J» SENAO que:

L. feustoe,,, = Poss{cam ser minimo};

2. lecapaces, ¢ 0 minimo das pertinéncias em relagao aos arcos do caminho cam.
e Passo 3: Envio de fluxo :

1. Enviar fluxo pelo primeiro caminho ordenado até alcangar a préxima pertinéncia
diferente da pertinéncia desse caminho. Se todas as pertinéncias forem iguais, usar

a propria pertinéncia.

2. Se o fluxo necessario ao né destino do caminho em questao ja foi satisfeito, eliminar
todos os caminhos correspondentes, ou seja, aqueles cuja demanda do produto em

questao foi atendida.
e Passo 4: Critério de parada.

1. Se existir fluxo a transitar voltar ao Passo 2.

2. Senao = fim.

4.2 Aspectos Gerais do Algoritmo

Nesta secao alguns passos do algoritmo proposto serao detalhados.
A seguir sera detalhado o Passo 2, que consiste em ordenar todos os caminhos minimos

nao-dominados encontrados no Passo 1.

e Calcular pieysio,,,, para cada caminho (cam), ou seja, o grau de possibilidade do caminho
cam ter o menor custo, dado pela equagao (2.18). Calcula-se fieysto,,,, SOMente na primeira

iteracao, pois ele nao é alterado pela variagao do fluxo na rede.
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e (Calcular para cada caminho: ficepac,..,» OU S€ja, para cada caminho cam tomar o minimo

das pertinéncias nos arcos.
No inicio do algoritmo ftcepace,, = 1 para todos os caminhos, pois ainda nao passou fluxo
algum.

e A pertinéncia de cada caminho é dada por: ficam = Min{teustounn s Heapaceam J-

e Colocar os caminhos em ordem decrescente de acordo com fie,. Em caso de empate,
usar o valor modal dos custos dos caminhos: escolher aquele com menor custo. Se ainda

empatar, assumir a ordem em que eles aparecem.

A seguir serd detalhado o Passo 3, que consiste em enviar fluxo utilizando os caminhos

ordenados no Passo 2.

e Verificar se existe oferta no né origem do melhor caminho, caso nao haja, ir para o

proximo melhor caminho com oferta.

e Encontrar a proxima pertinéncia diferente da do melhor caminho (serda denotada por

Hfluzo)- S€ Ufluze = 0 ou nao existir pertinéncia diferente, tem-se a seguinte opgao:

M fluzo = Heam »

ou seja, usar a propria pertinéncia do caminho.

Usando a opgao fifiugo = [eam POde-se evitar que o fluxo em algum arco do caminho

alcance o limitante superior.

e Enviar fluxo pelo primeiro caminho ordenado até que a pertinéncia minima nos arcos seja

Hfluzo-

— Para calcular o fluxo a ser enviado, primeiramente calcula-se o fluxo permitido em
cada arco do caminho, usando fif1,.,. A seguir, calcula-se, para cada arco do cami-
nho, a diferenca entre o fluxo permitido e o fluxo ja existente no arco e toma-se o

minimo das diferencas.

— Se foi usada a opcao fifiuze = flecam, €Nntao pode acontecer de ficam = [eapaceam €

portanto, em pelo menos um dos arcos, o fluxo permitido sera igual ao fluxo presente
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no arco, logo nao sera enviado fluxo algum. Neste caso, o fluxo a ser enviado é

ai' —ﬂu O(i.q
i { (id) X(m}y

recalculado:

(4,5)Ecam 2
sendo que @, ;) ¢ o limitante superior da capacidade fuzzy do arco (i, 7).
Assim, serd enviado uma certa quantidade de fluxo, a qual garante que em nenhum
arco do caminho cam, o fluxo alcancara o limitante superior, desde que ainda nao

estivesse nesta situacao.

e Se o fluxo a ser enviado ainda for nulo, utilizar o préximo melhor caminho para enviar

fluxo.

e Depois de enviar o fluxo, verifica-se a demanda. Se foi atendida, elimina-se os cami-
nhos correspondentes podendo ocasionar a sobra de somente um caminho, neste caso, as
pertinéncias dos arcos sao relaxadas até o limitante superior. O mesmo acontece quando

existem varios caminhos e somente no ultimo ha oferta no né origem.



Capitulo 5

Testes Computacionais

Neste capitulo serao apresentados os testes computacionais dos algoritmos propostos nas
Secoes 3.1 e 3.2 e no Capitulo 4. Esses algoritmos foram implementados em Matlab 7.0.1 e
executados em uma plataforma Intel Core 2 Duo, 2.53 GHz e 3 Gb de RAM.

Foram utilizados trés problemas de fluxo multiproduto fuzzy para testar os algoritmos. O
primeiro problema é dado por uma rede pequena contendo seis nés e nove arcos. O segundo
¢ dado por uma rede real, a rede Optica Européia COST239 [16], com onze nds e arcos com
duplo sentido, totalizando cinquenta arcos. O terceiro é dado por uma rede utilizada em [6]

contendo treze nds e trinta e um arcos.

5.1 Primeiro Método de Decomposicao (Custos Fuzzy)

Nesta secao serao resolvidos problemas de fluxo multiproduto fuzzy com incertezas somente
nos custos utilizando o algoritmo proposto na Secao 3.1.

Como solugao serao apresentados: o fluxo de cada produto nos arcos e o custo total (funcao
objetivo Z). O custo total é obtido pela multiplicacdo do custo pelo fluxo de cada produto em
cada arco (£ = ¢x). Também serdo apresentados os resultados dos problemas sem incertezas

utilizando a funcao linprog do MatLab.

5.1.1 Problema 1

O primeiro problema ¢é dado pela rede da Figura 5.1. Considerou-se dois produtos, p; e po,
ambos tém como origem os nés 1 e 2, e como destino os nés 4, 5 e 6. As ofertas e demandas
seguem na Tabela 5.1.

Por se tratar de um exemplo pequeno, os resultados serao expostos de forma detalhada.
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/’
p2 —— (2 >®—>pz

S / \ s

—~Q ©,

O—— @\—: .

p2
Figura 5.1: Grafo do Problema 1
produto p; produto po
no | oferta | demanda || oferta | demanda
1 1 0 1 0
2 2,5 0 2,5 0
3 0 0 0 0
4 0 1,5 0 1,5
5 0 1 0 1
6 0 1 0 1

Tabela 5.1: Oferta e Demanda - 6 nés

O custo de cada produto para percorrer cada arco e a capacidade de cada arco seguem na

Tabela 5.2.

arco (i,7) capacidade | custo de p; | custo de py
1 (1,2) 3 (2;1;1) (3;1;1)
2 (1,3) 1,5 (3;2;1) (5;3;1)
3 (2,3) 2 (3;3;2) (5;5;3)
4 (2,4) 2 (6;4;2) (9;6;3)
5 (2,5) 7 (5;1;1) (8;3;3)
6 (3,4) 3 (5;2;1) (7;5;3)
7 (4,6) 4 (2;1;1) (3;1;1)
8 (5,4) 4 (5;4;2) (8;6;3)
9 (5,6) 2 (3;1;1) (5;2;2)

Tabela 5.2: Custos e capacidades - 6 nds
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1. Decomposi¢ao:
O algoritmo efetuou 11 iteragoes em 0,1570s para obter a solucao étima

1

* X
X = 2
X

Le x% sao escritos como combinacoes convexas de pontos extremos:

sendo que x

1,0000] 0 0 0
0 1,0000 1,0000 1,0000

0 0 0 0
1,5000 0,5000 1,5000 0,5000
x!=1/2-(2,0000| +1/2- |2,0000] e x>=1/2-{1,0000| +1/2- |2,0000
0,0000 1,0000 1,0000 1,0000

0 0 1,0000 0

0 0 0 0
1,0000| 1,0000 0| 11,0000

Os fluxos dos produtos em cada arco, seguem na Tabela 5.3. O custo total foi

Z = (61,0000; 29,5000; 19,5000) .

arco (4,7) capacidade | fluxo de p; | fluxo de py | fluxo total

1 (1,2) 3 0,5000 0 0,5000
2 (1,3) 1,5 0,5000 1,0000 1,5000
3 (2,3) 2 0 0 0

4 (2,4) 2 1,0000 1,0000 2,0000
5 (2,5) 7 2,0000 1,5000 3,5000
6 (3,4) 3 0,5000 1,0000 1,5000
7 (4,6) 4 0 0,5000 0,5000
8 (5,4) 4 0 0 0

9 (5,6) 2 1,0000 0,5000 1,5000

Tabela 5.3: Fluxos dos produtos - Decomposicao

Observa-se que nos arcos 2 e 4 as capacidades permitidas foram atingidas. Neste caso,
se as capacidades forem aumentadas, entao o custo total para atender a mesma demanda

podera diminuir.

Os caminhos percorridos para atender a demanda e as quantidades dos produtos que

chegam nos respectivos destinos (recebimento) seguem na Tabela 5.4.
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origem | destino | produto | caminho | recebimento
1 4 D1 1—-2—-14 1,0000
1 4 D1 1—3—14 0,5000
2 5 D1 2—5 1,0000
2 6 D1 2—-5—6 1,0000
1 4 D2 1—3—14 1,0000
2 4 Do 2 —4 0,5000
2 5 D2 2—5 1,0000
2 6 D2 2—5—6 0,5000
2 6 D2 2—4—6 0,5000
Tabela 5.4: Caminhos percorridos - Decomposi¢ao
2. MatLab:

Para resolver o problema sem incertezas, ou seja, considerando os custos como nimeros

reais (custos crisp), utilizou-se o MatLab (funcdo linprog). Considerando o valor modal

do custo fuzzy, os fluxos dos produtos em cada arco, seguem na Tabela 5.5. O custo total

foi 61.

arco

~.

fluxo de p; | fluxo de py

fluxo total

—_

O 00 O O i W N

L O W NN DN - =
DD OO W W N .
N N e e e e e S | N

NN N N N N S S

0,2517
0,7483
0
0,7517
2,0000
0,7483
0
0
1,0000

0,2483
0,7517
0
1,2483
1,5000
0,7517
0,5000
0
0,5000

0,5000
1,5000
0
2,0000
3,5000
1,5000
0,5000
0
1,5000

Tabela 5.5: Fluxos dos produtos - MatLab

A Tabela 5.6 apresenta os caminhos percorridos para atender a demanda e as quantidades

dos produtos que chegam nos respectivos destinos (recebimento).

Observacao: O custo total do problema crisp, coincidiu com o valor modal do custo total

do problema fuzzy, que foi Z = (61;29,5;19,5). Entretanto, o fluxo étimo do problema crisp

encontrado pelo MatLab é diferente do fluxo 6timo do problema fuzzy encontrado pelo método

de decomposigao. (Tabelas 5.3 ¢ 5.5.)
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origem | destino | produto caminho recebimento
1 4 D 1—-2—4 0,7517
1 4 D1 1—3—4 0,7483
2 5 D1 2 —5 1,0000
2 6 P1 2—5—6 1,0000
1 4 D2 1—-2—14 1,2483
1 4 D2 1—3—14 0,2517
2 5 Do 2—5 1,0000
2 6 D2 2—5—6 0,5000
1 6 D2 1—-3—-4—-6 0,5000

Tabela 5.6: Caminhos percorridos - MatLab
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Considerando o vetor custo fuzzy dado na Tabela 5.2 e o fluxo 6timo do problema crisp

dado na Tabela 5.5, o custo total seria Z); = (61,0000;29,0034;19,2517). Comparando os dois

custos fuzzy, Zy e Z, através do critério de comparacao da Definigao 2.2.10, segue que Zj; ? Z.

Estas observagoes seguem na Tabela 5.7.

RESULTADOS - MATLAB RESULTADOS - DECOMPOSICAO
eroourol arco | G20 [ oot | mvmon”| o | [PR02UTo] avco| o0, [ Moo T mon” |~ Ao
1 | 02517 2 1 1 1 | 0,5000 2 1 1
2 | 07483 3 2 1 2 | 0,5000 3 2 1
3 - 3 3 2 3 - 3 3 2
4 | 07517 6 4 2 4 | 1,0000 6 4 2
P1 5 | 2,0000 5 1 1 P1 5 | 2,0000 5 1 1
6 | 07483 5 2 1 6 | 0,5000 5 2 1
7 - 2 1 1 7 - 2 1 1
8 - 5 4 2 8 - 5 4 2
9 | 1,0000 3 1 1 9 | 1,0000 3 1 1
CUSTO P1 24,0000 9,2517 6,2517 CUSTO P1 24,0000 9,5000 6,5000
1 | 0,2483 3 1 1 1 - 3 1 1
2 | 07517 5 3 1 2 | 1,0000 5 3 1
3 - 5 5 3 3 - 5 5 3
4 | 1,2483 9 6 3 4 | 1,0000 9 6 3
P2 5 | 1,5000 8 3 3 P2 5 | 1,5000 8 3 3
6 | 07517 7 5 3 6 | 1,0000 7 5 3
7 | o,5000 3 1 1 7 | o,5000 3 1 1
8 - 8 6 3 8 - 8 6 3
9 | 0,5000 5 2 2 9 | 0,5000 5 2 2
CUSTO P2 37,0000 19,7517 13,0000 CUSTO P2 37,0000 20,0000 13,0000
CUSTO TOTAL Zy | 61,0000 29,0034 19,2517 CUSTOTOTAL Z | 61,0000 29,5000 19,5000
PRIMEIRO CRITERIO DE COMPARAGAD Zu PRIMEIRO CRITERIO DE COMPARACAO Z

Tabela 5.7: MatLab e Decomposigao - Problema 1
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Os dados do problema 1 serao alterados para mostrar que o valor modal do custo total fuzzy
nem sempre coincide com o custo total crisp. Os novos dados para o problema 1 seguem nas

Tabelas 5.8 e 5.9.

produto p; produto po
no | oferta | demanda || oferta | demanda
1 100 0 100 0
2 250 0 250 0
3 0 0 0 0
4 0 150 0 150
5 0 100 0 100
6 0 100 0 100

Tabela 5.8: Alteragao - Oferta e Demanda

arco (,7) capacidade | custo de p; custo de py
T | (12 300 (50; 10; 500) | (200; 200; 10)
2 | (13) 200 | (400;10;200) | (400 10; 200)
31 (23) 200 (300; 20; 300) | (500; 30; 500)
4| (24) 200 (600; 400; 20) | (900; 600; 30)
5 (2,5) 700 (5005 10; 100) | (800; 30;300)
6 | (34) 300 (500; 10; 200) | (700; 30; 500)
7 (46) 400 | (200;10;100) | (300;10;100)
8 | (54) 400 (500; 20; 400) | (800; 30; 600)
9 | (56) 200 (300; 10; 100) | (500; 20; 200)

Tabela 5.9: Alteracao - Custos e capacidades

No arco (1,2), o custo fuzzy do produto 1 é maior que o custo fuzzy do produto 2:

€12

Gy = (50;10;500) = &}, = 1725

&, = (200;200;10) = &, =152,5

mas isto é invertido se for considerado somente o valor modal.

Para resolver o problema sem incertezas, considerando o valor modal dos custos fuzzy,
utilizou-se o MatLab (func@o linprog). O custo total foi 590000. O fluxo 6timo do problema
crisp encontrado pelo MatLab é diferente do fluxo 6timo do problema fuzzy encontrado pelo
método de decomposicao. Os fluxos 6timos e os resultados obtidos pela multiplicacao deles

pelo vetor custo fuzzy seguem na Tabela 5.10.
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RESULTADOS - MATLAB RESULTADOS - DECOMPOSICAO
FLUXO VALOR ESPALHAMENTO | ESPALHAMENTO FLUXO VALOR ESPALHAMENTO | ESPALHAMENTO
PRODUTO|( ARCO L R PRODUTO| ARCO . .
NO ARCO| MODAL A ESQUERDA A DIREITA NO ARCO| MODAL A ESQUERDA A DIREITA
1 100 50 10 500 1 0 50 10 500
2 0 400 10 200 2 100 400 10 200
3 0 300 20 300 3 0 300 20 300
4 150 600 400 20 4 50 600 400 20
P1 5 200 500 10 100/ P1 5 200 500 10 100
6 0 500 10 200 6 100 500 10 200
7 0 200 10 100 7 0 200 10 100
3 0 500 20 400 8 0 500 20 400
9 100 300 10 100 9 100 300 10 100
CUSTO P1 225000 64000 83000 CUSTO P1 250000 25000 71000
1 0 200 200 10 1 100 200 200 10
2 100 400 10 200 2 0 400 10 200
3 0 500 30 500 3 0 500 30 500
4 50 900 600 30 4 150 900 600 30
P2 5 200 800 30 300/ P2 5 200 800 30 300
6 100 700 30 500 6 0 700 30 500
7 0 300 10 100 7 0 300 10 100
3 0 800 30 600 8 0 800 30 600
9 100 500 20 200 9 100 500 20 200
CUSTO P2 365000 42000 151500 CUSTO P2 365000 118000 85500
CUSTO TOTAL Zy 590000 106000 234500 CUSTO TOTAL % 615000 143000 156500
PRIMEIRO CRITERIO DE COMPARACAO Zy PRIMEIRO CRITERIO DE COMPARACAO % -

Tabela 5.10: MatLab e Decomposicao - Problema 1 Alterado

Neste caso, observa-se que o valor modal do custo total obtido pelo método de decomposicao
(2 =103 (615;143;156,5)) é maior que o custo total obtido pelo MatLab (10 - 590). Multipli-
cando o fluxo encontrado pelo MatLab pelo custo fuzzy obtém-se Zy; = 10% - (590; 106; 234,5).
Pelo critério de comparacao

Zy = 622125 e Z = 618375,
portanto,
ZM ? Z.
Os resultados obtidos nos dois problemas mostram que o método de decomposi¢ao proposto

teve um otimo desempenho, pois considerou as incertezas nos custos para encontrar as solugoes

Otimas, as quais sao melhores que as encontradas pelo MatLab considerando o problema crisp.

5.1.2 Problema 2

O segundo problema é dado por uma rede real, chamada Rede ()ptica Européia COST239,
com onze nés e arcos com duplo sentido, totalizando cinquenta arcos. A Figura 5.2 ilustra esta

rede.
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COPENHAGUE

LONDRES

AMSTERDA BERLIM

VIENA

MILAO

Figura 5.2: Rede Optica Européia

Considerou-se dois produtos, p; e ps, com ofertas e demandas dadas na Tabela 5.11.

produto p; produto po
no | oferta | demanda || oferta | demanda
1 55,6 0 54 0
2 30 0 0 5
3 0 8,1 0 13
4 0 7 0 4
5 0 5 0 30,4
6 0 20 29,9 0
7 0 6,5 0 0
8 0 5 0 5
9 0 2 0 10
10 0 27 0 41,5
11 0 5 25 0

Tabela 5.11: Oferta e Demanda - 11 nés

As capacidades dos arcos foram retiradas de [16] e seguem na Tabela 5.12. Os arcos foram
considerados com duplo sentido, totalizando 50 arcos. A capacidade do arco (i,j) é igual a

capacidade do arco (j,1).
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ida/volta i ] capacidade
1/26 12 20
2/27 13 20
3/28 16 40
4/29 159 20
5/30 1< 10 30
6/31 23 20
7/32 25 10
8/33 2.9 10
9/34 34 2,5
10/35 35 10
11/36 338 2,5
12/37 15 2.5
13/38 16 10
14/39 458 2,5
15/40 411 2,5
16,41 5o 6 30
17/42 67 20
18/43 6 11 10
19/44 78 2,5
20/45 79 10
21/46 710 20
2247 7511 2.5
23/48 8+ 9 2,5
24/49 9. 10 10
25/50 10 < 11 10

Tabela 5.12: Dados da Rede COST239

Os custos fuzzy, valor modal e espalhamentos, para os produtos p; e py foram criados

arbitrariamente e seguem na Tabela 5.13.

Considerando o valor modal dos custos fuzzy o MatLab (funcao linprog) encontrou o fluxo
6timo do problema crisp que foi igual ao fluxo 6timo do problema fuzzy encontrado pelo método
de decomposicao. Isto significa que, neste caso, as incertezas nos custos nao influenciaram no
resultado do fluxo. A Tabela 5.13 apresenta, para cada produto, os fluxos 6timos em cada arco
e os custos totais obtidos através da multiplicacao do custo fuzzy pelo fluxo. Neste caso, Zy; e
Z sao exatamente iguais, no sentido de que os valores modais e os espalhamentos de z,; e Z sao
iguais.

O método de decomposigao efetuou 387 iteragoes em 51,6400s.
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arco RESULTADOS - MATLAB RESULTADOS - DECOMPOSICAO
PRODUTO IDAVOLTA | FBUXONOARCO | VALOR [ESPALHAMENTO[ESPALHAMENTO| | FLUXONO ARCO | VALOR |[ESPALHAMENTO[ESPALHAMENTO
IDA VOLTA MODAL A ESQUERDA A DIREITA IDA VOLTA MODAL A ESQUERDA A DIREITA
196 | = | - 210,0 20,0 200/ - | - 210,0 20,0 20,0
P | = | = 280,0 11.0 9.0 - [ - 280,0 11,0 9.0
3/28 | 286 - 490.0 27.0 6.0/ 28.6 | - 490.0 27.0 6.0
4/29 | 100 - 190,0 10,0 50,0/[ 10,0 | - 190,0 10,0 50,0
5/30 | 17.0| - 970.0 30,0 20,0/[17.0 - 970.0 30,0 20,0
6/31 | 13.1] - 320.0 6,0 7.0/[13.1] - 320.0 6,0 7.0
7/32 | 69 - 315.0 15.0 150/ 6.9 - 315.0 15,0 15.0
8/33 | 100 - 276,0 30,0 30,0/[ 10,0 | - 276,0 30,0 30,0
9/34 | 25| - 157.0 17.0, __196,0/[ 2.5 157.0 17,0, __196,0
10/35 | - | - 245,0 18.0 2.0 -~ [ - 245.0 18,0 22.0
11/36 | 2,5] - 233,0 18,0 220/ 2,5] - 233,0 18,0 22.0
12/37 ] - 19| 910 9.0 12.0| - 19| 910 9.0 11,0
P1 [13/38] - | 2.6] 1400 30,0 20,0/ - | 2.6] 1400 30,0 20,0
14/39 | - | - 3300 20,0 5.0 - | - 3300 20,0 5,0
15/40 | - | - 240,0 30,0 300 - | - 240,0 30,0 30,0
16/41| - | - 160,0 50,0 300/ - | - 160,0 50,0 30,0
17/42 | 10| - 284.0 20,0 30,0/ 1,0] - 284.0 20,0 30,0
18/43 | 5.0 - 267.0 12.0 18.0|| 5.0 - 267.0 12.0 18.0
19/44 | - | - 342.0 12.0 130l - | - 3420 12,0 13.0
20/45| - | 55| 213.0 10,0 20,0/ - [ 55| 2130 10,0 20,0
21/46 | - | - 156,0 12.0 8ol - | - 156.0 12.0 8.0
22/47] - | - 270,0 22.0 180 - | - 270,0 22.0 18.0
23/48 | - | 2,5| 247.0 7.0 80| - | 25| 247.0 7.0 8.0
24/49 | 10,0 | - 142.0 12.0 18.0|[ 10,0 | - 142.0 12.0 18.0
558 - | .- 2100 60,0 1200/ - | - 210,0 60.0] 1200
CUSTO P1 47869,4] 23194 25547 47869,4] 2319,4] 25547
1/26 [11,1] - 300,0 10,0 10,0111 - 300,0 10,0 10,0
2/27 | 200 - 270,0 5.5 4.5/ 20,0 | - 270,0 5,5 4.5
3/28 | 04 - 310.0 13.5 3.0/ 0.4] - 310.0 13,5 3.0
4/29 | 10,0] - 255.0 5.0 25.0/[10,0 | - 255,0 5,0 25.0
5/30 | 12,5 - 950.0 15.0 10,0|[ 12,5 | - 950,0 15,0 10,0
6/31 | 30| - 55,0 3.0 35| 30| = 55,0 3.0 a5
7/32 | 31 - 260,0 7.5 75| 3.1] - 260,0 7.5 7.5
8/33 | - | - 266,0 15,0 150/ - | - 266,0 15,0 15,0
9/34 | - | - 257,0 8.5 9go| - | - 257.0 8.5 98.0
10/35 | 10,0 | - 88.0 9.0 11.0|[ 10,0 | - 88.0 9.0 11,0
11/36 | - | - 2430 9.0 10l - | - 2430 9.0 110
12/37| 25| - 131,0 4.5 55| 75 = 1310 4.5 5,5
P2 [13/38]| - | 65| 1200 15,0 100 - | 65| 1200 15,0 10,0
14/39 | 25| - 3100 10,0 2.5/ 2.5 - 3100 10,0 55
15/40 | - | 25| 2500 15.0 150 - | 2.5] 2500 15.0 15.0
16/41| - | 14,8| 5600 25.0 150 - | 14.8| 560,0 25,0 15.0
17/42 | 19,0 | - 274.0 10,0 15.0|[ 19,0 | - 274.0 10,0 15.0
18/43 | - | 10,0| 247.0 6,0 9.0 - |10,0] 247.0 6,0 9.0
19/44 | 25| - 352.0 6,0 6.5/ 2.5] - 352.0 6,0 6.5
20/45 | - | - 195,0 5,0 00/ - | - 195.0 5,0 10,0
21/46 | 19,0 | - 156,0 6,0 4.0/ 19,0 - 156,0 6,0 4.0
22/47| - | 25| 272.0 11.0 9.0 - | 25| 272.0 11,0 9.0
23/48 | - | - 247.0 3.5 a0l - | - 247.0 3.5 4.0
24/a9 | - | - 152.0 6,0 90/ - | - 152.0 6,0 9.0
25/50| - | 10,0 150.0 30,0 60,0 - [10,0] 150.0 30,0 60.0
CUSTO P2 49625,5] 1833,0] 21552 4962555 1833,9] 21552
CUSTOTOTAL __ 7w |97494,9] 41533 4709,9 7|97494,9] 41533 47099
PRIMEIRO CRITERIO DE COMPARACAO  Zy m z m

Tabela 5.13: MatLab e Decomposi¢ao - Problema 2
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ARCO RESULTADOS - MATLAB RESULTADOS - DECOMPOSICAO
PRODUT IDANVOLTA |_FLUXO NO ARCO VALOR |ESPALHAMENTO|ESPALHAMENTO|| FLUXO NO ARCO VALOR |ESPALHAMENTO|ESPALHAMENTO
IDA VOLTA MODAL A ESQUERDA A DIREITA IDA VOLTA MODAL A ESQUERDA A DIREITA
1/26 & - 210,0 20,0 20,0l - = 210,0 20,0 20,0
2/27 5 g 280,0 11,0 90|/l 06| - 280,0 11,0 9,0
3/28 [ 28,6] - 490,0 27,0 6,0/ 280 - 490,0 27,0 6,0
4/29 1100 - 190,0 10,0 50,0/ 10,0 | - 190,0 10,0 50,0
5/30 | 17,0| - 970,0 30,0 20,0/ 170] - 970,0 30,0 20,0
6/31 1 13,1 | - 320,0 6,0 207,0(| 12,5 | - 320,0 6,0 207,0
7/32 69| - 315,0 15,0 150 7,5| - 315,0 15,0 15,0
8/33 [10,0] - 276,0 30,0 30,0([ 10,0| - 276,0 30,0 30,0
9/34 2,5 - 157,0 17,0 196,0 2,5 - 157,0 17,0 196,0
10/35| - 5 245,0 18,0 22,0l - a 245,0 18,0 22,0
11/36| 2,5| - 233,0 18,0 220l 25| - 233,0 18,0 22,0
12/37 | - 1,9 91,0 9,0 11,0 - 255 91,0 9,0 11,0
P1 13/38 | - 2,6 140,0 30,0 20,01 - 2,0 140,0 30,0 20,0
14/39 | - - 330,0 20,0 5,0 - - 330,0 20,0 5,0
15/40 | - 5 240,0 30,0 30,0 - = 240,0 30,0 30,0
16/41 | - = 160,0 50,0 30,0l - B 160,0 50,0 30,0
17/42 10 - 284,0 20,0 30,0 10| - 284,0 20,0 30,0
18/43 50| - 267,0 12,0 18,0f| 50| - 267,0 12,0 18,0
19/44 | - - 342,0 12,0 13,0 - - 342,0 12,0 13,0
20/45| - 5,5 2130 10,0 20,01 - 5,5 2130 10,0 20,0
21/46 | - & 156,0 12,0 8,0/l - = 156,0 12,0 8,0
22/47 | - 2 270,0 22,0 18,0 - = 270,0 22,0 18,0
23/48 | - 2,5 247,0 7,0 80| - 2,5 247,0 7,0 8,0
24/49 | 10,0 - 142,0 12,0 18,0{] 100 | - 142,0 12,0 18,0
25/50 | - > 210,0 60,0 120,0) - - 210,0 60,0 120,0
CUSTO P1 47869,4 23194 5174,7 47711,0 2302,6 5055,9
1/26 [ 11,1 - 300,0 210,0 10,0{| 15,0 | - 300,0 210,0 10,0
2/27 120,0]| - 270,0 5,5 204,5(| 155| - 270,0 5,5 204,5
3/28 04| - 310,0 13,5 30/l 10| - 310,0 13,5 3,0
4/29 | 10,0 - 255,0 5,0 25,0/{ 10,0 | - 255,0 5,0 25,0
5/30 125 - 950,0 15,0 10,0f| 12,5| - 950,0 15,0 10,0
6/31 30| - 55,0 203,0 35|l 75| - 55,0 203,0 3,5
7/32 31| - 260,0 7,5 7,5 Pl - 260,0 7,5 7,5
8/33 = 2 266,0 15,0 15,0 - = 266,0 15,0 15,0
9/34 - - 257,0 8,5 98,0 - - 257,0 8,5 98,0
10/35] 100 - 88,0 9,0 11,0 10,0 | - 88,0 9,0 11,0
11/36 | - - 243,0 9,0 11,0 - . 243,0 9,0 11,0
12/37 255 = 131,0 4,5 5,5 25| - 131,0 4,5 5,5
P2 13/38| - 6,5 120,0 15,0 10,0 - 6,5 120,0 15,0 10,0
14/39| 25| - 310,0 10,0 2,5 2.5 = 310,0 10,0 2,5
15/40| - 2,5 250,0 15,0 15,0 - 2,5 250,0 15,0 15,0
16/41 | - 14,8 560,0 25,0 15,0 - 15,4 560,0 25,0 15,0
17/42 19,0 | - 274,0 10,0 15,0 19,0 | - 274,0 10,0 15,0
18/43 | - 10,0 247,0 6,0 9,0l - 10,0 247,0 6,0 9,0
19/44 | 25| - 352,0 6,0 6,5 2.5 = 352,0 6,0 6,5
20/45 - - 195,0 5,0 10,0) - - 195,0 5,0 10,0
21/46 1 19,0 | - 156,0 6,0 4,0/ 190 ] - 156,0 6,0 4,0
22/47 | - 2,5 272,0 11,0 9,0|| - 2,5 272,0 11,0 9,0
23/48 | - 5 247,0 3,5 4,01 - 5 247,0 3,5 4,0
24/49 | - 2 152,0 6,0 9,0l - = 152,0 6,0 9,0
25/50] - 10,0 150,0 30,0 60,0|[ - 10,0 150,0 30,0 60,0
CUSTO P2 49625,5 4653,9 6155,2 50194,0 6380,3 5296,0
CUSTO TOTAL Zy 197494,9 6973,3| 11329,9 Z 197905,0 8682,9| 103519
PRIMEIRO CRITERIO DE COMPARACAO  Zy z m

Tabela 5.14: MatLab e Decomposi¢ao - Problema 2 Alterado



76 CAPITULO 5. TESTES COMPUTACIONAIS

Alterando os espalhamentos dos custos em alguns arcos os resultados obtidos pelo método
de decomposicao mudaram. Para o produto 1 acrescentou-se 200 ao espalhamento a direita nos
arcos 6/31 e para o produto 2 acrescentou-se 200 ao espalhamento a direita nos arcos 2/27 e
a esquerda nos arcos 1/26 e 6/31. Estas alteragoes seguem destacadas em vermelho na Tabela
5.14. Como nao foi alterado nenhum valor modal, os fluxos 6timos nos arcos obtidos pelo
MatLab continuam os mesmos, enquanto que, pelo método de decomposicao foram bastante
alterados. Destacados em amarelo na tabela, observa-se que para os dois produtos os fluxos
nos arcos sofreram alteracoes significativas. Refazendo os calculos comparativos, como 2 < ZuM,
fica demonstrado que o método proposto tem um 6timo desempenho, pois alterou os fluxos
considerando apenas as alteracoes nos espalhamentos, encontrando uma solugao melhor que a

anterior e melhor que a obtida pelo MatLab considerando o problema crisp.

5.1.3 Problema 3

O terceiro problema ¢ dado por uma rede utilizada em [6] contendo treze nés e trinta e um

arcos. A Figura 5.3 ilustra esta rede.

Figura 5.3: Grafo do Problema 3
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Considerou-se dois produtos, p; e py, com ofertas e demandas dadas na Tabela 5.15.

produto p; produto pso

no | oferta | demanda || oferta | demanda
1 100 0 100 0
2 80 0 100 0
3 0 0 0 0
4 70 0 70 0
5 0 0 0 0
6 0 0 0 0
7 0 20 0 40
8 0 20 0 10
9 0 20 0 30
10 0 20 0 20
11 0 0 0 10
12 0 30 0 70
13 0 140 0 90

Tabela 5.15: Oferta e Demanda - 13 nds

Os custos para os produtos e as capacidades dos arcos foram retiradas de [6]. Os custos
fuzzy trapezoidais dados em [6] foram adaptados para nimeros fuzzy triangulares da seguinte
forma:

- - my + Mg
¢=(my—a;my;meyme+ ) = &= (ml—a;T

;mz—i‘ﬁ)

mi+ meo , .
! 2 ¢ o valor modal e mso + (6 é o limitante

sendo que m; — a é o limitante inferior,
superior.
Por exemplo,

&= (20;30;37;45) = &= (20;33,5;45).

Escrevendo na forma (m;a; 3),

&= (33,5 13,5, 11,5).

O custo de py é 90% do custo de p;. As capacidades dos arcos e os custos fuzzy, valor modal
e espalhamentos, para os produtos seguem na Tabela 5.16, bem como os resultados obtidos pelo
método de decomposicao e a comparagao feita com a solucao do problema crisp encontrada
pelo MatLab (funcao linprog).

O método de decomposicao efetuou 81 iteracoes em 9,3750s.
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ARCO RESULTADOS - MATLAB RESULTADOS - DECOMPOSICAO
PRODUTO = = A FLUXO VALOR ESPALHAMENTO|ESPALH. ] FLUXO VALOR ESPALHAMENTO| ESPALHAMENTO

N* ‘ 1 ’-’ ) AR NO ARCO MODAL A ESQUERDA A DIREITA NO ARCO MODAL A ESQUERDA A DIREITA
1 (1.3) 75 75.0 33,5 13,5 11,5|| 75.0 33,5 13,5 11,5
2 (1.4) 45 6.0 34,0 4,0 8.0/ 6.0 34,0 4,0 8.0
3 (1,5) 93 = 76,5 10,5 12,5| - 76,5 10,5 12,5
4 (1.6) a7 19,0 35,5 7.5 9,5/ 19,0 35,5 7.5 9,5
5 (2.3) 42 2 58,0 11,0 5.0 - 58,0 11,0 5.0
6 (2.4) 85 80,0 18,0 12,0 7.0/ 80,0 18,0 12,0 7.0
7 (2.5) 53 - 106,5 7.5 5.5 - 106,5 7.5 5,5
8 (2.6) 20 - 59,0 1,0 6.0 - 59,0 1,0 6.0
9 (3.7 67 41,0 53,5 11,5 10,5|| 41,0 53,5 11,5 10,5
10 | (3.8) 84 32,0 60,0 8,0 7.0/ 32,0 60,0 8,0 7.0
11 | (3.9) 2 2,0 39,0 6.0 80| 2.0 39,0 6.0 8.0
12 | (4.7) 68 9.0 54,5 11,5 9,5/ 9.0 54,5 11,5 9,5
13 | (4.8) 38 38,0 34,0 11,0 6.0[| 38,0 34,0 11,0 6.0
14 [ (4,9) 83 18,0 62,0 4,0 18,0/ 18,0 62,0 4,0 18,0
15 [ {4.10) 50 20,0 80,5 4,5 7.5|| 20,0 80,5 4,5 7.5
P1 16 | (4,11) 71 71,0 60.5 7.5 7.5/ 71.0 60,5 7.5 7.5
17 | (5.7) 43 - 75.0 11,0 9,0/ - 75.0 11,0 9,0
18 | (5.9) 30 - 31,5 10,5 7.5 - 31,5 10,5 7.5
19 | (6.8) 19 19,0 43,0 5.0 9,0/ 19.0 43,0 5,0 9.0
20 [ (6.10) 19 - 88,0 10,0 11,0| - 88,0 10,0 11,0
21 | (6.11) 68 - 72,5 4,5 85| - 72,5 4,5 8,5
22 [ (7.42) 30 30,0 51,5 5.5 10,5|| 30,0 51,5 5,5 10,5
23 | (7,13) 54 : 67.5 10,5 45| - 67.5 10,5 4,5
24 | (8,12) 15 i 80,0 1,0 11,0/ - 80,0 1,0 11,0
25 | (8.13) 70 69,0 10,5 4,5 6.5|| 69.0 10,5 4,5 6.5
26 | (9.12) 38 - 64,0 4,0 5.0[ - 64.0 4,0 5,0
27 [ (9.13) 86 - 11,5 6.5 13,5| - 11,5 6.5 13,5
28 [(10.12) 85 - 52,5 10,5 11,5| - 52,5 10,5 11,5
29 [(10.13) 59 - 36.0 6.0 40| - 36,0 6.0 4,0
30 [(11,12) 50 = 91,5 4,5 2.5 - 91,5 4,5 2,5
31 [(11,13) 90 71.0 6.5 4,5 13,5|| 71.0 6.5 4,5 13,5
CUSTO P1 21374,5| 4984,5] 5534,5 21374,5| 4984,5| 55345
1 (1.3) 75 - 30,2 12,2 104 - 30,2 12,9 10,4
2 (1.4) 45 39,0 30,6 3,6 7.2|| 39.0 30,6 3,6 7.2
3 (1,5) 93 33,0 68.9 9,5 11,3|| 33.0 68.9 9,5 11,3
4 (1.6) 47 28,0 32,0 6.8 8,6/ 28,0 32,0 6.8 8,6
5 (2.3) 42 42,0 52,2 9,9 45| 42,0 52,2 9,9 4,5
6 (2.4) 85 5,0 16,2 10,8 6.3 5,0 16,2 10,8 6.3
7 (2.5) 53 33,0 95,9 6.8 5.0[| 33,0 95,9 6.8 5,0
8 (2.6) 20 20,0 53,1 0.9 5.4|| 20,0 53,1 0,9 5.4
9 (3.7 67 16,0 48,2 10.4 9,5/ 16.0 48,2 10,4 9,5
10 | (3.8) 84 26,0 54,0 7.2 6.3|| 26.0 54,0 7.2 6.3
11 [ (3.9) 2 i 351 5.4 72| - 35,1 5.4 7.2
12 [ (4.7) 68 19,0 491 10,4 8.6/ 19,0 49,1 10,4 8,6
13 [ (4.8) 38 - 30,6 9,9 5.4 - 30,6 9,9 5.4
14 [ (4.9) 83 65,0 55,8 3,6 16,2|| 65,0 55,8 3,6 16,2
15 [ (4.10) 50 30,0 72,5 4,1 6.8/ 30,0 72,5 4,1 6.8
P2 16 [ (4.11) 71 - 54,5 6.8 68| - 54,5 6.8 6.8
17 [ (5.7) 43 36,0 67.5 9,9 8.1|| 36.0 67.5 9,9 8,1
18 [ (5.9) 30 30,0 28.4 9,5 6.8/ 30,0 28,4 9,5 6.8
19 [ (6.8) 19 - 38,7 4,5 81| - 38,7 4,5 8.1
20 [ (6.10) 19 19,0 79.2 9,0 9,9/ _19.0 79.2 9,0 9,9
21 [ (6.11) 68 29,0 65,3 4,1 7.7|| _29.0 65,3 4,1 7.7
22 [(7.42) 30 - 46,4 5.0 9,5/ - 46,4 5,0 9,5
23 [ (7.13) 54 31,0 60.8 9,5 41| 31,0 60,8 9,5 4,1
24 [ (8,12) 15 15,0 72.0 0.9 99| 15,0 72,0 0,9 9,9
25 [ (8.13) 70 1,0 9,5 a1 5.9 1,0 9,5 41 5,9
26 [ (9.12) 33 26,0 57.6 3,6 45| 26,0 57,6 3,6 4,5
27 [ (9.13) 86 39,0 10,4 5.9 12,2|| 39,0 10,4 5,9 12,2
28 [(10.12) 85 29,0 47,3 9,5 10,4|| 29,0 47,3 9,5 10,4
29 [(10.13) 59 - 32,4 5.4 36| - 32,4 5,4 3,6
30 [(11.42) 50 - 82,4 4,1 23| - 82,4 41 2.3

31 [(11,13) 90 19.0 5.9 4,1 ; 19.0 5.9 41 i

CUSTO P2 32798,3] 4168,4 32798,3] 41684
CUSTO TOTAL 54172,8] 9152,9 54172,8] 9152,9
PRIMEIRO CRITERIO DE COMPARACAO Zy z

Tabela 5.16: MatLab e Decomposi¢ao - Problema 3
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ARCO RESULTADOS - MATLAB RESULTADOS - DECOMPOSICAO
PRODUTO = ¥ FLUXO VALOR ESPALHAMENTO|ESPALH. FLUXO VALOR ESPALHAMENTO| ESPALHAMENTO
N* ( 1 ’-’ ) CAPACIDADE NO ARCO MODAL A ESQUERDA A DIREITA NO ARCO MODAL A ESQUERDA A DIREITA
1 (1.3) 75 75.0 33,5 13,5 111,5|] 24,0 33,5 13,5 111,5
2 (1.4) 45 6,0 34,0 104,0 8,0|| 45,0 34,0 104,0 8,0
3 (1.5) 93 - 76.5 10,5 12,5 g 76,5 10,5 12,5
4 (1.6 47 19.0 35,5 7.5 9,5|| 31,0 35,5 7.5 9,5
5 (2.3) 42 2 58,0 11,0 50/ - 58,0 11,0 5,0
6 (2.4) 85 80,0 18,0 12,0 7.0|| 80,0 18.0 12,0 7.0
7 (2.5) 53 = 106,5 7.5 5,5 g 106,5 7.5 5,5
8 (2.6 20 - 59,0 1,0 6,0/ - 59,0 1,0 6,0
9 (3.7) 67 41,0 53,5 11,5 10,5|| 22,0 53,5 11,5 10,5
10 [ (3.8) 84 32,0 60,0 8,0 70| - 60,0 8,0 7.0
11 [ (3.9) 2 2.0 39,0 6.0 8,0 2.0 39,0 6.0 8,0
12 | (47) 68 9,0 54,5 11,5 9,5|| 28,0 54,5 11,5 9,5
13 [ (4.8) 38 38,0 34,0 11,0 6,0/l 38,0 34,0 11,0 6,0
14 [ (49) 83 18,0 62,0 4,0 18,0|| 38,0 62,0 4,0 18,0
15 [ (4.10) 50 20,0 80,5 4,5 7.5|| 20,0 80,5 4,5 7.5
P1 16 | (4.11) 71 71,0 60,5 7.5 7.5/ 71,0 60,5 7.5 7.5
17 | (5.7) 43 - 75.0 11,0 9,0/ - 75,0 11,0 9,0
18 [ (5.9) 30 - 31,5 10,5 7,5 = 31,5 10,5 7.5
19 [ (6.8) 19 19,0 43,0 5.0 9,0 19,0 43,0 5.0 9,0
20 [ (6.10) 19 = 88,0 10,0 11,0/ - 88,0 10,0 11,0
21 [ (6.11) 68 s 72,5 4,5 8,5|| 12,0 72,5 4,5 8,5
22 [ (7.12) 30 30,0 51,5 5,5 10,5|| 30,0 51,5 5,5 10,5
23 | (7,13) 54 2 67,5 10,5 4,5 z 67.5 10,5 4,5
24 | (8.12) 15 . 80,0 1,0 11,0/ - 80,0 1,0 11,0
25 [ (8.13) 70 69,0 10,5 4,5 6,5/ 37.0 10,5 4,5 6,5
26 [ (9.12) 38 - 64,0 4,0 5,0 - 64,0 4,0 5.0
27 [ (9.13) 86 - 11,5 6,5 13,5|| 20,0 11,5 6,5 13,5
28 [(10.,12) 85 = 52,5 10,5 11,5 - 52,5 10,5 11,5
29 [(10.13) 59 > 36,0 6.0 40| - 36,0 6.0 4,0
30 [(11.12) 50 = 91,5 4,5 2,5 E 91,5 4,5 2,5
31 [(11.13) 20 71,0 6,5 4,5 13,5/ 83.0 6.5 45 13,5
CUSTO P1 21374,5] 5584,5| 13034,5 21599,0] 8960,0] 8217,0
1 (1.3) 75 5 30,2 12,2 100,4|| 51,0 30,2 12,2 100,4
2 (1.4) 45 39,0 30,6 93,6 7.2 - 30,6 93,6 77
3 (1.5) 93 33,0 63,9 9,5 11,3|| 33,0 68,9 9,5 11,3
4 (1.6) 47 28,0 32,0 6,8 8,6/ 16,0 32,0 6.8 8,6
5 (2.3) 42 42,0 52,2 9,9 45| 42,0 52,2 9,9 4,5
6 (2.4) 85 5,0 16,2 10,8 6.3 5,0 16,2 10,8 6.3
7 (2.5) 53 33,0 95,9 6.8 5,0/ 33,0 95,9 6.8 5,0
8 (2.6 20 20,0 53,1 0,9 54|l 20,0 53,1 0,9 5.4
9 (3.7) 67 16,0 48,2 10,4 9,5|| 35,0 48,2 10,4 9,5
10 [ (3.8) 34 26,0 54,0 72 6.3|| 58,0 54,0 7.2 6,3
11 [ (3.9) 2 . 35,1 5.4 7.2 = 35,1 5.4 7.9
12 [ (47) 63 19,0 491 10,4 86| - 49,1 10,4 8,6
13 [ (4.8) 38 - 30,6 9,9 54| - 30,6 9.9 5.4
14 [ (4.9) 83 65,0 55,8 3,6 16,2|| 45,0 55,8 3,6 16,2
15 [ (4.10) 50 30,0 72,5 4,1 6.8/l 30,0 72,5 41 6,8
P2 16 | (4.11) 71 - 54,5 6.8 6.8 - 54,5 6.8 6.8
17 [ (57) 43 36,0 67,5 9,9 8,1|| 36,0 67,5 9,9 38,1
18 [ (5.9) 30 30,0 28,4 9,5 6.8/l 30,0 28,4 9,5 6.8
19 [ (6.8) 19 - 38,7 4,5 8,1 - 38,7 4,5 8,1
20 [ (6.10) 19 19,0 79.2 9,0 9,9|| 19,0 79,2 9,0 9,9
21 [(6.11) 68 29,0 65,3 4,1 7.7l 17,0 65,3 4,1 7
22 [(7.12) 30 - 46,4 5.0 9,5 . 46,4 5.0 9,5
23 [(7.13) 54 31,0 60,8 9,5 41| 31,0 60,8 9,5 4,1
24 | (8,12) 15 15,0 72,0 0,9 9,9|| 15,0 72,0 0,9 9,9
25 [ (8,13) 70 1,0 9,5 4,1 59| 33.0 9,5 4,1 5,9
26 [(9.12) 38 26,0 57,6 3,6 45| 26,0 57.6 3,6 4,5
27 [ (9.13) 86 39,0 10,4 5.9 12,2|[ 19,0 10,4 5.9 12,2
28 [(10.12) 85 29,0 47,3 9,5 10,4/ 29,0 47,3 9,5 10,4
29 [(10.13) 59 - 32,4 5.4 36| - 32,4 5.4 3,6
30 [(11.12) 50 - 82,4 4,1 2.3 5 82,4 41 2.3
31 [(12.13) 90 19,0 5,9 4,1 ; 7.0 5.9 4.1 12,2
CUSTO P2 32798, 7678, 32596, 4640, 9757,8
CUSTO TOTAL 54172,7| 13262,8 54195,2| 13600,4| 17974,3
PRIMEIRO CRITERIO DE COMPARACAO Zy z

Tabela 5.17: MatLab e Decomposi¢ao - Problema 3 Alterado
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Observa-se na Tabela 5.16 que a solugao 6tima do problema fuzzy encontrada pelo método
de decomposicao é igual a solucao do problema crisp. Aumentando os espalhamentos somente
nos dois primeiros arcos, destacados em vermelho na Tabela 5.17, o método de decomposicao
encontrou uma solucao diferente. Os fluxos alterados seguem destacados em amarelo, observa-
se que além de alterar as quantidades de produtos, foram alterados os caminhos percorridos.
Por exemplo, no n6é 1 a oferta do produto 2 era distribuida pelos arcos 2, 3 e 4, agora é
distribuida pelos arcos 1, 3 e 4. Pelo critério de comparagao segue que 27 Zy, portanto, o
método de decomposicao encontrou uma solucao melhor que a anterior e melhor que a obtida

pelo MatLab considerando o problema crisp.

5.2 Segundo Método de Decomposicao (Custos e Ca-
pacidades Fuzzy)

Nesta se¢ao serao resolvidos trés problemas de fluxo multiproduto fuzzy com incertezas nos
custos e nas capacidades utilizando o algoritmo proposto na Secao 3.2.
Como solugao serao apresentados: o fluxo de cada produto nos arcos, o custo total (fungao

objetivo Z) e as pertinéncias nos arcos.

5.2.1 Problema 1

Considere o problema dado na Secao 5.1.1. O custo total para atender a demanda foi

Z = (61,0;29,5;19,5) e os fluxos dos produtos nos arcos seguem na Tabela 5.18.

arco (1,7) capacidade | fluxo de p; | fluxo de py | fluxo total

1| (12) 3 0,5000 0 0,5000
2 (1,3) 1,5 0,5000 1,0000 1,5000
3 (2,3) 2 0 0 0

4 (2,4) 2 1,0000 1,0000 2,0000
5) (2,5) 7 2,0000 1,5000 3,5000
6 (3,4) 3 0,5000 1,0000 1,5000
7 (4,6) 4 0 0,5000 0,5000
8 (5,4) 4 0 0 0

9 (5,6) 2 1,0000 0,5000 1,5000

Tabela 5.18: Fluxos dos produtos - Capacidade no modal

Observa-se na Tabela 5.18 que os fluxos totais percorridos nos arcos 2 e 4 atingiram a
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capacidade permitida. Relaxando as capacidades dos arcos, ou seja, permitindo passar um
pouco mais de produtos nos arcos “melhores”, o custo total para atender a mesma demanda
pode diminuir. As capacidades crisp dadas na Tabela 5.18 serao transformadas em ntmeros
fuzzy trapezoidais do tipo (0;0;ms;me + ), sendo que my denota o extremo superior do
intervalo modal e ms + 3 o limitante superior. Os limitantes superiores seguem na Tabela 5.19.

Considerando a capacidade no limitante superior e utilizando o primeiro método proposto
(Secao 3.1), o custo total para atender a mesma demanda foi Z, = (60,5;34,0;20,5). Os fluxos

dos produtos em cada arco seguem na Tabela 5.19.

arco (4,7) lim. sup. | fluxo de p; | fluxo de py | fluxo total
1| (1.2) 1 1 0 1
2 | (13 2,5 0 1 1
3 | (23 3 0 0 0
4] (24) 4 2.5 1,5 4
5 (2,5) 8 1 1 2
6 | (34) 4 0 1 1
7| (4,6) 6 1 1 p
8 | (54) 5 0 0 0
9 | (506) 3 0 0 0

Tabela 5.19: Fluxos dos produtos - Capacidade no Lim. Superior

Observa-se que no quarto arco foi utilizado todo o espalhamento, logo a pertinéncia neste
arco é 0, enquanto que nos outros é 1, pois nao utilizaram os espalhamentos.

Comparando os custos fuzzy Z; e Z:
Z = (61,0;29,5;19,5) = 2z =585 e Zy = (60,5;34,0;20,5) = Z, = 57,125
21 ? 20 -

Portanto, quando a funcao objetivo alcanca o melhor valor possivel a menor pertinéncia nos
arcos € 0, para esta solugao. Neste valor, a pertinéncia da funcao objetivo é definida como 1.

O segundo método proposto (Secao 3.2) efetuou 4 iteragdes em 0,312s para encontrar a
solucao que satisfaz, com o maior grau de pertinéncia, simultaneamente a fungao objetivo Z e
as restri¢oes de capacidade dos arcos. Seguem, na Tabela 5.20, os fluxos dos produtos, o custo
total para atender a demanda e as pertinéncias nos arcos para a solucao obtida.

A pertinéncia de Z e v sao iguais a 0,7391. A Figura 5.4 ilustra o comportamento de v, o da

pertinéncia de Z e os comportamentos das pertinéncias das restricoes de capacidade dos arcos.
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No eixo das abcissas estao as iteragoes, sendo que zero significa a inicializacao do algoritmo.

Como era esperado, em todas as iteracoes, 7 é menor ou igual as pertinéncias.

ARCO CAPACIDADE FLUXO ¥ CUSTO FUZZY CUSTO FUZZY
PERTINENCIA
N° (i,j) | MODAL |SUPERIOR| P1 P2 TOTAL P1 P2
1 (1,2) | 3,0 4,0 | 0,239 - 0,239 11,0000 20 10 100 30 1,0 1,0
2 (1,3) 1,5 25 |0761| 1000| 1,761| 0,7391| 3,0 20 1,00 50 30 1,0
3 (2,3) 2,0 3,0 - - . 1,0000| 30 30 20 50 50 30
4 | (28) | 20 4,0 | 1,022| 1,500| 2,522| 0,7391| 60 40 204 90 60 30
5 (2,5) | 7,0 80 | 1,717| 1,000| 2,727| 10000| 50 1,0 10 80 30 3,0
6 | (34) | 3,0 40 | 0,761| 1000]| 1,761| 1,0000| 50 20 10/ 70 50 30
7 (46) | 4,0 6,0 | 0,283| 1,000| 1,283| 11,0000 20 10 10/ 30 10 1,0
8 | (54) | 40 5,0 - - - 1,0000| 50 40 20/ 80 60 30
9 | (56) | 20 3,0 | 0,717 . 0,717| 10000| 30 10 1,0 50 20 20
CUSTO P1 24,000 10,087 6,522
CUSTO P2 36,500 21,000 12,500
CUSTO TOTAL 60,500 31,087 19,022
PRIMEIRO CRITERIO DE COMPARAGAO 57,484

Tabela 5.20: Resultados obtidos - Problema 1

= FUNCAO OBJETIVO

" ARCO(1,2)

0,9 - HARCO(1,3)

mARCO(2,3)

= ARCO (2,4)

ARCO (2,5)

ARCO (3,4)

ARCO (4,6)

: : - \
0 1 2 3 a ARCO (5,4)

ARCO (5,6)

Figura 5.4: Funcoes de Pertinéncia e Gama - Problema 1

5.2.2 Problema 2

Considere o problema dado na Secao 5.1.2. As capacidades crisp, dadas na Tabela 5.12
foram relaxadas, ou seja, transformadas em nimeros fuzzy trapezoidais do tipo (0;0; ma;me +

B). Os valores modais (my) e os limitantes superiores (ms + /) seguem na Tabela 5.21.
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ARCO CAPACIDADE FLUXO o CUSTO FUZZY CUSTO FUZZY
PERTINENCIA
N® (i ,j ) MODAL | SUPERIOR P1 P2 TOTAL P1 P2

1 (1,2) | 20,0 23,0 - 13,47 | 13,47 1,0000 | 210,0 20,0 20,0/300,0 10,0 10,0
2 (1,3) | 20,0 23,0| 0,02 21,40 21,42 0,5256 |280,0 11,0 9,0/270,0 55 4,5
3 (1,6) | 40,0 45,0 | 28,10 . 28,10 1,0000 | 490,0 27,0 6,0/310,0 13,5 3,0
4 (1,9) | 20,0 23,0 | 11,42 | 10,00 | 21,42 0,5256 |190,0 10,0 50,0/255,0 5,0 25,0
5 |(1,10)| 30,0 34,0 16,05| 9,13 | 25,18 1,0000 |970,0 30,0 20,0/950,0 15,0 10,0
6 (2,3) | 20,0 23,0| 13,13 | 3,45| 16,57 1,0000 |320,0 60 7,0 550 30 35
7 (2,5) | 10,0 12,0| 5,92| 5,03| 10,95 0,5256 |315,0 15,0 15,0/260,0 7,5 7,5
8 (2,9) | 10,0 12,0 | 10,95 - 10,95 0,5256 |276,0 30,0 30,0/266,0 150 15,0
9 (3,4) 2,5 35| 2,97 - 2,97 0,5256 |157,0 17,0 196,0{257,0 85 98,0
10 | (3,5) | 10,0 12,0 - 10,95 | 10,95 0,5256 | 245,0 18,0 22,0/ 880 9,0 11,0
11 | (3,8) 2,5 35| 2,08| 09| 2,97 0,5256 |233,0 18,0 22,0/243,0 9,0 11,0
12 | (4,5) 2,5 3,5 - 2,97 297 0,5256 | 91,0 9,0 11,0{131,0 45 5,5
13 [ (46) | 10,0 12,0 - - - 1,0000 [140,0 30,0 20,0{120,0 15,0 10,0
14 | (4,8) 2,5 3,5 - 2,97 | 297 0,5256 [330,0 20,0 5,0{310,0 10,0 2,5
15 [(411)| 2,5 3,5 - - - 1,0000 [ 240,0 30,0 30,0/250,0 15,0 15,0
16 | (56) | 30,0 34,0 . - = 1,0000 [160,0 50,0 30,0/560,0 25,0 15,0
17 [ (6,7) | 20,0 23,0 - 19,58 | 19,58 1,0000 [ 284,0 20,0 30,0/274,0 10,0 15,0
18 [(6,11)| 10,0 12,0 | 5,00 - 5,00 1,0000 [267,0 12,0 18,0{247,0 6,0 9,0
19 | (7,8) 2,5 3,5 2 1,13 | 1,13 1,0000 |342,0 12,0 13,0/{352,0 60 6,5
20 | (7,9) | 10,0 12,0 - - = 1,0000 [ 213,0 10,0 20,0{195,0 5,0 10,0
21 [ (7,10)| 20,0 23,0 - 21,42 | 21,42 0,5256 [156,0 12,0 8,0{156,0 6,0 4,0
22 | (7,11)]| 2,5 3,5 - - : 1,0000 [270,0 22,0 18,0{272,0 11,0 9,0
23 | (8,9) 2,5 3,5 - - - 1,0000 [247,0 7,0 8,0[247,0 35 4,0
24 |(9,10)| 10,0 12,0 | 10,95 - 10,95 0,5256 |142,0 12,0 18,0/152,0 6,0 9,0
25 [(10,11)] 10,0 12,0 - - - 1,0000 [ 210,0 60,0 120,0{150,0 30,0 60,0
26 | (2,1) | 20,0 23,0 . - - 1,0000 [ 210,0 20,0 20,0{300,0 10,0 10,0
27 | (3,1) | 20,0 23,0 - - - 1,0000 [280,0 11,0 9,0/{270,0 55 45
28 | (6,1) | 40,0 45,0 - - = 1,0000 [490,0 27,0 6,0/310,0 13,5 3,0
29 | (9,1) | 20,0 23,0 . - = 1,0000 [190,0 10,0 50,0{255,0 5,0 25,0
30 |[(10,1)| 30,0 34,0 - - . 1,0000 [970,0 30,0 20,0/950,0 15,0 10,0
31 | (3,2) | 20,0 23,0 £ - = 1,0000 {3200 60 7,0/ 550 3,0 3,5
32 | (52) | 10,0 12,0 - - = 1,0000 |315,0 15,0 15,0{260,0 7,5 7,5
33 [ (9,2) | 10,0 12,0 - - - 1,0000 [ 276,0 30,0 30,0/266,0 15,0 15,0
34 | (4,3) 2,5 3,5 ) - - 1,0000 [157,0 17,0 196,0{257,0 8,5 98,0
35 | (53) | 10,0 12,0 - - . 1,0000 [ 245,0 18,0 22,0| 880 9,0 11,0
36 | (8,3) 2,5 3,5 ) - = 1,0000 [ 233,0 18,0 22,0{243,0 9,0 11,0
37 | (54) 2,5 35| 092 - 0,92 1,0000| 91,0 9,0 11,0/131,0 45 55
38 | (64) | 10,0 12,0| 3,10| 6,97 | 10,08 0,9617 [140,0 30,0 20,0{120,0 15,0 10,0
39 | (8,4) 2,5 3,5 2 - = 1,0000 |{330,0 20,0 5,0/{310,0 10,0 2,5
40 |[(11,4)| 25 3,5 - 2,97 297 0,5256 [240,0 30,0 30,0{250,0 15,0 15,0
41 | (6,5 | 30,0 34,0 - 11,45 | 11,45 1,0000 [160,0 50,0 30,0/560,0 25,0 15,0
42 | (7,6) | 20,0 23,0 - - - 1,0000 [284,0 20,0 30,0/274,0 10,0 15,0
43 [(@aye)| 10,0 12,0 - 8,10| 810 1,0000 [267,0 12,0 18,0{247,0 6,0 9,0
a4 | (8,7) 2,5 3,5 E - = 1,0000 |342,0 12,0 13,0/{352,0 60 6,5
45 [ (9,7) | 10,0 12,0 6,50 - 6,50 1,0000 [ 213,0 10,0 20,0{195,0 5,0 10,0
46 [ (10,7)| 20,0 23,0 - - : 1,0000 [156,0 12,0 8,0{156,0 6,0 4,0
47 [(A1,7)]| 25 3,5 - 2,97 297 0,5256 [270,0 22,0 18,0{272,0 11,0 9,0
48 | (9,8) 2,5 35 2,92 - 2,92 0,5767 [247,0 7,0 8,0[247,0 35 4,0
49 [(10,9)| 10,0 12,0 - - = 1,0000 [142,0 12,0 18,0{152,0 6,0 9,0
50 [(11,10)] 10,0 12,0 - 10,95 | 10,95 0,5256 | 210,0 60,0 120,0/150,0 30,0 60,0

CUSTO P1 47071 2317 2712

CUSTO P2 46579 1814 2206

CUSTO TOTAL 93650 4131 4917

PRIMEIRO CRITERIO DE COMPARAGAO 93847

Tabela 5.21:

Resultados obtidos - Problema 2

83
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O método proposto realizou 77 iteragoes em 106,6s. Seguem, na Tabela 5.21, os fluxos dos
produtos, o custo total para atender a demanda e as pertinéncias nos arcos para a solugao
obtida. A pertinéncia de Z e ~ s@o iguais a 0,5256.

A Figura 5.5 ilustra o comportamento de 7, o da pertinéncia da funcao objetivo e os
comportamentos das pertinéncias nos arcos. Para 9 arcos as pertinéncias se comportaram
como v durante todas as iteragoes, na legenda sdo os “Arcos (gama)”’. Além disso, para
29 arcos as pertinéncias permaneceram com valor 1 durante todas as iteragdes, s@o os “Arcos

(pertinéncia 1)”. No eixo das abcissas estao as iteragoes, sendo que zero significa a inicializagao

do algoritmo.

B Gama

Fungéo Objetivo

M Arcos (gama)

Arco2l

mArco38
1

0,9
0,8
0,7
0.6
0,5
0,4
0,3
0.2
0,1
0

W Arcol2

Arco48

mArco5

W Arcol4

® Arco9

Arco45

Arco37

 Arcol7

m Arco22

0 2 4 6 8 101214 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60 62 64 66 68 70 72 74 76

Arco8

M Arcos (pertinéncia 1)

Figura 5.5: Fungoes de Pertinéncia e Gama - Problema 2

Como era esperado, em todas as iteracgoes, 7 € menor ou igual as pertinéncias.

5.2.3 Problema 3

Considere o problema dado na Secao 5.1.3. As capacidades crisp dos arcos, dadas na
Tabela 5.16, foram relaxadas, ou seja, transformadas em ntimeros fuzzy trapezoidais do tipo
(0; 0; mg; mg + (3). Os valores modais e os limitantes superiores seguem na Tabela 5.22.

O método proposto realizou 226 iteracoes em 52,2s. Seguem, na Tabela 5.22, os fluxos dos
produtos, o custo total para atender a demanda e as pertinéncias nos arcos para a solucao

obtida. A pertinéncia de Z e v sao iguais a 0,6644.
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ARCO CAPACIDADE FLUXO o CUSTO FUZZY CUSTO FUZZY
N2 (i ,]) MODAL (SUPERIOR| P 1 P2 TOTAL PERTINENCIA P1 P2

1 (1,3) 75 95| 75,63 6,08 | 81,71 | 0,6644 | 33,5 13,5 11,5 30,2 12,2 10,4
2 (1,4) 45 56 - 48,69 | 48,69 0,6644 | 340 4,0 8,0/ 30,6 36 7,2
3 (1,5) 93 114 17,56 | 17,56 | 1,0000| 76,5 10,5 12,5/ 68,9 9,5 11,3
4 (1,8) 47 62| 24,37 | 27,66 | 52,03 | 0,6644 | 35,5 755 9,5 32,0 6,8 8,6
5 (2,3) 42 59 - 47,70 | 47,70 0,6644 | 58,0 11,0 5,0/ 52,2 9,9 45
6 (2,4) 85 97| 80,00 9,03 (89,03 0,6644| 18,0 12,0 7,01 16,2 10,8 6,3
7 (2,5) 53 71 - 19,58 | 19,58 | 1,0000 | 106,5 755 5,5 95,9 6,8 5,0
8 (2,6) 20 31 - 23,69 | 23,69 | 0,6644 | 59,0 1,0 6,0 531 09 54
9 (3,7) 67 86| 50,00 23,38 | 73,38 0,6644| 53,5 11,5 10,5 48,2 10,4 9,5
10 (3,8) 84 96| 17,93 | 30,41 | 48,34 | 1,0000| 60,0 8,0 7,01 54,0 7,2 6,3
11 | (3,9) 2 19| 7,70 - 7,70 0,6644| 39,0 60 8,0 351 54 7,2
12 (4,7) 68 86 - 21,23 | 21,23 1,0000 | 54,5 11,5 9,5 49,1 10,4 8,6
13 (4,8) 38 53] 43,03 - 43,03 | 0,6644 | 34,0 11,0 6,0 30,6 9,9 5,4
14 (4,9) 83 103 | 12,30 | 77,42 | 89,71 | 0,6644 | 62,0 4,0 18,0| 55,8 3,6 16,2
15 | (4,10) 50 65| 20,00 | 28,38 | 48,38 | 1,0000| 80,5 4,5 7,5 725 4,1 6,8
16 | (4,11) 71 84| 74,67 0,69 | 75,36 | 0,6644 | 60,5 755 7,5 54,5 6,8 6,8
17 (5,7) 43 65 - 1,44 1,44 1,0000| 75,0 11,0 9,01 67,5 9,9 8,1
18 | (5,9) 30 47 - 35,70 | 35,70 0,6644| 31,5 10,5 7,5 284 95 6,8
19 (6,8) 19 35| 24,37 - 24,37 | 0,6644| 43,0 5,0 9,01 38,7 4,5 8,1
20 | (6,10) 19 46 - 23,70 | 23,70 0,8260| 88,0 10,0 11,0 79,2 9,0 9,9
21 | (6,11) 68 81 - 27,66 | 27,66 1,0000| 725 45 85| 653 41 7,7
22 | (7,12) 30 48 | 30,00 6,04 | 36,04 | 0,6644 | 51,5 5,5 10,5| 46,4 5,0 9,5
23 | (7,13) 54 70 - - = 1,0000 | 67,5 10,5 4,5 60,8 9,5 4,1
24 | (8,12) 15 33 - 14,06 | 14,06 | 1,0000 | 80,0 1,0 11,0 720 09 99
25 | (8,13) 70 75|.65;33 6,35 | 71,68 | 0,6644| 10,5 4.5 6,5 9,5 4,1 5,9
26 | (9,12) 38 49 - 17,82 | 17,82 1,0000 | 64,0 4,0 50 57,6 3,6 4,5
27 | (9,13) 86 98 - 65,30 | 65,30 | 1,0000| 11,5 6,5 13,5 104 59 12,2
28 |(10,12) 85 102 - 32,08 | 32,08 1,0000| 52,5 10,5 11,5/ 47,3 9,5 10,4
29 |(10,13) 59 66 - - = 1,0000 | 36,0 6,0 4,01 32,4 5,4 3,6
30 [(11,12) 50 61 - - = 1,0000| 91,5 45 2,5 824 41 23
31 [(11,13) 20 99 | 74,67 | 18,35 | 93,02 | 0,6644 6,5 45 13,5 59 4,1 12,2

CUSTO P1 21007 5018 5530

CUSTO P2 29228 3973 5749

CUSTO TOTAL 50236 8991 11279

PRIMEIRO CRITERIO DE COMPARA(;I\O 50808

Tabela 5.22: Resultados obtidos - Problema 3

Para analisar os dados da Tabela 5.22, serao feitos dois graficos utilizando os fluxos dos

produtos. O primeiro, dado na Figura 5.6, ilustra os fluxos obtidos em cada arco através do

primeiro método considerando a capacidade crisp no valor modal (msy). Observa-se que alguns

arcos estao “cheios”, pois os fluxos alcancaram a capacidade permitida. Por exemplo, os arcos

1, 2 e 4 estao cheios, enquanto o terceiro esta bem abaixo da capacidade.
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M Fluxo Total no Arco Capacidade do Arco

100
95
90
85 -
80 =
75 - =
70 - —
65 - - —
60 - - =
55 - = =

50 f —— = S - -

a5 - — = EE—— - = E

40 - = = S = -

35 - — - S = == =

30 - S SR — == =

25 - = .
20 - = =
15 - = =
10 - = =

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31

Figura 5.6: Primeiro método - Capacidade no modal e Fluxo

Considerando a capacidade crisp no limitante superior, os fluxos obtidos através do primeiro
método, usaram todo o espalhamento em alguns arcos. Significa que a restricao de capacidade
foi totalmente violada e a pertinéncia nestes arcos é 0. A Tabela 5.22 mostra que o método
proposto encontrou os fluxos nos arcos cujas pertinéncias sdo maiores ou iguais a 0,6644 (valor
de 7). Portanto, em nenhum arco foi usado mais que 100 — 66,44 = 33,56% do espalhamento.

O segundo grafico dado na Figura 5.7 ilustra os fluxos obtidos de duas formas:
1. capacidade fuzzy (segundo método): “Fluxo (Gama)”
2. capacidade crisp no limitante superior (primeiro método): “Fluxo (Lim.Superior)”

Observe que nos arcos onde os fluxos usaram todo o espalhamento, por exemplo 2, 5 e 6,
passaram a usar no maximo 33,56% do espalhamento. No segundo arco o valor modal (ms) da

capacidade é 45 e o espalhamento é 11, entao o fluxo no arco é menor ou igual a
45 40,3356 - 11 = 48,69.

Verificando na Tabela 5.22, é igual.
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Figura 5.7: Capacidades e Fluxos
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A Figura 5.8 ilustra o comportamento de 7, o da pertinéncia da funcao objetivo e os
comportamentos das pertinéncias nos arcos. Para 6 arcos as pertinéncias se comportaram como
~ durante todas as iteragoes, na legenda sao os “Arcos (gama)” e para 9 arcos as pertinéncias
permaneceram com valor 1 durante todas as iteracoes, sdo os “Arcos (pertinéncia 1)”. No eixo

das abcissas estao as iteracgoes, sendo que zero significa a inicializacao do algoritmo.

W Gama
Fungdo Objetivo
Arcos (gama)

mArcol

B Arco2

W Arco5
Arco9

W Arcol3

W Arco14

W Arco 15
Arcolé

¥ Arco19

= Arco 20
Arco2l

W Arco22

mArco24

Arco25

m Arco 27
Arco30

M Arcos (pertinéncia 1)

Figura 5.8: Fungoes de Pertinéncia e Gama - Problema 3

Observe que em todas as iteragoes, v ¢ menor ou igual as pertinéncias.

5.3 Heuristica (Custos e Capacidades Fuzzy)

Nesta secao serao resolvidos problemas de fluxo multiproduto fuzzy com incertezas nos

custos e nas capacidades utilizando o algoritmo proposto no Capitulo 4.

Como solugao serao apresentados: o fluxo de cada produto nos arcos, o custo total (fungao

objetivo Z) e a pertinéncia final, dada pelo valor minimo das pertinéncias nos arcos.
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5.3.1 Problema 1

Primeiro serd abordado o caso em que a capacidade é crisp. Desse modo, considere o pro-
blema dado na Segao 5.1.1. O algoritmo encontrou dezenove caminhos minimos nao-dominados
com origens nos nés de oferta e destinos nos nés de demanda, sendo dez para o produto 1. Os

fluxos dos produtos em cada arco seguem na Tabela 5.23.

arco (,7) capacidade | fluxo de p; | fluxo de py | fluxo total

1| (12) 3 0 0 0

2 (1,3) 1,5 1,0000 0,5000 1,5000
3 (2,3) 2 0 1,0000 1,0000
4 (2,4) 2 1,5000 0,5000 2,0000
5 (2,5) 7 1,0000 1,0000 2,0000
6 (3,4) 3 1,0000 1,5000 2.5000
7 (4,6) 4 1,0000 0,5000 1,5000
8 | (54) 4 0 0 0

9 | (56) 2 0 0 0

Tabela 5.23: Fluxos dos produtos - Problema 1

O envio de produtos pelos caminhos nao-dominados segue na Tabela 5.24.

origem | destino | produto caminho quantidade
2 4 P1 2 —4 1,5000
2 5 D1 2—5 1,0000
1 6 D1 1—-3—-4—6 1,0000
2 4 P2 2—4 0,5000
2 4 D2 2—-3—-4 1,0000
2 5 D2 2—5 1,0000
1 6 D2 1—-3—-4—6 0,5000

Tabela 5.24: Envio de produtos - Problema 1

Como o custo do produto 1 é menor que o custo do produto 2, o algoritmo atendeu toda a
demanda do produto 1 mas falhou para o produto 2, faltando atender 50% da demanda no né
6. Sobrou 0,5 de produto 2 no né 1. Como a capacidade do arco (1, 3) foi atingida, o produto
2 deveria ser enviado através do arco (1,2). Isso ndo aconteceu pois o algoritmo encontrou,
para o produto 2, um tunico caminho nao-dominado com origem no né 1 e destino no né 6:

1l -3 —4— 6.
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Para atender a demanda no né 6, é necessario tomar um caminho dominado. Dentre os
caminhos dominados com origem no né 1 e destino no n6 6, o de menor custo é:
1—-2—4—6.
Verificando que é possivel enviar 0,5 de produto 2 por este caminho sem violar as restrigoes

de capacidade dos arcos, o custo total é
Zy = (63,5000; 36,5000; 22,5000) .

Na Secao 5.1.1 tem-se que o custo total encontrado pelo primeiro método de decomposicao

foi Z = (61,0000;29,5000; 19,5000) . Pelo critério de comparacao segue que
> Z,
7
pois
Zp =60 e z=0588.
Portanto, a solucao encontrada pelo primeiro método de decomposicao é melhor que a encon-
trada pela heuristica.

Agora, as capacidades serao relaxadas, ou seja, serao dadas por nimeros fuzzy trapezoidais.
Considere as capacidades fuzzy dadas na Secao 5.2.1. Como serd permitido passar um pouco
mais de produtos nos arcos “melhores”, pode ser que a heuristica encontrard uma solucao
utilizando apenas os caminhos nao-dominados. De fato isto ocorreu, a heuristica atendeu toda
a demanda utilizando sete caminhos minimos nao-dominados; realizou 8 iteragoes em 0,031 s.

Os fluxos dos produtos em cada arco, seguem na Tabela 5.25.

arco (4,7) capacidade | fluxo de p; | fluxo de py | fluxo total

T | (1.2 1 0,6667 0 0,6667
2 (1,3) 2.5 0,3333 1,0000 1,3333
3 | (23 3 0 0 0

4 | (24) 4 2,1667 1,5000 3,6667
5) (2,5) 8 1,0000 1,0000 2,0000
6 (3,4) 4 0,3333 1,0000 1,3333
7 (4,6) 6 1,0000 1,0000 2,0000
8 | (54) 5 0 0 0

9 | (506) 3 0 0 0

Tabela 5.25: Fluxos dos produtos - Problema 1 Relaxado

O envio de produtos pelos caminhos nao-dominados segue na Tabela 5.26.
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origem | destino | produto caminho quantidade
2 4 P1 2 —4 1,5000
2 5 D1 2—5 1,0000
1 6 D1 1—-2—-4—-6 0,6667
1 6 D1 1—-3—-4—6 0,3333
2 4 D2 2 —4 1,5000
2 5 D2 2—5 1,0000
1 6 D2 1—-3—4—6 1,0000

Tabela 5.26: Envio de produtos - Problema 1 Relaxado

O custo total foi Zy = (60,5000; 33,6667;20,1667). A pertinéncia final foi 0,1667 referente
ao arco (2,4).

Embora a capacidade seja fuzzy, os resultados obtidos pela heuristica serao comparados
com os obtidos pelo primeiro método de decomposicao. A heuristica busca minimizar o custo
fuzzy mesmo que as pertinéncias nos arcos fiquem préximas de zero, por isso nao faz sentido
comparar com o segundo método de decomposicao.

Considerando a capacidade crisp no limitante superior e utilizando o primeiro método de
decomposicao, o custo total para atender a demanda foi Z = (60,5;34,0;20,5). O método de

decomposicgao realizou 5 iteracoes em 0,157s. Os fluxos dos produtos em cada arco seguem na

Tabela 5.27.

arco (4,7) lim. sup. | fluxo de p; | fluxo de py | fluxo total
1 | (12 1 1 0 1
2 | (L3) 2,5 0 1 1
3| (23 3 0 0 0
4] (24) 4 2.5 1,5 4
5 | (2,5) 8 1 1 2
6 | (34) 4 0 1 1
71 (4.6) 6 1 1 2
8 | (54) 5 0 0 0
9 | (56) 3 0 0 0

Tabela 5.27: Fluxos dos produtos - Primeiro Método

Observa-se que no quarto arco foi utilizado todo o espalhamento, logo a pertinéncia neste

arco ¢ 0, enquanto que nos outros é 1, pois nao utilizaram os espalhamentos.

Pelo critério de comparagao, Zgy

n

Z, pois Zyg = Z = 57,125. Portanto, os dois métodos
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encontraram solugoes diferentes com custos fuzzy considerados iguais. Entretanto, analisando

a pertinéncia final e o tempo de processamento, a heuristica superou o método de decomposicao.

5.3.2 Problema 2

Considere o problema dado na Secao 5.2.2. O algoritmo encontrou quarenta e seis caminhos
minimos nao-dominados com origens nos nés de oferta e destinos nos ndés de demanda, sendo
vinte e dois para o produto 1.

O algoritmo nao atendeu a demanda para os dois produtos. Para o produto 1 faltou atender
50% da demanda no né 4, 30% no né 8, 55% no né 10 e 100% no né 11; sobrou produto 1 tanto
no né 1 quanto no 2. Para o produto 2 faltou atender 82% da demanda no né 5, 30% no né 8
e 27% no né 10; sobrou produto 2 nos nés 1 e 11.

Os caminhos minimos nao-dominados nao foram suficientes para atender a demanda. E
necessario encontrar caminhos minimos dominados com origens nos nés onde sobraram produtos
e destinos onde faltaram.

A heuristica também falhou quando foi considerado o problema dado na Secao 5.2.3.

Quando os caminhos minimos nao-dominados sao suficientes para atender a demanda, a
heuristica supera o primeiro método de decomposicao no tempo de processamento. Para

mostrar isto considere as novas ofertas e demandas dadas na Tabela 5.28.

produto p; produto ps
né | oferta | demanda || oferta | demanda
1 13,6 0 0 7
3 0 3,1 0 0
5 0 0 0 3,4
6 0 6,5 0 0
10 0 0 0 8,5
11 0 4 18,9 0

Tabela 5.28: Oferta e demanda - Problema 2

Agora o algoritmo encontrou trés caminhos minimos nao-dominados para o produto 1 e
quatro para o produto 2. A demanda foi atendida utilizando seis caminhos. O tempo de
processamento foi 0,141s e o custo total foi Zy = (12690;995; 1483). A pertinéncia final foi 0,1

referente aos arcos (4,5) e (11,4). O envio de produtos pelos caminhos ndo-dominados segue
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na Tabela 5.29.

origem | destino | produto caminho quantidade
1 3 D1 1—3 3,1
1 6 D1 1—6 6,5
1 11 D1 1—9— 10— 11 4,0
11 1 D2 11—-6—1 7,0
11 5 D2 11—4—5 3,4
11 10 D2 11 — 10 8,5

Tabela 5.29: Envio de produtos - Problema, 2

Considerando a capacidade crisp no limitante superior e utilizando o primeiro método de
decomposicao, o custo total para atender a demanda foi Z = (12690;995;1483). O algoritmo
realizou 15 iteracoes em 2,281s. Tanto o custo total quanto os fluxos dos produtos em cada

arco foram iguais aos da heuristica.
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Capitulo 6

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Este trabalho apresentou trés métodos para tratar o problema de fluxo multiproduto com
incertezas nos parametros, custos e capacidades. O primeiro método abordou incertezas so-
mente nos custos, enquanto que os demais abordaram incertezas nos dois parametros, custos
e capacidades. Com o uso da teoria fuzzy para tratar as incertezas foi possivel trabalhar com
o problema na forma fuzzy durante o procedimento de resolucao. Com excecao do terceiro, os
demais métodos propostos neste trabalho, nao se limitam a resolver problemas de fluxo multi-
produto fuzzy, podem resolver qualquer problema de programacao linear fuzzy que apresenta
uma estrutura especial em uma parte do conjunto das restricoes. Um possivel trabalho futuro
¢é aplicar os algoritmos em problemas reais de alocacao de recursos escassos entre atividades

concorrentes.

A anadlise dos resultados computacionais comprovou a eficiéncia dos dois primeiros métodos

propostos, os quais utilizam técnicas de decomposicao.

Considerando incertezas somente nos custos o primeiro método encontrou as solucoes 6timas
para todos os problemas. Através do critério de comparacao entre niimeros fuzzy as solugoes
otimas obtidas pelo primeiro método de decomposicao foram comparadas com as obtidas pelo
MatLab (fungao linprog) considerando o valor modal dos custos fuzzy. Em todos os testes a
solucao 6tima do problema fuzzy encontrada pelo método de decomposicao foi melhor ou igual
a solucao 6tima do problema crisp encontrada pelo MatLab. Mantendo os valores modais dos
custos fuzzy e alterando apenas os espalhamentos em alguns arcos, o primeiro método teve
um otimo desempenho obtendo uma solucao melhor que a anterior e melhor que a obtida pelo

MatLab considerando o problema crisp.

Com a introducao de incertezas nas capacidades o segundo método teve um o6timo de-
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sempenho em todos os testes, encontrando uma solucao que satisfaz, com o maior grau de
pertinéncia, simultaneamente a funcao objetivo e as restricoes de capacidade dos arcos para
cada um dos problemas.

A heuristica proposta neste trabalho falhou em dois dos trés problemas utilizados nos dois
primeiros métodos. Isto ocorreu porque os caminhos minimos nao-dominados encontrados na
primeira etapa do algoritmo nao foram suficientes para atender a demanda. Neste caso, seria
necessario utilizar caminhos minimos dominados com origens nos nés onde sobraram produtos
e destinos onde faltaram. Um possivel trabalho futuro é incorporar ao algoritmo uma estratégia
para encontrar estes caminhos utilizando algoritmos bio-inspirados, por exemplo o algoritmo
ACO (Ant Colony Optimization), conhecido como otimizagao por colonia de formigas. Para
o problema no qual os caminhos minimos nao-dominados foram suficientes para atender a de-
manda a heuristica superou o primeiro método de decomposicao, pois encontrou uma solucao
6tima gastando um tempo de processamento cinco vezes menor. Para comprovacao, os dados
de um dos problemas em que a heuristica falhou foram alterados. O primeiro método de de-
composicao também foi utilizado para resolver este novo problema. Comparando os resultados,
a heuristica encontrou a mesma solugao que o método de decomposicao em um tempo dezesseis

vezes menor.
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