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Resumo

Este trabalho objetiva o estudo do espalhamento de ondas eletromagnéticas por dielétricos
com geometrias complexas em trés dimenstes com anisotropia elétrica, magnética ou ambas nos
dominios do tempo e da freqiiéncia. Nos dois casos, a anslise é efetuada utilizando-se o método
dos elementos finitos vetorial para solucionar a equacio de onda. As fungdes de base empregadas
séo vetoriais, do tipo de Whitney CT/LN (Constante Tangencial/Linear Normal), o que evita a
distorgao do espago nulo, mantendo a continuidade das componentes de campo tangenciais entre
elementos e mantendo as componentes de campo normais livres. Sdo utilizadas superficies ab-
sorventes de primeira ordem no dominio do tempo e de segunda ordem no dominio da freqiiéncia,
a fim de simular a continmiidade do dominio discretizado. Também, com o objetivo de simular a
continuidade do dominio discretizado, sdo utilizadas as camadas perfeitamente casadas, as PMLs.
No dominio do tempo é apresentado pela primeira vez, no uso em 3D, o método da envoltdria que
consiste em trabalhar apenas com a envoltdria do campo, retirando-se a portadora, o que permite
malores passos no tempo que no meétodo convencional.

Palavras-Chave: Elementos Finitos, Método da Envoltéria, PML, ABC, Espalhamento.



Abstract

Three dimensional full vectorial finite element formulations in the frequency and time do-
mains, for wave electromagnetic problems including electric and magnetic anisotropic dielectric
media, are presented in detail. Whitney CT/LN edge element were adopted, in order to avoid
the null space distortion, ensuring the fields’ tangent components continuity and leaving the fields’
normal components free, across media interfaces. Proper absorbing boundary conditions {ABCs)
of the first and second kind and also, the so-called Perfectly Matched Layers (PMLs), were utilized
over the truncated boundaries. In the time domain, a scheme based on the envelope approach
is proposed for the first time, and a careful study of its characteristics, stability, in particular, is
presented. This novel scheme perinits the use of larger time steps than conventional approaches.
The validity and usefulness of all treated schemes are clearly demonstrated through the analysis of
several key examples.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Uso do Método dos Elementos Finitos em Eletromagnetismo

Embora as ferramentas tedricas necessdrias ao uso dos métodos numéricos sejam conheci-
das bhd muitos anos, o seu uso efetivo deu-se somente na década de 60, quando apareceram os
primeiros computadores cientificos. Daquela época até os dias de hoje, com o desenvolvimento dos

computadores, tem-se téenicas numéricas cada vez mais sofisticadas em uso.

Duas datas sao marcantes no surgimento do Método dos Elementos Finitos em aplicactes
em alta freqiiéncia [1]:

e 1942: O Método dos Elementos Finitos foi pela primeira vez descrito por Curant (2], quando
preparou um artige para a American Mathematical Society. Ele adicionou um apéndice
de duas péginas sobre o uso de métodos variacionais na teoria dos potenciais, seguindo os
principios j& descritos pelo Lord Rayleigh. Escolbeu um conjunto de fungbes de aproximacgio
lineares em conjunto de tringulos que denominou de elementos, construiu dois exemplos

bidimensionais, marcando, assim, o inicio do Método dos Elementos Finitos.

» 1969: Comeca o uso do Método dos Elementos Finitos em microondas com a publicagao por
P. P. Silvester do artigo intitulado ” Finite- Element solution of Homogeneous Waveguides

Problems”, na revista Alta Frequenze [3].

Com a reducio do custo dos computadores, os métodos numéricos tornaram-se mais sofisticados e

j4 conseguem simular problemas eletromagnéticos e dispositivos cada vez mais complexos. Método



2 Introducdo

dos Momentos [4] [5], Método das Diferencas Finitas 6], Transverse Line Transmission [7], Método
no Dominio Espectral e o Método dos Elementos Finitos [8] desenvolveram-se muito rapidamente
nos tltimos anos. O Método dos Elementos Finitos, inicialmente aplicado com grande sucesso a
problemas de gulamento em estruturas fechadas, tinha dificuldade de ser aplicado em problemas
de radiacao e espalhamento. Como a condi¢do de radiacio nio estd mmplicita em sua formulacgio,
como no Método dos Momentos por exemplo, necessitava de paredes absorventes para simular o
espago livre, como uma cdmara anecéica, para assim nio ser necessirio discretizar todo o espaco.

Vérios tipos de paredes absorventes foram propostas:

o ABCs, “Absorbing Boundary Conditions” para fronteiras planas foram apresentadas com
ordem acima de 2 pela primeira vez por Engquist e Madja {9] e depois adaptadas para o uso
em formulagdes vetorials em 3D por Yao et al. [10], descritas no Apéndice C.

» ABCs para fronteiras esféricas foram apresentadas pela primeira vez por Bayliss, Gunzburger
e Turkel [11], descritas no Apéndice C.

» Camadas absorventes perfeitamente casadas foram apresentadas pela primeira vez por Berenger
em [12] e a adaptadas para o uso em formulagdes vetoriais 3D por Chew e Weedon (13}, de-

scritas no Apéndice C.

o PMLs “Perfect Matched Layers” anisotrdpicas foram apresentadas pela primeira vez por
Sacks et al. [14], também estfo descritas no Apéndice C.

e Uso da equacao de radiacio na superficie externa, que é chamado de “Finite Element -
Boundary Integral Method” [15] [16] [17] [18] [8] [19]. Neste Método, os elementos finitos
descrevem ¢ campo interno ao dominio de discretizacdo, enquanto, na parte externa da
superficie ficticia, que delimita o dominio de discretizacio, é usada uma equacio integral
para representar o campo. A desvantagem deste método hibrido é que a matriz perde
a caracteristica de esparsidade, sendo que a parte da matriz que multiplica as incdgnitas
ligadas a superficie de fronteira do dominio de discretizacio, é cheia. A vantagem € que a
malha, consegiientemente o nimero de incégnitas, pode ser menor em relagdo ao uso das

ABCs ou PMLs terminando o dominio de discretizacio.

Devido ao fato da maftriz resultante ser esparsa. cerca de 1% dos elementos sio nao-nulos, o Método
tem uma vantagem importante comparado com o Método dos Momentos. Além disso, devido & sua
facilidade em analisar estruturas curvas, ele detém uma grande vantagem [8] em relagio ao Método

das Diferencas Finitas.
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Nesta tege foram implementados, no dominio da freqliéncia e para cdlculo de espalhamento por
dielétricos, as ABCs de segunda ordem e as PMLs. Além disso, foi implementada uma técnica que
retira a portadora no dominio do tempo. Em cédigos vetoriais 3D, esta é a primeira vez que se aplica
esta técnica, permitindo passos temporais maiores do que na técnica cldssica, onde mantém-se a

portadora.

1.2 Contribuigoes da Tese
Pelo melhor que o autor pode observar, estas sdo as contribuicdes:

s Comparacio entre o Método dos Elementos Finitos utilizando o teorema das correntes
volumétricas equivalentes no calculo de campos espalhados por dielétricos anisotrépicos,
com o Método dos Momentos [20] [21] [22].

e Comparacao das PMLs com as ABCs de segunda ordem no célculo de campos espalhados

por dielétricos em 3D.

e Estudo do efeito da variagio das perdas na PML no cilculo de campos espalhados por

dielétricos em 313.

e Extensdo do Método da Envoltéria, utilizado com o Método dos Elementos Finitos no

dominio do tempo, em uma formulagio vetorial 3D [23] [24].

s Utilizacdo do Método Newmark como esquema de progressio temporal no Método da En-

voltdria.

o Demonstracéo da analise de estabilidade para o Método de Newmark com o Método da

Envoltéria, utilizando PML anisotrépica.

1.3 Organizacao da Tese

A tese estd dividida em cinco capitulos: este primeiro e mais quatro. Além dos cinco
capitulos existem trés apéndices. No Capitule 2 apresenta-se uma introducido ao Método dos
Elementos Finitos, iniciando com a formulacdo variacional utilizada em eletromagnetismo. Como
exemplo, utiliza-se a equacdo vetorial de onda no dominic da freqiiéncia, onde primeiro mostra-

se o principio variacional padrdo convencional, que ndo pode ser utilizado para situacdes onde as
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condigGes de contorno séo ndo-homogéneas e, também, ndo pode ser utilizado quando ha perdas nos
materiais. O principio variacional padrio modificado, que pode ser utilizado quando ha condicdes
de contorno nao-homogéneas mas continua com a restricio de ndo poder ser utilizado quando
ha materiais com perdas e o principio variacional generalizado, que acaba com as duas restricbes
anteriores utilizando-se o produto interno simétrico. Na segunda secio apresenta-se a formulagao
fraca de Galerkin, também utilizando-se como exemplo a equacio vetorial de onda no dominio da
freqiiéncia. Em seguida, vem a discretizagio do dominio, onde mostra-se a montagem do sistema

de equactes finals a ser resolvido.

O Capitulo 3 trata do espalhamento de ondas eletromagnéticas por estruturas dielétricas
anisotrépicas em 3 dimensdes. B apresentada a formulacio bdsica a partir do teorema do volume
equivalente. Apds isto, obtém-se a matriz elementar para cada termo da equacio, incluindo os
termos da fonte equivalente e das ABCs. Mostra-se, também, como calcular os campos distantes a
partir dos campos calculados no dominio discretizado, por meio do teorema da superficie equivalente
e por meio do proprio teorema das correntes volumétricas equivalentes. Sao apresentados varios

resultados:

e Comparando-se o Método dos Elementos Finitos com o Método dos Momentos e seus re-

spectivos erros em relagao a resposta exata no caso da esfera dielétrica [21].
* Sao comparadas as solugdes quando utilizadas ABCs de segunda ordem e as PMLs.
o Compara-se vérios valores de perdas na camada PML.

e Sio comparados os resultados do calculo do campo distante com o uso do teorema da su-
perficie equivalente e 0 uso do teorema das correntes volumétricas equivalentes em duas

situagOes distintas: uma sem perdas e outra com grandes perdas.

e 5a0 comparados resultados do espalhamento por uma esfera dielétrica anisotrépica calculada
com o uso dos elementos finitos desta tese com o uso do Método dos Elementos Finitos em

conjunto com a formulacdo integral e resultados do método dos momentos.

No Capitulo 4 mostra-se, pela primeira vez, o Método da Envoltéria no dominio do termpo
em uma formulaco vetorial 3D, onde a portadora é retirada e sé trabalha-se com a envoltdria, isto
¢, com variagbes temporais mais lentas, permitindo que os passos no tempo sejam bem majores.
Apresenta-se uma andlise de estabilidade para o caso de uso das PMLs anisotrépicas em conjunto

com o meétodo; os resultados deste método sao comparados com os resultados utilizando-se FDTD,
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Finite Difference Time Domain e, ainda, sfo comparados com o Método da Envoltéria com o
método classico do dominio do tempo; este, por sua vez, é aplicado de duas formas: com porta-
dora modulada em vérias bandas e com pulso rdpido sem portadora, cobrindo todo o espectro de
interesse. Também sdo comparados, para uma estrutura curva, resultados obtidos com o uso do

Método dos Elementos Finitos no dominio da freqiléncia e com 0 uso deste método.

No Capitulo 5 faz-se uma conclusio a respeito dos resultados obtidos nos Capitulos 2 e 3 e

apresenta-se sugestdes de frabalhos futuros para a continuacio desta tese.

No Apéndice A explica-se as fungdes de forma vetoriais de aresta CT/LN “Constante Tan-
gencial/Linear Normal“ [25] utilizadas nesta tese. Neste apéndice, apresenta-se ainda, ¢ motivo do
uso das funcoes de forma de aresta, o motivo da diminui¢do no nimero de graus de liberdade no
tetraedro e, também, que a continuidade na interface entre elementos das componentes tangenciais
estd garantida e as componentes normais estao livres. No Apéndice A, também estd descrita a
obtencdo das expressdes dos termos das matrizes elementares, até no nivel de se programar em

uma linguagem.

No Apéndice B descreve-se a obtenc¢do do método de Newmark, para discretizagio das
derivagbes no tempo utilizadas no Capitulo 3. A obtencfo das expressdes de Newmark ¢ feita de
duas formas: por meio da série de Taylor e do método dos elementos finitos 1D. Por fim, mostra-se

a equivaléncia entre as duas formas.

No Apéndice C mostra-se a ABC de primeira ordem de Silver-Miller, ABC de segunda
ordem para uso em estruturas de microfitas, ABC de Engquist-Madja, ABC de segunda ordem
generalizadas de Trefethen-Halpern além da andlise tedrica do coeficiente de reflexao, ABC de
segunda ordem de Bayllis-Turkel no caso escalar, com a andlise da ordem de convergéncia, e a
adaptac@o de todas estas ABCs para utilizacio em formulagdes vetoriais 3D. Ainda no Apéndice
C, analisa-se as PMLs anisotrépicas e, também, as PMLs de Berenger ¢ a relacio entre as mesmas.

Além disto, descreve-se a obtencao de PMLs para materiais bianisotropicos.



Capitulo 2

O Método dos Elementos Finitos

2.1 Introducao ao Método dos Elementos Finitos e o seu Uso em

Eletromagnetismo.

Duas formulacdes sfo empregadas no método dos elementos finitos, a formulacdo variacional
e o método de Galerkin. As duas convergem para a mesma formulagao mas apesar da simplicidade
do método de Galerkin, a formulagio variacional permite uma visdo mais ampla do problema fisico
[8]. Aqui apresenta-se os principios de ambas, apesar de na tese ser usado o método de Galerkin

em todos os casos.

2.1.1 Principio Variacional no Padrao Convencional.

Dado um problema descrito por uma equagio diferencial,
Lé = f (2.1)
e por condicoes de contorno, se o operador L for linear, e auto-adjunto, isto é:
< L >=< ¢, L > (2.2)

sendo < ¢, > o produto interno entre ¢ e ¢, 0 operador L opera sobre um espaco V de funcdes,
e ge & positivo definido, isto é:
>0 ¢#0

2.3
~0 s=0, (2.3)

<L¢¢>ﬂ{

7
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entdo a solugéo de {2.1), com as suas condiges de contorno, pode ser obtida minimizando o seguinte

funcional:
1 1 1
F(g) =5 <Ll¢). ¢ > 5 <S> <fio> (2.4)
Para provar o principio variacional é necessério mostrar que a equacio diferencial (2.1) é o funcional

(2.4) na condigao estaciondria [26], isto é, §F = 0. Mostrar que o ponto da condicdo estacionéria é

minimo equivale a d(6F) > 0. Considerando a definicio da derivada de Gateaux,

5F = lim T8+ €0¢) — F(9) (2.5)
=30 €
que € a generalizagdo do conceito da derivada em R", pode-se escrever que:
[ L < L(p+edd), ¢ +edp > —1 <L(g), ¢ >
—3<$4efdf>—L<fptedp>+E<hf> i<t o>
€

5P(6) — fim 5521809 > +5 < L(08).6 > +5 <L(66).56 > =5 <56.f > —5 < f.66 >

e-30 €

(2.7}
dai,

i H 1 1
§F(9) = lim (5 <L(9),60 > +5 < L(3¢), 6 > ~+«~-§- <L(36),66 > ~5 <86,f > -5 < f,§¢(>~ ))
2.8
GF(9) = 5( < L18),58 > + < L(66),6 > — < 86.f >~ < 1,09 > ) (29)
Como o operador L ¢ auto-adjunto, < L(d¢), ¢ >=< 8¢, L() > e se o produto interno for definido

como:
<a.v>2 [ guan, (2.10)
0
sendo ¥* o complexe conjugado de 9, tem-se que < L(6¢), ¢ >=< L{d),d¢ >*; assim, a equacao
(2.9) fica:
6F(9) = Re{ < L(9) - £,66 > } (2.11)

que na condicdo estaciondria, isto é, 6F = 0, como d¢ é arbitraria, resulta em:
Lig)—f=0 (2.12)

que € a equagdo diferencial original, logo o funcional F' na condigdo estaciondria é eqguivalente ao
problema original. Falta mostrar que a condigio estaciondria também é um ponto de minimo;
assim, tomando a segunda variacio de F, vem:

5(6F) = §lim & ("5””5?} —F(g)

e—+0)

= Re{< L{6¢),0¢ >} {2.13)

"Qutros funcionais poderiam ser usados
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Como L € positivo definido, 6(6F) > 0, temos que a condicio estaciondria de F é também um
minimo. Se a condigdo estaciondria é um minimo, ou um méximo, do funcional na verdade nio
importa, sé tem significado para alguns problemas fisicos, mas é essencial que L seja auto-adjunto
para que a condicio estaciondria de F seja equivalente ao problema original. Para mostrar as
limitages do principio variacional padrio convencional, considere o exemplo da equacio de onda
vetorial [8]:

1 = - -
YV x }TV x E—kie E = —jwugJ (2.14)
T

Para este caso, o operador £ pode ser escrito como:
1 g r
L=Vx—=Vx ~kje (2.15)
Hr

Para verificar se o operador € positivo definido [8], com a definicdo de produto interno, faz-se;
S 1 o I
<LEF >= /// [V’ XV x FE— kgerEji - B4V (2.16)
v Hr

Com a segunda identidade vetorial de Green [[f,, [3 (VxuV xd —a-(VxuVx 5}] dv =

$ou{d x V x b—bxVx @) - 1dS, pode-se escrever:

<LE,F >=[[[, E- [Vx#%VXF*—kgerﬁ*}dV»}«ggSi[ExVxﬁ*mﬁ* XV x E] - 7dS =

SLEF>=<ELF>+§L[ExVxF*~ F* xVxE] 7dS
(2.17)
Logo, para que o operador L seja auto-adjunto, é necessdrio que a integral de superficie em (2.17)
se anule. Com o produto triplo, tem-se que:

—

Ex(VxF) - fi=axE - (VxF)=-ax(VxF) E

.mﬁ"*><(Vxﬁ)-ﬁm_ﬁxﬁ*.(vxﬁ)mﬁx(vxﬁ),ﬁ*

Assim, supde-se que £ e F satisfazem a condigao de Dirichlet homogénea em parte da superficie

externa,

e

Rox B = 0
K o sobre 5 (2.18)
X F* =90

e satisfazem a condigdo de Neumann homogénea do terceiro tipo na parte restante de S,

1 3 s s B
e VxE + E = 0
VX e XX } sobre Sn (2.19)

FAX VX F A xax Fr =
T
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Assim, para § = 51 +Sp, 0 integrando na integral de superficie serd nulo se tr, Ve € € forem reais.
Dai, o operador L s6 serd auto-adjunto para meios sem perdas e isotrépicos, e para situacbes onde

as condigdes de contorno sejam homogéneas.

2.1.2 Principio Variacional Padrao Modificado.

Se as condigdes de contorno ndo forem homogéneas, o conjunto de fungdes ¢ nio con-
stituem um espago de fungdes, j& que a soma das mesmas, por exemplo, ndo possul a mesma
condicdo de contorno das fungdes; portanto, nfio caindo no conjunto, nio satisfazem a definicéo de
espago. No entanto, em problemas eletromagnéticos, freqitentemente as condicdes de contorno sio
nao-homogéneas, como no caso de problemas de radiacio, J& que ndo se pode discretizar todo o
espaco, admitem-se condi¢bes de contorno absorventes, por exemplo. Portanto, para que o principio

variacional padrao seja vélido nestes casos, pode-se modifici-lo. Define-se;
¢=¢' +u, (2.20)

onde u satisfaz as condigdes de contorno ndo-homogéneas de ¢; logo ¢’ = ¢ — u satisfaz as condicdes

de contorno homogéneas, tal que:

L{¢) =L(p—u) = L(¢) ~ Llu) = f ~ L(u) = f' (2.21)
Dai,
L) =f" onde f'=f—L(u) (2.22)
sendo que o conjunto de fungdes ¢’ constituem um espaco de funcdes. Entéo, o funcional de (2.4),
fica: . ,
1
Fl¢) =5 <L(¢)¢' > -5 <d'f' > -5 <f.¢' > (2.23)
e utilizando {2.22), fica-se com:
1
F¢) = % <hlg-u)d-u>-c<d—uf—Lu> m% <f-L(u),é¢—u> (2.24)

Expandinde, vem:

F¢)=3<L(8)¢> -5 <L{d)u>—%<L(u),¢ >+ <Llu),u>

Hi 2

B

—3<Gf >+ <L) >+ <uf> L <u L) > (2.25)

—5 < f,p>+4 <fou>+5 < Llu),d > —i < L{u),u >
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Como para encontrar a condigdo estaciondria faz-se a variagfo em relacio a ¢, os termos que $6

possuem a fungdo u podem ser descartados; assim;

F(g) =5 <L{¢)yd> -5 <L) u>+L<d,Llu)>~F < f>-L<f¢> (2.26)

Agora, se o operador L ¢ auto-adjunto para condigdes de contorno homogéneas, em problemas
onde as condigbes de contornoe sao nao-homogéneas pode-se utilizar o funcional descrito em (2.26).
Dando continuidade ao exemplo da se¢@o anterior, para a equacdo de onda vetorial (2.14), foi visto
que o operador descrito por (2.15) é auto-adjunto para condi¢des de contorno homogéneas, com g,

Yo € € TEAIS.

2.1.3 Principio Variacional Generalizado.

Apesar do principio variacional padrao modificado poder ser utilizado em problemas eletro-
magnéticos com condigbes de contorno ndo-homogéneas, em problemas que envolvem perdas, isto
é, com . € €, complexos, e existe uma gama enorme de problemas deste tipo; como por exemplo,
quando se usam camadas absorventes perfeitamente casadas, PMLs, o principio variacional padrao
modificade ainda nao pode ser utilizado. No caso do exemplo da equagio vetorial de onda, observa-
se que o operador nac € auto-adjunto quando y, e € sdo complexos, devido 4 definicao de produto

interno. Se o produto interno for definido na forma.,

<¢w>éﬁ¢wﬂ (2.27)

em vez da forma em {2.10), pode-se facilmente eliminar o problema. A condicio estaciondria
do funcional padrao, descrito em (2.4), continua equivalendo 4 equagao diferencial original, como

pode-se mostrar a partir de {2.9),

dF(¢) = —12—[ < L(¢), 60 >+ < L(6g), ¢ > — < 5, f > — < f, 8¢ > ] {(2.28)

Com o operador L auto-adjunto, a condigio estacionaria, 6F(¢) = 0, fica:
SF{¢) =< L{p) — f, 8 >= 0 (2.29)
Assim, o funcional modificado (2.26), pode ser reescrito como:
Fo) =3 < L(¢),¢ > —% < L{¢),u>+3: <, L{u) >~ < f,¢> (2.30)

Assim, para condi¢bes de contorno ndo-homogéneas, com u, € €, complexos, pode-se encontrar o

fancional da eguagao vetorial de onda, com as condicdes de contorno abaixo.

AxE=P sobre 5 (2.31)
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]- = — —
!—;—-ﬁXVXE—!%ﬁXﬁXEmU sobre Sy (2.32)
T

Sendo § = 8§ + Sy, com (2.30) pode-se usar o funcional,
F(Ey= L[[f, [v X LV x E - k%erE"J - Edv

-5 [1f. {v x LV x E - kge,,ﬁ] - iqdV

(2.33)
+i [ E- [\7 x 2V x i - kgerﬁ'JdV
+iwopo [ff (E - J)dv
Utilizando-se a identidade vetorial,
V(AxB)=B VxA-A.VxB (2.34)
pode-se escrever:
=5 M@ Vx @V x BV = L [[[.(V x @) (g'V x B)dv —% $ [V x E) x @] - #dS
SINVE-Vx iV x@)dV = L [ff,(V x B} (41 x @)V +3 $l(ur'V % @) x B} - adS
(2.35)

Admitindo que y, e ¢, tenham, no maximo, anisotropia diagonal na regido de fronteira do dominio,
(2.35) em (2.33), resulta em:

FE) = }Jf, |9 x £V < B - e E] - Bav
+3 $ou (V x @) x B — (V x B) x @ - 2dS (2.36)

+ 3wy g fffV(E . f)dv
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Aplicando as condigdes de contorno (2.31) e (2.32) em (2.36), vem:

F(E)=1[[f |V x 2V x B~ ke E| Eav

(2.37)
+3 $5,(U-E—U-7)dS

+jw{)l“"0 fffv(é : ‘f)dt’

Descartando os termos que nao contenham E, j4 que deve-se ter a condico estacionaria do funcional

em relagdo a E, com o objetivo de encontrar a solugio do problema original, vem:

F(E)=%[[f, {v x =V x E ~kie.E| - EdV
(2.38)
+3 §s, i B - (V x B)dS + 4§ T - BdS + juopg [[f (B - Jydv

Voltando a utilizar a identidade vetorial (2.34), no primeiro termo do lado direito da equacao {2.38),

tem-se:
F(E 2fffL (VXE) kgﬁrﬁ.ﬁ dv
+1 o x (ur'V x E) - EdS (2.39)
3 §s, b VXE)dS‘ﬂgsUEd5+3wouofffvﬁ Jydv

Novamente, utilizando as condi¢des de contorno (2.31}) e (2.32) em (2.39), vem:
F(E) =4 [[f, |(V x E)- 2(V x E) —k%eTE“-E‘}dv

1 §o, u71P - (V x B)dS + L §o (T — e x 2 x E) - EdS (2.40)

+5 $o w7 P (V x E)dS + § §, U - EdS + jwopo [[fi(E - Tdv,
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que, finalmente, resulta em:

F(E)=13[[[, (VxE). =(V x E) — k}e, E - E"] dv
+$6,(0 = Lot x 2 x E) - Bas (2.41)

+jwono [ff(E - J)dv

Observando a equagao (2.41) percebe-se que a parcela do contorno §; onde ha conhecimento das
incdgnitas (2.31), neste caso a componente tangencial do campo elétrico, nio aparece no funcional
e deverd ser aplicada ja no sistema de equagdes finais, quando o problema jé for discretizado; este
tipo de condigao de contorno ¢ denominada de condiciio de contorno essencial. J4 na parcela do
contorno Sz, onde é conhecida a derivada da fungdo incégnita (2.32), neste caso a componente
tangencial do rotacional do campo elétrico, aplica-se a condicio de contorno no funcional, ainda
no continuo, antes da discretizagdo do problema e denomina-se este caso de condicio de contorno

natural.

2.1.4 Meétodo de Galerkin.

Dado o problema de contorne,
L=f (2.42)

sendo V um espago de fungoes e ¢ € V. Pode-se definir o residuo r,
r=Ld—f (2.43)

quando gE é uma aproximagao da solugdo ¢. Se forem tomadas as funcdes de peso oul também
chamadas fungoes teste, w, sendo que Yw € W, sendo W um espago de fungdes, o método dos pesos

residuais ou método de Petrov-Galerkin ¢ descrito com: Encontrar um ¢ = ¢ € V tal que;
<rw =< L@),w> - < fw>=0 (2.44)

Se W = ¥V, o método denomina-se de método de Galerkin. No caso das condi¢bes de contorno
nao-homogéneas, ¢ nac fard parte de um espaco de fungdes, entio faz-se ¢ = ¢’ +u onde u satisfaz
as condigbes de contorno ndo-homogéneas e ¢' satisfaz condi¢des de contorno homogéneas. Assim,
aplica-se Galerkin sobre L(¢') = f' sendo f' = f — L(u), < L{#"),w >=< f — L(u),w >, que com

a definicdo de produto interno generalizado, volta a ser < L(¢),w >=< f,w >. Como exemplo,
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sera aplicado o método de Galerkin na equagio vetorial de onda, dada em (2.14), com as condicdes
de contorno (2.31) e (2.32). Aplicando Galerkin em (2.14), vem:

// V><—~(V><E a]dv — keffferEde——jwuo[//deV (2.45)

Aplicando a identidade vetorial {2.34) ao primeiro termo de (2.45), vem:

f[fv —(VxE). va]anJh}( {“T(VXE) 7]dS~ kO/// & - wdv—-mjwoff[ Joddv

(2.46)
que com o produto triplo pode ser reescrito como:

/ff - (V x &). wa]dV—}-jé[nxw V x B) i) dS - koff/ e - wdvm-jwm// FoddV

(2.47)
As fungdes peso, que sdo arbitrdrias, devem obedecer a condicdo de contorno essencial da incdgnita

de forma homogénea; assim (2.47) fica:

//[ ?)-u- (VxE) wa]dV—{—j{ [(U — e XA X F) 1l |dS~ k[}/// e,.Ede=—~qu0f/ Jadv
VoM S

{2.48)
que ¢ a formulagdo fraca de Galerkin. Nota-se que o grau de requerimento de derivacio em E caiude
ordem 2 para ordem 1, desde a equagio de onda original até a formulag3o fraca de Galerkin (2.48);
isto é fundamental para o método dos elementos finitos, pois no método sio usadas funcoes de
aproximagao para interpolacdo do campo do tipo (y, isto é, fungdes continuas mas com derivadas
de primeira ordem descontinuas. Isto deve-se ao processo de discretizacio como serd mostrado

adiante.

2.2 Discretizacao

Apds serem encontradas as formulagdes através do principio variacional generalizado ou
através do método de Galerkin, faz-se uma aproximacio da func¢io que deseja-se encontrar por um

somatdrio de coeficientes multiplicados por funcdes de base conhecidas L;, na forma:

N
9= 3 eils = (e} L) = (£Y o) 249)

onde ¢; sdo os coeficientes a serem encontrados, {¢} um vetor com todos os coeficientes e {L} um
vetor com todas as fungSes de base e {¢}' indica o transposto do vetor {¢}. As funcoes de base L

sdo definidas em todo o dominio onde estd ¢.
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2.2.1 Discretizagdo com o Método Rayleigh-Ritz

O método de Rayleigh-Ritz ¢, basicamente, a utilizacio da aproximagio (2.49) na for-
mulagdo variacional generalizada. Considerando um problema com condi¢es de contorno ho-

mogéneas, pode-se escrever;

N N 1 y
F= ; {cg !:5/;2.{@ L(Lj}dszch —Cz‘/QLif}dQ (2.50)

sendo £ 0 dominic onde se procura a solucio. Para encontrar a condicdo estaciondria do funcional
F deve-se fazer a derivada deste em relacio a cada coeficiente ¢;, fornecendo para cada derivacéo
uma equacag;

OF 1

de; 2+

]:

cj[/ L; L(Lj)dﬂw&/LjLLidQJ —/Lz-fdﬂzo i=1,2,3,4,...,N (2.51)
f 0 o 0

Como o operador € auto-adjunto, pode-se escrever;

N

oF . .
= =ch[/QLi L(Lj)dﬂ] —/Lifdﬂmf} i=1,23.4,...,N (2.52)
j=1 e
que pode ser reescrita na forma matricial da seguinte formas:
[E]{c} = {b} (2.53)
sendo:
K; :/ L; L{L;)d$2 (2.54)
0
e
b = / L; fdQ3 (2.55)
2

2.2.2 Discretizagao com o Método de Galerkin

O método de Galekin basicamente é a aplicacio da aproximacao(2.49) em (2.44), considerando-

se que w = ¢;, 0 que leva a:
N
ZCj/LiL(Lj)dQ—/LifdQ:O i=1,2,3,4,...,N (2.56)
=1 0 Q

que pode ser reescrita na forma matricial da seguinte forma:

(& {c} = {b} (2.57)
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sendo:
K, = / L; L(L;)d92 (2.58)
Q

i = | L; fd0 5
b /Q fd (2.59)

Esta ¢ exatamente a mesma expressao encontrada com o uso do método de Rayleigh-Ritz.

2.2.3 O Método Rayleigh-Ritz e o Método de Galerkin em Elementos Finitos

Tanto no método de Rayleigh-Ritz quanto no método de Galerkin, a escolha das funcdes
de base ¢ feita com funcdes vélidas em todo o dominio. Esta escolha pode ser realizada com o
conhecimento prévio do problema, mas mesmo assim é uma escolha dificil de ser realizada. No
método dos elementos finitos, o dominio é dividido em subdominios denominados elementos, por
exemplo, um dominiec 2D pode ser dividido em tridngulos, como mostrado na microfita da Figura

2.1, e sdo defindas as fungdes de base em um certo nimero de subdominios, tendo valor nulo nos

/x N &\% e /\

.

A e YAYANE: e AYAY
i %ﬁgrﬁﬁ"%¢:ﬁi‘§*’ o
Ao Cancvavg s S AR
WY AT, * 'é?‘;h":pk Eel, ) £ 5 ‘*ﬁég‘f AY
. v’iﬁ;ﬁiﬁizwyg;rgzg:&wﬁﬁﬁ“’#"‘ :

- ‘* ot S TAVAYAT RN E, SO0 ‘B%  /
&0 R AT B i/

T A vt AT

SR

N
<]
I
v,

Figura 2.1: Dominio 2D discretizado com tridngulos.

dominios restantes. A parcela da fungéo de base dentro de um subdominio chama-se de funcio de
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forma; assim, as integragbes dos produtos internos para formar a matriz, como na equagio (2.60),

pode-se calcular elemento a elemento,

A M
K; ;= / L; L(L;)dQ = Z/ Li L(L)dQ, = ZKfj (2.60)
at ex=1 7 e e=1

sendo {2, o dominio do elemento e, Li a fungio de base 4 dentro do elemento e, M o nidmero de
elementos que formam o dominio 0. Logo, com cada elemento da matriz K; ; pode-se calcular
elemento a elemento, K ;. A matriz [K] é denominada de matriz global e pode-se também definir
uma matriz [K®] que é denominada de matriz elementar. Ent&o, o processo de formacio da matriz

global é feito da seguinte forma [27]:

e Para um certo subdominio, elemento, calcula-se a matriz elementar completa.
e Cada termo da matriz elementar é acumulado na sua respectiva posi¢ao na matriz global.

* Quando os passos acima forem realizados para todos os elementos, cada termo da matriz

global terd sido completamente montado.

Como as funcdes de base s6 possuem valor diferente de zero em um certo ntimero de ele-
mentos, muitos componentes da matriz global serdo nulos. Serdo diferentes de zero os elementos
K; j no quais as fungdes de base i e § sejam diferentes de zero em pelo menos 1 subdominio. Isto faz
com que a matriz global tenha muitos elementos nulos. No caso desta tese, que utiliza funcoes de
base ligadas as arestas de tetraedro, em dominios 3D, o niimero de elementos nio nulos da matriz
global estd em entre 0,1 a 0,3 %. A forma de obtencio das expressoes das matrizes elementares

esta descrita no Apéndice A.



Capitulo 3

Espalhamento de Ondas por Materiais com

Anisotropia Elétrica e Magnética.

3.1 Introducao

O espalhamento de ondas por dielétricos sempre foi um desafio a ser vencide por métodos
numéricos e 0 mais popular para este tipo de célculo é 0 Método dos Momentos, MoM, que tem a
caracteristica de ja possuir a condigio de radiagio embutida no préprio método e permite trabalhar
com discretizagbes nao-uniformes. A grande desvantagem do método é que a matriz resultante é
cheia. Existem algumas tentativas de reduzir este problema fazendo inversas por partes, utilizando
critérios de importéancia na ligacdo entre dois elementos da malha, Urbana-Champaign. Utiliza-
se, também, uma forma iterativa bastante engenhosa e eficiente: calcula-se a onda espalhada sé
por parte do espalhador e o resultado serd computado como se fizesse parte da onda incidente
para o resto do espalhador e assim por diante até que haja convergéncia [4]. Além disso, as
fungdes propostas por Antenor e Mendes [4] melhoraram o MoM, pois possuem divergéncia nula,
fazendo com que nédo aparecam cargas espirias no interior das regides homogéneas do espalhador.
O Método dos Elementos Finitos, por sua vez, necessita de condigdes de contorno nas superficies
abertas: ABCs descritas no Apéndice C, PMLs também descritas no Apéndice C, ou ambas, id que
o método trabalha com as equagdes na forma diferencial. Para gque as ABCs funcionem, existe a
necessidade de uma certa distdncia do elemento radiador e as PMLs podem até ficar encostadas
no radiador, mas séo camadas que necessitam de discretizagio. Assim, é sempre necessirio que
sejam discretizadas regides ndo pertencentes ao espalhador, aumentando a ordem da matriz a ser

invertida. A boa noticia é que a matriz resultante do Método dos Elementos Finitos é esparsa e a

10
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percentagem dos elementos ndo-nulos na matriz estd em torno de 2 a 3%.

3.2 Formulacao.

Na formulacdo aqui utilizada serd empregado o teorema das correntes volumétricas equiva-
lentes [28], onde o espalhador, para efeito de célculo da onda espalhada, pode ser substituido pelas
seguintes correntes equivalentes:

Jog = jweg(&r —I) - E (3.1)

Meq = jwuo(jfiy — I) - H (3.2)

sendo J";q ¢ a densidade de corrente elétrica equivalente, Meq ¢ a densidade de corrente magnética

equivalente, & o campo elétrico total, H o campo magnético total, € o tensor permissividade
elétrica relativa e {1, o tensor permeabilidade magnética relativa.

O campo elétrico total pode ser escrito como:
E=Emc + Fs (3.3)

sendo E™*¢ o campo elétrico incidente e £° o campo elétrico espalthado.

O campo magnético total pode ser escrito como:
}'_{‘ — ﬁ'inc + ﬁ& (3‘4}

sendo H™ o campo magnético incidente e HS o campo magnético espalhado. Os campos espalhados

podem ser calculados pelas equagbes de Maxwell tendo como fonte as correntes .f;q e ﬂZfeq,

Vx B = nﬁeq — JupH® (3.5)
V x HS = j;q + jweg B (3.6)

Substituindo (3.2) e (3.4) na equacio (3.5}, vem:
V % B = —jupafir ~ 1) - B — juopo(fy — D)+ B ~ jupo (3.7)
Dai, obtém-se:
V x E® = jupg(l ~ fr) - H™ — jwuehy - B (3.8)

Multiplicando- os dois lados da equagdo (3.8) por &, = ! e, depois, aplicando o rotacional também

nas dois lados, vem:

—

V% (B V x E°) = jwpgV x (& — 1) - B — jupeV x B* (3.9)
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Com a equacio (3.6), pode-se escrever:
V % (B V x BS) = jwpoV % (5, — I) - A" — jwug oy + KB (3.10)
Aplicando as equagtes (3.1) e (3.3) na equacdo (3.10), resulta em:
V% (B -V x E) = jopoV x (B — ) H™ 4 k26, — [} - B¢+ B2(&, - ) - B* + K2E® (3.11)

gque pode ser reescrita como:

V% (B, -V x B¥) = kZ& - E® = jupeV % (5, — I) - ™ + k&, — ) - B"e (3.12)

que é a equacao que relaciona o campo eiétrico espalhado com os campos elétrico e magnético
incidentes. Esta € a equacdo usada para andlise do problema de espalhamento de melos com pro-
priedades anisotrépicas elétrica e magnética no dominio da freqiiéncia. Aplicando Galerkin na
equacgdo (3.12), isto €, fazendo o produto escalar pela fun¢io peso o0 e integrando no dominio V,

Vern:

[ffy@ -V x (5 -V x E$)dV — B2 [[[, @& - EdV =

(3.13)
jwpo [[fy & -V x (B — I)- H"edV + k3 [[[,, & - (& — I) - Eincdv
E vélida a identidade vetorial:
GV (% VxE)=5 -VxE Vx@T—V-(Fx& VxE) (3.14)

Utilizando o produte triplo e a identidade vetorial (3.14), obtém-se ma fraca de (3.13),que é:

VX @ (B -V xENVAV + §15 - (A x 5 - V x E5)dS — k2 G- & BV =
v 8 ] i's

kgfffvﬁ.{amf).gincdv.é.jwﬂgfffvw.vx(gr_f),;‘jmcdv -
3.15

3.2.1 Integracoes nos Elementos

Como ja explicado na Introducggo, no método dos elementos finitos o dominio de integracio

¢ subdividido em véarios subdominios, as fungbes peso e 0 campo sao expandidos em fermos das



22 Espalhamento de Ondas por Materiais com Anisotropia Elétrica e Magnética.

fungoes de base, que no caso desta tese, serdo as funcdes de Whitney CT/LN, apresentadas no
Apéndice A da seguinte forma:

Na
E=3% BN, (3.16)
i=1

sendo Na o nimero de arestas, E(; os coeficientes do campo e N(gj) as funcdes de base de Whitney

CT/LN. As funcgdes de peso sdo aproximadas por:
T =N i=1,2,3,..., Na (3.17)

Cada func¢do de base global ﬁ(’;} serd diferente de zero somente nos elementos que possuam a aresta
nimero 717 como uma de suas arestas. Em cada elemento a funcio de base terd seu comportamento
descrito por uma fun¢io de forma ]\w?(z-}1 vilida dentro de um dnico elemento, que ¢ uma das parcelas
da funcao de base. A funcio de forma em um elemento e no seu vizinho, gue sdo parcelas da mesma
funcéo de base N {gi), s&0 tals que possuem componentes tangenciais iguais na interface, garantindo a
continuidade tangencial dos campos, Apéndice A. As integracdes da equagio (3.15) sdo realizadas
elemento-a-elemento formando o que se denomina de matriz elementar; apds isto, esta matriz
elementar sera acumulada na matriz global; como, no caso em questdo, hé seis fungbes de base
em um tetraedro, cada fungio de base ligada a uma aresta, a matriz elementar terd dimensio
de 6X6. Apods a aplicacdo de (3.16) e {3.17) em (3.15), os elementos das matrizes elementares

correspondentes ficam:

3.2.1.1 Primeiro Termo do Lado Esquerdo da Equacgdo (3.15).

Qeli, ) = // g V x f\_f(z) U -V % ﬁ(ﬁd]fe (3.18)

sendo Ve o volume do elemento "e”. A matriz elementar Q. corresponde ao primeiro termo do lado
esquerdo de (3.15). As expressdes de célculo sdo obtidas no Apéndice A. Para ser programada,
utiliza-se as expressoes (A.1), (A.7), (A.9), (A.10), (A.11), (A.23), (A.25) e a Tabela A.1.

i

3.2.1.2 Segundo Termo do Lado Esquerdo da Equacio (3.15).

O segundo termo do lado esquerdo de (3.15) é uma integral de fluxo; este fluxo entre
dois elementos internos se anulard, condi¢do de contorno aplicada ainda antes da discretizagio, no

continuo, que é denominada de condigio de contorno natural, o que ndo acontece quande hd uma
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ou mais faces do elemento na fronteira externa do dominio; neste caso, as condigdes podem ser
parede Elétrica, Magnética ou condigbes de contorno absorventes, ABCs. Na parede elétrica, o
campo elétrico tangencial e 0 campo magnético normal se anulam; no caso da parede magnética,
oCoITe © inverso, 0 campo eléirico normal e o campo magnético tangencial se anulam. Quando
sao usadas fungdes de base de aresta, Apéndice A, que é o caso desta tese, se 0 campo modelado
é o campo elétrico, o uso de paredes elétricas é extremamente simples, bastando para isto zerar
as incégnitas ligadas as arestas que est&o sobre paredes elétricas; isto é feito depois do sistema de
equagbes global ser montado, e é denominado de condigiio de contorno essencial. Se a parede for
magnética e o campo modelado for o elétrico, hd muita complicacio, fazendo com que o esquema de
armazenamento esparso seja prejudicado, ja que a aplicagdo da condi¢io de contorno envolve mais
que uma varidvel. O uso de paredes elétricas pode ser feito em conjunto com as PMLs, que sdo
camadas de material absorvente perfeitamente casadas com o espago livre, Apéndice C, deixando
para as mesmas a atribuicao de simulacéo de espago aberto. Quando se deseja simulagao de espaco
aberto, pode-se também utilizar as ABCs nesta integral de fluxe como condigao natural, isto é, no
continuo, sobre as paredes externas. As ABCs mais utilizadas em cédigos 3D, tanto no método
dos elementos finitos, FEM, quanto no método das diferencas finitas no dominio do tempo, FDTD,
sao a ABC de segunda ordem do tipo Engquist-Majda e a ABC de segunda ordem do tipo Bayliss-
Turkel. A obtencao das equacdes de ambas estio no Apéndice C, sendo as do tipo Engquist-Majda
para paredes planas ¢ as do tipo Bayliss-Turkel para paredes esféricas. Nesta tese sé serd aplicada

a condigio de contorno do tipo Engquist-Majda de segunda ordem, que é:

A x V x B* = jpoko B + FEVIES + V,Ej (3.19)

sendo py e py constantes reais fornecidas no Apéndice C, Tabela C.1, que modificam o angulo de
absorcao maxima de uma onda plana incidindo sobre a parede absorvente, Figura C.3. Logo, o se-

gundo termo do lado esquerdo da equagio {3.15), considerando que o meio ¢é isotrépico na fronteira,

isto é, T, == I, pode ser escrito,

j{w.r % V x E)dS =jp0koj£w-ﬁgds+ ?’—zjfw-viﬁfds+j£w-vt.€;ds (3.20)
s 5 iko Js 15

os termos do lado direito da equacdo (3.20) serdo tratados separadamente.

e Primeiro termo do lado direito da equacéo (3.20).

Ap6s a aplicagdo de (3.16) e (3.17), a matriz elementar fica:

IS8abey{i,5) = jpgkof Jv{i} . ﬁgﬂdﬂ {3.21)
143
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onde £ é a face do tetraedro que esté na parede externa. ISabe; (3, ) pode ser programada
utilizando-se (A.41) e (A.49) a (A.55) em (A.43).

» Segundo termo do lado direito da equacio (3.20).

O segundo termo da equagao (3.20) deve ser ” enfraquecido” no requerimento de derivacgdo,

J& que possui derivagdes de segunda ordem; assim, utilizando a identidade:

UV3p =V (yVe) - Vi - Vg, (3.22)

sendo 1 e ¢ funcoes escalares, pode-se dizer que:

/Sw%mf@a(vqs-ﬁ)dz—/Sw-wds (3.23)

Como a ABC em questdo é a de segunda ordem do tipo Engquist-Majda, cuja aplicacio é
feita nos planos ¢ — y, ¢ — z e y ~ 2, considerando a equagao (3.23) e desprezando-se as
integrais de linha, o segundo termo do lado direito da equagio {3.20) pode ser reescrito para

cada um dos planos na forma:

— No plano z — y:

ISabey(i, 5) = & 75 fa N(m) ViN? (5 d€l = — B [, (V}N o) - Veliagsy + ViNyg - vtNy(j))dQ
6N$ i a]Vx . aj\'}_(i 6N$ o N, £ aN, alv 3 8N
jko 0 ( 6x” c’hm + = } 63;(” . 61:;:( y(}) 4 8?( (J) dQ

(3.24)
onde € ¢ a face do tetraedro que estd na parede externa. Como nesta tese foram

usadas as funcdes de base de Whitney CT/LN, apresentadas no Apéndice A, sabe-se

an. an. an,
que —EE = e & 1’;’” = 0, para qualquer %, e também sabe-se que W‘) = constante
AN,
e —5" = constante; portanto, a equacio (3.24) pode ser reescrita na forma:

= P24 A T2 A _ P2 (ONg 0N, 3Ny(t Ny
[5abes(i,5) = kg fiN(l) VfN(j'}C‘a"Q T kg ( Area

3y Oy dx Oz
(3.25)
sendo Area a drea da face de integracio do tetraedro.
— No plano z — z: Da mesma forma que no plano r — ¥, pode-se escrever:
N 2 G Pz ((ONagyy ONz(gy Ny ONy)
6,7} = —=— ® Ny - ViNE = iz + )
ISabes(i, 7) it j{z Gy - ViN;dQ I ( E Ep 5 e req

(3.26)
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— No plano y — z:

Ny BNy . Ny ONA()

0z 9z dy Oy Area

(3.27)

L. p2 s 2 3t 9
ISabes(i, ) = — j{N..v N.dg___{‘ﬁ<
2 4) Jko Ja B ) Fko

) _ ONgy ONoy BNy ON,u
sendo Area a drea da face. A forma de programar os termos —=2 zli) wi) @

SN SN ... gy ' 8z ° 8z ' Pz
e ~5~3~'~;~(m‘«l estd descrita na equagio (A.57) do Apéndice A.
o Terceiro termo do lado direito da equacao (3.20).
ISabes (i, §) = / Ngy - Vila- Npy] dQ (3.28)
)

onde {1 é a face do tetraedro que estd na parede externa. Com as equagdes (A.9), (A.10),(A.11),
(A.41), (A.BT), (A.60) e (A.61), obtém-se a integral ISabes{4, 7) na face do tetraedro.

3.2.1.3 Terceiro Termo do Lado Esquerdo da Equacdo (3.15).

Reid) = 45 [[[ Fig e Fyav. (3.29)
Ve
sendo V, o volume do elemento "e”. A matriz elementar R, corresponde ao terceiro termo do lado

esquerdo de (3.15). As expressdes de cdlculo sdo obtidas no Apéndice A. Para ser programada
utiliza-ge as expressoes (A.1), (A.7), (A.9), (A.10), (A.11), (A-31), (A.32), (A.33) e a Tabela A.1L.

3.2.1.4 Primeiro Termo do Lado Direito da Equagao (3.15).

Este termo representa uma parcela das fontes equivalentes, a parcela da densidade corrente

elétrica equivalente, e resultard em uma matriz Na X L

K / / /V G- (& — ). Bineqy (3.30)
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Primeiro € necessdrio fornecer o campo elétrico da onda incidente, que serd uma onda plana com
amplitude uritdria, dada por:

Eine = {{cos(ﬁ) cos(f) cos(¢) ~ sen(B)sen(¢}]2

+[ cos(B) cos(8)sen(s) + sen(3) cos(@)] 9 — cos{ﬁ)sen(@)zE}e”“‘J'IkGF".C
(3.31)

= (Eicg + E;ncg + Egncz,)e—kof-fc

-~

k = sen(0) cos(¢)& + sen(B)sen{¢)q -+ cos(d)z

sendo 7 = x £+ y §+ 2z # o vetor posicio, k a direcdo de propagagio, 6 e ¢ os adngulos das
coordenadas esféricas da direcdo de propagagio e B o dngulo que fornece a polarizacio da onda
incidente, como mostrado na Figura 3.1.

=z A
%
~ {/,—'*‘E-—W*Zc
Zp
.
“ . g v
o ™

Figura 3.1: Campo elétrico incidente Einc.
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Assim;

=

(E(T$:€) - 1}Emc + E(sz)E + e(rxz}Ezn

i ]
(& —1) B = [€trym) B2 + (egrym) — DES + E(Tyz EPely o+ e Thork (3.32)
Eﬁ(mx}E;nc + E{sz)E;nc + ( €(rzz) ; }
Define-se:
EE; & (6(1":1::1:} - 1)E;nc + 6(Tmy)E§tﬂc + e(rxz)Einc
EEy £ e(ryw}E;nC -+ (E(ryy) — I)Eznc -+ e(,.yz)E;’_i”C (3-33)
EE; = E{rza:)Eirnc -+ E(rzy}E;nc + (e{rzz) - 1)E;nc
Com (3.17), no elemento tem-se:
Fgy =4k} ] f f_v Ny - (BE.& + EEyj + EE.3)e tko™kqy (3.34)

que pode ser obtido com (3.33), {A.70), Apéndice A e a Tabela A.6, também do Apéndice A.

3.2.1.5 Segundo Termo do Lado Direito da Equacdo (3.15).

Este termo representa a outra parcela das fontes equivalentes, a parcela da densidade de

corrente magnética equivalente, e também resultard em um vetor.

jwuo / / [ @V x (3, — I)- H™qV (3.35)
v
O campo magnético incidente é:
(ky B — k. B} & +
4 (kB — kB g +
ﬁinc _ .1;: XT]EiﬂC _ + {kxE;nc —_ ZyE;nC) F: wkgr E_ (Hznci__,_H?,nc?m}thnc ) —ikpFk
0 0
(3.36)
{ Uf:rm: _ Hinc 4 U(rmy)HmC + v(r:cz)HmCJ 7 4+ ﬂ
(T ~ Iy e = 4 [ () H c 4 ('U{ryy) _ 1}Hmc + U(Tyz)qu G+ ¥ e~ Jkofk (3.37)
+ [’U(rzw HZ Cobu rzy)H + (U(rzz - 1)H§nﬂ i
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Definindo: .
HH* = ('U(r:cm) — 1)5;716 - ?)(rzy)ﬂénc + ?)(,.mz}Hinc

HH;RC & ’U(,.yx)Hinc + (‘U(ryy} - I)H;nc + U(TyZ)H;nC

(3.38)
HHgnc 2 @(T‘zm)Hzinc + U(rzy)Hénc + (v(rzz) - I)Hgnc
Como a onda ¢ plana e no espago livre pode-se fazer Vx = — jkokx, resulta;
JwpeV x (T, — f) . Jine wuekok x (U, - f} . |ine = kgng.fc x (B — f) . Hine —
(kyHHIe — k.HH™) & + - (3.39)
kg”f?ok % FH"C = kg"]ﬂ o+ {szH;‘nc - szHgnc) g -+ % g IRk
+ (kaH;”C — k,HH™) 3
Definindo: .
KHH & (ky HH™ — k, HH™<)
KHH, £ (k,HHI* — ko HH™e {(3.40)
KHH, £ (kIHH;nc . kyHH;nc)
Com (3.17}, no elemento tem-se;
Fty = kgmo f / /V Ny - (KHH.& + KHH,j + KHH,3)e ThoTkqy, (3.41)

que pode ser obtido com (3.38), (3.40), (A.73), Apéndice A e a Tabela A6, também do Apéndice
A.

3.2.2 Montagem do Sistema de Equacoes.

Apés o caleulo das matrizes elementares de um elemento, estas serdo acumuladas na matriz
global, até que isto se repita para todos os elementos do dominio de discretizacdo. Finalmente é

montado um sistema do tipo:
[A{E"} = {b}, (3.42)

onde
[A] = [Q] + [ISabe1] + [ISabey] + [ISabes] + [R]
(3.43)
{b} = {Fe} + {F"}.
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O vetor {E*} ¢ o vetor de coeficientes da equaciio (3.16) que, com as funcdes de base N (’;}, fornece

o campo elétrico espalhado em todo o dominio discretizado.

3.3 Calculo dos Campos Distantes.

A partir do campo elétrico espalhado no dominio de discretizagio, pode-se obter o campo
espalhado em qualquer regido, utilizando a fungéo de Green para espago livre. Basicamente, pode-se

obter isto de duas formas:

o Utilizando o teorema da superficie equivalente.

o Utilizando o préprio teorema das correntes volumétricas equivalentes.

3.3.1 Calculo dos Campos Distantes Utilizando o Teorema da Superficie Equiv-
alente

Através do teorema da superficie equivalente, os campos da parte exterior de uma superficie
imagindaria fechada sao obtidos colocando, sobre a superficie, densidades de correntes elétrica e
magnética que satisfacam as condigdes de contorno. Estas correntes sdo tais que os campos na
parte interior a superficie, sdo nulos e, na parte externa, sdo os mesmos produzidos pelas fontes
reals que se encontravam dentro da superficie. Esta técnica é usada para obter os campos radiados
na parte externa a superficie, El e E’l, por fontes internas & superficie, j% e M;, Figura 3.2. A

técnica € exata e sua precisao depende do conhecimento dos campos sobre a superficie [28]. No

—_— — e
EI‘HI A E Hl
N n N
d \/ d \/X
,_—-""/—--t-“-'b ""’/ s}
> | E ; . 0.0
P L1, | i
S s -
l v i ' Jd=nxH
I i ra r i
{ vl 14 €. /
. g . 8!,LL/1 7 ELH, \ s . i / s ELK,
- - \W
. " b 8T
If =-nxE, 2

Figura 3.2: Teorema da Superficie Equivalente.
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caso desta tese, o campo espalhado é conhecido em todo o dominio discretizado; assim, basta fechar
uma superficie em torno do espalhador e com o campo espalhado calculado através de (3.42), sobre
a superficie, calcula-se as densidades superficiais de corrente elétrica e magnética e, a partir destas,

calcula-se 0 campo distante radiade. A densidade superficial magnética é dada por:
M?® = —f x E° (3.44)

A densidade superficial elétrica é dada por:

e

= h o B, (3.45)

sendo que E* é o campo elétrico espalhado, calculado através da equagio (3.42) e H® é o campo
magnético espalhado, calculado utilizando-se a equacio de Faraday na forma diferencial no domfnio
da freqiiéncia. Dentro de um elemento interno a superficie, que contém uma face na mesma, calcula-

se cada parcela do campo magnético e para cada funcio de forma ligada a cada aresta ai, na forma:

o oY X Bl _ g VX N

Higy = —— = Ej;— P (3.46)

sendo Efm.) o coeficiente de campo da equagdo (3.16), referente & aresta com o nimero local ai.

V x ﬁ(ai} fes ROtm{az’)i" —+ Roty(m‘}?} -+ Rotz(m-):% (347)

2{ai)

ROt:c{m'} = R [ce(m(ai))de(cf(ai)) - Ce(cf(ai))de(a(ai))]

Roty(a) = 2% [de(cigy)belcf (ai)) — de(cfrai )belciryy)] (3.48)

2U{ai . .

Rot (g = 22 [be(citai YeelcT asy) — be(cf o )eelcipn)],
onde {(af) é o comprimento da aresta ai, A é seis vezes o volume do elemento, ci;) e cfy;y sdo
dados pela Tabela A1 e begy, CE(ai) € de(y;) sBo calculados para o elemento em questdo, através
das equacdes {A.9), (A.10) e (A.11). Como J° = # x H*, deve-se ter o vetor unitdrio normal 3
face do elemento gue pertence & superficie, apontando para fora desta; este vetor é obtido através

da equacio {A.40) e (A.41) do Apéndice A; assim, a densidade de corrente elétrica, com (3.46) e



3.3 Calculo dos Campos Distantes. 31

(3.48), é

fs nxVxE? 0

(ad) = —jwuo

ce{m)Rotz(m) wdE(m) ROty(ai}

JE .
Futtio \/be?m}—i—ce?m}-{«a‘.efm)

z{ai)

= Elas

(3.49)
de(m ) Rotz o) —be(m) Rotyq;
8 — E‘: ziai m) z{ai}
Jy(m) (a8} w be? ce? . ide?
J #D\/ (m}"' {(m)} " Y {m}

JS

. be(m}Roty ;i) —cem) Roty g0
z{ai) Eai)

Fwha \/be%m)—i—ce%m) vé»de?m) ’

onde as componentes da densidade de corrente ndo variam ao longo do elemento e os indices m
sdo: m = 4 se a face do tetraedro que pertence & superficie for a face 1, m = 3 ser for a face
2,m = 2 se for a face 3 e m = 1 se for a face 4. ( ai) é a parcela a¢ da densidade de corrente elétrica
tangencial & superficie do elemento interno (poderia ser o externo) & superficie e que possui uma
face na mesma.
Também a densidade de corrente magnética é calculada em parcelas e para cada elemento interno
(poderia ser o externo) & superficie e que possui uma face na mesma. Esta parcela é calculada por:
My = —EBfnf x Ny (3.50)
O vetor unitério € normal & face do elemento que pertence 4 superficie, apontando para fora desta;
este vetor ¢ obtido através da equacdo (A.40) e (A.41), do Apéndice A; assim, com (A.19) em

{3.50), a densidade de corrente magnética fica:

[L(ci(as)) be(cfran) — Licfian) belcie)]E
)

. E? i l{ai\ b&( T+ ce \g}—l—de z
My = (ai ;( \/22 +i:,; ; d(?} ) x| H[L{eiy) celefrany) — Licfiai) celcisy)ld
-+ ae .
{m) {m) (m) +[L(cian) delefan) — Dl an) delcige))z
(3.51)

onde m = 4 se a face do tetraedro que pertence a superficie for a face 1, m = 3 ser for a face 2,

m =2 se for a face 3 e m =1 se for a face 4 e [(,;) 0 comprimento da aresta ai. Define-se:

Iy ce(myde(l) —de(m)ce(d}
PVDS() A\/be( ) ce( ) de{ )

degmybeli)—be(m)de{i}
Dyfbef tee?  Fdel,

PVy(i) = (3.52)

(e}

m}

PV (1) A begmyce(i)—ce(m)be(i)

2 3 4.2
A\/be(m)+ce(m} Ede(m)
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a expressac que permite o cdlculo da parcels da densidade de corrente magnética pode ser obtida
na forma:

s 8

JW{ 9 ~—M{ )E-I-M(m)y M

faz)
Masy = Efpiylian [L(¢iai) ) PV 2 (cfran) — Licfian ) PV (cig)]

M sy = By las) [L{Cian ) PV y(cfian) - L{cf s ) PVy(cia)]
My = Byl [L(cigai)) PV 2(c o) — L{cf i) PV2(cig))]
Para um dado ponto de observagio, definido por r, f e ¢, os campos distantes podem ser calculados

com o auxilio das seguintes equagdes [28]:

Ne = [fg [J; cos(8) cos(¢) + J3 cos(8)sen(¢) — Jgsen(é))} ko™ 7 g g
Ny = ffs l Js cos(@) + Jys cos(qﬁ)J eiko™ 4o
(3.54)
Lo = JJs [ M2 cos(®) cos(s) + M5 cos(6)sen(s) — Misen(s) |/ a5
Lo = s [ — Mz cos{0) + My cos(c;ﬁ)} elko™ T g8
E.~0
Ey = ~ 20220 (L 4 1ol ) (3.55)

4oy

By o B0 (1 noNs ),

sendo By e E; as componentes do campo elétrico distante em coordenadas esféricas e r a distancia

do ponto de observagio & origem do sistema de coordenadas.

H, =0
kgefFoT L
Hy = 0 (N, — Le) (3.56)

- &r

. —iknr .
Hy o — 120 (Na+”g‘f“)=

sendo Hy e Hy componentes do campo magnético distante em coordenadas esféricas e r a distancia

do ponto de observacio & origem do sistema de coordenadas. Observando (3.49) verifica-se que
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Jiiaiy Sotaiy € Jiien) 880 constantes; observando também (3.52), verifica-se que PVz(i), PVy(i)

z{ai z{ai)
e PVz(i} também sio constantes; entdo, nas integracdes de (3.54), estes termos podem sair das

integrais; entao (3.54), no elemento, pode ser resscrita como:

(ce(p)Rot,(ai) — de(ay Rotyasy) cos(6) cos(g)

ES

Ng(m) = Jwipo \/be(m)”{:;(ai}%-deai) + (de(p)ROtw(aé} - be(ai)ROtz(ai}) cos{f)sen(¢) fo eIko™ 7 dQ)
LT (be(p)ROty(ai) - Ce(ai)ROtx(ai))Sen(Q) -
o (ce(p) Roty(as) — deaiy FRoty(asy) cos(8)
Né(m-) = lai) ffg A Y]

jw,ug\/be(m}~+~ce(ai}+de?ﬂ}
+  {de(p)Rotygiy -~ ey Rot,as) cos(¢)
(3.57)

onde  é a face do tetraedro que estd na superficie imaginaria. A integral [[,e/*™7dQ} pode ser

calculada conforme {A.66), do Apéndice A, e

Lotai = E{Sm)ie(ai}{ [PV (cfian) cos(6) cos(@) + PVy(cfapy) cos(B)sen(s) ~ PV x(cfas)sen(8)]
s [y Licig )el®™ 7 dQ
- [PVm(ci(ai)} c08(6) cos(@) + PVy(cig) cos(8)sen(g) — PVz(ci(ai)}sen{Q)]
[l Licfan)o" a2}
Ly(ary = Efm}le(m){ {— PV2(cfai)) co8(8) + PVy(cfias) cos(¢) ] [y E{cigp)e™ 7 a0
~ [ = PValci) 00s(8) + PVy(ciqa) co5(8)] [ Llcfas)e™o™ a0
(3.58)

onde (2 é a face do tetraedro que estd na superficie imagindria. A integral [[, L(ci(ai))ejkDF"’:dQ e
[fe L(cfran)e®07 7dQ podem ser calculadas conforme (A.65), do Apéndice A.
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Com (3.57} € (3.58) em (3.55), vem:

; -ikoT
Elas) = —mz”ﬁ“e—(%{ai) + ??aNa(ai))

(3.59)

B e z'koemjkgr (L N Nor

#lai) = T gny 8{az) — M0V g(as)
Assim, os campos Fy e E; sao obtidos acumulando-se todas as parcelas Eg;) e Eyaiy de todos
os elementos que possuam faces na superficie imagindria internos a esta superficie. Seria também
possivel calcular estes campos utilizando-se s6 os elementos que possuam faces na superficie ima-
gindria externos a esta superficie; a escolha pela utilizacio dos elementos internos foi para facilitar

a construcido das malhas.

3.3.2 Cailculo dos Campos Distantes Utilizando o Teorema das Correntes Volumétricas
Equivalentes.

Observando as equagdes (3.5) e (3.6) pode-se ver que as densidades de corrente Meq e j;q
radiam os campos espalbados no espago livre. Assim, para calcular os campos espalhados basta
obter ﬁeq e .f;q‘

3.3.2.1 Obtencio de M,,.

A densidade de corrente magnética equivalente é dada por {3.2), que com (3.4), da:
M.y = juuo(fir — I) - (Hime + 5°) (3.60)
O campo magnético incidente H¢ pode ser caleulado utilizando-se (3.36), assim:

Einc . (H;:nci +H;ncyA+H§ncé)e—jng-lE

. & Ei‘ncmk_Einc)
ne (ky B2 =y
Hx 0

{(3.61)
inc _ [k; Eif¢—k, Finey
Hy - o
ME o

o

Partindo da equacdo (3.8), obtém-se o campo magnético espalhado, necessario em (3.60), da

seguinte forma:
. ~1

H =
JWilg

(B -V x B%) + (5, = I) - {fine (3.62)
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Assim, (3.62) em {3.60), tem-se:

Meq = Jupty (fr — f) : (ﬁmc + ﬁs)

. e L (3.63)
Meq:jw.u'ﬂ(#'r“-[)‘ j;#O(ET'vXES}“}‘“’E}T‘HZTLC
Assim, a densidade de corrente magnética fica:
Meqz(ﬁr—f}'vxgs—jw,{ﬁo(ﬁrWf)-ﬁmc (364)
3.3.2.2 Obtencio de J,,.
A densidade de corrente elétrica equivalente é dada por (3.1) que, com (3.3), d4:
Jeg = jweo(& — I) - (B 4 E¥) (3.65)

3.3.3 Integracoes para o Calculo do Campo Espalhado, em Qualquer Ponto de
Observagao, Utilizando o Teorema do Volume Equivalente.

Para o cdlculo do campo, deve-se realizar as integrais das equagdes abaixo [28]:

B = [ffy., e ( - 2{G1 T + (@ = 2)Ga (5 = 2)ege + (¢ = ¥ egy + (2~ 2)ea, ]}

! ) e“]kc‘i"‘_?’ld:c:dy:dz:

By = [lly,

spalhedor ( - 227‘?;?_{}‘{01 Jeqy + (y - y’)GQ [(it - m?)']eq: + (y - y!)JeQ’y + (Z - Z’)JEQ’:] }

~ 3@ ~ 2)Meg, — (2 — ) Mg, ] —Mko'f"ﬁ)e“jkﬂ"""’”drdy’dy

e

B = e (= 25{ 60+ = 20620~ 90, + (3= 0, + (2 )]}

*11,? [y — y)Meq, — (z - m’)Meqy} &gﬁi—r,——:ﬂ)e”jkoﬁﬂdwdy’dz’

(3.66)
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sendo ﬁzfeq dado pela equacdo (3.64), j;q dado pela equacio (3.65), 7 = 28 -+ yi) + 2% o vetor posicio
do ponto de observagio, ™ = % + 1§ + 23 o vetor posicao do ponto de integragio, [ — ™l =Ra
distdncia entre o ponto de integracio e o ponto de observagao,

o clodkoR+kER?
Gir = —p—i—

G, = 3HMoR-KER? (3.67)

D

Assim, pode-se verificar que R, G, Qq, Meg, Jeg, e~ klT=Fi ete ... variam com ', y e z. Entio,
a realizacdo das integrais descritas em (3.66) sio de dificil implementacdo analitica, devendo-se

realizé-las de forma numérica, elemento a elemento. Assim, de forma genérica,
Nesp
[// oy, 2)dedyds = Z [// fle,y, 2)dzdydz (3.68)
L,cspaih.adcr ele=1 Vere

sendo f(z',y,2') a funcdo genérica a ser integrada, N esp 0 nimero de elementos no espalhador.
A integral ff sz flz g, z)dodypdz, no elemento ”ele”, pode ser realizada de forma numérica

COmo:
Np A
[ / v Sy dy e~ p;l F(@igy> Uiy 24 Ipesolp) = (3.69)

sendo Ty Yoy € Ziy) 8 coordenadas do ponto de integracio, mapeadas no tetraedro mestre, Figura
A.ll, com a transformacio de coordenadas descrita em (A.38). Assim, deve-se encontrar cada
termo dos integrandos das expressdes de (3.64) no ponto de integracdo de um elemento qualquer,

pertencente ao espalhador.

3.3.3.1 Obtencgdo de ﬁ;jeq no Ponto de Integracao.

Como Meq ¢ dado pela equacio (3.65), pode-se dizer que:

6
Mﬁ@'(?) = (0r ~ j) ) { Z [Efai)v X N(p,ai)}} — Jwpa{, — f) ) M;;}C (3.70)

ai=1

onde V x I\_f(ai) = Rotg(o)% + Rotyong + Rot (4,2 e pode ser obtido através da equagao (3.48), e;

(o, — f) -V x ﬁ{p,ai) = (U — f) . (Rmix(ai)i‘ -+ Roty(ai)ﬁ + ROtz(ai)é)

[ (ezmy = 1) Rotaiant vray) Rotyan+ v(raz) Rotyup) & +
=9 + [ Vg Rotaaiyt (V) = 1) Rotyen+ Uy Rot.a] § +
+ E U(rza:) ROtx(ai)'i' ’U(,,.zy) Roty(m-)_}“ (’U(T“)MU Rotz{m-)] z

(3.71)



3.3 Célculo dos Campos Distantes.

37

sendo que Rot; (4, oty (s € Kot () ndo possuem o indice p porque nio variam dentro do elemento,

e o termo (4, — I ) - Hinee) pode ser obtido através de (3.37), que estd reescrita abaixo:

CRER: B

i {'U{r:cx}"l) Hénc TU(ray) H;nc TV(rez) inc :| T +

+1 Voys) H 40y — 1) H® +vgrys Hpe ] g o+

'E’{ Ulrzx) H;:nc 'Hj(rzy) H;nc +(U{rzz)_1) H;nc ] Z
sendo :

. k Einc"*k Einc
e — Y~z £,
Hire = Zos —tety

inc - ks Emc _szEnc
Hy o

ka: EincmkyEiﬁ.c

Hz’nc —
z o

(@1 L) + 22L(p2) + B3L(p ) + TaLlp a))2

Ty = |+ Wil +veLlipe) + vsleps) + yalipg)d

L+ (a1ilgp) + 22Lp2y + 23Lip ) + 2¢Lip )2

sendo z;, ¥; € z; as coordenadas do vértice i do elemento L, e
e 1
By =17 =7y

Com (3.75) em (3.67), vem:
w}.mjk()R(p)'é«k%R?

_— (r}
Gipy = 7
G _ 3idkoR, ~kg Ry,
2(p) Ry,

Assim, pode-se escrever:

§ . by Eine—k, Eine \  _spom R
.Mreqm(p} = (U(mz} - 1) { ZI[E(sai)ROtI(aﬂ] — jwuo(—g—z——%———y—)e k0T k}

ai==

& inc ine IS L
+ U(ray) { > (Bl Rotyan] — jwpo (W}e TR0t k}

[HES

E

R kmEinc_k E;m: il I}:
T Uz { _ 1[E<Sai330tz(m>]“quc}(—%ay*‘“)e ) }
at

i

* e‘jk°':?p) *

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)
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Megyip) = Vrya) { i Bl Rotaan] = juwpo (M) ) k}
4 (Opryy) — 1) { mzzl[E{m)Rot (ai)] = JWD(M) emjka%.g‘c} (3.78)
+ V(ryz) {él ey f0t (0] ”JW#O(M) E'jk"%'é}

Meqﬁ 7 Vrra) { aé_}{ E(Sai) Rot, m} — jWig (W) e—J‘koF{p)-f:}
+ Vlrzy) { aiZi:l[ o0ty 05| — Jwpo (M)ewﬁeﬁp)'é} (3.79)

& . kinﬂ.c_ Einc _ E I
4 (v(rzz) -1) { 3 {E‘(sm)Rotz(m)} — Jwo (__L._ici_z,.__) iko k}

i o

sendo Efai) os coeficientes da aproximagso (3.16), calculados na solugio do sistema (3.42), Roty(yy,
Rotyaiy € Aoty séo fornecidos por (3.48), k;, ky, e k, sdo componentes do vetor unitirio da
direcdo de propagacdo da onda incidente, k, Einc, Ei"® e Ei" s30 calculados com (3.81), o ¢ a

impedancia de onda no espago livre.

3.3.8.2 Obtencao de J;q no Ponto de Integracao.

Como feq(m-} ¢ dado pela equagdo (3.66), pode-se dizer que:

Jog(p) = jweol& — I) - (B + ZE(M Nip,ar) (3.80)

ai=1
onde (& — I - E’mc ¢ dado paela equagio (3.31) e (3.32), repetidas aqui:
Ezgf = [ cos(B) cos(8) cos(¢) ~ sen()sen(d)E
+ cos(f3) cos(f)sen(¢} + sen(f) cos{¢)g ~ cos(B)sen(#)z]e” Kofipy (3.81)

= (B 4 Eincy 4+ Fincg)e™ 0k
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@~ 1) By =
[ {E(rm:) Ef:nc + Efray) E;nc + €(rzz) Einc ] £
"'[ €lryx) E;'nc + (E(ryy) -1) Einc + €lryz) Eiﬂ'c ] i Jkor{p) &
E E(rzz) E;nc + Elray) Eznc (E{rzz 1) Einc ] Z
(3.82)
e,
[L(pv Ci{ai )be(cf(a'i}) - L(pa Cf(ai))be(c'i(ai))] (Er:cz - 1) ]
+ [L(p cz{m})ce(cf{ai)) - L( Cf(ai))CG(Ci‘(m'))] Erzy z
|+ [ cigeny)delcfran) — LD, cf i) delciign )] Erez
r 3
~ 5( ) [L(p, {ai) )be{cf(az ) — L{p, Cf(ai))be(d(az'})} Eryz
= B o a3 ) ~
(e?”mf)'N(P:ai) = A + o9+ [L( D, az})ce(cf az)) L{p, Cf(ai )CE(CZ(m-))] (eryy -1 ¢ ¥
\ + [L(P: Ci(ai))de{cf(ai)} - L{p, cf az))de(m az))] Eryz )
{L(pa Ci{ai} )be(cf(ai}) - L(p: Cf(az be C?'(m €rzz ]
+ 4 + iL(p: Ci(aé})ce(cf(ai}) - L(p, Cf(az )C@(C’&(m)) Erzy p &
|+ (LD cigas) Ye(cfany) — Lips cfaiy)delcipe)]  (€rzz — 1)
{3.83)

Dai:

Jeqm(p) = jWEO(E{rzm} - 1) { Z {E(m) le(od) {L(p ct m})be(cf a.z})

ai=1

+jweo€(rmy} { Z {E () az L(p, Cz(az )ce(cf(m))

aim=1

_E_E?z;nc J’kof‘{P) k}

wé"".:i;f-‘-iff)e{r:z:z) { Z {E

aiuz]

+ pincg=Ik07y, ’“}

L(p, cfany) be{cian) ]}

L{p, Cf{ai))ce(m;(ai) }]}

G L(p, cigay)de(cfian) — LD, cf (as))de(cigan)]}

(3.84)
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Teg, vy = FWEQE () { 2B, “Sﬁ”’ (L{p cigan Jbelcfiasy) — L{p, cffar) ) be(ciges )]}

atz=]

+Ei”ce*jk°r"?p>"5}

+iwen(egryy) ~ 1) { Z (B, S L(p, cigan )celcfan) - L{p, cf(as Jee(cigen )]}

ai=1

Bt

+FWEQE(py 2y { Z 1B LD L (p, Ci(agy)de(cfiary) — L(p, cfai) )de(cig:))]}

ai=1

+ Fincg™ ko, 'k}

(3.85)
Jeq(o) = JWEQE(r2g) {CE {5 el 11 (p, Cliai) be{cfiary) — L(p, cf(a) 1oe(ciges))]}
+Epee Tt
6
+IWE0E(r ) { 3 {Bfony UL, citan )ee(efan) = L(p, cfan)oe(cifan)]}
Qi

+E§”°e“jk°r?p)";}

'§'jw<50(5(rzz} - 1) { Z {E(m [ (p,cz(m )de(cf(az‘) L(p, Cf(ai))de(cz-{ai})]}

ai=1

+ EinceTkolpy k }

(3.86)
sendo E’(Sm.) coeficientes da aproximacdo (3.16), calculados na solucio do sistema {3.423, Lp.4y dado
pela Tabela A.6, os coeficientes beg;), cey; e de(;y fornecidos por (3.8), (A.10) e (A.11), respectiva-
mente, 77, calculado com (3.74), Eine, E;”C e B¢ calculados com (3.81), le(at) o comprimento

da aresta ai, ci(;y e cfy; coeficientes fornecidos pela Tabela A.1 e k vetor unitdrio na direcio de
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propagacao. Entao, as expressoes de (3.64) podem ser calculadas numericamente na forma:

Nesp Np .
El~ 3 { 2 K B Z%?T){GW)J%{?) +(z - mEp))GZ@*

ele=] | p=1
[(2’: h CC’(P))JQ%(?) + (y . yEp))Je%(F} - (z - ZEP)}Jeqz(p)}} (387)

11+jkoR —
~ g (2 = 2 Meg, () = (U = Uiy ) Mg, )] J;z;r}ﬁ) e~ 7R Re) « peso(p) * %} }

Nesp Np .
Ey= 2 { 2 [( - ?ﬁﬁfg{@up)v’eqy(p) + (Y = Y Gty *

ele=1 | p=1
{(iﬂ - z’(p))Jeqm(p} + (y - ygp))Jeqy{p) +(z— z&p))Jeqz(p)E} (3.88)
=27 (& = 3 Meq.ip) — (2 = 2)) Meg )] %)e%% * peso(p) * %‘} }
Nesp [ Np _
Ei~ el:z:zl {pg} {( - &%r%c%{@z(p)bfeqz(p) +{z - ZEP})G2{p)*
[{z ~ Ty eqetpy T (U — Yy g, vy + (2 Z{p))'}eqz{p)]} (3.89)

R R 14+jko Ry i
_%[(y o y{p))Me%(P) - (.’L‘ - :‘Dtp))Mqu'(p}] -«-%?{;—‘El)e JkoR(pJ *peso(p) * %} }

sendo Nesp o numero de elementos que compdem o espalhador, Np o ntiimero de pontos de inte-
gragao no tetraedro, Gy e Gy sBo fornecidos por (3.75) e (3.76), Moy, (p)s Meg,p) € Meg, p) 880

q={p}> J eqy(p)

{3.84}, (3.85) e {3.86), respectivamente, z, y e z as coordenadas do ponto de observacio, Tipys Yipy ©

fornecidos por (3.77), (3.78) e (3.79), respectivamente, J, € Jog,(p) 520 fornecidos por

iy B8 coordenadas do ponto de integracdo, Ry, a distancia entre o ponto de observagio e o ponto

de integracdo, o peso(p) ¢ fornecido pela Tabela A6 e % o volume do elemento, gue é fornecido
por (A.1}.
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3.4 Resultados

3.4.1 Campo Espalhado por uma Esfera Homogénea.

A Figura 3.3 ilustra uma esfera homogénea iluminada por uma onda plana E¢ = e=7k0z 3,
Os resultados, expressos através da Radar Cross Section (RCS), {3.90), sdo comparados com resul-
tados da tese de doutorado de S. A. Carvalho [4] e também com a solugdo pela série de Mie [29].
A malha utilizada possui 2380 nds, 12305 tetraedros, 1383 arestas(incégnitas) e 1456 tetraedros no
espalhador, para ser ter uma idéia da malha utilizada. A matriz possui 0,103% de seus elementos
nao nulos, e para sua decomposi¢ac frontal, e solucio do sistema, foram utilizados 31 10° operagoes
de ponto flutuante. A RCS de uma esfera com kpa = 0,408 estd tracada para vérios valores de
permissividade dielétrica nas figuras 3.4, 3.6, 3.8 e 3.10. Pode-se verificar, através das Figuras 3.5,
3.7, 3.9 e 3.11, que o erro cresce & medida que a permissividade elétrica cresce; isto acontece no
método dos momentos e no método dos elementos finitos, sendo mais dramatico no dltimo. No
método dos momentos, o erro aumenta porque foi mantida a mesma discretizagio e o campo no
interior da esfera tende a variar mais com a distancia [4]. No método dos elementos finitos, além
da variacdo do campo ser maior, o campo espalhado também é maior, exigindo mais das camadas
absorventes, PMLs; como estas permaneceram as mesmas, ¢ erro aumenta muito. A comparacio
entre PMLs com vérios valores de C, constante dos tensores da permissividade elétrica relativa e
da permeabilidade magnética relativa da PML, estd mostrada na Figura 3.12 e pode-se verificar
que, para C =1 — 72, o resultado foi melhor que para C = 1 — j1,6; este, por sua vez, foi melhor
do que para C = 1 — j1, que foi melhor do que para C = 1 — §3; todos os resultados foram obtidos
mantendo a mesma espessura. Isto mostra o quanto é limitada a escolha da perda, isto é, o valor
negativo da parte imagindria de C, n@o adiantando aumentd-la demasiadamente. Isto ocorre por
erro de discretizacao: o campo com muita atenuagio variaria mais por distincia do que a malha
pode representar. Ainda no método dos elementos finitos, através da Figura 3.13 pode-se verificar
que o uso do teorema da superficie equivalente leva a um erro maior que o uso do teorema do volume
equivalente para o célculo do campo distante; isto ¢ devido a se utilizar o préprio campo espalhado
exterior ao espalhador para o cdlculo do campo distante, no uso do teorema de superficie equiva-
lente. Na Figura 3.14 hd uma comparacao entre o melhor resultado obtido com o uso da PML com
o resultado obtido com a ABC de segunda ordem do tipo Engquist-Majda; vé-se, claramente, gue
o resultado obtido com a PML é melhor para a mesma malha, com a distincia entre o espalhador e
as frontetras do dominio permanecendo a mesma. O ntmero de operagbes de ponto flutuante gasto

com a solugo do sistema de equacdes foi de 31 * 10°, para o uso da PML, e foi de 36 % 10° com o
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uso das ABCs. Como o uso das PMLs envolve uma reducio do niimero de incdgnitas finais a serem
encontradas, j4 que ha paredes elétricas na fronteira do dominio, a reducio do niimero operacdes de
ponto flutuante foi pequeno, o que pode ser explicado por ndo haver materiais com permissividade
ou permeabilidade complexas nas ABC, onde antes havia nas PMLs.
oty
| £°]

o = lim 4mr? (3.90)

r—=e0 EEinc|2

. 4

Figura 3.3: Esfera homogénea iluminada por uma onda plana.



Espalhamento de Ondas por Materiais com Anisotropia Elétrica e Magnética.

0,035
0,03
=& MioM com 520 elementos. e
0,025 - =—a Mie.
FEM com 1456 elementos
- no espalhador. -
— N —
t\clﬁ 0,02 .; —?‘;
B r | :
S’
.
b 0,015~ -
0,01+ —
0,005 — -
G { | { | ] | 1 | 1
0 20 40 100 120 140 160 180

60 80
O(graus)

Figura 3.4: Esfera com koa = 0,408 e ¢, = 4,0. PML: espessura de 0,3X; C = 1,0 — 72,0.
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Figura 3.5: Erro para a esfera com kga = 0,408 e e, = 4,0. PML: espessurade ¢,3)\; C=1,0-72.0.
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Figura 3.6: Esfera com kga = 0,408 e ¢, = 9,0. PML: espessura de 0,34, C = 1,0 — 52,0.
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Figura 3.7: Erro para a esfera com kpa = 0,408 e ¢, = 9,0. PML: espessurade 0, 3A; C = 1,0~732,0.
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Figura 3.8: Esfera com kga = 0,408 e ¢, = 16,0. PML: espessura de 0,3)
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Erro (%)

eeeeeeeeeeeeeeeeereneenanrsresoroeenerncsr e B | et MOM $=00°3
15 Fremasn s e dmmmmmmmmmmm e e e B8 MoM $=0° §___ | .
\.. ........ o—eo FEM ¢=90° ...

4

0 20 40 60 &0 100 120 140 160 180

Figura 3.9: Erro para a esfera com kpa = 0,408 e ¢, = 16,0. PML: espessura de 0,3X; C =
1,0 ~ 42,0.
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Figura 3.10: Esfera com koa = 0,408 e ¢, = 25,0. PML: espessura de 0,3X; C=1,0 - 52,0.
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Figura 3.11: Errc para a esfera com kpo = 0,408 e ¢, = 25,0. PML: espessura de 0,34; C =

1,0 — 52,0.
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Figura 3.12: Esfera homogénea com kga = 0,408 e ¢, = 9,0. Comparacio para vérios valores de

C, para uma espessura de 0,3 .
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Figura 3.13: Comparacio dos resultados do calculo com o teorema da superficie equivalente e do

volume equivalente, para uma esfera homogénea com ¢, = 9, 0.
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Figura 3.14: Esfera homogénea com kga = 0,408 e ¢, = 9, 0. Comparagao entre resultados obtidos

com o uso de PML e de ABC de segunda ordem do tipo Engquist-Majda.



3.4 Resultados 55

3.4.2 Campo Espalhado por uma Esfera Nio Homogénea.
E calculado o campo espalhado por uma esfera ndo homogénea com €1 = 4, para kpa <

0,204 e €1 = 9,0 para 0,204 < kya < 0,408. E apresentado o RCS na Figura 3.11 e o erro é
apresentado na Figura 3.16.

0,08 ——7—

0,06

w——n Diddicas.
weenes MOM,. come 520 clementos no espathador.
owngr FEM com 1456 clementos no espaalhados.

0,62 -

l i | 1 3 i
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
O(graus)

Figura 3.15: Esfera ndo-homogénea com €,) = 4,0 para kga < 0,204 ¢ €1 = 9,0 para 0,204 <
kpa < 0,408 .
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Figura 3.16: Erro para a esfera nio-homogénea com €,y = 4,0 para koa < 0,204 e €1 = 9,0 para
0,204 < kpa < 0,408 .
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3.4.3 Campo Espalhado por um Cubo Homogéneo com Perdas.

Os campos espalhados para ¢ = 0° e ¢ = 90° para €1 = ¢;2 = 1,0 — 51000, 0, referentes &
Figura 3.17, estdo tracados na Figura 3.18. Neste caso o uso do teorema da superficie equivalente
€ imperativo, pois o campo interno ao espalhador é muito pequeno, as perdas sdo muito grandes,

o que causa um grande erro se for usado o teorema do volume equivalente.

Figura 3.17: Cubo naoc-homogéneo iluminado por uma onda plana.
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Figura 3.18: Campo espalhado por um cubo homogéneo de aresta 0,2} e e,

PML utilizada possui espessura de 0,3% e C = 1,0 — j2,0.

= 1,0 — §1000,0; a
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3.4.4 Campo Espalhado por um Cubo nao Homogéneo.

Os campos espalhados para ¢ = 0° e ¢ = 90° para €1 = 4,0 e .2 = 9,0, referentes 4 Figura

3.17, estdo tragados na Figura 3.19.
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Figura 3.19: Campo espalhado por um cubo naoc-homogéneo de aresta 0,22, ;1 = 4,0 e 6,9 = 9,0;

a PML utilizada possui espessura de 0,32 e C = 1,0 — 52.0.
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3.4.5 Campo Espalhado por dois Cubos Homogéneos.

Os campos espalbados para ¢ = 0° e ¢ = 90° para ¢, = erp = 9,0, referentes & Figura 3.20,
estao tragados na Figura 3.21. O mimero de incégnitas foi de 10383, a percentagem de elementos
nao nulos da matriz foi 0,14947%, o nimero de operagoes de ponto flutuante foi 13,5%10° e o tempo
gasto com a solucdo do sistema de equagdes foi 74,84 [s] em um PC Pentium I com o sisterma
operacional GNU & LINUX com o compilador Fortran 77 GNU.

-/

Enc:e-jkz 5{\

Figura 3.20: Dois cubos homogéneos iluminados por uma onda, plana.
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Figura 3.21: Campo espalthado por dois cubos homogéneos de aresta 0, 1), €,1 = €2 = 9,0; a PML

utilizada possui espessura de (,3A e C= 1,0 — 52,0.
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3.4.6 Campo Espalhado por uma Esfera com Anisotropia Elétrica.

Os resultados mostrados nas Figuras 3.23 e 3.24 sdo referentes & Figura 3.22, onde uma

onda plana polarizada na diregéo z, com diregiio de propagacio no sentido positivo de x, incide em
uma esfera com koa = 1,125 e com

7 0 0
&E=10 7 —i3
0 73 7

<y

Figura 3.22: Esfera iluminada por uma onda plana polarizada na direcdo z, com dire¢do de

propagagdo no sentido positivo de x.

Nossos resultados sédo comparados com os resultados da referéncia [17], calculado com um
método hibrido envolvendo o método dos elementos finitos no interior do dominio o método dos
momentos na fronteira do dominio, e com os da referéncia [30], calculados com o método dos
momentos. A componente de campo de polarizacio cruzada nio surge no caso isotrépico e no caso
com anisotropia € da ordem de grandeza da copolarizada. A discordancia na Figura 3.24 pode ser
debitada a vérios fatores: A obtencdo dos dados foi feita manualmente, diretamente dos artigos
{17] e [30], com o auxilio de ampliagao, j4 que as figuras originais estdo bastante diminuidas; nao

é fornecido o nivel de discretizacio utilizado nas referéncias e nio h4 cdiculo exato para este caso.
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Mas, o que realmente importa, é a ordem de grandeza e a forma das curvas que estdo com grande

concordancia.

- FEM com PML
#*  FE~Bl
MoM

270

Figura 3.23: Radar Cross Section normalizada, no plano XZ, de uma esfera com anisotropia elétrica.
PML: espessura de 0,3A e C= 1,0 -~ 52.0.

8, — FEM com PML.
* FE-BI
o MoM

270

Figura 3.24: Rader Cross Section normalizada da componente de polarizagao cruzada, no plano

XZ, de uma esfera com anisotropia elétrica. PML: espessura de 0,3\ ; C= 1,0 - 52, 0.



Capitulo 4

O Método da Envoltéria em Elementos
Finitos 3D Vetorial.

O Método dos Elementos Finitos, FEM, nio tem, como sua melhor caracteristica, sim-
ulagdes no dominio do tempo em eletromagnetismo; ao contrario, o método mais popular é o Método
das Diferencas Finitas, pois é um método explicito, ndo havendo necessidade de inversdo de ma-
trizes. Por outro lado, malhas nao-ortogonais ndo sfo caracteristicas muito faceis de implementar
no Método das Diferencas Finitas, apesar dos desenvolvimentos recentes. Esta caracteristica é nat-
ural no Método dos Elementos Finitos e, por este motivo, o FEM é t&o popular entre os engenheiros
civis e os mecdnicos. A nossa tentativa, apresentada neste capitulo, é tornar 0 FEM no dominio
do tempo um pouce mals competitivo no que concerne 4 velocidade de cdleulo. Assim, foi feita a
extensdo de algo ja aplicado anteriormente em Elementos Finitos com formulacio escalar [31] [32],
isto é, com apenas uma componente de campo em duas dimensdes para uma formulagdo vetorial
em trés dimensdes [23] [24]. As formulagbes escalares em duas dimensdes sio muito empregadas
na simuiagdo de guias dpticos, cujas dimensdes dos comprimentos de onda sac tdo pequenas que
permite trabalhar com feixes colimados, ¢ que significa que uma dimensao transversal do guia pode
ser considerada infinita, sem variacde. Com os novos dispositivos éticos, para tecnologia integrada,
isto tende a mudar, ja que as dimensdes fisicas serdo bem menores e, além disso, as diferencas entre
os indices de refracfio se tornardo cada vez malores, tornando necessdrio ferramentas de simulacao
de trés dimensdes e vetoriais. O uso mais corrente de programas de simulagio vetorials em trés
dimensdes, hoje em dia, sdo em dispositivos de microondas que possuem modos de propagacio

hibridos, exigindo assim o uso das trés componentes de campo [33] [34] [35].

AR
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4.1 Formulacao

A equacao de onda para o campo elétrico no dominio do tempo, €, em uma regido livre de

fontes, ¢ dada por:

- . 1. 8
VXU,—'VXEZ'?‘C—QET'@

onde, ¥r € a inversa do tensor permeabilidade magnética fir, €& € 0 tensor permissividade elétrica e

g=0 (4.1)

¢ ¢ a velocidade da Iuz no espago livre.

Aplicando Galerkin em (4.1), vem:

Wy 5r - VX &V x Wdo
(4.2)
F x5 Vx&WdA+ L2 [ & & Wdv =0.

onde W ¢é a funclo peso vetorial e ## é o vetor unitdrio normal apontando para fora do volume.
Considerando que as portas de entrada e de saida estio longe o suficiente das descontinuidades,
onde s6 0 modo dominante quase TEM est4 presente e, consequientemente, a condicido de contorno

de primeira ordem do tipo Silver-Miller, Apéndice A, pode ser utilizada, pode-se escrever:

(4.3)

onde, €; e € sdo os campos elétricos total e incidente, respectivamente, na porta i, e v €oa
velocidade de fase do modo dominante, na mesma porta .
Assumindo que as portas estdo em meios isotrdpicos, utilizando a condicao (4.3) em (4.2}, a seguinte
expressao pode ser obtida:
[, v W Ty - V x &dv + ”ﬁ'““jfffvw €r - €dv
8é, —
_ZUMIIA XA X SRdA = . {4.4)
—A ae ine
ey =, W Ay —A—dA

onde A, ¢é a superficie (se¢do transversal) associada com as porta de entrada, n = 2,..., N representa

qualquer outra segao transversal de portas ou superficies abertas, 4, e v m € a velocidade de fase

de uma onda plana nesta localidade. Assumindo uma solucio da forma

g = Eelwot (4.5)
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onde E é a envoliéria do campo elétrico, que é dependente do tempo, e wyp ¢ a freqiiéncia angular da
portadora. O campo elétrico incidente, com a variagio temporal como pulso gaussiano de largura
de banda aproximada B!, outras formas de variacdo temporal poderiam ser utilizadas, pode ser

escrito na forma:
gine - e-r{t-Bm/2)2 . eJwet | inc (4.6)

onde E ¢ ¢ a distribuigdo de campo elétrico incidente na porta 1, que pode ser calculado por um
cédigo 2D de céleulo de autovalores [36] e B, é a largura de banda da envoltéria.

Com as equagdes (4.5) e (4.6) na (4.4), a seguinte expressio para a envoltéria complexa E é obtida:

[,V x W 5.-V x Edv
+3(E + 5200l - W) [, W - & - Edv
N — i ”
wgl(;}%ff%w-nxnx%—fdxa
G [y Wi x BdA) =

2wy — 7 Bw? - 1/2)x

Ufj

o~ T*(tx By /2)* ffA1 W. B medA

4.2 Discretizacao

O dominio é, entdo, dividido utilizando-se tetraedros e a envoltéria do campo elétrico é
expandida pelas fungdes de base de Whitney CT/LN [37] [38] [39] [40] [41], N;, Apéndice A,

Nare

E=>"EN, (4.8)
—

onde os coeficientes E; sdo varidveis dependentes do tempo e Nare representa o numero total de

arestas(incognitas). Para a fungdo peso usa-se 0 mesmo conjunto de fungdes de base. Define-se,

@ij=f/V\7xz\7i-ér-vXdev (4.9)
&j=/fﬁﬁi-$r-ﬁjd@ (4.10)
Qm-jm//A N;-#uxfx N;dA (4.11)
in=/ N;- E™edA (4.12)

Ax

'B. é a largura de banda em que se considera poéncias suficientes para que o resuliado da FFT seja considerdvel,
ndo € a largura de banda de 3 dB
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As integrais (4.9), (4.10}, (4.11} e (4.12) sio semelhantes is integrais descritas no Capitulo 3;
assim, a forma de implementacio das mesmas j4 est4 descrita. A equacao (4.7) pode ser reescrita

na seguinte forma matricial:

{E} Ol E}
[M]~5= + [Cl=5; + [KKE} = {b} (4.13)
onde
M) = %I,
[C] = L2 R], - 0, 7-10],
(4.14)

(K] =[Q] - &[R], - SN, L%[q,],

mazl '”fn

{6} = & (jwo — 7 - Bw? - t/2)e~™*(t=Bu/2" ()}

uF1
4.3 Esquema de Avanco no Tempo

Para resolver a equacdio (4.13), é necessario discretizar as derivadas temporais. Como em
3D o ndmero de incégnitas é muito grande, normalmente a discretizacio espacial é feita com poucos
elementos, em comparagio com casos de simulacio em duas dimensdes; assim, para evitar actmulo
excessivo no erro, devido a esta perda de precisio no espago, deve-se utilizar um algoritmo de maior
ordem de convergéncia no tempo, em relagio aos utilizados na literatura, [42], [31], [43], [32] e [44].
Entao, aplicando o algoritmo de Newmark, Apéndice B [45], para a dependéncia no tempo, em
(4.13), vem:

(B = (1] + yA4[C) + BAFIK])
(2[M] - (1 - 27)A¢[C]-
(0.5 — 28 + VALK {EY™+
(= IM]+(1-mat[C)- (4.15)
0.5+ 8 — ALK {(Ey™14
AE(B{BY™ 1 + (0.5 + v — 28){B}™+
(05 ~y+8){e)m)],
onde m € o indice temporal. Os pardmetros de Newmark, 3 e ¥, determinam as caracterfsticas de

estabilidade e precisdo do algoritmo, Secio 4.4. Como a distribui¢do do campo elétrico é conhecida

sobre todo o dominio, para cada passo no tempo, as tensdes nas portas de entrada e saida podem
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ser calculadas. Entdo, os parfmetros de espalhamento podem ser obtidos em toda a faixa de

freqiiéncias, B, de (4.6), através da expressao:

:‘-;[(V‘;‘ e V;ef)ejwot]

8 = : .
11 F(Vrereoe) (4.16)
© F[Voeiet] [ Zor
Sy = out . i H __91 ]
21 ?_—_—(W o) \ Zoo (4.17)

onde Zy; e Zy, 580 as impedancias caracteristicas das portas de entrada e saida, respectivamente, F
¢ a transformada de Fourier, V; e V4, sfo as tensdes, no dominic do tempo, calculadas nas portas
de entrada e saida, respectivamente, e Vi, é a tensdo de referéncia, no dominio do tempo, na porta

de entrada, considerando o guia infinito.

4.4  Analise da Convergéncia do Método de Newmark com o Uso
de PMLs Anisotrépicas.

A andlise serd feita considerando somente o uso de PMLs, isto é, sem as integrais de

superfici;, entdo, reescrevendo a equagdo (4.13), vem:

N 82{8(,3}} {C] a{e{t}} N

M]—5 5 T Kllew) =ty (4.18)

usando (4.14), tem-se que:
[C] = j2uwy[M] (4.19)
K] =[Q] - wilM] (4.20)

4.4.1 Decomposicao Modal

O primeiro passo para a andlise da convergéncia é a decomposicdo modal da equagdo no
continuo; isto ¢ facilitado encontrando-se os modos do problema homogéneo "nao-amortecido”

considerando-se [C] = 0:

IM] azgj;ﬂ} +Kl{ew} =0 (4.21)
2
M | (q) - w2 ey} = 0 w22

Considerando-se a solucdo do problema acima na forma

e} = {ahyedit=o0), (4.23)
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que € a solugio para o "i-ésimo” modo, a equacio fica:
[QIfw:} = (wf + o) M)} (4.24)
Como [M] e [Q] s3o simétricas, entdo, normalizando os autovetores, tem-se

W3 IM{%n} = b

QN Ym} = (W + ) G, (4.25)

sendo {1 E}T 0 autovetor 1 transposto e &, o delta de Kronecker. Os autovetores formam uma base
para o espago ("e? 2 assim, qualquer elemento em C**9 pode ser escrito como uma combinacio

linear dos mesmos. Assume-se a solugio da equacio (4.18) da forma:

N
{em) = Z {%i}yigs) (4.26)
i
A solugdo (4.26) na equagéo {4.18), resulta em:
N
By, _
> {0 T i 240 - (1 - A (idueg p =By 420)
i=n
Multiplicando, pela esquerda, por {gbl}T:
al T Py | TiM ?Jz t} T ey 2 Tr T3
Z {{’ébz} M {: } 52 +72wo {2} M Hebi}—+ ({@[’z} iQé{lbi}“wo{@bz} EM]{Tﬁi})yi(t}} = {4} by
o (4.28)
Pode-se definir {¢/;}"b;y = fu). Aplicando (4.23) na equaciio acima, obtém-se:
Py Ay
a2 + 72wy 5 ) = f(} (4.29)

Como w; é a freqiiéncia angular de ressonancia da cavidade, pode-se relaciond-la com a freqiiéncia
central da seguinte forma:

wi = (a+ 7b) * wy, (4.30)
sendo a a relagdo entre a freqiiéncia de ressonincia da "cavidade” e a freqiéncia central e, b a

parcela das perdas introduzidas pela PML. Assim, a equacdo (4.28) fica:

Py . Oy .
_—aﬁQ(tj -+ J‘Ewo*—a—é-t)- -+ (a2 _ bz -+ 2_](1-6}&)8‘9!“) = f{t) (431)

que é a equacio decomposta.

“neq é o nimero de equagdes
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4.4.2  Discretizagdo no Tempo.

Para discretizar as derivadas no tempo é utilizado o algoritmo de Newmark descrito no
Apéndice B. Aplicando a equacio (B.28) na equago (4.31), vem:

[1 + j20twy(y — 1) + AW (8 — v +0,5)(a® — 8% + Qjab)] Yn-—o+
[—2 + 208uwo(1 ~ 2y) + AtPwi(~28 + v + 0,5) (o — b* + Zjab)]ynwl—i—
{1 + J2Atwg v + At? wif (a? — b2 + Ejab)}yn =

AP [fw(ﬁ Y 40,5) 4 far(=28+0,5+7) + fn,e] (4.32)

Aplicando a transformada Z (Y;,y = > 70 _ y(k)z““k} na equacéeo acima, e considerando as

condi¢bes iniciais nulas, vem:

{ [1 + J20tw(y = 1) + AW (B ~ v + 0,5) (a? — B + 2jab) | 272+

[—2 + §208wy(1 - 2) + Awf(—28 + v+ 0,5) (o — b* + 2jab) | 271+
{1 +j2Atwg v + At? wiB (a® - b + 2jab)] }Y(z) .

{At2 {2“2(5 —¥+0,5) + 2" H=28+0,54) + ﬁ] }F(z) (4.33)

Multiplicando tudo por z°, e definindo Atwg = 27€2, vem:
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{ {1 + 74Ty ~ 1) + 2738 — v+ 0,5) (a® — B2 + Qjab)] -

- b + Qjab)] Z+

a2

(

5)

28+ +0,

)%(

{—2 + j4n Q1 — 2v) + (2702
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Para que o sistema acima seja estdvel, os pdlos devem ter mé
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Figura 4.1: Maior Mddulo, entre os dois pélos, em funcio da freqiiéncia de ressondncia do modo

da cavidade e §0.
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Nota-se, na Figura 4.2, que se forem usados os valores v = 0,52 ¢ 8 = 0, 26, quanto malor a

perda, maior devera ser o passo de tempo df, para que o esquema de avango no tempo seja estivel.

Muior Modal entre v dois. Folos con s, gumus.52 e Betum 26

Pl G0X)

18K

y
. ps
S i
Eoar oo
o .:’ ot P oyl B
i s
SR e
=

25

P w Tensgan 7 T 2 “divo”

Perds (Tutor "H"}

w2 050

Figura 4.2: Maior Médulo, entre os dois pélos, em funcio das perdas, b, e dé* fg, {2, com v o= 3,52,
f=0,26ea=1.

No caso da Figura 4.3, com v = 0,5 ¢ § = 0,5, que é 0 caso das diferencas centrais, o valor
do passo temporal deve ser, aproximadamente, maior que 0,17, independentemente das perdas.

Este valor pode ser melhor observado na Figura 4.4, na qual foi fixado o valor de b em 0,2.

Assim, para o sistema ser estdvel utilizando-se PMLs, deve-se ter passos temporais maiores
gue um certo valor; isto faz com que o sistema nido possa convergir para wma resposta correta
se for usada uma largura de banda muito grande. Portanto, as PMLs anisotrdpicas sé devem ser

utilizadas para simulagbes com pequenas larguras de banda.
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Figura 4.3: Maior Mddulo entre os dois pélos em fungio das perdas,”b” e dt  fp, 2, com v =0, 5,
B8=0,5e a=1.
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dr*fp

Figura 4.4: Maior Médulo entre os dois pélos em funcéo de di = f;, €2, com v (0,58, =05, g=]1
e h==2
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4.5 Resultados

Como exemplo de validacio foi utilizado um filtro passa-baixa de microondas realizado em

microfita sobre um dielétrico RT /Duroid com ¢, = 2,2, Figura 4.5.

Figura 4.5: Filtro Passa Baixa em micro-fita sobre um dielétrico RT/Duroid, com ¢, = 2, 2.

Primeiro é feita uma comparacdo entre os resultados obtidos com o Método das Diferencas
Finitas, com o auxilic do cédigo que acompanha o livro [46], com os resultados obtidos com Método
da Envoltdria, Figuras 4.6 e 4.7. Por ser um método explicito, isto é, ndo depender de inversio de
matrizes, o tempo gasto com toda a simulagio do Método das Diferencas Finitas no Dominio do
Tempo foi muito menor do que o tempo gasto no Método da Envoltéria. Com o Método FDTD, o
tempo total de simulagao foi de aproximadamente 3 min. Com o Método da Envoltéria utilizando
o FEM, o tempo total gasto com toda a simulacdo foi de 1 h 13 min em um microcomputador
INTEL/PENTIUM III com relégio de 800 MHz, com o sistema operacional GNU/LINUX e com-
pilador GNU. A faixa de freqiiéncias da simulacio foi dividida em trés bandas: f; = 2 GHz e Bw
=2GHz, fu =750 GHze Bw =75 GHz e fy = 15 GHz ¢ Bw = 15 GHz. A malha utilizada
possuia 29947 tetraedros, com um total de 38195 arestas, ou melhor, incdgnitas. Em cada banda
de freqiiéncias foi dado 144 passos no tempo, de 15% do periodo da freqiiéncia central em cada
parte da simulagio, na obtencao da referéncia e na obtengdo dos campos com o filtro propriamente
dito. Houve uma boa concordancia dos resultados, a menos da regido do minimo da curva de Sy,
o que pode ser explicado com ¢ fato da simulacic em FDTD ter a parede superior aberta, com o
uso da ABC de segunda ordem de Engquist-Majda e, na simulagdo com o Método dos Elementos
Finitos, foi utilizada parede elétrica e nas portas foram utilizadas ABCs de primeira ordem do tipo
Silver-Miller. Ainda com a mesma malha, duas outras formas de simulagio com o Método dos

Elementos Finitos no Dominio do Tempo foram feitas:
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; I TR ]
10—
~~
—.-...W
20
@
—
e _
%0 FDTD com pulso de 15 [ps]
—_— 3 ©  deduragio e At=0,66 [ps].
o .
o~ FETD, Métwodo da Envoltéria, com
— A= 0,15/ em trés bandas de 100%
2 centradas em 2, 7,5 e 15 GHz.
Valores Medidos obtidos, por
»  meio de leitura manual, do Livro
40— de Yongxi Qian e Tatsuo Itoh 746]. _|
_50 ] l 1 l i l i
0 Se+09 te+10 L3e+10 2e+10

Freqiiéncia (Hz)

Figura 4.6: Comparacio entre os resultados do pardmetro 511, obtidos com Método da Envoltéria
FETD, com o Método FDTD e com valores medidos.

* O Método Cldssico com o uso da portadora modulada nas mesmas bandas da simulagdo pelo
Método da Envoltéria. Cada banda foi simulada utilizando-se 864 passos de tempo, de 2,5%
do periodo da freqiiéncia central em cada parte, na obtengao da referéncia e na obtencao dos
campos com o filtro propriamente dito. Este foi o maior passo em que 0 Método Cléssico
manteve a mesma precisao que o Método da Envoltéria, utilizando passos de 15% do periodo
da freqiiéncia central. Entio, apesar do esforco computacional POr passo ser menor, ja que
todas as varidveis sio reais, o tempo computacional total gasto para a obtencio de toda a

curva foi de 2 h 03 min, isto é, quase o dobro do tempo gasto com o Método da Envoltdria.

» Com o Método Clissico, mas com um pulso gaussiano rapido de 15 ps de duracio sem

portadora, o passo de tempo usado foi de 0,66 ps e o tempo total gasto para a obtengio de

toda a curva foi de 1 h 49 min.
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230 b . =
FETID, Métode da Envolidria, com

—  Aw=0,15/f, com irés bandas de 100%
centradas em 2, 7,5 ¢ 15 GHz.

FITD com com pulso
o de 15 [ps}de duragio
40— e At=0.66 [psl.

Valores medidos obtidoes, por
& meio de leitara manual, do Bvro
de Yongxie Tatsuo Itoh [46]. 1

‘SG I I . 1, i i3 | E
¢ Se409 le+i0 1,5e+1¢ 2e+10

Freqiiéncia (Hz)

Figura 4.7: Comparacido entre os resultados do pardmetro Ss;, obtidos com Método da Envoltéria
FETD, com o Método FIDTD e com valores medidos.

Os resultados estdo mostrados nas Figuras 4.8 e 4.9.

Logo, o Método da Envoltdria é mais rapido que os dois casos anteriores, apesar do esforco
computacional por passo ser maior. Assim, no caso de simulagdes no dominio do tempo, mesmo
para bandas de 100%, o Método da Envoltéria é mais rdpido que o Método Cldssico, com pulso
rapido cobrindo toda a banda. O Método FDTD ainda € incompardvel em termos de velocidade,
para simulac@o de estruturas sem curvas, como a deste primeiro exemplo; por outro lado, o FDTD

tem dificuldades para tratar estruturas curvas como a do proximo exemplo.
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¥ 30k Meétodo da Envoltdria com A=0,154,
- em trés bandas de 100% centradas
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Puiso de 15 {ps] de durago, 7
&g Métode Classico, com
40l At = 0,66 ps _
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Figura 4.8: Comparagéo entre os resultados do parametro Sy, obtidos com FETD de vérias formas.
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Pulso de 15 {ps] de duragio,
Médoto Clissico, com
A=0,66 [ps].

Método da Envoltéria com
At=0,15/f | em trés bandas de

Portadora modulada, Método
. Classico, com A= 0,025/f)
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Figura 4.9: Comparacio entre os resultados do pardmetro Sa;, obtidos com FETD de varias formas.
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O segundo exemplo de validagiio nio é facilmente simulado com o Método ¥DTD, porque
possui curvas, Figura 4.10; assim, neste caso é feita a comparacio entre o Método da Envoltéria com
o Método dos Elementos Finitos no Dominio da Freqgiiéncia. Os resultados do FEM no Dominio da
Freqiliéncia foram extraidos manualmente de A. C. Polycarpou et al. [47]. O exemplo consiste em
um indutor espiral conectado em paralelo com uma micro-fita, ambos Impressos em um substrato de
alumina com ¢, = 9,8 e espessura de 0,635 mm. Os outros parémetros geométricos, veja a Figara
4.10, sao: wy =0,635 mm, wg =0,6 mm, we =0,2 mm, Ry =1,9 mm, Ry = 13 mme Ry = 0,7

mm. O centro da espiral é aterrado. No caso do FEFD- Finite Element Frequency Domain, a malha

Enrrada

{urte para o piano tamra

Figura 4.10: Geometria do indutor espiral, vista superior.

utilizada possuia 43588 tetraedros e um total de 51270 incdgnitas; na simulacio pelo Método da
Envoltéria foi utilizada uma malha que possuia 21749 tetraedros com um total de 26767 incognitas.
A simulagdo foi feita com duas bandas: fo =2 GHz com B, =2 GHz e fy = 4.5 GHz com B,, =5
GHz. O passo no tempo possufa 10% do periodo da freqgiiéncia central e foi utilizada ABC de
primeira ordem do tipo Silver-Miller. O tempo total de simulacdo foi de 1 k 14 min, 57% do qual
utilizado na decomposicdo LU da matriz. Os resultados estio mostrados nas Figuras 4.11 e 4.12.

As pequenas discordancias podem ser explicadas por vérios motives: o principal deles é o fato de
nao se ter os pardmetros geométricos da caixa que cerca o dispositivo para os dados de Polycarpou
et al. [47], e também, hd o fato da malha utilizada no caso da simulacio pelo Método da Envoltéria

ter um nimero menor de tetraedros; por fim, os dados foram retirados manualmente de [47].



4.5 Resultados

81

(} i % ] I L !

Freqiiéncia (GHz)

Figura 4.11: Pardmetro Sy; do indutor espiral.
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o Polycarpou et al.[47]
e FETD Método dz Envoltéria.

<
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i
2
N

3 ) 7
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Figura 4.12: Pardmetro So; do indutor espiral.
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O terceiro exemplo é um guia retangular homogéneo, Figura 4.13. O guia nfo é pratico,
mas o objetivo é verificar o funcionamento das PMLs, mostrando-se a amplitude do campo em

um corte longitudinal, em vérios instantes de tempo, Figura 4.15. Além disso, desejava-se obter a

b=0,1m

a=0,7m

Figura 4.13: Guia retangular homogéneo.

velocidade de grupo "medida”. A freqiiéncia central utilizada é 314 MHz, com largura de banda de
160 MHz. A largura de banda, para efeito de cdlculo da velocidade de grupo, é alta, j4 que 1/ %
leva em consideragio pequenas larguras de banda. Mas, como do ponto de vista espacial, o pulso
deveria ser estreito o suficiente para ser visto por inteiro dentro do guia, foi feita a escolha de uma
grande largura de banda. Apesar deste fato, a velocidade de grupo calculada, 2.19 « 10%, quando
comparada a largura de banda "medida” por meio da Figura 4.14, 2,17 + 108, resulta em um erro

de 0,9 %. A diferenca de amplitudes nos dois pontos de observacao deve-se ao fato de estarem

7 T T T T T T
— Ponte de observacio em z=0 m.

o~ - Ponto de observacgho em z=4 m. -
o &
o~ ~
g [
e g i % —
Sa K y
—_— 0 i
g L
= ® ! i
2.l | w
£3 / P
Eyal / |/ i
o™ i
- ! "
= = :
=3 A
=i-w A
ER-Ri 4 k8 -
< = 7 \\

. H / . = e
GeiR ee-08 Be-08 =07 12607 HE Tt

Tempo (segundos)

Figura 4.14: Amplitude do campo elétrico em dois pontos de observagio.

"desalinhados”, isto é, em diferentes posi¢bes na diregio transversal do guia. Pode-se observar,
na Figura 4.14, uma pequena oscilacao na amplitude do ponto de observagdo, em z=0 m, a partir
de 80 ns em diante. Isto é devido & “reflexdo numérica” nas PMLs, isto é, como nio hid uma
discretizacdo "fina” o suficiente para acompanhar a variagao do campo com a distancia, surge um

erro de discretizacdo que provoca reflexdes. A PML, neste exemplo, nfo estd muito discretizada
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porque o guia simulado é muito grande, para que se possa ter a Figura 4.15.
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Capitulo 5

Conclusoes

Nesta tese foi implementado o Método dos Elementos Finitos em 3 dimensdes com o objetivo
de calculo de campos espalbados no dominio da freqiiéncia e no dominio do tempo. No caso do
dominio da freqiiéncia, foram realizados vérios testes nao encontrados na literatura. Verificou-se
que, com o uso das PMLs, o cdlculo de campo espalhado por corpos dielétricos anisotrépicos em

3D pode ser feito de maneira eficiente pelo FEM.

o Como a matriz resultante é esparsa, certa de 0,2% de elementos nio-nulos no caso de uso
das funcoes de interpolagio baseadas nas arestas, a inversio da matriz, apesar do nimero
de incdgnitas ser maior, é bem mais ficil que no caso do Método dos Momentos, cuja matriz

resultante é cheia.

e Mostrou-se que o uso das PMLs deve ser feito com cuidado. A escolha do fator de perdas
e a discretizacdo estdo muito ligados. O aumento do fator de perda poderia melhorar o
desempenho da PML mas se a discretizac@o nao for grande o suficiente para seguir a variagao

do campo com a disténcia, haverd reflexo numérica piorando o desempenho das PMLs.

» Foi mostrado, ainda, que PMLs s&o superiores s ABCs quando utilizadas no calculo de

campos espathados por dielétricos.

e Quando ha grandes perdas no dielétrico, mostrou-se que o teorema da superficie equivalente
funciona melhor do que o feorema dos correntes volumétricas equivalentes, no calculo dos

campos distantes.

A Sugestdo para trabalhos futuros no cdlculo de campos espalhados por dielétrico é a

utilizacdo de métodos iterativos. No uso dos métodos iterativos, o maior esforco computacional
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estd na multiplicagao de matrizes por vetores. Neste caso, como a esparsidade é alta, quando usado
o FEM em conjunto com as fungdes de interpolacdo baseadas nas arestas, este esforco é diminuido.
O problema estd no condicionamento das matrizes; estas sfo muito mal condicionadas, recomenda-
se, entao, fazer um estudo dos varios pré-condicionadores existentes. Assim, como o use de métodos
iterativos requer menor quantidade de memdria e pode ser paralelizado, o campo espalhado por

grandes estruturas poderd ser calculado.

No caso do dominio do tempo, faz-se uma extensdo do Método da Envoltéria para 3 di-
mensdes em uma formulacdo vetorial, pela primeira vez. No Método da Envoltéria a portadora é
retirada, mantendo-se apenas o sinal modulante durante as simulacdes. Aplicou-se o Método de
Newmark, como esquema de avango no tempo. O uso do Método de Newmark possui ordem 2
de convergéncia, o que possibilita compensar a perda de precisio. Isto, porque a discretizacio em
3 dimensodes € pobre em comparagio aos casos de uso do Método da Envoltéria em formulacdes
escalares em 2 dimensdes. Realizou-se a anilise da estabilidade do método levando em consideraco
0 uso de PMLs anisotrépicas. Para isto mostrou-se que para haver estabilidade, passos de tempo
deveriam ser maiores que um certo valor, perdendo, assim, a convergéncia. Desta forma, o uso de
PMLs anisotrépicas deve ser feito em conjunto com uma discretizacio espacial mais fina em com-
paragao com o uso das ABCs de primeira ordem. Mostrou-se que o Método da Envoltéria reduz o
tempo computacional envolvido na simulacio de dispositivos, com relacio ao Método Classico, que
mantém a portadora durante as simulaces. Esta redugio do esforgo computacional explica-se pelo
fato dos passos temporais serem maiores no Método da Envoltéria em relacio ao Método Classico,
para obtencdo dos mesmos resultados. Isto compensa o fato de o esforgo computacional para cal-
cular cada passo temporal ser maior no Método da Envoltéria, cujas varidveis sdo complexas, em

comparacio ao Método Cldssico, cujas varidveis sio reais.

Sugestdo para trabalhos futuros no caso do dominio do tempo: Métodos de diagonalizacio
da matriz a ser invertida, isto €, a "explicitacao” do Método dos Elementos Finitos no Dominio do
Tempo. Utilizando algumas aproximagdes, propostas para aplicaces em eletromagnetismo por Lee
et al. [41], Benhassine et al. [48] apresentaram resultados de validagio para o calculo de fregiiéncias
de ressondncia de uma cavidade; deve-se fazer testes de validagio para casos mais complexos, como
circuitos de microondas, por exemplo. Outra sugestdo, é a implementacio de ABCs de ordem 2 em
conjunto com o Método da Envoltdria. Estas ABCs foram implementadas para o método clissico

por Komisarek et al. [49].
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Apéndice A

Deducao das Matrizes Elementares 3D

A.l Coordenadas Locais em Tetraedros .

As fungoes de base usadas em elementos finitos para tetraedros sio melhor descritas em
termos de coordenadas locais, para pontos internos ao elemento, que fornecem a distancia do ponto
a uma das faces relativa & distdncia do ponto oposto a esta face com a mesma. Um ponto interno
a0 tetraedro o divide em quatro pequenos tetraedros, portanto, gerando quatro coordenadas locals,

mas so trés delas sdo linearmente independentes.

Figura A.1: Coordenada Local L;.

Observando a Figura A.1, a coordenada local L; do ponto localizado em z,y,z, serd o

volume formado pelo tetraedro entre os nds 2, 3, 4 e 0 né z,y, 2z dividido pelo volume total do
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tetraedro.

o N N

Figura A.2: Coordenada Local Lo.

Observando a Figura A.2, a coordenada local Ly do ponto localizado em .Y, 2z, serd o

volume formado pelo tetraedro entre os nés 1, 3, 4 e 0 né z,y, z dividido pelo volume total do

tetraedro.

NG3

Figura A.3: Coordenada Local L.

Observando a Figura A.3, a coordenada local L do ponto localizado em z,y, z, serd o

volume formado pelo tetraedro entre os nés 1, 2, 4 e o né z,y, z dividido pelo volume total do

tetraedro.
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Figura A.4: Coordenada Local Ly.

Observando a Figura A4, a coordenada local Ly do ponto localizado em z,y, z, serd o
volume formado pelo tetraedro entre os nés 1, 2, 3 e 0 nd x,y, 2 dividido pelo volume total do

tetraedro.

Entao, asoma L;+Lo+Lz+ L4 = 1, portanto, sempre pode-se escrever uma das coordenadas
em funcio das outras trés, mas por conveniéncia. as quatro coordenadas sao utilizadas. As funcoes
de base nodalis de primeira ordem sdo as prdprias coordenadas locals, e as fungdes de base nodais
de ordens superiores sao escritas em funcdo das coordenadas locais. O volume de um tetraedro

formado pelos nds 1, 2, 3 e 4 é dado por:

Iy Y1 5N
Tz Yz 22
Iz Y3 z3

T4 Y4 24

6+ Volume = A = (A.1)

[ WY Sy

onde z;, ¥;, %, sA0 as coordenadas do nd 4. As coordenadas locais podem ser escritas em funcio de

x,y e z da seguinte forma:

1 =z y =z
1 22 y2 2z
1 =3 y3 =23
I x4 ys 2z

Ll(m: yrz) = (Az)
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5 Y S <]

T3 U3 23

T4 Y4 oz

D S S S Y
8
ey
[

LQ(Iay: Z) =

Iy Y1 =

Tz Yz 23

[ = S S S W
8
Kond
s

T4 Ya 24

L3($v Y, Z’) e

1 Y1

T2 Y2 Z2

T3 ¥z 23

T oy =z
A

que podem ser sistematizadas para programagéo da seguinte forma:

T U N )

L4($,y,z) =

ae(i) + be(i)z + ce(i)y + de(i)z

L(i) = 5

Define-se:

Is =Tl g =2, TT =23 Ys = Y13 Ys = Y, Yr = Y3

(i -+ 1) »y(i +2) * 2(i + 3)
-E—:E(i—i—Q)*yi—{—S)*z(iJ-l)
+r(i+3) *y(i+ 1)« 2(i + 2)
—z(E+ 1)+ y(i+ 3y +2(i +2)
—z(i+2) » y{i + 1) % z(i + 3)
~z(i+ 3} v y(i+ 2) % 2(i + 1) |

% (_1)(1'-:—1)

yli+ 1) 20 +3) +y(i +2) x2(i + 1) + y(i + 3) = 2(i + 2)~

be(i) =
) y(i+1)*z(i+2)~—y(i+2)*z(i+3)—y(i+3)*z(i~€v1)

(A.3)

(A4)

(A.6)

(A7)

(=10 (Alg)
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celi) = :c(i.—i- 1)*z(i.—é-f:’)w{«m{i'—é—Z)*z(z’%l)—é—m(i(—l—@#z(i;«%ﬂ)m ] L6 (aa0)
z{i+ 1) x2(i+2) —z{i+2) *x2(i +3) —z(i + 3) x 2(i + 1)

de(i) = ;: :c(z:-l.—l) *y(zﬁ+3) +$(’e:~'r-2) *y(%:—i—l)—i-:z(ﬁ:—f-w *?J(Z:%“Q) } ¢ (—1)(+ ) (A1)
i+ 1) +y(i4+2) -2+ 2)xy(i +3) ~z(G + 3} = y{i + 1)

As funces de base nodais, forgam a continuidade das componentes normais nas faces de
dois tetraedros além das componentes tangenciais. Isto ndo é o gue se espera quando, por exemplo,
aproximando-se campos elétricos e hd interfaces entre dois materiais com permissividades elétricas
diferentes. Além disso, se forem de primeira ordem, quando usadas para aproximar funcdes vetoriais
resultam em 3 graus de liberdade por né, 12 graus de liberdade por tetraedro. Entdo, o campo
vetorial dentro do tetraedro é aproximado com 12 graus de liberdade. Isto resulta em aproximar
também o espaco nulo, isto é, a parcela que aproxima o campo com rotacional nulo, o que néo é
de utilidade para aproximacfes de campos nfo estaticos, esta parcela além de nio ter utilidade nas
aproximagoes de ondas, ainda gera solucdes néo fisicas devido a distorgdes [50]. Pode-se facilmente

observar isto como mostrado abaixo:

Eoproz = (A+ Bz +Cy+D2)i + (E+Fz+Gy+ Hz)§+ ([ + Jz + Ky + L2)3 (A.12)

que pode ser dividida em duas parcelas:

—t

Eaprox = Lsemgradiente T Egmdiente

ﬁsemgradiente = [A + (C - F)y/2 + (D - J)z/?}i‘
+H[E+ (F=Clz/2+ (H - K)2/2)g + [I + (J = D)z/2 + (K —~ H)y/2)3 (A.13)
Egragiente = [Bz + (C + F)y/2 + (D + J)z/2)%
+Gy + (F+ Clz/2+ (H+ K)z/2]§ + [Lz +{J + D)z /2 + (K + H)y /22

Sendo que a segunda parcela vem do gradiente da funcao:

B, G, L
o= 50+t 3O+ P L= D+ N+ (H K (A14)
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e ¢ denominada de espago nulo, pois como possui rotacional nulo, se utilizada em um problema
de autovalores, como por exemploe em uma cavidade, a equacio vetorial de Helmholtz resulta em

autovalores nulos.

O maior problema, no entanto, é que devido as fungdes nodais forcarem a continnidade dos
campos normais e nio serem solenoidais, o espaco nulo é distorcido e 0s autovalores assumirem
valores proximos as solucoes procuradas, assim resultando nos chamados modos espurios. Foi
verificado que se as funcdes de base nao impusessem continuidade completa entre dois elementos,
18to €, 56 impusessem continuidade da componente tangencial, deixando a componente normal
livre, esta distorgao do espago nulo ndo ocorreria [39] e [51], embora o espago nulo continuasse a
existir, nao produziria mais as solugbes espirias. Outra dificuldade das funcbes de base nodais é
a imposigao das condigdes de contorno em fronteiras que nio coincidam com os eixos ortogonais,
fazendo que se tenha que relacionar duas ou mais componentes de campo, complicando o esquema
de armazenamento esparso utilizado. Devido a estas dificuldades, funcbes de base vetoriais que
nao imponham continuidade normal dos campos e tenha um rotacional finito devem ser utilizadas,

funcdes de base deste tipo sdo denominadas na literatura de curl-conforming.

A.2 Funcgoes de Base de Arestas em Tetraedros

As fungdes de base de aresta tém as caracteristicas necessirias para modelar os campos
eletromagnéticos e foram propostas por Whitney [52] em 1957, associando graus de liberdade as
arestas no lugar dos nds. Nedelec {38], em 1980 discutiu a construcio dos elementos de arestas
em tetraedros e em elementos cibicos. Além de outros que usaram os elementos de arestas para
o célculo de campos em baixas freqiiéncias, M. Hano [53] usou elementos de arestas para célculo
de guias carregados com dielétricos e em 1985 G. Mur e Aa. T. Hoop utilizaram elementos de
arestas para calculo de campos eletromagnéticos 3D em meios ndo homogéneos [51], mas com a
representagio polinomial completa. Bossavit e Verite em 1982 {54] e depois Barton e Cendes [37],
usaram as chamadas fun¢des de base de arestas de ordem mista, proposta por Nedelec, que elimina
certos graus de liberdade associados ao espago nulo para cdleulo de campos eletromagnéticos em
alta freqiéncia. A partir deste ponto, serdo discutidas algumas caracterfsticas das funcdes de base
de aresta usadas neste trabalho. Primeiro serfio mostradas, nas Figuras A.5, A6, A7 e A8, as

nomenclaturas usadas para denominar as faces e as arestas do tetraedro.



A.2 Funcbes de Base de Arestas em Tetraedros 99

Figura A.5: Face 1.

33

Figura A.6: Face 2.

Sabe-se que o gradiente da funcdo de base de ordem 1, L, é perpendicular & face 3 e o
moédulo do gradiente de Lo € igual ao inverso da disténcia entre o nd 2 ¢ esta face, sendo A2 a

distancia entre a face 3 ¢ 0 nd 2,

VLg| = 1/h2, a projecdo do gradiente de Lo sobre a aresta 1 ¢
mostrada na Figura A.9. O cosseno do dngulo formado entre o gradiente de Lo e a aresta 1 serd
cos(f) = f;_g sendo [; o comprimento da aresta 1, logo, o médulo da projecfo do gradiente de Lo
sobre a aresta 1 serd igual a % assim, o médulo da projecdo de {;VILq sobre a aresta 1 serd 1, o
que € ideal para elementos finitos. Na Figura A.10 vé-se funcdo de base vetorial de aresta ligada a
aresta 1 do lado do nél 1, 51 = [1L1V Ly, que tem a projecio sobre a aresta 1 variando linearmente
do ndl ao nd 2, sendo que no néd 1 term médulo I e no nd 2 tem mdédulo 0. Sua diregdo € a direcao

do gradiente de Lg, logo perpendicular & face 3.
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Aresia 2

Aresta 3

N6 1 Aresia 1 )

Figura A.8: Face 4.

A continuidade tangencial nas faces ¢ garantida da seguinte forma: A funcéo de base correspondente
4 funcio §1 do tetraedro vizinho 4 face 1, também tem projegéo sobre a aresta 1 igual a 1. Além
disto, tanto a funcéo de base B; como sua correspondente sao normais a aresta 2, pois a funcio
B, é normal & face 3 que contem a aresta 2 e sua correspondente é normal a uma face em seu
tetraedro que também contem a aresta 2, logo, também a funcdo correspondente é normal a aresta
2. Imagine um sistema de coordenadas retangular cuja a aresta 1 seja um eixo, como na Figura
A10. Assim, tanto a fungio de base B, como a fungdo de base correspondente & funcio B do

tetraedro vizinho & face 1, possuem a mesma projecio no plano da face 1, como pode ser visto na
ALL0.
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Projecéo deN/L,
sobre a aresta 1.

Figura A.9: Projecio do gradiente de Lo sobre a arestsa 1.

Aresta 2

_‘_Areséa 3

Aresta 1

Todas fungdes de base seriam as equagdes descritas em (A.15), que para aproximacio de

ordem 1, resultaria em 12 graus de liberdade.

LI VL,
( hI;VL
1LV Lg
( I,L3V Ly
L1 VL
( I3L4VL;
1412V Lg
( I3V L,
Is LoV L
( IsL4VLy
IsLsVLg
( IsLsV s

)

™ ™ e e

na arestal

na aresta

na aresta3

na arestad

nag arestad

na arestaf

(A.15)
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Funcéo correspondente & B. no tetrzedro vizinho 3 face 1.

TR AL 5 .
}‘ / \ Projecdo de B, e sua correspondente sobre a aresta 1, possui
f médule igual a 1.

Projecio c/e B e sua correspondents sobre o plano &a facs 1

Figura A.10: Projecdo do gradiente de Lo sobre a aresta 1.

Usando a aproximagac de Nedelec, retirando alguns graus de liberdade ligados ao espaco

nulo, resulta nas eguagdes descritas em (A.16}.

Ny = (L VLy ~ LyVL) na arestal
Ny = 19(InVLs— LzVL)) na aresta?
N3 = I3(L1VLy — LyVLy) na arestal
(A.16)
Ny = [4(LVL3 ~ L3V L) naarestad
5 = I5{L4VLy — LyV L4} na aresta’
N = Is(LsVLy — L4V L) na arestab
As funges descritas em (A.16) sio funges de base de ordem mista, baseadas na aresta. Isto

é, o campo tangencial ao longo da aresta é constante e a aproximacio do campo normal ao longo da

aresta € linear, dai sdo denominadas de funcdes CT/LN. Para melhor esclarecer a afirmacéo acima,
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verifica-se o comportamento da funcio N; que serd: A primeira parcela, possul a componenie
tangencial com module variando linearmente do valor 1 no nd 1 a zero no né 2 e sentido do nd
1 para 2. A segunda parcela possui a componente tangencial com mdédulo variando linearmente
do valor 1 no nd 2 a zero no nd 1 e sentide do udé 1 para 2. Logo, a soma das duas parcelas tem
componente tangencial a aresta 1 constante e unitdria com sentido do nd 1 ac né 2. A primeira
parcela é normal & face formada pelos nds 1, 4 e 3 e possui valor zero na face formada pelos nds 2,
3 e 4, j4 a segunda parcela € normal & face formada pelos nés 2, 3 e 4 e possui valor zero na face
formada pelos nds 1, 3 e 4. Logo, a fungio de base Ni ndo possui componentes tangenciais as faces
que ndo contenbam a aresta 1. Um conjunto de fungbes de ordem mais alta € o conjunto LT/QN,

isto é, linear tangencial e quadrdtico normal descritas em {A.17).

Baseadas nas Arestas
L L, VL,
1L,V L,
{0 L1V L
I2LsV Ly
3LV Ly
{4 L4V L,
14L,VLg
{413V 1s
IsLoV L
I5 L4V Ly
l6LsV Ly
lgLaV Ly
Baseadas nas Faces
LiLoV LDy — L1 LV g
LoLsVIDy— L1 L3VEy
LW LoV iy — Ly LaV g
LoLyVILy — L LV,
LoLgNVLy— LyLsVELs
LaLsNLy— LolisV iy
LiL3V Ly — L1 LyN Ls
LaL4N Ly — Ly LsNV La

(A.17)
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A.3 Construcao das Integrais Necessédrias

As fungdes de base CT/LN foram as usadas nesta tese. E nesta secao serdo desenvolvidas
as integragoes para formacio das matrizes elementares necessirias is implementagdes computa-
clonais apés a discretizacdo da formulagio fraca do método de Galerkin ou Rayleigh-Ritz tanto no

espalbamento no dominio do tempo quanto no dominio da freqiiéncia.

A.3.1 Construgao das Integrais nos Volumes Elementares

Utilizando-se as coordenadas de volume descritas pela equacio (A.18) nas equacdes das
fungGes de base de arestas descritas em {A.16), pode-se obter as fungdes de base de arestas de forma

mais apropriada para programacio como descrita em (A.19). Com as funcgdes de base nodais;

Lz} = (aey + beyz + ceyy + deyz )/ A (A.18)

L1 [L( (cigy) be(efy) — Lcfy) be{cigy)
Nj = N +{L{cig)) celefn) - Licfuy) ce{cigy)
+{L(cigyy) de(cfy) — Lcf) delcig)z
onde os coeficientes cig; € ¢ f(z) s80 respectivamente o né inicial e o né final da aresta 717, e s8o
dados na Tabela A.1:

12
I (A.19)

- Aresta ci{aresta) | cf(aresta)
1 i 2
2 1 3
3 1 4
4 2 3
) 4 2
6 3 4

Tabela A.1: Tabela com os nés iniciais, ci, e os nés finais, of. das arestas.

A primeira matriz elementar a ser obtida tem os elementos descritos na equacao (A.20).

-“:///Vxﬁi-t:)r-vx_f\?jdv (A.20)

sendo %, = [i7* a inversa do tensor permeabilidade magnética relativa.
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O rotacional da funcao de base de aresta CT/LN pode ser facilmente obtido como descrito
m {A.21).

& [Llcigy)de(cty) — Licfu)delcig)] }I
~—§;[L(c iy Jee(efiy) — Liefy)eelcig)]

a
8z

Q
a3,
—
[N
Z
o
Q
——
o
Ly
—
-,
Rt}

L{cfy)belcig)] } g (A.21)

(cigs)) 5 =~
& [Llcigy)de(cfy)) — Licf)delcigy)]
%[L(c ))ce(c o) - ch(z )ce(czm)] }
£ [Llcigy)be(cfy) — Licf)belcig)]

_ 2 105) [ce( iy dedcf) — ce(cf(j))de(cz‘(j))] s
= AT [de(cx{s,))be(cf(j}} - de(cf(j)}be{cé(j))} 7 (A.22)
[be(ca(j))ce(cf(j}) - be(cf(j))ce(ci(j))] Z

Para facilitar a programacio pode-se definir as relagtes descritas em (A.23).

ROT,(4) = {ce(ci(j}}de{cf(j)} - ce(cf(j))de(ci(j})]
ROT(j) = [de(cigz)belcfyy) — de(ef ;) be(cig)] (A.23)
ROT,(5) = [be(ci(j)eelef sy) — belcf 5y)eelcigy)]

[0 BOT () + Urg ROTY(§) + 00 ROT (7))
o +0ryz ROT2(§) + vry ROTyY () + vryzROT2(5) 17 {(A.24)
“‘i*[’b'rzzR (.7) + U ROTyY(5) + 'UrzzROTZ(J)}

Finalmente com as equagles (A.22) e

(A.24) encontra-se a expressdo final da matriz ele-
mentar Q, descrita em (A.25).

416) 1(5) ROTz(8)[vree ROTZ(j) + vrpe ROTY(F} + vrzr ROTz(3)]
Qcli,j) = “"""““"‘"K?TZ* +ROTY()rye ROTZ(5) + vryz ROTY(j) + vrys ROT2(5)]
+ROT2(1){Vrze ROTT(§) 4 Urze ROTY(F) + Vrze ROTz(j)]

( 25)




106

Apéndice A

A segunda matriz elementar a ser obtida tem os elementos descritos na equacao (A.26).

R.(i,j) = /f/m-a-z\?jdv
£

onde & ¢ o tensor permissividade elétrica relativa. Para facilitar a obtencdo da matriz elementar
R obtém-se os passos descritos em (A.27) e (A.28).

Ngy & - Ny =

+ <

Ly Ly
A2

s

{ (cip)belefis)) = Liefiylbeleips) ] rse
(cz(]})ce( ) — Llefgyleeleign) ey ¢ 2
[ (cigsy)delcf(s)) — Licfiy)delcig)] e }
L{eiggy)be(efis) - L(Cfu Joe(ci)erys |
+L cigpy)eelef) — Licfiy)eelcigy) eryy ¢ 9
+[L{ciy)de(cfis) - Licfiy)delcig) erys )
[L(cigy)belefn) ~ Liefip)eeleigy)}ersa |
+[Llcigy)eelefi;) - Llcfip)eelcig)]ersy ¢ 2
wa(cz(J.,))de(cf(J}) — L{cfe)de(cig) ] erze ]
EL(cz(z)}be(cf(z)) — Licfp))belcig )]
[L{eigg)belcfi) = Licfbeleir)]eras
#4 +[L{cigy )ce(cf{u,,)) Licfi)eelcien) ] €ray
| L (eig))delef()) = Lefyy)delcigy)|erss
—}—[L(ca(z Jee(cfuy) — L{cf(z)}ce{cz(t})]
[ [Licigybe(cfi) — Licky))be(cigs)erye
*9  +[Llcigp)eelefy) — Licfi)ce(cign)] eryy
| T Leig)delef () — Cffj))dﬁ(cz{g))]fryz
+[L (cigy)de(cfry) - Licfy)delcig )]
[ [Eleig)belefy) = Licdg belcigy)enss
*) TEleiges(efi) — Liefy)eeleip)]ery
+[L(cigy)de(cf) — Licfgy)delcig)) enes

(A.26)

(A.27)

(A.28)

Para facilitar ainda mais a programacio, faz-se as seguintes defini¢des descritas em (A.29).
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PAly = Lldy) [Licig)belefiy) — Licfy)be(cig)] =
Lici t3,)L(cz(j))i‘)fﬁ(cf ) = Lieigy) L (cf(j})be(ci(j))
PA25 = Licig) [Llcig))eelefiy) — Licfy)eeleig))] =

Lcigy ) Licigy Jee(cfy) — Llcigy ) Licf;y)ee(eigy)
PA3; 5 = Licig) [L{ciy )de(cf(j) Licfy))delcigy)] =
Licigy) L{cigy)de{cfisy) — Llcigy 1 L{cf;y ) de(cig))
PA4qy = Licty) [Llcigybelefy) — Ll beleiy)] =
Liefw ) Licig)belef;)) — Licfu ) Licf ) be(ciy)
PAS ;) = Liefy) [Lleig))eslely) — Lefieelcigy)] =
Lcfia)Leig)eelefyy) — Licfa ) Licfyyeelcig)
PASq5 = Licfy) [Llciy)de(efy)) — Lief()deleig)] =
L(cfy) Llcigy)de(cfiyy) — Llcf)) Licf ) delcig)

(A.29)

Aplicando (A.29) em (A.28), é obtida a equagho descrita em (A.30).

be(cfiy ) (PAL; ) €ran + PA2 4y €ray + PA3(5) €raz)

—be(cz(z))(PA4(z i) Eraz T+ PA5(3 7) €rzy T PA@(”} €rez)

Ny = b Iy | +eelefm ) (PALG ) erye + PA2; ) €ryy + PA3G ) €ryz) (A.30)
AZ —ce(cign (P A4y 5) €rye + PADS 5y €ryy + PABG 5y €rys)
-i"de(cf(z))(PAl(”) €rze + PA23 5y €ray + PA3pi 5y €r2z)

)

—de(Cﬁ(m))(PA‘f‘l(z,]) €rzz T PAE)('.: J4) Erzy “+ PAﬁ{z J) Crzz

Sabendo que:

|~
=

IM s
[
[\
L]
ot
(2]
<)

o
[y
[
Pt
b
[=
[
o]
[

H
- 2
|H
|w

= MINT (A.31)

=

=

f f LG LGV

- &
el vl )
&
i
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=
o
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o]
e
[
o
fyel
<
o
b2
<
on
fam]

Pode-se definir:
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IP1 = [[f PA1dV

be( (j)) MINT(C’J(E-),C'JU)) — be CZ(J} MINT(Ci{i),Cf(j))

R.(i,7) =
e(4:7) AT —-ce(cz(.t})(IPéf €ryz + IP5 €4y + T PG €ryz
+de(cf(y)(IP1 €y + IP2 €rgy + IP3 €y,

= (i)
IP2 = [[[ PA2dV = ce(cfy) MINT (cigy, cigyy) ~ celciy; )) MINT (cig), cf ;)
IP3 = fffe PA3dV = de{cfu ) MINT(Ci(i),CZ'(j)) - de(c () ) MfArT(C’i(.i),Cf(j}) (A.32)
IP4 = fffe FA4IV = be(c (3}) MINT(Cf(i),C’i(j)) - be(cz(J}} MfNT(Cf(i),Cf{j))
IPh = fffe PASIYV = CB(Cf(j)) MINT(Cf{@,Ci{j)) — ce(ci 3)) MINT(Cf(i%Cf(j))
IP6 = [[f PA6dV = de{cf(;) MINT{cf(Z-)tcz‘(j)) — de(cigy) MINT(cfpuy, cfiy)
Assim (A.30) pode ser escrita como em (A.33).
be(cfi) ) (U P €rpy + IP2 €ray + IP3 €pyy) ]
—be(cig) ) (IP4 €ryy + IP5 €ray + IP6 €ry)
i lU} +ce(cfi) ) (IPY €ryg + I P2 €ryy + L P3 €ryz) (A.33)
) .
)

A.3.2 Integrais de Superficie

As integragoes nas superficies de contorno sio necessarias para a implementacio das ABCs

descritas no apéndice C e também para o cslculo dos campos distantes no caso do uso do teorema

da superficie equivalente.. Estas integracGes nos contorno necessarias sio basicamente quatro:

» Integracbes necessirias para o cdleulo das ABC's de primeira e segunda ordem:

ISaber (4,5} = jpoko/ Nysy - Nyyy d2 (A.34)
9}
sendo Nz(z) = —f X fp X _a’\"f;{,;} = ﬁ(i) - .?\7(2-} 4 componente tangencial funcio de forma N(,,;)
e i vetor normal 4 superficie 0 apontando para fora da mesma.
IS&ng(i}j) = / «P?(i} . Vt[ﬁ - f{’r(j)] a2 (A.35}
9]

onde V; é o operador V na direcio transversal & superficie.

¢ Integracdes necessdrias para o cdlculo dos campos distantes no caso do uso do teorema da

superficie equivalente.
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ISeq (i) = [ Ll =357 ) 4Q (A.36)
19

sendo 7 = sen(f) cos(@) £-+sen(f)sen{d) j+cos(f) Z o vetor unitdrio apontando para a posicio
do ponto de observacao do campo, f e ¢ coordenadas esféricas do ponto de cobservacio e

™=z &+y Y+ z %o vetor posicdo do ponto de integracio da corrente na superficie.

ISegs (i) = f =Tk ™) o) (A.37)
Q

A.3.2.1 Transformacgao de Coordenadas
A integracado na superficie diretamente na posic8o original é muito dificil, faz-se entdo uma

transformacao do sistema de coordenadas mapeando o tetraedro original em um tetraedro mestre

como mostrado na Figura A.11. A transformacio de coordenadas é descrita por:

Figura A.11: Mapeamento no Tetraedro Mestre.
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z=x1L1 + 29L0 + zglas + 2ly
Yy=uy1ly +yaLlo+yszls +ysly (A.38)
zuw 21Dy A 2oLy + 2303 + 2404

sendo Ly, Ly, Ly e Ly as coordenadas de volume descritas nas equacdes (A.6), (A.7), (A.8), (A.9),
(A.10} e (A.11). Com a transformacio de coordenadas (A.37), uma funcdo no tetraedro local pode
ser mapeada para o tetraedro mestre, isto é, fayz) => f(L1,02,05,24) Sendo que L1, La, L3 e Ly

nao sao linearmente independentes.

¢ Quando a integragao for feita na face 1, faz-se: Ly =0e Ly =1~ [; — L3 e integra-se em

no tridngulo marcado no tetraedro mestre como mostrado na primeira parte de Figura A.11,

s~y
sendo 7 = s

¢ Quando a integracio for feita na face 2, faz-se: Ly =0e Ly =1 — L1 ~ Ly e integra-se em

no tridngulo marcado no tetraedro mestre como mostrado na segunda parte de Figura A.11,

. _ ~Vis
sendo 7 ST

¢ Quando a integracao for feita na face 2, faz-se: Ly =0e Ly =1 L; — L3 e integra-se em
no tridngulo marcado no tetraedro mestre como mostrado na terceira parte de Figura A.11,

. YL
sendo 7, == “"‘zgv'ng .

e Quando a integracao for feita na face 2, fazse: Ly =0e Ly =1— Ly~ L3 e ntegra-se em

no tridngulo marcado no tetraedro mestre como mostrade na quarta parte de Figura A.11,

s . =VL
sendo 7 ————L‘WJI‘ )

A.3.2.2 Implementagio da Integral de Superficie da Equagio (A.34)

Para implementar a integral (A.34), necessita-se de J\—ft(i}, entao: Com NL(Z-) descrita na

equagio {A.19), pode-se dizer que:
N; = Nyy® + Nyay@ + Ny 2
I . .
Nygiy = R [Lcigy) be(efuy) — Licfq) belcigy)]
(A.39)
l Z - .
Nypy = gL{cigy) celef) — Llefy) celeig)]

Ny = %[L(Cﬁ(i}) de(cfy) — Licfm) de{cigy)]
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e o vetor unitario normal 4 face, i, pode ser calculado como:

be{p):% + cerp ) -+ de(p)é

2 2
\/be o) ey T de(p)

sendo f o indice da face, isto é f = 1 para face 1, etc ...e p = 4 para a face 1, p = 3 para a face 2,

(A.40)

gy =

p =2 para a face 3 e p = 1 para a face 4. Os termos ber), ceq e dey sao descritos pelas equagdes
(A.9), (A.10} e (A.11), respectivamente. Pode-se, entdo. definir:

- be(py
teln = \/ belyyHeelyy+a
n CE(p)
v = .\/be )-f-ce J%de(m (Aél)
- _ dep)
n2(f) B \/be(zp}'?‘ce?p)"'-de(zp)
Dai, pode-se obter J\_ft(i} que &
Nyiy = Nupy® + Ny + Nipiy2 = —2 x 7 x N(3)
Nigtiy = Nato){ng gy + 155) = NyyPa(rynyesy — Natiya fy7()
(A.42)

Neyisy = = Nagyny(nnaip) + Ny (03 + 12 5) = Nayny(pnas)

Neiiy = =Nagynafyia(s) = Nyayma(niy(s) + Noy (2 + 125

Como a expressdo final do integrando da equacao (A.34) fica:

ISabes (4, 5) = jpoko fo Nusy - Nasy dQ = Joy Newisy Niosy + NayiyNaysy + Nz Nangs) 40 =
(n2p + ng(f)) Jo Nagy Nogy d2+ (”i(p) + nz(f)) Jo Ny@y Ny 49+ (“ﬁ(p) + nim) Jo NagyNogg) d9
~ny(a(r) Jo (Ve Nyti) + Ny Nagy) 42
—naya(s) Jo (Ne@Nag) + Nay Nagy) dO

=~z nyih) Ja (Nuy Nty + Na Nygy) 02
(A.43)
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Entéo, a integrag@io na equacio (A.34) pode ser subdividida em vérias integracles como visto em

(A.43), assim é necessdrio a obtenciio dos termos dos integrandos. Com a equagio {A.39) pode-se

escrever:

legiyleg,
—A

NeyNey =

- - lE'i}ZE(-)
Napiy Nyy = =z

i’\‘ lemle:J\
NoyNogy) = — 4z

legpleg;
NyoyNagy = 554
N Nooor = reles
y(i) - Yy(i) = ™Az
lE( )ﬂ&(i
‘Ny{z}j\zm -

be(cig Yoe(ciyy) Licf ) Licf ;)
—be(cig )be(cf ) Licf ) Licis)
~be(cfiiy)be(cign ) Licigy) Lcf ;)
+be(cfyy)be(cf ) Licig ) Licig)

be(ci(i))ce(ci(j})L(cf(i))L(cf(j))
—be(cigyee(efi) ) Liefa) Lici ;)
~be(cfyy)eelciyy) Lici ) Licf ;)
—E—be(cf(i))ce(cf J))L{cz{z )L(czu )

(A.44)

be(cigsy Yde(cig) ) Licfy) Licf ;)
—be(cigy)de(cf ;) Licf ) Licin)
—be(cfy )de(cig) ) Lici V) ELefi)
+be(cf(i)}de(cf{j)}L(c'i(iB)L{cz'{j))

wce(C’&(t))be(cf(g )L(Cf(i)}L(cz(j})
—-ce(cf(zx)be{c%(;))L{Ci(z‘))L(cf(ﬂ>
+ce(cfi)be(efy ) Lciyy) Licigy)

ce(cigg )ee(cigy ) Dlefi ) Licf )
—ce(cigy)ce{cf i) Licfy) Licic)
—celef iy )eeleigy) Liciay ) Dcf ;)
+eelefuy)eelef(y)) Lici ) Liciy)

(A.45)

ce(e i)}de(ci(j)}L(cf ) Licfyy)
~ce{eig )de(cfi JL{cfry) Lici cig))
~ce{cf, z}}de(cz(J))L(cz(i))L(cfJ,))
~i~ce(cf(i)}de(cf(j}}L(ci(i))L{ci(j))

ce(cigsbelcigy) ) Licfu) L{cfy) )
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de(cigy )be(cigpy ) Licfuy ) Lcf i)

sz?\:xr \= z_eﬂ"z;w_ wde(cz(z) Jbe( cf ))L(cf(z)}L(cz(:’.))
N o —de(cfe belcivy) Dlcig) Lcf )
-E—de(cf(t))be(ch,,))L(cz o) L(cigg)

de(cigy Jeelciy) Licfy) Licf ()

lecslers —de(ciyy Jeelcf i ) Licfiy) Liciy

Ny Ny = ke (cigsyJeelcf i) Llcf i) Llci))

—mde(cf(z))ce(m(J}}L(ci(i})L(cf(j ) B (A.46)
+de(cf)eelefiy) Liciy ) Licigy)

de(cigy)de(cigy) Licfuy) Licf;y)

N Ny = ette | —delei)delefi) Licfy) Lici))
WFH0 T AT de(efey ) deleiggy) Licigy ) D(cf )
+de(cf(z))d€(cfj))L( ) (Cﬁ(‘.’.))

onde le¢i) é o comprimento da aresta 7 , os coeficientes cigy e ¢ f(5) indicam o no local inicial e final,
respectivamente, da aresta i e sAo fornecidos na Tabela A.1. Observando as equagdes (A.44), (A.45)
e (A.46), como os coeficientes bey;), ce(;) e degi), sdo constantes calculadas conforme as equagdes
(A.9), (A.10) e (A.11), e saem fora das integrais da equagdo (A.43); assim as integrais que sio

realmente necessarias calcular sao da forma:

fn Ly Lejy d0 (A4T7)

Como as coordenadas de volume na face se comportam como as coordenadas de drea em um

tridngulo, a integral acima pode ser escrita como [55]:

1At

onde Area € a drea da face, cuja expressao sera fornecida mais adiante. Assim, para 1 ¢ 7 variando

de 1 a 4, a2 equacdo (A.47) pode ser escrita na forma matricial para as vérias faces:

[inteLL] = Area Para a face 1. (A.49)

e e
[ 5%'_‘ R Eta—-
[T slr—\ EI»—-

Lo SR e BN o IS v
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s 1m0 %
505 0%
[inteLL] = Area Para a face 2. (A.50)
0 0 0 0
% 5 0§
- -
s 0% o5
X 0 ¢ 0 0
intelL] = Area Para a face 3. (A.51)
: 1 1 2
2 0§ o
(2 0 % %
(000 0 0]
o6 1 L1 1
finteLL] = Area ‘; 112 112 Para a face 4. (A.52)
0% §
0% & %

Para fazer a programacao, usando (A.50), (A.51) e (A.52) em (A.44), (A.45) e (A .46), vem:

E i lej
Jo Nagiy NogydQ = 2510

legiyle sy

Jo Nagy Ny dQ = ~55420

lele;;
Jo Vo NogpdQ = L0

be(cig))be(cigy) )inteLL{cf ), ¢f;))
—be(cig Jbe(cfipinteLL{(cf, cigiy)
—be(efy)Ibelci )inteLL(cig, cf ;)
+belcfu belcf () inte LL(cig, cigyy)

be(cig }ce(cz'(j) )inteLL(cf(i), cfiy)
——be(ci(i) )ce(c_f(j})inteLL(cf(i}, Cigs))
—be(cf(i))ce(ci(j})mteLL(cé{i}, cfiy)
+be(cf(i})ce(cf(j) yinteLL(cig, cigyy)

be(ci(y)de(cigs) inteLL(cfw), ¢f5y)
—be(ciy Yde(cfy))inteLL(cf ), cigg))
—be(cfde(cig YinteLL(ciy, cf i)
+be(cfu)de(cf (s )inte LL(cigy, cigy)
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ce(ci{z—} )be(ci(j) )z’nteLL(cfﬁ), Cf(j))
- iy )b ~yinteLL{cfey, cigs
Joy Nyt Ny = ety | —eeleiip)belefy)JinteL L), eig))
—ce(cfybelcigy )inteLL{cigy, cfi))
+ee(efy tbelcfy)inte LL(cigy, cig)
Ce(ci@ )ce(ci{j) )mteLL(cf(i) , Cf(j})
Tegsle —ce(eiyy Jeelef o inteLL{cfy, cigy)
fﬂ ny(i}Ny(j)dQ — E\t)}“e(,?) (@) .(5') ‘ '( AR _
—ce(cfiy jee(ciy YinteLL(cigy, cf;)) (A.54)
m{mce(cf(i) e (cf(j))inteLL(cz‘(i}, C’i(j))
ce(cigy )de(cigg )inteLL(cfy, cfijy)
e —celciy )de(efin inteLL{(cfry, cig;
o Ny N2 = L (cigs))del J’”(J)}. ( {”() o)
—ce(cfiy)delcigy )inteLL(cig, cf i)
+ee{cfyy)delcfs inteLL(cigy, cigs)
de(ci(i) )be(ca',{:,) )finteLL(cf(i) 5 Cf(J))
fﬂ Nz(i)l\rm(j)dﬂ = Eegzl'e(j) "'de(Ci(i))be(Cf(j))’l:'nﬁ&LL(cf(i), C’i(j))
—de(cf{i)}be(cé(}—) )inteLL(Ci(i} ) Cf(j))
“i'*d&(cf(,;)}be (Cf(J} }mteLL(cz(l) s C’i(j))
de(cigy )eelciggyYinteLL{(cfuy, cf )
Joy Noto Ny 5,42 = __ﬁ;gl —de(cig) Jee(cfjy)inteLL{cf ), ¢ig)
2 ) —de(cf)ee(cigy))inteLL(cigy, cfi) (A.55)
~i—de(cf(i) )ce(cf(j})inteLL(ci(i} R Ci(j})
de(cz'(i))de(cz’(j )i'ni"ELL(Cf(i) , Cf(j))
f N Nagyd© = geml%) —de(cigy )de(cf ;) VinteLL{c . cigy)
e G) ~de(cfy)delciy) rinteLL{cigy, ef)
+de(cf)de(cf;) )inteLL(cig, cigy)

!Com as equagdes (A.533), (A.5d) e

(A.55) e (A.41) em (A.43) obtém-se a integral (A.34) na face. g
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A.3.2.3 Implementacdo da Integral de Superficie da Equagao (A.35)

Para simplificar a obtencdo sers levado em consideracdo que esta integral serd utilizada em

ABC’s de segunda ordem do tipo Engquist-Madja descrita no apéndice C. Assim as superficies a

serem integradas estdo sempre nos planos z — y, z — z ou iy — z, dai:

1Sabes(i,5) = [r, Ny - Vil - Nj)] €2

= Jo | Nogn T2

AN,
Bym:] Tiz(s) A2

aN m

+ Jo [agy 072 [y a2

T BVI ]
+ Jo [Ny T2 + Nogy T gy d)

Observando-se (A.39), pode-se definir:

N BNy ) ‘ ,
DyNaz(i} = =24 = ",1{\_‘_2)[56(63('5)) be(cfpy) — celefyy) be(cig)]

DzNz{i) = a‘g’;(” = %%[de(ci(i)) be(cfis)) — delcf(s) belcip)]

DzNy(i) = B_I;%I"m o) azlbelciyy) ce(efisy) — be(cfisy) ce{cig))]
. N, .
DzNy(i) = “34 = Blde(cigy) celcfe) — delcfu) ce(cipy)]

. AN Iy . .
DxNz(1) = am( ) ég; [be(cz(i)) de{cfy) ~ be(cfiy) de(cig )]

31\”4;]

DyNz(i) = —2= = %3“[08(0’5(:;)) de{cfpy) — celefiyy) de(cigy)],

(A.56)
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que sdo constantes na face e, portanto, saem fora da integral; assim, a equagdo (A.56) se transforma

em:
ISGng fﬂ, Vt T~ A(j)] dQ
(A.58)

+ [DNY() fo Nagsy 42+ D2NY() fo Nugey 49y

+[DyN fﬂ u(i) dQ‘FDZN:I} _j‘) fﬂ z{4) df ] Nz £}

Observando-se a equacio (A.39), pode-se encontrar as integrais da equacio (A.58) da seguinte

forma:

Ies . R
fg Ny d2 = (A) [be{cf@-}} fﬂ L(m(i)} dQ) — belcigy) fﬂ Licfuy) d2

fQ Ny(z} df} = [ Cf(z fg C’&(z) dQ - ce CZ (i) fﬂ Cf(z}} dQ_ (Afﬁg}

fQ Nz{i) dQ) = -ﬁl |:d(:‘ Cf(z) fQ z) dﬂ de CE(.,‘)) fg Cf(z)) d$2

Da equacao (A.48}, fazendo-se £ = 1 e h = 0, pode-se observar que na face do tetraedro mestre,
Jo Ly d2 = Area/3, assim, pode-se definir o vetor intL;
{intL} = [Area/3 Area/3 Area/3 0 | Parea facel,
{intL} = [Area/3 Area/3 0  Area/3] Paraa face 2,
(A.60)

{intL} = [Area/3 0  Area/3 Area/3] Para a face3,

{intL} =] 0  Area/3 Area/3 Area/3] Para a face 4,
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sendo Area a drea da face de integragio. Assim, utilizando-se a {A.59) e (A.60) em (A.58) vem:

ISabes(i. §) = [, N(Z) Vil - N(J)] ds)

D.’L‘ NZ(jJn + DzNy(j y(f)j [be cf(l))th(cz(i)) — 56(02(1)}2nfL(Cf(1})} +

_DyNz(j)nz(f) + DyN:E(j)nI(f}} [ce(cf(i))inﬂl{ci(i)) - ce(ci(i))intL(cf(i})J -+

:DzNy(j)ny(f) -+ DZN.T,‘( )nwm} [de(cf(z))th(cz{z)) - de(CZ(z))ZTLiL(Cf(l))}

7
(A.61)
Com as equacdes (A.57), (A.60) e (A.61), obtém-se a integral (A.35) na face do tetraedro. ]

A.3.2.4 Implementacdo da Integral de Superficie das Equagdes (A.36) e (A.37)

Devido & complexidade para se encontrar uma expressdo fechada para o cdlculo destas
duas integrais, j4 que possuem funcoes exponenciais, ¢ feita a integracio numérica utilizando-se
quadratura de Gauss . A quadratura numeérica consiste em uma soma ponderada dos valores do
integrando em pontos pré determinados com pesos pré determinados. Tabelas com as posicdes e
pesos correspondentes no tridngulo mestre, que é a face marcada no tetraedro mestre mostrada na

Figura A.11, sdo facilmente encontradas na literatura [56], [55], 157, ete ...

Ponto Coordenada L, Coordenada L, Peso
1 1/3 1/3 0,225.000.000.000.000
2 0,797.426.985.353.087 | 0,101.286.507.323.456 0,125.939.180.544.827
3 0,101.286.507.323.456 | 0,797.426.985.353.087 0,125.939.180.544.827
4 0,101.286.507.323.456 | 0,101.286.507.323.456 (,125.939.180.544.827
5 0,059.715.871.789.770 | 0,470.142.064.105.115 0,132.394.152.788.506
6 0,470.142.064.105.115 | 0,059.715.871.789.770 0,132.394.152.788.506
7 0,470.142.064.105.115 | 0,470.142.064.105.115 | 0,132.394.152.788.506

Tabela A.2: Tabela com 7 pontos da quadratura numérica para integracdo no tridngulo mestre,

O(h6).

O primeiro passo para fazer a quadratura numérica no tridngulo mestre é realizar o ma-

peamento do dominio original para o tetraedro mestre, utilizando a transformagio de coordenadas
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Ponto

Coordenada L,

Coordenada L,

Peso

[y

0,873.821.971.016.996

0,063.089.014.491.502

0,050.844.906.370.207

0,063.089.014.491.502

0.873.821.971.016.996

0,050.844.906.370.207

0,063.089.014.491.502

0,063.089.014.491.502

0.050.844.906.370.207

0,501.426.509.658.179

(,249.286.745.170.910

0,116.786.275.726.379

0,249.286.745.170.910

0,501.426.509.658.179

0,116.786.275.726.379

(,249.286.745.170.910

0,249.286.745.170.910

0,116.786.275.726.379

0,636.502.499.121.399

0,310.352.451.033.784

0,082.851.075.618.374

0,636.502.499.121.399

0,053.145.049.844.817

0,082.851.075.618.374

IO ~J| OO i Q2| B

0,310.352.451.033.784

0,636.502.499.121.3599

0,082.851.075.618.374

—
o}

0,310.352.451.033.784

0,053.145.049.844.817

0,082.851.075.618.374

[
[

0,053.145.049.844.817

0,310.352.451.033.784

0,082.851.075.618.374

12

0,053.145.049.844.817

0,636.502.499.121.399

0,082.851.075.618.374

Tabela A.3: Tabela com 12 pontos da quadratura numérica para integracfo no tridngulo mestre,

O(h7).

Ponto

Coordenada L,

Coordenada Ly

Peso

—a

173

1/3

-0,149.570.044.467.682

0,479.308.067.841.920

0,260.345.966.079.040

0,175.615.257.433.208

0,260.345.966.079.040

0,479.308.067.841.920

0,175.615.257.433.208

0,260.345.966.079.040

0,260.345.966.079.040

0,175.615.257.433.208

0,869.739.794.195.568

0,065.130.102.902.216

0,053.347.235.608.838

0,065.130.102.902.216

0,869.739.794.195.568

0,053.347.235.608.838

0,065.130.102.902.216

0.065.130.102.902.216

0,053.347.235.608.838

0,638.444.188.569.810

0,312.865.496.004.874

0,077.113.760.890.257

g Ne ol SEN N el lwL Y IS RGUE B )

0,638.444.188.569.810

(,048.690.315.425.316

0,077.113.760.890.257

ot
foe)

0,312.865.496.004.874

0.638.444.188.569.810

0,077.113.760.890.257

s
ot

0,312.865.496.004.874

0,048.690.315.425.316

0,077.113.760.890.257

—
)

0,048.690.315.425.316

0,638.444.188.569.810

0,077.113.760.890.257

o
[

0,048.690.315.425.316

0,312.865.496.004.874

0,077.113.760.890.257

Tabela A.4: Tabela com 13 pontos da quadratura numérica para integragio no tridngulo mestre,

O(h8).
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descrita em (A.38), da seguinte forma:

ISeqi (i) = [, Lypye=7%o™) 4o
(A.62)

{—jkgf-‘f’i

=2+ Area fTriangula—Mestre L(i)e Farlpi dLgdLy

onde 7 € o vetor unitario na direcdo do vetor posicio do ponto de observagao e observando a Figura
All;

L1y = Loy L2 = Lopy Lap) =1~ Lag) — Loy Lipay =0 Parea face 1

Ly = Law)y Lz = Lpy Lpay =1~ Lapy — Ly Lz, =0 Paraa face 2

(A.63)
Loy = Loy Lps =Lyp) Lpay =1~ Loy —Lyyy Lpa =0 Paraa face 3

Lip2) = Law) Lipa) = Lop) Lpay =1~ Loy ~ Lypy Lpyy =0 Paraa face 4

O vetor posicao do ponto de integracio pode ser mapeado no tetraedro mestre da seguinte formas:

(#1Lip,1y + 22L(p2) + 23Lip3) + 24l ) &
MLpirbwarbioaloe) = | WL +v2Lia) +UsLis + valg) 9 (A.64)
ol + 22 Lpgy + 23Lpsy + 2L a) 2

Com (A.63) e (A.64) encontra-se T(La.L,y» Podendo-se entdo utilizar a integracio numérica por

quadratura de Gauss, fﬂ Sz, = %Z;,\Z’I Jw, - Lb(p})peso{p), onde Np é o niimero de pontos

de quadratura utilizado e p é 0 ponto. Assim;

Np o
ISeq (i) = [ Ly e 3577 g0y == Area x peso(p) ZLMJ"J’COT'W (A.65)
fQ
=1
sendo F’Ep) = Ffﬂgp‘;),L{p,z),L(p‘z);L@,a}}’ ci(t) coeficiente que indica o né inicial da aresta i, cf (i}

coeficiente que indica o nd final da aresta i dados na Tabela A.1 e para a integral ISega(i),vem:

Np L
ISeqy(i) = f e{=Tk™ T} 40 = Area * peso(p) > el 7807 7] (A.66)
0
p=1
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A.3.2.5 Célculo da Area da Face

A drea da face é facilmente calculada por:

{

2 § 1/2
[(%c) = 2o * (W) = Ypu)) = (2(p8) = 2(pe1) * Vi) = Vi) +

2
Area = 0,5 < [(m(pc} = T(pa)) * (Z(ob) — Z(pay) — (Tps) = Tipa)) * {Zipe) — Z(pa))] + ¢ (A.67)

2

\ [(%c) — Yipa)) * (T(ph) = T(pa)) — (Yipn) = Yipa)) * (T(pe) — w(m))]

P,

sendo:
face | pa | pb | pe
1 1] 23
2 12 4
3 113 ¢4
4 21314

Tabela A.5: Tabela com os coeficiente da equagdo (A.67).

A.3.3 Integracao Numérica nos Volumes Elementares para Calculo das Fontes
Equivalentes.

Também, devido a complexidade para se encontrar uma expressio fechada para o cileulo
das integrais em (3.34) e (3.41), jd que possuem funcdes exponenciais, é feita a integragdo numérica

utilizando-se quadratura de Gauss no volume. A equacdo (3.34) &
Fy = kj / / . Ny - (EE,% + EE,j + EEzé)e“jkO’"“‘f“dV (A.68)
Com (A.18) pode ser reescrita da seguinte forma:
[Liciy) belefay) = Lies,y) belcin ) EE,

{ i r . —dlen -k
F(e'.:} = k% //A) % +§.L(ci(i}) CE(Cf(,;)) - L(Cf(z-)) ce(ca(i})}EEy e Jka de (Aﬁg)
lteigy) delefiy) = Licg) delci))|EE:
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que € integrada numericamente utilizando-se a Tabela A.6 da seguinte forma:

2 €1)
Ffy =k

sendo;

Z peso(p

[Lipciyy be(efiiy) = Lipes,y) belcig) )| EE:

+[L(p:ce(z}}

Ce(Cf(i)) -

L(F,Cfm) ce(ci(y )| EEy

Hlipeiy) delef () = Lipeg,y) delciqy)1EE;

o—ikoTpyk o A

(A.70)

o) = (@1l + 2Ly + 23y + walen)2 + Wil + 12l + wsleg + vl MJ +
(z1Lpy + 22Lip2) + 23l 3y + 2aLpa))2 e E = —sen(8) cos(¢)z — sen(f)sen(g}g — cos(M)z . A

Ponto

Coordenada I

Coordenada g

Coordenada, L

Coordenada L

Peso

1

0,067.342.242.2

0,310.885.919

0,310.885.919

0,310.885.919

0,112.687.926

0,310.885.919

0,067.342.242.2

0,31G.885.919

0,310.885.919

0,112.687.926

0,310.885.919

0,310.885.919

0,067.342.242.2

(,310.885.919

0,112.687.926

0,310.885.919

0,310.885.919

0,310.885.919

0,067.342.242.2

0,112.687.926

0,721.794.249

0,092.735.250.3

(,092.735.250.3

0,092.735.250.3

0,073.493.043.1

0,092.735.250.3

0,721.794.249

0,092.735.250.3

0,092.735.250.3

0,073.493.043.1

0,092.735.250.3

0,092.735.250.3

0,721.794.249

0,092.735.250.3

0,073.493.043.1

0,092.735.250.3

0,092.735.250.3

0,092.735.250.3

0,721.794.249

0,073.493.043.1

WO~ | Ul | B

0,454.496.296

0,454.496.296

0,045.503.704.1

0,045.503.704.1

0,042.546.020.8

st
o

0,454.496.296

0,045.503.704.1

0,454.496.296

0,045.503.704.1

0,042.546.020.8

[y
Pk

0,454.496.296

0,045.503.704.1

0,045.503.704.1

0.454.496.296

0,042.546.020.8

fu—y
A

0,045.503.704.1

0,454.496.296

0,454.496.296

0,045.503.704.1

0,042.546.020.8

—
(%]

0.045.503.704.1

0,454.496.296

0,045.503.704.1

0,454.496.296

0,042.546.020.8

14

0,045.503.704.1

0,045.503.704.1

0,454.496.296

0,454.496.296

0,042.546.020.8

Tabela A.6: Tabela com 14 pontos da quadratura numeérica para integracio no tetraedro mestre.

equacao (3.41) é

Fly = kino / [ / Ny - (KHH& + KHHyg + KHH,2)e /o™ qy
Ve

Com (A.19) pode ser reescrita da seguinte forma:

Fyy = kimo f/f 19

cz(: be(cf(z))
_{M L(CZ( ) ce(cf(z))
{L(Ct(i} de(cf(zj)

L(cf(,-}} be(cz(l))]KHHm
L{cf(i)} Ce(cé(i)}]KHHy
L(cf(i}) de(ci(i))jKHHz

g~ TkoTk g7

(A.71)

(A.72)
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que € integrada numericamente utilizando-se a Tabela A.6 da seguinte forma:

N, Lipciy) belel) = Lipes) belei)| K HH, _
F(f;.) = k%ﬁo%—) ;1 peso(p) * -'i-[L{p,ci(i}} ce(efiy) — L(p,cf(i)) ce(ci(i))]KHHy e~ IRoTp)k %
- HLproige) delefi) = Liper,yy delcigy JKHE,
(A.73)
sendo;
Ty = @1Lpay + 22lipay + 23lipg) + 2alpa)d + (ilpy + veLlipe) + ysLps) + yelpa)i +
{(z1Lp1y + 22Lpoy + 23Llpa) + zalipay)Z e k= —sen(f) cos(¢)& — sen(B)sen(¢)d — cos(8)z .
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O Método de Newmark

Depois de discretizar o problema eletromagnético no espago, resta a seguinte equacio no

tempo:
{M]ﬁ(ﬂ + [C}ﬁ(t} + {K]Em = Fm (B.1)
onde:
_ Bzf}(t)
{t) atZ
N 354"'”‘(,3}
="

Serd considerado que as matrizes [M], [C] e [K] sdo simétricas, de ordem N, Zy ' o vetor de

coeficientes do campo e F é o vetor fonte.

B.1 A Obtencao do Método de Newmark Através da Série de
Taylor.

Expandindo Xy em série de Taylor

7 7 ai{t) | 1 2 825‘-{1:} 1 3 835‘(@

Er) = Z(so) + (E—to) + Bt loio T3 {t—1g) * v [tzta + {(t—19)° * 55 EMG +... (B.2)
_ _ e 1 5?5
Ty = Upgg) + (E— to) = %L:to “+ 5+ (t—tg)? = Tét) to (B.3)

10BS: 4 é um vetor, [d] é uma matriz e simplesmente d, € um nimero.

195
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Definindo: At =1 — £

- - N 1 _ da
T(ry = Begy + Dt # Ty + 3* At? % Bigy T 3 % A % _nglit—t e (B.4}
=t At
_ _ _ da
gy == Tgey + AL * Gy + v % At —8—?-j at (B.5)
t:tn—T
Assumindo t =1y, to = t, — At = £,y
- - ] _ 1 . ! Ay 1
Bty = Ftoy) T ALK D,y + 5 At iy, )+ A *"%i—t)ftmt A (B.6)
=tn—4
_ N . da
Uitn) = Vityy + Al * Aty T * AL 8;&) I At (B.7)
t:—‘tn—T

Definindo Zn = Z(1,), Tu-1 = Zpg) = B(t,y)y Tn = Br)s Bnet = g) = T(ry_y)s n = Gty ©

Un—1 = G(z5) = G(t,..,)-

- - _ 1 _ da i
Ip = Tpei + AL % Ty + 5 £ A1 % Gp_q + B = A % 6‘? §t=tn—%£ (B.8)
Up = Vpey + Dbk Gp1 + v+ AL % % (B.9)
ot lt=t, -4t
Se for assumido que ayy € linear no intervalo At, pode-se escrever:
ag (= Gn_1
Ot l=t.—4t At (B-10)
Usando a equagio (B.10) nas equacdes (B.8) e (B.9), vem:
1
Fn = Ty + At Tpoy + AL {(5 ~ B) xlp_y + 8 * ] (B.11)
Un = TUp—1+ At % [(L =) % Gne1 + 7 * ay)] (B.12}
Assim, o método de Newmark fica:
_ . . | _ _
Tn = Zpoy+Absb,_ 1+ Alx §(§ = ) % Gpo1 + 8 * Gy)

Un = Tnoi + A % [(1 =) % Gney + 7 * an)

[M]&n+1 +- {C}ﬁn_”_ 4~ [K].i‘n_g.l = Fn—é—l (313)
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B.2 A obtencgdo do Método de Newmark Através do Métodos dos

Elementos Finitos.

Para discretizar o tempo na equagio (B.1) serd usado o Método dos Elementos Finitos para

aproximar o intervalo de 0 até o infinito. Cada elemento serd composto de dois intervalos Af.

As condiges iniciais serdo as condigbes iniciais do primeiro elemento, e as condicdes iniciais
dos elementos seguintes serdo os resultados do elemento anterior. As funcdes de forma usadas serdo
as mesmas funcoes de forma espaciais 1D de ordem 2.

Definindo T == %ﬂ, sendo Af =1, —fp =t —tn_1.

1 . : :
0,5 e N . SR
A—a Nn- ],
o—o Nn
- *»—x Nn+1 -
0 ....................................................................................... b
tn-1 tn tn+1

Figura B.1: Func¢des de Forma.

As funcoes de forma ficam:
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T2 -
Nnml - 9
N,=1-T2
T2 4T
an{—l = 5

ONpoy T =5
ot At

ON, 2«7
ot At

aNn-g-}_ _ T + -5
At

PNy 1
o2 A2
&N, -2
g2 T Af

821Vn+1 _ 1
gtz A2

(B.14)

(B.15)

(B.16)

Aproximando Ty € F‘(t) com as fungdes de forma (B.14), (B.15) e {B.16) resulta em:

Ty = Iney * Np | + Zn % Ny + Tpe1 * Ny

F{t} an—l*Nnml+Pn*Nn+Fn+1*Nn+1

Reescrevendo {B.1), tem-se

3255‘(t) N

af(t) “

[M] gt ot

Substituindo (B.17) e (B.18) em (B.19) e aplicando Galerkin, vem:

&N,

5‘217\771_;“1)

[K] (fn_lN -1+ .’Enﬂfn + jn+1Nn+1):l * w(t) dil =

4 =1

+1 _ _ B
/ (FR—EAT'TLM]. + FnNn -+ Fn—&lj\fn-}-l) # (.'J(t) a7

(B.17)

(B.18)

(B.19)

(B.20)

Como T = 5= dT = Atdt e substituindo as equagdes (B.14), (B.15) e (B.16), a equacio (B.20)

O
fica:
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1 “+1 +1
A—t?[M} [fn—l / (w(t)) di’ -+ .’.Tinf ( . w(t)) d14-
-1 -1
+1
in+1 /. (w(t)) dT:I +
-1
1 +1 +1
——m[C]{a‘:n_l[ ((T 0,5) * wy ) dT—}—:cn/ (—2*T*w(t)) dT+
At —1 -1
+1
In-+1 / ((T +0,5) = w(t)) dT} +
-1

K I:inml [j (T* T _21) *w“)) dT+5enf+1 ((1 ~T)1+T) *wm> dT+

-1

T« (T +1
:Tm—;—l/ ( *( 5 )*w(t)) dT] =
1

_ LT (T = 1) *wyy +1
Fo.q 5 dl + F l - I -+ T * () dl+
-1 .

*(T+1
/ () ar
Define-se:
+1
-1
1 41
T=7 /1 ((T+9:5)*w{t)) arl

+1 T*(T—i—l)*W(ﬂ
L (=)

as integrais:

(B.21)

(B.22)
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+1 +1
f ((T —0,5) % UJ{t)) dl’ = f ((T +0,5~1) = “-’(t)) AT =
-1 -1
=1 +1
f ((T +0,5) % w(t)> dl’ — f (ww) dl = h # (v ~ 1) (B.23)
-1 -1
+1 +1
f (WZ*T*w(t)) dT:*2/ ((T+0,5—0,5)*w(f)) dl =
-1 -1
+1 +1
—2[ ({T +0,5) * w(t)) dl + / (w(t)) dl = h* {=2vy + 1) (13.24)
—1 -1
/+1(T*(T—1)*w(t)>dT:/+l (T*(T+1m2)*w(t}) 4T —
-1 2 I 2
LT (T +1) ¢ +1
/ ( ! z)*w(‘}) dTm[ (T*w(t)) dT = h+ (8 — 7 +0,5) (B.25)
—1 -1
+1
/ ((1 ~T)(1+T) w(t)) T =
-1
+1 +1
f (——T(l-f—T)*w(i)) dT—i—f ((l-é-T)*w(t}) dTl =
—1 -1
+1 +1
h*(w?g)“z‘*/ (w(t)) (fT—O,5*/ (*QT*M{3)> dl =
-1 -]
hos (=28 4+0,5+7) (B.26)

Aplicando (B.22) a (B.26) em (B.21), vem:
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h

E?{M] {a’"’?n—l - 2Z, + fnﬁ“l] +

ool _ -
| CRCEREEMETRSINEN B

HIK] {fnml(ﬁ Y 0,5) = Ea(~26 40,5 +) + ﬁmﬁ} -

Focih+ (B—7+0,8) + Fphs (=284+0,5+~) + Fuihx 3 (B.27)

Rearrumando os termos em {B.27) e multiplicado por AT#, obtém-se o método de New-

mark:

[{M} + At{y — D[C] + A*(8 ~ v +0, 5){K]} Epo1+
[—2[1\/1] + At(=2y + 1)[C] + At3(—28 + v + 0, 5)[K]] Tn+

[{M] + Aty [C]+ A 8 [K]} Tt =

At? {F’n-l(ﬁ — v+ 0,5) + F, (=28 +0,5 ++) + Fn_,,ﬁ] (B.28)

B.3 A relagcao entre o Método de Newmark Obtido Através da

Série de Taylor e Elementos Finitos

As duas formas de obtencio, por série de Taylor e pelo Método dos Elementos Finitos,
chegam a duas formas distintas de implementagio do Método de Newmark, porém as duas formas
sho equivalentes; a seguir a demonstracio desta equivaléncia serd mostrada. Partindo das equagoes

(B.13), pode-se escrever:
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Mans1 + [Clont1 + KlZn1 = Frsy (B.29)

Com um passo de tempo a menos;
~[K]z, + Fy = [M]a, + [C5s (B.30)

Com um passo de tempo a menos:
=KlZn1 + Fyy = [M]ag_y + [Clon_s (B.31)

E também:;
Up = Unw1 + At x [(1 ) % @pot + 7 * ay] (B.32)
Tn = En—y + Ot % Ty + A # [(0,5 — B) % drey + B * ] (B.33)
Pode-se se reescrever as equagdes (B.32) e (B.33) na forma;

U1+ At * (1 — ) * 8p_y = ¥ — Atva, (B.34)
At x Gy + AP % (0,5 — B) % Gn_y = (B — ) — AL % B Gy (B.35)

Das equagdes (B.34) e (B.33) pode-se encontrar a seguinte relacdo:

i -1
L AP (B -~ 1 0.5)

Com um passo de tempo a mais nas equagdes (B.32) e (B.33);
Uny1 = Tn + Dt [(1 =) # &y, + 7+ any1)
Tney == Fn + Atk B+ AL = [(0,5 — B) % @p + B # G

1

Multiplicando a equacio (B.30) por At*(—28 + 0,5 + )

I:At?-(o: 5= B)on + Atg(ﬁ = 0,57)an — At(1 = v)(Zn — -’Enwi)J (B.36)

(B.37)

(B.38)

— A (=28 +0,5+7)[Kl]&E, + A (=26 +0,54+7)F, = At2(~2840,5+~) {[M]an + {cyan] (B.39)

Multiplicando a equaco (B.31) por At?(8 — ~ + 0.5), vem :

~A(B =740, 5)[KZn1 + AP(8— 4 +0,5) Fay = AL2(f =y +0,5) [[M}&n_l + [C]ﬁn_i} (B.40)
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Somando as equacgdes (B.39) e (B.40)

~A#? ({—26 +0,5 + v)[K]E, + (8- +0, 5}[K}£n_1) +
At?((—zﬁ 10,54 7)Fy + (5 -7 +0,5) 1) -
At? ((~2ﬁ +0,5 +7)[Mla, + (8 —~v+0, SJEM}an_l) +

At? ((—2[3 + 0,54+ 9)[Clo, + (8-~ +0, 5)[C]En_1) (B.41)

Tomando 86 os termos que multiplicam a matriz M na equagdo (B.41), vem:
AL (~28+0,5+7)an + A28 —v+0,8)an-1 = AtH(—=28+0,5+7)an + A28 —0,5 — 7+ 1)dn_; =
Arranjando os termos, verm;

= At[Atyan + ALl = 7)an-1] +A8* (26 +0,5)8, + A2(B — 0,5)dn-1 =

"

Tn—Op—1
A equacdo (B.32) em [Atvay, + At(1 — v)dn—1] resulta em %, — 9,_1, entdo arranjando a equacio,
ver:

= ATy, — [At,_q + A2(0,5

[

BYan—1 + A Bay] +A1%(0,5 — B)a, =

Ti 1

4

3

Trn—
A equagdo (B.33) em AtB,_1 + Atz((], 5 — B)an..1 + At 8ay, resulta em F,, — Tn_1, entio arranjando
a equacao, vem:

= —Fp b Bno1 + [ALT, + A(0,5 ~ Ba,) =

Yo

"o

i1 —Fn—A1 B0y
A equacio (B.38) em At%, + At*(0,5 — B)a, resulta em Z,.; — &, — At2B88,.1 entdo finalmente
tem-se:
= 2Ty + By b Fngg — A BEng (B.42)
Tomando s6 os termos que multiplicam a matriz C na equacio (B.41), vem:

At? <(“25 +0.54+ 70+ (-7 + 0-.5)'?571_1) =
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Com a equagdo (B.36) e arranjando, tem-se:

= At?yE, + At3(0,5 ~ B)a, + Atzﬁ\[——ﬁn - At(1 — 7)&nl+At(1 ~ YN Ep — Fpey) =

—
Py +y At 43

A equagdo (B.37) em —¥p, ~ At(1 —v)@n, resulta em —T,.q + vAtly .1, arranjando a equagio, vem:

= Aty [AtDy, + A(0,5 — B)an + At2BGn11) ~A2BT1 + (1 — VAT, — Fpq) =

-

o
Tn+i—Tn

A equagio (B.38) em Atd, + At*(0,5 — B)an + At2Ba,.1, resulta em ZTna1 — &, arranjando a

equacdo, finalmente tem-se:

= DtYZni1 + (1 = 27)AtZ, + (v — 1)Zpet — At?Bony
As equacoes (B.42) e (B.43) em (B.41):

~AP[K] ((—26 0,5+ 7%+ (6 -7 +0, 5)%_1) +
At? ((—zﬁ +0,5+9F, +(8—~+0, 5)ﬁn_1) -
[M] ( = 2T+ Enoy 4+ Ty — Atgﬁénﬂ) +

C] (At"{ﬁinﬂ + {1 = 27) AT + (v — )Fpy — At2ﬁﬁn+l)

Arranjando os termos, fica:

-5 (M + (Clin ) ¢

( = 2[M] + (1 — 2v)At[C] + At*(-28 + 0,5 + ’\/)[K]) Tn+
([M} + {7 — DALC]+ A2 (B -~ +0, 5)1}{}) Tpo1t

(EM] + fyAt[C}) Ept1 =

AR ((w2ﬁ 0,54+ 7)Fy+ (B~ o,s)ﬁn_l)

(B.43)

(B.44)

(B.45)
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A equagio (B.29), multiplicada porSAt? e arranjada, resulta em:

AL« (EM}an+1 + [c]ﬁn+z) = ~BALK]Eps1 + SALF, (B.46)

A equagdo (B.46) na equacio (B.45) finalmente resulta em:

M)+ 87~ 1G]+ A5 — = 0.5)K] |31+
[—Q[M} + AH(=2y + 1)[C] + AR(=28 + 7+ 0, 5)[K]J Zat
[{M] + Aty [Cl+ A2 8 [K]] ZTpepl =

At? {(6 — 7 +0,5)Fp1 + (<284 0,5+ 1) F, + ﬁﬁ’m} , (B.4T)

que ¢ exatamente a expressao obtida pelo método dos elementos finitos, na equagao (B.28).
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Condicoes de Contorno Absorventes

Uma das dificuldades bésicas de métodos numéricos que utilizam formulagio na forma
diferencial é simular problemas com condicbes de contorno abertas, como problemas de radiacio
e espalhamento. Ao contrdrio de métodos como o Méfodo dos Momentos, MoM, que inclui a
condigao de radiacae na prépria formulagdo, os métodos de formulagio diferencial, como o Método
dos Elementos Finitos, FEM, e o Método das Diferencas finitas, FDTD, necessitam de condicoes de
contorno que simulem a continuidade dos campos entre dominio discretizado com o espaco aberto,
limitando assim o dominio discretizado ao minimo possivel, diminuindo ao méximo o esforco com-
putacional necessario. Estas condicdes sdo correntemente denominadas na literatura de Condicées
de Contornoe Absorventes, ABCs. Como sio aplicadas diretamente na fronteira do dominio, sio
ditas locais. Além das Condicdes de Contorno Absorventes hd também as camadas perfeitamente
casadas, correntemente denominadas na literatura de PMLs . As PMLs sio camadas que absorvem
ondas planas que incidam sobre sua interface com qualquer dngulo de incidéncia e a partir da in-
terface a onda comeca a atenuar dentro da camada. Estas camadas sfo em geral mais eficientes em
absorver ondas e assim simular ¢ espaco livre que as ABCs, porém exigem maior esforge computa-
cional j4 que necessitam também serem discretizadas. Neste apéndice serdo mostradas as ABCs
mals utilizadas e as PMLs.

No caso do Método dos Flementos Finitos vetorial aparece na integragio por partes o termo
Jfqlh x ¥V x E) - @dS), onde © é a superficie externa ao volume, 7 é o vetor unitdrio normal &
superficie £2. Nesta integral devem ser aplicadas as condigdes de contorno de paredes absorventes,

condicdes denominadas de condicdes naturais.

137
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C.1 Condicao de Contorno de Silver-Miiller

A condi¢ao de contorno de Silver-Miiller [8] é uma aproximagcio de primeira ordem aplicada

a superficies planas.
O operador V em coordenadas retangulares pode ser particionado da seguinte forma:
V=V,+ B%ﬁ Assim, V x F, pode ser escrito como:

UxE=(V,+ a—i-ﬁ) x (Ey + Ep) (C.1)

y R
Vx E=Vex B+ g x By + Y, x By (C.2)

Supondo que a propagacio seja na direcio normal ao plano, que os modos de propagacio sejam
TE, isto é, E-A = 0 e considerando a superficie {) normal & direcio de propagacio, pode-se escrever
(C.2) como (C.3).

VXE:VgXEt-Fé%'fLXEf (C.3)
Como o termo V; x Ey estd na direcdo normal ao plano, pode-se escrever:
ﬁxVxE‘:%ﬁxﬁxﬁt (C.4)
ﬁxVxE——ﬂE (C.5)
T oot ’

Na porta 1, na Figura C.1, E=F+ E’"S, onde E¥ ¢ o campo incidente e ES é o campo espalhado.

Figura C.1: Guia com duas portas.

Bi = B el 3 kam)

E§ = E (=1 kan), (C6)

sendo j =+/—1 e k, a componente do vetor de propagacio na dire¢io normal & porta. A equagio
(C.5) na equacao {C.4) fica:
A x V x E = jkn(—E + Ef) (C.0
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Como sabe-se que E5 = E — E, a equacio (C.7) torna-se a equagio (C.8).
7% V x E = jky(~2E! + Ey) (C.8)

Como k; = %, sendo vs a velocidade de fase do modo de propagacéo, a equacdo (C.8) fica:

AXVxE= j;—{——?ﬁi + Ep), {C.9)
f

que no dominio do tempo pode ser escrita como:

-1 e oo
ARV xE= —~—E(—2E§+Et), (C.10)
Ufp ot
sendo vy, a velocidade de fase na porta "p”.
Nas portas onde nao hé onda incidente:
.1 .
ﬁxVszm—q(Et) (C.11)
Ufp gt

As equagdes (C.10) e (C.11) sdo denominadas de condicbes de contorno de Silver-Miller.

C.2 Condicao de Contorno Absorvente de Segunda Ordem para
Estruturas de M:icrofita.

A desvantagem da condic@o de contorno descrita na Segdo C.1, para utilizacdo no dominio
do tempo, é que sendo a velocidade de fase dependente da freqiiéncia, sua largura de faixa ¢
limitada. O objetivo da condi¢do de contorno absorvente de segunda ordem, para portas de guias
[58] descrita nesta segio, é aumentar a largura de banda supondo a existéncia de dois modos de
DIOpPagacao.

A condigio de contorno para uma onda com dois modos de propagagio é [59]:

a 1 9.0 1 8, =
S ¥ R SR - 12
(az + vpy 0t 0z + Vg c%)E 0 (€.12)

onde vy, e vyp sdo duas velocidades de propagagdo. Para verificar a validade, podemos fazer

E = cos(z — vt)é, onde & é o vetor unitdrio da direcéo do campo elétrico. Colocando em (C.12},
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VeIn:
3 1.8 nIA
e + o a) (B = 5 B) =
= ;T -, 22 =
E" - E;—zEn — E?rE” - vftl,vﬁ E" = (0.13)

("Jflvfz"‘*{vfi“sz}U“‘rﬂz )E"H
’Ufl’b'fg

Se v = vy ou v = vy em (C.13) resulta em zero. No dominio da freqiiéncia, vem:

8  Jw. . 0 jw Ss
(5;+;;)(52va2)3 =0 (C.14)

s, J .,
e : — ] Ff = .
(6‘z +IB 5, + i) 0, (C.15)
que ¢ a condigdo de contorno de segunda ordem para guias, onde 51 e £ sdo constantes de
propagacao de dois modos distintos, ou do mesmo modo em freqiiéncias distintas. Da equacdo

(C.15) pode-se escrever:

OES 1 i o
o " B+ P [W 8 2] 7 (C-16)

onde a direcdo z foi substituida por n, que pode ser z,y ou 2, dependendo do plano da porta
escolhida. Na porta onde hé alimentacio, E° = £ — Ei, onde E é o campo incidente e E° é o

campo espalhado, entdo (C.16) para a porta alimentada fica:

OE _ QEF 1 [62

on  on 3B -+ B2) [ On? B 51ﬁ2<i (B~ £%) (0-17)

Para que a condicdo de contorno absorvente possa ser usada em elementos finitos, deve estar na
forma 7 x V x E. De (C.2}, vem:

OE

ﬁxVxE.:ﬁx[Vth_ft +ﬁx(—(§%~—V¢Eﬁ)] (C.18)
longitudinal
Entao a equagio (C.18), fica:
- E
ﬁxVszw(%f—%En) (C.19)

Com (C.17) em {C.19), 7 x V x E fica:

AXVxE= mﬁ;z—){% - BiBa)E, + VB,
(C.20)

aE+ 1 52 -
T~ 5 TE ez — PubR) EY
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Sendo qué a derivada de segunda ordem %Ei pode ser obtida em fun¢io de derivadas transversais,
através da equagao de onda nas portas, como mostrado a seguir. Partindo da equacio de onda
(C.21);

1 _ -
vV x L—v x E - ke E =0, (C.21)

admitindo as condicoes %j: =0e %‘: = () nas portas, pode-se decompor o primeiro termo de {C.21)

em componentes longitudinais e transversais como descrito em abaixo.

VX 2V X B = (Ve ) x (Ve + &) x (B + Eutt)

. . 5 ) . . BE (C.22)
VXEVXEW(Vt—i—a?R)XE( thEt +vt><EnTL+TLX§H~)

longitudinal

"
transversal

Precisamos observar que:

Vix BEpih =VE, x4
Vt X (;%;V;En X flf} = ( - Vt . JthEn)ﬁ (023}

5 1L BB o L1 8E ya ..
VtXTLX'uranm th#TanX'n—Vf

Entdao {C.22) e (C.23) em {C.21) resulta em:

Vtxéxvtxﬁt+ﬂ%vt%&—i%‘%‘+
(C.24)

AV, - (V- 298 — LV,B,) — ke, By — kZe, Bt = 0
Da componente transversal de (C.24} é obtida a equagio {C.25).

2 2
! aEt=VtXiXViXE‘t+ivtaEn
Ly~ On

ot — ke, E C.25
Iy on? Hr Roer B ( )

Para retirar a componente longitudinal do campo elétrico da esquerda da equacio {C.25), utiliza-se
a condicio do divergente.

V- ETE = (C.26)
o,

Vi eFim

(C.27)

Entao, aplicando {C.27) em (C.25), resulta em:

E@ZE} 1 — 1 1 e .
it =V, X — xV; x Ey — —V{(—V,- e, B — ke, E C.28
o o X X Vex B = t(er t-enBy) — kjer By (C.28)
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Aplicando Galerkin na (C.20) sobre a superficie da porta, aqui denominada de Sp, vem:

Jsp i XV x E - dS =

182 5.8
ffsp [j(ﬁziﬁz) (,u 3{31 - "I_E)E} wdS (C.29)
- 8E: il -
+ [y EVeE] @ dS + [f, L [_ B i (s - ,@152)3] 7 dS

O campo incidente j4 é conhecido, portanto o que deve ser manipulado na equacio sdo os termos
com Ey; entdo, aplicando (C.28) na equagdo {C.29), vem:

LAXV % E-7dS =
Sp p-
F(BL+52) -rﬁ'z) ffSp Vi X 5= X Vi x E,-wdS
— sty Sfop = VeV 6. By) -5 dS
(C.30)

~ 57z [y e By - @ dS

M;i—(g;%f"_ﬁz? ffSp #%5152Et W dS

, 1 - 1 [0F; 1 82 A
+[fsp 5 [VieBn] -0 dS —~ [fg, L [# * A (e — /315’2)35] ~@7 dS
Fazendo i = W, + w,f, pode-se escrever o segundo termo da equagdo (C.30) como:

ffSVgX-L'Ll—TXVtXEt"LEgdS:

(C.31)
[s Ve x B Ve x i, dS + [, 2V, x By (7 x @) dC,

sendo C' a linha em torno da superficie da porta. O terceiro termo da, equacao (C.30)

"ffgu Vi( Vt erEt) Wy dS =
(C.32)

ffg Mfﬁrvt : €r§t V- dS — fa ﬁ;vt . erﬁt(ﬁ -l ydC
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(C.31) e (C.32} em (C.30), vem:
ffspi—ﬁxVxE-tﬁdS=

m{ffspivtxﬁt-vtxﬁtd5+fcﬁ;vtxﬁt~(ﬁxzﬁt) dC:I

st | Ul Vo B Voo 05 = fo Vi B3]

Ur€r

(C.33)
_RB"{}L“B“;? [isp Kger Bt - @ dS

“}T(E]#Tz) ffsp ;1;5152& -0 dS
7 aF: 5 L1
_ ffSIJ ﬁx"_lr-[vtEn} cw dS — ffSp ”,L%;“ [“‘“5“;3' -+ 3““(“”““““'"51152)(5% ~ B1B2) B @, dS

Rearrumandc os termos de (C.33) tem-se A x V x E como condicdo de contorno de segunda ordem
para portas de um guia como da Figura C.1, descrita na equacao (C.34).

ffsp;—rﬁxVxE“-'zEdS=
e [ffsp LV X By - Vi x 6, dS+ [fg, 75 Ve ey V-1 dS

=[5, (kRer + BE) B - 45, ds’] (C.34)

sy |+ o £V x Bur (A x @) dC — [ 2V, e By )dC]

Mrér

o BE: ? gt m
+ fop AV eBn] - 45 = [f5, 2 [ + sty (5 - BuB0 B - 01 05

Para o caso de paredes laterais, a ABC de segunda ordem deve levar em consideracao a caracteristica
evanescente como a caracteristica de radiacido dos campos espaihados pelas descontinuidades dos

guias, entdo a ABC tem a forma:

d g = .
(5; -+ O.‘)(a + jk)E? =0 (C.35)

Fazendo o mesmo que foi feito para as portas, tem-se:
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Mo dhxVx B dS =

=i [ffst Ve x Be- Ve x4, dS + ([ 72V, - 6. B, V, -4, dS

~ [fs(kger + ﬁ;fz)gt <y dS] (C.36)

ok [+ Jer7=Ve % By~ (o x ) dC — [ 22V, - &, Byl - 8,)dC]

+ [fs1 =1V En] - @y dS,

sendo Sl a superficie lateral e Cl a linha em torno da superficie.

C.3 Condicao de Contorno Absorvente de Segunda Ordem do tipo
”Engquist-Majda”.

Utilizando-se das aproximagdes de Engquist e Majda, J. L. Yao Bi, L. Nicolas e A. Nicolas
[10] derivaram a forma vetorial para uso com elementos de aresta em problemas 3D. Engquist e
Majda tornaram a teoria das equacdes de onda de um tnico sentido propria para uso de ABCs
em FDTD [9]. Esta teoria pode ser explicada em termos da fatoracdo das derivadas parciais da
equagdo de onda. Suponha a equacao de onda:
&u  Pu &y

a2 o T EE T M (C37)

sendo u = u(z,y, 2,t) uma das componentes do campo elétrico ou magneético. A solugio da equacio
{C.37) é da forma:
u = Cedlwt+kz xwi-"kyy-l-kzz}’ (C.38)
sendo w a freqliéncia angular, j = v/—1 e C uma constante qualquer. Esta é a equacac de uma
s ko B+ky Gtk 3 . . -
o R e T .
onda plana que se propaga na direcao & Sy Sendo valida a seguinte relacio:

k2 4+ kg + k2 = w?ye. A transformada de Fourier no tempo e nas diregdes y e z é:

oo 0o o0 . : .
Flagey ey = F{ g0} = f / f Flozpe I CIHRTRD 4o gy g (C.39)
—00 ¥ 00 S —00

Aplicando a transformada de Fourier em (C.37), vem:

82U
a2

— (k2 + kDU + pew®U =0 (C.40)



C.3 Condicdo de Contorno Absorvente de Segunda Ordem do tipo " Engquist-Majda”. 145

sendo Uy g, k.w) = Ttz }- A equagdo (C.40) pode ser reescrita como:

o*U
Gz + Ekz|2U = 0, (C.41)

que sdo ondas caminhando no sentido =z vindo de qualquer inclinagdo dada por ky e k,. A equagio

{(C.41) pode ser decomposta como:

(£ + k) (£ = jlks|)U =0
ou (C.42)
(& - ilk=) (& + itk )U =0

Para U = €e/%+% sendo ¢ uma constante qualguer, %g— — 7k.U = 0; logo, para fronteiras planas

T = T para ondas que estdo saindo, caminhando no sentido negativo de z; a equacio (C.42)

pode ser escrita como:

ou
"5“; - jkIU =10
ou
e 2, 3 N7 —
3 v wipe —~ (ky? + E)U =0
8 . ky? + k2
E&? — QW€ 1- ‘("""**y&jzﬂmm"‘;“i'}-U ={ (043)
Define-se: ) )
k
5% = Eky_;“L) (C.44)
w2 le

A equacdo (C.43) pode ser reescrita como:
ou .
- joyEE(VT=82)U =0 (C.45)

A equacdo (C.45) é uma condi¢dio absorvente perfeita para fronteira = = ., mas sua aplicacio
em métodos numéricos se torna impossivel. Engquist e Majda [9], aproximaram o termo v1 ~ S%

pela série de Taylor, assim:

-

SZ 54 56 SS
\/1-S2m1—-—-2———8—-—1—6**0128 +0(5" (C.46)

Aplicando a aproximagdo acima nos dois primeiros termos ern {C.45), vem:

ou 52
o Fu/pe(l - -—2~—)U =0 (C.47)
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Aplicando a definicao de S da (C.44) em (C.47), vem:

ou (ky* + k57
- - jw\/ﬁ[l - W}U = 0 (C.48)

Multiplicando a equagao (C.48) por jw, pode-se escrever:

ky2 7 kg
2./1i€ 2./ i€

Fazendo a transformada inversa em ky, k. e w, vem:

. aU
jwa—+ Wi/ e U — U=0 (C.49)

Fu 9y 1 9%y 1 8%
oior VR T N N

(C.50)

que é a ABC de segunda ordem na parede T = Ty, pois seriam ondas planas com o espectro em
ky e em k; limitado pela aproximacio. Se em (C.42) for escolhido o operador %% + 7k U =0, que
¢ a condigao da equac¢do de onda caminhando no sentido positivo de z, serd obtida entdo a ABC
para parede T = Tmaz € a equagio (C.50) fica:

8%y

9%y 1 8% 1 8%
Otdx * \/Eaﬂ B

2/0e Oy 2/ 0z2
Fazendo o mesmo para fronteiras ¥ = Ymin, ¥ = Ymaz, 2 = Zmin € 2 = Zmaz: pOde-se escrever a

equacao:

(C.51)

dVu-#) 8%u 1 .
T + \/}R'é-t—g— - %V?u _ 0, (COQ}

que ¢ a forma util para utilizacdo em cédigos de diferencas finitas no dominio do tempo, FDTD,

com © esquema apresentado por Mur em [60]. No dominio da freqiiéncia, (C.52) fica:

. R 1
Jw(Vu - ) ~ w?/Teu — 2\/#_627511, =0 (C.53)
Dai:
) . 1
V-1 = —jhou + %Vfu (C.54)

Na formulagao vetorial 3D em elementos finitos necessita-se do termo # x V x E¢: como (Ch4) é

valida para todas as componentes de campo, pode-se escrever [10}:

OE? - 1 o
g N i R R v 0l .

De (C.2), sabe-se que:

V x B =V x 5 + %ﬁ x E% + VB x #) (C.56)
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Dai, tem-se:

d

AXVxE = “'a‘;zﬁs‘ + V. (C.57)
Aplicando-se (C.54) em (C.57), vem:
- o 1 i
AxV x B = 45k ES — Wv?&:ﬁ + V,ES, (C.58)
]

que é a forma da condigdo de contorno de Engquist-Majda para aplicar na formulacio vetorial 3D

do método dos elementos finitos.

C.3.1 ABCs Generalizadas de Trefethen e Halpern

De forma a melhorar a aproximago do termo /1 — 52, Thefethen e Halpern [61] utilizaram

uma razdo de interpolacio rygy. Esta aproximac8o, vélida para o intervalo -1 € § € 1, &
&)
Pls
V1= 82 oy = -2, (C.59)
9s)

onde r5) € denominada de fungdo de razdo interpolante do tipo (m,n). Usando 75y do tipo (2,0),

tem-se uma aproximagdo da forma:

risy; = po+p2 §°, (C.60)

que aplicado em {C.45), resulta em:

8u u py BPu py BPu

que ¢ a aproximacio para ABC de segunda ordem em z = Zyiy; fazendo o mesmo para os outros
planos de contorno, vem:
dEs
on

Como a equacao (C.62) é parecida com a equacdo {C.53), pode-se escrever a condicao de contorno

= —jpoko By — LLVIE; (0.62)
JRo

para uso em formulagdes vetoriais 3D, como a equacgio (C.58).

A x V x B® = +jpoko Ef + JeV3ES + VB3, (C.63)

que é o tipo de ABCs usadas na pratica nos ¢odigos de elementos finitos. ABCs de mais alta ordem
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complicam em demasia a implementacio. Para efeito de comparacdo, se for usada a aproximacao

do tipo (2,2), pode-se escrever:

Potpe 52
rooy o PO P2 57 C.64
= g0+ gz 52 (C-64)
Substituindo (C.64) em {C.45), vem:
oy . Po+ p2 S2 _
200U 2
(qo+4q2 8 Vg — Je/ielpo + p2 STU =0 (C.66)
Utilizando a defini¢do (C.44) na equagio (C.66),e multiplicando a equagio por w?ue, vem:
au o X
Gow® pe 5 + g (K] + kD)5 = 3w (ue)*PpoU — juw/Hepa (k2 + k2)U = 0 (C.67)
U ou . .
90602!16%' -+ qz(kz + k?)—‘% ~ jw{(ue)¥ 2po 7 — jwﬂfépg(kg +EHU =0 (C.68)
Fazendo a transformada de Fourier inversa em (C.68), obtém-se:
FU g2 33U [702] BSU , PU P2 85U . P2 a*u
TG ucdady  pedodd POV G F Vbt T ymana =Y (C89)

que € a ABC de terceira ordem com a aproximacio proposta por Thefethen e Halpern [61].
Thefethen e Halpern mostraram que a escotha dos parimetros pg, P2, 9o € g9 resulta em varios tipos

de ABCs; as Tabelas C.1 e C.2 mostram estes tipos, para ABCs de segunda ordem e de terceira

ordern.
] Tipo de Aprozimacdo Do Po ! Angulos de Absor¢éo Ezata

Padé 1,00000 | -0,50000 0° 0°
Chebychev em um subintervalo 1,00023 | -0,51555 7.6° 18,7°
Interpolagio em pontos de Chebychev | 1,03597 | -0,76537 22 .5° 67.5°
Minimo Quadrado 1,03084 | -0,73631 22.1° 64.4°
Chebychev Padé 1,06103 | -0,84883 25,8° 73.9°

Interpolagéo em pontos de Newman | 1,00000 | -1,00000 ° 90°
Chebychev 1,12500 | -1,00000 31,4° 81,6°

Tabela C.1: Coeficientes para ABCs de Segunda Ordem
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Tipo de Aprorimaecdo Do j 2 q2 Angulos de Absorcdo Exata
Padé 1,00000 | -0,75000 | -0,25000 0° 0° g°
Chebychev em
um subintervalo 0,99973 | -0,80864 | -0,31657 11,7° 31,9° 43.5°
Interpolacio em
pontos de Chebychev | 0,99650 | -0,91296 | -0,47258 15° 45° 75°
Minimo Quadrado | 0,99250 | -0,92233 | -0,51084 18.4° 51,3° 76,6°
Chebychev Padé 0,99030 | -0,94314 | -0,55560 18.4° 53.1° 81,2°
Interpolacdo em
pontos de Newman | 1,00000 | -1,00000 ;| -0,66976 0° 60,5° 80°
Chebychev 0,95651 | -0,94354 | -0,70385 29.6° 66,6° 87°

Tabela C.2: Coeficientes para ABCs de Terceira Ordem (go = 1,0 para todas aproximagdes)
C.3.2 Estudo Analitico do Coeficiente de Reflexao em ABCs.

Como uma onda qualquer pode ser decomposta por um somatério infinito de ondas planas,
a andlise do coeficiente de reflexdo nas ABCs serad feita fazendo incidir uma onda plana com um
angulo qualguer de incidéncia e serd verificado qual a relagio entre as amplitudes da onda refletida
e incidente que é coeficiente de reflexfo para vérios dngulos de incidéncia. Considerando a Figura

C.2.

ABC

Figura C.2: Onda Incidente e Refletida em uma ABC.
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Sabendo que kinc € kyop 880 os vetores unitdrios que fornecem a direcao de propagacio da
onda incidente e refletida, respectivamente, e que estio contidos em um plano normal ao plano da

ABC, permite que a andlise seja feita em um plano. A onda incidente pode ser escrita como:
Uine = el (t-hs=kyy), (C.70)

onde w ¢ a freqiiéncia angular da onda, com k, = wy /€ cos(f) e ky = w,/1e sen(d).

A onda refletida pode ser escrita como:
Upes = Rel(ttkaa=kyy) (C.71)

A ABC para a fronteira © = Z.4,, no plano zy, é

&u u P2 O%u
Jtoz P " ,/ueé‘—yz - (C.72)
Com U = Ujpe + Urer, na equagio (C.71), vem:
wheUne — W!%Uref - pO\/#—e W2Uinc — P+ JSHE WzUref - %kgzjﬁnc V/—kyU ef = 0 (C-T?’)
Se Tyez = 0 e aplicando a equagio (C.73) em z = 0, vem:
e 2
_ cos(#} — po ~ p2 sen?(H) (C.74)

cos(@) + po + py senZ(8)’

que ¢ mostrado na Figura C.3 para virios valores de pg e ps da Tabela C.1.

log(IR I}

—m Padé
—— Chebyshev em um subintervaio
- Minimo Quadrado
— Interpelagio em pontos de Chebychc»
Chebychev Padé
Chebychey

i A 3 1

30, a0 5066 70 80 oo
Angulo de Incidéncia (graus)

Figura C.3: Coeficientes de reflexo tedricos de segunda ordem.
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C.4 Condicao de Contorno Absorvente do tipo ”Bayliss-Turkel”

As condigbes de contorno, como descritas nas Segdes C.1, C.2, C.3 e C.3.1, sdo utilizadas
para fronteiras planas; as "condigbes de contorno da famflia Bayliss-Turkel” sdo utilizadas em
fronteiras esféricas. Bayliss e Turkel adicionaram termos & condicio de contorno de Sommerfeld,
tornando-a mais precisa. Mais tarde Chatterjee e Volakis [62], estenderam as condicGes de contorno
desta familia para superficie de outras curvaturas. As condig¢des de contorno para fronteiras esféricas
partem da expansio de Wilcox [63] que representa o campo em uma superficie esférica por série
convergente infinita descrita em (C.75). O que se deseja é uma relacio que permita ser colocada no
termo da fronteira garantido a continuidade dos campos. No caso escalar 2D deseja-se obter %ffli,
sendo n a normal em relacio 4 fronteira e, no caso vetorial 3D, deseja-se obter 7 x V x E*. Daf
a importéncia da obtencdo de um operador que, quando aplicado & expansao de Wilcox, forneca

resultado nulo:

B(r,6,9) =etr 3 09 (©75)
n==(

onde E® é qualquer componente de campo espalhado, {r,8, ¢) sdo as coordenadas esféricas e:

Fr(8, 6) H )+ QIFo(6, ¢), (C.76)
=0
onde: 5 5 52
1 1
©= )98 (sen(®)35) + T sen?(0) 562 (@)

O operador de Sommerfeld (C.78), que é a fatoragio da equacio de onda esférica para ondas

caminhando na diregdo +1, é:

L=2 4k (C.78)
ar

Tomando s6 a parcela que varia com r na expansio de Wilcox, pode-se escrever: Primeiro termo,

fhir) = e_j')”; segundo termo, fa(r) = E—_TJ;—T terceiro termo, f3(r) = e—:";— etc ... Aplicando o

operador de Sommerfeld ao primeiro termo;
—ikr —Jkr 1
. =S 2 (C.79)

T r r

Vé-se que o resultado do operador de Sommerfeld sobre a expansido de Wilcox tende a zero com

ordem 2, em r. Passando o termo do lado direito da equagio {C.79} para ¢ lado esquerdo:

—jkr
(;;+1)‘°’T =0 (C.80)
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Definindo o primeiro operador Bayliss e Turkel (C.81), que é uma pequena modifica¢do no operador

de Sommerfeld, este operador ”aniquila” o primeiro termo da expansao de Wilcox.

1
Bi=L+ = (C.81)
Aplicando-o sobre o segundo termo da série, vem:
emjkr emjkr 1
B FT S T (C.82)

Vé-se, entdo, que o primeiro operador de Bayliss-Turke! tende a zero com terceira ordem em r.

Aplicando o operador de Sommerfeld sobre o resultado:

-3, ek
i = (- = )
L{(B1ta(r)) —( ) (C.83)
Passando o lado direito da equagdo {C.83) para o lado esquerdo, vem:
3
(L + ~)(Bita(r)) =0 (C.84)

Dai pode-se definir o operador de Bayliss-Turkel de segunda ordem:

B, = {L-{—%)(L—;—%), (C.85)

que "aniquila” o segundo termo da expansio de Wilcox. Aplicando-o ao terceiro termo da expansio

de Wilcox, vem:
e—jkr ewjk'r 9

3
T
Vé-se, entao, que o operador de Bayliss-Turkel de segunda ordem tende a zero com quinta ordem

em 7. Aplicando o operador de Sommerfeld sobre o resultado;

L(®astr) = (2 (©.87)
Passando o lado direito da equagdo (C.87) para o lado esquerdo, vem:
(& + 2)(Bats(r) = 0 (c.29)
Dal pode-se definir o operader de Bayliss-Turkel de terceira ordem:
By = (L+§)(&+§)(L+%), (C.89)

que "aniquila” o terceiro termo da expansio de Wilcox. Repetindo o procedimento acima, Bayliss
e Turkel mostraram que o operador de ordem n pode ser definido como:

‘,\T

2 -1
By = [[(&+=2); (C.90)
n=l
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que "aniquila” os N primeiros termos da expansio de Wilcox e tende a zero com a ordem 2+ N + 1
em 7.

O operador definido na equagdo (C.90) nio tem aplicagao direta em formulagdes vetoriais em 3D,
assim, um procedimento semelhante foi feito por Webb e Kanellopoulos [64] para obter as condicdes
de contorno vetoriais da familia Bayliss-Turkel. Em coordenadas esféricas o que é necessério para
garantir a continuidade dos campos nas superficies de contorno é encontrar uma relacio para o

termo;
7 xV x E° (C.91)

onde 7 é o vetor unitdrio na direcdo r das coordenadas esféricas. O campo elétrico espalhado é

escrito como:

ES = B3+ E5¢ + BSv (C.92)

Qualquer uma das componentes do campo pode ser descrita pela expansdo de Wilcox (C.75) e

(C.76); entdo, tomando o termo "n” da série, tem-se:

E.S - e—jkTFén(6!¢)
on = T lkry e

E; - ijkrpé'n(az.é) (0.93)

T {kryntt

Bs = eI Frn(0.9)
(] (kr}n+1

Assim:
. = JE;, STES . OrE, AE: 1 5
rxVxE’flzlLe;B 55 }gb %{TJ& 36 ]9
# XV x By = 12 [r(Bnd + B,0) + [ by 5506 + 12550 (C.94)

FxV x By = L2 0r(E5, ¢ + 5 0)] + V. E3,
Tomando 6 as componentes transversais do campo da expressao (C.94), vem:

. = 14
P XV X By = == o [1( Bt + Bind) (C.95)

Observe que:

Br | et (C.96)

5 {e“jkr] _ gk (n-i—l)/irewjkr
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Com (C.93), a equagio {C.95), pode ser reescrita como
PV x By, = L2 (L Ren@8) § e Fulg) gy
(kr) {kr)
(C.97)
— e 5 [ (Fon (6, 8)8 + Fon (6, 8)6) = (jk +n/r) B
Pode-se, entao, definir o operador L,, como:
3
Lm =7 XV x =k +m/r), (C.98)
que aplicado sobre £}, resultard em zero, mas se aplicado a E}, | resulta em:
P XV % By = (G +mr) By = G+ n/r) By — G+ m/nBr = ST (o)
Dai;
- &
LB}, = (n —m)—2 {C.100)
Aplicando o operador 7 x Vx sobre %q-’l;
. Bs on (8, —ikr gy
XV X = ‘%éﬁ_[ ( kn+‘rn+(1+?)¢ kia—lii-fi—?}g)}
(C.101)
kr 5
s e [ (Fan (6,806 + Fon (6, 6)) = (jk + (m + 1) /r) B
Entao, Lm%a fica.
Lo(Zn) = 7 x 7 x B _ (i - mfryEin] =
(C.102)
Gk + (n+ /1) ~ Gk +m/r)] e = (n+1 - m)Za
Tomando sé a componente do campo na direciio r na expressdo (C.94), vem:
s 1 0E,7- 1OE%, s
PRV X By = L"sen@ _8}3_}‘15 [7‘ a6 ]9 Vibn (C.103)
Aplicando o operador 7 x Vx na equagio (C.103) vem:
7 x V¥V x VtE,fﬂ =
. aES, 1985, 41 AES, 5 | 18ES A7 _
FxV % [rs;nﬁ 5+ 5 ] = 25 " (oo 50 + 1 55520)] = (C.104)
BFmF)é 3 4 B (8,0 =jkr s
_rk’%'i'i [sel]é’ ( q‘l) - ( )6} ar E.%%J
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Com a observacao (C.96), fica:

L[ 20005 | 0F(00)g) 0 [emie
[6 A 8}6_[8 ]

T rknTI | se Pl o

(j'k' + {ﬂ- 4 1)/7,,) [Tséng aFm(G @) 7 QS 1 aFrn{g @} ej} (;;;::_1 = (ClO_S)

(G + (n+ 1)/7) 5y Zm 6 + 1 25504
Das equagoes (C.104) e (C.105) vem:
F XV x ViEl = Gk + (n+ 1)/r)V.EL, (C.106)

Assim;
ﬁ:n_i_;VtEffn = 0 (0107)
Pode-se escrever:

LthEﬁn =P XV ox VgEﬁﬂ - (jk + m/r)VtEﬁn =

(C.108)
(Gk + (n+ 1)/r)ViES, — (b + m/r) VB, = (n+ 1 — m) Vel
Entao;
ES
L VoS, = (n+ 1 — m) o (C.109)
Aplicando o operador 7 x Vx em Mﬂs ver;
F XV x (———I—V*fﬁﬂ) =
. 1 8EL : 0BGl o 10 8E:, = 8BS AV _
7 XV % { I+ lsend 8(,*5 ¢'+ 56 9] - _%W{T(ﬂrf“lsen@ 0o ¢+ ;7%'—1_ a8 6)] = (0'110)
OFpn(8.6) 7, 3Fpn(f, —ikn
~ vt | sy il + 2P £ [
Com a observacgdo {C.96), fica:
OF (8, aFm ) Wil
_rki*'i [seila { ¢’)¢ ( )9] [rﬂﬂflﬂj =
i 1 8Fm(64) 1 | 18Fm(0.¢) 5 —ikT
{j’k -+ (71- —+ 1 + l)/T) [TSGDB 8¢ 9’5 + r ET] 8} (k:')n;ri?‘i - (C.ll}.)

bl aEM . 1 ame
Tsend B ¢+ L
i

(jk+(n+1+l)/cf“)[ B] = (jk + (n+1+1)/r) 255
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Pode-se, entdo, escrever:

Em (5] = 7V x (FeFn) — (7 + mr) (L) =
(C.112)
(k + (n+ 1+ 0)/r)(F5E2) = (& + m/fr) (VB = (4 1 44 —m) (%)
Entao:
V.E: VB,
Lon(~72) = (n+1+1—m)( ) (C.113)
Repetindo a equacao (C.102):
Lr(=F) = (n+1- m) (C.114)
Observando (C.113) e (C.114), Webb e Kanellopoulos [64] definiram o operador:
Bk = (Lm1)" B} + g(Lm) ™V, B2, (C.115)

onde ¢ é um nimero qualquer, (Lm 1) ES significa que o operador L, sera aplicado m vezes

sobre E‘g e (Lm) VtES significa que o operador L,, sera aplicado m — 1 vezes sobre V. E:.

C.4.1 Ordem de Convergéncia do Operador de Webb e Kanellopoulos.

Com as equages (C.113) e (C.114) pode-se construir a Tabela C.3 com a aplicacio dos
operadores que pertencem ao operador (C.115) sobre o termo ntimero 7 da expansao de Wilcox
(C.75). Utilizando-se a Tabela C.3 operador B,,, operando sobre o termo numero n da expansao

de Wilcox pode ser escrito como:

Br(fy) = (n—m+1)(n-m+2n-m+3)n-m+4)...(n— )iy

™

-

(C.116)
gln—m+1l)(n-m+2n-m+3)(n-—m+4).. . (n-1) %

T

Como a componente radial do campo tende a zero para distdncias grandes da fonte, pode-se dizer
que ESO = (; entdo, Bm(ES} € igual a zero para n = (,1,2, -~ 1, isto é, o operador B,

"aniquila” os primeiros m termos da expansio de Wilcox. O termo com n = 7 varia com r na
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Primeiro Termo do Segundo Termo do

Operador Operador
1 | Smei(By) = (n—m+ 1)En | L (V,B8) = (n — m + 1) VE
2 | Lnoi(E) = (n-m+2)%p | L,(TEn) = (n —m+2) Vel
8 | Smoi(Z) = (n-m+3) 2 | 0p(YE) = (n—m + 3) Vlh
4 | Lpa(Er) = (n-m+ ) B | L (YEn) = (n— i+ 4) Vel
mel | Lmoi(EE) = (n=DEE | Ln(UEp) = (n-1) %
m Loy (Foor) = nZa

Tabela C.3: Aplicagdo Recursiva dos Operadores Pertencentes ao Operador (C.115)

forma —per, ja que Ej, varia com —ir e V,Ef, varia com —7, o pode ser observado com as
equacoes (C.75) e (C.103). Assim:

B (E2) = G(L) (C.117)

T.2m-§-1

C.4.2 Obtencao da Condicao de Contorno Absorvente Vetorial da Familia Bayliss-
Turkel de Primeira Ordem.

Utilizando-se o operador de Webb-Kanellopoulos (C.115), a condi¢do de contorno ab-
sorvente vetorial da familia Bayliss-Turkel de primeira ordem pode ser escrita como:
BLES = LyE® 4 gV, ES = o(;lg) =0 (C.118)
A eguagdo (C.98) em (C.118), fica:
BLES =F %V x B — jkE; + gV, B = 0 (C.119)
Da equacdo (C.94) pode-se escrever:
FXVxE =¢fxVxE —V,E? (C.120)

Assim, aplicando a equagio (C.120) em {C.119), vem:

! s "
FxVx E®=4kE; — (g — 1)V E2, (C.121)
|

sendo g um numero qualquer. Esta é a condigio de contorno absorvente vetorial de ordem 1 da

familia Bayliss-Turkel.
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C.4.3 Obtengao da Condicio de Contorno Absorvente Vetorial da Familia Bayliss-
Tuarkel de Segunda Ordem.

Utilizando-se o operador de Webb-Kanellopoulos (C.115), a condicao de contorno ab-

sorvente vetorial da familia Bayliss-Turkel de segunda ordem pode ser escrita como:
o = 1
BoE® = L1(L1E°) + gLy V,ES = 0(;5) =0 (C.122)
A equacdo (C.98) em (C.122), fica:

BB = [F x V x —(jk + 1/m){[f x V x —(jk + 1/7")!1@'5'5}
(C.123)
+g[F x V x —(§k +2/r) IV, ES 20
BoES = (7 x Vx)(F x VX)E} ~ 2(jk + 1/r)F x V x B3 + (jk + 1 /)25
(C.124)
+g 7 XNV X ViE? — g(jk +2/r)V ES =0

Lembrando de (C.103) que # x V x ES = V,E?, acrescentando o termo —2(jk +1/7)F x V x ES +
2(7k + 1/r)VE} que € igual a zero na equacio (C.124), vem:

BoB® = (7 x Vx)(F x Vx)Ef = 205k + 1/r)f x V x B* + (jk + 1/7y2Es
(C.125)
+gf X V X VeES — g(jk + 2/r) Ve ES + 2(jk + 1/r)V,ES % 0

Acrescentando o termo £ X V x F x ¥V x ﬁ’f — 7 XV x V,E] que é igual a zero na equacio (C.125),

verm: . - "
BoE® = (F x Vx)(F x VX)E® — 2(jk + 1/7)F x V x E°

+K2Bf — 90K2 5 +2 jk/rEy + B (C.126)
g = 1)F X V x ViEE + (2~ )ik, ES — 2(g — 1) B g
Com a equacdo rotacional-rotacional V x V x ES — E2F* = na direcio transversal,
(VX V x B9, = kE;
BoE* = {f x Vx)(F x Vx)ES = 2(jk + 1/r)f x V x B

+(V % V x B*), + 24k(jk + 1/r)Es + & (C.127)

g = 1)F x VX VB3 + (2 = g)jkV, B2 - 2(g - 1) LB »
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Com a observacio (C.137), descrita no final do Apéndice C, tem-se
(7 x Vx)(7 x VX)ES + (V x V x E%), = V x {{(V x E*) - /), e vem:

BoE® = ~2(jk + 1/r)# x V x E°
+V x {[(V x B)- ]} + 2k(jk + 1/r) Bs + & (C.128)

+Hg—1)(Fx V x VB —2YE2) L (2 — g)ikV,ES 2 0

Com a observacgio (C.143), descrita no final do Apéndice C, tem-se
FxV x ViEZ ~ QvtE = —Vi(V - E%), com a equacio de Gauss, —V - EE=v. Ef e diminuindo o
grau de aproximacio da equagio para 0{Z) ,isto é, fazendo % ~+ 0, fica:

BoE = -2(jk + 1) x V x B5 + V x {{(V x B*) - 7|/} + 25k (jk + 1) Es+
(C.129)
(9= 1)V(V - B}) + (2 - g)jkV: B = 0
Dai a condigdo de contorno pode ser escrita como:
FxV x E° = jkEi+
(C.130)
2(jk ; l) (v x {[(V X Es} ' "a]f} + (g - l)vt(v . E'f) + {2 - g)jkvtEﬁ)

Em [65], Andrew F. Peterson mostra que o valor étimo de g estd na proximidade de 0,5.

C.4.4 Observacoes referentes 3 passagens para obtengio da equacgao (C.130)

A primeira observagio a ser mostrada é (7 x Vx)(F x Vx)E* + (Vx Vx E%), = V x {[(V x
E®) - #lf}

" i BE. I
FXVXE = %{ [senl(g)"g%' - EQ;(TE‘ﬁ)Eqﬁ

(C.131)

-[&(rEs) - 216}
Dai,

Vx#ixVxE= —-{Br e F - Z0E 0+ £ 2 (rEy) - é‘;“;}]q‘s} (C.132)
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Logo
PxVxixVxB=t{ L[ 08 _ 04Ep)d_ 21805 _ %16} (C.133)
Agora
(VXVXE)=[Vx(VxE+[Vx(Vx E)Tat (C.134)
(VxV x By = (V x {H sy % ~ rBo))6+ L2 rEo) ~ %13},
(C.135)

[V x (V x )}

(VxVx Bl =H - it % ~ S0 B]6+ £1205y) - %6

(C.136)
+[V % (V x E),)
Logo, comparande (C.133) com (C.136), pode-se escrever:
(F X Vx)(F x VX)E* +(Vx V x B, =V x {[(V x B). 77} (C.137)
A segunda observagdo a ser mostrada ¢ # x V x V,E5 — Z-Yf;ﬁi s —V(V - Ef), lembrando que
E, = E.7.
Comecando com : oE
1 - 1  JE, -
ViEr = = —18 .
=8 T reen() 9o (C.138)
Entao, pode-se escrever:
1 o 1 BEN\ya OF,
FxV x VB =7 r - )
PX VX ViBr=x ] - Br(sen(é?} ags)]“ [ar(ae )14} (C.139)
Dai:
i 2 1 §°E, . 10°E.. 2 /8E, . 1 JQE,,
PXVX Vi, — y Vil = (rsen(G) Br8¢¢ + ?araag) - M( o8 o+ sen{d) H¢ ¢'> (C.140)
A parcela —~V4{V - E,») pode ser desmembrada como;
10, , 2 JOE, _
V-E, = ——T—E(fr E)=-~-E, e {C.141)
Dai:
VUV ) = -2V, (&) - v, (%) =
(C.142)
2 { 0E: - *E,
m?ﬁ( 0+ senliﬂ ) - (rserlx (@) grggbqﬁ—r %irgsg)
Logo:
N s S Vi ES o
Fx VX VgE:,. - = —-Va(v B Ef} (C143)
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C.5 Camadas Perfeitamente Absorventes, PMLs.

A primeira PML proposta por Berenger [12] foi para utilizagio com o método das diferencas
finitas. Porém, a PML original apresentada por Berenger para uso no método das Diferencas Finitas
nao era apropriada para o uso com o método dos Elementos Finitos. No entanto, a PML anisotrépica
proposta em [14] é de ficil aplicagdo no método dos elementos finitos com funcdes de base de aresta,
pois com estas funcoes de base, que garantem a continuidade tangencial dos campos entre elementos
e permitem a varlagio das componentes normais, a aplicagio das PML anisotrépicas é imediata.
Como a PML € uma ABC perfeitamente casada com o espago livre, ela pode ser localizada bem
proxima do corpo dielétrico ou da antena radiadora. O objetivo das PMLs é simular a continuidade
do espago livre para uma onda incidente. Este resultado é atingido se as componentes tangenciais
dos campos elétrico e magnético forem iguais na fronteira entre a PML e o espaco livre para a
soluclo geral da equagdo de onda nos dois meios. Como uma onda eletromagnética qualquer pode
ser decomposta por ondas planas, é feita a anilise das PMLs utilizando-se a solucio da equacio de
onda para uma onda plana. A interface que serd analisada estard em um planoe normal & direcio z,
portanto as componentes de campo procuradas na PML serdo as das diregoes z e y. A formulagao
apresentada nesta secao foi retirada de [66] e [14]. A equagdo de onda em um meio com anisotropia

diagonal em p e ¢ é:

V x 4]V x B, ~ k¥{e.|E, = 0, (C.144)
onde [v,] = [us] 7! &

€& O 0
e]=] 0 ¢ O (C.145)

i 0 0 e

[ vy O

=1 0 v O (C.146)

i 0 0 w

A partir de (C.144), pode-se obter:

&*E, E O2E 2B, 2 .
(wz B9ar Vet — Vgt — Vwangs — Fotalz )8

e E, aZE a2 Ey AE,
( l"azay — Uz 522 ~ iy azz - zamay kaEyE y (0147)

3B, 3L, 5°E, ) .
+( Yy oxd: Yy Eer T Yz &2 713: Byaz k@€zE )Z =
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Assumindo uma onda plana na PML;
Ey = (Bpats + By + Bpet)e ™5, (C.148)

onde o indice p indica que o campo ests na PML, k, = ped + kpyQ -+ kp, 2 € o vetor de propagacio
na PML e # = o + yj + 2% é o vetor posicio.

Na equacao {C.147), vem:

= eknykipe By + (0k2, 4+ vyk2,) By — vy bpaps Byo — Kfes Bpa 8+
| = tekpshoy Bpe + (vak, + 1,k2,) Epy — vahipaky Eps — Kgec By |5+ (C.149)

{ — vy kipa Kz B + (vyk2y + 0k Eps — tpkpyhips By — kggxspz] £=0

Pode-se colocar a componente de campo na direcio z em fun¢do das outras componentes utilizando-

se da lei de Gauss, assim;

V- eEy = —jkpetoEps ~ jkpyey Epy — jhpse; Eps = 0 (C.150)
Dai:
-1
E,, = }—C-—e-—(kpzezE'px + kpyey Epy ) (C.151)
Ptz

Substituindo-se (C.151) em (C.149), vem:

{ = UzkpykpaEpy + (voky + vyk2,) Bpe + 222 (ke B + by, Byy) — kgexEm]:&-}—

34

Uz Ky \ -
1 (e, B+ ey ) + (k2 + 0,52,) By — vkpsky Epy — Kiey Epy |0+

L2,k 0 X
| = vukpobp: B ke k) e By + Ky By) — ok kps Eg £ (Fpss Byo + hipyey By 2 = 0
(C.152)
Rearrumando os termos da equagdo (C.152), vem:
(= B aykoney + Ehpkoye,) By + (ERGycs + 22 e, + 220 — Ker) By 2+
[(%;kpykmez — Ehprkpyes) Byn + (Shlyey + k2 ¢, + Bke, - kgey)Epy} i+
(C.153)
e { = [Bhpakl e, + Wty g B

\yk Up A
- [ e+ Bk k2 e, — Kkpyey] Bpy }2 = 0
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Como o material da PML ¢ artificial, pode-se definir:
axégf::fj ay%iﬂ*—*% azégj:% (C.154)
(C.154) em (C.153), pode-se escrever:
[(aykgy +agkd, + agkl, — k2)eIEpm] i+
[(ayk2, + 0kl + askl, — K)eyFpy | 9+
(C.155}
e { = Foo 002, + ekl + a2, — Kkps)] s By
~kpy [0skZ, + aykl, + askZ, — Kkpyle By }2 = 0
Da equagio (C.155), pode-se escrever:
(ackd, + aykl, + a.k2, — k3)[ex] Byt = 0, (C.156)
onde:
€, O
[exe] = ! } (C.157)
0 ¢
e Ept = (Epe + Epyg)ei%e ™
Logo, da equagdo (C.156) pode-se escrever que:
ko = ar K2, + ay K2, + a K2, (C.158)

Supondo-se que as componentes tangenciais do campo elétrico e magnético estejam casadas na

interface, sem a necessidade da existéncia de uma onda refletida, pode-se encontrar as solucoes da

equaco de onda nos dois meios e daf obter os valores de a;, ay e a.. Dentro da PML, a equacio

de Faraday na forma diferencial é:
|V x By = —jwuoHy

Da equagio (C.159) pode-se escrever:

—1 1—a,ky, D
Hoo e [ yRpy Lz b E ]
P P + UpRpy Lipy
-1 Qo Fig I
Hoy = - gk — Sl
27 Wiio UyHpzLopn €0 )

(C.159)

(C.160)

(C.161)
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onde D, € a componente do vetor densidade de fluxo elétrico na dire¢do normal & interface dentro
da PML e é dada por:

Dy, = ege By, (C.162)
No dielétrico que faz fronteira com a PML, tendo Fy, Ey, E;, Hy, Hy e H, como as componentes

de campo, Dy, Dy, D., B;, By e B, como as componentes dos vetores densidade de fluxo e kg, ky

e k. como as componentes do vetor propagacio, H, e H, sao:

~1 —k,D,
H, = w_m[ v +szy] (C.163)
-1 kD
H _ k _ T z )
. WD[ Epe 6{)%] (C.164)

onde D ¢ a componente do vetor densidade de fluxo elétrico na direc&o normal & interface no lado
do dielétrico. Como a componente normal do vetor densidade de fluxo elétrico é continuo em todo

plano da interface, tem-se:

Dpz = Dz (0-165)

Também sio continuas as derivadas nas direcdes paralelas ao plano; resultando em:
Fpe =ke € kpy =1y (C.166)

Assim, para que Hy, = H; e Hp, = H,, deve-se fazer:

1
=g, = — (C.167)
€rd
e
Vokps = iz =y (C.168)

Assim, vz = v,. Com (C.158), tem-se que:

1 1
Bps = \/@\/kg ~ 0Ky —ayK3, = m%\/kgﬁrd - K3, - KZ, (C.169)
Como k, = A/ kg — K~ ki e com (C.168) e (C.169) pode-se escrever:
U
o \/ kiera — Ky ~ K3, = J kjera — K2 — K2 (C.170)

(C.166) e (C.170}, chega-se a:
=22 = aaery (a7

Com {C.167), {C.168) e (C.171) em (C.154), finalmente, resulta em:
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11
oo ot =C (C.172)
€rd €rd € Ug Yy

onde € é um namero complexo qualquer, C=a — 35
A relacao (C.172) garante a continuidade dos campos tangencias elétricos e magnéticos de uma
onda plana na interface plana normal & diregdo z entre o dielétrico e a PML. Esta equacdo pode

ser reescrita em termos dos tensores elétrico e magnético na forma:

(C.173)

Ieré = £rd [P'r] =

o O 5
< o
[ [ e )
w
o O 6
[ B i W e
O O O

C.5.1 Anadlise do Desempenho Tedrico da PML.

Considerando a PML terminada por paredes elétricas ou magnéticas, pode-se verificar a
intensidade do campo que retorna a interface apds a atenuagao sofrida dentro da PML. De (C.166),
(C.168) e (C.172), pode-se escrever:

kpw = kg, Kpy = ky € Ky = Ck, (C.174)

Observando-se a equacio (C.174), pode-se afirmar que dentro da camada PML tem-se uma onda
plana ndo-uniforme e esta s6 é atenuada na dire¢do normal ao plano da interface. Continuando
com uma onda plana cujo o vetor de propagacio estd no plano z-z, mostrada na Figura C.4 e com

a equacgao {C.178), a equagdo de onda pode ser escrita como:

Ep = (Bpakt + Epy + Epg3)e Holsen(®)z+{a—38) cos(6)z] (C.175)

Assim, considerando o caminho de ida e volta, se a PML for terminada por parede elétrica
ou magnética, totalmente refletiva, a atenuagdo total que a onda sofre dentro da camada antes de

retornar a interface, fornece o seguinte coeficiente de reflexao:

R = e 2Pko c:c;s(f?)Lj {0.176)

sendo L a espessura da camada PML e 8 é a parte imaginaria de C = a — j§.
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PML

a

78

®v

Espaco Livre

kfsedl)x«cods ) 2]

k=

Figura C.4: Plano contendo os vetores de propagacio das ondas incidente e transmitida na interface

da PML com o espaco livre.

C.5.2 A PML de Berenger

trado aqui

e 8erd mos

1
okl

o que foi descrito por eles. No dominio da freqiiéncia, fazendo uma alteragao no operador V, o que

A obtencio da PML de Berenger foi descrita Chew e Weedon em [13

i-jl.8

C=
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Figura C.5: Coeficiente de Reflex3o, em dB’s, de uma camada PML com C

L(em comprimentos de onda) e angulo de incidéncia em radianos.
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foi denominado em [67] como coordinate streiching, as equacdes de Maxwell foram reescritas como:

Vi-eEp =0
Ve pH, =0
. - (C.177)
Vi X Hp = jweE,
Ve % Ep = —»jwuﬁp
onde:
Ve=giml+ o+ 42
{C.178)

sendo ey, €y, €, hy, hy € h; as varidveis de modificagdo das coordenadas.
Considerando uma onda plana na PML, Ep = (Epz% + Epyf + Epzé)e'jkP'F e I—.?p = (Hp2 +
Hyyt + Hp2)e 757 sendo E, o campo elétrico na PML e H, o campo magnético na PML,

kp = kped + Kpy¥ + kp22 0 vetor de propagagéo, pode-se escrever:

Ve x Ep = ~jke x Ep = —jwuH,, (C.179)

d

ke x B, = wu, (C.180)

Fazendo o mesmo com a equacgio de Ampére, vem:

kp x Hy = —wek, (C.181)

ol

- Epe o . Fpy o~ -
sendo kp, = k& 4 EEG 4 SERZ
A Ay hy

Fazendo:;

- —

ki % ke % By = wpky x Hy = —w?pek = ~k2E (C.182)
Da identidade vetorial 4 x (B x ) = (A-CYB — (A- B)C, pode-se escrever:
ki % ke x Ep = (kp, - Ep)ke — (kn, - ko) E, (C.183)
Da equagio (C.181), EPLEh, assim ky, - ﬁp = 0 ¢ da equagdo {C.201), vem:

oy

(Ke - kn)Ep = K2E, (C.184)
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logo, conclui-se que na PML tem-se:
k2 k? k2
pz Moy Pz 2
< =k .
exha | eyhy oy P (C-185)
que ¢ a equacdo da elipse 3D; entio:
kpz = Epveghgsen(8) cos(d)
kpy = kp+/eyhysen(@)sen{e) (C.186)

p: = kpv/e b, cos(0),

sendo @ e ¢ os dngulos das coordenadas esféricas.

|
PML

Meio 1

Figura C.6: Plano z-z com os vetores de propagacao e o plano da interface, z = 0.

Na Figura C.6, pode-se escrever que:

ki = ki[sen(4:)2 + cos(v;)3]

kr = ki{sen(v, )& — cos(4fy)2]

ki = by Ve hgsen(v)E + v/erhy cos(y)4]

(C.187)

Assim, assumindo que a amplitude do campo elétrico da onda incidente é 1, para onda TM em

relacdo ao plano z-z, B, =0, E, =0 e H, = 0, e considerando a continuidade do campo elétrico

tangencial, E,; + E,. = F\4 na interface z = 0, vem:

p—Ikisen(ds)z 4 RTMe_jklsen{wr)m — TTMe-jkp\/@fasen{wt}x

(C.188)
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Para haver o casamento de fases na interface z = 0,

Yi = Pp = (0189)
e
kisen(1;) = kpv/ezhosen(yy) (C.190)
Dai:
14 Brpr =Ty (C.191)

Da equagdo (C.187), para uma onda TM em relagiio ao plano z-z dentro da PML, pode-se dizer

que:

1 10
Hy, = —2 :
S e 5, (C.192)
No meio 1 tem-se que:
1

= - % (C.193)

Jwur Oz

Considerando a continuidade do campo magnético tangencial, H.; + H,, = Hy; na interface z = 0,
com (C.189), (C.190}, (C.192) e (C.193), vem:

ik ) -
J }cos(w) + Rrag (jkl'COS(‘lp)) — Ty ( —jkpvezh, cos{wt)) (C.194)
Jwpi Jwp jwpge:
Fazendo uma passagem, vem:
k1 cos(v) kpv/ b cos{i)
— (1 — a Bl 185
0 (1 — Rrar) TTM( e ) (C.195)
que resulta em:
kp w1 cos(tfe) VA,
— Rppr = T 4 d
L= Reae = T (o) v (190
Somando as equagdes (C.191) e (C.196), vem:
k z
Tyas ( L pp cos() \/er + kp 1 cos(yy) \/_> 5 (C.197)
k1 pp cos(y) JJex
Dai: ) e
2k1 Hp cos(y) \/es
Thnr s C.198
™ kv pp cos{y) \/&; + ky 1 cos(vs) VR, ( )
A equacao (C.196) em (C.191), resulta em:
sy = ki pp cos(v) \Je; —ky ur cos(t) vV, (C.199)

ki pp cos(®) /€ +ky pr cos(t) Vh,
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Para que nfo exista onda refletida, isto é, Ry = (0, deve-se ter:

ki pp cos(¥) ver = kp p1 cos(dy) Vs (C-200)

Como a PML é um meio artificial, e kp, 11, €z, hg, €, € h; sio graus de liberdade, pode-se fazer:

kp = ky
Hp = K1

(C.201)
Ep gy

A
e:=h, = s,

Assim, da equagdo {C.200}, e para garantir o casamento ¢ = ¢, e com a equacdo (C.201), leva a:
ey = hy =1 (C.202)

Para que qualquer onda plana possa ser representada por numa combinacio linear deve-se ter também

uma onda TE em relagio ao plano z-z, H, =0, H, =0 e E, = 0. Considerando a continuidade do

campo magnético tangencial, Hy; + Hy, = Hy; na interface z = 0, vem:
e—jhsen(zﬁ‘i)z + RTEe—jklsen{wr):c — TTEe—jkp@z—S@ﬂ(%)x {0,203)

Com as mesmas condig¢des da polarizacao TM, vem:

1+ Rrg =Trg (C.204)
Das equagoes (C.188), sabe-se que:
—1 1 8H,,
pr Jweg b, 8z (C-205)
No meio 1 term-se que:
-1 0H,
= - 2
jwep Oz (C.206)
Considerando a continuidade do campo elétrico tangencial, Fy; + E,, = E,: na interface z = 0,

com {C.189}, {C.190), (C.192) e {C.193), vem:

—jky cos() \ Rrg (j]ﬁ cos(w)) _ TTE(—~jkp eyh, cos(ﬂfr)) (C.207)

—JWey —F €] Jweph,
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Com as condicdes (C.201), fica:
1 Ryrp =Tprg (C.208)

A equagdo (C.204), com (C.208), garante o casamento dos campos de uma onda TE em relacio
ao plano z-z, bastando as condigbes do casamento da onda TM. Fazendo o mesmo para as duas
polarizacoes, agora considerando o plano y-z, com a interface ainda perpendicular ao eixo z, pode-
se concluir que e, = hy = 1; logo, como qualquer onda plana pode ser uma combinacio linear das
duas, pode-se dizer que as condigdes necessdrias para o casamento na interface perpendicular a z

SA0:

(C.209)

Da equagdo (C.186), sabe-se que ky, = kpv/e R, cos(4y), e como k, = ki, para o casamento sabe-se
que kp = k1, €; = h; = s; e % = 1y, tem-se que &y, = k15, cos()); logo, para que a onda atenue na

direcao z, deve-se ter:

Se=0a—jp (C.210)

Para interfaces perpendiculares 4 diregao z tem-se:

SI=C¥"”.7'J8
Sy =1

(C.211)

5. =1
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Para interfaces perpendiculares & diregio y tem-se:
Sp=1
Sy =0 b (C.212)
Sy =1

C.5.3 Comparagido entre a PML de Berenger ¢ a PML Anisotrépica.

Esta comparagio foi feita por Jo-Yu et al. em [67] e tem como objetivo mostrar que as duas

formas de implementagio de PMLs sdo muito semelhantes. Partindo das equaces para PMLs de

Berenger (C.177}, pode-se fazer:

({10 {1 9Fpe + L aEpzn, 4+ L%\ _ (19

|5z Oz \ 52 Og Sy sz Oz 52 Bz

= o -L__a_ _J,_aprw e aI::I:l:?b'y i aﬁpbz 1 82

Ve X Ve X Epp = 4 _5y6y(s + 5 sy + 5 Tas T\siz
(10 (10Ems |, 1 8By 1 0Ew:\ (192

\ |8z 0z \ sz Oz sy Oy  8; Oz 52 Oz

sendo pr = Eppa® + Epbyl + Epp 2 0 campo elétrico dentro da PML de Berenger,

Na PML anisotrépica, pode-se fazer:

Li 1 aEgrm: 1 aEpay 3 5Epaz 1
o 69:( ax + + ay Oz Tap
-1 -1 5 '1 0 (1 0B | 1 aEpay 1 9Epq: 1
ATVXAT VX Epg = < oy 5‘;;(0.,, o +a.y T a5 Ty
18 BEPM 4+ L.8Fpey 1 8Epe:) _ 1

. | 85 Oz ay ax dJy ' ar Oz Gy

sendo Fp, =

162 18
(‘a;‘%+z*§"
192 L 10°
(E”;am‘*‘a &y

B WY CLANPI N L
ay Oz a; 0y +

'phz

Qvi‘d}

Q}IQJ

Fdli,,,.

1
o, dz

it ]
g+
Z

] J
(C.213)

E’mx T+

%)

- 22) Epay |9+

2 ) Fpaz 2

(C.214)

pez® + Epayl + Epa:Z 0 campo elétrico dentro da PML de anisotrépica e assumindo
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que:
g, O B
A=ppr=¢=| 0 a 0 (C.215)
6 0 a,

As equacgbes {C.213) e (C.214) aparentemente s3o totalmente distintas; mas, se observarmos bem
m (C.213)}, pode-se fazer:

Ve x Ve x By = Ve(Ve - Byp) = (= + (C.216)

Agora, analisando os 3 casos, isto é, interface normal ao eixo z, normal ao eixo ¥ e normal ao eixo
z, pode-se encontrar a semelhanca entre as duas PMLs.

Primeiro a interface normal ao eixo z, s; # 1 é um nimero complexo da forma s, = s =a — jf e
8y = 8, = 1 para a PML de Berenger e ;1-1; = ay = a; = C, também sendo um niimero complexo da

forma o — 738. A equacgado (C.216) pode ser reescrita como:

(1 6‘2#82#5‘2)—-

Ve x Ve x B = VelVe - Bo) = =( 55 + 5.+ 5;) B (C.217)
e a equacdo (C.214} pode ser reescrita na forma:
[ [B(C%Bm+ By ) (L 4L+ 8 Bplir

g w1 (5 _ a Z aEpaz 1 FBpay y 8Epar 1 8% 1 &2 82 -~

o

(C.218)
tem-se:
a 8 8 - aEpgm aEpay aEpﬂ.Z ~
V(V-AE,,) = («ém 50 +5—z) (2 R R z) (C.219)
Para PML com interface normal ao eixo z, fica
2 . (0. 8., 9. 1 OFEpr  OFEpey  OFp,:
V(v AEPG)M(@ T BnyBzz>(C2 O + Sy + Oz ) (C.220)
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Dai pode-se escrever:

ATV X ATV x By — a,V(V - AB,,) =

( 8 [ 0Fpay , OFEps. 82 3?2 Y 3 [ & 1 0Fpaz 8Ep, GFpa = 3
{%( a7 ) ‘(W*?)Epam}“" {am(@“ B T oy T a )}3""
&8 GBpax |, OFEpas 1 52 a2 ~ i) FEpgr 8Epq OEpaz ~
\ [@(é:——@%— 2 ) “(@7+@)Epay}y+ ¢~ {@(‘@1—? s T Ay T o )]W ¢
[0 (3 8Fpax | 9Fpe 182 | & - 8 {1 @Fpax |, BFpay | 9Epes V] 4
|8 (&%= + 25 ) ‘(*C’f?i*ﬁﬁ)Epsz}z ) [5}“(@ s T )}z )
(C.221)
A equagho (C.221) pode ser reescrita como:
ATIV XAV x Bpy — 0, V(V - AE,,) = —(é% + 5% + gf’;)ﬁpa (C.222)
Repetindo a equagao (C.217), tem-se:
- - 18 92 9% -
Ve x Vex By~ Ve(Ve Bp) = = (55 + 35+ 72) B (C.223)

Fazendo o mesmo para PMLs com interfaces perpendiculares ao eixo Yy, sto é, s, = 35, = 1e
- - 1 _ — .
sy = 8 = a — j na PML de Berenger e a, = o =a; =, tem-se:

—

ATIV X AUV x By — 0, V(V - AB,) = M(% + &L+ %)Epa (C.224)

b=y

= = & 19 8
Ve X Ve X pr — Ve(ve . pr) = w( )

oz 28y oz
Fazendo o mesmo para PMLs com interfaces perpendiculares ao eixo Y, 1860 €, 5, = 5, = l e

b (C.225)

s; = s =« — 78 na PML de Berenger e a, = Gy = "&1‘; =, tem-se:

ATV % AV x By — a,V(V - AB,) = “(a% +2+ c“%z%)ﬁm (C.226)
, , 92 8 18 .
Ve X Ve x Bpp = Vo(Ve - Bpp) = ~(5§ Tt 3_25;)5?’3 (C.227)

Comparando as equagbes (C.222} com (C.223), (C.224) com (C.225), {C.226) com (C.227), pode-
se concluir que a equagdo de Helmholtz modificada é a mesma para a PML de Berenger e para
a PML anisotrépica {67]; é natural acreditar que as duas PMLs produzam a mesma solucio de
campo, porém isto ndo ¢ verdade, j4 que a condicio de divergéncia na PML de Berenger nio é
"Maxweliana”; assim, apesar de ambas PMLs assegurarem a continuidade tangencial dos campos
sem a necessidade de onda refletida, a condicio de continuidade da componente normal nio estd
garantida na PML de Berenger. A vantagem da PML anisotrépica em relagdo a PML de Berenger
¢ que ha uma interpretacio fisica para o material, j4 que a PML anisotropica obedece &s equacoes

de Maxwell.
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C.5.4 PML Para Materiais Bianisotrépicos.

Fernando L. Teixeira e W. C. Chew apresentaram, em [68], uma formulagdo que permite
usar a PML de Berenger, descrita em C.5.4, em interfaces com materials bianisotrépicos. O melhor
desta formulagao é que as equagoes resultantes respeitam as equaces de Maxwell e a obtencao é
muito simples.

Assumimos que:
VeeVi=ve=+234: 19,19, 5.y (C.228)
s¢ O sy Oy 5, Oz
onde 5 = 2T+ fgg”/y + =22 é um tensor diagonal.  Na observacfio descrita na equagio (C.243),

no final desta seco, pode-se mostrar que:

(et S)Vx(§1-A)=5-(5-V)x A (C.229)
sendo det § = {83545:)7'. Em um meio bianisotrépico as equagdes de Maxwell sido escritas como:
VxE= —jwﬁ

(C.230)
VxH= jwﬁ,
onde: . .
D=t E+¢. H
{C.231)

Como explicado na Segdo C.5.4, a PML de Berenger deve ter as mesmas caracteristicas do meio
com o qual hé a interface e deve-se usar as modificacbes nos operadores: assim, pode-se escrever:
Vs % ﬁpb = (5’ V) x E’;b = —jwépb
(C.232)
Vs X I_fpb = (§’ -V x pr = jw}jpb,
onde o indice pb significa gue os campos, que ndo obedecem is equacgdes de Maxwell, estdo nas

PMULs de Berenger ¢

ijb = - pr+§-ﬁpb
(C.233)
gpb“f'ﬁpb+ﬁ'ﬁpb
A observacao (C.229), na equacdo (C.232), resulta em:
VxSt pr wm —jw (det §)m1§ . pr
(C.234)

V x 5=,m1 . ﬁpb = jw (det §)m1§ . ﬁpb
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Define-se novos campos por:

Epn = §_1 ph
ﬁpn = §m1 _‘pb
(C.235)
gpn = (det 5)“1 g . gpb
Dy = (det §)"15 - By,
Colocando as definicdes {C.235) em (C.234), pode-se escrever:
V % Epn = ijﬁpn
{C.236)
V x Epn = jwﬁpn
Entdo, com {(C.231) e {C.235), tem-se:
Dy = (det §)15 - {5 §EBpn + £ - §H,m)
(C.237)
gpn = (det S"‘“‘,)_lge ' {E . §Epn - .5‘ : §ﬁpﬂ}
Dal, pode-se definir os novos materiais:
EppMLn = det §“1§ € - §
Eparin =det §715.£. §
(C.238)
fipaipn = det §715 . 7. §

Coarin =det 5150 8,

sendo Eppsin. é}mm LPMLn € EPMLR os materiais da nova PML.
Logo, na nova PML descrita por Fernando L. Teixeira e W. C. Chew em [68], tem-se o respeito pelas
equagoes de Maxwell e através da comparacio entre a PML de Berenger e a PML anisotrépica, feita

na Subsecdo das equagdes (C.222) & (C.227), pode-se concluir que para materiais bianisotrépicos a
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PML anisotrépica, equacoes {C.171) & (C.173), se transformam em:

EPMLn = €r€

Epniin = &
(C.239)

B

[l

UPMIn =

Cpyin = &4,

sendo €, descrito nas equagbes (C.190) e (C.191).

C.5.4.1 Observacao Utilizada na Obtencio das Expressoes da PML para Meios Bian-

isotropicos.

Pode-se escrever:

HA, 94y, . OA, OA, . . A, OA, . .
bk e Plz _ 2% 9%y _ 24
5y Sy 5 ):c—%— (sz 5 8, P )y—i— (sy 5 S By )z (C.240}

Vx (S A) = (s,

Pode-se, também, escrever:

- L 1,164, 104 1,184, 104, 1 94, 104,
31(5-v) x A 104; 104y, 1104, 104, 1,194, 19

= — 7 (C.241
Sz "8y Oy s; Oz sy '8z Oz sz Ox y s; 8z Oz 8y Oy )z ( )

Multiplicando por det{5]~! = 855ySz, Vem:

= " 8A,  BA,

det[5]715((8- V) x A] = (s, 0A,  0A,

"'5:;‘ - Sy"“gg"')i‘"%" (Smﬁ"'é*;m e Szmég“)g I (Sy"é—g;— - Sxméy—)z (0242)

Logo, observando as equagdes (C.240) e (C.242), tem-se que:

o,

det]S]V x (51 A) = §[(§ - V) x A] (C.243)



