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Resumo

O problema de equalizacao adaptativa se vincula a busca por solucdes iterativas que permitam re-
duzir ou eliminar os efeitos nocivos do canal de comunica¢@o sobre um sinal transmitido de interesse.
Uma vez que os sistemas adaptativos se baseiam em algoritmos capazes de ajustar os parametros
de um filtro, pode-se considerar o conjunto equalizador / algoritmo adaptativo como um sistema di-
namico, 0 que termina por relacionar a possibilidade de obter uma solugdo satisfatéria a nocao de
convergéncia.

A anélise de convergéncia de algoritmos de equalizacdo adaptativa se desenvolveu, tipicamente,
considerando algumas hipdteses para viabilizar o tratamento matematico, mas nem sempre tais hip6-
teses sdo estritamente vélidas. Um exemplo cldssico nesse sentido € o uso da teoria da independéncia.
Neste trabalho, buscamos uma abordagem distinta do estudo das condi¢des de estabilidade de algo-
ritmos de equalizacdo cldssica baseada na teoria de Lyapunov. Essa teoria é geralmente utilizada
no estudo de sistemas nao-lineares, e apresenta um amplo histérico de resultados sélidos na drea de
controle adaptativo. Isso motiva o uso no campo de processamento de sinais.

A primeira contribui¢do deste trabalho consiste em determinar, por meio da teoria de Lyapunov,
a faixa de valores de passo de adaptacdo que garantem estabilidade do sistema de equalizacdo para
algoritmos baseados no critério de Wiener e para o algoritmo do médulo constante. A partir dos resul-
tados para estabilidade, investigar-se-a também a regido de convergéncia para os pesos do algoritmo
LMS, o que trard uma produtiva relacdo com a idéia de misadjustment.

Como segunda linha de contribuicao, serd apresentada uma andlise de um limitante inferior para
o custo atingivel e uma proposta de inicializacdo capaz de aumentar a probabilidade de convergéncia
para o melhor 6timo gerado pelo critério para o algoritmo do médulo constante. Essa estratégia se
baseia numa formulag@o do critério nao-supervisionado de filtragem linear em termos da aplicagao
do critério de Wiener a uma estrutura polinomial. Os resultados obtidos revelam que a idéia é capaz
de levar a um desempenho melhor que os do cldssico método center spike e de uma estratégia de
inicializacdo aleatoria.

Palavras-chave: Equalizacao adaptativa, Estabilidade, Teoria de Lyapunov, SDA, LMS, CMA,
Misadjustement, Convergéncia.
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Abstract

The problem of adaptive equalization is related to the search for iterative solutions that allow
the reduction or the elimination of the noxious effects of a communication channel on a transmitted
signal of interest. Since adaptive systems are based on algorithms capable of adjusting the parameters
of a filter, the combination between equalizer and learning algorithm can be considered to form a
dynamical system, which relates the possibility of obtaining a satisfactory solution to the convergence
issue.

The analysis of the convergence of adaptive equalization algorithms was developed, typically,
considering certain simplifying hypotheses that, however, are not always strictly valid. A classical
example that illustrates this assertion is the use of the so-called independence theory. In this work,
it has been investigated a distinct approach to the study of stability conditions of classical methods
based on Lyapunov theory. This theory is generally employed in the study of nonlinear systems, and
presents a significant framework of sound results in the field of adaptive control, which motivates its
use in the context of signal processing.

The first contribution of this work consists of determining, by means of Lyapunov theory, the
range of step-size values that ensure stability of the equalization system for algorithms based on the
Wiener criterion and for the constant modulus algorithm. Using the obtained stability results, the
convergence region for the parameters estimated via LMS is also investigated, which establishes an
interesting connection with the notion of misadjustment.

In a second line of study, we present an analysis of the lower bound for the attainable CM cost and
an initialization heuristic capable of increasing the probability of convergence to the best optimum
engendered by the constant modulus criterion. This strategy is based on a formulation of the unsu-
pervised linear filtering criterion in terms of the application of the Wiener criterion to a polynomial
structure. The obtained results reveal that the proposal is able to effectively lead to a performance
level that is better than that achieved using the classical center spike method and a random approach.

Keywords: Adaptive equalization, Stability, Lyapunov Theory, SDA, LMS, CMA, Misadjust-
ment, Convergence.
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Capitulo 1

Introducao

A andlise de estabilidade de algoritmos utilizados em filtragem adaptativa € um assunto que re-
monta a década de 60 [1]. Apesar de muitos algoritmos terem natureza estocastica, por vezes, recorre-
se a andlises de estabilidade e convergéncia que consideram versdes deterministicas ou simplificacdes
que implicam localidade ou restringem as caracteristicas estatisticas dos sinais e modelos envolvidos.
Consequentemente, surge a pergunta: como obter condi¢des mais gerais de estabilidade de um algo-
ritmo de filtragem adaptativa?

Uma técnica utilizada na engenharia de controle para o estudo de estabilidade de sistemas nao-
lineares € a teoria de Lyapunov. Essa teoria abrange um ramo que faz uso da linearizacao - o chamado
primeiro método ou método indireto de Lyapunov - assim como uma formulacao que utiliza o modelo
do sistema sem simplifica¢des, que € denominada segundo método ou método direto de Lyapunov. Tal
arcabouco foi empregado pela primeira vez nos problemas de controle em 1966 no trabalho de Parks
[2]. Mais tarde, o uso da teoria foi se estendendo a outros casos relevantes de controle adaptativo [3],
chegando até mesmo a ser utilizada no controle baseado em redes neurais [4]. Vale ressaltar que a
teoria de Lyapunov pode ser aplicada a sistemas estocdsticos [5][6], merecendo destaque os sistemas
markovianos [7].

Tendo em vista o sucesso das aplicacdes baseadas na teoria de Lyapunov no ambito do problema
de controle, temos, como primeira meta deste trabalho, o emprego da mesma abordagem para o
caso de filtragem adaptativa, mais especificamente em equalizacdo. Isso se justifica, num primeiro
momento, pelo grande nimero de pontos de contato entre os problemas de controle adaptativo e de

equalizacdo adaptativa. De maneira resumida, podemos enumerar:

* ambos sdo problemas onde o 6timo pode mudar de localizacdo devido a mudancgas nas condi-
¢coes de modelamento ou variagdes devido ao ruido que podem ocorrer ao longo do processo de

controle ou equalizacio;
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* em geral, temos dindmica ndo modelada e presencga de ruido;

* existem algoritmos dedicados ao ajuste de parametros (do controlador ou equalizador) que

necessitam de regras de projeto ou mesmo de inicializacao.

Do ponto de vista histérico, podemos tragar um paralelo entre as dreas de controle adaptativo e
equalizacdo adaptativa. A figura 1.1 enumera alguns eventos relevantes a fim de comparar a evolug¢ao

das duas areas.

Controle com Controle de

imei Uso de crité- :
Primeiro uso Jso de crité Uso c'le redes Lyapunov e robbs méveis
de Lyapunov rios de esti- neurais em rodes neurais com redes
[2] macao [8] controle [9] [10] wavelet [4]
Controle
Adaptativo
1960 1970 1980 1990 2000
o t
Equalizagdo
Adaptativa
Primeiro Estudo  das Introducéo do Uso da teo-  Andlise de
trabalho  de- caracte- CMA [12] ria de Lyapu-  convergéncia
dicado ao risticas, nov para ana- e passo de
problema de convergéncia lise do leaky- adaptagio
equalizag¢do e estabilidade LMS [13] do CMA
adaptativa do LMS [14] [15][16] wuso
[11] de redes

neurais [17]
Fig. 1.1: Alguns pontos histdricos e contribuicdes cientificas significativas nas areas de equalizacao
adaptativa e controle adaptativo.

Outra justificativa muito forte para o uso da teoria de Lyapunov em filtragem adaptativa € o fato
de que os algoritmos mais cldssicos dessa drea ndo tiveram sua estabilidade analisada a partir dessa
teoria, apesar de técnicas mais especificas - (Leaky-LMS [13], NAS-RIF [18] e Gradiente Conjugado

[19]) - ja terem sido investigadas sob esse prisma. Em suma, como primeira e principal linha de
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contribuicao desta tese temos a andlise das condi¢des - em termos do passo de adaptagdo - para que
algoritmos de equalizacdo adaptativa sejam estdveis no sentido de Lyapunov. Buscar-se-4 evitar o
recurso a simplificagdes como a teoria da independéncia, visando assim obter resultados tao gerais
quanto possivel.

A seguir, discutiremos as referéncias que foram mais relevantes para desenvolvimento dessa pri-

meira linha de contribuicao.

1.1 Alguns trabalhos relevantes para o estudo de estabilidade em
equalizacao adaptativa

Primeiramente, desejamos mencionar explicitamente o trabalho de Kundur e Hatzinakos [18], que
faz uso da teoria de Lyapunov em uma versao deterministica para o problema de filtragem aplicado ao
tratamento de imagens. Apesar de ser um caso bastante especifico, foi possivel extrair um resultado
muito relevante para a pesquisa desenvolvida: o uso da fun¢do custo como candidata a funcao de
Lyapunov. Isso resolve um problema importante, pois, em geral, encontrar a funciao de Lyapunov ndo
¢ uma tarefa elementar [20]. Por outro lado, vale frisar que a teoria de Lyapunov, mais especificamente
o método direto desta teoria, evita a necessidade de buscar explicitamente pontos de equilibrio do
sistema dindmico analisado [20][21], o que é uma vantagem, especialmente em contextos ndo-lineares
[22].

No trabalho [23], sdo apresentadas as condi¢des para que um algoritmo de equaliza¢do adaptativa
(neste caso especifico o LMS normalizado) tenha estabilidade assint6tica exponencial. As restricdes
impostas por [23] sdo relativas a matriz de autocorrelacdo ou a matrizes formadas a partir do vetor
composto pelo sinal de entrada do equalizador. Contudo, essa abordagem exige que se determine o
menor autovalor da matriz de autocorrelacdo (ou de uma matriz equivalente a matriz de autocorrela-

¢do). Portanto, a técnica fica um tanto restrita a sistemas lineares !

e ndo faz alusdo ao valor de passo
de adaptacao a ser considerado. Os resultados de [23] fazem uso do segundo método de Lyapunov na
versdo deterministica e de elementos da teoria matemdtica de controle como o gramiano .

Mais de uma década apds o trabalho de Bitmead [23], surge o trabalho de Solo [24], no qual as
condigdes para estabilidade do algoritmo LMS sido relaxadas. Chega-se a conclusdao que o LMS ¢é
exponencialmente estdvel quando o sinal apresenta momentos de quarta ordem limitados superior-

mente, sinais com excitacdo persistente e passo de adaptagao pequeno. Mais uma vez, o valor do

'Isso é razodvel, pois, na década de 80, o problema de filtragem adaptativa ndo-supervisionada estava apenas come-
cando a ser investigado, o que traria, como consequéncia, algoritmos e sistemas ndo-lineares.

20 conceito de gramiano é utilizado para o estudo de controlabilidade de sistemas lineares. Portanto, o vetor do sinal
de entrada do filtro € utilizado para formar um matriz que é considerada no uso do gramiano. Consequentemente, essa
formulagdo apresenta exigéncia no modelo do canal para alcangar uma representacao simples.
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passo de adaptacgao fica indeterminado ou pelo menos nao foi estudado a contento, pois o esfor¢o
ficou concentrado nas discussOes sobre as caracteristicas estatisticas do sinal transmitido.

No caso de uma versdo modificada do algoritmo LMS chamada leaky-LMS, é possivel encontrar
as condicoes de estabilidade (como fun¢do do passo de adaptagdo) por intermédio do uso da teoria
de Lyapunov e simplificagdes referentes ao sinal transmitido e modelo utilizado [25]. Veja que o
algoritmo leaky-LMS apresenta performance melhor que a do LMS, principalmente se for conside-
rado um ambiente com sinais ndo estaciondrios e sem excitagdo persistente. Mesmo assim, a teoria
de Lyapunov é uma metodologia valida [26]. Podemos observar também a aplicacdo da teoria de
Lyapunov com versao deterministica para o caso de algoritmos de filtragem adaptativa baseados no
gradiente conjugado [19]. Vale ressaltar que, como apenas o passo de adaptacdo pode ser ajustavel
(além, € claro, da prépria inicializacdo), esse € o Unico parametro disponivel para ajuste do algoritmo
com o fim de obter uma condi¢ao de estabilidade.

Consequemente, para apresentar uma visao um pouco mais ampla, este trabalho considerou como
referéncia os valores cldssicos determinados em [27] e [28] para o passo de adaptagdo do LMS.
Vale ressaltar que, conforme mencionado em [28], uma das heuristicas utilizadas para determinar
um limitante para o passo de adaptacdo faz uso do conceito de direct-averaging [29]. O método
de direct-averaging considera que o resultado do sistema markoviano é praticamente 0 mesmo de
um segundo sistema onde os parametros ndo sdo varidveis aleatorias. Portanto, é possivel avancar
consideravelmente na anélise de estabilidade do algoritmo.

E bom lembrar que o conceito de Lyapunov é uma nocio especifica de estabilidade. Existem
outros conceitos de estabilidade no estudo de sistemas dindmicos ou mesmo na drea de processa-
mento digital de sinais (exemplo estabilidade BIBO - Bounded-Input Bounded-Output) 3. Para os
algoritmos de equalizac@o adaptativa, existem ainda as discussdes de outros conceitos como estabili-
dade no sentido médio quadratico e também de estabilidade almost sure [31]. H4 também o conceito
de convergéncia, o qual é diferente de estabilidade, estando relacionada a quantificacdo do grau de
proximidade dos resultados dos algoritmos em relaciio a uma solucdo 6tima *.

No caso especifico do algoritmo LMS, tem-se uma faixa de passo de adaptacdo para a qual é

possivel observar convergéncia com probabilidade 1, mas divergéncia >

no sentido médio quadrético;
uma segunda faixa para o passo onde temos divergéncia quase sempre (e também no sentido médio

quadratico); e uma dltima faixa onde o algoritmo converge no sentido médio quadratico [25].

3 Apenas como nota informativa, a referéncia [30, p.20] traz quatro defini¢des formais para o conceito de estabilidade
do ponto de vista de sistemas dindmicos.

“Uma sequéncia de varidveis aleatérias {r,, } converge “almost sure”, ou com probabilidade 1, para r se para todo
ponto w pertencente ao evento nio nulo A, temos que n@m|rn(w) — r(w)| = 0[32]. A convergéncia com relagio a

p-ésima média (p > 0) parar é dadapor lim E{|r,(w) —r(w)?} — 0[32].
n—oo
SDivergéncia pode ser definida matematicamente como uma realizagio do algoritmo que leva lim ||W,, — Wegimol| =
n— oo

00o. Note que essa ndo é uma definicio formal, mas suficiente para representar a idéia de divergéncia [33].
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Contudo, podemos observar que a andlise de estabilidade de algoritmos para equaliza¢dao adap-
tativa vem tipicamente acompanhada de hipéteses para tornar o problema tratdvel do ponto de vista
matematico, dentre as quais se destaca a teoria da independéncia [28].

Os resultados sobre as faixas de passo de adaptacdo do CMA que levam a situagdes de estabi-
lidade sdo relativamente recentes. O primeiro trabalho que conhecemos que trata especificamente
desse assunto € [16]. Nesse caso, € feita a andlise estocdstica do CMA com o auxilio de hipdteses
interessantes em termos de tratabilidade, como a suposicao de que a solucao 6tima € a propria solu¢ao
zero-forcing. Outra observacao € o uso de hipéteses com algum grau de similaridade com respeito
a teoria da independéncia. Recentemente, um trabalho correlato foi publicado, mas fazendo uso de
multiplicadores de Lagrange [34]. Contudo, julgamos que o resultado mais amplo até o momento
continua sendo [16].

Na proxima secdo, discutiremos a estrutura desta tese € mencionaremos as principais contribui-

coes apresentadas.

1.2 Organizacao e contribuicoes do trabalho

No capitulo 2, descrevemos os resultados fundamentais da teoria de equalizacido adaptativa que
serdo de maior relevancia para este trabalho. A teoria de Lyapunov é discutida no capitulo 3 como
preparagdo para os capitulos 4 e 5, que descrevem as propostas e resultados obtidos no sentido de
aplica-la ao estudo de métodos classicos de equalizacao.

No curso do desenvolvimento do trabalho, elaboramos uma anélise para questdes de “equalizabi-
lidade” e inicializacdo para algoritmos nao-supervisionados. Tomando como base uma estrutura de
filtro polinomial [35], discutimos esse topico no capitulo 6, concentrando-nos no estudo do algoritmo
CMA.

O capitulo 7 apresenta as conclusdes e perspectivas de trabalhos futuros e hd um apéndice com
alguns resultados ligados a equaliza¢cdo ndo-linear que foram obtidos no curso deste trabalho de dou-
toramento.

Em sintese, consideramos como principais contribui¢des do trabalho:

1. Estudo de estabilidade do algoritmo SDA por intermédio do segundo método de Lyapunov,

vide capitulo 4;

2. Andlise de estabilidade local do algoritmo LMS pelo segundo método de Lyapunov conside-

rando versdes estocdstica e deterministica, vide capitulo 4;

3. Estudo da regido de convergéncia e misadjustement para o algoritmo LMS como uma con-

sequéncia da andlise de Lyapunov, vide capitulo 4;
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. Estudo da estabilidade local algoritmo CMA segundo o método de Lyapunov, vide capitulo 5;

. Andlise do critério CM e proposta de inicializacdo do algoritmo CMA para sinais bipolares,

vide capitulo 6;

. Andlise de viabilidade para utilizacdo de redes wavelets como equalizadores supervisionados e

nao-supervisionados, vide apéndice A.



Capitulo 2

Equalizacao Adaptativa Supervisionada e

Nao-Supervisionada

Neste capitulo, serdo apresentados elementos tedricos sobre equalizacdo adaptativa, bem como
a notagdo a ser utilizada e alguns resultados fundamentais relativos ao estudo da estabilidade dos
algoritmos SDA, LMS e CMA. Tudo isso servird como referéncia para a anélise, em capitulos futuros,

dos resultados que formam o cerne desta tese.

2.1 Problema de Transmissao Digital

Até os anos 60, pode-se dizer que o processamento de sinais era predominantemente baseado
em tecnologia analdgica. Entretanto, a evolugao dos computadores digitais e microprocessadores,
juntamente com avangos tedricos importantes como a proposi¢do da transformada rdpida de Fourier
(FFT), impulsionaram metodologias de processamento digital da informacdo. Desde entdo, essas
metodologias tém desempenhado um papel fundamental na evolug¢do de sistemas de tratamento da
informacao em dominios que vao da engenharia biomédica as telecomunicacdes [36].

Um problema muito importante em processamento digital de sinais corresponde ao de, a partir
de um sinal de entrada, estimar outro sinal, considerado de interesse ou relevante para o cumpri-
mento de outra tarefa (e.g. a identificacdo de um sistema desconhecido). Existem casos em que o
processamento nao € aplicado para obter um segundo sinal, mas sim para a caracteriza¢do do sinal de
entrada.

Quando se lida com transmissdo de sinais digitais, temos, essencialmente, um sinal a ser trans-
mitido, o meio de comunicaciao ao qual o sinal serd confiado e o sinal recebido. Portanto, dada a
informacao originalmente transmitida s,,, apos o canal de comunicacio (que pode corresponder a um

par de fios de cobre, fibras 6ticas ou canais sem fio, entre outros meios), recebemos a informacao x,,.

7
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Tipicamente, o sinal recebido x,, ndo serd igual ao sinal transmitido s,, ou a uma versao atrasada sua,

0 que da origem a um problema crucial em comunicacdes. A figura 2.1 ilustra o processo.

Sn Ty,

— Canal ——

Fig. 2.1: Canal de comunicacdo.

O sinal transmitido s,, pode ser gerado de acordo com diferentes esquemas de codificagdo e mo-

dulagdo. Neste trabalho, o sinal transmitido obedecerd, como regra, as seguintes especificagdes:

* 5, € composto de amostras bipolares com valores +1 e —1, como € o caso, por exemplo, em

uma modulacdo do tipo BPSK em banda base;
* o sinal tem média nula, ou seja, F{s,} = 0;

* s, é composto de amostras independentes entre si e identicamente distribuidas, ou seja, € i.i.d".

Uma das formas de mitigar os efeitos nocivos do canal € utilizar a técnica conhecida como fil-
tragem. Em termos simples, o processo de filtragem consiste em construir algum tipo de estimativa
combinando um conjunto de amostras de sinais disponiveis até um certo momento [28].

O elemento que executa a fun¢do de filtragem € conhecido como filtro. A figura 2.2 apresenta um
esquema simples de filtragem, e ja introduz a notacdo matemadtica a ser considerada. O filtro recebe
a informagdo x,, e trabalha para obter - no contexto do problema que temos descrito - a estimativa do

sinal transmitido original s,,. Como se trata de uma estimativa, o filtro produz como resultado s,,.

Tn Sn

— Filtro ————=

Fig. 2.2: Esquema para filtragem.

'i.i.d significa independent and identically distributed, o que quer dizer que as amostras do sinal sdo independentes e
obedecem a mesma distribui¢do estatistica.
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O problema de filtragem no cendrio que temos discutido corresponde a idéia de equalizacdo.
Dessa forma, o equalizador se destina a eliminar os efeitos nocivos e distor¢des causadas pelo meio
de transmissao na mensagem enviada, ou seja, ele pode ser entendido como uma espécie de “modelo
inverso” do canal. Portanto, a equalizacao é um caso particular de filtragem.

A figura 2.3 apresenta um esboco do sistema contendo o canal e o equalizador, sendo a,, o sinal
de saida do canal, b,, o ruido aditivo, x,, o sinal de entrada do equalizador e y,, a saida do equalizador.
Os parametros do canal e do equalizador sdo representados pelos vetores h,, e w,,, respectivamente.
Note ainda que a figura 2.3 considera que a estrutura de equalizagdo € linear, que corresponde a um
compromisso interessante entre desempenho e tratabilidade matemdtica. Lidaremos, em geral, com
esse caso, embora resultados apresentados aqui sejam extensiveis ao caso nao-linear. Vale ressaltar
que apesar das estruturas serem lineares, os algoritmos utilizados para equalizacdo podem ser ndo-
lineares, o que justifica o uso de ferramentas de andlise de sistemas ndo-lineares, como a teoria de

Lyapunov.

I
>
3

S, Canal ap, Tn | Equalizador Yn

h, W

bn

Fig. 2.3: Esquema para equalizacdo.

Um efeito do canal particularmente nocivo em transmissao digital é aquele conhecido como inter-
feréncia intersimbdlica. Além dessa interferéncia, temos, no modelo da figura 2.3, o ruido aditivo b,
como representacdo de erros de medicdo ou dinamica ndo modelada do canal. Ao utilizar um ruido
aditivo, ndo contemplamos pertubacdes do tipo multiplicativas ou mesmo aspectos nao-lineares, mas
o modelo apresentado € o padrao em processamento de sinais para comunicagdes [28][8][37][21][22],
sendo, portanto, suficientemente representativo para nossos fins.

Em um contexto linear, o sinal transmitido s,, ¢ modificado via convolu¢ido com os elementos do

vetor de coeficientes do canal h,, e adi¢ao do ruido b,,, produzindo o sinal recebido z,,:

{zn} = {sn} * {hn} + {00}, (2.1)

k=—o00



10 Equalizacio Adaptativa Supervisionada e Nao-Supervisionada

Se considerarmos um atraso de recuperagdo nao-nulo d, isto é o tempo necessdrio para recuperar uma

réplica da informacdo transmitida [28], podemos escrever:

Tp = hdsn—d + Z hksn—k + bn . (23)
k=—o0, k#£d

Como a resposta ao impulso do canal é geralmente nao-trivial, o segundo termo da equagao (2.3)
acaba se tornando um indicativo de interferéncia entre os simbolos transmitidos (interferéncia inter-
simbolica) [38]. Portanto, o equalizador terd como objetivo tratar o sinal recebido z,, para diminuir ou
eliminar a influéncia dos termos ZZ‘;_OQ hotd hiSn_k € b, sobre o sinal recebido. Caso o equalizador
seja capaz de eliminar totalmente a influéncia desses dois termos, entdo diremos que ele terd atingido
uma solugdo do tipo zero-forcing [28].

A fim de delimitar o escopo desta discussdo, consideremos que o canal e o equalizador sdo fil-
tros FIR representados, respectivamente, pelos vetores de parametros h,, € w,,, conforme mostra a
figura 2.3. Os filtros FIR sdo representativos de canais de comunicacdo, e, do ponto de vista de equa-
lizagdo, em contraste com estruturas IIR, sdo intrinsicamente estaveis [36][39]. O vetor w,, tem a

seguinte estrutura:

T
Wy, = [ Wopn Wip W2n -+ WM-1n ] ) (24)

onde M € o nimero de elementos do vetor. Veja que o indice n no vetor mostra de maneira explicita
que a solugdo €, como veremos adiante, adaptativa [27]. Em sintese, o elemento wy ,, corresponde ao
peso wy no instante n.

De maneira similar, o vetor correspondente aos coeficientes do canal, ou seja, h,,, pode ser escrito

da seguinte forma:

h, = [ ho hl hz hN—l ]T7 (2.5)

sendo N o comprimento do canal. Se tomarmos os elementos de h,, como sendo uma sequéncia,
teremos a resposta ao impulso do canal. Deste ponto em diante, faremos um abuso da nota¢do no que

se refere a wy ,, utilizando apenas wy, para evitar um texto muito carregado.

Hipétese 1. O vetor de entrada do equalizador, x,,, é composto de versées atrasadas do sinal rece-

bido x.,,. A estrutura do vetor x,, é a seguinte:

Xn = [ Tn Tp—-1 Tp—2 - Tp—L+1 ]T . (26)
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Outra maneira de expressar a equagao (2.1) € utilizar a matriz de convolu¢do do canal. Neste caso,

a expressao dos sinais de saida do canal pode ser escrita em notacdo matricial:

Tn ho hl ce 0 Sn
Ty 0 hy h . Sp—
X, = ! - o ! b, @7
Tn-r41 |, 0 0 - hy, LN Sn—N+1 | vy
H

onde L € o comprimento do equalizador ¢ N é o comprimento do canal.

O equalizador é um sistema linear com resposta ao impulso finita (FIR). Consequentemente,
Yn = Wy Xy . (2.8)

A expressao do sinal ¥, é equivalente a uma soma de convolugdo. Tal modelo de equalizador é

ilustrado na figura 2.4.

Tn—1 Lp—2 Tp—M+1

Tn

Yn

Fig. 2.4: Representacdo do equalizador linear e transversal.

Cadawy (k =0,1,..., M —1) devera ter um valor bem escolhido a fim de que se obtenha a correta
equalizacdo do sinal x,,. O projeto do equalizador corresponde, nesse caso, a calcular os valores de

wy, bem como a determinar o tamanho do vetor w,,, ou seja, o pardmetro M.
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O objetivo do equalizador é obter a melhor estimativa do sinal do transmitido §,,. Portanto, o
equalizador trabalha para eliminar os efeitos do canal de comunicagao e ruido aditivo. Contudo, nem
sempre o projeto de um equalizador pode ou deve ser feito em forma fechada. Surge, portanto, a
possibilidade de trabalhar com uma classe de equalizadores que sejam capazes de se adaptar a fim de
encontrar dinamicamente a melhor estimativa possivel. Esse tipo de equalizador € conhecido como
equalizador adaptativo.

Na préxima se¢@o discutiremos a esséncia da idéia de equalizacdo adaptativa. Apresentaremos o
equalizador adaptativo, bem como uma descri¢do tipica do modo pelo qual o equalizador pode ser

ajustado.

2.2 Equalizacao Adaptativa

A grande vantagem dos sistemas adaptativos € a possibilidade de ajuste dindmico de pardmetros e
adaptacdo a novas situacdes de trabalho ao longo do processamento da informagao recebida. Contudo,
um cuidado extra que devemos ter com esse tipo de sistema € a boa especificacdo do objetivo a ser
cumprido. Se este é bem definido e factivel, ha, certamente, maior chance de €xito no processo de
equalizacdo.

Partindo da equagao (2.3), notamos que, além do sinal transmitido s,,, temos a influéncia do canal
de comunicagdo h,, e do ruido aditivo b,, na composicao do sinal recebido.

Caso o canal sofra alteragdes ao longo do tempo, ou mesmo caso tenhamos ruido de natureza nao-
estaciondria, entdo as caracteristicas do sinal de entrada do equalizador z,, serdo alteradas continua-
mente. Portanto, como indicado anteriormente, surge a necessidade de adotar uma solu¢do adaptativa
para a compensacao dos efeitos nocivos existentes.

Por conseguinte, o sistema da figura 2.3 evolui para o cendrio da figura 2.5. Apesar da relativa
simplicidade da representacdo da figura 2.5, podemos identificar os principais elementos relevantes

para este trabalho: canal, equalizador e algoritmo adaptativo para ajuste do equalizador.

-

Sn Canal |@n Zn |Equalizador Yn
h, ; Wy,

b,, - ruido

Critério de ajuste de parametros

Fig. 2.5: Modelo de sistema de comunicacao com equalizador adaptativo.



2.2 Equalizacao Adaptativa 13

A préxima questiao que surge € como ajustar os parametros do equalizador adaptativo. Para isso,
em geral, parte-se de um critério de adaptacdo (vide figura 2.5), o qual consiste, em poucas pala-
vras, na descricdo matemadtica do objetivo que o processo de adaptacdo deve buscar. Em geral, os
algoritmos de ajuste de parametros do equalizador sdo construidos com base em métodos de busca
operando nas superficies de custo originadas pelo critério de adaptacdo. O método mais usual é o
steepest descent, embora o método de Newton também tenha um papel relevante [27]. No caso do
método steepest descent, € utilizado o vetor gradiente para indicar a dire¢ado minimizante.

Podemos escrever a expressao de adaptacao dos pesos do equalizador como

1
Wnt1 = Wy — §,UVJ(W71) ’ (2.9)

onde J(.) é a fungdo custo que caracteriza cada critério de equalizagdo adaptativa. Essa formulagdo
pode ser descrita como algoritmo de busca do tipo gradiente para o caso discreto com adaptacio
on-line [40].

No caso em que nao dispomos a priori de toda a informagao estatistica necessaria, o vetor gradi-
ente V.J pode ter expressdo exata desconhecida. No entanto, é possivel utilizar estimativas, por exem-
plo uma estimativa instantanea de V.J, para promover a adaptacdo. Isso fard com que o algoritmo
deterministico se torne estocdstico, pois estimativas como a instantanea contém termos aleatdérios que

antes eram eliminados por intermédio do operador E{.}.

1 .
Wl = Wy, — §,uVJ(Wn) ) (2.10)

Observamos nas expressoes (2.9) e (2.10) que existe um termo u que controla a velocidade de

adaptacdo dos parametros. Esse termo € conhecido com passo de adaptacao.

Hipétese 2. Consideramos que o passo de adaptacdo |1 é sempre fixo e positivo. Ou seja,

0 < p < tmaz - (2.11)

O equalizador, cujos parametros se modificam ao longo do tempo devido ao algoritmo de adapta-

¢do, pode ser considerado um sistema dindmico. Dessa forma, podemos escrever:

Wnt1 :f(wn7)7 (212)
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Se f(.) é ndo-linear, o algoritmo pode originar um leque de comportamentos bastante amplo,
abrangendo mesmo ciclos-limite e caos. Na figura 2.6, explicitamos a interpretacdo do equalizador
adaptativo como um sistema dinamico, o que serd de suma importancia nos proximos passos do
trabalho.

Sistema Dinamico

Sn Canal |an Zy,  [Equalizador y
h, ; Wi, "

Critério de ajuste de parametros

Fig. 2.6: Equalizador adaptativo como sistema dinamico.

Na préxima secdo discutiremos a técnica de equaliza¢do adaptativa supervisionada. Essa técnica
considera que temos um sinal de referéncia para orientar o processo de ajuste do equalizador adapta-
tivo. Consequentemente, temos um cendrio propicio para o desenvolvimento dos principios tedricos e
algoritmos chaves que serdo considerados posteriormente. Vale ressaltar que a equalizagao supervisi-
onada é um problema que encontra andlogos nos estudos de engenharia, como o problema de controle

adaptativo.

2.3 Equalizacao Adaptativa Supervisionada

Quando se lida com equalizagc@o supervisionada, supde-se que o critério de equalizacdo - e, con-
sequentemente, o algoritmo dele derivado - € construido tendo por base um sinal de referéncia. Nesse
caso, o cendrio de adaptagdo € relativamente tratdvel de um ponto de vista analitico, o que serd uma
motivacao interessante no prosseguimento da tese.

Fundamentalmente, consideraremos que a inversao do canal serd buscada por meio de uma refe-
réncia que corresponderd ao sinal transmitido ou a uma versao atrasada do mesmo. Assim, o diagrama

da figura 2.5 pode tomar uma forma mais especifica, conforme mostra a figura 2.7.
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Sy, Canal an, Tn | Equalizador Yn
h, Wy
b, e
_|_ _
atraso
5 o(+
z

Fig. 2.7: Sistema de equalizacdo supervisionada.

O sinal e,, representa o erro entre o sinal de referéncia s,,_, € o sinal equalizado y,,:

€n = Sn—d — Yn - (213)

Note que, na figura 2.7, temos o elemento 2~ ¢, o que representa o atraso em d amostras para o

sinal transmitido s,,.

Hipétese 3. Os sinais abaixo sdo considerados estatisticamente estaciondrios no sentido amplo (ou

seja, suas propriedades estatisticas sdo invariantes sob mudanga no tempo):

e s, - sinal transmitido

* X, - sinal de entrada do equalizador.

Um equalizador que opera em modo supervisionado tem acesso a um sinal de referéncia, e, con-
sequentemente, orienta-se a constru¢do de um critério supervisionado no sentido de fazer uso dessa
informacdo. Na préxima se¢do discutiremos o critério de Wiener, que corresponde a base de es-
tudo e andlise de muitos resultados de equalizacdo supervisionada e mesmo de equalizacdo ndo-

supervisionada.

2.3.1 Critério de Wiener

O critério de Wiener se vincula a uma formulacao do problema de filtragem 6tima tendo por base
uma medida de erro quadratico médio. Neste trabalho, como indicado anteriormente, o critério sera
aplicado ao ajuste de um equalizador FIR [28].

Idealmente, a saida do equalizador deve ser uma cdpia fiel da mensagem transmitida a menos de

um possivel atraso d e um fator de escala «, ou seja, y,, = as,,_4. Portanto, é natural que o ajuste dos
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parametros do equalizador seja guiado pela idéia de se obter um sinal tdo préximo quanto possivel de
Sn—q: 18S0 justifica intuitivamente o critério de Wiener [28]. Matematicamente, os pesos 6timos do

equalizador sdo tais que minimizam a seguinte fungao custo

Jwiener(Wi) = E{($n—a — yn)?} = E{(en)*}, (2.14)

A equacdo (2.14) pode ser desenvolvida tomando o quadrado do erro e considerando (2.8), le-

vando a expressao a seguir

JWiener(Wn) =k {Si_d - Sn—dWZ:Xn - Sn—dxz;wn + sznxzwn} (2 15)
= B{s?_ )} — E{sp_aW'x,} — F{sp_ax W, } + E{w x,x w,} . '

E bom lembrar que assumimos que s,_4, X, sd0 estritamente estaciondrios (hipéStese 3). O ve-
tor de pesos do equalizador é um valor fixo, portanto, ndo € uma grandeza estocdstica. Definindo
R = E {x,x!} como a matriz de autocorrela¢io do sinal z,, e p = F {x,s}_,} como o vetor de
correlagdo cruzada entre o sinal recebido e o sinal desejado [27], a equacdo (2.15) pode ser reescrita

como

IWiener(Wp) = E{si_d} — WZ:E{Sn_an} — E{sn_dx;f}wn + WfE{xnx;f}wn 2.16)
= E{si_d} — ng —plw, + WSRWn ) '

Para obter o minimo erro quadritico médio, € necessdrio analisar o ponto em que o gradiente da

funcdo custo Jyyjener S€ anula

Vdwiener = 2Rw,, —2p = 0. (2.17)

Dessa forma, obtém-se a versao 6tima do vetor parametros, também conhecida como solugao de

Wiener. A solugdo pode ser obtida analiticamente:

A matriz R € tipicamente inversivel pois é geralmente positiva definida [28].

E vilido notar que, como o sinal transmitido tem média nula, a expressio da fungdo custo (2.16)
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pode tomar a seguinte forma:
Twiener(Wn) = 07 = W, p — P Wy, + W, Rw, (2.19)

onde o2 é a variancia do sinal transmitido. Note que o custo da formulagdo de Wiener tem o valor

minimo para o ponto wyy, 0 que € dado pela expressao (2.18):

JWiener,min(Wn) = Ug - pTR_lp . (220)

Uma observagdo relevante sobre o critério de Wiener é que existe uma relagdo entre a solucao
Otima wyy e o atraso d, o que se explica pelo fato de este ultimo ser parte do calculo do vetor de
correlagdo cruzada p. Consequentemente, para cada atraso temos, em tese, uma solucdo de Wiener
diferente.

Na proxima secdo, analisaremos o algoritmo SDA, o mais simples dentre os considerados neste
trabalho. A andlise do SDA nos auxiliard no desenvolvimento dos procedimentos de anélise empre-
gados, na formalizacdo das técnicas de equalizagdo adaptativa e no estabelecimento da notacdo que

utilizaremos nos préximos capitulos.

2.3.2 SDA (Steepest Descent Algorithm)

O SDA € um algoritmo deterministico que pressupde o emprego de um equalizador FIR supervi-
sionado como mostrado na figura 2.7. O algoritmo é uma consequéncia direta do uso do método do
gradiente cldssico para minimizar a funcio custo de MSE (Mean Squared Error), estando, portanto,
inserido em um contexto deterministico 2. Isso permite utilizar a representacdo da equagio (2.19)
(28]

JWiener(Wn) - JSDA(Wn) - Uf - sz - pTWn + Wngn . (221)

Note que a fungdo custo associada ao SDA € exatamente a fun¢do custo do critério de Wiener, ou
seja, o algoritmo SDA é fundamentalmente uma abordagem para minimizar o critério de Wiener.

Para otimizar a funcdo custo, € preciso chegar a uma expressao idéntica a equagao (2.17)

VJWiener - VJSDA = 2an - 2p . (222)

2A rigor o SDA nio necessita de treinamento.
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Substituindo (2.22) na formulacdo geral para sistemas deterministicos com gradiente conhecido,

ou seja, equacao (2.9), temos a expressao geral de adaptacdo para o algoritmo SDA [28, p. 342]:

Woi1 =W, + u(p — Rw,). (2.23)

A expressao (2.23) pode ser representada de um ponto de vista sist€émico conforme o diagrama de

blocos da figura 2.8

—uR

O
P W1 W,

Fig. 2.8: Diagrama de fluxo para o algoritmo SDA.

Na figura 2.8, € possivel observar que o SDA apresenta, como é a regra quando se lida com
algoritmos adaptativos, lacos de realimentacdo, o que cria uma dindmica e a possibilidade de que o
algoritmo se torne instdvel. O fator que determina a estabilidade do algoritmo, como veremos, é o
passo de adaptacgdo.

N3ao obstante a simplicidade e a solidez do SDA, € preciso ter em mente que, nem sempre, as
estatisticas do sinal transmitido s,, e do sinal recebido z,, estdo disponiveis. Portanto, a matriz de
autocorrelacdo R e mesmo o vetor de correlagdo cruzada p ndo sdo, em geral, plenamente conhecidos.
Para contornar essa situacdo, € preciso recorrer a estimativas desses dois parametros. Na proxima

secdo discutiremos o algoritmo LMS, a mais cléssica solucao nesse sentido.

2.3.3 LMS (Least Mean Square)

Assim como o algoritmo SDA, o LMS foi proposto com a finalidade de se obter iterativamente

a solucao de Wiener (vide equagdo (2.18)). Contudo, ao contrdrio do SDA, o LMS ndo requer o
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conhecimento a priori das estatisticas de segunda ordem dos sinais envolvidos, como mostraremos a

seguir.

Em um dado instante n, podemos considerar que a melhor estimativa instantanea para funcao
custo E{e2} é o seu préprio argumento, ou seja, ¢ [27]. Como consequéncia direta, a matriz de
autocorrelacdo e o vetor de correlacdo cruzada podem também tomar a forma de estimativas instan-

taneas [28, p. 370], ou seja,

R =FE {x,x} = R =x,x, (2.24)

n

p=FE{xXuSna} = D =XuSn_a- (2.25)

Consequentemente, a funcdo custo do LMS pode ser escrita com base no custo associado ao

critério de Wiener (expressao (2.19)) [28]:

Jis(Wn) = 02 —wlp, — plw, + W R, W, . (2.26)

Note que o algoritmo LMS utiliza w,,, ou seja, uma estimativa de w,,.

Da mesma maneira, a estimativa do vetor de gradiente da expressao (2.17) pode ser dada por

VJius = 2Rw,, — 2p (2.27)
= 2X,X. Wy, — 2X, 804 (2.28)
= 2, (X2 W, — 5,_q) (2.29)
= —2X,e, . (2.30)

A expressao de atualizacido dos pesos apresenta a seguinte forma [28]:
Wil = Wy, + e, X, . (2.31)

Nessa expressdo, o passo de adaptacdo p tem mais uma vez um papel crucial, sendo a sua escolha
capaz de influenciar na estabilidade e no desempenho do algoritmo. Isso é confirmado pela figura
2.9, que apresenta o diagrama de fluxo do LMS, o qual, da mesma maneira que no algoritmo SDA,

possui um lago de realimentacao.
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X, Sn

€n

O
1 5

@<

R A
Wn+1 W,

Fig. 2.9: Diagrama de fluxo para o algoritmo LMS.

Teoria da Independéncia

No caso do algoritmo LMS, é comum fazer referéncia a um conjunto de hipéteses simplifica-
doras conhecido como Teoria da Independéncia para as andlises de convergéncia. Os quatro pontos

fundamentais dessa teoria sdo [28]:

* O vetor de entrada do equalizador, ou seja, x;, Xo, ..., X, consiste de sequéncia de vetores

estatisticamente independentes.

* No instante n, o vetor de entrada do equalizador, ou seja, x,,, € estatisticamente independente

de todas as amostras anteriores do sinal de referéncia, ou seja, s1, So, . . ., Sp_1.

* No instante n, o sinal de referéncia ou sinal transmitido s,, ¢ dependente dos termos do vetor de
entrada do equalizador x,,, mas estatisticamente independente de todas as amostras anteriores

do sinal transmitido ou sinal de referéncia s,,_1, S,_2, . . ..

* Os elementos do vetor de entrada do equalizador x,, € o sinal de referéncia s,, consistem de

varidveis aleatdrias com distribuicao guassiana para todo n.

Considerando a equagao (2.31), o vetor w,,,; depende apenas de:
* Amostras anteriores do vetor de entrada do equalizador, isto € x,,, X,,_1, . . ., XJ.
* Amostras anteriores do sinal de referéncia ou sinal transmitido, ou seja, S, Sp_1, - - - S1.

e Valor inicial do vetor de pesos, Wy
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Consequentemente, w,, . ; € independente de X,, 1 € Sy, 1.

Veja que, no ambito da filtragem no tempo, a teoria da independéncia é uma aproximacao que
ignora as dependéncias estatisticas inerentes ao modelo de canal / equalizador e ao processo de adap-
tacdo. Essa consideracdo serd relevante quando tratarmos da andlise de estabilidade do algoritmo
LMS (vide secd@o 2.5). Vale ressaltar que a teoria é bastante usada na literatura classica de filtragem
adaptativa [28][27], o que se justifica por seu efeito em termos de tratabilidade matematica.

Na secdo abaixo, discutiremos a defini¢ao de misadjustment, que corresponde a uma espécie de

referéncia ou medida da eficiéncia do algoritmo LMS em situacdo de regime.

Misadjustment

O misadjustment é definido matematicamente como

a = () (2.32)
Jmin
onde
Jex(oo) = J(?’L) |n—>oo _Jmina (233)

sendo que J,;, €é obtido no ponto de minimo da funcdo custo. No caso da formulacdo de Wiener,
ou mesmo do algoritmo LMS, J,.;, = Jwiener corresponde ao valor da fungdo custo no minimo de
Wiener.

Considerando que o algoritmo converge no sentido da média quadratica, ou seja, que os autova-
lores de matriz de correlagdo tém magnitude menor que 1 [28, p. 400] , podemos quantificar, para o
LMS, o misadjustment através de expressoes fechadas como [28] [41] (isto €, considerando um passo

de adaptacdo u suficiente pequeno se comparado com \,,4..)

M A i M i
M = SN N = =tr(R 2.34
22_,“)\2‘ 9 — 9 r(R), ( )

i=1 %

onde \; sdo autovalores da matriz de autocorrelacao.

O misadjustment possui algumas propriedades relevantes:
* M cresce linearmente em func¢do do nimero de coeficientes do equalizador;
* M tem um relagdo direta com o passo de adaptacao do algoritmo .

* o misadjustment representa um medida adimensional da eficiéncia do algoritmo em situacdo de

regime.
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Consideramos neste trabalho sinais transmitidos com média nula e espectralmente brancos. Se
nao fosse esse o caso, a defini¢do cldssica de misadjustment deveria ser atualizada [42] a fim de se
considerarem os efeitos das flutuacdes do sinal transmitido no sinal de saida.

Com isto, concluimos nossa exposicao preliminar das metodologias supervisionadas relevantes
para este trabalho. Agora, trataremos do caso em que ndo € possivel dispor de um sinal de referéncia,

ou seja, do caso ndo-supervisionado.

2.4 Equalizacao Adaptativa Nao-Supervisionada

Metodologias de equaliza¢do ndo-supervisionada sao diferentes daquelas expostas no caso super-
visionado, como a presente na figura 2.7. Em geral, consideram-se dois tipos de abordagens basicas
[28]:

» Algoritmos baseados em estatisticas de ordem superior - aqui podemos enumerar dois sub-

grupos:

— Algoritmos baseados em estatisticas implicitas, ou seja, que exploram de forma indireta
as estatisticas de ordem superior do sinal recebido. Neste grupo temos a importante classe

dos algoritmos de Bussgang.

— Algoritmos baseados explicitamente em estatisticas de ordem superior - fundamental-
mente cumulantes - ou que utilizam suas transformadas discretas de Fourier (poliespec-
tros). Os cumulantes e poliespectros podem ser interpretados como generalizagdes da

funcdo de autocorrelacio e da densidade espectral de poténcia [28].

» Algoritmos baseados em cicloestacionariedade - esses algoritmos consideram as estatisticas
cicloestaciondrias de segunda ordem do sinal recebido. A propriedade de cicloestacionaridade
surge em sinais modulados como resultado de variagdes na amplitude, fase, ou frequéncia de

uma portadora senoidal.

Neste trabalho, lidaremos fundamentalmente com a classe de Bussgang, cuja principal diferenca
relativamente ao caso supervisionado € o uso de uma estimativa do sinal de erro e,, baseada no préprio
sinal de saida y,,. Na figura 2.10, apresentamos a representa¢do de um esquema de equalizacdo nao-

supervisionada pertencente a essa classe.
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Sn Canal |an Zn | Equalizador Yn
h, W ]
i
bn en f ( : )

Fig. 2.10: Sistema de equalizacdo nao-supervisionada.

Embora haja outros algoritmos populares na classe de Bussgang (por exemplo, o algoritmo de
decisao direta), trataremos, neste trabalho, apenas o CMA. Esse algoritmo € objeto de interesse de
vérios pesquisadores [15], principalmente devido a sua robustez (em comparagdo com outras abor-
dagens cegas, como o algoritmo DD) no que se refere a existéncia de minimos espurios, € também

possui importante conexdes tedricas com a abordagem de Shalvi-Weinstein [43].

2.4.1 CMA (Constant Modulus Algorithm)

O CMA se enquadra no molde dos algoritmos de Godard, os quais trabalham com o conceito de
dispersdo independente da recuperacao de fase da portadora. Em um caso geral, a funcdo custo de

um algoritmo de Godard pode ser enunciada como [28]

JGodard = E{(|yn|p - Rp)2} y (235)
onde p € N*e
E{]sn]*"}
Ry = ———. (2.36)
" B{[sal}

A expressao de atualizacio do vetor de pesos do equalizador linear é dada por
Wil = Wy, + pe, X, , (2.37)
sendo o sinal de erro representado por
en = Ynlynl"*(Rp — lynl”) - (2.38)

O algoritmo CMA ¢ o caso particular do algoritmo de Godard para p = 2 - o que leva a idéia de

preservacdo do médulo constante [44]. Em tal caso, a funcio custo do CMA pode ser escrita como
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Joma(Wy) = E{(|ya|> — R2)*}, (2.39)
onde E{| |4}
Sn
Ry = —————= . 2.40
(P (240

O sinal de erro no caso do CMA ¢ dado pela expressao
en = Yn(Ra — |yal*) . (2.41)

O diagrama de fluxo para o algoritmo CMA ¢ apresentado na figura 2.11. Ressaltamos a presencga,
como ¢ de praxe, do laco de realimentagcdo, o qual pode, mais uma vez, levar a uma situacio de

instabilidade dependendo do passo escolhido.

H Ry

l
O
T

Wh+1 Wn

Fig. 2.11: Diagrama de fluxo para o algoritmo CMA.

Desde o trabalho de Ding [45], sabe-se que 0 CMA pode convergir para minimos locais subo-
timos. Consequentemente, caso ocorra uma inicializa¢do inadequada, pode-se ndo obter o melhor
aproveitamento possivel do potencial da estrutura de filtragem. Além disso, uma inicializagc@o insa-
tisfatéria pode também levar a uma maior lentidao até que se atinja a vizinhanca de um minimo[46].

Portanto, a performance do algoritmo CMA depende fortemente de uma estratégia adequada de

inicializa¢do. Algumas idéias nesse sentido sao:

* inicializa¢do pr6xima a uma boa solucdo de Wiener - vale ressaltar que aqui devemos ter algum

conhecimento prévio das estatisticas do sinal transmitido e recebido, o que nem sempre € vidvel.

* inicializacdo aleatdria uniforme - essa abordagem se caracteriza por nao fazer uso de informa-

¢do a priori.
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* inicializacao por intermédio da técnica center-spike.

A idéia do center spike foi introduzida por Foschini [47], e consiste em inicializar o vetor de pesos

do equalizador com apenas um elemento ndo-nulo - o elemento central. Por exemplo:

Woo=10 0 1 0 0]5. (2.42)

Consequentemente, temos uma op¢ao de inicializacdo que depende apenas do tamanho do vetor de
pesos do equalizador. Vale ressaltar que esse tipo de técnica tem como vantagem a sua independéncia
relativamente a maiores informacgdes acerca do canal.

Tendo realizado uma exposi¢do inicial das técnicas de equalizacdo que serdo discutidas, estamos
aptos a discutir alguns resultados classicos acerca de sua convergéncia, resultados estes que serdao

importantes nas andlises subsequentes.

2.5 Analise de Estabilidade de Algoritmos Adaptativos

Estabilidade, de certa forma, é uma questdo mais critica que inicializa¢do. Caso a inicializacdo
seja ruim, o algoritmo apresentard um problema de desempenho, mas terd ainda a possibilidade de
atingir um desempenho razodvel. Contudo, caso o algoritmo se torne instdvel, serd atingida uma
situagdo irreversivel.

E a preocupacio com as condi¢des de estabilidade de algoritmos adaptativos que serve de ponto de
partida para este trabalho, lembrando que existem varios conceitos de estabilidade, como estabilidade
ao redor do ponto de equilibrio, estabilidade de érbitas periddicas e estabilidade de entrada-saida [22].

Aqui, lidaremos predominantemente com estabilidade em torno do ponto de equilibrio. Nos es-
tudos de sistemas ndo-lineares, esse tipo de estabilidade pode ser investigado através da teoria de
Lyapunov, uma ferramenta de suma importancia na area de controle adaptativo. Contudo, nota-se que
ndo existem muitas aplicacdes da teoria em equalizacio adaptativa, embora haja claramente potencial
para isso: preencher mais essa lacuna serd uma motivagao essencial dos préximos capitulos.

Antes, porém, de lidarmos com a abordagem de Lyapunov, trataremos de expor alguns resulta-
dos cléssicos de estabilidade para os algoritmos SDA, LMS e CMA, os quais serdo referéncias para

comparagdes e observagdes descritas posteriormente.

2.5.1 Estabilidade do SDA

A fim de analisar a estabilidade do algoritmo SDA, vamos definir o erro entre o vetor 6timo e o
vetor de parametros estimados [27],

W = W — Wi . (2.43)
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Note que wyy corresponde 2 solucio de Wiener (wyy = R™1p).

Escrevendo a equagdo (2.23) em fun¢do da solugdao de Wiener, temos
W1 = Wy, + u(Rwy — Rw,) . (2.44)

A expressdo (2.44) pode ainda ser reescrita em termos do erro w,,

Wi = (I— pR)W,, . (2.45)

A equacdo (2.45) é obtida no sistema de coordenadas w,, 3. Seja a matriz unitdria Q * que obe-

dece a propriedade de transformacgio de similaridade unitéria [28], isto é, QTRQ = A, onde A =

diag(Ay, - -+, Ay). Considerando w,, = Qw,,, podemos escrever a equagéo (2.45) como:

Multiplicando ambos os lados por Q*

Wni = Q7 (I— uR)Qw,

2.47

onde a matriz de autovalores obedece a A = Q 'RQ. Com essas operacdes, garantimos que nio
existe acoplamento na dindmica que atualiza o vetor de pesos, o que facilita a andlise.

A solugdo para o SDA pode ser escrita como

W, = (I — pA)™Wy, (2.48)

onde W, € o ponto onde o algoritmo € inicializado. O algoritmo serd estiavel quando

lim (I — pA)" = 0. (2.49)

n—oo

3Veja que a operacdo w,, = W,, — wyy corresponde a uma translacdo do sistema de coordenadas W,, para w,,.

“Matriz unitdria é aquela que apresenta como propriedade Q' = Q”. A multiplicagio pela matriz Q é equivalente
a uma rotagdo em torno dos eixos principais [27]. A matriz Q tem como suas colunas um conjunto de autovetores
ortogonais associados com os autovalores da matriz R [28]. Neste sentido, essa operagido vai diagonalizar a matriz R, ou
seja, QTRQ = A, sendo A = diag(A1, N2, -+, An),onde Ay > Ao > -+ > Aps s@o os autovalores da matriz R.
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A equagdo (2.50) representa todos os termos da diagonal de A. Escrevendo de maneira matricial,

temos:

[ Tim (1 — o))" 0 o 0
n—oo

0 lim (1 — pA)™ ... 0

=09 _ =0. (2.50)

0 0 lim (1 — pAL)”

- n— oo -

Para garantir a estabilidade e convergéncia do sistema, cada termo da matriz da equagao (2.50) deve

ser, em mddulo, menor do que 1 [27]. Consequentemente,

2
|1—/~L>\i|<1:>0<ﬂ<x (2.51)

1

Portanto, a condicdo geral de estabilidade do algoritmo SDA ¢

O<pu<

(2.52)

)\mam

onde \,,,. é 0 maior autovalor da matriz de autocorrelacao R.
A expressdo (2.52) serd a base para comparagdo com os resultados posteriormente obtidos via
método de Lyapunov.

Na préxima secdo, descreveremos condi¢des de estabilidade para o algoritmo LMS.

2.5.2 KEstabilidade do LMS - Prova 1

Descreveremos nesta se¢ao uma importante abordagem para andlise das condi¢des de estabilidade
do algoritmo LMS do ponto de vista do passo de adaptagao. A metodologia considerada seguird o
mesmo desenvolvimento exposto em [27].

Seja a expressao (2.31) na forma expandida com os termos de erro da equagao (2.13)

W1 = Wi 4 1(8p_q — WL X,)*X, (2.53)
= Wy, + (85 Xp — XnXLWy,) . (2.54)

Aplicando o operador esperanca em ambos os lados da expressdo (2.54), temos:
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E{Wn1} = E{W,} + pn(E{s’_xn} — B{x,x.w,}). (2.55)

Para um sinal de entrada do equalizador que corresponda a um processo estaciondrio, é esperado
que, apds um nimero suficiente de iteragdes, a grandeza F/{w, } convergird para a solu¢do 6tima de
Wiener [27].

Considerando a solug@o de Wiener (equacio (2.18)), a notagcdo da expressao (2.25) e utilizando a

teoria da independéncia, ou seja, assumindo que w,, € x,, sdo independentes
E{Wni1} = E{W,} + p(p — RE{W,}) (2.56)
= (I— pR)E{wW,} + uRwy . (2.57)

E possivel obter uma expressio simplificada para o LMS subtraindo wy, de ambos os lados da

equagdo (2.57) (vide também a notagdo da equacgdo (2.43))

E{Wni1} = (I — uR)E{W,} . (2.58)

Da mesma forma que a andlise do algoritmo SDA (capitulo 2.5.1), vamos utilizar a transformacao
similaridade unitaria [28], ou seja, a expressao (2.58) serd modificada em ambos os lados pela matriz
unitaria Q

QE{W,41} = (I - yR)QE{w,} . (2.59)

Multiplicando ambos os lados por Q!

BE{%,11} = Q (I - uR)QE{w,} (2.60)
= (I - pA)E{w,} (2.61)
= (I—pA)"E{wo}, (2.62)

onde W € o ponto onde o algoritmo € inicializado. O algoritmo LMS convergird, no sentido da média

quadratica, para o ponto de equilibrio quando
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lim (I — uA)" =0. (2.63)

n—oo

ou seja, a condi¢ao geral de estabilidade na média do algoritmo LMS ¢é

0<p< (2.64)

)\ma:c

onde )\, é 0 maior autovalor da matriz R ou o maior termo da matriz diagonal A.

Contudo, no caso do algoritmo LMS, nem sempre € possivel ter acesso a todos os autovalores
da matriz R. Na verdade, em principio, a matriz de correlagdo R ndo é necessariamente conhecida.
Note ainda que \,,,; € tipicamente menor que o traco da matriz R, que é a soma dos elementos da
diagonal de R. Entao, para convergéncia média quadratica do LMS consideramos que (esta € uma

condi¢d@o um pouco mais restritiva) [27]

2
Amae <M(R) = 0<u < ———. 2.65
r(R) SR (2.65)

Veja que as condicoes das equagdes (2.64) e (2.65) ndo sdo condi¢cdes necessdrias para conver-

géncia do LMS, mas servem de guia para o ajuste do algoritmo.

Na préxima secao, apresentaremos uma segunda prova de estabilidade para o LMS.

2.5.3 Estabilidade do LMS - Prova 2

De maneira similar a prova de estabilidade da se¢@o anterior, podemos tomar como base a expres-
sdo (2.31) e, expandindo a mesma com o auxilio do sinal da erro da equacgao (2.13), temos:
Wil = Wy + 1(Sp_q — WEX,)*X,, . (2.66)
Subtraindo de ambos os lados da equacdo a solugc@o 6tima de Wiener wyy, e utilizando a notagao
da equacdo (2.43), temos:
Wil = Wy + ((8p_q — X2 W, — X2 Wi )X, . (2.67)

Definindo ¢ ,, como o erro estimado produzido na solucdo de Wiener (eg,, = S,,—q — XZWW),
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Wyl = W, — uxnxgﬁvn + peg Xy (2.68)

= (I — pux,x1 )W, + €0 nXp, - (2.69)

Neste momento, € importante apresentar um teorema conhecido como direct-averaging, que serda

o ponto chave para essa versao da prova de estabilidade do algoritmo LMS.

Teorema 1. Seja um sistema dindmico com modelo [29, pag. 106]

Woi1 = Wy + uG(W,,, &) . (2.70)
Seja
* W¢ afungdo constante por partes que é igual w,, em [ne, ne + e|.
Sdo dadas as seguintes hipoteses:

1. {we &8 1,n > 0} é um processo de Markov com a fungdo de transi¢do data por
Pe(‘;v7€7n>lvA) = P{(wn762—1) € A|“~I =W Sn 1 5}
onde £, sdo valores em S, que é um espago métrico;

2. paracadan < T < oo e um conjunto compacto Q, sup E{ sup (|G(W,,&)|?)} < oo;
e,n,en<oo Wn€Q
3. seja P°(&,1, B|w,) = P(§¢ € B|€S_, = £, WS = W) a fungdo de transi¢do para um passo
nos conjuntos Borel > B de S, e suponha que nédo exista dependéncia de n. Para cada W
existe uma fungdo de transi_gdo P(&,1,.|W) nos conjuntos Borel de S tais que para cada f(.)
continuo e limitado, ff( P(¢1 d§|w)econtmu0 em (w,&)e [ f(§) Pe (&1, d§|w) converge

uniformemente em cada conjunto compacto (w,§) quando e — 0 ;

4. existe uma tinica medida de probabilidade invariante PV (.) correspondente a matriz de transi-

cdo P(&,1,.|W,,) e para cada conjunto compacto Q o conjunto de medidas invariantes { P¥(.), w,, €
Q) étight®,

SUm conjunto de Borel é qualquer conjunto em um espaco topoldgico que pode ser formado a partir de conjuntos
abertos (ou equivalentemente, a partir de conjuntos fechados) através de um nimero de operacdes contdveis de unido,
intersec¢do e complemento.

®Uma sequéncia de probabilidades {3y, k € Z} é chamada tight se para cada ¢ > 0, existe um conjunto compacto
C C X tal que kl'ﬂ}noo inf(Br(C)) > 1 — ¢, sendo X a o-dlgebra de conjuntos C [30][29].
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5. [ P&, dE|W)G(W,,, €) € continua em (W, €) e igual a (onde o limite é uniforme para cada

conjunto compacto (W, §)) limOfG(Gv, VPe(E, 1, dE|W);
e—
6. Ou S é compacto ou {£5,n > 0} é mutuamente independente para qualquer e > 0.
Seja a expressao diferencial

dw . - . - - -

= [ P = (G ) @
que tem uma tinica solugdo em [0, 00) para cada condigdo inicial. P¥ e EY sdo as funcdes de
probabilidade e esperanga com o uso de processos estaciondrios com W fixo. Entdo, se W, _, — W,
w¢ — W(.), onde w(.) satisfaz (2.71) com w(0) = 0. O lado direito da equagdo (2.71) é continuo

em w.
Portanto, considerando
1- um passo de adaptacdo . suficientemente pequeno
2- ruido aditivo (e X, ) independente de w,,
e por intermédio do teorema 1, € possivel reescrever a equacio a diferengas (2.69) como outra formu-
lacdo que utiliza
E{I - pux,x} =1—puR, (2.72)

ou seja, a equacdo (2.69) € "transformada” em:

Wi = (I — pR)WE + el X, (2.73)

que € praticamente 0 mesmo que o modelo markoviano original para todo n. A matriz (I — uR) é a
matriz de transi¢do do sistema de Markov modificado. A evolugdo temporal desse sistema modificado
oferece o mesmo resultado que o sistema original apenas para o caso de um passo de adaptacdo u
pequeno e decrescente [48].

Quando ;€ muito pequeno, entdo as estatisticas de ordem superior (a partir da segunda ordem)
podem ser ignoradas na expansao da expressdo de w;,_ , equagdo (2.73) [48].

Seja a matriz de correlagdo cruzada dada por

K, = BE{w¢wof} (2.74)
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entdo, com base na equacao (2.73) e considerando a definicdo dada pela expressao (2.74), podemos

escrever que

K, =(I-pR)K,I-pR)+ p*)nimR, (2.75)

O termo /*J,nin R da expressdo (2.75) é obtido através da multiplicagdo (uef , X, ) (e, xn)" €

considerando a independéncia entre eg,, € x,,. Veja que esse termo impede que K,, = 0, ou seja, o
vetor de pesos w, fica flutuando em torno do zero.

Para garantir a estabilidade do sistema da equac@o (2.75) é necessario que (I — R seja analisado

como na equacao (2.60), ou seja, em linhas gerais, € necessdrio que

2
0<p< (R (2.76)
para garantir a convergéncia no sentido da média quadratica da expressao (2.75), e, consequente-
mente, temos uma referéncia para questoes de estabilidade.

Assim, temos 0 mesmo resultado que o da expressao (2.64), porém utilizando uma formulacao
diferente. Vale ressaltar que temos dois casos de andlise distintos: estabilidade na média e estabilidade
no sentido da média quadrética.

Veja que a abordagem utilizada para obter a equacdo (2.76), mesmo considerando a técnica de
direct-averaging, recorreu ao uso da teoria da independéncia. A formulacdo utilizada nesta secdo é
uma demonstracdo cléssica para a estabilidade do algoritmo LMS e a mesma foi extraida de [28] e
[48].

A préxima secdo apresentard um resultado importante sobre as condi¢des de estabilidade do al-
goritmo CMA.

2.5.4 Estabilidade do CMA

A andlise estocdstica do CMA descrita nesta secdo tomard como base o trabalho [16]. Con-
tudo, é importante salientar que € possivel obter as condi¢des de estabilidade para versdes especificas
do CMA utilizando multiplicadores de Lagrange, conforme mencionado em [34]. O procedimento
abaixo € semelhante ao que foi seguido por [49].

Seja o sinal de erro relacionado com o vetor de pesos do equalizador:

W, = W, — W, . (2.77)
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onde w, é o vetor de pesos 6timo. Consequentemente, vamos enunciar a hipdtese a seguir com

relagcdo a solugdo para o CMA.

Hipétese 4. Consideraremos que a poténcia do ruido é suficientemente pequena para a solucdo zero-

forcing ser um minimo global. Portanto, podemos definir
T
W, X, R QSp_q - (2.78)

Vamos escrever o sinal de saida do equalizador como

Yn = VAVg;Xn - (W* - V~Vn)TXn

(2.79)

~ o
~ QSp—qg — W, Xp = QSp_qg — €qn

onde e, = v?/g Xy,.

Considerando sinais reais, podemos escrever o sinal de erro do algoritmo CMA a partir da equa-
cdo (2.41) e (2.79)

en:nR—EL%OASn_ —eanR—OKSn— _ean2
Yn(Ro —ys) =~ ( d n)[R2 — ( d )7 (2.80)

3.3 3 2.2 2
= —a’s, g+e,, +3a7s, sean — 3as,_aey,, + (ASn_a — €an)Ra.

Desconsiderando os termos de mais alta poténcia de e, ,, € considerando que a condig@o inicial
(W) € suficientemente proxima de w, no ponto em que e, ,, € pequeno, entdo a equagdo (2.80) pode

ser reescrita como

en = —a’sS_ + 3082 _jean + (ASp_qg — €an)Ra 2.81)
=—a’s? 4+ (30’2 _; — Ry)eqn + asy_qRs. .
Portanto, podemos definir
2.2
Yo = 3a7s, 4, — Ro
¢ (2.82)

_ 3.3
Bn = —a’s,_,+as,_qRy,

e a equacdo (2.81) pode ser escrita como

€n ~ f}/nea,n + Bn . (283)
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Tomando as equacgdes (2.77) e (2.83), a expressao recursiva do CMA pode ser escrita como

Wil = Wy, + e Xy,
i : (2.84)
=1~ ,wyanXZ:)VVn — P -

Utilizaremos a expressdo (2.84) multiplicada pelo seu transposto. Também aplicaremos o opera-
dor esperanga, o que produz a equagao:

Sni1 = E{Wnﬂ‘i’fﬂ} = +E{V~an~v£} + E{MZ%QXnXgVVnVVSXnXg}

+ B (2 B X X WXy, + 12 B X Wi XX, 2.85)
— W XX Wy — W X X Wi )Y } '

Faremos algumas consideracdes adicionais a fim de simplificar a expressao (2.85):

* 0s vetores W, € X, sio independentes, ou seja, B{x,W.w,x.} = E{wlw,}E{x,x.} =
SnR;

* o comprimento do canal € longo o suficiente para que 3, seja independente de x,,;
* (3, tem dependéncia direta de do sinal bipolar s,,, portanto vale o cdlculo E{f,} = 0;

* 0 comprimento do canal é longo o bastante para que as estatisticas de quarta ordem sejam
aproximadas por aquelas de um vetor Gaussiano, ou seja, F{x’x,S,x'x,} ~ 2RS,R +
Rir(RS,).

Sui1 = E{W,uwl 1} =S, + 1’ E{y,’}E{x\x,S,x]x,}
— nE{7.}RS, — uE{7.}S, R + i *E{3,*}R
=S, + 212 E{7,”}RS,.R + 1> E{v,”}Rtr(RS,)
— pE{7.}RS, — nE{1}S,R + *E{8,"}R .

(2.86)

Multiplicando ambos os lados por Q! e fazendo uso da transformacgio de similaridade unitdria
[28]:
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T = Q'S 11Q =T, + Q212 E{7,2 RS, RQ + QT i’ E{+,*}Rtr(RS,)Q
- Q"uE{1}RS,Q — Q"uE{}S,RQ + Q" E{5,*}RQ
=T, + 2°E{%,*}Q"RS,RQ + 1’ E{7,’}Q"Ritr(RS,)Q
— nE{m}Q"RS,Q — nE{7,}Q"S,RQ + 1*E{3,"}Q"RQ
=T, + 22 E{7,2YAT, A + 1> E{v,*}Atr(RS,,)

— pE{m}ToA — pE{7.}T,A + 1’ E{3,°}Q"RQ.

(2.87)

Definindo s,, = diag(Q”'S, Q), ou seja, os elementos da diagonal de Q7'S,, Qe T = [\, Ao, - -+, Ar]T.

A intencdo € utilizar o teorema de diagonalizagio de Fisher [49] 7.

T = Ty + 202 E{2 AT, A + 2 E{7,2YAtr(AT,,)
— 2uE{7,} ToA + (2 E{3,*} A
= [[+ 212 E{7,}AA + i E{v,*}Atr(A)
— 2uE{y} AT, + 2 E{B,*}A..

(2.88)

Note que os termos da direita da equacao sao representados por escalares e matrizes diagonais. Por-

tanto, temos uma matriz diagonal cujos elementos sdo representados na equagdo abaixo.

A
= N 2.89
St = [+ 202 B {0 A2 + (P E{ P TYT — 20B () Als, + p2B{g 2. %)
A matriz A pode ser escrita como
A =T+ 202 B{y*}A? + (2 E{7,"}YYT = 2uE{,} A 2.90)

= (I = 2uE{7}A)? + 1 QE{7"} — E{7}*)A* + W E{7,,*} YY"

Como E{~,%} < E{v,}? a matriz A é positiva definida para qualquer ;1 > 0. Portanto, é
necessario apenas garantir que o maior autovalor de A seja menor que 1 [16](essa condi¢ao também
estd presente no primeiro método da teoria de Lyapunov e é conhecida como estabilidade de Schur
para o caso discreto [50]).

Note que exigir que os autovalores da matriz A sejam menores do que 1 equivale a dizer que

0 teorema de diagonalizagio de Fisher é enunciado como: Seja uma matriz K,, que é diagonalizada por P de maneira
que PK, P = diag(T).
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B =1 — A é uma matriz positiva definida.

B = —2/°E{7,*}A* — 1P E{7,2 YY" 4 2uE{y,.}A . (2.91)

A matriz B deve oferecer as seguintes propriedades para ser positiva definida (devemos encarar

essas condi¢des como necessdrias e suficientes para a positividade):

i Os autovalores de uma matriz hermitiana positiva definida devem ser todos positivos [51].

ii O traco, o determinante e os minimos principais de uma matriz positiva definida devem ser positi-

vos [52]. Mais especificamente, det(A;) > 0,i=1,--- n.
iii Os elementos da diagonal devem ser positivos [51].

Do ponto (i) e equacao (2.90), temos:

2E{~,
(o} — 1, M, (2.92)

2E{ v I\ — 312 E{y,2 I \? AUy
pE{v i = 3" E{y }z>0<:>0<u<3E{%2}Ai,z

Na verdade, fazendo analogia com a anélise cldssica de estabilidade para o algoritmo LMS (vide

equacgdo (2.64)), a expressdo (2.92) poderia ser reescrita como

2E{ " .
0<u<¢}z:1,m,M, (2.93)

3E{7n2 } )\ma:c 7

onde \,,., € 0 maior autovalor da matriz R.
Contudo, conforme mencionado acima (item ii), o traco da matriz B deve ser positivo. O tragco da

matriz de autocorrelacdo esta sujeito a propriedade [28]

tr(R)=>_ A (2.94)
Portanto, podemos elaborar a seguinte condi¢do a partir da equagado (2.91):

tr(B) =Y uE{m}Ai = 31 E{7"}A) = > MQuE{7} — 3’ E{y"}A) > 0. (2.95)

=0 i=0
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Note que os autovalores \; sdo todos positivos. Ou seja, para garantir a desigualdade da equacdo

(2.95), € necessdrio obedecer a condi¢ao abaixo

QuE{7} = > 31" E{1.°}\) > 0 == 2u(M + 1) E{7,} — 3” E{y, " Hr(R) > 0. (2.96)

1=0

Portanto, uma condi¢do para garantir que B € positiva definida é

2E{y, H(M + 1)
3E{v.2}tr(R)

(2.97)

Ainda no ponto (ii), podemos fazer uso da propriedade relativa ao determinante. Portanto,

j=1

. (2.98)
— [T AnCER) — rEGLIA) — mE{121A) > 0.
j=1
Os termos da equagdo (2.98) podem ser reescritos conforme abaixo:
; >0 >0 { 2}
~ /7 % N WE{ v A
2)\'u( Efyn} — pE{pm2 ) (1 — J ) (2.99)
L2 ( (B} =m0 N = 50 7= 50y
entdo € necessdrio estabelecer como condicao
HE{7* 1 HE{7*
1-— > 0= <1. (2.100)
2<E{7n} - ME{’W?})‘]') 2<E{’Yn} - ME{’WF})‘J')

Se considerarmos que t7(R) > ); ® teremos uma condi¢do suficiente mas ndo necessaria [16]

para simplificar a expressao

pE{?}As < pE{m*}ytr(R)
2(E{ v} — nE{72}A;) — 2(E{vn} — pE{y.?}tr(R))

Consequentemente, tomando

<1. (2.101)

8 A propriedade com relagdo 2 matriz de autocorrelagio é tr(R) = sz\i1 A [28].
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QE{%L}
O<u< . 2.102
M 32} (R) (2102
temos um condi¢do que satisfaz os pontos (i), (i) e (iii) bem como os resultados obtidos nas equacdes
(2.92)e (2.97)

A expressao (2.102) oferece uma faixa de valores para o passo de adaptagdo que garante estabili-

dade no sentido médio e quadratico. Um resultado similar foi obtido em [34], considerando varidveis
reais e para um caso mais genérico da expressao de algoritmos de Bussgang.

Chegamos ao fim desse capitulo apds a andlise e discussao dos critérios classicos de estabilidade
para os algoritmos de equaliza¢do adaptativa que serdo considerados neste trabalho. A préxima secao
apresenta um resumo dos principais tépicos discutidos até 0 momento. Esse sumadrio servird também

como preparacdo para os proximos capitulos.

2.6 Sumario

Neste capitulo, foram apresentadas as bases conceituais e tedricas do problema de equalizacao,
que tem um papel central para o desenvolvimento da tese. A apresentacdo teve inicio por uma discus-
sdo acerca de aspectos relevantes do problema de transmissado digital, a qual levou a uma andlise do
modelo de canal proposto e das dificuldades a ele associadas. Em seguida, colocou-se a metodologia
de equalizagao adaptativa como uma contramedida a essas dificuldades, sendo expostas, em seguida,
abordagens supervisionadas (SDA e LMS) e nao-supervisionadas (CMA) para aprendizado dos para-
metros da estrutura de filtragem. Uma andlise desses métodos nos permitiu verificar que a obtencao

de um adequado desempenho depende de varios fatores:

* modelo do canal de comunicacdo, o que engloba a ordem do canal e posi¢cdo de pélos e zeros;
* intensidade e distribuicao estatistica do ruido;

* ponto de inicializagdo;

* distancia entre o ponto de inicializa¢do e ponto de equilibrio;

 tamanho do passo de adaptacao.

Nos proximos capitulos, serd buscada uma nova perspectiva analitica baseada na teoria de Lyapu-

nov, perspectiva esta que serd embasada pelos conceitos fundamentais expostos no préximo capitulo.



Capitulo 3
Estabilidade de Lyapunov

A teoria de Lyapunov - presente principalmente na anélise de estabilidade de sistemas nao-lineares

- pode ser dividida em dois métodos:

* Método indireto (ou primeiro método) - faz uso da linearizacdo em torno do ponto de equilibrio

[3];

* Método direto (ou segundo método) - considera o uso de uma fun¢do que representa a energia

do sistema dinadmico.

Neste trabalho, as principais contribui¢des apresentadas se relacionam ao segundo método de
Lyapunov nas versoes determistica e estocéstica para sistemas dinamicos discretos no tempo. A line-
arizacdo de um sistema em torno de um ponto de equilibrio seguida por uma andlise de autovalores,
metodologia fundamentalmente equivalente a exposta nas andlises vistas no capitulo anterior, por sua
vez, relaciona-se com o primeiro método de Lyapunov. Essa abordagem, no entanto, ndo é aplicavel
a todos os casos de andlise de estabilidade, pois deixa de fora os sistemas que tem funcgdes perid-
dicas em sua descricdo e mesmo sistemas com parametros que tém mudangas bruscas com parte da
dinamica [53]. Ademais, uma das grandes vantagens do método direto de Lyapunov € que nao € ne-
cessario saber de antemdo qual é o ponto de equilibrio em questdo [54]. Caso contrério, toda anélise
deveria vir acompanhada com as solu¢des do sistema de equagdes diferenciais ou equagdes a dife-
renca. Consequentemente, pode ser possivel evitar um esfor¢o matematico considerdvel fazendo o

uso desse método para andlises de estabilidade.

3.1 Definicoes

Algumas defini¢des, notas e hipéteses serdo enunciadas a seguir para facilitar a interpretacdo deste
trabalho.

39
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3.1.1 Caso Deterministico

Definicao 1. O ponto w é um ponto de equilibrio se uma vez que w,, € igual a w, entdo w,, permanece

igual a w para todos os instantes de tempo futuros [20].

Definicao 2. Considere o sistema discreto [55][21]
Wit = £, (W) ,w, € RY £, : RY RV, (3.1)

O ponto de equilibrio w é estdvel (no sentido de Lyapunov) se, para cada ¢ > 0 (vide B, na

figura 3.1) e ng > 0, existe §(e,ng) (vide Bs na figura 3.1) positivo tal que

W0 — W] < (e, mo) = [£u(wn) = wl| < €, ¥n > ng € Z. (3.2)

Fig. 3.1: Representacdo geométrica dos conjuntos envolvidos no Teorema 3.

Vide a figura 3.2 para uma representacdo geométrica simplificada do conceito de estabilidade.
No caso do sistema estavel no sentido de Lyapunov € possivel inicializar o sistema em uma regido
definida por . Consequentemente, o sistema estavel poderd até percorrer a drea delimitada por €, mas
nunca poderd exceder os limites estabelecidos por ¢ quando o tempo n cresce infinitamente. O caso

para instabilidade estd retratado na figura 3.3.
Nota 1. A convergéncia de varidveis de estado ndo implica em estabilidade [20].

Nota 2. A definicdo de estabilidade utilizada neste trabalho apenas garante que o sistema ficard
confinado em uma regido em torno do ponto de equilibrio. Ou seja, o sistema ndo "explode”. Essa
definicdo é um tanto relaxada, mas existem versoes mais restritivas do caso de estabilidade as quais

serdo introduzidas abaixo.
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[\
T

Fig. 3.2: Representacdo geométrica para estabilidade no sentido de Lyapunov.

W2

R?’l

wq

%
R™ f_/fs

=
SR t

Fig. 3.3: Representacdo geométrica para instabilidade.

w1

Definicio 3. O ponto de equilibrio w ¢ atrativo se, para cada ng > 0, existe ((ng) tal que [21]
|lWny — W|| < ((no) = ||fn(w,) — W[ — 0 quando n — oo

Definicao 4. O ponto de equilibrio w na regido Bs é uniformemente estdavel se, para cada ¢ > 0 e

ng > 0, existe §(¢€) positivo tal que (6 ndo depende de ng) [21]
[Wno — Wl < d(€) = [[fn(Wn) = fu(W)|| <€,Vn € Z.
A representagdo geométrica para esta definicao estd na figura 3.4.

Nota 3. No caso do ponto de equilibrio uniformemente estdvel, a regido definida por 6(¢) ndo de-
pende de ng, que é a variavel temporal do sistema [37]. Se o sistema é inicializado no instante ng ou
ng, em uma regido definida por 0, entdo o sistema ainda continua confinado na regido definida por e.
Portanto, é possivel reproduzir o comportamento qualitativo do sistema em qualquer momento uma
vez que a varidvel temporal ndo tem influéncia. O caso mais simples deste tipo de estabilidade é o

sistema invariante no tempo.
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W2

Rn

W, £, (W)

0 )
/MW :

Fig. 3.4: Representacdo geométrica para estabilidade uniforme.

Definicao 5. O ponto de equilibrio w é uniformemente atrativo se existe ( positivo e nyg > 0 tal que

[21]
Wy, — W < (= [|f.(W,) — W] = 0 quando n — oo , uniformemente emng e wy, .

De maneira equivalente, w é uniformemente atrativo se existe um ¢ > 0, tal que para cada e > 0

existe um m = m(e) tal que

W, —w| < (,ng>0=||f,(w,) —w| <eVn>m(e).

A figura 3.5 apresenta a representacao geométrica para a definicdo de um ponto uniformemente atra-
tivo. Veja que o caréter uniforme implica em ter um sistema com comportamento que independe do
instante de inicializa¢do. A caracteristica de atragdo significa que a longo do tempo o sistema tende
a ficar cada vez mais proximo do ponto de equilibrio. Ap6s m(e€) (que € uma unidade temporal, vide
figura 3.5) o sistema estd a uma distincia e do ponto de equilibrio. Estendendo m(e) — oo entdo a

distancia e seria reduzida a zero.

W2

R™ mte) m(ei

= T

wq

Fig. 3.5: Representacdo geométrica para uniformemente atrativo.
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Definicao 6. O ponto de equilibrio w ¢é assintoticamente estdvel se ¢é estdvel e atrativo [21].

Nota 4. No caso do ponto de equilibrio assintoticamente estdvel, ndo existe dependéncia de o com

relacdo a € [37].

Note que o sistema convergird exatamente para regiao em torno do ponto de equilibrio no caso de
estabilidade assint6tica [56], contudo regiao de atracao e velocidade de convergéncia podem depender

do tempo inicial ng [20].

Definicao 7. O ponto de equilibrio w é uniformemente assintoticamente estdvel se é uniformemente

estdvel e uniformemente atrativo [21].

Definicao 8. O ponto de equilibrio w é globalmente uniformemente assintoticamente estdvel se é

uniformemente estdvel, e para cada 6, € > 0, existe um m = m(0, €) tal que [21]
[wn —w| <d,n0 2 0= |fu(wy) —w|| <€Vn>m.

podendo 0 ser arbitrariamente grande [37].

Definicdo 9. Uma fungdo V (w,,, n) é localmente positiva definida quando V(w) = 0 e V(w,,n) >
0,Yn > 0,Vw # w [20]. De maneira andloga, V (w,,,n) é positiva semi-definida se V(w) = 0 e
V(wn,n) > 0,Yn > 0,Yw £ w [37]]20].

Definicao 10. Se as condicoes da definicdo anterior valem para todo o espaco de estados, entdo

V(w,,) é dita globalmente positiva definida.

Nota 5. A funcdo V(w,,n) ! é localmente positiva definida se existe uma fungdo Vy(||w,||) de classe
K tal que V(w,n) = 0and V(w,,n) > Vo(||lw,|]) ,Vn >0 [20] .

Portanto, a funcdo variante no tempo € localmente positiva definida se ela domina uma funcdo

invariante no tempo que € localmente positiva definida.

Definicdo 11. V(w,,, n) é decrescente se V(w) = 0 e existe uma fungdo Vi (||w,||) de classe K e

uma constante v > 0 tal que

Vi(llwall) = V(wn,n),¥n = 0.

'A varidvel de tempo n é deixada de maneira explicita para deixar claro que temos um sistema variante no tempo.
2Uma fungdo o : RT — R¥ pertence a classe K se

* a(0)=0

* a(p) >0,¥p>0

e ab) > afa),Vb > a.
[22] [20, p. 107].
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Ou em outras palavras V' (w,,, n) é limitada superiormente pela funcao invariante no tempo V; (|| w,,||)
[20].

Definicao 12. A norma ||x|| de um vetor x é uma funcdo de valor real com as seguintes propriedades
[22]:

¢ ||x|| > 0 para todo x € R™, com ||x|| = 0 se e somente se x = 0.

*lx+yl<lxl+ Iy

, para todo x, y € R".

o ||ax]|| = |a|||x]|, para todo o € R e x € R™.
A norma de um vetor pode ainda ser interpretada como o tamanho ou comprimento do vetor [56].

Definicao 13. Para funcoes temporais, é definida a seguinte norma L

I = ([ 1swpar)”

para p € [1,00), geralmente dizemos que f € LP quando || f||, existe, ou seja, quando || f|, < oo

[56]. Contudo, para sistemas discretos (espago (F (7)), a norma é definida como

1= (150

Definicao 14. A norma L> é definida como

[ flloe = suplf(t)],t =0,

e geralmente dizemos que f € L™ quando || f ||« existe [56]. E para o caso discreto (espaco (> (Z))

a norma é dada por

||f||oo = Supn|fn| .

3.1.2 Caso Estocastico

Para o caso estocdstico, seja a tripla {2, 8, P} que caracteriza um espaco de probabilidade, onde
2 € o espago amostral, R é a familia de eventos e P é a funco de probabilidade. Considere ainda 3
um espago de dimensdo n de vetores aleatdrios. £P(£2) é o conjunto de elementos z do espago 3 que
satisfazem E{||z(w)||"} < oo [6].

Considere o sistema estocastico

Zpi1(wW) = £, (zp (W), w),w € Q,neNTf, RY xQ—RY. (3.3)
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Seja o conjunto .4 um subconjunto de 3.

Definicao 15. A solucdo do sistema descrito pela equagdo (3.3) é estdvel em probabilidade com
respeito a A se para todo ¢ > 0, 1 > 0, ng € N existe 6(n,¢) > 0, tal que zp(w) € A e
P(w|||zo(w)||, > d(n,€)) < d(n, €) entdo P(w|||z,(w)||, > 1) < e paran > ng [57].

Nota 6. De maneira intuitiva, o sistema estocdstico estdvel deveria ser tal qual a maioria das amos-
tras da sequéncia {z,} (ou seja o conjunto de amostras com probabilidade arbitrariamente proxima
a 1) tenha ||z, || limitada [57].

Definicao 16. A solugdo do sistema descrito pela equagdo (3.3) é estdavel com probabilidade 1 se para
todoe > 0,m >0, ng € Nse existe §(n,€) > 0tal que ||zo(w)||, < d(n, €) entdo P(w|sup||z,(w)||, >
n) < e paran > ng [5].

Definicio 17. A solucdo do sistema descrito pela equacdo (3.3) é estdavel em LP(£2), 1 < p < oo,
com respeito a A = {z,z € L*(),]|z]ls < H} se para todo ¢ > 0, ny € N, existe 6 > 0 tal que
zo(w) € AN LP(Q) e ||zo(w)]], < 0 entdo ||z, (no, o, w)||, < € paran > ngy. [6].

Definicio 18. A solucdo do sistema dado pela equagio (3.3) é uniformemente estdvel em LP(€)),

1 < p < o0, com relagdo ao subconjunto A se a definicdao 17 é vdlida e § ndo depende de n [6].

3.2 Primeiro Método de Lyapunov

A teoria de estabilidade de Lyapunov conta com o método indireto, ou primeiro método de Lya-
punov, em que a linearizagcdo € utilizada para obter resultados acerca das propriedades do sistema
dindmico em torno do ponto de equilibrio. Vale ressaltar que a esséncia desse método corresponde ao
tipo de metodologia que foi aplicada a andlise de algoritmos adaptativos no capitulo anterior.

Dado o sistema dindmico autonomo da equagdo (3.1), pode-se enunciar que a linearizacdo em

torno do ponto de equilibrio é dada por [21]

Zni1 = Az, , 3.4)

onde z,, = w,, — w . A matriz A ¢é definida como

of
A= . .
aWn Wp=W (3 5)
Supondo que seja verdade
fn n) A n
lim sup” (wn) W =0, (3.6)

[ W || —w | Wl
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entdo a equacdo (3.4) é conhecida como linearizag¢ao de (3.1) em torno do ponto de equilibrio w. O

teorema abaixo apresenta o resultado de estabilidade para esse caso.

Teorema 2. Seja o sistema dindmico auténomo da equagdo (3.1) onde f é de classe C* e definindo-se
3 a matriz A conforme a equagdo (3.5), entdo o ponto de equilibrio w é assintoticamente estdvel se

os autovalores de A tem magnitude menor que 1.

Vale ressaltar que o método de linearizacdo permite apenas andlises locais e de sistemas com
matriz de termos constantes para avaliacdo dos autovalores. Caso contrario, o segundo método de

Lyapunov se torna mais adequado para os estudos de estabilidade.

Exemplo 1: Seja o sistema de equagdes referentes ao modelo do péndulo invertido
jfl = )
Ty = —¥sin(r) — %9:2

onde € possivel observar dois pontos de equilibrio fundamentais (r; = 0, x5 = 0) e
(1 = m, 29 = 0). O sistema de equagdes continuo no tempo pode ser linearizando

considerando que devemos, no caso deste trabalho, passar os sistema para coordenadas

discretas,

x(t) = Ax(t) = zp41 = Gz,

sendo G = AT, T é o intervalo de amostragem *

of 0 1
A - =
axn xn=(21=0,22=0) —% —%
A of _ |01
8Xn Xn=(x1=m,x2=0) % _%

E necessdrio levar o sistema para o dominio discreto, uma vez que a teoria enunciada
neste capitulo trata os sistemas discretos no tempo. Contudo, existe a versao continua
do primeiro método de Lyapunov na literatura: vide, por exemplo, [22] e [20]. A versao

discreta da matriz A € apresentada logo a seguir:

3Uma fungio é de classe C'! se é continua, diferencidvel e a derivada é continua.
*0 cdlculo de eAT pode ser realizado por intermédio da transformada de Laplace, ou seja, eA” = L= ((sT — A)™1),

onde L~! ¢ a transformada inversa de Laplace [58].
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O valor absoluto dos autovalores para Ag;; sdo
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=
212 T)

2lm

Note que, ambos os autovalores tem magnitude menor que 1 se considerarmos que

g,l,m,k > 0. Ou seja, o ponto de equilibrio (z; = 0,25 = 0) € assintoticamente estivel.

No caso da matriz A

)\/1:€_m

2ET
)\/2 = 6_ m

!/

3kT .
ezm sinh

3kT .
ez2m sinh

dis>

(
(

os autovalores sao

Vaglm?2 +K212T

2lm

VAglm?2 + k21T

2lm

3kT
) —e2m cosh

)

3kT
+e2m cosh

Vaglm? + k22T
2lm

)
)

(
(

Vaglm2+ k22T
2lm

Neste caso pelo menos um dos autovalores tem magnitude maior que 1 (considerando

g,1,m, k > 0), ou seja, o ponto de equilibro (r; = m,xs = 0) ndo € estavel.

Exemplo 2:

Considere o sistema escalar com origem em w = 0

3
Wpy1 = AW, .

Linearizando em torno do ponto de equilibrio, temos:

A=

0wn Wy =W

_ 2
= 3aw,,

Wn=Ww

Veja que a linearizacdo falha na anélise do sistema para estabilidade em torno do ponto

de equilibrio. O sistema poderia ser assintoticamente estavel, estdvel ou instavel, depen-

dendo do valor de a. Se —1 < a < 0, entdo a origem € assintoticamente estavel. Isso

poderia ser observado considerando o segundo método de Lyapunov com a funcdo de

%

Lyapunov V (w,,) = w;,.

4
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3.3 Segundo Método de Lyapunov

Nesta secdo, sdo apresentados alguns conceitos sobre o segundo método de Lyapunov para os

casos deterministico e estocastico, bem como as hipéteses e restricdes consideradas neste trabalho.

3.3.1 Caso deterministico

Teorema 3. Dado um sistema dindmico deterministico, o ponto de equilibrio w é estdvel no sentido

de Lyapunov se existe um fungcdo V (w,,) tal que [37][21]

1. Existe uma regido fechada e limitada em torno do ponto de equilibrio w;
2. V(w,,) é uma func¢do continua e positiva definida, com V (w) = 0; ;
3. AV(w,) =V(wp) — Vi(w,) <0

4. Alternativamente, se V (.) tem uma fungdo limitante superior e inferior, ou seja, a(||w,||) <
Vi(wn) < B([[w,

), entdo tem-se estabilidade uniforme;

5. Por outro lado, se AV (w,) = V(w,11) — V(w,) < 0 para todo w,, # W, entdo tem-se
estabilidade assintdtica;

6. Caso | l|i‘m V(w,) = oo, ou seja, V(.) é radialmente ilimitada, entdo w é globalmente
Wnp||—>00

estdvel. O cardter assintotico ou uniforme dependerd se as condicoes anteriores (4 ou 5) serdo

satisfeiras.

A fungdo V' é chamada de candidata a funcdo de Lyapunov quando a mesma ainda estd sob
investigacao do ponto do vista do Teorema 3. Quando se prova pelo menos a estabilidade do sistema,

entdo a fun¢do V' passa a ser chamada de funcio de Lyapunov.

Nota 7. Note que o Teorema 3 foi enunciado de maneira a contemplar os sistemas variantes no

tempo.

Nota 8. Geralmente, a funcdo V apresenta as propriedades V(.) > 0 e AV (.) < 0, o que implica
que lim V' (.) = Vi, existe. Contudo, ndo hd nenhuma garantia de que AV (.) — 0 quando n — oo
n—oo

[56]. Isso estimula os estudos de estabilidade assintotica e regioes de convergéncia.

Nota 9. No teorema 3, a desigualdade o(||w,||) < V(w,,) corresponde a chamar V (w,,) de fun¢do
positiva definida [20].
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Nota 10. No teorema 3, a desigualdade V (w,) < [B(||w,]||) é relevante, pois garante o compor-
tamento de V' em torno do ponto de equilibrio [20]. Essa é uma exigéncia adicional nos sistemas
ndo-autonomos > para provar estabilidade uniforme °. Caso contrdrio, a fungdo V fica vulnerdvel a
picos dependentes do tempo onde o sistema foi inicializado, o que descaracteriza a propriedade de

uniformidade.

A figura 3.6 ilustra o significado geométrico das notas 9 e 10. Note que fun¢do de Lyapunov estd
limitada inferiormente e superiormente, o que caracteriza as fungdes de Lyapunov como funcdes que

nao exibem comportamentos abruptos.

(1w
(W,
B S [vwal)
L
; P

Fig. 3.6: Funcao positiva definida e decrescente.

Exemplo 3: Seja uma fungio g(t) continua e diferencidvel que coincide com e~*/2

exceto em alguns picos onde a fungio tem valor 1. A figura 3.7 representa g*(¢) [20].
Se a fungio de Lyapunov é tal que AV = —z? < 0, entdo temos uma das condi¢des
obedecidas, mas a origem (ou ponto de equilibrio) nunca serd assintoticamente estavel.
Note que, quando V'(.) é decrescente, entdo o cardter de estabilidade assintética serd
possivel de ser encontrado. Contudo, a figura 3.7 mostra um exemplo onde, mesmo
V(.) localmente positiva definida, a energia do sistema ndo dissipa ao longo da trajetdria.
Por isso, temos os picos representados na figura. Consequentemente, para garantir a

caracteristica assintdtica é requirido que V'(.) seja decrescente.

%

Exemplo 4: Considere um sistema deterministico ARMA de primeira ordem [37]

Yn = —QYp—1 + bun—l .

3Sistemas autdnomos sio aqueles que cujo o comportamento é invariante com relagio ao tempo [22].
®No caso de sistemas autdnomos, o conceito de estabilidade é mais intuitivo, uma vez que necessario apenas V' positiva
definidae V(wy41) — V(wy,) < 0. Contudo, 0 mesmo n#o se aplica em sistemas ndo-auténomos.
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Fig. 3.7: Andlise de fun¢do decrescente.

Esse sistema pode ser expresso em funcao de

Z—l = [_yn—l ,Un_l] P
Oy = [a,0],
e a saida do sistema é dada por
Yn = ¢§_190 .

Seja o algoritmo para estimar parametros [37]

O = 0,1 + Pt (Yn — bp_10n1) -

2_1¢n—1

Seja 6, =0, — 0y o vetor de erro dos parametros 0, pode ser escrito em fungdo do

erro de estimagdo como

N N ¢n—1¢£—1) n
= (I T on ) It

Tomando como fung¢ao candidata a Lyapunov:

consequentemente,
o -
_ en ¢n—1¢n_1‘9n

Vn+1 = Vn T
n—l¢n—l
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Somando £ termos

k—1 x T ;3
V. =V 9n+i¢n+i¢n+i9n+i
n+k — Vn — T
i=0 n+i¢n+i

k—1
Vn _ Z érj; q]£+z¢n+z¢£+z\yn+zé
=0

- n
Cbz-m‘gbn-l—i
k-1 qT T
_ nT \Dn+i¢n+i¢n+i\1}n+i q
=V, =00 1) = 0,
i—0 ¢n+i¢n+i

=V,—cV,=(1-¢)V, ,c>0.

sendo W a matriz de transi¢do de estados e ¢ uma constante positiva.
Para garantir estabilidade entdo é necessdrio que ¢ < 1. Observando que (1 — ¢) <

e~ °, consequentemente
Vn+k S e_cVn .

No caso em que temos /N passos de comprimento k
—cN
Vn-i—kN S € ‘/O .
Ou seja, a grandeza 6 tem convergéncia exponencial para zero.

Hipoétese 5. Os sistemas discutidos nos proximos capitulos deste trabalho sdo sistemas autébnomos.
Mais especificamente, ndo existe nenhuma dependéncia explicita da varidvel discreta temporal n nas

outras varidveis que definem o sistema dindmico, como w,, [22][20].

3.3.2 Caso estocastico

A teoria de Lyapunov para sistemas estocdsticos pode ser apresentada em outras formas, nas quais,
por exemplo, € considerado o comportamento do processo estocastico como um semi-martingale [57]
ou mesmo como sistema markoviano [7]. No entanto, essas abordagens ndo abrangem todos os casos
de sistemas dinamicos. Neste trabalho, consideramos o tratamento abrangente introduzido em [6].

Uma outra possibilidade seria considerar o sistema estocdstico como uma cadeia de Markov. Na
verdade, muitos sistemas dindmicos se enquadram nessa situagdo. Neste caso, € possivel empregar
os conceitos de recorréncia e irredutibilidade. Essa abordagem € conhecida como critério Foster-
Lyapunov [59], sendo utilizada em problemas de otimizagdo para controle de producdo e estoques
[60], e também na anélise de redes complexas (e.g. redes de comunicacgdo) [59] ou até mesmo estru-

tura de protocolos de comunicacao de dados [61].
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No caso de sistemas markovianos discretos, pode-se enunciar:

Teorema 4. Seja z1, - - - um processo de Markov discreto nos pardmetros, sendo V (z,) > 0 e Q,, =
{2, : V(2,) < m}. Em Q,, seja

B{V (2041)|20 € Qu} = V(22) = —k(2,) < 0.

Entdo,
V(zn
P{ sup Vi(z,) >0y < L)
0<n<oo m
Existe uma varidvel aleatéria v, 0 < v < m, tal que V (z,,) — v com probabilidade > [1 — %]

Também k(z,) — 0 em Q,, com pelo menos probabilidade que z,, estd em (), para todo n < oo

[5].

Contudo, a abordagem deste trabalho se restringe ao caso mais simples onde nao se levam em
conta as possibilidades de sistema estdvel em probabilidade, o que é um dos casos apresentados em
[6].

Em linhas gerais, o sistema estocdstico estdvel deveria ser tal que £{V,,(z,)} seja limitada [57].

O sistema estocdstico poderia ser aproximado por uma representacao (sistema) deterministico
com ruido aditivo [22]. Contudo, essa aproximacao nio cobre os casos gerais, pois nem sempre a

caracteristica estocdstica de um sistema pode ser simplesmente representada como um termo aditivo.

Teorema S. O ponto de equilibrio de um sistema dindmico estocdstico é uniformemente estdvel em

Lo(82) com respeitoa A = {z,z € L5(2), ||z < H} se [6]:

1. A funcdo V é continua e positiva definida. V tem limitante superior e inferior o e 3, sendo
ambas fungdes de classe K. Ou seja, o ||z,||) < V(z) < B(||znl|);

2. E{V(zns1(no, zo,w))} < E{V(2,(no,Zo,w))} parang € N, n > ng e ||z,,|| > H.
O teorema 5 assegura que um sistema ¢é estdvel se a esperanca da fungdo de energia V'(.) (o

raciocinio da teoria de Lyapunov € a andlise da energia do sistema) nao aumenta ao longo do tempo
[57].

3.4 Interpretacio Geométrica

A teoria de Lyapunov para andlise de estabilidade pode ser considerada a luz de uma interpretacao

baseada na evolug¢do do uso da energia total de um sistema dindmico. E possivel que o sistema
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dispenda energia ao longo do tempo e que essa mesma energia nao seja reposta [57]. Nesse caso, o
estado do sistema pode ser direcionado lentamente para algum ponto ou regido em que tendera a ficar

encerrado indefinidamente, o que nos remete, no caso de Lyapunov, a no¢ao de estabilidade.

Se considerarmos que V' é uma fun¢do genérica de energia do sistema dindmico, entdo a explana-
¢do acima implica
Viw,) > V(W) > Vi(waan) .

Se for considerado um sistema estocdstico, interessantemente, a abordagem intuitiva permanece,
de certa forma, aplicdvel, desde que sejam consideradas todas as possiveis realizagdes [57]. Conse-
quentemente, temos

E{V(W,)} 2 E{V(Was1)} 2 E{V (Wain)}

Do ponto de vista geométrico, se considerarmos a funcdo energia do sistema representada jun-
tamente com a trajetdria, entdo € possivel notar a perda de energia. Os sistemas que possuem essa
caracteristica apresentardo uma regido de confinamento, de onde o sistema ndo consegue sair apos

adentra-la.

A figura 3.8 apresenta a visdo geométrica de um caso simples em que a trajetdria do sistema é
representada na superficie que descreve a funcao energia bem como em curvas de nivel refletidas no
plano. O sistema perde energia passando do nivel de energia V), para V3. Uma analogia simples € o
tanque de combustivel de um carro. No comeco de uma viagem, o tanque estd cheio, ou seja, com
nivel de energia potencial V;. Contudo, ao longo do caminho, a energia potencial é consumida para
movimentar o veiculo. Isso faz com que o veiculo, apés alguns quildmetros, tenha se associado ao
nivel de energia V5. Ao término do percurso, o carro chega ao nivel de energia V3. Obviamente,
abastecer o tanque do carro significa adicionar energia no sistema. Geralmente estamos analisando o
sistema dindmico nos momentos em que 0 mesmo nao sofre influéncia externa para acrescentar mais
energia. Mas isso ndao impede o uso da teoria de Lyapunov se considerarmos que a energia do sis-
tema pode ser um dos parametros do modelo. Apresentamos dois exemplos abaixo para exemplificar

melhor um sistema estdvel do ponto de vista de Lyapunov.
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N Evolugéo na superficie referente a fungdo de Lyapunov.

., V
Evolugdo no plano, o que mostra decréscimo no nivel de energia.

Fig. 3.8: Interpretacdo geométrica para teoria de Lyapunov.

Exemplo 5: Seja um sistema dindmico com o modelo
Wpe1 = awy,lal <1,n>0.

Para qualquer ponto de inicializa¢do wy, o sistema terd um valor de |w,| menor que o
do passo anterior. Note que o sistema € estdvel devido a condi¢go |a| < 1 (considere a
fungdo de Lyapunov V = w? = AV = (a® — 1)w?).

Exemplo 6: Seja um sistema escalar [57]
Wpy1 = (@ +&)wy, ,n > 0.

onde &, € i.i.d com
E{¢.}=0,E{} =0".

Escolhendo a candidata a fun¢do de Lyapunov como

V(w,) = w?

n

entao
E{V(wni1)|wp} = (a® + o*)w?
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Portanto, se (a? + %) < 1, entdo
E{V(wpi1)|wn} — V(w,) = (a* +0* — Dw? < 0.

Consequentemente, a origem do sistema € assintoticamente estavel. Este exemplo pode

ser estendido para cobrir o caso vetorial.

Intuitivamente, um sistema estocdstico estavel deveria ser tal que E{V(w,)} permanece limi-
tada superiormente. Em termos da sequéncia {w, }, um sistema estocéstico estdvel deveria ser tal
que, para a maioria das amostras de {w,, }, isto é, para um conjunto de amostras com probabilidade
arbitrariamente préxima a 1, ||w,,|| deveria ser limitado [57].

Um sistema estocdstico assintoticamente estdvel deve obedecer a condi¢cdo E{V (w,,)} limitada

para todo n e fazer com que £{V (w,,)} decresca monoticamente para zero com probabilidade 1 [57].

3.5 Analise de Convergéncia

Os resultados obtidos via andlise de Lyapunov também podem auxiliar a andlise de convergéncia.
Os teoremas e definicdes apresentados até o momento valem tanto para sistemas autdnomos como
para ndo-auténomos. Contudo, se considerado autonomos, € possivel obter resultados mais fortes

com relagdo ao cardter assintdtico da estabilidade.

Definicao 19. O conjunto G em R"™ é um conjunto invariante para um sistema dindmico se toda

trajetoria do sistema que comega de um ponto de G permanece em G para todo o tempo futuro [20].

Qualquer ponto de equilibrio € um conjunto invariante. O dominio de atragdo de um ponto de
equilibrio também é um conjunto invariante [20]. Para um sistema auténomo, qualquer trajetdria no
espaco de estados € um conjunto invariante.

Os resultados sobre conjuntos invariantes permitem estender os conceitos da teoria de Lyapunov
para descrever convergéncia de sistemas dinAmicos em termos mais abrangentes que o de ponto de

equilibrio, como a convergéncia para um ciclo limite.

Comentario 1. Existe uma extensdo do principio original de invaridncia de LaSalle para o caso
discreto [62]. Basicamente, se as hipoteses expostas no Teorema 3 sdo vdlidas para um conjunto
invariante, entdo o ponto estdavel serd assintoticamente estdvel. Veja o coroldrio abaixo descrevendo

o principio da invaridncia para o caso discreto no tempo.

Corolario 1. Se uma funcdo de Lyapunov tem derivadas parciais continuas, limitadas inferiormente

em C" e satisfazendo AV (w,) < 0 ao longo de trajetérias para frente, entdo qualquer trajeto-
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ria limitada tende para o maior subconjunto invariante contido no lugar geométrico G dos pontos

definidos por AV (w,,) = 0 [62].

Nota 11. Sob o principio da invaridncia para sistemas discretos no tempo, existird estabilidade

assintdtica mesmo quando AV (w,,) ndo € estritamente menor que 0 [20].

Exemplo 7: Considere o sistema de duas dimensdes
ayn bz,
Tpy1l = el = .
T T2 T T2

Vamos definir em G o seguinte conjunto
F=Az,,y,: AV =0,2,,y, € G}.

~ . . 2 2
Entdo, considerando V' = z;, + v,

b? 2 a’ 2
AV = | ——= —1 ——1 .
(1) =+ (1)
A andlise de AV vai requerer diversos casos.

Casol:a’> < 1,0® <1

Para essa situacao
AV < (b2—1)xi—l—(a2—1)yi§0

Veja que a fungdo V' € uma fungdo de Lyapunov em R?. Neste caso, F' = {(0,0)} e
toda solugdo € limitada. Toda solug@o se aproximara da origem quando n — oo. Este
€ um caso classico de Lyapunov onde V' e —AV sdo fungdes positivas definidas. Neste
cenario, tem-se estabilidade assintética.

Caso2: > <1,0’<lea’>+b <2

Vamos assumir que a®> < 1 e b*> = 1. V ainda é uma fun¢do de Lyapunov em R?, mas

—AV nao é positiva definida. Veja que

AVS(a2—1)y,2L§O

Neste caso ' corresponde ao eixo z,, ou seja, todos os pontos onde y,, = 0. Mas

quando z,, # 0 e y,, = 0 entdo

Tn 0,9y, =0= 2,01 =0,ypi1 = bx, .
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Ou seja, o ponto de equilibrio € a origem. Neste caso, o ponto de equilibrio terd estabili-
dade assintética.

Caso3: > =0 =1

V' € uma funcdo de Lyapunov e todas as solugdes sdo limitadas. Neste caso, as possi-

veis solucdes serdao

{(Cv O) ) (07 C) ) (—C, 0) ) (07 —C)}

onde c representa o ponto de intersec¢do com o lugar geométrico 22 + 32 = ¢%. Existem
dois sub-casos para anélise.
Caso3-a: ab =1

Th=CYp=0= 2,01 =0,9yp11 =bc= 2,0 =0abc=c,y,12=0.

Veja que, neste caso, a solugdo apresenta um carater periddico (periodo 2). Consequen-
temente, qualquer solucdo ou vai para a origem ou vai para o0 movimento periddico.
Caso 3-b: ab = —1

Tpn=C,Yp=0= 2,01 =0,y,11 = bc = x,,,0 = abc = —c,
Ynio =0= 2,13 =0,Yp13 = —bc = xp1qy = —abc =c, Y14 =0.

Considerando ¢ # 0, tem-se movimentos periédicos com periodo igual a 4. Como no
caso 3-a, ou a solucdo € a origem ou 0 movimento periddico.
Caso4:a>>1,0°>1
Seja o conjunto
Bs = {xy, yn : xi""yi < 52}7

entdo, para z,, € By e ¢ suficientemente pequeno

b? 9 a? 9

Portanto, nenhuma solu¢cdo que comece em B; conseguird convergir para origem,
pois a distancia com relagdo a origem somente aumenta a medida que o sistema evolui
no tempo. Consequentemente, as condi¢cdes de Lyapunov nao sdo obedecidas e o sistema
€ considerado instavel.

Do ponto de vista do principio da invariancia, cada solugdo deve sair da regido deli-
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mitada por B;s e, como ndo existe nenhuma solu¢do que consiga avancgar diretamente para

a origem (exceto a propria origem), entdo nao temos solucao trivial quando n — oo.

O

O tratamento de sistemas de equagdes a diferencas para o caso nao-auténomo € descrito em [63].
Contudo, esse caso pode ser representado pela figura 3.9 onde a intencdo € dar uma nocao intuitiva
de conjuntos invariantes. Dado o ponto y € G, tomando a sequéncia w;, — m quando £ — co. A
figura 3.9 representa tanto a evolugdo espacial quanto a temporal do sistema dinamico. As expressdes
que limitam o sistema (lugar geométrico de y) de uma certa forma apresentam propriedades de tra-
tamento invariante [63], apesar de nem sempre estarmos tratando um conjunto invariante para o caso

nao-autdonomo [20].

NG R"

Fig. 3.9: Representacdo do principio da invariancia.

Nota 12. Assuma que exista uma funcdo de Lyapunov V (w,,) definida em um conjunto D tal que
AV (w,) < 0 para qualquer w,, € D. Entdo as varidveis de estado (ou trajetdrias do sisema)
tendem ao maior conjunto invariante que contém a lugar geométrico definido por AV (w,,) = 0 para

qualquer n > 0 com probabilidade 17 [64].

3.6 Sumario

A teoria de Lyapunov para o estudo de estabilidade de sistemas dindmicos, abrangendo tanto o

primeiro quanto o segundo método, foi apresentada neste capitulo.

"Para um ambiente estocéstico, a origem é estdvel com probabilidade 1 quando existe § > 0 e € > 0 e ainda existe
¢(9, €) tal que ||ul| < ¢(J, €) entdo Probabilidade(supy|ul| <€) < § [57].
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No caso do primeiro método de Lyapunov, a exposicdo realizada mostrou que, em esséncia, seu
modus operandi ja € classico na andlise de algoritmos de equalizacdo, embora nem sempre a potencial
sinergia entre teoria de sistemas dindmicos e processamento de sinais seja plenamente explorada. Por
outro lado, o segundo método de Lyapunov se mostra uma ferramenta mais poderosa, pois permite
tratar sistemas ndo-lineares deterministicos e estocdsticos segundo um arcabougo conceitualmente
similar. Outra vantagem muito importante do segundo método é que sua aplicacdo ndo exige nem
a prévia obtencdo dos pontos de equilibrio do sistema dindmico nem a ado¢ao de simplificacdes de
modelo (por exemplo, lineariza¢do). A busca pelo emprego do segundo método, como vera o leitor,
serd uma tonica ao longo dos préximos capitulos.

Como reflexao final, desejamos chamar a atenc¢do para o fato de que, no caso de processamento
digital de sinais, € bastante usado conceito de estabilidade BIBO (Bounded-Input Bounded-Output),
que, em termos simples, baseia-se na idéia de que, dada uma sequéncia discreta como entrada de
um sistema dinamico caracterizada por uma limitacdo superior de amplitude das amostras, espera-
se que uma limitacdo similar seja vélida para a saida de um sistema estdvel. Interessantemente, a
estabilidade de Lyapunov exige que as varidveis do sistema dindmico fiquem confinadas em uma
regido ou contorno, o que apresenta pontos de contato que gostariamos de ressaltar com o conceito

de estabilidade BIBO, apesar de ambas as no¢des serem aplicadas em contextos distintos.



Capitulo 4

Analise da Estabilidade de Algoritmos
Supervisionados Baseada no Segundo

Método de Lyapunov

Neste capitulo, investigaremos a estabilidade no sentido de Lyapunov de dois algoritmos de filtra-
gem supervisionada: o SDA e o LMS. Essas andlises sdo as primeiras contribui¢des especificas deste
trabalho.

A andlise do SDA servird ao propésito de introduzir a teoria de Lyapunov no escopo de andlise
de estabilidade de algoritmos de equalizacao adaptativa. Isso servird de subsidio para anélises mais
complexas, como as do LMS e do CMA.

Vale ressaltar que as técnicas aplicadas neste capitulo podem ser estendidas para outros tipos de

metodologia de filtragem, tanto para canais e equalizadores lineares quanto para o caso ndo-linear.

4.1 Analise do Algoritmo SDA

Apresentaremos agora a andlise, do ponto de vista do segundo método de Lyapunov, do algoritmo
SDA, exposto no capitulo 2.3.2. Tendo em vista a estrutura do algoritmo, trata-se de uma andlise em
cendrio inerentemente deterministico.

A fungdo custo do SDA um passo a frente pode ser escrita como

< 2 AT T < T <
Jspa(Wni1) = 05 =Wy P — P Wyt + W, RWpig . 4.1)

Da defini¢@o da expressdo de adaptagdo do SDA (w,, .1 = W, + u(p — Rw,,)) da equacdo (2.23),

61
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pode-se escrever a funcdo custo um passo a frente de uma nova maneira:

Jspa(Wni1) = 03 — (W, + p(p — RW,,))'p — p’ (W, + u(p — RW,,))

T 4.2)
+ (W, + u(p — Rw,)) R(W,, + u(p — Rwy,)) .

A func¢do candidata a funcdo Lyapunov serd proposta conforme o trabalho de [18], ou seja, a
funcdo custo que gera o algoritmo serd utilizada como base. Vale ressaltar que, no caso do SDA,
temos uma fung¢do custo convexa [27][28], o que facilita a anélise de Lyapunov. Os resultados obtidos
em [18] sobre func¢des de Lyapunov convexas sdo aplicdveis aqui, o que significa que o algoritmo, se
convergir, o fard para um tnico ponto. Isto se deve ao fato de o principio da invariancia - vide nota 11

(secdo 3.5 na pdgina 57) - ser aplicdvel neste contexto.

Vspa(Wy,) = Jspa(Wy,) — Jspa(w) >0, (4.3)

sendo Vspa(W,) = 0 somente se W,, = W,, ;. Note que a fungio candidata a fungéo de Lyapunov
obedece as restrigdes com relagdo a V' ser positiva definida e continua. Isso é facilmente observado se
considerarmos que Jgp 4 é uma funcdo quadrética, portanto convexa. Portanto, conforme o teorema 3,

a funcdo AVspa

AVspa = Jspa(Wpt1) — Jspa(Wy)

= _(VAVn + :u(p - RVAVn))Tp - pT(Wn + ,U(p - an))

R R R R (4.4)
+ (Wn + p(p — an)>TR(Wn + u(p — Rw,,))
+wlp+p'Ww, — W/ Rw, .
A expressao (4.4) pode ser simplificada para
AVspa = 1*( — p"R"RW,, — W, R"Rp + W R"RRW,, + p’Rp)
+u(—2p"p +2p" RW,, + 2w Rp — 2w/ R"RwW,,) (4.5)

<0.

O préximo passo € analisar a inequacdo presente na expressao (4.5). O ponto de interrogacao (7)
foi incluido apenas para alertar o leitor que neste ponto ainda nao sabemos se inequagao realmente
sera valida. Veja que, AVspa = 0 é um polindmio com relagdo a ;1 sem o termo constante. Conse-

quentemente, para fazer valer a inequagdo (4.5), basta considerar os valores de y tais que o segundo
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membro da igualdade seja menor que um dado 6, conforme equacio (4.6).

X +2p”p — 2p"Rw,, — 2w Rp + 2w R7Rw,,
p<0p,R,W,) = - - - - : (4.6)
—p'R"Rw,, — WR"Rp + w/R"RRwW, + p’Rp

Se o passo de adaptacdo p € escolhido de acordo com a inequacao (4.6), entdo o sistema deter-
ministico sera estavel no sentido de Lyapunov pois AVsp4 < 0. Por outro lado, i deve obedecer a
hipétese 2, ou seja, o numerador e denominador de equacio (4.6) devem ter o mesmo sinal. Neste
ponto, a candidata a funcdo de Lyapunov Vsp 4 passa a se chamar funcdo de Lyapunov uma vez que
€ possivel extrair consideracdes sobre estabilidade. Vale lembrar que consideramos que ;o > 0.

A func¢do de Lyapunov V (w,,) pode ser limitada por x||Ww,, — w||? > Joaa(W,) — Jona(w) >
V||W, —w|Pparap > 1,p € Ze0 < k < ¥ < oo [18], 0 que prova que a mesma funcgéo é

decrescente e localmente positiva definida.

4.1.1 Analise de resultados

A figura 4.1 apresenta §(p , R, w,,) para o caso de um canal de fase mdxima com dois coeficientes
(com fungdo de transferéncia h(z) = 1 + 1,5z7! e atraso d = 2). Conforme mencionado no
capitulo 2, o sinal transmitido € bipolar. Neste caso, o canal € de fase ndo-minima. Cada ponto da
superficie foi obtido através da média entre os valores gerados pelos estados do canal mencionado

com o sinal de entrada escolhido . A solugio de Wiener para o atraso d = 2 é [—0, 2706 , 0, 5864]%.

'Um canal com 2 coeficientes alimentado com sinal bipolar produz 8 possiveis vetores de saida. As oito possiveis
saida sdo obtidas fazendo vetores entrada combinando as possibilidades para s,,, isto é, +1 e —1
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Fig. 4.1: (a) Superficie de 6 para canal h(z) = 1 + 1,527! e d = 2, sem ruido aditivo. (b) Mesma
simulacdo com ruido aditivo branco e gaussiano (AWGN) com SNR = 20 dB - 100 tentativas de
Monte Carlo.

A superficie 6 é um limitante superior para o passo de adaptacdo. Isso significa que o valor do
passo de adaptacdo maximo é representado pela superficie da figura 4.1. Contudo, nada impede
que o algoritmo utilize passos de adaptagao menores que aqueles representados na figura. Existe
uma relacdo direta entre passo de adaptacdo e velocidade de convergéncia, porém essa questdo nao é
coberta aqui.

Para efeitos de equalizag¢do, devemos lembrar que consideramos um algoritmo de passo constante.
Portanto, o projeto do equalizador deveria ser feito tomando o menor valor de # disponivel para evitar
flutuagdes.

A primeira conclusdo interessante € que existe uma dependéncia muito forte entre a escolha do
ponto de inicializagdo do vetor de pesos e o valor maximo do passo de adaptacdo ¢ para que o
algoritmo seja estavel. Nos pontos préximos a solucao de Wiener, € necessario um passo de adaptagao
menor, pois, do contrario, o algoritmo iria “saltar” o ponto de equilibrio e nunca ficaria préximo
o suficiente dele para ser considerado estdvel. J4 nos pontos distantes do ponto de equilibrio, é
interessante ter um passo de adaptagdo maior. No entanto, ndo existe na superficie da figura 4.1 uma
relacdo linear entre ponto de inicializac@o e passo de adaptacdo estavel.

A dependéncia entre ponto de inicializac@o e passo de adaptacdo parece ser aceitavel se for con-
siderada a andlise de algoritmos do tipo gradiente, uma vez que temos a razdo entre os autovalores
diferente de 1 2. Consequentemente, sdo esperados diferentes padrdes de convergéncia associados a

direcdes distintas determinadas pelos autovetores. Conforme mencionado em [27], os autovetores da

2Para o canal [11,5] os autovalores da matriz de autocorrelagio sio 1,75 e 4,75. Os autovetores sio
[—0,70711 0,70711]% e [0, 70711 0,70711]%.
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matriz de autocorrelacdo definem os eixos principais da superficie de custo, como mostram as linhas
mais destacadas da figura 4.2. A figura ainda representa as curvas de nivel da fun¢do custo, bem

como as curvas de nivel relativas a superficie 6.

Outra observacdo € que a superficie § nido é plana. Portanto, esse € o motivo para a relacio

nao-linear entre ponto de inicializac¢do e passo de adaptagdo.
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Fig. 4.2: (a) Superficie de § para canal h(z) = 1 + 1,527! e d = 2, sem ruido aditivo. (b) Curva
de nivel da funcdo custo (linha pontilhada) e #, ou seja, o limitante superior do passo de adaptagdo
(linha continua).

Como a fun¢do de Lyapunov € baseada na funcao custo, nota-se que as curvas de nivel da funcdo
custo e o limitante superior do passo de adaptacdo (o qual € derivada da fun¢ao de Lyapunov) apre-
sentam um ponto de minimo comum. Esse minimo comum é exatamente a solucdo de Wiener que
oferece o menor valor da fun¢do custo. Nas regides infinitesimalmente préximas do minimo de Wi-
ener € necessario um menor passo de adaptacdo para evitar que o algoritmo fique saltando em torno

do ponto de equilibrio.

E possivel notar a dependéncia do formato da funcio custo e fungio 6 através de outras simulacdes
com outros canais, vide figuras 4.3, 4.4 e 4.5. Note que, novamente, os autovetores coordenam o
formato das superficies. A grande vantagem em termos de simplicidade de andlise, no caso do SDA,

€ que o ponto de equilibrio ja € conhecido, uma vez que o mesmo coincide com a solu¢do de Wiener.



Andlise da Estabilidade de Algoritmos Supervisionados Baseada no Segundo Método de
66 Lyapunov

=

13

Z
=

=

=

12

=
/5/:’/
=~

11

—
===

=
—
=

Tz

—
=
=
=

—
=
=

=

2=

=
==

Z

==

0.9

—

—
=
////
T

17

0.8

———
==
7=

7

=

77

FZ
7
27 7
gz

==

77

F

0.7

==
77

—

—

—
77

0.6

0.5

=
0.4 JARNRSSSS B
- A0S, S
\\\““ =
e
S S SIS oSS S o S s
=== ““."‘““ ———
= SS==—

(a) (b)

Fig. 4.3: (a) Superficie de 6 para canal h(z) = 1 — 1,5z7! e d = 2, sem ruido aditivo. (b) Curva
de nivel da funcdo custo (linha pontilhada) e ¢, ou seja, o limitante superior do passo de adaptagdo
(linha continua).
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Fig. 4.4: (a) Superficie de 6 para canal h(z) = 1 + 0,6z"! e d = 0, sem ruido aditivo. (b) Curva
de nivel da funcdo custo (linha pontilhada) e €, ou seja, o limitante superior do passo de adaptagio
(linha continua).
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Fig. 4.5: (a) Superficie de 6 para canal h(2) = 1 — 0,627! e d = 0, sem ruido aditivo. (b) Curva
de nivel da funcdo custo (linha pontilhada) e #, ou seja, o limitante superior do passo de adaptagdo
(linha continua).

A relacdo entre a matriz de autocorrelacdo R e as curvas de nivel da funcdo de Lyapunov ndo
surge por acaso. Se considerada a equagdo (2.23), que € a expressdo de adaptagdo do algoritmo
SDA, é possivel invocar o conceito do primeiro método de estabilidade de Lyapunov e promover uma

andlise comum para sistemas lineares.

4.1.2 Extensao dos resultados
A expressao (4.6) pode ser escrita de maneira expandida como

p<O(p R W) = ——————— A A SENCR)
—p'RTRw, — w.RTRp + w/R'RRw,, + p’Rp

A andlise dos termos do denominador permite encontrar uma forma mais sucinta
—p"RTRw, — wR’Rp + W R"RRw, + p’Rp = (p— Rw,)"R(p—Rw,). (4.8)

Lembrando que, no caso do SDA, p — Rw,, = e, consequentemente
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. 2¢el’e e’Re.
,uf@(p,R,Wn): _2( ) !

— 4.9
e’Re 49)

e’e
Isto nos da uma expressao em funcdo do erro e. Contudo, o extremo superior da expressdo acima
pode ser escrito em fun¢do dos autovalores da matriz de autocorrelagdo - de acordo com a idéia de
quociente de Rayleigh - conforme [28, eq 8.21]

2
p<0(p,R,w,) = : (4.10)

)\ma:c

Esse resultado é exatamente a expressao classica do limite do passo de adaptacdo para o SDA,
conforme exposto no capitulo 2. E importante dizer que, ao contrario do que foi feito aqui, as andli-
ses baseadas no método de Lyapunov disponiveis na literatura ndo langcam nenhuma conclusdao com

relacdo ao passo de adaptacdo [65][66][67].

4.2 Analise do Algoritmo LMS Utilizando Abordagem de Lya-

punov Deterministica

Algumas defini¢des serdo importantes para a andlise da estabilidade do LMS. Primeiramente,

definamos o erro entre o vetor 6timo e o vetor de parametros estimados,
W, =W, — Wy . 4.11)
A partir de (4.11), podemos reescrever a expressao de adaptacao do algoritmo LMS (2.31) como
Wyt = Wy + [enX, — Wy = Wy, + e, X, . 4.12)

Denotando por v,, 0 erro associado a solu¢ao de Wiener, i.e., XZWW + v, = S,_q podemos reescrever

o sinal de erro e,, como

T

T T -
€np = Sp—d — X, W, =X, Wy + 0, — X, W,

. (4.13)

= Uy — X, Wy, .
Note ainda que a representacdo do erro em (4.13) se assemelha a forma obtida no problema de
identificacdo de sistemas, onde o erro depende da distancia entre o vetor de coeficientes da planta e

do modelo (w), e possivelmente de um ruido de medida (v,,) descorrelacionado do sinal de entrada
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[13]. Conseqiientemente, substituindo (4.13) em (4.12), temos

v‘W/n-‘,-l =W, + MU Xy — ,anxcyl;‘;vn . 4.14)

A hipétese adicional para essa andlise € descrita como:

Hipétese 6. O sinais envolvidos no problema de filtragem sdo sinais reais.

Seja a candidata a funcdo de Lyapunov *

Virs(Wy) = Wi w, (4.15)

Nota 13. A abordagem deterministica é comumente considerada na literatura, pois seria uma forma
particular do caso estocdstico e pode ser considerada como a limitante para o pior caso. Alguns

trabalhos que utilizam uma fungdo de Lyapunov determistica mesmo em problemas estocdsticos sao
[68][24][23].

Nota 14. Na construcdo da equagdo (4.15) é considerado que todos os termos da equacdo (2.31) sd@o

deterministicos. Consequentemente, a teoria de Lyapunov para sistemas deterministicos é aplicdvel.

A diferenca temporal da candidata a fun¢ao de Lyapunov € expressa como (vide teorema 3)
AV = Viars(Wost) — Viars(Wa) = WL Wost — WIW, . (4.16)

Na andlise de (4.16), € preciso considerar a decomposicdo de vaﬂanH. Da equaciao (4.14),

temos

~T =~ ~ T~ ~ T ~ T T T~
W, 1 W1 = W, Wy + W, XUy — W, Xp X, Wy, + X, Wy, Up

I xIv, (4.17)

— 120Xt X, X W, (%, X W) (X, X W)

2
n

2T 2 T T ~
+ UX, Xp v, — UURX, Xp X, W, — UW

considerando a hipétese 6 (i.e x. w,, = wlx,),

~T =T~ =T T, T
W, 1 Wnil = W, Wy, + 2UW, X, U, — 2UW, XX, Wy

(4.18)
T T T

2 T 2 2 ~ 2 < \T T
+ X XU — 250X X X, Wy 1 (XX, W )T (XX, W)

3Veja que a condigio 2 do teorema 3 é obedecida para esta fungio.
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Portanto a expressdo (4.16) pode ser reescrita como

T

AV = +2,uv~v§xnvn — 2uv~v5xnxn W,
7 . . (4.19)

2,7 2 2 ~ 2 - \T ~
+ X XU — 250X X X, Wy 1 (XX, Wi )T (XX, W)

Para provar estabilidade em torno do ponto de equilibrio devemos ter AV <0, ou seja, da expres-

sdo (4.19), a seguinte desigualdade precisa ser verdadeira

pXIX,02 — 20, XXy X Wy 4 (XX Wi )T (XX W, )| < — 2W. X0, + 2W X, XA W, . (4.20)

Consequentemente, o passo de adaptacdo deve ser limitado por

T

2wlix, (xIw, —v,)

=0, 4.21)

< . —
xI'x, (xIw,, — v,) T (xEW,, — vy,)
Em casos préximos a condi¢des de equalizagao/identificacdo perfeitas, podemos considerar v,, como
sendo valor desprezivel. Nesse caso, a expressdo (4.21) para um limitante superior do passo de

adaptacdo fica ainda mais simplificada, tornando-se uma regra pratica do tipo:

2

m . (4.22)

<
Nota-se que essa expressdo simplificada é similar a obtida através da andlise cldssica do LMS [28]
vista no capitulo 2, o que indica a existéncia de coeréncia entre a abordagem de Lyapunov e a meto-

dologia dependente da idéia de convergéncia no sentido do erro quadrético.

Na figura 4.6, apresentamos o resultado correspondente a equacdo (4.21) no contexto do problema
de equalizagcao de um canal composto por dois elementos com um filtro com dois coeficientes. Cada
ponto da superficie foi obtido através da média de varias realiza¢des do sinal de entrada considerado o
mesmo vetor de pesos. Para explorar o limitante superior ¢ para cada ponto de inicializagao, talvez o
correto seria tomar como referéncia o menor valor de # obtido em uma realizagao especifica. Contudo,
para um contexto geral de equalizacdo, é necessdrio inicializar o algoritmo com fi,,,, < min(f) para
garantir estabilidade em todo o conjunto de estados. Portanto, tomar vdrias realizacGes para obter
f como uma referéncia para o passo de adaptacdo ndo nos parece danoso. Veja que a superficie
apresenta uma forma convexa nas proximidades da solucdo de Wiener. Quanto mais préximo ao
minimo, menor deve ser o valor do passo de adaptacdo para que se tenha um passo minimizante no
que se refere ao critério de Lyapunov. Tomando a equagdo (4.21), notamos uma dependéncia com

W,, ou seja, o valor do limite para passo de adaptacdo depende da localiza¢do do vetor de pesos.
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Note que a obten¢@o dessa superficie significa que conseguimos obter um guia para escolha do

passo de adaptacdo para o problema abordado, o que era a nossa meta fundamental.

W

1

0 de Wiener (d = 0)

-2

1.5

Il
i —
e ——

0.5

-0.5

[
i
-1

i~
7~
s

=
(=7
7~
/7
e
.
i
—
77
—
—

14+ 0,6zted=0.

Fig. 4.6: Superficie que simboliza o limite para o passo de adaptacdo para equagdo (4.21). Canal
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4.3 Analise do Algor
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€ necessario consi

7z

b

No caso estocastico

utiliza o operador esperanca, ou seja

(4.23)

Consequentemente,

(4.24)

) = Vins(Wy)
W1} — E{W, Wy} .

AV = VLMS ({;Vn—i-l

= E{szﬂ
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Utilizando a expressao (4.18), obtemos (vide teorema 5)

AV =Vins(Wang1) — Vins(Wn)

= B{wlw,} + E{2uwlx,v,} — B{2uwlx,x W,} (425)
+ B{*xIx 0t v, ) — B{2pPv,x %, xE W, ) '

+ B{p(xnxiw,) T (xnxi W, )} — B{W1W,} .

Considerando a equacio (4.25) podemos estabelecer as condi¢des para que AV < 0
2E{wlx,x'w,} — 2E{wlx,v,}

u < =0. 4.26
E{xgxnvgvn} — E{Qvnxzxnxzﬁvn} + E{(xnxzﬁvn)T(xnxz:\fvn)} ( )

Para casos que o valor de v,, (erro residual) é desprezivel em comparagdo com os outros termos,

a equacdo (4.26) pode ser reduzida a

< 2E{wlx,xIw,}
M= B (X TW) T (3, XT W) }

=0. (4.27)

A figura 4.7 apresenta uma exemplo de superficie de nivel 6 da equagdo (4.26). As condigdes para

esta simulacao sdo as mesmas da figura 4.6.
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Fig. 4.7: Canal h(z) = 1 + 0,627! com atraso d = 0. Superficie que simboliza o passo de adaptagio
para equacdo (4.26).
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A superficie referente a equagao (4.27) € representada na figura 4.8.
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Fig. 4.8: Canal i(z) = 1 + 0,627! com atraso d = 0. Superficie que simboliza o passo de adaptagio

para equacao (4.27).

E possivel perceber que a figura 4.7 apresenta uma notavel semelhanca em sua forma geral com
a figura 4.6, o que revela uma conexao entre a abordagem estocdstica e a abordagem deterministica
quando diversas realizagcdes sdao levadas em conta. Ainda mais interessante que isso, no entanto, €
refletir sobre o limitante obtido através da expressd@o mostrada na figura 4.7. Antes de mais nada, é
preciso ter em mente que a figura foi gerada para um caso de equaliza¢do em que a solugao de Wiener
nao era capaz de obter um erro nulo. Isso faz com que seja esperada a existéncia de flutuacdes do
vetor de pesos em torno da solu¢do de Wiener, o que nos conduz a no¢do fundamental de misadjust-
ment [28]. A existéncia dessas flutuacdes, de certo modo, justifica o ’pico invertido” que se verifica
na vizinhanca do 6timo, pois, para, em termos simples, obter uma tendéncia de confinamento do
vetor numa regido cada vez menor em torno da solucdo de Wiener, passa a ser necessario empregar
passos de adaptacdo cada vez mais reduzidos. Quando o vetor € igual ao 6timo, a Unica forma de
manté-lo nessa posi¢ao € zerar o passo para evitar flutuagdes residuais. Essa linha de raciocinio abre
perspectivas interessantes em termos de andlise de misadjustment vs. passo.

Para dar um pouco mais de suporte a essas idéias, mostramos, na figura 4.8, uma curva em que

o erro residual da solucao de Wiener é considerado nulo: nesse caso, ndo se verifica a existéncia do
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emin .

wo

Fig. 4.9: Superficie representando o limitante superior do passo de adaptacdo e o ponto onde AV = 0.

’pico invertido” que estd disponivel na figura 4.7, pois mesmo um passo nao-nulo € incapaz de pertur-
bar o equilibrio associado ao 6timo. Esse seria o caso tipico em problemas ideais de identificagcdo, por
exemplo. Contudo, ao ignorar o erro residual da solu¢do de Wiener, estamos desprezando um fator
relevante para determinar o valor preciso do passo de adaptagao. Isso significa que desconsideramos a
necessidade de um passo de adaptacdo menor em torno do minimo de Wiener pois o “’pico invertido”
da figura 4.7 desaparece. Ou seja, se utilizarmos a figura 4.8 como referéncia para o passo adaptacao,
nunca alcangaremos os valores 6timos do passo de adapta¢do em torno do ponto de equilibrio.

Outro ponto interessante é que as curvas obtidas parecem estar razoavelmente limitadas por um
valor méximo, fato que pode indicar, a partir de uma andlise mais rigorosa, a viabilidade de se es-
tabelecerem resultados relacionando valores do passo de adaptacdo que levam, em algum sentido

estocdstico, a convergéncia para o 6timo a partir de regides iniciais diversas.

4.4 Analise de Convergéncia para LMS

4.4.1 Regiao de Convergéncia

No caso da teoria de Lyapunov, a regido de convergéncia é dada por
AV =0, (4.28)

u seja, o lu etri unca unov i u uncao qu i
ou seja, o lugar geométrico onde a funcao de Lyapunov passaria de uma funcido que “’perde energia”

para uma situagdo onde a fun¢@o “acrescenta energia” no sistema dinamico.
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Portanto, para o célculo do misadjustment, podemos tomar o pior caso e considerar que

Jem<oo> = J(n) ‘n—>oo _szn = J(n) ‘AV:O _']mirm (429)

A superficie limite para estabilidade é dada por

AV =0. (4.30)

Contudo, a condi¢do para o que o LMS deterministico seja estdvel € (vide equagdo (4.21))

<= AV <0. (4.31)

Portanto, tomando
p=0= AV =0. 4.32)

temos a regido de convergéncia. Consequentemente, a regido de convergéncia pode ser escrita como

funcdo de p. Vide como exemplo para intepretacdo geométrica a figura 4.9.

Vejamos alguns exemplos que ilustram essa idéia para dois tipos diferentes de sinal transmitido.
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Fig. 4.11: (a) Evolugdo dos pesos do algoritmo LMS com andlise de Lyapunov deterministica. Canal

h(z) =1 + 0,62 com sinal —1 + 2 % rand(1, N), . = 0, 3. (b) Ultimos passos da evolugio dos
pesos. (¢) Curvas de nivel de 6 e J; /5.

Nas figuras 4.10 e 4.11, o algoritmo evolui para a regido definida por ¢ e permanece aproxima-
damente restrita a ela. As curvas de nivel foram produzidas considerando o passo de adaptagdo i,
0 que mostra claramente que o resultado é um fruto da andlise de Lyapunov construida, ou seja, a
metodologia proposta permite que seja estimado o alcance do efeito de “deriva” ao qual se associa o
misadjustment.

No caso especifico da figura 4.10, para a qual o sinal transmitido é uma excitacao bindria, a con-
vergéncia tem um padrdo mais complexo, ja que, quando o algoritmo evolui para pontos préximos
do minimo, o valor da excitacdo € suficientemente grande para causar uma perturbagdo significativa.

Neste sentido, o algoritmo produz como resultado passos para os quais os pesos de filtro ndo conver-
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gem perfeitamente para o minimo, mas gravitam em torno dele. Isto é, na verdade, uma consequéncia
de se considerarem apenas algoritmos com passo de adaptacao fixo.
Os efeitos indesejados do passo de adaptacdo fixo e sinal bindrio sd3o0 menos severos no caso

apresentado na figura 4.11.

4.4.2 Analise de convergéncia do LMS utilizando abordagem de Lyapunov de-

terministica

Consideremos a expressao que garante a estabilidade do algoritmo LMS, ou seja, a equagao (4.21):

2wlx, (xIw, —v,)

=40. (4.33)

<
B X (X, — 0,) T (KT W, — 0,)

Tomando 1 = 6, entdo € possivel determinar a regiao de convergéncia como

T T
= 2w, X, (X Wy, — V) _ 4.34)

 xTx, (xXTw, — )T (xTW, — vy,)

ou seja, a regido de convergéncia para um dado passo . pode ser obtida através da formulacao

T

. (=,

X W, — Up) — 2WE X, (X

' —v,) =0. (4.35)

ux;fxn(x W, — Up) -

Levando em conta o caso de um equalizador com dois coeficientes, que € favordvel a ilustracao

de desempenho por meio de graficos, podemos definir:

%o = (@ @] . (4.36)

Xp = [xn xn—l] ’ (437)

Portanto, expandindo a expressao (4.35) e agrupando os termos em wy € w1, temos:

(pp1* + prnr, 1 — 20, )07 + (uwn2wn 1 + p,* — 22,%)08

+ (2p@nTn—1® + 2020 Ty — A1) W0t + (=200 Tp—1® — 20008, T -1 + 20T 1 )Wy
+ (=200 T L1 — 20030 4 2020 )Wg + (0 Tp_1® + pvn2,%) = 0.

(4.38)
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A expressao (4.38) pode ainda ser reescrita para se obter uma representacao mais simples.

ati? + b2 + cligty + diy + ety + f = 0. (4.39)

Notamos que a equagdo anterior representa, como lugar geométrico, uma se¢do conica (aw?Z +
b3 + iy +di +ewo+ f = 0). Em linhas gerais a expressio au~)§+bw%+cu~)0u~)1 +dw+ewg+ f =
0 pode representar uma elipse, pardbola ou hipérbole. O critério para determinar qual € a conica em
questdo depende do sinal de ¢ — 4ab = . Se x > 0, entdo a conica é uma hipérbole. Caso
x < 0, trata-se de uma elipse. Em udltimo caso, quando x = 0, tem-se uma pardbola. Observando
as superficies de ¢ (vide como exemplo a figura 4.6), é possivel observar a existéncia de elipses e

hipérboles como lugares geométricos disponiveis nas curvas de nivel de 6.

Para o equalizador de dois coeficientes, do ponto de vista da andlise de Lyapunov Determinis-
tica, os parametros que caracterizam a se¢ao coOnica no sistema de coordenadas wy X w; sdo (vide

equagao (4.38)):

a = pay + (paf — 2)at
b= pzirt + prg — 27
c = 2uxors + (2uxd — dxg)x
prozy + (2uTy 0)Z1 (4.40)
d = —2pv,73 + (2u, — 2uv,28) 1,

e = —2,uvnx0x% — 2,uvn$g + 2v,%0

_ 2 2 2 2
f = pokad + kel

E bom salientar que os resultados obtidos até entdo sdo referentes ao sistemas de coordenadas
wy X wy. Consequentemente, € possivel transladar os resultados para o sistema de coordenadas

original wy X wy.

As coordenadas dos pontos referentes ao lugar geométrico definido por aw? + bw? + cgw +

dig + ew + f = 0 s@o definidas, de maneira vetorial, como:

{i’n,conv: [&70 ’[171] ) (441)

ou no caso do sistema nas coordenadas originais, isto €, sem a translacdo para o minimo de Wiener

VAVn,conv: [QZJO ’LZJl] . (4.42)
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Consequentemente, uma estimativa para o misadjustment pode ser escrita como

J(n) |Wn conv _szn
e . (4.43)

M =

Utilizando a expressao do custo para o LMS (equagdo (2.26)), o valor do misadjustment pode ser
eXpresso como
2

o — W

ToA AT A
,com)pn - pn Wn ,conv + Wn ,coanTLWn ,conv Jmm

)
Jmin

T
n

M = mazx 4.44)

A expressdo para o misadjustment (equagdo (4.44)) tem algumas propriedades cldssicas. Uma
delas € a relacao direta entre M e p. Contudo, no caso da expressdo (4.44), é possivel considerar
uma sensivel reducao no esforco para se determinar o misadjustment, uma vez que nao € necessirio
calcular os autovalores da matriz de autocorrelacdo. Isso pode ser uma vantagem no sentido de

permitir a andlise de sistemas invariantes no tempo e/ou nao-lineares.

Ao utilizar a equacdo (4.44) devemos notar que necessitamos da varidvel w,, con,. OU seja, preci-
samos de informagdes do lugar geométrico que limita a regido de convergéncia. Os pontos do lugar

geométrico sao dados pelas expressoes (4.39) e (4.40).

E interessante notar que o calculo do misadjustment disponivel na literatura néio considera a regiéio
de convergéncia. Contudo, o misadjustment serve como métrica para saber a eficiéncia do algoritmo
em estado de regime. Na nossa abordagem (equacdo (4.44)), essa situacdo ainda perdura mas com o
diferencial que utilizamos as informacdes referentes ao lugar geométrico para o cdlculo de M. Essa
diferenca ¢é algo relevante, pois dd uma nova perspectiva para o conceito de misadjustment além de

tratar informagdes adicionais como a localiza¢do onde o vetor de pesos ficard confinado.

Infelizmente, essa andlise nao tem relacao com velocidade de convergéncia. Portanto, ndo conse-

guimos estabelecer qual seria a regido de convergéncia apds certo nimero de iteragdes.

As figuras 4.12, 4.13 e 4.14 apresentam casos de simulacdo para mostrar a relagao entre a regiao
de convergéncia, o passo de adaptagdo y e a fungdo limitante superior para o passo de adaptagdo ¢
obtida por intermédio da andlise de Lyapunov. Vale observar que as curvas de nivel foram obtidas
através de cortes feitos na superficie de # bem como calculando os pontos do lugar geométrico através
da expressao (4.38). Para obter figuras mais confidveis e com uma representagdo que ficasse mais
proxima do caso real, foi considerada no cédlculo dos parametros da equacao (4.40) a média, dado
que, em um canal com 2 coeficientes excitado com sinal bipolar, temos oito possibilidades de sinal

de saida e, em um canal com 3 coeficientes, o nimero de estados possiveis € 16.
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Fig. 4.12: Canal h(z) = 1 + 0,627 com atraso d = 0 e u = 0, 15. (a) Superficie § e respectivas
curvas de nivel. (b) Curvas de nivel e lugar geométrico no sistema de coordenadas wy X w;. (c)
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A diferenca entre os gréficos da figura 4.12 e 4.13 € o valor do passo de adaptacdo, o que mostra
claramente a relagdo entre passo e lugar geométrico de convergéncia. Para passos de adaptacao
pequenos, o lugar geométrico tem o formato de elipse, o que mostra que, se a curva de nivel em
questdo tem um formato eliptico, entdo a superficie apresenta uma formacgdo convexa, o que leva a
situacdo de minimo local tnico.

Nos casos onde o valor do passo de adaptacdo € mais elevado (vide figura 4.13), a forma da regido
de convergéncia pode ser hiperbdlica ou parabdlica. No entanto, a regido de convergéncia acompanha
esse formato. Isso significa que para esse valor de passo de adaptacdo p ndo oferece uma regido de
convergéncia fechada como a elipse. Consequentemente, a tendéncia € que o algoritmo nao leve os
elementos do vetor de pesos a ficarem confinados em uma regido fechada. Isso é uma situacdo que
leva a instabilidade. Vide como exemplo um caso de simulacdo da figura 4.16 para um passo de

adaptagao grande o suficiente para forma uma regido de convergéncia com formato hiperbdlico.

400

T T
. =
a = = Evolugdo dos pesos
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Fig. 4.16: Canal h(z) = 1 + 0,6z~! com atraso d = 0, u = 1, 2. (a) Evolug@o dos pesos do algoritmo
LMS. (b) Ultimos 50 passos da evolugdo de pesos.

As figuras 4.14 e 4.15 apresentam as mesmas situagdes de contorno da regido de convergéncia,
mas para um canal de fase ndo-minima e um canal com trés coeficientes. Em ambos os casos, a regiao
de convergéncia tem um formato eliptico pois foi escolhido um passo de adaptagao suficientemente
pequeno a fim de que a andlise ficasse proxima ao ponto de equilibrio. Porém € possivel notar nas
figuras 4.14-a e 4.15-a que, para passos de adaptacdo maiores o formato da regido de convergéncia
pode ser parabdlico ou hiperbdlico.

Todas as figuras apresentaram um versdo da regido de convergéncia no sistema de coordenadas
Wy X W1 € Wy X wy. Isso é relevante para apontar que o minimo de Wiener € localizado no regido central

do pico invertido que temos nas figuras 4.12-a a 4.13-a nas proximidades do ponto de equilibrio. Veja
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que o ponto de Wiener ndo estd necessariamente no centro dos elipséides que sdo formados a partir
da superficie . Contudo, o mais importante € notar que o minimo de Wiener esta dentro da regido de
convergéncia. Tal observacao ndo é nova [28], mas, no escopo deste trabalho, ela é corroborada com
a ajuda da teoria de Lyapunov e da anélise da regido de convergéncia.

A andlise de convergéncia promovida nesta se¢do pode ser aplicada a outros tipos de algoritmo,
inclusive algoritmos nao-supervisionados. Isso € possivel pois a andlise toma em consideragdo a
expressdo AV = 0. No caso de algoritmos estocdsticos teremos, como dificuldade adicional, de
calcular e considerar o valor das esperangas que possivelmente existirdo na funcdo de Lyapunov.
Vide, como exemplo, a fun¢do de Lyapunov considerando a formulagdo estocdstica para o algoritmo

LMS disponivel na equagdo (4.23).

4.5 Sumario

Uma das caracteristicas mais marcantes do ferramental de Lyapunov € que a formulagdo € pra-
ticamente a mesma para todos os algoritmos ou técnicas. Isso estabelece um contraste, no caso
supervisionado, com a abordagem classica, a qual geralmente emprega aproximacdes ou hipdteses
ad hoc como a teoria da independéncia. Neste capitulo, a aplicagdo da teoria de Lyapunov na ana-
lise de algoritmos se mostrou uma ferramenta importante tanto em termos de defini¢cdo da regido de
convergéncia quanto da obten¢ao de um limitante superior para o passo de adaptagdo com potencial
de aplicacdo pratica. Os resultados apresentados no capitulo podem ainda ser estendidos para en-
globar estabilidade global se for considerado que o espago de estados e a funcdo de Lyapunov sdo
radialmente ilimitados.

Em termos préticos, podemos resumir os resultados desse capitulo da seguinte forma:

* A estabilidade do algoritmo ndo é garantida para ;1 > 6.

* No inicio da operagdo do algoritmo, deve ser considerado que o valor de ¢+ < 6 € um pardmetro
que depende do ponto de inicializagdo. Ou seja, nas proximas iteragdes ou passos, o valor de
1 pode ndo mais ser necessariamente o mais adequado. Isso significa que, em um nova regiao
definida pelo vetor dos pesos w,,, 0 algoritmo pode necessitar de ajustes (mais especificamente,

de reducdo) do passo de adaptacdo para facilitar a convergéncia.
» Cada canal apresenta sua prépria faixa de valores de p para garantir a estabilidade.

* O conceito de estabilidade no sentido de Lyapunov ndo significa convergéncia, o que signi-

fica que, a rigor, a andlise de convergéncia deve ser considerada como um problema a parte.
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Contudo, por intermédio da técnica de Lyapunov, ndo deixa de ser possivel levantar algumas

conclusdes sobre a convergéncia, conforme indicado na andlise adicional exposta na se¢ao 4.4.

Tendo realizado um estudo representativo no campo de algoritmo supervisionados, trataremos, em
seguida, da andlise de Lyapunov no contexto de um representante importante da classe de técnicas de

equalizacdo nao-supervisionadas: o algoritmo CMA.
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Capitulo 5

Analise da Estabilidade de Algoritmos
Nao-Supervisionados Baseada no Segundo

Método de Lyapunov

Neste capitulo, aplicaremos o segundo método de Lyapunov ao mais estudado dos algoritmos da
classe de Bussgang, o CMA. Primeiramente, trataremos de um caso simples, caracterizado por um

equalizador com um tnico coeficiente, para, em seguida, abordarmos o caso multidimensional.

5.1 Analise do algoritmo CMA de um coeficiente

A andlise do CMA ¢ significativamente mais complexa que a do LMS devido a presenca de termos
de ordem superior na funcdo de médulo constante, o que leva, em geral, a um sistema de equacdes
nao-lineares na condi¢do de gradiente nulo e a um comportamento dindmico que transcende o usual
bindmio divergéncia / convergéncia [69].

Esta maior complexidade influencia diretamente a elaboracao de candidatas a func¢do de Lyapu-
nov. Mesmo em uma andlise a maneira do primeiro método de Lyapunov, as caracteristicas do CMA
sdo suficientes para dificultar o desenvolvimento e o entendimento.

A expressao adaptativa para o algoritmo CMA de um coeficiente no contexto de um canal trivial,

correspondente a um ganho, é dada por:
W = Wy, + K pby, (1 — K*w)) A (5.1)
A expressdo (5.1) € a equagdo (2.37) reescrita considerando o canal trivial com ganho £, sinal bindrio

89
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com magnitude A e filtro com um coeficiente.
Os pontos de equilibrio desta expressao podem ser encontrados considerando a condi¢ao w,, 11 =

w,, 0 que significa que a equacao (5.1) pode ser reescrita como

Kb, (1 -k w)) A*=0. (5.2)

Consequentemente, as solu¢des possiveis para este caso sao dadas por

UA)TL,O - 07
_ 1
Wp1 = —7,
1 I (5.3)
. 1
wn72 = ]{j
Considerando w,; = F(w,), a condicdo de estabilidade em torno do ponto de equilibrio -
d F(w,
perceba que se trata de uma abordagem de primeiro método de Lyapunov - é dada por |%| <
W,
1 [69]. A derivada vale
d F(in) 2 44 4 44,52
— =14+ k"A" — 3uk"A"w; , (5.4)
d Wy,
d F(w, d F(w,
(o)) dEW)) g g (5.5)
d Wy, |liy=tn, AWy, lin=tin .o

Isto leva a seguinte faixa de passo de adaptagdo para a qual a estabilidade € garantida:

1

5.1.1 Formulacio para analise de estabilidade

No cendrio do CMA com um coeficiente, a fun¢do custo Jops 4 pode ser representada como

Joma(ty) = (K2 @2 A2 — A?)?. (5.7)

Utilizando uma candidata a fun¢do de Lyapunov baseada na expressao de custo [18], temos:
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VCMA = JCMA(wn) - JCMA(wn,min) . (58)
Portanto, temos
AVena = Joma(Wns1) — Joma(Wnmin) — (Joma(Wn) — Jonma(Wnmin))
2 (5.9)
= (/g2 A% (K2 i, (1— K2 d?) A* +ady,)” — A2) — (K a? A% - A%)°.
A expressao (5.9) pode ser reescrita em funcdo do passo de adaptacdo p
AVora = it (K ,? — 4k, + 6 K%y, — 4k aby, + k') A%
+ 1 (—4KC 0 + 12k 0 — 12k 08 + 4k w)) A 5.10)
+u? (6K20f — 145008 + 10 k50! — 2£502) A2 '
+p (4K 0) + 8Ky, — 4k w]) A%,
ou seja, AVeyr4 € um polindmio de quarta ordem cuja as raizes sio !
Mo = 07
B 2 — kw2 — kw,
M= ws — kB a,) AT
(5.11)

V2 -k + kb,
H2 = 0503 — k3 ) AL
2
H3 = A2 A4 _ k2 AL

A figura 5.1 apresenta um caso particular da expressao (5.10) para ilustrar o comportamento do

sistema dinamico.

Veja que AVepsa € negativo entre a raiz po € a proxima raiz positiva y; (onde ¢ = 1, 2 ou 3), que

¢ a faixa para passo de adaptacdo que leva o algoritmo a ser estdvel no sentido de Lyapunov. Alterar

!Como temos uma raiz em p = 0, teremos pelo menos uma raiz real e outras duas raizes que podem ser um par

complexo ou duas raizes reais.
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Fig. 5.1: Esboc¢o da equagdo (5.10) (k =2, A=1ew, = 0,3).

os parametros (k, A e w,) significa que o comportamento e o intervalo onde AViy4 < 0 serdo
afetados. Consequentemente, a raiz x; que limitard superiormente a faixa do passo de adaptacdo para
o algoritmo estavel pode mudar dependendo do cendrio do valor dos parametros envolvidos. Contudo,
AVeara € uma funcgio convexa para valores positivos de u, o que garantird a condi¢do de Lyapunov
(AVeara < 0) para estabilidade.

Seguem outros exemplos variando os parametros do sistema dindmico nas figuras 5.2, 5.3 e¢ 5.4

AVena

vel

Fig. 5.2: Esboco da equagdo (5.10) (k =1,0,A=1,1ew, =0,7).
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Fig. 5.4: Esboco da equagdo (5.10) (k =1,6, A =0,8e w,, = —0, 3).

Na figura 5.4, o intervalo dos valores de passo de adaptacdo para o algoritmo CMA estdvel esta
entre fi € (12, 0 que difere das figuras 5.1, 5.2 € 5.3, que t€m o intervalo g - 1. As figuras apresentam
uma visao das condi¢des de estabilidade do algoritmo no sentido de Lyapunov. Até esse momento,
nenhuma mengao foi feita em relagao ao ponto de equilibrio ou mesmo ao valor maximo do passo de
adaptacao.

Considerando as possiveis solu¢des para o CMA de um coeficiente (vide equacdo (5.3)), € neces-
sario analisar o comportamento do sistema em torno dos pontos de equilibrio (w_n,l = —% e uv_m = %)

para determinar o valor maximo passo de adaptacao.

=

Ponto de equilibrio uA)_n,l =—

Para este caso, os limites para as raizes apresentadas na equacdo (5.11) podem ser escritos con-

forme abaixo.
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i 2 — k202 — ki,
s L ot (KPS — k3w,) A

— k202 ;
V2= k*wy +kw, 0 (5.12)

— —00,

I _ _Y

! T B R0 — k) AT O
: . 2

lim pz = lim — 00.

b LKA D2 AT — R2 AT

E importante salientar que apenas uma das raizes () tem o limite tal que permita uma continua-
¢do imediata da andlise. Informagdes adicionais sobre a raiz po podem ser obtidas utilizando a regra
de L"Hospital

11m = 11m
. H2 nm L (K503 — k3 1dy,) AV
L Hospital _ lim 1 - k2 (2 - k2 wi)_lﬂ wn + k

A~ = w’!L_)_E

lim (]{353’@% - ]{53) Al (5.13)
B ——1
_ 2k
kB AY

1

T R2AL

Concluindo, em torno do ponto de equilibrio 12)_”71 = —% o valor maximo do passo de adaptacdo

para um sistema dindmico estavel é dado pela raiz p5. O valor desse limitante do passo de adaptacao

1

¢ dado por 547

Ponto de equilibrio 0, , = 7

Repetindo a andlise para o ponto de equilibrio zb_n,z, vemos que as raizes da equacdo (5.11) apre-

sentam os limites conforme abaixo
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V2R -k, 0

li = i = —
bt T o T (P03 — BRi,) AT 0
S RGO+ ki, 2
e — i Y . n_ 2 (5.14)
ot F? T S s — k) A1 0
2

lim p3 = lim

-~ — 00.
s oL K02 AT — K2 A

=

Para 11, aplicaremos a regra de L’Hospital novamente:

) ) 2 k202 — kb,
1m = 1l1um —
it T oS T (kP03 — KRay,) A

k
lim — k2 (2 — k2 2) "2, — k

L Hospital

o~
lim (k%3w2 — k3) A (5.15)
p—r 4

2%

o 2kBAY

1

k2A%

O resultado piyee = k2—1A4 (que é o mesmo para ambos pontos de equilibrio w_n,l e w_m) ¢é exa-
tamente o passo de adaptacdo obtido em [69]. Contudo, perceba que, neste trabalho, isto foi apenas
um caso particular de uma abordagem mais genérica baseada no segundo método de Lyapunov, o que
significa uma nova perspectiva que, no entanto, é coerente com resultados obtidos segundo vias mais

tradicionais, como os de [69].

Anadlise das raizes da equacao (5.11)

Na secdo anterior, tivemos a oportunidade de observar que o maximo passo de adaptacdo para
o algoritmo CMA de um coeficiente é determinado por z; ou us. Isto dependerd de qual ponto de

equilibrio serd considerado para andlise.

- 1
= —5

adaptagao serd determinado por us. Por outro lado, quando o ponto de equilibrio € w_m = %, 0

De acordo com a equacdo (5.12), para o ponto de equilibrio ﬁj_ml 0 maximo passo de

maximo passo de adaptacdo que leva a estabilidade serd limitado por p;.
E importante dizer que apenas uma das raizes j; , (i = 1,2, 3) serd o limite do passo de adaptacio

para um dado valor do vetor de pesos w,. As outras possibilidades levardo o sistema a divergir e,
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consequentemente, nao sdo relevantes para a determinagdo do limite de passo.

Isto mostra que existird um passo de adaptacao vélido, finito e real em torno do ponto de equilibrio
independentemente de onde este se localize. E importante frisar que o segundo método de Lyapunov
permite investigacdes analiticas sem restri¢des sobre a localizacao do ponto de equilibrio, o que pode
ser particularmente interessante para um algoritmo multimodal como o0 CMA.

[lustramos na figura 5.5 um exemplo do que acabamos de descrever. Nesta simulacao, foi consi-
derado k = 0,5 e A = 3, o que leva aos pontos de equilibrio w,, = 2 e w,, = —2. A representagao

grafica requer trés curvas (uma para cada valor de y; , (i = 1,2, 3)) como fungéo de w,,.

Fig. 5.5: Analise das raizes (k = 0,5, A = 3 = w_m = 2e¢ uA)_ng =2).

Para o ponto de equilibrio w, = —2, u; e us divergirdo. Contudo, o convergird para um valor
finito e real. Consequentemente, (o € um limite para passo de adaptagao vélido para pontos em torno
de w, = —2. A raiz y € sempre zero.

Quando o ponto de equilibrio € w,, = 2, os passos de adaptagdo yo and p3 terdo valores infinitos.
O limite do passo de adaptacdo vélido para w, = 2 é determinado por i, que é um nimero real e
finito.

A préxima figura descreve outro cendrio como maneira de exemplificar que para sistema dindmi-

cos diferentes sempre existird um limite de passo de adaptagao para cada ponto de equilibrio.
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Fig. 5.6: Andlise das raizes (k = 1, A = 2 => 1, 5 = —0,5 € 1, 5 = 0, 5).

Na proxima secao, serd analisado o algoritmo CMA com N coeficientes, ou seja, um caso mais

genérico e com maior representatividade pratica.

5.2 Analise do algoritmo CMA de NN coeficientes

A versao estocdstica do CMA para um equalizador de N coeficientes € dada por [28]

VAVn-i—l = Wn + penXy , (516)
Edlsal"}
E{lsn|?}
A candidata a funcdo de Lyapunov é baseada na funcdo custo, conforme a proposta de [18],

onde e, = y,,(Ry — |yn|?), a saida do equalizador é y,, = Wlx, e Ry =

portanto

VCMA<Wn> = JCMA(VAVn) - JCMA<Wn,min> . (517)
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Consequentemente,

AVena = E{Jopma(Wni1)} — Joma(Wy)
= B{[Wy X i1 + pyn RoXy X1 — Xy X1 [! (5.18)

T T 3T 2 4 2
— 2|W,, Xpq1 + pYn RoX Xpp1 — 1y, X Xng1 "R — y, + 2y, R}
Hipétese 7. Considerando que o sistema tem apenas varidveis reais, o que significa |.|* = (.)%

A equacdo (5.18) pode ser reescrita como

AVeora = B{[(WyXn11 + Xy Xn19n(Ra — y2))* — Ra]*} — E{(y — R2)*}. (5.19)

Ou, tomando a versao expandida,

AVona = E{Joyma(Wnt1)} — Joma(Wy)

= E{{(W)Xp41 + X Xn1yn(Ro — y2))* — Ro]*} — E{(y2 — R2)*}

1 B =40 Xn 1) Y Ry + (X Xn11) 05" + (X Xns1) Y R
= 40X 1) 'y B 4 60, X0 41) 'y R}
112 E{—12W, X1 (X} X 1) U RS — AW X1 (X X 1)y (5.20)
+ AW, X1 (X X 41) Y R + 12W, X 41 (X X 41) Y Ro o+
12 B{=2(x Xn41)*Yp Ra + 6(Wy X 41)° (% Xn11) i RS
— 12(W, X 41) (%5 Xnt1) Y Ra + 6(W5 X 11)* (%5, X0 11) 0
= 205, X 41) "y By + A(% X 1) "y B3}
ME{_4(VA"£Xn+1)3(X£Xn+1)yi + 4"AVan+1(X£Xn+1)yzR2

+ 4(ngn+1)3(xgxn+l)ynR2 - 4ngn+1(xgxn+l)ynR§} .

A expressao (5.20) € um polindmio de quarta ordem se consideramos que a varidvel é y.
De acordo com o teorema 5, a estabilidade serd garantida para y quando Ap+Bu?+Cu+Dpy <

0, ou seja, para os valores de ;1 que AVepra < 0.

Hipdtese 8. O algoritmo CMA ndo tem nenhuma representacdo analitica que seja simples para
os pontos de minimo. Neste sentido, para avaliar a estabilidade, o cendrio de inversdo perfeita é

considerado. Isso significa que o vetor de pesos serd equivalente a solucdo de Wiener, a qual, em
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termos da condi¢do zero-forcing, é dada por (constelacdo BPSK)

w* = (H'"H) 'HZp, (5.21)

T
ondeZrp=1|--- 1 0 0 ---| eHéamatrizde convolugdo do canal.

O elemento do vetor Zy que é igual a 1 é localizado na posi¢do associada a fonte e respectivo

atraso a ser recuperado >.

Esta abordagem e hipétese é considerada em outros estudos, como [16], onde a solugdo zero-

forcing é tida como a solugdo de inversdo do canal.

Para facilitar a anélise do algoritmo, vamos remover o operador esperanga F{.} da equacéo (5.20).
Consequentemente, estaremos promovendo uma avaliag@o instantanea. A equacdo (5.20) pode ser

reescrita como

AVona =
pt [ = 405 %n10) W RS 4 (X Xni1) Y + (X0 Xn11) Y Ry
— 4(x} X 41) 'y Ry + 6(szn+1)4ng§} +
p [ — 12W, %011 (%, Xn11) Y Ry — AW, X1 (%0 X 41) 0
+ AW X1 (% X 1) Y RS + 12fon+1(Xan+1)3yZRz} + (5.22)
12 [ = 2(x Xn41)*Yp R + 6(Wy, X 11)* (X X 41) Y5 RS
— 12(Wpy X 11) 2 (%0 X 41) 24 Ra + 6(W X 41)* (%, X0 11) )
— 2(x X 1) Yn RS + 4(x %0 11) Py, RS |+
p] = AW Xn 1) (X Xng1)Ys + AW X1 (X0 X 1)y Ro

+ 4(wzxn+1)3<xgxn+l)ynR2 - 4VAVZXn+1 (ngn+1)ynR§} .

Nota 15. Dada as condi¢oes do sinal transmitido s,, especificadas no capitulo 2, Ry = 1.

?Por exemplo, para atraso zero, Zp = [ 1 0 0 0 --- ]T,para atraso 1,Zp=[0 1 0 0 . }T.
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A expressdo (5.22) tem as raizes

,u0:07

~ T & o T
\/2 — WX, X, Wy + W, Xy

H1 = —= ~ ~ T A )
wlix,xI'x, | — wlI'x,xI'x,xI'x, 1WwI'w,

5wl T = _ aT (5.23)
wlix, 1X, W, — W, X, 1

Ho = — ~ A~ oA )
wix,xI'x, | — wli'x,xI'x,xI'x, 1wI'w,

2

wlix,xI'x,xI'w, —xI'x,

M3 =

O passo de adaptacao para o equalizador CMA com N coeficientes pode ser estudado na mesma

linha de raciocinio que aquela descrita na secdo 5.1.

Hipoétese 9. O sinal recebido, ou seja, a entrada do equalizador x,,, pode ser escrito como Hs,,
sendo H a matriz de convolucdo. Isto implica que o ruido aditivo b, é desprezivel ou mesmo descon-

siderado.

Sob a hipdtese de inversdo perfeita, podemos assumir que

lim wlx,x w, = 1. (5.24)
Wp—W

Veja que w.x, | pode ser 1 ou —1 para a solugdo zero-forcing. Isso nos dé duas possibilidades

para anélise que serdo discutidas em detalhes a seguir.

Caso A - andlise do CMA de N coeficientes quando w'x, ; =1

Portanto, considerando w.x,_; = 1, podemos calcular o limite para as raizes da equagdo (5.23)

& T T & AT
\/2 — WX, 11X, (W, + W, X,

lim gy = lim - — 00

W oW wnowt WIX,XI'x, 1 — Wix,xI'x,xI'x, 1Wlw, ’
~ T

. L 1 —w,X,1 0 (5.25)
dim pp = lim ———— T = T
Wy —w Wn—w WK, xIx, (1 — wlix,xI'w,) 0

li li 2
e T e W K XX W, — xTx,

n—W n n Nrn Ann n n“*n

Seja a varidvel auxiliar g, = W x,, portanto:
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1—w TXn 1
lim po = lim = (5.26)
Wp—W wn—>wan Xn— 1(1 - gn)
multiplicando o numerador e o denominador por \fvfxnxgxn_l
T 42 T _
an Xn—1 ann 1Xn—1 . ann—l InXn—1Xp—1
lim po = lim 7 = = lim 7 = o (5.27)
Wi =W gn —>lg Xp—1XnX; Xn— 1(1 _gn> g”—ﬂgnxn—lxnxnxn—l(l _gn>
Aplicando a regra de L"Hospital para jo, mais especificamente na variavel g,
T T
—Xp-1Xn—1 Xp—1Xn—1
lim gy = lim g = = - = — T . (5.28)
Wn—W gn—1 —2X, 1 XpXpXn—1 2%, 1XpX;, Xp_1
Caso B - andlise do CMA de N coeficientes quando wlx, ; = —1
Se considerarmos wlx, ; = —1 e repetirmos o calculo do limite conforme a equagio (5.25),
temos
1. 1 1 + VAVzXn_l 0
im gy = lim — — _ =
Wn—w Wnowt Wi xPx, 1 — wix, xI'x,xT'x, wI'w, 0’
. 1—wix,
lim pp = lim A— o N — 00, (5.29)
Wn—W Wn—w WX, xI'x, (1 — wlx,xI'w,)
li li 2
im pug = lim — 00.
Wpn—W Wy —W* WTXnXTXnXTWn — XTXn

Podemos aplicar a regra de L’Hospital para p; (mesma idéia empregada na equacao (5.27))

T
Xp—1Xn—1

lim gy = (5.30)

Wn—w 2x1  x,xTx, |
Apesar das mudancas de condi¢des para esse caso, chegamos nos mesmo resultados com relacao
T
Xn—lxn—l )
= .
2X: X XEX,
As equacgdes (5.28) e (5.30) apresentam apenas uma realizacdo da expressdo do passo maximo

ao valor do limite (4,40 =

de adaptacdo para o CMA. Para alcancar uma exatiddo maior no célculo do limite mdximo para o

passo de adaptacdo, propomos considerar varias realizagdes, se possivel, um nimero elevado. Neste
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sentido, o valor maximo do passo de adaptacdo para o equalizador CMA de NN coeficientes é

E{xT x,_
[imaz = X1 %n1} (5.31)

2E{xr \x,xI'x, 1}

Simulac6es

Na figura 5.7, variamos o passo de adaptacdo i e representamos a norma do vetor de pesos do
equalizador w,, para as ultimos 50 passos antes do algoritmos se tornar instavel. O objetivo deste
esboco € obter informacao de qual € o maior passo de adaptacdo existente mas que permita o algoritmo
trabalhar em situacao de estabilidade. Tal representacdo evoca os diagramas de bifurca¢ao usados na
andlise de sistemas dindmicos ndo-lineares. Essa representacdo pode ser encontrada em [69] para o
CMA de um coeficiente.

Um histograma com valores maximos do passo de adaptacdo apresentados na figura 5.7 foi apre-
sentado na figura 5.8. O valor do passo mdximo de adaptagdo foi calculado considerando que, ao
variar o passo de adaptacdo j, o algoritmo tende a divergir para qualquer inicializagdo mesmo que
proxima ao ponto de Wiener.

Da expressao (5.31), o valor tedrico do passo de adaptacao € 0, 1051, o que mostra uma concor-

dancia razodvel entre o resultado algébrico e simulagdes.

limite maximo para estabilidade

0.35[

célculo teérico pela eq (5.31): 0} 1051

0.3 4

0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12

Fig. 5.7: Norma das tltimas 50 amostras do vetor de pesos W,, para o canal h(z) =1 + 1,527%.
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C325
.

20

0(.)085 0.09 0.095 , 01 0.105 0.
maximo g estavel

11 0.115

Fig. 5.8: Histograma para 100 realizagdes com o canal h(z) =1 + 1,5271.

Para o canal de fase minima, o valor mdximo do passo de adaptagdo foi obtido por intermédio
de simulagdes e considerando o valor de u para qual a norma ||W,,|| comega a divergir. Isto pode ser
encontrado na figura 5.9.

O histograma com o resultado de 100 simulacdes independentes da figura 5.9 estd esbocado na
figura 5.10.

Neste caso, o valor do limitante tedrico € 0, 2578, que mostra consonancia entre resultados praticos

e o limite tedrico.

limite maximo para estabilidade

1.3 \

eorico pela eo] (5.31): 0,2578

I
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3

Fig. 5.9: Norma das dltimas 50 amostras do vetor de pesos w,, para o canal h(z) =1 + 0,627L,

A discussdo e resultados desta sec@o revelam que o segundo método de Lyapunov € capaz de
produzir a resultados sélidos mesmo no caso de um algoritmo ndo-supervisionado com mais de um

parametro em um contexto estocastico.
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0.19 0.2 0.21 0.22 023, 0.24 0.25 0.
maximo /. estavel

26 0.27 0.28 0.29

Fig. 5.10: Histograma para 100 realizagdes com o canal h(z) =1 + 0,6271, .

No caso de aplicacdes praticas sugerimos utilizar a expressao simplificada representada pelo equa-
¢d0 (5.31). Contudo, devemos salientar que da mesma forma que na andlise do algoritmo CMA com
apenas um coeficiente, o equalizador para o caso multidimensional apresenta quatro raizes, as quais
estdo descritas na equacao (5.23).

Observando as equagdes (5.28) e (5.30), notamos que para cada caso temos sempre uma raiz para
determinar o limite do passo de adaptacdo considerando como requisito a estabilidade do algoritmo.
Vale relembrar que, da mesma forma que o algoritmo de um coeficiente (vide equagdes (5.13) e
(5.15)), o limitante para o passo de adaptacdo € determinado ora por uma das raizes e ora por outra.

E possivel utilizar a equacdo (5.23) diretamente para delimitar o passo de adaptacdo. Contudo,
obteremos trés valores possiveis de limitante para o passo de adaptacdo. O limitante valido deve ser
0 menor valor positivo.

A préxima sec¢do resumird os resultados obtidos e discorrerd brevemente sobre a relevancia da

andlise de Lyapunov.

5.3 Sumario

Neste capitulo, apresentamos a anélise de duas versdes do algoritmo CMA: com um coeficiente
e com N coeficientes. Em ambos os casos, foi possivel obter um limitante algébrico para o passo de
adaptac¢ao no sentido de que ndo haja instabilidade.

Um aspecto interessante foi o fato de que os resultados para o algoritmo de um coeficiente, obtidos
de acordo com o segundo método de Lyapunov, corroboraram os obtidos em [69], em que foi usada
um abordagem conceitualmente similar a do primeiro método de Lyapunov. Essa similaridade foi um
indicio de coeréncia por parte da andlise empreendida.

Os resultados para o caso multidimensional, por outro lado, trouxeram novas perspectivas que
complementam abordagens ja existentes na literatura, como [16]. Note que a formulagao geral para
determinar o limitante superior do algoritmo CMA ¢ dada pela equacao (5.23). Essa expressdo po-
deria até mesmo permitir andlises com auxilio de figuras, como foi o caso do algoritmo LMS (vide

figura 4.7). Contudo, devido ao fato de que temos um formulagao derivada de um polindmio de quarta
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ordem (equacdo (5.22)), as superficies que conseguimos tragar sdo um tanto irregulares ou mesmo
dotadas de variagcdes bruscas. Portanto, optamos por fazer a anélise em torno de um possivel ponto
de equilibrio ideal (solugdo zero-forcing).

As observacdes sobre estabilidade para o caso supervisionado, expostas na se¢ao 4.5, sdo analogas

as aplicdveis ao caso nao-supervisionado:

* A estabilidade do algoritmo ndo € garantida para pt > ftmaq-

* O valor de passo de adaptacio i1 < [ € dependente do local de inicializacdo, o que pode ser

observado na expressao (5.23).
* Para cada canal, temos uma faixa de p estavel que é particular.

* A andlise proposta neste capitulo aponta apenas resultados sobre estabilidade. A questdo da
convergéncia nao foi abordada. Contudo, o lugar geométrico definido por AVyyr4 = 0 deter-

mina o esbog¢o da regido de atra¢do do algoritmo.

* O uso da condicdo zero-forcing foi apenas um subterfligio para analisar o limite do algoritmo.

T

Em linhas gerais, o que € relevante € saber o valor de lim wZx,x!w, para permitir avangar
Wn—wW*

na andlise do limite para o passo de adaptacdo. Veja, que neste caso ndo foi necessdrio calcular

a solugdo algébrica do ponto de equilibrio w*.
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Capitulo 6
Inicializacao do Algoritmo CMA

Nos capitulos anteriores, tivemos como foco a tematica de estabilidade para algoritmos de equali-
zacdo supervisionada e nao-supervisionada. No entanto, no contexto de técnicas nao-supervisionadas,
outro problema correlato tem um papel fundamental no que diz respeito a desempenho: o problema
da inicializacdo dessas técnicas.

Quando se lida com algoritmos de Bussgang, um primeiro aspecto relevante é que nao € possivel
adotar uma inicializa¢do sobre a origem, opcdo comum no ambito de abordagens supervisionadas
como o LMS. Ademais, uma escolha inadequada das condig¢des iniciais pode levar a convergéncia
para solucdes sub-6timas e mesmo a indesejada atragdo por pontos de sela [70]. Portanto, torna-se
importante a definicdo de uma metodologia de inicializacdo que seja eficiente e, a0 mesmo tempo,
requeira um minimo de informacdo a priori sobre as condi¢des de operagao.

A metodologia que, atualmente, pode ser considerada padrao € a center-spike, proposta por Fos-
chini em 1985 [47]. Nessa metodologia, o ’centro de massa” do vetor de coeficientes é colocado
em sua regido central, o que tende a valorizar solu¢des com atrasos intermedidrios, potencialmente
seguras tanto para canais de fase minima quanto para canais de fase ndo-minima. Entretanto, mostra-
remos que, por meio de uma formulagdo polinomial do critério CM, € possivel chegar a uma proposta
que faz uso de informacao contida no sinal recebido para prover as condi¢des iniciais, sendo, por-
tanto, potencialmente mais eficiente que a idéia de Foschini. Mostraremos ainda que essa formulagdo
leva a dedug@o de um limitante para a fungao custo CM que, além de ser uma ferramenta tedrica

interessante, tem o valor de um “’indice de equalizabilidade” do canal em questao.

6.1 Nova formulacao para o algoritmo CMA

Seja a funcdo custo do algoritmo CMA definida no capitulo 5:

107
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Jeara(yn) = E{(|lyal” — R2)"} . 6.1)
Hipoétese 10. Assumimos, sem perda de generalidade, que o sinal transmitido é tal que Ry =
Bl
E{|xn|?}

Com a hipétese 10, a expressdo (6.1) pode ser reescrita como:

Jora(yn) = E{(lya|* — 1)} . (6.2)

A equacdo (6.2) pode ser interpretada como uma fungdo custo do critério de Wiener (MSE) com

Sn—q = 1 e um equalizador cujo sinal de saida é

Vo = Yn s (6.3)

o que nos daria um sinal de erro:

en = Sp_q—Un=1—12. (6.4)

O equalizador com sinal de saida da equacgdo (6.3) pode ser interpretado como um filtro polinomial
com restricdes. O equalizador € polinomial € considerado com restricdes pois a expressao para o sinal
de saida é composta de multiplica¢des cruzadas e poté€ncias quadraticas dos termos do vetor de entrada
do equalizador, ou seja, v, = ZZNJ,” Zi i ki Ti i Tkl

A restri¢do, neste caso, € a arquitetura do filtro e a dependéncia (note os termos com multiplicagcdo)
de seus parametros com respeito aos parametros do equalizador. Vide a equacao (6.5) para maiores

detalhes sobre os termos ou condicdes de restri¢ao do filtro.

2

entradas
—
T
pesos n
& x
- T\2 o n—1
Vn = (WX, )" = Wy Wy -+ WN
Tpn—N
(6.5)
restri¢ao nos termos multiplicativos
- I 2
restrlgao nos termos multlphcatlvos
~N=
= WoTy, + W1 Tp_1 + o+ WNTH_ N
N~

restri¢ao de arquitetura
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Contudo, podemos definir um equalizador sem considerar a restricdo de arquitetura (ou mesmo
multiplicativas), o qual € denotado por v,,(,). O equalizador sem restri¢des € linear nos pardmetros
e possui como entrada 0os mesmos sinais presentes no filtro com restri¢des, ou seja, elementos de
segundo ordem compostos a partir de x,,. A idéia proposta para o equalizador estd esbocada na
figura 6.1

3
o
Sn Canal an Th T Tt Equalizador Un
— ; > o
hn 3 . i Wn
2° |
N
by, - ruido _entradas |
Fig. 6.1: Esboco do equalizador adaptativo polinomial.
Note que, na figura 6.1, o vetor de entrada para o equalizador ([ 22 x,z, 1 --- 22 5 ])é

estruturado com os termos de x,,. Portanto, temos uma estrutura de equalizacdo diferente do que foi
aplicado ao se definir o problema de equalizac¢do no capitulo 2.

Na préxima secao descreveremos as idéias do equalizador polinomial tomando um canal e equa-
lizador com apenas dois coeficientes. Esse exercicio ajudard no entendimento das particularidades da

técnica proposta.

6.2 Canal com 2 coeficientes

Sejam os parametros de um equalizador com dois coeficientes:

W, = [wy wi] , (6.6)

e seja também o vetor de entrada do equalizador, que também ¢é formado por dois coeficientes:

Xp = [xn xn—l] : (6.7)
O sinal de saida do equalizador € dado por:

T
n

2 2 2, 2 2 2
Yo = Up = (WpX, )" = wix;, + 2WoW1TpTp—1 + WIT5_; . (6.8)
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Portanto, podemos escrever a saida do equalizador em notacao vetorial

entradas
7 pergs N\ x?L
2 _ — 2 2
Yp = Vp = (w5 wowy wi] | 2x,zn1 | - (6.9)
2
Th—1

Veja que, até este momento, temos restricdes na arquitetura (posicdo e termos multiplicativos
especificos) do vetor de pesos. Ou seja, o vetor de pesos é formado por combinagdes fixas utilizando
wy e wy. Essarestricdo € ainda marcada pelo fato que temos posi¢des fixas para os elementos w; bem
como as combinacdes cruzadas. Ignorando, por ora, a regra de formacdo do vetor de pesos, podemos

escrever o sinal de saida do equalizador como

2

T,

Unw) = la b ¢ 20, Tn—1 | - (6.10)

2

Th1

Assim, é possivel aplicar o critério de Wiener (que € unimodal) para determinar uma estimativa

para o vetor de pesos do sistema sem restrigdes. A matriz de autocorrelagao pode ser escrita como

2

Ty,

R’(u) =FE 20, Tn—1 2 200,y 12_1 ) (6.11)

n n
2

Tn_1

e o vetor de correlagdo cruzada € dado por:

xTL
P = B | 22ntn-1 | ¢ - (6.12)
Ty
A solucao de Wiener € escrita como:
Wnw) = Ri)P) = | Wonw) Win@) W) ] : (6.13)

Observamos que o EQM (Erro Quadritico Médio) associado a solu¢dao de Wiener obtida, ou seja,
o EQM associado ao filtro polinomial sem restricdes, ¢ menor ou igual ao EQM associado ao filtro
polinomial com restri¢des. Uma vez que o EQM do filtro com restricdes € idéntico ao custo CM, o
erro associado a solu¢do de Wiener calculada em (6.13) € um limitante inferior da funcdo custo que
d4 origem ao CMA. Esse limitante, além de ser relevante para o estudo do desempenho do algoritmo

do médulo constante, serve ainda como um “indice de equalizabilidade” de um canal, uma vez que
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sabemos que o custo CM estd limitado a faixa que vai de 0 a 1. Por exemplo, para um dado canal
e para um certo comprimento de equalizador, se tivermos o limitante inferior na ordem de, digamos,
0,1, podemos esperar que a situacdo seja, do ponto de vista de equalizacdo, mais favordvel que a
encontrada para um canal que dé origem a um EQM irrestrito de 0,4. Um ponto interessante é que
esse indice € obtido sem que se disponha de um sinal de referéncia e sem que se fixe a priori um
atraso de equalizacao.

Combinando as equacdes (6.9) e (6.13), podemos estabelecer uma equivaléncia entre o equaliza-
dor com restrigdes (w,,) € 0 sem restricoes (w,(,)) em termos dos coeficientes do equalizador. Em
outras palavras, cada termo do vetor da equagdo (6.13) possui uma correspondéncia com um dos
elementos do vetor de pesos da expressdo (6.9). Note ainda que o vetor de pesos da equagdo (6.9)
¢ formando pela combinacdo de wy e w;. Portanto, propomos uma estimativa dos elementos que
formam o vetor de pesos da equacdo (6.9) conforme a expressao:

w,=| 0| = ontn . (6.14)

Wip SigN (W1 n(w)) /W2, n(w)

A estimativa construida a partir da equacao (6.14) pode servir como condi¢ao inicial para um
equalizador que utiliza como expressdo de adaptacdo o algoritmo CMA !. Nesse caso, buscamos
aproveitar uma relagdo potencialmente estreita entre as solugdes restrita e irrestrita para escolher
favoravelmente uma regiao inicial do espago de busca.

Na proxima secdo vamos generalizar esses resultados para o caso onde o equalizador possui M

coeficientes.

6.3 Equalizador com ) coeficientes

Considerando o equalizador com M coeficientes, € possivel escrever o vetor de pesos e vetor de

entrada da seguinte maneira:

W, = [wo wy e wM—l] ) (6.15)

Xn = [xn LTp—1 - x]\/[—l] . (616)
Portanto, o sinal de saida do equalizador € escrito como

yi =y, = (anf)2 = (Woxy + W1 Ty_1 + -+ wM_lxM_1)2 ) (6.17)

'Esse método foi desenvolvido para o caso de sinais bindrios, vide capitulo 2. A anélise para outros tipos de constela-
¢a0 necessita ser analisada.
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Expandindo a expressdo (6.17), temos

M—2
2 2 19 I )
Un = W 1 Tn 41 WM-1Tn—M+1 WiTp—i T WA —2T5 _ppio
i=0
1
M-3 (6.18)
202 2.2
+ 2w _9Tn-my2 ) Willn—i + -+ WL,
i=0

Veja que a expressao (6.18) tem termos com w; € x,,. Vamos escrever a matriz A para facilitar a

andlise dos termos com z,, que formam o vetor de entradas do equalizador

- , -
Tn Xy, Inlp—-1 *°° Tplpn_M+1
2
A — Tn-1 . Tp_1Tp To_q
- n n—1 """ n—M+1 -
Tp T x
2
Tn—M+1 | Tn-M+1%n R T Tpomr | MM
(6.19)
Reorganizando a matriz A para formar o vetor de entradas temos o vetor A’, temos:
T,
2
Tn—1
r_ 2
A= Ty _ a1 , (6.20)

M-1
Tn D imy T

M-1

- ' 4 M (M—i)x1

A transi¢do entre a matriz A e o vetor A’ € esbocada na figura 6.2.

Na figura 6.2, o termo z2 da matriz A é posicionado no primeiro elemento do vetor A’, 22,
ocupa o segundo do elemento de A’, e o processo € finalizado utilizando os termos da diagonal de A.
Ap6s preencher o vetor A’ com a matriz diagonal de A, retorna-se na primeira linha da matriz A e
utiliza-se os termos x, %, _1, TpTy_o até r,T,_rr11. Ao término da andlise da primeira linha de A, é
considerada a segunda linha. Contudo, o processo recomec¢a com x,,_1%,_o. Novamente, 0s termos
do lado direito da diagonal sdo utilizados para preencher o vetor A’. Resumidamente, os termos da

matriz triangular superior de A sdo utilizados para formar o vetor A’.
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Tn—1Tn ) te \ x121—1
Tn—M+1Tn - -- e xi,MH X 377217M+1
N M x M \ Tp_1 le\izl Tp—i
A Tn—2 Zfﬁ;l Tpn—iq

SMo(M —d) x 1
A/
Fig. 6.2: Formacdo do vetor de entrada para inicializa¢do do algoritmo CMA, o que corresponde a

transicao entre as equagdes (6.19) e (6.20).

Analisemos agora o arranjo do vetor de pesos do equalizador adequado a andlise de inicializagdo.

Considerando a equacgdo (6.18), o vetor de pesos pode ser escrito como

r_ 2 2 2 M-1 M-1
B =2 [ W WPt Wiy WYy Wi W2 D iy o W1 1M (Vi)
(6.21)
Portanto, o sinal de saida do equalizador pode ser escrito como
2 I A
v, = v, ~ B'A". (6.22)

Tornando o problema de inicializacdo uma tarefa sem restri¢des, entdo podemos reescrever a

equagdo (6.18) como

) = 2 A’ 6.23
Un, (u) a b c d e IeSM g ( )

Da mesma forma que na secao 6.2, a abordagem de Wiener pode ser utilizada para escrevermos
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uma solug¢@o com base no vetor de pesos A’. Portanto, a matriz de autocorrela¢do é dada por

Ru) = E{A’A"} . (6.24)

Como o sinal desejado é considerado unitério (s,,_4 = 1) entdo o vetor de correlacdo cruzada é

escrito como

Pw = E{A'} . (6.25)

A solu¢do de Wiener é dada por (tomando Zf\io(M —i)=P):

T
-1
Wao(u) = [ Won(u) Win(u) W2n@w) " WPn(u) ] = R(u)p(u) ) (626)

O vetor da equagdo (6.26) pode ser reorganizado de maneira semelhante a matriz da equacgao (6.19):

Wo,n(u) WM ,n(u) WM +1,n(u) T W2M —2,n(u)
WM n(u W1,n(u WaM—1,n(u e W3M—3,n(u
C— Mi (u) 1 (u) 2M. Ln(u) ' 3M.3, (w) 7 (6.27)
Wop—2n(u) W3M—-3,n(u) T WPn(u) WM-1n(w) 1300y

Selecionando a linha da matriz C que tem o elemento com maior valor numérico, entao restringi-

mos a matriz C a apenas um vetor C’

C'=Ci=| Wrin@ **° Wilnw - Wit1)M—(i+1)n(u) ]1xM’ (6.28)

onde w;_1 () € 0 elemento de maior valor da diagonal da matriz C.
Tomando as equagdes (6.21) e (6.28), podemos escrever a expressao abaixo como método para

calcular os coeficientes do vetor de pesos para inicializagao

S'L.gn(ci,l) Wo,n(u) Sign(wl\/l—i-i,n(u)) Wo,n(u)
- . 5ign(C;2) /W1 n(w) STGN(WAL+i41,n(w))/WTn(a)
Wo,n . .
o s191(Ci3) /W2 n(u) SEGN(Warit2,n(w))y/W2n(u)
Wi,n . .
WTL = ? = : =
Wi—1,n(u) v/ Wi—1,n(u)
| WM-1,n . .
| Sign(ci,M)\/wM—l,n(u) dixm L Sign(w2M+i—1,n(u)) WM-1,n(u) | IxM

(6.29)

Note que o termo que tem o maior valor numérico da diagonal da matriz C ndo tem a multiplica¢ao
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pelo fungéo sign(.).
Conforme exposto anteriormente, se considerarmos o vetor de pesos apresentado na equacdo

(6.26), € possivel obter o minimo EQM a ele associado:

JWiener(“’n(u)) =1- Wz(u)p(u) - pc(l;)wn(u) + Wz:(u)R(u)Wn(u) . (630)
Analisando a equagdo (6.30), podemos salientar que:

* o0 valor da fun¢do custo depende exclusivamente da informagdo contida no vetor de entradas

(Xn);

* temos uma superficie de custo convexa, o que é diferente da superficie de custo original do
algoritmo CMA;

* aexpressdo (6.30) corresponde a um limitante inferior para a funcao custo do algoritmo CMA.

Na préxima secao apresentaremos simulagdes para verificar a eficicia do método proposto.

6.4 Simulacoes

Nesta secdo, além de avaliarmos a solidez do limitante inferior, vamos analisar a performance da

heuristica de inicializag@o tendo por base uma comparagao com duas outras técnicas de inicializagao:

* inicializacdo conforme a técnica center spike;

* inicializacao dos coeficientes do canal randomicamente com valores entre +1 e —1.

6.4.1 Caso A - Canal com dois coeficientes

Consideremos um canal com expressao do tipo

hn:[l a}, 6.31)

onde « € um valor positivo. Para alterar o canal basta modificar o valor de a (lembrando que sempre
ha uma subsequente normaliza¢do do vetor de coeficientes). Considerando um passo de adaptagcdo
fixo = 0,0005 e 10.000 iteragdes, o algoritmo CMA foi executado utilizando a nova heuristica de
inicializag¢do proposta na equagao (6.14).

A figura 6.3 apresenta os valores de custo obtidos por trés caminhos distintos:
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» utilizando o limitante inferior deduzido (Jhey,min = 1 — pa)wn(u));

e 0 custo do CMA (equagdo (6.2), ou seja, Joya = E{(y2 — 1)?}, sendo W,—g = Wiriener)
inicializando o algoritmo no minimo de Wiener e considerando o vetor de saida do equalizador

apos todas as iteragdes; e

* 0 custo minimo da fun¢@o de Wiener (equacdo (2.20), ou seja, Jwicner.min(Wn) = 1-p'R~'p =

1- pTWWiener)-

0.5

T T

Jheu,min
—— JWieneT,min
CMA

0.45

=3
'S
T

o

w

o
T

o
w
T

o
o
T

Valgr do Custo Minimo

Fig. 6.3: Valor da func¢do custo para simulacdo com algoritmo de 2 coeficientes.

Através da figura 6.3 € possivel notar que o valor do custo associado ao limitante inferior é, de
fato, menor que a estimativa do minimo custo do CMA. O custo do limitante inferior (e dos demais
métodos) aumenta em torno do ponto o = 1, ou seja, na transi¢do entre canal de fase minima e fase
ndo-minima, que corresponde a zero sobre o circulo unitdrio. Essa regido se associa a uma situagao
de notével dificuldade para equaliza¢do, o que gera uma maior discrepancia entre a solugo restrita e
a solucdo irrestrita.

Para analisar a eficdcia da heuristica de inicializacdo, € bastante relevante verificar o nimero de
realizagdes que apresentam convergéncia global. Neste caso, a referéncia de comportamento ideal é
obtida por meio do algoritmo CMA inicializado com a melhor solu¢do de Wiener. Considera-se que
o algoritmo converge quando a norma da diferenca entre o vetor de pesos resultante e o vetor de pesos

de referéncia - levando em conta a ambiguidade de sinal inerente a algoritmos de Bussgang - € menor



6.4 Simulacoes 117

Tab. 6.1: Porcentagem de realizagdes que apresentam convergéncia global (%) utilizando a iniciali-
zacdo com a nova heuristica, center spike e inicializacdo aleatdria.

Nova Heuristica | Inicializagdo Center Spike | Inicializagdo Aleatoria
0583 | 15.83 | 25.00

que 0, 1. Conforme dito anteriormente, outras duas técnicas também foram analisadas: a inicializag@o
center spike e uma inicializacdo aleatéria em que os pesos do equalizador foram uniformemente

escolhidos na faixa que vai de +1 a —1.

A tabela 6.1 apresenta a porcentagem de realizagdes com convergéncia, ou seja, o percentual de

vezes que o algoritmos convergiu, para cada um dos métodos utilizados.

Percebe-se que os resultados obtidos com a nova heuristica foram significativamente melhores
que os atingidos pelas técnicas center spike e inicializacdo randomica do ponto de vista de conver-
géncia. Isso atesta que a solugao irrestrita foi capaz de trazer informagdes significativas para a escolha

adequada da regido do espaco de busca em que haveria a inicializacao.

6.4.2 Caso B - Canal com trés coeficientes

Quando se utilizam canais com trés coeficientes ([1 « f]), ainda € possivel encontrar uma repre-
sentacdo grafica para a superficie das fungdes custo. Neste sentido, elaboramos a simulac¢do para

representar a situagdo do limitante no mesmo contexto exposto na se¢ao 6.4.1.

O resultado da simulagdo é sumarizado pela superficie da figura 6.4. Note que, mais uma vez,
como esperado, o limitante inferior se mostrou sé6lido e foi capaz de acompanhar o perfil do me-
nor erro quadratico médio atingivel para o canal, o que confirma a sua relevancia como “indice de

equalizabilidade”.

A porcentagem de realizagdes que apresentam convergéncia global para os trés métodos possue
uma ordem numeérica andloga a do caso do canal de dois coeficientes, conforme mostra a tabela 6.2.
Mais uma vez, a heuristica sobressaiu em termos de desempenho. Vale ressaltar que, nas simulagdes
desta se¢do, foram considerados um passo de adaptacdo fixo p = 0,0007 e 30.000 interagdes para

andlise da convergéncia.
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Tab. 6.2: Porcentagem de realizacGes que apresentam convergéncia global (%) para canal com 3
coeficientes utilizando a inicializa¢do com a nova heuristica, center spike e inicializacdo randomica.

Nova Heuristica | Inicializagdo Center Spike | Inicializagdo Aleatoria

7232 | 10,73 | 17,99
..
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Fig. 6.4: Valor da func¢do custo para simulacdo com algoritmo de 3 coeficientes.

6.4.3 Caso C - Canais com comprimento entre 2 e 5 coeficientes

Consideraremos agora canais de comunicacdo com comprimento aleatoriamente escolhido entre
2 e 5 coeficientes para realizar uma simula¢@o ainda mais abrangente.

Na figura 6.5, apresentamos o minimo custo para alguns canais de comunicagdo cujo comprimento
e parametros foram escolhidos também aleatoriamente. Novamente, o custo associado ao limitante é
inferior aos valores minimos para o CMA e para o critério de Wiener. Na tabela 6.3, apresentamos os
valores de porcentagem de realizagdes com convergéncia global para as trés propostas.

A simulagdo foi realizada com passo de adaptacdo fixo igual a 0, 0003. Considerou-se a ocorréncia
de convergéncia quando a diferenca, em médulo, entre a solucao de Wiener e o tltimo vetor de pesos
atingido pelo CMA foi menor que 0, 1. As simulac¢des para verificar a convergéncia contaram com
100 realizacdes de 30.000 iteracdes cada.
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Tab. 6.3: Porcentagem de realiza¢bes com convergéncia global (%) utilizando a inicializa¢do com a
nova heuristica, center spike e inicializacdo randomica para o diversos comprimentos de canal.

Nova Heuristica | Inicializagdo Center Spike | Inicializagdo Aleatoria
9,00 ‘ 1,00 ‘ 4,00

A figura 6.5 apresenta dez casos de calculo de custo minimo para canais diferentes comprimentos.

A tabela 6.3 resume os resultados sobre a convergéncia utilizando trés técnicas de inicializacao.
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Fig. 6.5: Valor da fung¢ao custo para simulagdo com algoritmo de 2 a 5 coeficientes.

6.5 Sumario

Neste capitulo, apresentamos um limitante inferior para a fun¢@o custo CM e uma nova proposta
para inicializacdo do CMA. As duas contribui¢Oes partem da idéia de estabelecer uma formulacao do
critério CM correspondente a uma versao do critério de Wiener para um filtro polinomial com restri-
¢oes. Para o limitante inferior, isso € suficiente, mas, do ponto de vista da heuristica de inicializacdo,
faz-se necessdrio um passo adicional de relaxamento das restricdes para que a solucdo de Wiener

possa ser obtida em forma fechada.
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A proposta de inicializacdo do CMA foi desenvolvida para equalizadores com dois coeficientes,
e depois estendida para o caso de varias varidveis. Vale ressaltar que a proposta de inicializac¢ao faz
relativamente poucas restri¢des sobre o sinal transmitido e ndo toma por base diretamente elementos
do modelo de canal.

Os resultados de simulacao indicam que tanto o limitante quanto a heuristica s@o sélidos e podem
ser, dessa forma, tteis para o efetivo emprego de equalizadores cegos. Vale ressaltar que a meto-
dologia levou a um desempenho melhor que o da cldssica abordagem center spike e que o de uma
abordagem aleatéria para diferentes modelos de canal.



Capitulo 7
Conclusao

Este trabalho apresenta resultados e contribui¢des oriundas da aplica¢do da teoria de Lyapunov
ao estudo de estabilidade dos algoritmos de equalizacdo adaptativa SDA, LMS e CMA. No caso do
algoritmo LMS, a andlise de estabilidade € estendida para discutir questdes relacionadas a convergén-
cia. O algoritmo CMA conta ainda com uma proposta de um limitante inferior para a fungao custo
CM, ao qual se associa a derivagdo de uma heuristica de inicializacdo para o algoritmo do médulo
constante.

No caso dos algoritmos de equalizagao supervisionada SDA e LMS, chegamos a limitantes bas-
tante informativos para o passo de adaptagdo, os quais, sob certas hipéteses, corroboravam resultados
jé existentes na literatura. Concluimos disso que a metodologia expande andlises e ferramentas apli-
cadas anteriormente ao problema de equalizacdo mantendo, ndo obstante, uma significativa coeréncia
com resultados obtidos segundo abordagens mais classicas.

O segundo método de Lyapunov foi aplicado ao estudo do algoritmo LMS tanto na versao deter-
ministica (i.e. SDA) quanto na estocdstica. A andlise estocdstica permitiu um estudo efetivo, sem
alteracdes estruturais do problema investigado nem adogao de hipdteses restritivas quanto as estima-
tivas instantaneas. Deve-se explicitar que o estudo do LMS, do ponto de vista de Lyapunov, nao é
algo novo, como atestam trabalhos importantes como [13], [24] e [23]. Contudo, a contribui¢do desta
tese apresenta como diferencial a andlise estocéstica, sem o uso da teoria da independéncia e sem
levantar hipéteses ou restricdes com relacdo ao comportamento do canal de comunicag@o ou do sinal
transmitido.

No caso especifico do LMS, a andlise realizada resultou também em uma investigagdo sobre o
misadjustment. Por intermédio dessa andlise, determinou-se o lugar geométrico para onde o algo-
ritmo tenderd a convergir, que é, em geral, dotado de formato conico. Vale ressaltar que essa ané-
lise aprofunda os resultados cldssicos sobre o conceito de misadjustment e insinua uma mudanga de

paradigma interessante no que diz respeito ao conceito de convergéncia do algoritmo. Em vez de
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considerar como convergéncia bem-sucedida a estabilizacdo em apenas um ponto, € possivel pensar
em convergéncia para uma regiao (mesmo que pequena) em torno do ponto de equilibrio. Vale res-
saltar que ndo encontramos precedentes para a andlise do misadjustment com recursos de geometria
analitica.

Passando ao caso de algoritmos ndo-supervisionados, realizou-se também uma anélise do algo-
ritmo CMA do ponto de vista de Lyapunov. Em paralelo com o desenvolvimento desta tese, foi
publicado um dos poucos trabalhos relacionados a investigacdo de estabilidade desse método utili-
zando andlise estocdstica [16]. Contudo, ndo existe sobreposi¢do entre as técnicas utilizadas em [16]
e o desenvolvimento feito no capitulo 5.

A investigacdo de estabilidade para o CMA foi corroborada com a anélise da versao do CMA de
um coeficiente. Para este caso especifico, a andlise de Lyapunov promoveu o mesmo resultado ja
obtido em [69] quando o algoritmo se aproxima do ponto de equilibrio. Esse resultado deu subsidios
e motivacdo para a andlise genérica do algoritmo CMA com varios parametros.

Na abordagem para o algoritmo CMA, foi possivel notar que existem trés possibilidades para
o limitante do passo de adaptacdo. Contudo, apenas uma das possibilidades representa o passo de
adaptacdo maximo a ser utilizado. O mais interessante nesta andlise € que chegamos a uma situagdo
onde os limitantes para o passo de adaptacdo sdo representados por raizes de um polindmio de quarta
ordem (uma das raizes € o valor 0 e as demais sdo limitantes). Portanto, existem escolhas de passo de
adaptacdo que podem estar fora da faixa onde o algoritmo serd estdvel. Novamente, hip6teses como
a teoria da independéncia foram evitadas.

Em resumo, no estudo dos algoritmos SDA, LMS e CMA, alcancamos um objetivo comum:
determinar um limitante superior para o passo de adaptacdo para o algoritmo apresentar estabilidade
do ponto de vista de Lyapunov.

Durante as discussdes que levaram ao desenvolvimento deste trabalho, percebemos que o ponto
de inicializagdo € tao importante quanto o passo de adapta¢do. Assim, no capitulo 6, obtivemos um li-
mitante inferior para a fun¢do custo CM que permite avaliar o desempenho atingivel pelo equalizador
para um determinado canal de comunicacdo. Em seguida, derivamos uma heuristica de inicializacao
para o algoritmo do médulo constante cuja meta é aumentar tanto quanto possivel a porcentagem de
realizagdes que resultam em convergéncia global do método. Os resultados obtidos confirmaram o
potencial dessa linha de trabalho como um todo.

Consequentemente, fechamos um ciclo para tratamento de algoritmos para equalizacao do ponto

de vista de estabilidade pois consideramos, em alguma medida, as questdes de:
* passo de adaptacdo

* ponto de inicializagdo
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* representacdo matematica para a regido de convergéncia.

7.1 Perspectivas para trabalhos futuros

A relacdo entre o processo de aprendizado de um equalizador adaptativo e a idéia de sistema dina-

mico permitiu o uso da teoria de Lyapunov para investigar questdes ligadas a estabilidade. Portanto,

uma possibilidade para trabalhos futuros € considerar outras técnicas pertencentes ao escopo de siste-

mas ndo-lineares para investigacao das propriedades dos equalizadores adaptativos. Citamos alguns

casos promissores:

1.

estender os resultados para o problema de separacdo de fontes ou para cendrio de existéncia de

multiplos receptores;

considerar estabilidade no sentido entrada-saida e fazer uso da estabilidade £ ou mesmo de

metodologias para sistemas robustos;

considerar o equalizador adaptativo como sistema markoviano, o que abre espaco para refinar

os teoremas de Lyapunov conforme é proposto em [5];

propor novas arquiteturas fazendo uso de equalizadores com modelos mistos (parte do modelo
€ um equalizador FIR e outra parte € um composto por uma rede neural ou outro mecanismo

proveniente de técnicas de machine learning);

considerar equalizadores baseados em redes neurais (ou redes wavelets) conforme ja verifica-
mos em [71] (ou no apéndice A); esta técnica mostra-se vidvel e de grande potencial, especial-

mente no sentido de introduzir novos algoritmos de treinamento e/ou novas arquiteturas
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Apéndice A

Apéndice 1 - Resultados do uso de redes

wavelets em equalizacao

Sdo apresentados neste apéndice os resultados obtidos com o uso de redes wavelets no problema
de equalizacdo adaptativa. Esses resultados foram reportados em [71] e s@o descritos aqui como

registro de parte das pesquisas realizadas durante o periodo do trabalho de doutorado.

A.1 Redes Wavelet

A representacdo natural da transformada wavelet considera uma versao transladada e dilatada de

uma fung¢do continua ¢, conhecida também como wavelet mae:

=
Ja

Contudo, a representacdo no dominio de fungdes continuas é pouco apropriada para problemas

(t_b),aeR*,beR. (A1)

a

¢a,b(t) =

envolvendo sistemas digitais. Sendo assim, € preferivel adotar uma parametrizagao na qual as gran-

dezas de tempo e escala (b e a) sdo discretizadas [72]

t— 27k
97

Gjk(t) = 2‘”%( ) I kETZ. (A.2)

Uma dada fungdo f € L?(R) pode ser caracterizada ou reconstruida por uma superposi¢io de

elementos de fun¢des wavelet como [73]

f= Z < frbjk > bk (A.3)

Jk
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Uma amostragem mais precisa dos parametros da wavelet pode ser obtida considerando

—2m/M;
Om i (t) = 2—m/2M¢<t2W) om=0,---,M—1. (A4)

onde M € 7Z [72]. Para reduzir o nimero de operagdes por funcdo wavelet, limitaremos o parametro
k a apenas alguns valores.

No entanto, para garantir que a composicdo de wavelets seja capaz de reconstruir a fungdo f, o
conjunto ® = {¢,, x, m,k € Z} deve constituir um frame para L*(R) [73], ou seja, devem existir

A > 0e B < oo tais que

AIFIP <Y 1< fr b > 2 < BIFI?
m,k

para todo f € L?(R). Maiores detalhes sobre as condigdes suficientes para formagdo de um frame
podem ser encontrados em [73].

Sendo assim, serd considerada aqui a seguinte parametrizagdo para a rede wavelet

M-1

K

m=0 k=—K k#0

onde w,, j, representa os pesos da camada de saida para este n6 da rede. A figura A.1 ilustra alguns

wy/
k

k1"

noés da rede wavelet:

saida

!
&
e

Tn T entrada

Fig. A.1: Representagdo de um né da rede wavelet considerando apenas uma tnica entrada.

Quando a rede wavelet é alimentada por mais de uma entrada, torna-se necessario repetir a arqui-

tetura da figura A.1 para cada uma das entradas.
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Tn

Fig. A.2: Representacdo da rede wavelet para multiplas entradas.

Entretanto, do ponto de vista da parametrizacdo, basta adicionar mais um somat6rio a expressao
da saida da rede (equacdo (A.5)). Nas redes wavelet, vale também a representacdo por matrizes.

Assim, a saida da rede wavelet pode ser reescrita como

M-1 K
Yn = Z Z wi,m,k¢m,k(xi,n) = ‘éin % .
=1 m=0 k=—K k70 1x MN2KMN2K x 1 (A.6)

onde N € o ndmero de entradas para rede wavelet.
A parametrizagao descrita na equagdo (A.2) assemelha-se a um equalizador linear e também a

representacio de redes do tipo RBF. Existem alguns pontos em comum entre a rede wavelet e a RBF
[74]:

1 Wavelets podem ser consideradas como versdes deslocadas e dilatadas de uma dada funcdo de

ativacdo (que obedeca as condi¢des de admissibilidade);

2 Valem as propriedades de aproximacdo universal e aproximagdo L? tanto para redes RBF

quanto para redes wavelets;

3 Algoritmos para treinamento de redes neurais (por exemplo, o algoritmo LMS) podem ser

utilizados para redes wavelets.

Neste apéndice, utilizaremos o algoritmo LMS normalizado para adaptar os pesos da camada de
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saida da rede wavelet. A expressdo iterativa dessa técnica € [28]:

*

Zn€
W= Wy + pr (A7)
12|

onde 1 € o passo de adaptacdo, z,, o vetor de entradas para o algoritmo e e,, o sinal de erro. O vetor

Z, € o escalar e,, serdo devidamente explicitados nas préximas segdes.

A.2 Adaptacao Estrutural

Adotamos a estratégia de adaptacdo estrutural proposta em [4], ou seja, os nds da camada escon-

dida serdo divididos em trés grupos conforme a evolu¢do dos coeficientes da camada de saida:

L7 V) se [[Willn = [[Wjllno1 > 1
Lo Vi se —po < [Wylln = W1 < (A.8)
L™ V) se [[Wjlln = [[Wjlln—1 < —p

onde W; € o j-ésimo coeficiente da camada de saida.

As leis de adaptacdo da rede sao:
* Selecione um n6 do conjunto L.~ para ser removido a cada iteracdo no instante de tempo n;
* Adicione um né na rede se houver pelo menos um ponto em LT

O conjunto IL° ndo afeta a adaptagdo estrutural e ndo é permitido excluir ou adicionar mais de um
noé por iteragdo. Quando um né € introduzido na rede, seu peso e seus coeficientes para dilatagcdo e

translagcdo sdo inicializados aleatoriamente.

A.3 Equalizacao com Rede Wavelet

No problema de equalizacdo supervisionada, a rede wavelet terd por objetivo recuperar com a
maior fidelidade possivel uma versao atrasada s,,_4 do sinal transmitido. O treinamento da rede terd

por base uma medida de erro entre o sinal desejado e a saida y,,, como mostra a figura A.3.

No caso ndo-supervisionado, projetamos a rede wavelet para que ela faca o papel de um preditor
num esquema em que o equalizador € o filtro de erro de predicao resultante. Essa proposta foi funda-

mentada nos arcabouco teérico desenvolvido em [75] e [17]. Assumimos que a parte deterministica
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Zfd
an Tn
Yn
S n - CANAL | ———
W A
bn

€n

Fig. A.3: Rede wavelet para equalizacdo supervisionada.

do canal pode ser modelada por um filtro FIR:

F(z) = Z hi' (A.9)

onde N}, € o namero de coeficientes do canal h.

Dessa forma, o sinal de entrada do equalizador (que € o filtro de erro de predi¢do) pode ser

representado como

Xn = hoSp + h1Sp_1+ -+ hny—150- Ny 41 + bn (A.10)

onde b,, é o processo estocdstico que representa o ruido aditivo. Dando o nome de Preditor(.) ao
operador que representa o mapeamento efetuado pelo preditor, chegamos a seguinte forma para o erro

de predicao

red :
ebret = x, — Preditor(X,_1)

= hosp + hi1Sp—1+ -+ hn,—1Sn—n,+1 + b — freditor(xn_ll

~\~
Tn

= hoSn + h1Sp—1+ -+ + hn,—15n—nN,+1 + by — Preditor(hosp—1 + -+ - + hn,—1Sn—Nj,+2 + bu_1)

7

g
Zn

(A.11)
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1
anp, <
CANAL

Fig. A.4: Rede wavelet para equalizacdo cega.

bn
T, egred Yn
‘ @ = AGC || dec(.)}—

Sn

No caso ideal, o preditor da equagdo (A.11) cancelard os termos redundantes como (hys,_1 +

-+ hn,—15n—nN,+1) € também parte de b,,. Sendo assim, o erro de predi¢do se resumird a

el = hys,, + 1, (A.12)

onde ¥/, representa o ruido residual. Portanto, foi recuperado o sinal transmitido, com atraso zero, a
menos de um ganho, que pode ser compensado por um mecanismo do tipo AGC (Automatic Gain
Control), conforme proposto por [75]. A saida do AGC é submetida a ag¢do de um decisor dec(.), o

qual, neste caso, € a fungdo sinal.

Nos primeiros trabalhos que fizeram uso dessa proposta, foram utilizadas redes do tipo MLP e
um filtro fuzzy [17][75]. A proposta apresentada aqui contém, portanto, a primeira aplicacdo de uma

estrutura baseada em wavelets a esse problema particular.

A.4 Resultados de Simulacao

Para o caso supervisionado, as configuragdes de canal, ruido, da rede wavelet e dos algoritmos de
treinamento estdo na primeira linha da Tabela A.1. Escolhemos um canal de fase minima e o atraso
de equalizacdo que produz o problema de equaliza¢do mais complexo, o qual, alids, ndo € passivel de
solucdo linear.

Os resultados para o caso supervisionado sdo apresentados nas figuras A.5-A.7. A figura A.5

mostra o sinal de saida do equalizador, ou seja, y,. O sinal de erro instantaneo e, é exibido na



A.4 Resultados de Simulacao 137

figura A.6, onde chamamos a atencdo para a reducdo acentuada do erro apds os primeiros instantes
da simulacao.

A figura A.8 retrata o sinal e?™*? para o caso ndo-supervisionado. O objetivo do preditor é tornar
ePred o mais préximo possivel de s,, (pois hy = 1, vide a segunda linha da Tabela A.1). Tal meta é
alcancada, conforme atesta o comportamento de “abertura do olho” durante a simulacio, reportado
na figura A.8, e os erros de decisdo retratados na figura A.9. Portanto, concluimos que a rede wavelet
cumpriu a tarefa de maneira adequada.

A figura A.8 retrata o caso ndo-supervisionado. Ambas figuras sdo dividas em trés graficos: a
saida do equalizador, o erro entre sinal desejado e saida e uma estimativa do erro quadratico médio.
Os trés graficos mostram que a rede consegue obter um sinal de saida pr6ximo ao sinal desejado,
sendo a diferenca entre eles devida predominantemente ao ruido residual.

As figuras A.7 e A.10 mostram o nimero de neurdnios (ou nés) da camada oculta da rede para
cada uma das situagdes, 0 que nos permite ter uma boa nocdo do papel do mecanismo de adapta-
¢do estrutural. Observamos que, na fase inicial do processo adaptativo, hd uma gradual inserc¢do de

neuronios até que, por fim, atinge-se uma configuracdo adequada.
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Fig. A.5: Rede wavelet com apdaptacao estrutural para o caso supervisonado.
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Fig. A.6: Erro instantaneo da simulacdo da figura A.5S.
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Fig. A.7: Evolucao do nimero de nés da simulagdo da figura A.5S.
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Fig. A.8: Rede wavelet com adaptacgdo estrutural para o sistema ndo-supervisionado.
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Fig. A.9: Diferenca entre s,_, € y,, para simulacdo da figura A.8 (caso nio-supervisionado).
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Fig. A.10: Evolucdo do nimero de nds da simulacdo da figura A.8.

Tab. A.1: Parametros das redes wavelet utilizadas nas simulacoes.

figuras ‘ M ‘ N ‘ by, ‘ K ‘ Canal ‘ I ‘ 1 ‘ 1 ‘ Ganho AGC ‘ d ‘
AS5A6eA7 | 4 | 5|20dB | 2 h(z) =140,62"" 0,7 | 0,15 | 0,15 0,009 2
A8A9eA.10| 3 |3 [21dB |3 |h(z)=1+0,82"1+0,422[03] 02 | 0,2 0,009 0

Nota 16. Em todas a simulagdes com wavelet foi considerado ¢(t) = (1 — t?) exp(—t%/2).

A.5 Sumario

Os resultados mostram que a proposta apresentada neste apéndice teve um bom desempenho
tanto num contexto supervisionado (em que o treinamento teve por base o critério de Wiener) quanto
num contexto nao-supervisionado (baseado no critério de erro de predi¢do), o que nos permite tirar
conclusdes otimistas acerca da aplicabilidade de redes wavelets a uma ampla gama de problemas de

equalizacdo. Dentre as caracteristicas positivas da rede wavelet, desejamos destacar as seguintes:

1. Capacidade de aproximacgdo universal, o que possibilita a aplicacdo em uma gama ampla de

canais, incluindo os nao-lineares e variantes no tempo;

2. A rede wavelet pode ser construida com diferentes fun¢des (incluindo Gaussianas), o que pode

ser encarado como uma generaliza¢do dos outros tipos de rede, por exemplo RBF e MLP.

3. A rede wavelet com adaptacdo estrutural permite tratar situacdes nas quais a dindmica do sis-
tema muda bruscamente durante a equaliza¢do. Isto inspira a investigacdo desta ferramenta

para sinais com estatisticas nao estaciondrias.

Contudo, restam varios pontos para investiga¢cdo como, por exemplo, elaborar uma estratégia para
determinar os parametros iniciais da rede (M, N e K) e os ganhos do critério de adaptacdo estrutural
(p1 € po).



