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Resumo

A presente tese de doutoramento apresenta contribuicdes a andlise de estabilidade, ao controle e
ao processamento de sinais no contexto de sistemas dindmicos ndo-lineares. No que se refere a analise
de estabilidade, este trabalho apresenta um novo método para calcular o espectro de Lyapunov para
solugdes de sistemas dindmicos a partir de copias (“‘clones”) das equagdes de estado com pequenas
perturbacdes nas condi¢des iniciais. A proposta se caracteriza por: ndo exigir linearizacdes das equa-
¢cdes de movimento; possibilitar a estimagdo parcial do espectro de Lyapunov; viabilizar a estimagao
do espectro para sistemas dindmicos ndo-suaves. Além disso, este procedimento de cédlculo € utili-
zado para construir uma estratégia de controle de sistemas dindmicos baseada no ajuste de parametros
livres que levam a um determinado espectro de Lyapunov desejado, estratégia esta que € testada no
ambito do modelo neuronal de Hodgkin-Huxley. Como contribui¢do no contexto de processamento
de sinais, este trabalho se dedica a apresentar uma nova metodologia para separacao de sinais cadticos
misturados com sinais estocdsticos baseada na andlise por quantificacdo de recorréncia, assim como
uma nova técnica de sombreamento e filtragem de sinais cadticos quando a estrutura das equacoes de

estado estd disponivel.

Palavras-chave: dindmica ndo-linear; caos; controle; separacdo cega de fontes; filtragem de

sinais cadticos.






Abstract

This doctoral thesis presents contributions to the stability analysis, control and signal processing in
the context of nonlinear dynamical systems. With regard to the stability analysis, this work presents a
new method to calculate the Lyapunov spectrum of solutions for dynamical systems based on copies
(“clones”) of the state equations with small perturbations in the initial conditions. The proposal
has the following key features: it does not require linearization of the motion equations; it allows
the partial estimation of the Lyapunov spectrum; it allows the spectrum estimation for non-smooth
dynamical systems. Moreover, this calculation procedure is used to construct a strategy of control of
dynamical systems based on the selection of parameters that lead to a particular desired Lyapunov
spectrum, which is tested for the neuronal model proposed by Hodgkin and Huxley. As a contribution
in the context of signal processing, this work presents a new methodology for blind source separation
of chaotic signals mixed with stochastic sources based on recurrence quantification analysis, as well
as a new technique for shadowing and filtering chaotic signals when the structure of the state equations

is available.

Keywords: nonlinear dynamics; chaos; control; blind source separation; chaotic signal proces-

sing.
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Capitulo 1

Introducao

A presente tese de doutoramento apresenta contribuicdes a andlise de estabilidade, ao controle
e ao processamento de sinais no contexto de sistemas dindmicos ndo-lineares, e, em especial, de
dindmicas cadticas. Mais especificamente, no que concerne a andlise de estabilidade, apresenta-
se aqui uma via alternativa de cdlculo do espectro de Lyapunov, na qual este é estimado a partir
das taxas de divergéncias ou convergéncias de condi¢des inicialmente proximas por meio de cOpias
(“clones”) perturbados da dinamica. Este método se caracteriza por ndo exigir a solu¢cdo das equacdes
variacionais que descrevem a evolugdo temporal do sistema linear subjacente a dinamica, e, portanto,
torna-se uma estratégia atraente de estimacao do espectro de Lyapunov para sistemas dindmicos com
uma descricdo matemdtica muito complexa ou mesmo com caracteristicas nao-suaves. Esta ultima
aplicacdo, em particular, € ilustrada aqui por meio da andlise de estabilidade do modelo neuronal de
FitzHugh-Nagumo com entradas descontinuas, um cendrio de dificil tratamento matemético, mas de
significativa relevancia tedrica e pratica.

Como uma extensdo natural do conceito de expoentes de Lyapunov definidos para o comporta-
mento assintético da solucdo do sistema dindmico, mostra-se aqui que o método proposto também
pode ser utilizado para avaliar as divergéncias ou convergéncias de tempo finito de condi¢des inicial-
mente proximas, o que permite analisar de forma mais precisa a previsibilidade e a prépria estrutura
local do campo vetorial. Estes expoentes de Lyapunov de tempo finito foram aqui utilizados para
localizar a separatriz que caracteriza o limiar de disparo de potenciais de a¢cdo no modelo de FitzHugh-
Nagumo e também para associar os estados fisiologicos que este busca capturar a estabilidade local
da solu¢do do modelo.

O procedimento de célculo do espectro de Lyapunov também € aqui utilizado para construir uma
nova estratégia de controle de sistemas dinamicos baseada no ajuste de parametros livres que levam
a um determinado espectro de Lyapunov desejado. Em particular, o espectro de Lyapunov destaca-se

por permitir a caracterizacdo de solucdes atratoras e impor restricdes sobre a forma de evolugdo de



2 Introducao

uma perturbac¢do infinitesimal na estrutura do sistema dinamico, o que possibilita definir, portanto, um
meio robusto de controle por projeto de sistemas dindmicos caso um ajuste adequado dos parametros
livres possa ser encontrado. Este procedimento de ajuste envolve a reformulacdo do problema de
controle em termos de um problema de otimizacdo, o qual, devido a sua multimodalidade intrin-
seca e a impossibilidade de constru¢do analitica de um vetor gradiente é aqui resolvido por meio de
métodos alternativos (bio-inspirados) de otimizacdo. A abordagem de controle aqui proposta visa
obter séries temporais que definem um atrator com mesmas medidas invariantes e estatisticas da so-
lucdo de referéncia, mas ndo necessariamente séries idénticas. Este tipo de controle é especialmente
atraente quando deseja-se buscar um padrao oscilatério especifico que regula processos ou mesmo
define algum tipo de memoria associativa, tal como tem sido comumente evocado no contexto de
computacdo com atratores em sistemas bioldgicos, em especial, os neuronais. Justamente por isso,
a estratégia de controle proposta € testada aqui tendo por plataforma de testes o0 modelo neuronal de
Hodgkin-Huxley, para o qual é mostrado que alguns pardmetros que caracterizam a excitabilidade de
membrana podem ser combinados para estabilizar Orbitas cadticas ou mesmo desestabilizar Orbitas

periddicas.

Como contribuicdo no contexto de processamento de sinais, este trabalho apresenta uma nova
metodologia para extracdo cega de sinais cadticos misturados com sinais estocdsticos baseada na
andlise por quantificacdo de recorréncia. Esta abordagem dedica-se a resolver o problema de extra-
¢do de sinais deterministicos quando apenas versdes corrompidas com ruido do sinal de interesse
estdo disponiveis em um cendrio multiregistro, ou seja, quando se tem acesso a mais de uma mistura
ruidosa das fontes originalmente misturadas. Esta técnica de processamento visa adaptar um sistema
separador de tal forma que a aplicacdo deste as misturas leva a maximizacao das caracteristicas de-
terministicas do sinal de saida, o que define aqui uma primeira proposta de analise de componentes

deterministicos.

Quando o problema de filtragem de sinais cadticos € colocado fora do cendrio multiregistro, busca-
se um outro conjunto de informag¢des disponiveis a priori para realizar um processamento adequado,
uma vez que a abordagem cléssica de Fourier torna-se impropria nesta situagdo. Com este propdsito,
a presente tese também se propde a apresentar uma estratégia de filtragem quando a estrutura das
equagdes de estado estd disponivel, mas ndo suas condi¢des iniciais e parametros, o que define uma
situacdo muita proxima do problema de sombreamento de sinais deterministicos, i.e., do problema de
se encontrar trajetorias puramente deterministicas que aproximam observagdes ruidosas. O método
aqui proposto para realizar esta tarefa também se fundamenta na reformulacdo do problema de filtra-
gem como um problema de otimizacdo, o que € resolvido via métodos alternativos (bio-inspirados)
e permite contornar diversos inconvenientes numéricos das abordagens classicas de solucdo. Outras

duas abordagens cldssicas de filtragem sdo utilizadas aqui para embasar a avaliacdo de desempenho



da proposta, a qual se mostra capaz de apresentar uma boa capacidade de filtragem em ambientes rui-
dosos. Acredita-se que esta proposta de filtragem possa ser muito atraente no contexto de simulacdes
analdgicas de sistemas dindmicos e das recentes propostas de sistemas de comunicagdes baseados em
sinais cadticos, para os quais o conhecimento da estrutura das equacdes de estado é uma premissa
coerente.

Esta tese estd estruturada como descrito a seguir: o capitulo 2 apresenta uma breve revisao tedrica
dos conceitos fundamentais utilizados nos capitulos que se seguem. Ja no ambito das contribuicdes,
o capitulo 3 apresenta o método das dindmicas clonadas para o célculo do espectro de Lyapunov, bem
como a sua extensdo para o cdlculo do espectro de Lyapunov de tempo finito. Essas medidas sdao
entdo utilizadas para estabelecer diferentes andlises relativas ao modelo de FitzHugh-Nagumo para
entradas descontinuas, um caso classico de sistema nao-suave. O capitulo 4 apresenta a estratégia
de controle por projeto de sistemas dinamicos baseado no ajuste de parametros livres da dindmica
que levam a um determinado espectro de Lyapunov desejado, o que € aqui aplicado para controle do
modelo de Hogdkin-Huxley. Os capitulos 5 e 6 abordam, respectivamente, o problema de extragdo de
fontes cadticas a partir de misturas destas com sinais estocdsticos e o problema de filtragem quando
estdo disponiveis uma observacgao ruidosa do sinal de interesse e conhecimento em relacdo a estrutura

das equacgdes de estado. Por fim, o capitulo 7 apresenta as consideracdes finais desta tese.
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Capitulo 2

Revisao Teorica

2.1 Sistemas Dinamicos: defini¢oes basicas

A dinamica e a cinematica formam os dois ramos fundamentais da mecanica, a area do conhe-
cimento voltada para a descricdo e o entendimento do movimento de forma geral. Historicamente,
a mecanica foi assim denominada devido a idéia de que todo movimento pudesse ser decomposto e
entendido por meio de méaquinas simples tais como polias, rodas, roldanas, alavancas, entre outras
maquinas elementares (Mitchell, 2009). Em especial, a cinemdtica ocupa-se fundamentalmente da
descricdo do movimento em si (e.g. leis de Kepler), enquanto a dindmica busca entender o mo-
vimento por meio de suas origens, a luz de nog¢des tais como massa, carga elétrica, entre outras
grandezas fundamentais (e.g. leis de Newton).

As tentativas de compreensdo e descri¢do das leis de movimento sdo antigas, tendo nascido e se
desenvolvido juntamente com o intelecto da propria humanidade. Por exemplo, Aristételes, em sua
Fisica (Aristételes, 2009), tinha uma auténtica teoria de dindmica fundamentada, sobretudo, no senso
comum. Segundo Aristételes, objetos compostos por elementos semelhantes tinham uma afinidade
intrinseca, tendendo naturalmente a se agruparem e dando assim origem aos movimentos. Isso expli-
caria, por exemplo, o movimento de queda de uma pedra em direcdo ao solo ou mesmo a tendéncia
da fumaca de se misturar ao ar (Mitchell, 2009).

Posteriormente, a introdu¢do de meios mais empiricos e sistemdticos como paradigma de método
investigativo, em detrimento do puro senso comum, teve um impacto profundo no desenvolvimento
da teoria de sistemas dinamicos, sobretudo com os trabalhos de Galileo e Newton (Monteiro, 2006).
Desde entdo, pode-se dizer que muitos dos grandes cientistas da humanidade tém se debrugcado para
o desenvolvimento deste ramo da ciéncia, tais como Leibniz, Laplace, Lagrange, Euler, Poisson,
Poincaré, Einstein, Kolmogorov e von Neumann (Monteiro, 2006; Leine, 2010).

Seguindo as concep¢des mais modernas da drea, sistemas dindmicos podem ser vistos como ma-

5
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peamentos de estados matematicamente descritos de diferentes formas, tais como um conjunto de
equagoes diferenciais, integro-diferenciais, integrais, grafos, equacdes a diferencas, cadeias de Mar-
kov, etc. Por meio destes mapeamentos de estados, busca-se avaliar a evolugdo temporal de grandezas
de qualquer natureza, o que € feito mediante sucessivas aplicacdes do mapa a um estado inicial.

No presente trabalho, apenas sistemas dindmicos descritos por equacdes a diferencas e equacdes
diferenciais serdo abordados, fazendo com que a iteracdo do mapeamento possa ser vista como a
aplicacdo de um operador puramente deterministico. Assim, o conjunto de quantidades x;, com j =
1,2, ..., N determinam o estado do sistema dinamico, caracterizando um ponto x = [z, ¥, ..., zx|T
no espago R (Anishchenko et al., 2007). As quantidades z; evoluem no tempo e sdo chamadas
de variaveis de estado, enquanto os parametros da dinamica sdo quantidades fixas que também in-
fluenciam no comportamento do sistema. O conjunto de todos os estados possiveis de um sistema
¢ chamado de espago de estados ou espago de fase. As equagdes de estado (ou equagdes de movi-
mento) fazem referéncia as relacdoes que fornecem o préximo estado do mapeamento dado o estado
corrente, e correspondem no seu conjunto ao mapeamento propriamente dito. O nimero de equacdes
de diferenciais ou a diferencas de primeira ordem necessdrias para descrever o sistema definem a
sua ordem, sendo que toda equagdo diferencial ou a diferencas de ordem /N pode ser reescrita como
um sistema com N equagdes de primeira ordem (Fiedler-Ferrara & Carmo, 1995; Strogatz, 2001;
Monteiro, 2006; Anishchenko et al., 2007).

Em geral, os sistemas dindmicos podem ser classificados segundo diferentes aspectos associados
as caracteristicas fundamentais do mapeamento utilizado. Neste sentido, caso o operador determi-
nistico exista para qualquer instante de tempo, tem-se um sistema dinadmico de tempo continuo; caso
contrdrio, a existéncia restrita a tempos isolados d4 origem a um sistema dindmico de tempo discreto.
Caso o mapeamento seja uma combinacdo linear das varidveis de estado, tem-se uma dinamica linear,
e, se esse nao for o caso, tem-se um sistema nao-linear. Os sistemas dinAmicos sdo ditos autdbnomos
quando existe apenas dependéncia implicita do tempo nas equagdes de estado, enquanto sistemas
com dependéncia explicita do tempo sdo chamados de ndo-autdnomos. Em especial, todo sistema
nao-autdonomo pode ser reescrito como um sistema autdonomo fazendo uma transformacao de forma a

incorporar o tempo como uma varidvel de estado.

Em relacdo a conservacdo de energia, um sistema € dito conservativo quando as aplicacdes da
equacdes de movimento preservam o volume no espaco de estados!, caso contrdrio, o sistema dis-
sipa energia e € dito dissipativo (Fiedler-Ferrara & Carmo, 1995; Strogatz, 2001; Monteiro, 2006;
Anishchenko et al., 2007).

'O lugar geométrico dos pontos equidistantes de uma determinada condigio inicial no espago de fase define uma
hiper-esfera, a qual vai sendo deformada mediante a aplicacio das equagdes de estado. Observa-se, portanto, que algumas
direcdes da dindmica sdo contrativas e outras expansivas, sendo que o volume inicial desta hiper-esfera pode ou ndo ser
preservado apés as aplicacdes das equacdes de movimento.
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De maneira geral, sistemas dindmicos descritos por um conjunto de equacdes diferenciais assu-

mem mapeamentos da seguinte forma:

l’l(t) = Fl(fL‘l(t),l'Q(t),...,ZL‘N(t),t)
$2(t) = Fg(x1<t),$2(t),...,IL’N(t),t)

_ (2.1)
on(t) = FEn(z1(t),z2(t),. .., xn(t),1)

dx(t)

onde o operador (t) equivale a =7~. O sistema de equagdes diferenciais dado em (2.1) pode assumir

a seguinte forma vetorial:
%(t) = F(x(t),t) (2.2)

onde F(x(t),t) € um vetor de fungdes com componentes F;(x(t),t), para j = 1,2,..., N, o qual é
denominado campo velocidade vetorial (Anishchenko et al., 2007). De forma andloga, sistemas de

equagoes a diferencas sdo descritos pelo seguinte mapeamento de estados:

ri(n+1) = Fi(z1(n),ze(n),...,xx(n),n)
za(n+1) = Fy(xi(n),ze(n),...,zx(n),n)

= (2.3)
zn(n+1) = Fy(z1(n),z2(n),...,xx(n),n)

onde n € o indice de tempo discreto. Um sistema de equacdes a diferencas assume a seguinte forma

vetorial:
x(n+1) =F(x(n),n) (2.4)

Assim, o conjunto de pontos resultante das sucessivas aplicacdes do mapeamento de estados a
partir de uma determinada condicdo inicial xy = x(#¢) no caso continuo ou x, = x(n) no caso dis-
creto define uma trajetoria de fase ou simplesmente uma trajetéria (também chamada de movimento)

&1(X0(t0)) € Pn(x0(no)), para os respectivos casos.

A idéia de regime permanente refere-se ao comportamento assintético do sistema quando ¢ — oo,
0 que pressupde a delimitacdo deste por uma regido compacta no espago de estados. A diferenca
entre uma trajetoria e seu regime permanente € chamada de transiente ou transitdrio (Parker & Chua,
1989).
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2.2 Conjuntos-limite de sistemas dinamicos

O conceito de regime permanente pode ser traduzido para o espaco de estados na forma de
conjuntos-limite. Mais formalmente, assumindo que existam dois conjuntos, U e L € U, onde U
¢ o conjunto de todos os pontos x, do espacgo de estados para os quais ¢;(x¢) € L quando ¢ — oo
ou quando t — —oo, entdo L € dito um conjunto-limite do sistema dindmico. Mais especificamente,
L ¢ dito um conjunto w-limite no primeiro caso (tf — oo) € um conjunto «a-limite no segundo caso
(t — —o0) (Parker & Chua, 1989; Anishchenko et al., 2007). Se todos os pontos do conjunto U per-
tencem a L no limite quando ¢ — oo, entdo o conjunto-limite L é um atrator, e, conseqiientemente, U/
€ sua bacia de atracdo. Caso os pontos de U pertencam a L quando ¢ — —o0, o conjunto L € dito um
repulsor. E possivel ainda que U seja composto de dois subconjuntos, tal que U = W* U W*, onde
os pontos pertencentes a I/* se aproximam de L no sentido do tempo direto e os pontos pertencentes
a W" tendem a L em tempo reverso. Neste caso, L € chamado conjunto-limite do tipo sela (do
inglés saddle limit set), e os conjuntos W/ * e W* sao as variedades estdveis e instaveis deste conjunto,
respectivamente (Anishchenko et al., 2007).

Uma variedade (do inglés manifold) pode ser vista como uma cole¢do de “caminhos” (e.g. tra-
jetdrias) ligadas de forma suave. Cada caminho pode ser representado por alguma equacdo para-
métrica, enquanto a conexao suave entre eles significa que nao hd bicos, descontinuidades ou auto-
cruzamentos no objeto geométrico obtido (Burns & Gidea, 2005). Assim, uma variedade M k-
dimensional define um espagco matematico localmente homeomdorfico (topologicamente equivalente)
a um espaco euclidiano R* (Parker & Chua, 1989).

O conceito de equivaléncia topoldgica € de fundamental importancia para a teoria de sistemas
dinamicos, e, mais precisamente, para o estudo da estabilidade de conjuntos-limite. Duas trajetorias
sdo ditas topologicamente equivalentes quando hd um homeomorfismo entre elas que preserva o sen-
tido (a orientacdo) no espago de fases (Monteiro, 2006). Um homeomorfismo corresponde a uma
transformacdo F' injetora, sobrejetora, continua, inversivel e com inversa também continua aplicada
sobre um dominio X de tal forma a produzir uma imagem Y, o que pode ser descrito por /' : X — Y.
Um homeomorfismo € chamado de difeomorfismo quando a transformagado F’ e sua inversa sdo tam-
bém diferencidveis em todos os pontos dos seus respectivos dominios (Monteiro, 2006). A existéncia
de equivaléncia topoldgica entre trajetdrias significa que elas podem ser continuamente deformadas
(ou seja, “esticadas” ou “alongadas”, mas ndo “cortadas” ou “emendadas”) até se tornarem iguais,
representando, portanto, comportamentos dindmicos similares (Monteiro, 2006).

De maneira geral, dinamicas lineares apresentam apenas pontos fixos e solucdes periddicas nao-

isoladas como conjuntos-limite 2, enquanto dindmicas nio-lineares apresentam repertério mais vasto

2Solugdes periédicas ndo-isoladas em dinimicas lineares estdo associadas & presenca de pontos de equilibrio do tipo
centro que se caracterizam por estabilidade neutra e sdio comumente encontrados em sistemas mecanicos ideais tais como
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de possiveis solugdes, o qual abrange pontos fixos, ciclos-limite, solu¢des quase-periddicas e cadticas.

Pontos fixos sao objetos geométricos de dimensao nula que caracterizam pontos do espaco de
estados para os quais 0 movimento torna-se estaciondrio, ou seja, X(t) = 0 para sistemas de tempo
continuo e x(n + 1) = x(n) para sistemas de tempo discreto. Ciclos-limite sdo soluc¢des periddicas,
fechadas e isoladas de dimensao unitdria para as quais trajetérias vizinhas devem se afastar ou se
aproximar, sendo vdlida a condi¢do ¢;(x*(t + 1)) = ¢;(x*(t)) para sistemas de tempo continuo
e ¢f(x*(n+1T)) = ¢! (x*(n)) para sistemas de tempo discreto, onde 7" é o periodo da oscilagao.
Observa-se que, para ciclos-limite do tipo sela, as trajetdrias vizinhas se aproximam por um lado e
se afastam por outro (Monteiro, 2006), de forma andloga ao que topologicamente ocorre para pontos

fixos do tipo sela.

Solugdes quase-periddicas se caracterizam por definir um movimento composto por um nimero
finito (duas ou mais) de freqii€ncias independentes cuja razao € um numero irracional. Neste caso,
tipicas solucdes estdveis residem na superficie de um toro A-dimensional, onde £ é o nimero de
freqiiéncias independentes (Parker & Chua, 1989; Fiedler-Ferrara & Carmo, 1995).

Uma trajetoria cadtica, quer pertenca a um atrator estranho, um repulsor ou sela, é definida por
pelo menos uma direcao instavel no espago de estados (Anishchenko et al., 2007), ou seja, tem-se pelo
menos uma dire¢do para a qual uma pequena perturbagdo € amplificada diante da evolugdo temporal
do sistema. Do ponto de vista pratico, o comportamento cadtico pode ser classificado simplesmente
como “nenhum dos anteriores” (Parker & Chua, 1989), ou seja, como um regime permanente no
espaco compacto que nao € nem um ponto fixo, nem uma oscilagio periddica e também nao € quase-
periddico. O lugar geométrico no espago de estados para o qual as trajetdrias cadticas sdo atraidas €
chamado de atrator estranho, embora ndo haja consenso acerca da definicdo rigorosa deste termo, que
foi proposto originalmente por Ruelle e Takens em 1971, (Ruelle & Takens, 1971). De maneira geral,
este termo € comumente utilizado para definir um atrator que apresenta aperiodicidade e sensibilidade
em relacdo as condic¢des iniciais (Eckmann & Ruelle, 1985). Observa-se ainda que o atrator de um
sistema cadtico ndo € um objeto geométrico simples como um ponto, um circulo ou um toro (nem
sequer uma variedade (Parker & Chua, 1989)), mas se vincula a estruturas fractais do tipo Cantor
geradas a partir do processo de estiramento e dobra decorrente das dire¢des expansivas e contrativas
da dindmica (Parker & Chua, 1989; Monteiro, 2006; Anishchenko et al., 2007).

Com o intuito de exemplificar os tipicos conjuntos-limite estaveis passiveis de observacdo em
sistemas fisicos, a figura 2.1 mostra tanto o curso temporal como o retrato de fase das varidveis de
estado para o modelo neuronal de FitzHugh-Nagumo (FHN)(FitzZHugh, 1961, 1969), definido pelas

aqueles compostos por osciladores massa-mola sem dissipacdo de energia (Strogatz, 2001).
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seguintes equagdes de estado:

. V3
Vo= Ve = W)
W = ¢c¢(V+a—bW) (2.5)

onde V' e W sdo as varidveis de estado; a, b e ¢ sdo pardmetros da dindmica e /(¢) é uma entrada
externa dada por um trem de pulsos retangulares de amplitude A e frequéncia w com ciclo de trabalho
de 50%. Todas as unidades sdo adotadas como sendo arbitrdrias ([u.a.] - unidades arbitrarias), € o
significado fisico deste modelo serd analisado de forma mais detalhada no préximo capitulo.
Observa-se no painel 2.1(a) que, na auséncia de estimulacio externa, as varidveis de estado apds
um transitério tendem a um ponto fixo e 14 permanecem indefinidamente. Quando uma estimulag¢ao
externa € aplicada com uma determinada amplitude e freqiiéncia, pode-se comumente encontrar so-
lucdes periddicas na forma de ciclos-limite, tal como € mostrado no painel 2.1(b). Configuracdes
particulares de A e w também podem levar a solugdes quase-periddicas (painel 2.1(c)) e cadticas
(painel 2.1(d)), que correspondem, respectivamente, a um toro € a um atrator estranho no retrato de
fase. Observa-se ainda que, embora os painéis mostrem planos de fase bidimensionais, o sistema nao-
autdonomo obtido € tridimensional, e as trajetdrias nunca se interceptam quando todas as coordenadas
do espaco de estados sdo consideradas, o que € um corolério do teorema de existéncia e unicidade da

solu¢do de um sistema descrito por um conjunto de equagdes diferenciais (Strogatz, 2001).

2.3 Analise de estabilidade de conjuntos-limite

A estabilidade e a instabilidade dos conjuntos-limite obtidos a partir da solu¢do das equagdes de
movimento definem propriedades fundamentais dos sistemas dinamicos (Anishchenko et al., 2007).
O conceito de estabilidade pode ser fundamentado segundo diferentes nogdes, o que se reflete nas
diferentes defini¢des que norteiam os paradigmas mais usuais dados pela estabilidade segundo Lya-
punov, estabilidade assint6tica, estabilidade orbital e estabilidade segundo Poisson (Monteiro, 2006;
Anishchenko et al., 2007). O termo técnico “estabilidade” parece ter surgido no contexto do estudo de
sistemas dinamicos no século XVIII, tendo sido proposto por Euler em seu trabalho sobre a andlise
dos corpos flutuantes (Leine, 2010). Posteriormente, o estudo da estabilidade foi extensivamente
desenvolvido no contexto da mecénica celeste por Lagrange e Poisson, sendo a atuacido de Poincaré
crucial para a reinterpretacio do trabalho destes dois ultimos (Leine, 2010).

Historicamente, a teoria moderna de estabilidade tem o seu inicio no final do século XIX / inicio
do século XX com o trabalho de Lyapunov sobre a teoria de perturbacdes. Vale frisar que, embora

a associagdo entre o conceito de estabilidade e solucdes que permanecem numa determinada vizi-
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(c) toro, A = 0.8 u.a., w = 1.6 rad/u.a. (d) atrator estranho, A = 0.65 u.a., w = 1 rad/u.a.

Figura 2.1: O painel 2.1(a) mostra na sua parte superior o curso temporal das varidveis de estado V' e
W para o modelo de FHN (tomando A = 0), bem como seu respectivo plano de fase na parte inferior.
De forma andloga, os painéis 2.1(b), 2.1(c) e 2.1(d) mostram as séries temporais para as varidveis de
estado e os respectivos conjuntos-limite (ciclo-limite, toro e atrator estranho) obtidos para diferentes
valores de A e w da estimulagdo externa.

nhanca do espaco de estados ja pudesse ser encontrada nos trabalhos de Laplace e Poisson, ela s6 foi
formalmente desenvolvida em termos das técnicas matematicas envolvendo ¢ e d posteriormente pela

escola russa (Leine, 2010).

Uma determinada trajetdria ¢;(x;;) é dita estdvel segundo Lyapunov se, para um ¢ > 0 ar-
bitrariamente pequeno, existe um §(¢) > 0 tal que qualquer trajetéria ¢;(xo) sujeita a restri¢do
|x0 — x3|| < d(e) satisfaga a desigualdade || ¢;(xo) — &7 (x3)|| < € para todo ¢t > t, (Monteiro,
2006; Anishchenko et al., 2007). Assim, se uma determinada perturbacao inicial ndo cresce mediante
a evolugdo temporal dada pela aplicagdo das equagdes de movimento, o sistema € estdvel no sentido

de Lyapunov. Caso o efeito desta perturbacao desapareca quando o tempo tende a infinito, ou seja, se
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| e(x0) — &5 (x5)|| — 0 quando t — oo, a trajetdria € dita assintoticamente estdvel.

Assim, a estabilidade segundo Lyapunov e a estabilidade assintética sdo definidas segundo a evo-
lucao temporal de uma pequena perturbacdo aplicada a uma determinada trajetéria. De maneira geral,
existem duas abordagens fundamentais para a andlise de estabilidade neste contexto: o método direto
e o método indireto de Lyapunov. No método direto, a estabilidade ¢ avaliada em termos de fun-
¢cOes que descrevem a energia presente no sistema (as quais nem sempre podem ser determinadas de
uma forma direta), enquanto o método indireto baseia-se em sucessivas linearizacdes, 0 que permite
analisar o sistema a luz de conceitos relativos a estabilidade linear (Monteiro, 2006; Leine, 2010).

O método indireto de Lyapunov relaciona-se com algumas contribui¢des desta tese de doutora-
mento, e, portanto, € necessdrio abordar em detalhe os conceitos fundamentais da andlise de estabili-

dade linear.

2.3.1 Conceitos basicos de estabilidade linear

Os principios que regem a estabilidade linear podem ser bem compreendidos do ponto de vista
geométrico em termos do comportamento assintético de fluxos no espago de estados bidimensional.

Assim, considere o sistema dinamico linear bidimensional dado pela Eq. (2.6):

X = Ax (2.6)
onde a matriz A é:
a b
A = 2.7
. d (2.7)
e o vetor x € dado por:
x={" (2.8)
Y

Dada a natureza linear da dindmica, podem-se encontrar solucdes analiticas para a Eq. (2.6) na
forma (Strogatz, 2001):
x(t) = e'v (2.9)

onde p € a taxa de crescimento e v € um vetor a ser determinado, o que pode ser feito por meio da
substituicao da Eq. (2.9) na Eq. (2.6) de forma a obter:

pef'v = et Av (2.10)

Ap6s uma simplificacdo, tem-se:
Av = pv (2.11)
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Observa-se que os valores de p; e v; que resolvem a Eq. (2.11) s@o, respectivamente, os autovalo-

res e autovetores da matriz A, que podem ser encontrados por meio Eq. (2.12):

a—p b
det =0 (2.12)
c d—p

que leva a seguinte equagdo caracteristica:

P P—Tp+A=0 (2.13)

sendo 7 e A definidos pelas equagdes:
T = wr(A)=a+d (2.14)
A = det(A) = ad — bc (2.15)

onde tr(A) e det(A) sdo, respectivamente, o traco e o determinante da matriz A, o que permite obter
TEV712—4A
2 Y

A substituicao de um autovalor na Eq. (2.11) leva ao respectivo autovetor. Em particular, qualquer

os autovalores:

pi = comi=1,2 (2.16)

condicao inicial pode ser escrita como uma combinac¢do linear dos autovetores na forma (Strogatz,
2001):

Xp = (C1Vy + CoVy (217)

definindo assim a solugdo geral:
X(t) = cle”ltvl -+ CgepthQ (218)

Os pontos fixos ou mesmo as solugdes periddicas ndo-isoladas tém as suas respectivas estruturas
topoldgicas definidas pelos autovalores da matriz A (Strogatz, 2001), o que possibilita uma andlise
concisa em termos dos valores de 7 ¢ A definidos nas Egs. (2.14) e (3.15) (Strogatz, 2001; Anish-
chenko et al., 2007; 1zhikevich, 2007), a qual € ilustrada na figura 2.2.

Observa-se que, quando A < 0, tem-se autovalores reais e com sinais diferentes (i.e. um au-
tovalor positivo e outro negativo), o que caracteriza a presenca de uma direcdo expansiva € outra
contrativa, algo tipico de um ponto de equilibrio do tipo sela. Quando A > 0, os autovalores podem
ser tanto reais de mesmo sinal - o que define pontos fixos do tipo né - como complexos conjugados
- 0 que define centros e focos. NOs e focos obedecem as restri¢coes 72 —4A > 0e 72 —4A < 0,

respectivamente, sendo a estabilidade dos mesmos definida pela parte real dos autovalores (Re{p;}).
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Estes pontos fixos sdo ditos estdveis quando Re{p;} < 0, e, portanto, 7 < 0, e instdveis quando
Re{p;} > 0, o que implicaem 7 > 0.

A pardbola 72 — 4A = ( define estrelas e nés degenerados que sdo casos de fronteira ou tran-
sicdo entre estruturas topoldgicas mais comuns (nés e focos). Tanto estrelas como nds degenerados
apresentam autovalores repetidos, sendo que as estrelas se caracterizam por apresentarem autovetores
independentes, enquanto os nds degenerados apresentam multiplicidade tanto dos autovalores como
dos autovetores (Strogatz, 2001). Outro tipico caso de fronteira ou transi¢do € dado pelos centros de

estabilidade neutra obtidos quando 7 = 0.

T
MG instavel
{autovaluras reais e positivos)
‘ Autovalor =0
utovalores 7 ’:‘nfados 2 —Ab
| / =
Foco instavel ’
Qf? {aum\ralores complexos \\i/'
o com parte real positiva)
centros A
Foco estavel
- - 5.}\ (autovalores complexos
Sela 5’{9 com parte real negativa) b
{autovalores reais e de sinais
diferentes)
‘II 3
y T
4—|—w A egﬂﬂe;-ado 94 ~ 0
o "‘-—-_________
(‘ Mo estavel
{autovalores reais e negativos)

Figura 2.2: Classifica¢do dos pontos de equilibrio para uma dindmica linear de acordo com os valores
do trago (7) e do determinante (A) da matriz A. Para cada regido do plano A x 7 tem-se os respec-
tivos pontos fixos obtidos, a posi¢do qualitativa dos autovalores da matriz A no plano complexo e o
fluxo de algumas trajetdrias proximas aos pontos fixos. Pontos de equilibrio instaveis e estaveis sdo
representados, respectivamente, por circulos vazios e cheios.

Pontos de equilibrio com Re{p;} # 0 sdo chamados de hiperbdlicos, enquanto pontos de equili-

brio com Re{p;} = 0 sdo chamados nao-hiperbdlicos.
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2.3.2 Conceitos basicos de estabilidade nao-linear

Conforme mencionado anteriormente, a estabilidade de Lyapunov, assim como a estabilidade
assintética para sistemas nao-lineares, € norteada pela evolugdo temporal de uma pequena perturbagao
aplicada a uma trajetoria especifica no espago de estados. No método indireto de Lyapunov, pode-se
estudar a evolucdo da perturbacio por meio da linearizacdo do operador transi¢do de estados em torno
da trajetdria perturbada. Assim, dado um sistema auténomo x = F(x), pode-se estudar a estabilidade
da solugdo ¢ (x{)) mediante a introdu¢do de uma pequena perturbagéo d = xo— X, para a qual tem-se
(Anishchenko et al., 2007):

0 =F(x;+0) —F(x) (2.19)

o que pode ser mais facilmente analisado por meio da expansdo em série de Taylor de F(x{ + 9)
em torno de x;, assumindo ainda que a perturbacdo seja pequena o suficiente para que os termos de

ordem superior a um sejam desprezados. Tem-se assim:
6= A(x(t)d (2.20)

onde a matriz A(x) ¢ a matriz de lineariza¢@o ou jacobiana de F(x), cujos elementos sdo dados por:

OF;
aj,k:a—x] k=12 N 2.21)

klx

De forma anéloga a definida para a estabilidade linear, tem-se que os autovetores v; e autovalores

p; da matriz A(X) definem a estabilidade local e podem ser obtidos resolvendo Eq. (2.22):

~

AX)v; =piviy, 1=1,2,...,N (2.22)
onde os autovalores sdo dados pelas raizes da equacao caracteristica:
det[A(x) — pI] = 0 (2.23)

sendo I a matriz identidade NV x N.

Assim, uma perturbacdo inicial §°(t,) aplicada num momento , evolui sobre 0 i-ésimo autovetor
na forma:
8 (t) = 8 (to)e 0P i=1,2,... N (2.24)

sendo que o crescimento ou decaimento da magnitude da perturbagdo (|[6°(¢o)|) depende do sinal

da parte real de p;. Embora a matriz A (x) possa ser variante no tempo, pode-se assumir que, caso
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At =t —ty — 0, a evolucdo temporal da perturbagdo € dada por (Anishchenko et al., 2007):
8 (tg + At) = 8'(tg)er A 1 =12 .. N (2.25)

Diante da suposicdo de que At € pequeno, tem-se que a direcdo do autovetor v; ndo muda para o
intervalo de tempo considerado, e, portanto, §°(to + At) permanece na dire¢do do mesmo. Conside-
rando ainda que a trajetdria ¢; (x;) move-se com pequenos passos At, tem-se que a evolucdo para K

passos € dada por (Anishchenko et al., 2007):

K

8'(t) = 8'(to)exp(>_ pilti)At), i=1,2,....N (2.26)

k=1

0 que, tomando os limites quando ||§7(¢y)|| — 0 e At — 0, leva a igualdade (Anishchenko et al.,
2007):

t
5 (t) = Ji(to)exp(/ pi(t)dt), i=1,2,...,N (2.27)

to
A estabilidade pode também ser analisada em termos da evolu¢@o da norma da perturbacao con-
siderada, o que corresponde a abordagem mais comum. Assim, de forma andloga a mostrada na Eq.
(2.24), pode-se definir a evolucao da norma da perturbacdo como (Fujisaka & Yamada, 1983; Wolf et
al., 1985; G. P. Williams, 1997):

18| = [|6°(to) |l i=1,2,...,N (2.28)

onde \; é o chamado expoente de Lyapunov associado ao crescimento médio da perturbagao sobre o
autovetor v;. Isso permite que a estabilidade assint6tica possa ser avaliada por meio do isolamento de
A; na Eq. (2.28), o que, no limite quando ¢ — oo, leva a expressdo (Fujisaka & Yamada, 1983; Wolf
et al., 1985; G. P. Williams, 1997):

L ROl

A; = lim In—— s 1=1,2,...,
t=oot —to  [|07(fo)

N (2.29)

Deste modo, para um sistema /N-dimensional, tem-se uma matriz de linearizacdo N x N, com N
autovetores e /V autovalores, cuja estabilidade pode ser avaliada por meio de /V expoentes de Lyapu-
nov, que sao usualmente ordenados de forma decrescente (A\; > Ay > ... > Ay). O conjunto destes
expoentes define o chamado espectro de Lyapunov. A rigor, os expoentes de Lyapunov sido gran-
dezas locais, e os procedimentos de célculo dos mesmos, conforme definido para o comportamento
assintotico na Eq. (2.29), exige correcOes numéricas, o que serd abordado em detalhe no proximo

capitulo.



2.3 Analise de estabilidade de conjuntos-limite 17

Das equagdes Egs. (2.29) e (2.26), tem-se que os expoentes de Lyapunov se relacionam com os

respectivos autovalores da matriz de linearizagao por meio da relagao (Anishchenko et al., 2007):

. ]- ! / / .
)\i —}i}f&m . Re{pl(t)}dt, 1= 1,2,...,N (230)
0 que permite concluir que os expoentes de Lyapunov sdo dados pelo valor médio da parte real dos

autovalores da matriz de linearizagao.

Quando a solucdo ¢; (x})) do sistema é um ponto de equilibrio, a matriz de linearizagio A (x(t))
¢ considerada apenas neste ponto particular do espaco de estados, e, portanto, assume coeficientes
constantes, o que, por sua vez, também € vdlido para seus autovetores e autovalores (Anishchenko
et al., 2007). Neste caso, tem-se uma estrutura andloga a desenvolvida no contexto da estabilidade
linear, sendo que os sinais dos expoentes de Lyapunov - que aqui sd@o simplesmente a parte real dos
respectivos autovalores da matriz de linearizacao - permitem inferir sobre a estabilidade do estado de
equilibrio, ou seja, para \; = Re{p;} < 0,comi = 1,..., N, ttm-se pontos de equilibrio estdveis,
e, para \; = Re{p;} > 0, ttm-se equilibrios instdveis. A descri¢do completa da estrutura do campo
vetorial na vizinhanga do equilibrio se da por meio do conhecimento também da parte imagindaria dos

autovalores, e, portanto, ndo pode ser inferida exclusivamente a partir dos expoentes de Lyapunov.

Deve-se ainda observar que a analogia entre a estabilidade de um ponto de equilibrio em uma
dindmica ndo-linear e o sistema linear obtido por meio da expansao até primeira ordem por uma série
de Taylor s6 pode ser garantida para pontos do tipo nd, sela ou foco, ndo sendo necessariamente
valida para os casos de fronteira (estrelas, nés degenerados e centros). Para estes ultimos, os ter-
mos de ordem superior da aproximac¢do por Taylor que foram a priori desprezados podem exercer
influéncia relevante na estabilidade. Na verdade, a estabilidade de estrelas e nds degenerados ndo
muda, mas, eventualmente, a estrutura do campo vetorial pode ser diferente daquela estabelecida pela
linearizacgdo (e.g. uma estrela estavel definida pelo sistema linear associado pode ser na verdade uma
espiral estavel no sistema ndo-linear original (Strogatz, 2001)). No caso de centros, a estabilidade é
influenciada pelos termos de ordem superior da expansdo, uma vez que estes se constituem como um
caso de fronteira especial onde pode haver troca do sinal da parte real dos autovalores (vide figura
2.2). De fato, o teorema de Hartman-Grobman (Strogatz, 2001; Monteiro, 2006) estabelece que o
retrato de fase local proximo a um ponto de equilibrio hiperbdlico € topologicamente equivalente ao
retrato de fase da linearizagdo, sendo que o mesmo nao € necessariamente valido para pontos nao
hiperbdlicos. Um retrato de fase € dito estruturalmente estdvel quando sua topologia ndo é alterada
para uma perturbacdo arbitrariamente pequena no campo vetorial (Guckenheimer & Holmes, 1983;
Monteiro, 2006).

Ja a andlise de solugdes periddicas ¢;(x5(ty)) segue uma abordagem um pouco diferente, uma
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vez que a seguinte condicdo € satisfeita:
97 (xo(t0)) = @7 (xp(to + 1)) (2.31)

onde T ¢ o periodo da solugdo. Isso faz com que os elementos da matriz A (x(t)) também sejam
periddicos, o que implica em:

A(x(t)) = A(x(t+T)) (2.32)
e permite que a estabilidade da solu¢do seja analisada exclusivamente por meio do comportamento
da perturba¢do no intervalo de um periodo 7°, o que pode ser representado por meio da aplicacdo de

um operador M = A (x(t + T')) a perturbacdio inicial:
Oi(to+T) =Mpdi(ty), i=1,2,...,N (2.33)

onde MT ¢ a chamada matriz mondédroma (Monteiro, 2006; Anishchenko et al., 2007), e caracteriza-
se por ser independente do tempo. De forma andloga a realizada na andlise de estabilidade do ponto
fixo, a estabilidade da solucdo periddica é definida pelos autovalores da matriz monddroma, obtidos

por meio das raizes da equacdo caracteristica:
det[My — pI] = 0 (2.34)

e chamados de multiplicadores caracteristicos (1;), uma vez que a aplicagdo do operador monédromo
sobre a perturbacao inicial projetada nos autovetores v; de A(x(to)) ¢ multiplicada pelo respectivo ;
no periodo 7', sendo que sua relacdo com os respectivos expoentes de Lyapunov é dada por (Wiesel,
1992; Anishchenko et al., 2007):

1
o=, i =12, N (2.35)

Assim, uma solugdo periddica € estavel segundo Lyapunov se seus multiplicadores caracteristicos
satisfazem |p;| < 1,comi = 1,..., N. Solugdes periddicas apresentam pelo menos um multiplicador
igual a um, ou seja, apresentam pelo menos uma direcio perturbada tangente ao fluxo, o que implica
em pelo menos um expoente de Lyapunov nulo. O ciclo-limite é um atrator quando todos os demais
expoentes sao negativos. Caso o restante do espectro contenha expoentes com sinais diferentes, tem-
se um ciclo-limite do tipo sela, e, caso todos os demais expoentes sejam positivos, tem-se um repulsor.

No caso de uma solugdo ¢;(x;) quase-periddica, ou seja, de um movimento composto por um
numero finito (duas ou mais) de freqiiéncias cuja razio entre elas € um nimero irracional, tem-se

uma matriz linearizagio A (x(t)) também quase-periédica, e os expoentes de Lyapunov sio definidos
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apenas para o comportamento assintético quando ¢ — oo. O nimero de freqii€ncias independentes
neste tipo de solucdo é o mesmo de expoentes de Lyapunov nulos. Caso todos os demais expoentes do
espectro sejam negativos, tem-se uma hipersuperficie do tipo toro k-dimensional que define o lugar
geométrico da solucgdo atratora, onde k£ € o nimero de freqiiéncias independentes. Quando todos os
demais expoentes sdo positivos, o toro € um repulsor, e, quando os demais expoentes apresentam
sinais diferentes, tem-se um toro do tipo sela.

Por fim, solucdes cadticas levam a um comportamento aperiddico de mesma natureza para os
coeficientes da matriz linearizacio, e os expoentes de Lyapunov também sé sdo definidos para um
comportamento assintético da solu¢ao quando ¢ — oo. Neste cendrio, pode-se avaliar a estabilidade
por meio de sucessivas lineariza¢des do sistema dinamico, o que implica em encontrar um conjunto
de equacdes diferenciais (as chamadas equacdes variacionais) que descrevem a evolucao temporal do
sistema linear subjacente a dindmica nao-linear de interesse. Mais que isso, essa abordagem € bem
geral e permite obter o espectro de Lyapunov com o intuito de analisar a estabilidade para todos os
conjuntos-limite mencionados.

Deve-se observar ainda que, além de ser util para inferéncia de estabilidade, o espectro de Lyapu-
nov permite também caracterizar a estrutura topoldgica do atrator para sistemas dinamicos de tempo
continuo. Por exemplo, uma solu¢do de um sistema dindmico de tempo continuo tridimensional com
espectro de Lyapunov descrito por (A, Ao, A\3) caracteriza-se por ser um ponto fixo quando os sinais
dos expoentes sao dados, respectivamente, por (A;, A2, A\3) = (—, —, —), enquanto ciclos-limite sao
dados por espectros do tipo (0, —, —). Um toro bidimensional € obtido quando (A1, A2, A3) = (0,0, —)
e um tipico atrator estranho quando (A, A2, A\3) = (+, 0, —) considerando que a solu¢cdo permanece
no espago compacto, ou seja, vale a restri¢do |\3| > || que caracteriza o sistema dissipativo.

De forma andloga a realizada para sistemas dinamicos de tempo continuo, pode-se estudar a esta-
bilidade de sistemas de tempo discreto por meio da evolucdo temporal de uma pequena perturbacio
considerando linearizagdes locais dadas por uma expansdo em série de Taylor de primeira ordem, o

que leva a seguinte dindmica de perturbacao (Abarbanel, 1996; Anishchenko et al., 2007), Eq. (2.36):
d(n+1) = A(x(n))d(n) (2.36)

onde, mais uma vez, A(x(n)) é a matriz linearizagdo, cujos coeficientes sdo dados pela Eq. (2.21),
sendo que, para L, passos a frente no tempo, a sua sucessiva aplicacdo sobre a perturbagdo inicial

d(np) pode ser descrita por:
8(no + L,) = A(x(ng + L, — 1))A(x(ng + L, — 2)) ... A(x(n0))d(no) (2.37)

e, por analogia com o desenvolvimento j4 realizado para sistemas dindmicos de tempo continuo,
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tem-se os expoentes de Lyapunov na seguinte forma:

I LT 5] I

, : 2. N (2.38)
Ly=oo L, [|6%(no)|

Eles, por sua vez, relacionam-se com os respectivos autovalores y; de A(x(n)) por meio da

expressao:

1
Ai=lim =Y |y, i=1,2,...,N (2.39)

A Eq. (2.39) estabelece que a estabilidade de pontos fixos e ciclos-limite é caracterizada pe-
los multiplicadores (;, sendo estes andlogos aos definidos para a matriz monddroma na andlise da
estabilidade de sistemas de tempo continuo. Assim, quando |u;| < 1, comi = 1,2,...,N , 0
conjunto-limite definido pela solu¢do do mapa € assintoticamente estdvel (Parker & Chua, 1989;
Fiedler-Ferrara & Carmo, 1995; Abarbanel, 1996; Monteiro, 2006; Anishchenko et al., 2007).

Observa-se ainda que sistemas autdnomos de tempo continuo exigem ao menos trés varidveis de
estado para apresentar caos, restri¢ao esta ndao aplicavel para dinamicas de tempo discreto (Fiedler-
Ferrara & Carmo, 1995; Monteiro, 2006). Neste ultimo caso, mesmo dindmicas unidimensionais
podem apresentar um comportamento cadtico no espaco de estados compacto. A caracterizacio to-
poldgica da solugdo atratora para sistemas de tempo discreto em termos dos expoentes de Lyapunov
também nao € Unica, sendo que tanto pontos de equilibrio estdveis como ciclos-limites podem apre-

sentar espectro de Lyapunov com todos os expoentes negativos.

2.4 Estabilidade estrutural, bifurcacoes e diagramas de bifurca-
ca0

As caracteristicas topoldgicas qualitativas do retrato de fase de um sistema dindmico sdo intrin-
secamente dependentes dos seus parametros, sendo que a variacdo de um ou mais deles além de
um determinado valor critico pode provocar uma bifurcacdo, ou seja, uma mudanca na estabilidade
estrutural do campo vetorial (i.e. perde-se a equivaléncia topoldgica em relagdo a uma versao per-
turbada deste campo vetorial (Monteiro, 2006)), e, conseqiientemente, uma mudanca qualitativa no
comportamento da solu¢do (Fiedler-Ferrara & Carmo, 1995; Strogatz, 2001; Monteiro, 2006). Esta
fragilidade na estabilidade estrutural implica na cria¢do, destruicao ou alteracdo da estabilidade de
conjuntos-limite. A teoria de bifurcagdes de um modo geral € muito ampla, e sua descri¢do detalhada
transcende o escopo desta tese, para a qual faz-se necessdrio entender apenas sua idéia fundamen-

tal e seus conceitos basicos, bem como as estratégias numéricas adotadas para detectar mudangas
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qualitativas no retrato de fase (para mais detalhes, vide Kuznetsov (Kuznetsov, 2010)).

Assim, define-se aqui codimensdo de uma bifurcacdo como sendo o nimero de pardmetros de
controle utilizados com o intuito de produzir a bifurcagdo propriamente dita. Sistemas dinamicos
podem apresentar bifurcagdes dos tipos local e/ou global. Bifurca¢des locais podem ser capturadas
dentro do cendrio de andlise da estabilidade linear e estdao associadas a vizinhanga local de uma traje-
toria, refletindo a mudanga de estabilidade, criacdo ou destrui¢cdo de conjuntos-limite (Anishchenko
et al., 2007). Ja as bifurcagdes globais estdo associadas a mudancas qualitativas no retrato de fase de

sistemas dindmicos que nio podem ser capturadas mediante anélise local.

Essas alteracdes topoldgicas mediante a modificacdo de um determinado pardmetro de controle
podem acontecer com qualquer conjunto-limite, mas, do ponto de vista pratico, sdo especialmente
interessantes no estudo das solugdes atratoras. As bifurcacdes de atratores sao usualmente classifica-
das como internas ou crises (Anishchenko et al., 2007). No primeiro caso, ha mudancas qualitativas
na estrutura topoldgica do atrator, sem a alteracdo da sua bacia de atra¢do, enquanto, no segundo
caso, tais mudancas sdo também acompanhadas de alteracdes qualitativas na bacia de atracdo. O
termo catdstrofe é também usualmente utilizado para se referir a bifurcag¢des do tipo crise, embora os
dois conceitos tenham sido desenvolvidos em diferentes ambitos da teoria de sistemas ndo-lineares
(Thom, 1994; Poston & Stewart, 1996). Dentre as tipicas bifurcacdes locais de codimensao unitaria
podem-se citar as bifurcagdes sela-n6, transcritica, forquilha e Hopf (Fiedler-Ferrara & Carmo, 1995;
Strogatz, 2001; Monteiro, 2006).

A bifurcacao sela-né também € chamada de bifurcacdo tangente ou bifurcacao de dobra, e refere-
se a0 mecanismo de criagdo ou destruicao de um par de pontos de equilibrio - mais especificamente,
um ponto de sela e um né estdvel - dado pela colisao destes pontos fixos de estabilidade contrérias.
Quando os pontos de equilibrio s@o criados a partir do aumento do parametro de controle, tem-se
um caso supercritico, enquanto o caso subcritico caracteriza-se pelo desaparecimento deste pontos
de equilibrio diante do incremento do parametro de controle (Monteiro, 2006). O surgimento ou
desaparecimento destes conjuntos-limite € acompanhado de uma mudanca qualitativa na bacia de

atracdo, o que define uma bifurcagdo do tipo crise (Anishchenko et al., 2007).

A bifurcagdo transcritica caracteriza-se pela troca de estabilidade de pontos de equilibrio apds a
colisdo dos mesmos (Strogatz, 2001), enquanto a bifurcacao de forquilha caracteriza-se pelo surgi-
mento (caso supercritico) ou desaparecimento (caso subcritico) de um par de pontos fixos de mesma
estabilidade diante do aumento de um determinado parametro de controle. J4 na bifurcacao de Hopf,
tem-se a presenca de autovalores puramente imagindrios para a matriz lineariza¢do no ponto de bi-
furcacdo e a perda de estabilidade de um ponto fixo do tipo foco estdvel, o que pode dar origem a
um ciclo-limite (caso supercritico) ou a um foco instavel (caso subcritico) (Fiedler-Ferrara & Carmo,
1995; Anishchenko et al., 2007).
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De forma anéloga ao que se tem para bifurcagdes de ponto fixos, pode-se também definir bifurca-
¢Oes para outros conjuntos-limite, o que leva a um vasto repertério de mecanismos (e.g. bifurcacdes
por duplicacao de periodo, bifurcacdes de Neimark, dentre tantas outras), o que se torna ainda mais
complexo quando o nimero de dimensdes no espago de estados € superior a dois. Uma descri¢do
bem mais completa e detalhada da teoria de bifurcagdes, bem como suas respectivas formas normais
pode ser encontrada em Kuznetsov (Kuznetsov, 2010).

Nas bifurcacdes globais, as colisdes entre conjuntos-limite usualmente se dao entre solugdes de
dimensdo maior que zero, ou entre conjuntos deste tltimo tipo e pontos de equilibrio, tal como acon-
tece nas chamadas bifurcacdes homoclinicas (onde um ciclo-limite colide com um ponto de equilibrio
do tipo sela) ou nas bifurca¢des heteroclinicas (onde um ciclo-limite colide com dois ou mais pontos
de equilibrio do tipo sela). Nestes dois dltimos casos, as bifurcagdes globais estdo intrinsecamente re-
lacionadas com o comportamento das variedades estaveis e instdveis de conjuntos-limite do tipo sela,
em particular, com as trajetérias homoclinicas e heteroclinicas que definem separatrizes do sistema
dindmico. Uma trajetéria € dita heteroclinica quando ela conecta dois pontos de equilibrio distintos,
podendo conectar diferentes pontos de sela, ou mesmo pontos de equilibrio instaveis e estaveis. Ja
trajetorias homoclinicas sdo aquelas que conectam o ponto de equilibrio de sela a ele mesmo (Parker
& Chua, 1989; Monteiro, 2006; Izhikevich, 2007). Ambas as trajetérias desempenham papel funda-
mental na andlise geométrica de sistemas dindmicos.

A analise das bifurca¢des produzidas quando um determinado pardmetro da dindmica € variado
pode ser feita por meio do diagrama de bifurcacdo, no qual tipicos valores dos conjuntos-limite sdo
mostrados em fun¢do destes parametros de controle da dinamica, o que pode, para efeitos didaticos,
ser aqui introduzido no contexto de sistemas de tempo discreto. Por exemplo, considere o mapa
logistico dado por:

z(n+1) = ax(n)(l —z(n)) (2.40)

onde o é um parametro de controle. O diagrama de bifurcacdo para as solucdes estdveis (também
chamado de diagrama de bifurcagdo de fase (Anishchenko et al., 2007)) pode ser construido por meio
dos pontos que caracterizam o conjunto-limite obtido em fun¢ao do respectivo parametro de controle.
Com este intuito, a figura 2.3 mostra os ultimos 30 pontos da solu¢cdo da Eq. (2.40) apds 1000
iteracOes, o que € suficiente para assumir que o regime permanente tenha sido atingido. Considera-se
ainda para a construcao do diagrama uma varredura no parametro de controle no intervalo 2.8 < o <
4, com passos de 0.0005, com a dinamica partindo sempre de uma mesma condi¢o inicial xo = 0.49.

E interessante observar que, para o < 3, o sistema apresenta apenas um ponto de equilibrio
estdvel, o qual, a partir de « = 3, perde a sua estabilidade e apresenta uma bifurcagdo do tipo
duplicacdo de periodo (flip). Esse mecanismo de perda de estabilidade se d4 quando algum autovalor

da matriz linearizac¢do cruza o circulo unitario - que delimita a regido dos autovalores que levam a
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Figura 2.3: O painel superior mostra o diagrama de bifurcacio para o mapa logistico para o parametro
de controle «, enquanto o painel inferior mostra os respectivos expoentes de Lyapunov associados aos
comportamentos assintéticos da solucao para o respectivos valores dos parametros de controle.

um sistema estdvel - por —1 na reta real (Fiedler-Ferrara & Carmo, 1995) e pode se repetir mediante
o aumento de «, provocando uma cascata de bifurcacoes do tipo flip supercritica até que um nimero
virtualmente infinito de periodos € alcancado, levando ao comportamento cadtico. Este tipo de cascata
de bifurcacdes descreve uma rota para o caos bem definida e que aparece em diferentes sistemas
dindmicos que modelam vérios processos naturais, caracterizando o chamado cenério de Feigenbaum
(Feigenbaum, 1978; Fiedler-Ferrara & Carmo, 1995). Em particular, este cendrio se destaca pela
presenca de invariancia de escala, como aquela obtida pela razdo entre as distancias dos pontos («,)

em que ocorrem as sucessivas bifurcacoes:

lim 2 M=l 4 6692016091029909 . . (2.41)

n—oo an+1 — Ckn
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Uma vez que o comportamento cadtico tenha sido atingido, € possivel observar que o posterior
aumento do parametro de controle pode induzir ao aparecimento de janelas de comportamentos pe-
riddicos provocados pela existéncia de bifurcagcdes do tipo sela-n6. O comportamento cadtico pode
ser retomado mediante novas cascatas de duplicacdes de periodo, sendo que o tamanho do atrator
estranho pode variar subitamente por meio do mecanismo de crise interior tal como proposto por
Grebogi e Ott (Grebogi & Ott, 1983). Este vasto repertério de solucdes e de mecanismos de perda da
estabilidade estrutural mostram a riqueza de comportamentos associados a dindmicas ndo-lineares,
e justificam de forma contundente o titulo do trabalho de May (May, 1976): “modelos matematicos
simples com dindmicas muito complicadas” (do inglés simple mathematical models with very com-
plicated dynamics), o qual tornou o mapa logistico um modelo emblemético no estudo de sistemas

nao-lineares.

A estrutura topoldgica da solucdo obtida quando « € variado no mapa logistico apresenta plena
correspondéncia com os respectivos expoentes de Lyapunov calculados e mostrados no painel inferior
da figura 2.3. Em sistemas discretos, tanto pontos fixos como ciclos-limite apresentam expoentes
de Lyapunov negativos. Pontos de bifurcacido se caracterizam por expoentes de Lyapunov nulos,

enquanto solugdo cadticas apresentam expoentes de Lyapunov positivos.

No caso de sistemas de tempo continuo, torna-se pouco pratico mostrar diretamente a estrutura
do conjunto-limite em fun¢do do parametro de controle tal como feito para sistemas discretos. No
entanto, pode-se definir uma se¢do de Poincaré a partir de um hiperplano representativo no espagco
de estados da dinamica de tal forma que a interseccao deste hiperplano com a solug¢do do sistema
defina os instantes de tempo de amostragem das varidveis de estado (Parker & Chua, 1989). Nesta
abordagem, solucdes periddicas em regime permanente vao sempre interceptar o plano nos mesmos
pontos (figura 2.4(a)), enquanto solugdes tipicamente aperiddicas tendem a interceptar a secao de
Poincaré em pontos diferentes, levando a amostragem de um ndmero de pontos que tende a infinito

(figura 2.4(b)) conforme o tempo evolui.

Por meio deste procedimento, pode-se plotar os pontos amostrados de uma determinada varidvel
de estado em fun¢do dos pardmetros de controle do sistema, tal como foi feito para a construgdo
do diagrama de bifurcacdo no caso de sistemas de tempo discreto, o que permite observar de forma
adequada a estrutura topoldgica do atrator. Para uma descri¢ao detalhada desta abordagem e detalhes

de interpretacdo desses diagramas, recomenda-se consultar Parker e Chua (Parker & Chua, 1989).

Alternativamente a amostragem por meio da defini¢ao de uma sec¢ao de Poincaré, podem-se tam-
bém definir os instantes de amostragem das varidveis de estado por meio de uma freqiiéncia fixa ws,
e, caso esta seja adequada, tem-se o chamado mapa estroboscopico da dindmica, o qual é qualitati-
vamente equivalente ao diagrama de bifurcacdo. Mais uma vez, esses pontos amostrados (ou pelo

menos uma coordenada deles) podem ser plotados em funcdo do parametro de controle, fornecendo
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Figura 2.4: O painel 2.4(a) mostra tipicas intersec¢des de uma trajetoria periddica com uma secao de
Poincaré, enquanto o painel 2.4(b) mostra tipicas intersec¢coes de uma se¢do de Poincaré dadas pela
evolucio de uma trajetoria cadtica.

um importante retrato qualitativo da estrutura topoldgica dos conjuntos-limite obtidos. De modo
geral, a abordagem aqui descrita estabelece a constru¢do de diagramas de bifurcacdo para conjuntos
atratores no espaco de estados, o que se torna interessante na medida em que estes sao 0s conjuntos-
limite tipicamente observados experimentalmente. Entretanto, nem todas as solugdes co-existentes do
sistema dinamico (e.g. as solugdes instaveis) sdo capturadas por este procedimento, sendo, portanto,
impossivel precisar os tipos de bifurcacdes observadas, mas apenas o resultado delas na alteracao

qualitativa da estrutura topoldgica do atrator (Parker & Chua, 1989).

2.5 Medidas estatisticas, invariantes e de informacao

2.5.1 Elementos da teoria de probabilidades

Embora esta tese de doutoramento trate fundamentalmente de sinais deterministicos gerados por
dindmicas ndo-lineares, nem todas as séries temporais observadas na prética podem ser tratadas neste
contexto, o que se justifica pela existéncia de fontes de incertezas de diversas origens. Neste caso,
torna-se extremamente util a descricdo destas observagdes em termos da teoria de probabilidades, o
que, essencialmente, visa capturar a regularidade estatistica de um processo aleatdrio (Romano et al.,
2010).
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Mais especificamente, o conjunto de todos os possiveis resultados de um experimento aleatdrio
define um espaco amostral €2, sendo que um determinado evento A pode se referir a um elemento,
um subconjunto ou mesmo um conjunto de subconjuntos de 2. Assim, o nimero de ocorréncias de

A (N(A)) diante das N realizagdes de um experimento define a freqiiéncia relativa de A:

N(A)
A)=—— 242
f) == e42)
para a qual vale a seguinte propriedade:
0< f(A) <1 (2.43)

Caso o experimento exiba regularidade estatistica, tem-se a definicdo da probabilidade de ocor-
réncia de A como sendo: N(4)

P = Jim e

Embora a Eq. (2.44) estabeleca um conceito intuitivo de probabilidade em termos de freqii€éncia

relativa, a teoria de probabilidades propriamente dita apenas ganha papel de destaque na ciéncia apds

sua fundamentagao axiomadtica estabelecida por Kolmogorov (Romano et al., 2010). Axiomas esses

que sdo enunciados a seguir (Papoulis, 2002; Romano et al., 2010):

Pr(4d) > 0 (2.45)
Pr(Q) = 1 (2.46)
SeANB =10, entdio Pr(AUB)= Pr(A)+ Pr(B) (2.47)

onde N e U sdo, respectivamente, as operagdes de interseccao e unido de conjuntos.
Diante destes axiomas, podem-se estabelecer conceitos fundamentais da teoria de probabilidades.
Por exemplo, dado dois eventos A e B, a probabilidade condicional entre eles, ou seja, a probabilidade

de ocorréncia de A dado um evento B, pode ser descrita por:

Pr(AnNB)

Pr(B) (2.48)

Pr(A|B) =

Decorre da Eq. (2.48) que, caso dois eventos A e B sejam independentes, tem-se que a ocorréncia

de A ndo exerce influéncia sobre a probabilidade de ocorréncia de B, o que fornece:
Pr(AnB)= Pr(A)Pr(B) (2.49)

Uma vez introduzido o conceito de probabilidade e seus axiomas, pode-se também apresentar o
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conceito de varidvel aleatoria de forma mais rigorosa. Uma varidvel aleatoria € definida como uma
fungdo X (-) que associa um nimero z; = X(w;), com w; € 2 a cada resultado do conjunto de
observacdes. Quando a imagem deste espaco amostral mapeado por X € definida por um conjunto
contdvel, tem-se uma varidvel aleatoria discreta, enquanto varidveis aleatdrias continuas se caracteri-

zam por um conjunto imagem também continuo.

Nestes termos, pode-se definir a probabilidade de uma varidvel aleatéria X ser menor ou igual a
x por meio da fung¢ao distribuicdo cumulativa de X (cdf - do inglés cumulative distribution function),

a qual pode ser descrita por:
Px(x) = Pr[X(w) < z| = Pr[X <z (2.50)

para z no dominio —oo < z < oco. A partir da fun¢do distribui¢do cumulativa, pode-se introduzir a
funcdo massa de probabilidade (pmf - do inglé€s probability mass function) para varidveis aleatérias
discretas, ou fun¢do densidade de probabilidade (pdf - do inglé€s probability density function) para

variaveis continuas, como sendo:
px(z) = _x(PX(x)) (2.51)

Tanto Px(x) como px (z) contém a informagdo completa sobre o modelo prababilistico que gera
X (Yates & Goodman, 1999). Entretanto, a determinacdo destas fun¢des por meio de um modelo
estatistico exato pode ser trabalhosa ou mesmo indisponivel na pratica (Romano et al., 2010), o que
torna algumas medidas estatisticas relativamente simples muito atraentes para a caracterizacdo do
comportamento estatistico de X. Um exemplo disso é dado pela no¢ao de momento. Formalmente, o

momento estatistico de ordem n de uma varidvel aleatéria pode ser definido pela expressao:
“+oo
E{X"} = / 2"px (z)dx (2.52)

onde E{-} é o operador esperanga estatistica, e o caso particular n = 1 leva a definicdo da média ou

valor esperado de X:

+o0
ux = E{X} = / rpx (v)dz (2.53)

J4 a variancia desta varidvel pode ser definida como o momento de segunda ordem de X em torno

da média, i.e.:
—+o0

var{ X"} = B{(X — px)"} = / (z — jix)"px (2)dz (2.54)

—0o0
No caso de eventos descritos por multiplas varidveis aleatdrias, pode-se generalizar os conceitos

até aqui desenvolvidos por meio da descri¢do da estatistica conjunta destas varidveis. Por exemplo, a
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cdf Px y(x,y) refere-se a probabilidade de as varidveis aleatérias X e Y serem menores ou iguais a

x e y, respectivamente, o que € dado por:
Pxy(z,y) = PriX <z,Y <y (2.55)

e fornece a pmf ou pdf conjunta das varidveis X e Y por meio da expressdo:

a2-PX,Y<J’17 y)

Dxy (2.56)

pxy(7,y) =

A inclusdo da teoria de probabilidades no ambito do tratamento de sinais se faz mais propriamente
pela associacdo de um espaco amostral a um conjunto de func¢des, o que d4 origem ao conceito de
processo estocdstico. Formalmente, um processo estocdstico X (¢) é uma colegdo ou conjunto de
funcdes geradas por uma regra que associa uma fung¢@o amostral (¢, w;) a cada possivel realiza¢do

de um elemento do espago amostral.

Espago xa(t) *4(ti)
amostral Q 0 }

Xo(t) xa(ti)
WW

xll(tK)
XA(t) g

Figura 2.5: Representacdo de um processo estocdstico com varidveis aleatdrias continuas, para o qual
diferentes elementos do espaco amostral sdo associados a fun¢des amostrais. Figura modificada de
(Romano et al., 2010).

Assim, para um dado w; tem-se uma tunica fun¢do do tempo que se configura como resultado
de um experimento aleatdrio (conforme representado na figura 2.5, modificada de (Romano et al.,
2010)), sendo que, para um dado instante de tempo ¢ o valor de X (¢x) depende de w;, e, portanto,
também se configura como uma varidvel aleatéria. Consequentemente, z(t,w;) pode ser visto como
um fluxo temporal de varidveis aleatorias e sua caracterizacao por meio dos momentos estatisticos se

da de forma andloga a definida anteriomente quando um determinado instante de tempo ¢ é fixado.
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Isso permite definir a média de um processo estocastico como sendo:
+oo
r(X,t) = E{X(t)} = / px ) (v)de (2.57)

onde px () é chamado de pdf de primeira ordem do processo, uma vez que leva em consideragio
apenas um instante das fung¢des x(f,w;). O andlogo ao momento de segunda ordem de uma varidvel
aleatdria também pode ser usado para definir a func¢do de autocorrelacdo para um processo estocastico.
Esta funcdo pode ser vista como a esperanga estatistica do produto das varidveis aleatorias obtidas

mediante a fixac@o de dois instantes de tempo distintos, ¢; € o, 0 que pode ser descrito na forma:
+oo +oo
Rx(ti,ta) = E{X(t1) X (t2)} = / / T1TIPX (1), X (t2) (L1, T2 )dT1dTo (2.58)

onde px (), x () (1, ¥2) € a pdf de segunda ordem do processo. Caso uma amostragem no tempo da
varidvel aleatéria seja realizada, dando origem a uma seqiiéncia discreta X (1), X(t2), ..., X(t,),

pode-se entdo introduzir a matriz de autocorrelagdo na forma, (Romano et al., 2010):

X(t)X(t1) ... X(t1)X(tn)

R,, = E{xx"} =E : - :
X(tn)X(t1) ... X(tn)X(t,)

Rx(t1,t1) ... Rx(ti,tn)

N (2:59)

Rx(tn,t1) ... Rx(tn,tn)

onde x = [X (t;) X(to) ... X(t,)]".

De maneira geral, a teoria de probabilidades € bem ampla, e seus aspectos sdo abordados em
detalhe em diversos textos na literatura (Yates & Goodman, 1999; Haykin, 2001; Papoulis, 2002;
Romano et al., 2010), sendo que aqui sdo explorados apenas alguns conceitos fundamentais para
os propositos desta tese, sobretudo no que concerne a uma definicdo mais intuitiva do conceito de

medidas invariantes e de informacao.

2.5.2 Medidas invariantes

A capacidade de previsdo limitada de estados futuros de um sistema diante um ponto de partida
definido com precisdo finita em sistemas cadticos suscita de forma ainda mais contundente o debate

sobre a natureza probabilistica ou deterministica dos processos fisicos. E interessante observar que,
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embora sistemas ditos cadticos sejam puramente deterministicos, ou seja, ndo recorram a qualquer
espécie de funcao densidade de probabilidade nas suas descri¢des, a incerteza no estado inicial ali-
ada a descorrelagcdo decorrente da propria aplicagdo das equagdes de estado introduzem um fator de
“aleatoridade”, fazendo com as respectivas solugdes obtidas diante de condi¢des iniciais diferentes

possam ser vistas como diferentes realizacdes de um processo estocdstico.

Neste sentido, o estudo de sistemas dindmicos se faz mais adequado no contexto de medidas que
sejam robustas em relacdo a incertezas nas condi¢des iniciais que definem a bacia de atragdo de um
determinado conjunto-limite, tal como € feito no ambito da teoria ergédica (Guckenheimer & Holmes,

1983; Pollicott & Yuri, 1998) por meio da introdu¢do do conceito de medidas invariantes.

Formalmente, uma medida invariante ¢ para um mapeamento [ : X — X em um espago métrico
(i.e. um conjunto onde a nocao de distancia ¢ bem definida entre seus respectivos elementos) € aquela

que obedece a seguinte propriedade (Guckenheimer & Holmes, 1983):
S =€) (2.60)

para todos os conjuntos U'.

De maneira geral, as medidas invariantes sdo entidades matemaéticas que descrevem quantitativa-
mente as propriedades do sistema dindmico gerado por f, e, em especial, algumas delas sdo freqiien-
temente utilizadas para a caracterizacdo da estrutura topoldgica, previsibilidade e taxa de geracdo
de informagdo de um atrator. Vale ressaltar aqui que Guckenheimer e Holmes (Guckenheimer &
Holmes, 1983) apresentam provas formais de que entropias, dimensdes e expoentes de Lyapunov de

conjuntos-limite obedecem a propriedade enunciada na Eq. (2.60).

As medidas invariantes de dimensdo relacionam-se, de certa forma, com um conceito primitivo
da geometria euclidiana. A dimens3o de um conjunto de pontos é o numero minimo de coorde-
nadas necessdrias para localizar cada ponto deste conjunto a partir de uma determinada referéncia
(Monteiro, 2006), o que permite definir classicamente a dimensdo de um ponto como sendo nula,
de uma reta como sendo unitaria (necessita-se apenas de um determinado comprimento de arco a
partir de uma referéncia para especificar o conjunto), de uma superficie como sendo 2 e assim por
diante. Entretanto, alguns conjuntos apresentam estruturas geométricas mais complicadas exigindo
uma defini¢do mais geral de dimensdo para descrevé-los. Tal definicao geral de dimensdo pode ser
introduzida a partir do nimero minimo de hipercubos (/N (¢)) de lado € necessdrios para cobrir todo
o conjunto de pontos quando ¢ — 0 (Fiedler-Ferrara & Carmo, 1995; Monteiro, 2006), tal como
definido pela dimensdo de contagem de caixas (do inglés, box-counting dimension) ou dimensao de

capacidade:
log(N
DO — hm Og( (6))

ltn ST/ (2.61)
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que, em condicdes especificas (quando a otimalidade em relagdo a cobertura do espaco € atingida),
define também a chamada dimensao fractal de Hausdorff (D) (Monteiro, 2006). Na pratica, esta
situacdo de otimalidade dificilmente é encontrada, e Dy costuma servir como uma aproximacao da
dimensao de Hausdorff, sendo portanto ambas aqui chamadas indiscriminadamente de dimensao frac-
tal.

Em especial, alguns conjuntos de dimensao fractal sdo ndo homogéneos em relagdo a métrica de
escala € (Fiedler-Ferrara & Carmo, 1995; Monteiro, 2006), o que motiva uma definicao alternativa
da dimensdo em termos da freqiiéncia relativa com que regides do conjunto sdo visitadas. Assim, a
probabilidade p; de se encontrar um ponto na z-ésima caixa de escala ¢ é dada por:

pi = pile) = NELHOO % (2.62)
onde N, € o nimero total de pontos do conjunto € /N; € o nlimero de pontos na i-€sima caixa, sendo
que, a forma com que p; varia quando € — 0 leva a defini¢do da dimensdo generalizada de Renyi
(Fiedler-Ferrara & Carmo, 1995):

N (e
1 lim log, Zi=(1) pg
qg—1e0 log,e

D, = , (qeRg#1) (2.63)
A partir da definicdo de dimensdo generalizada de Renyi, tem-se a definicdo de dimensao fractal
quando ¢ = 0 (Eq. (2.61)) e a defini¢do de dimensdo de informacdo® quando ¢ = 1, a qual assume a
forma: NGO
Dy = lim >im1 Pilog,p;
>0 logy(1/e)

Outro caso particular de dimensdo bastante utilizado na caracterizacdo de conjuntos-limite € ob-

(2.64)

tido quando ¢ = 2, o que define a chamada dimensao de correlagdao do conjunto:

(2.65)

As dimensdes generalizadas de Renyi permitem definir uma métrica de ndo-homogeneidade do
atrator, uma vez que realcam as regidoes mais visitadas do conjunto quando ¢ € aumentado e ressaltam
as regides menos densas quando ¢ é reduzido, sendo que vale a restrigdo D, < D, com g > ¢ (e.g.

Dy > Dy > Dy > ...) (Fiedler-Ferrara & Carmo, 1995).

Esta teoria geométrica de conjuntos se integra a teoria de sistemas dindmicos ndo-lineares na me-

A dimenséo de informagdo € obtida apés a manipulagdo adequada do limite lim,_,; qflllogg Zf\;(f ) pl, que leva a

informagdo de Shannon para os pontos do conjunto (Fiedler-Ferrara & Carmo, 1995).
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dida em que o regime permanente destes sistemas define objetos geométricos (eventualmente comple-
x0s, mas ordenados) passiveis de caracterizacao invariante por meio das Eqs. (2.61), (2.64), (2.65) e
das dimensdes generalizadas de Renyi de um modo geral. Curiosamente, enquanto conjuntos-limite
do tipo ponto fixo, ciclo-limite e toro se caracterizam por apresentar dimensdes inteiras, atratores
estranhos destacam-se por apresentar dimensdes fractais, o que justifica o uso de defini¢des mais
gerais de dimensao.

O conceito de dimensao fractal pode ser relacionado com os expoentes de Lyapunov por meio da
conjectura de Kaplan-Yorke (Fiedler-Ferrara & Carmo, 1995). Esta conjectura define a dimensao de

Kaplan-Yorke como: ‘
J

: =1 Ai
Dy = j + &=1720 (2.66)
[vastl
sendo \; com? = 1,..., N oespectro de Lyapunov ordenado de forma decrescente e j o maior inteiro

tal que Z‘gzl A; > 0 (Fiedler-Ferrara & Carmo, 1995). A conjectura estabelece que Dy aproxima
Dy, e tem sido comprovada para vdrios sistemas dindmicos. Entretanto, existem casos em que esta
aproximacdo é imprecisa, o que se deve ao fato de os expoentes de Lyapunov considerarem apenas
os aspectos expansivos da dinamica, e ndo o processo de dobra associado a aplicacdo das equacdes
de estado (Fiedler-Ferrara & Carmo, 1995; Monteiro, 2006).

2.5.3 Medidas tedricas de informacao

O conceito de cobrimento do espaco de estados por meio de hipercubos, bem como a caracteri-
zacgdo do atrator por meio da freqiiéncia relativa com que suas regides sao visitadas, guarda profunda
relacdo com os conceitos da teoria de informacdo. De fato, a teoria de probabilidades ja traz em si
alguns conceitos fundamentais do ponto de vista de informacdo®, mas o sentido mais preciso, bem
como a quantificacdo mais adequada desta, se faz, sem duvida, no contexto da teoria da informa-
¢do desenvolvida por Shannon (Shannon, 1948). Neste cendrio, pode-se definir a informacdo ganha
(I(x;)) a partir do conhecimento da realizagdo de um determinado evento X = z; de probabilidade

p; dentre um conjunto de /N estados discretos e finitos como sendo (Haykin, 2001):

I(z;) = log(1/p;) = —log(p:) (2.67)

onde a base da funcdo logaritmica € arbitrdria. A escolha da funcdo logaritmica confere algumas
caracteristicas fundamentais a fun¢do de informagao. Por exemplo, a informacdo ganha diante do

evento certo (p; = 1) é nula (/(z;) = 0), e a ocorréncia de um evento nunca implica perda de

“Por exemplo, uma funcio massa de probabilidade ou funcdo densidade de probabilidade pode ser usada para a
constru¢do de modelos estatisticos e trazem muita informacdo em relacdo a distribuicdo de probabilidade de um evento
(Yates & Goodman, 1999).
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informacdo (i.e. I(x;) > 0 para 0 < p; < 1). Além disso, quanto menos provavel for um evento,
mais informagao serd ganha por meio de sua ocorréncia (Haykin, 2001), o que condiz com a intui¢ao.
Essas defini¢des fazem da informag@o I(x;) também uma varidvel aleatdria, cujo valor médio no

cendrio discreto sobre o intervalo completo dos /N, estados € dado pela entropia de Shannon:

H(X) = BE{I(x:)} = sz ) szlog Pi) (2.68)

O nome “entropia” evoca o conceito homonimo que tem um papel de destaque na fisica estatistica
tal como formulada por Boltzmann®. Em especial, a fun¢do de entropia de Shannon também apresenta
algumas propriedades intrinsecamente relacionadas com a idéia intuitiva de informagao, por exemplo,
ela é limitada (0 < H(X) < log(Ny)), apresenta valor nulo (H(X) = 0) se, e somente se, algum
estado apresenta-se como evento certo (i.e. se p; = 1 para algum 7) e € maxima quando todos os
estados sao equiprovaveis (quando a distribui¢do da varidvel aleatéria em estudo € uniforme (Haykin,
2001)).

Os conceitos expostos podem ser estentidos no sentido de fornecer outras medidas de informa-
¢do, como por exemplo, a informacdo mutua. Essencialmente, esta corresponde a uma métrica de

dependéncia de duas varidveis aleatdrias, a qual pode ser definida por:
I(X,)Y)=H(X)—- H(X|Y) (2.69)

onde H(X|Y') é a entropia condicional da varidvel aleatéria X dado um certo valor de Y. Assim,
I(X,Y) fornece, portanto, a informagdo ganha sobre X diante do conhecimento de Y, sendo que,
para eventos independentes, essa quantidade é nula, ou seja, a incerteza condicional H (X|Y") é igual
a prépria incerteza H(X).

Tanto a entropia como a informac@o miutua (além de diversas outras medidas de informag¢do nao
expostas aqui por concisdo) possuem seu correlato definido no dominio continuo. Mais que isso,
a teoria de Shannon oferece ainda teoremas importantes a respeito dos limites de transmissdo de
informacao por canais ruidosos assumindo uma determinada probabilidade de erro, assim como para
o proprio processo de codificacdo da informacdo de um modo geral. Para os propdsitos desta tese,
o conceito de informacdo pode ser transportado para a teoria de sistemas dindmicos por meio da
definicao da entropia de Kolmogorov-Sinai, que consiste basicamente na informacado necessaria para
localizar uma trajetdria especifica ¢; (x() a partir da cobertura de um atrator com hipercubos de lado

€. Neste caso, a informacdo de Shannon (utilizando o logaritmo natural) associada a probabilidade

SH4 virios bons textos introdutérios que podem ser consultados para que se tenha uma visdo apropriada do desenvol-
vimento deste conceito desde a termodinamica a teoria da informacdo (Brooks & Wiley, 1988; Monteiro, 2006; Gleick,
2011).
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p(iy,i9,. .., 1) de se encontrar a trajetdria sucessivamente na seqiiencia de k cubos iy, is, . . . , i) para

passos regulares de tempo 7 € (Fiedler-Ferrara & Carmo, 1995):

I(e)=— Y plivia,... ix)lnp(iy, ia, .. . ix) (2.70)

11,82,k

sendo que o somatorio refere-se a todas as possibilidades de escolha dos cubos e I sintetiza a quan-
tidade de informacgdo necessaria para localizar os estados de uma trajetoria i1, 2o, . . . , 7 discretizados
segundo o cobrimento utilizado, dadas as probabilidade de ocorréncia p(i1, is, . . . , i) (Attux, 2001).
Decorre da equacdo (2.70) que a informacdo adicional (/,) necessdria para localizar um determinado

estado (hipercubo a ser visitado) conhecendo todo o passado da trajetoria pode ser dada por:
I.(€) = Ir1(€) — Ix(e) (2.71)

e esta fornece a quantidade de informacdo gerada pelo sistema (ou, alternativamente, perdida pelo
observador (Shaw, 1981; Wolf et al., 1985)) para um passo no tempo. Caso os valores de € e do
passo no tempo sejam assumidos como suficientemente pequenos, pode-se definir a taxa média de
criacdo de informacdo do comportamento assintético da dindmica - também chamada de entropia de

Kolmogorov-Sinai (KS) - como (Fiedler-Ferrara & Carmo, 1995):

KS :lgr%]lg%kh—{&g ' Z p(ZhZ?)'"7lk)1np(ll7z27"'7lk) (272)
01,02,k

sendo que, para mapas, 7 = 1 e ndo hd necessidade do respectivo limite.

O conceito de informagdo gerada pelo sistema dinamico diante da aplicacdo das equagdes de
movimento estd intrinsecamente relacionado com o processo de descorrelacido de estados proximos
quantificado por meio dos expoentes de Lyapunov (Fiedler-Ferrara & Carmo, 1995). Essa relagao
¢ dada pela formula de Pesin (Hasselblatt & Pesin, 2008), a qual estabelece que a entropia de uma
medida invariante de um sistema dindmico para uma determinada bacia de atracdo é dada pela taxa
assintotica de expansdo da dindmica no espago de estados, o que equivale a soma dos expoentes de
Lyapunov positivos, ou seja:

KS => "\ (2.73)
Ai>0

Segundo a férmula de Pesin, processos regulares sdo caracterizados por entropia KS nula, ou
seja, nenhuma informagdo adicional € exigida para especificar o proximo estado, ¢ a solugdo do
sistema € puramente previsivel, tal como ocorre para conjuntos-limite do tipo ponto fixo, ciclo-limite

e toro. No caso de processos cadticos, a sensibilidade em relagao as condi¢des iniciais leva a uma
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entropia KS positiva e finita dada pela Eq. (2.73). Ja processos estocasticos brancos (i.e. processos
estocdsticos com densidade espectral de poténcia plana) apresentam pontos préximos distribuidos de
forma equiprovdvel, o que faz com que a entropia KS assintoticamente tenda ao infinito. Entretanto,
faz-se interessante aqui acrescentar a ressalva de que processos estocasticos correlacionados podem
levar a entropias finitas e positivas, mimetizando processos cadticos (Provenzale et al., 1992).

Com esta breve introducao, os conceitos fundamentais a serem explorados ou desenvolvidos nos
capitulos seguintes foram apresentados. Observa-se que existem excelentes textos introdutdrios ao es-
tudo de sistemas dindmicos nao-lineares que sdo fortemente recomendados para aqueles interessados
em maiores detalhes dos tépicos aqui apresentados (Fiedler-Ferrara & Carmo, 1995; G. P. Williams,
1997; Strogatz, 2001; Monteiro, 2006; Izhikevich, 2007), assim como trabalhos mais especificos
(Guckenheimer & Holmes, 1983; Parker & Chua, 1989; Anishchenko et al., 2007; Kuznetsov, 2010).
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Capitulo 3

Expoentes de Lyapunov e o método das

dinamicas clonadas

3.1 Introducao

Os expoentes de Lyapunov ocupam lugar de destaque entre as medidas invariantes ndo s6 por
permitirem a caracterizagdo topoldgica de conjuntos-limite de um sistema dindmico, mas também
por possibilitarem a quantificacdo da sua previsibilidade no espaco de estados. Essas propriedades
tornam o espectro de Lyapunov uma métrica intrinsecamente relacionada ao estudo da estabilidade
das solucdes atratoras e uma via de acesso importante para outras areas do conhecimento, tal como a
propria teoria da informacgdo (Wolf et al., 1985; Parker & Chua, 1989; Fiedler-Ferrara & Carmo, 1995;
Boffetta et al., 2002; Monteiro, 2006), na medida em que quantifica a taxa de geracdo de informagao
de um sistema dinamico no processo de amplificagdo da incerteza do estado inicial provocado pelas
aplicacdes das equacdes de estado (Boffetta et al., 2002).

De posse das equacdes de movimento, existem basicamente dois métodos para estimar o espectro
de Lyapunov, ambos baseados na evolu¢do temporal de sistemas lineares subjacentes a dinamica
ndo-linear. A primeira abordagem consiste em usar o teorema ergddico multiplicativo de Oseledec
(Oseledec, 1968) para formar a matriz de Oseledec e extrair seus autovalores, evitando o colapso do
mapa tangente (i.e. da matriz referente as linearizagdes do sistema dindmico para diferentes instantes
de tempo) por meio do uso de um método numérico de decomposicdo QR (Eckmann et al., 1986;
Abarbanel, 1996).

A segunda abordagem de célculo foi introduzida independentemente por Bennettin et al. (Bennettin
et al., 1980) e por Shimada e Nagashima (Shimada & Nagashima, 1979), tendo sido posteriormente
revisitada por Wolf et al. (Wolf et al., 1985). Nestes trabalhos, os expoentes de Lyapunov sdo obtidos

por meio da quantificacdo da divergéncia (ou convergéncia) de perturbacdes infinitesimais para a

37
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solugdo original do sistema dindmico, apds as transformagdes provocadas pela aplicacdo do sistema
linear (mapa tangente) subjacente a dinAmica ndo-linear ! a vetores ortogonais e independentes, ini-
cialmente ancorados na trajetéria fiducial (solug¢do original do sistema dindmico). Mesmo de posse
das versoes linearizadas da dindmica, o cdlculo do espectro de Lyapunov apresenta dois inconve-
nientes numéricos: a continua mudanca de orientagdo do sistema dindmico e a possivel existéncia
de uma direcdo expansiva para o mapa tangente. O primeiro inconveniente refere-se ao fato de ser
impossivel caracterizar uma determinada dire¢do do espago de estados como expansiva ou contrativa,
uma vez que essas caracteristicas sdo sempre definidas em relagdo a trajetoria fiducial, enquanto o
segundo inconveniente numérico se associa ao possivel colapso do mapa tangente em uma Unica
direcdo (que seria, no caso, a dire¢do mais expansiva da dindmica, associada ao autovalor positivo da
matriz jacobiana). Esses problemas podem ser resolvidos por meio da aplicacao do método de reorto-
normalizacdo de Gram-Schimidt (GSR) apds cada transformacgao do vetor perturbagao realizada pelo
mapa tangente, conforme serd detalhado na préxima sec¢do (Wolf et al., 1985; Parker & Chua, 1989).

Entretanto, os desafios de estimacdo numérica dos expoentes de Lyapunov ndo estdo totalmente
resolvidos, principalmente quando dindmicas ndo-suaves ou com descricio matematica demasiada-
mente complexa sdo consideradas. Esses casos motivam a contribuicdo central deste capitulo, que
consiste em prover uma abordagem alternativa de estimacao do espectro de Lyapunov, chamada aqui
de método das dinamicas clonadas (CLDYN). Esta estratégia utiliza cdpias infinitesimalmente per-
turbadas do sistema dinamico original para avaliar o processo de divergéncia ou convergéncia para
a trajetdria fiducial, fornecendo meios de calcular todos os expoentes de Lyapunov sem recorrer a
constru¢do do mapa tangente, ou seja, sem a necessidade de resolver as equagdes variacionais que
descrevem a evolucao temporal do sistema linear subjacente a dindmica ndo-linear.

A proposta aqui apresentada tem como vantagem possibilitar a estimacao parcial do espectro de
Lyapunov (i.e. a estimag@o apenas dos maiores expoentes € nao necessariamente de todos), além
de ser extremamente conveniente para uso em mapeamentos para os quais a obtencdo das equacdes
variacionais € trabalhosa ou mesmo inexistente em alguns pontos, o que € muito comum, por exemplo,
para sistemas ndo-autdbnomos com entradas descontinuas.

A fim de testar a idéia proposta, o espectro de Lyapunov foi estimado para modelos emblemaéticos
na literatura tanto para tempo continuo como para tempo discreto, e comparado com uma abordagem
classica de célculo, 0 método do mapa tangente (TANMAP), baseado na solucdo das equacdes vari-
acionais tal como originalmente proposto na literatura (Shimada & Nagashima, 1979; Bennettin et
al., 1980; Wolf et al., 1985). Por fim, para ilustrar a aplicabilidade do método proposto no contexto

de dinamicas ndo-suaves ou descontinuas, o espectro de Lyapunov do modelo neuronal de FitzHugh-

'Mais especificamente, o sistema linear subjacente & dinAmica original que caracteriza o mapa tangente refere-se a
solucdo das equacdes variacionais que governam a evolucdo temporal das versdes linearizadas das equacdes de estado
(Parker & Chua, 1989).
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Nagumo (FHN) (FitzHugh, 1961) sob excitagdo periddica e descontinua foi obtido tomando a am-
plitude de estimulacdo como parametro de controle. Esta aplicagdo mostra-se interessante na medida
em que possibilita o tratamento matematico de um cendrio de estimulacio de células excitaveis até
entdo de dificil andlise, ndo obstante sua relevancia pratica (Doi & Sato, 1995). Esta andlise dos
comportamentos oscilatorios por meio do espectro de Lyapunov e do diagrama de bifurcacado revela
padrdes de oscilagdo complexos no modelo de FitzHugh-Nagumo, fornecendo mais um suporte a
existéncia de caos em dinamicas neuronais, o que motiva a discussdo sobre o possivel papel deste
tipo de comportamento oscilatério nos processos cognitivos (Rabinovich & Abarbanel, 1998; Korn
& Faure, 2003).

Além de prover meios para a caracterizacdo do comportamento assintético segundo a definicdo
classica dos expoentes de Lyapunov, o método CLDYN proporciona também a possibilidade de cal-
culo dos expoentes de Lyapunov de tempo finito (FTLEs, do inglés finite time Lyapunov exponents),
que sdo muito mais precisos na caracteriza¢ao da previsibilidade e estabilidade local do campo veto-
rial, uma vez que sua avaliacdo leva em conta a posi¢ao no atrator, bem como o tempo para o qual se
deseja prever os estados futuros (Abarbanel et al., 1991; Doerner et al., 1999; Haller & Yuan, 2000;
Haller, 2000a, 2000b, 2001; Shadden et al., 2005).

As regides no espaco de estados para os quais os FTLEs sdo maiores definem as chamadas estrutu-
ras Lagrangianas coerentes (LCSs, do inglés Lagragian coherent structures), e correspondem a cris-
tas (regido de maximos) na superficie que associa uma determinada posi¢do no espaco de estados ao
maior expoente do espectro local. Estas cristas configuram-se como as separatrizes do campo vetorial
associadas as variedades instdveis e estdveis dos pontos fixos ou das 6rbitas periddicas (Abarbanel
et al., 1991; Doerner et al., 1999; Haller & Yuan, 2000; Haller, 2000a, 2000b, 2001; Shadden et
al.,, 2005) em sistemas autdbnomos. Estas trajetorias sdo de extrema relevancia para o estudo do
campo vetorial, pois separam diferentes comportamentos oscilatérios, e, justamente por isso, tém
sido freqiientemente utilizadas em anélises no ambito da teoria de mecénica dos fluidos (Haller &
Yuan, 2000; Haller, 2000a, 2000b, 2001; Shadden et al., 2005).

Tendo isso em vista, o presente capitulo também busca evidenciar a equivaléncia entre a meto-
dologia proposta e a abordagem cléssica de calculo dos FTLEs baseada no método TANMAP, assim
como a vantagem de aplicacdo da proposta para alguns casos particulares. Destaca-se, neste sentido,
o célculo dos FTLEs por meio da abordagem CLDYN para a localizacdo da separatriz que caracte-
riza o limiar de disparo de potenciais de acdo no modelo de FHN, além da associacdo dos estados

fisiolégicos retratados por este modelo a organizagao espaco-temporal da previsibilidade local.

O presente capitulo esta estruturado da seguinte forma: a se¢@o 3.2 trata dos métodos numéricos
para estimagdo do espectro de Lyapunov, com enfoque no método TAMAP e CLDYN. A secdo 3.3

apresenta experimentos numéricos para os quais o espectro de Lyapunov € obtido para modelos ndo-
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lineares emblemadticos na lituratura tanto pelo método cldssico como pelo proposto. Nesta mesma
secdo, mostra-se a equivaléncia entre essas diferentes metodologias para o calculo dos FTLEs, bem
como a organizacdo espaco-temporal dos FTLEs para o sistema de Lorenz operando em caos. Como
aplicacao especial, o espectro de Lyapunov para o modelo de FitzHugh-Nagumo é obtido para en-
tradas descontinuas e o cdlculo dos FTLEs € utilizado para encontrar a separatriz das oscilagdes
sublimiares e supralimiares associada ao limiar de disparo do potencial de agdao. Uma associacdo
entre a organizagao espago-temporal dos FTLEs e os estados fisiologicos retratados pelo modelo de
FitzHugh-Nagumo operando em caos também € aqui fornecida. Por fim, a secio 3.4 apresenta uma

discussao sobre os dados obtidos a luz de trabalhos previamente publicados na literatura.

3.2 Métodos numéricos para estimacao do espectro de Lyapunov

3.2.1 O método do mapa tangente (TANMAP)

Dado um sistema dindmico /N-dimensional descrito por x = F(x,t), com condicio inicial xy,
0 primeiro passo para estimar o espectro de Lyapunov por meio do método TANMAP consiste em
estabelecer um conjunto de N vetores linearmente independentes e ortogonais ancorados na trajetéria

de referéncia (solugdo original do sistema dindmico), na forma:
{6117762177"’75NI}:{617927"'76N}:IN (31)

sendo Iy a matriz identidade NV x V. Esses vetores sdo entdo transformados por sucessivas aplicacdes
do mapa tangente associado as equacdes de movimento. Os eixos principais do mapa tangente sao
determinados pelas equacdes variacionais que governam a evolugdo temporal das versdes linearizadas
das equacdes de estado:

d(x, 1) = J(x,t)®(x, 1) (3.2)

onde J(x,t) é a matriz Jacobiana (ou matriz de lineariza¢do) de F(x,?), ja definida no capitulo

anterior, cujos elementos sao dados por:

or,

Jij(xv t) - axk )

1,j=1,2,....N (3.3)

A taxa de divergéncia ou convergéncia em relacdo a trajetéria fiducial pode ser calculada inte-
grando todo o sistema, ou seja, as equagdes de movimento e as equacdes variacionais, por um inter-
valo de tempo T, a partir de xg, com ®(x() = Iy. Em seguida, atualizam-se os vetores-perturbagdo

ancorados na trajetdria fiducial apds a transformagdo provocada pela aplicagcdo do mapa tangente.
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Caso se deseje estimar a divergéncia associada apenas a dire¢cdo mais expansiva, pode-se descrever a
transformacao do vetor-perturbag¢io provocada pela aplicacdo do mapa tangente como:

8 = &(x, T)ul” (3.4)

lz

sendo u1 = 5 / I 5@ ||, onde o indice sobrescrito denota o estado corrente da iteragdo. Repetindo
esse processo K vezes, para K suficientemente grande de modo a capturar o comportamento médio
de todo o atrator, pode-se calcular o maior expoente de Lyapunov por meio da expressdo (Parker &
Chua, 1989; Wolf et al., 1985):

‘ 3.5)

Como o sistema muda continuamente de orientacdo, € impossivel definir um eixo especifico do
espaco de estados como expansivo ou contrativo. Além disso, os vetores d1,, 0o, - . . , Oy, tendem a
alinhar-se com a dire¢do mais expansiva do movimento conforme o tempo evolui, o que pode levar a
erros numéricos significativos e ao proprio colapso do espaco tangente em uma unica dire¢do. Este
problema pode ser resolvido pela aplicacdo do método GSR para subtrair a contribuicdo da dire¢ao

mais expansiva das demais direcdes do movimento, permitindo o cdlculo correto de todo o espectro

de Lyapunov. O procedimento GSR produz um conjunto de vetores vy, va, ..., Vy que representa
uma versdao numericamente corrigida do espago de perturbacio dado por 6135, O24, ..., 0N, Mais
especificamente, o procedimento GSR estabelece que, fazendo V1 = 5 e ulk) = ng) / ||v§k)||,

tem-se os vetores corrigidos nas demais dire¢des dados por (Parker & Chua, 1989; Wolf et al., 1985):

(k) (k)

(k) Vék)
vl
VE\,;) = 55\2_ < 55\27“5 ) > ugk;) e < 6Nac7uN) 1= ug\l/ﬁ) 1
k
(k) _ VEV)
U T 0w
vl

onde < a,b > denota o produto interno entre os vetores a e b. Assim, para a K -ésima iteracdo, o
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espectro de Lyapunov € dado por:

(k) ‘

. i=1,2,...,N (3.7)

E importante observar que, apés cada iteragio, o mapa tangente dado por ®(x,T’) precisa ser
definido novamente como a matriz identidade para que a taxa de divergéncia (ou convergéncia) possa
ser corretamente avaliada na préxima iteracdo. Vale ressaltar ainda que o procedimento descrito
para o calculo do espectro de Lyapunov vale tanto para sistemas de tempo continuo como de tempo
discreto, sendo que neste ultimo caso deve-se realizar a substitui¢do da varidvel ¢ pelo indice temporal
n, € apenas tomar o cuidado de realizar o procedimento GSR para cada iteracao do mapa.

Diante da Eq. (3.7), pode-se facilmente introduzir a definicao de expoentes de Lyapunov de tempo
finito (FTLEs) no contexto do método TANMAP, o que se faz a partir de uma média dos expoentes
em um intervalo de tempo limitado. Neste caso, para um determinado tempo de evolucdo 7, = KT,
tem-se o espectro de Lyapunov de tempo finito como sendo:

| T
Afe(x,Te):FZmHvﬁ’“)H, i=12,....N (3.8)
e

onde a medida de divergéncia local /\iTe (x,T.) é uma fun¢do da posi¢do x no espago de estados e do
tempo de evolucao 7, e, portanto, ndo pode ser considerada uma medida invariante da dindmica. Por

conveniéncia, os FTLEs serdo simplesmente representados aqui por )\f

3.2.2 O método das dinamicas clonadas (CLDYN)

O método das dinamicas clonadas pode ser fundamentado a luz dos conceitos de estabilidade
nao-linear apresentados no capitulo anterior, os quais serdo eventualmente revisitados aqui com o
intuito de fornecer uma introducdo mais diddtica a abordagem proposta. Embora os conceitos de
estabilidade tenham sido desenvolvidos no capitulo 2 de forma dual, ou seja, separadamente para
sistemas de tempo continuo e discreto, a abordagem CLDYN pode ser introduzida de forma unificada
desde que algumas precaucdes (que serdo discutidas durante o desenvolvimento) sejam tomadas.
Por simplicidade, a correspondéncia entre o mapa tangente e a divergéncia de uma copia perturbada
¢ apresentada no contexto do cdlculo do maior expoente de Lyapunov para um sistema discreto.
Na seqiiéncia, o procedimento de calculo que descreve a abordagem CLDYN serd apresentado para
sistemas continuos, tal como realizado para o método TANMAP, o que facilita analogias entre os

métodos.
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Considere o sistema de tempo discreto x(n + 1) = F(x(n)), cuja condigdo inicial x, é perturbada
por um vetor A(n) = §0e;, sendo a dindmica de evolugio da perturbagdo dada por > (Eckmann &
Ruelle, 1985; Abarbanel, 1996; Anishchenko et al., 2007):

x(n+1)+An+1) = F(x(n)+ A(n))
~ J(x(n))A(n)+ F(x(n)) (3.9)

onde, mais uma vez, J(x(n)) é a matriz Jacobiana de F(x(n)). A manipula¢do da Eq. (3.9) leva a

seguinte expressao:

An+1) = J(x(n))A(n)
= J(X(n))&goel (310)

Assim, a estabilidade do conjunto-limite obtido pode ser analisada em termos da evolucao tem-
poral do vetor perturba¢do A(n + 1), sendo que a perturbagdo para L passos a frente no tempo é
definida por meio da aplicacdo da regra da cadeia a matriz Jacobiana (Eckmann & Ruelle, 1985;
Abarbanel, 1996):

An+L) ~ Jx(n+L—-1)J(x(n+L—-2))...
. J(x(n)A(n)
= JH(x(n))A(n)
= J5(x(n))dm0e: (3.11)

onde JX(x(n)) é a composi¢do das L matrizes Jacobianas durante a evolugio temporal. Usando as
Egs. (3.10)-(3.11), é possivel encontrar uma relacdo entre a evolugdo temporal da perturbacdo e a
composi¢cdo da matriz Jacobiana apds L aplicacdes sobre a perturbagdo inicial, o que deve levar em
consideragdo o fato de esta ter carater infinitesimal, ou seja, tomando o limite quando ¢,y — 0:

(A(Z—?L)) — (I (x(n))er) (3.12)

lim
5950 —0

Além disso, as Egs. (3.10)-(3.11) referem-se a um crescimento (ou decaimento) de primeira or-

dem, e, conforme mostrado no capitulo anterior, assumem uma solu¢do dada pela seguinte fungao

2 Assume-se, nesta representacdo, que d,o € e; correspondem, respectivamente, & magnitude e a um vetor base que

especifica a diregdo do vetor perturbagido A (n). Um exemplo usual de vetor base pode ser dadopore; =[1 0 ... O]%X 1

para um sistema N -dimensional.
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exponencial:
1A+ L)|] = [[A(n)[| exp(AL) (3.13)

onde A € a maior taxa média de crescimento da perturbacdo aplicada no intervalo finito L. Isolando A

na Eq. (3.13) e fazendo L. — oo, tem-se a maior taxa média de crescimento da perturbacado para todo

A= lim ~ (HA”—+LH) (3.14)

O atrator:

L—o0 L

Manipulando a relagdo dada pela Eq. (3.13), e sabendo que A(n) = d,0€1, tem-se a defini¢do
formal do maior expoente de Lyapunov do movimento, tanto na sua forma clédssica (utilizada na

abordagem do mapa tangente), como por meio da expansao ||A(n + L)/d.0]|:

A1 = lim llm—ln("An+L H)
820—0 L—oo L
1
= Jim 7 In (|[3%(x(n))e: ]) (3.15)

E interessante observar que, desde que a perturbaco nio seja tangente ao fluxo, ela sempre aca-
bar4 por encontrar a dire¢io mais expansiva da dindmica, nio importando a sua dire¢do de aplicacdo’.
Um exemplo cléssico de perturbacdo tangente ao fluxo pode ser encontrado quando um sistema nao-
autdbnomo € transformado em autdnomo por meio da incorporacao do tempo como uma varidvel de es-
tado na dinamica, definido, portanto, uma dire¢iio de estabilidade neutra*, o que, por sua vez, implica
na existéncia de um expoente de Lyapunov nulo. De fato, dindmicas ndo-lineares periodicamente
perturbadas nao apresentam atratores estdticos (pontos de equilibrio estdveis), mas sim ciclos-limite,
quase-periodicidade ou caos, ou seja, apresentam comportamentos oscilatérios com pelo menos um
expoente de Lyapunov nulo.

Quando perturbacdes infinitesimais sdo aplicadas a todas as direcOes do espaco de estados, é
possivel estimar todos os expoentes de Lyapunov do movimento tanto pelo método do mapa tangente
como por meio da razdo ||A(n + L)/d.0l||, desde que métodos numéricos que evitem o colapso do
espacgo tangente e corrijam o efeito da continua mudanca de orientacdo da trajetdria de referéncia
(e.g. GSR) sejam aplicados. Até o presente momento, essas correcoes numéricas tém sido aplicadas
apenas no contexto das divergéncias calculadas pela aplicacdo do mapa tangente, estando a utilizacao
de copias perturbadas para o calculo de || A(n + L)/d,0|| restrita apenas ao cdlculo do maior expoente

de Lyapunov (Bennettin et al., 1976). A introdugdo desse método de corre¢do numeérica para o célculo

3Por exemplo, tanto parae; = [1 0 ... 0]x N1 comoparae; =[0 1 ... O]JT\,X1, essas perturbagdes invariavelmente
apresentardo uma contribuicdo na dlregao mais expansiva da dindmica, a qual serd amplificada pela aplicacdo das equacdes
de estado, dando origem ao maior expoente de Lyapunov.

4 Avalia-se neste caso, a evolucdo temporal de uma perturbacdo aplicada exclusivamente & prépria varidvel tempo
(perturbagdo tangente ao fluxo), o que, naturalmente, nao converge e nem diverge para a trajetéria de referéncia.
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do espectro de Lyapunov usando diversas cOpias perturbadas fundamenta a idéia central do método
da dinamicas clonadas e define a contribuicao central desta tese para a andlise de estabilidade de
sistemas ndo-lineares.

A esséncia do método CLDYN consiste em analisar a evolucao temporal do vetor diferenca de es-
tados definido como a distancia entre a trajetdria fiducial e copias (“clones”) da dindmica inicialmente
perturbadas com uma pequena magnitude em dire¢des ortogonais. Assim, dado um sistema dindmico
N-dimensional, NV clones sdo criados (caso deseja-se estimar todos os /V expoentes de Lyapunov) na

forma:
).(cl - F(Xclut>
5(02 - F(X027t>
%oy = F(xon,t) (3.16)

Cada clone recebe a mesma condi¢do inicial do sistema de referéncia perturbada de uma pequena

magnitude 9, em uma direcdo ortogonal especifica, i.e.:

Xoe1 = Xo +5§2¢)

Xoe2 = Xp +5§8}

Xoen = Xo+ O\ (3.17)
sendo {d1,,d2,,...,0xN,} uma base ortogonal inicialmente definida como ,9{e,es,...,exy} =

0.0l . Note que, neste caso, a matriz identidade é multiplicada pela magnitude da perturbagdo apli-
cada, o que implica em uma importante diferenca em relacdo a abordagem TANMAP. Para que haja a
devida correspondéncia entre a metodologia proposta de calculo do espectro e a metodologia clédssica,
deve-se escolher o valor de d,, como sendo pequeno o suficiente para ser considerado infinitesimal
em relacdo ao tamanho do conjunto-limite obtido quando ¢t — oc.

Na abordagem CLDYN, tem-se que, apds a evolugdo de longo termo (i.e. ¢ — 00), cada clone
corresponderd a uma direc@o especifica associada a um expoente de Lyapunov a ser calculado como
parte do espectro. Assim, com o intuito de avaliar a taxa de divergéncia ou convergéncia dos clones
em relacdo a trajetdria de referéncia, integram-se numericamente (ou iteram-se, no caso do sistema
de tempo discreto) as equacdes de movimento (ou seja, o sistema original mais os clones) por um
intervalo de tempo 7' (cuja definicio numérica serd discutido mais adiante). Ao final deste processo,

o vetor diferenca de estados pode ser construido fazendo a diferenca entre os estados finais alcangcados
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pelos clones em relacdo a trajetdria de referéncia:

8V = x(T) = xn(T) (3.18)

Para evitar o colapso do espaco definido pelos vetores diferenca de estados na dire¢cdo mais ex-
pansiva do movimento, aplica-se o procedimento GSR tal como € feito na abordagem TANMAP,
seguindo exatamente a mesma descri¢do matematica fornecida nas Eqgs. (3.6). Depois disso, antes de
comecar uma nova iteragdo, os clones sdo novamente dispostos na vizinhanga da trajetéria fiducial,
recebendo novas “condi¢des iniciais” no espago ortogonal definido pelos vetores {u;, uy, ..., uy}, 0

que matematicamente significa que:

Xt()lc)l = X(T)+5xou§1),

Xé)lc)Z = X(T>+5:Jc0ugl)a

Xy = x(T) + d,oufy (3.19)

Assim as pequenas perturbacdes novamente introduzidas em outro ponto do atrator permanecerao
nas direcOes corrigidas correspondentes aos expoentes a serem estimados. Finalmente, para a K-
ésima iteracdo do algoritmo, considerando K grande o suficiente para capturar o comportamento

médio do atrator, os expoentes de Lyapunov sdo dados por:

(k)

A figura 3.1 ilustra uma tipica iteragdo da abordagem CLDYN para perturbacdes inicialmente
aplicadas a duas dire¢des ortogonais no espago de estados (652) e 552)). Para cada iteragao, os vetores
diferenca de estados sdo atualizados por meio das Egs. (3.18), sendo a tendéncia de alinhamento
com a dire¢ao mais expansiva do movimento corrigida por meio da aplica¢do do procedimento GSR.
Antes que a préxima iteragdo se inicie, os clones sdo dispostos na vizinhanca da trajetdria fiducial de
maneira ortogonal, conforme estabelecido nas Eqgs. (3.19), e, finalmente, a proxima iteragdo inicia-se
com os clones partindo dos pontos A e B. Este processo € repetido até que o comportamento médio

de divergéncia ou convergéncia da perturbacdo em relacdo a trajetoria de referéncia seja capturado,
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fornecendo ao seu final os expoentes ja ordenados de forma decrescente.

Figura 3.1: Ilustracdo da evolucdo temporal do sistema de equagdes e das correcOes empregadas em
uma iteragdo tipica da abordagem CLDYN. 652) e 552) representam os vetores diferenca de estados
iniciais dados por d,0{e;,es}. p representa a projecio de 55? em 5&) usada para obter o vetor vs.
A e B representam as condicdes iniciais para a proxima iteracdo do algoritmo. O valor de J, foi
propositalmente exagerado a titulo de ilustrag@o.

De forma andloga ao que € feito para o0 método TANMAP, pode-se aqui definir o espectro de

Lyapunov de tempo finito 7, = K'I' como sendo:

Te/T V(k)
Ae(x,T,) :ahm — Zln I, i=1,2,...N (3.21)

O procedimento de cdlculo do espectro de Lyapunov para sistemas de tempo discreto é andlogo
ao aqui realizado para sistemas de tempo continuo, mas exige a substitui¢do da variavel ¢ pelo indice
temporal n e sugere-se a aplicacdo do procedimento de corre¢do GSR a cada iteracdo devido ao rapido

crescimento da dire¢do mais expansiva tipicamente encontrado neste tipo de sistema dinamico.
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3.3 Experimentos numéricos

3.3.1 Estimativas do espectro de Lyapunov usando o0 método CLDYN em di-

namicas classicas

Antes de apresentar os resultados numéricos relativos ao cdlculo do espectro de Lyapunov para
vérias dindmicas cadticas classicas, convém apresentar um pouco melhor a principal dinamica uti-
lizada como plataforma de testes nos experimentos numéricos que se seguem, o modelo de Lorenz
(Lorenz, 1963).

O modelo de Lorenz ocupa lugar de destaque no desenvolvimento histérico da teoria do caos
(Strogatz, 2001, 2004; Mitchell, 2009) e relaciona-se com um sistema de equagdes diferenciais ordi-
ndrias nao-lineares simplificado para o estudo do fendmeno da instabilidade de Rayleigh-Bérnard para
transferéncia de calor em termos de condugio e convec¢do de massas atmosféricas (Fiedler-Ferrara

& Carmo, 1995). O modelo pode ser descrito pelas seguintes equacdes de estados:

[y, 2) = &=oly—x)
g(x,y,2) = yg=—xz4+rr—y (3.22)
h(z,y,z) = Z=uxy—bz

onde os parametros o0 = 10, 7 = 28, b = % sdo classicamente adotados na geracdo de comportamento
cadtico. Embora as varidveis de estado z, y e z tenham significados fisicos precisos, adotam-se aqui
suas unidades como sendo arbitrarias (assim como a unidade de tempo), conforme é comumente feito
na literatura e para fins de concisdo, uma vez que nao se objetiva discutir aqui os fenomenos fisicos
descritos pelo modelo.

A dinamica descrita nas Eqs. (3.22) apresenta trés pontos fixos, situados em x* = [0 0 0]7,
x*=[ssr—1Tex* =[-s —s r—1]7, onde s = (br — b)'/2, sendo que a estabilidade desses

pontos depende dos parametros do modelo. A matriz jacobiana, neste caso, é dada por:

Of (z,y,2) Of(z,y,2) Of(z,y,2)
Bxy 8yy Bzy -0 o 0
e t) = | 2 G G || 4 1 (3.23)
Oh(x,y,z) Oh(z,y,z) Oh(z,y,z)
ox oy 0z Y xr —b

0 que, para os parametros definidos acima, implica na existéncia de trés pontos de sela e um tipico
atrator estranho no espaco de estados, ou seja, tem-se um movimento errdtico num espago compacto
(figura 3.2(a)) e com sensibilidade em relacdo as condicdes iniciais (figura 3.2(b)).

Dado o grande volume de trabalhos na literatura que usam o modelo de Lorenz como plataforma
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(b) Séries cadticas de Lorenz para condicdes iniciais proximas

Figura 3.2: O painel 3.2(a) mostra o atrator estranho de Lorenz obtido quando 0 = 10, r = 28, b = %.
O painel 3.2(b) mostra tipicas séries temporais cadticas com condi¢des iniciais proximas.

de testes numéricos e analiticos, sua adocdo aqui como principal dindmica para os experimentos
numéricos € praticamente uma escolha natural. Tendo isto em vista, a figura 3.3 traz a evolugdo tem-
poral do espectro de Lyapunov calculado para o sistema de Lorenz a partir de ambas as abordagens,
TANMAP e CLDYN. Nas duas simulacdes, os parametros 1" e d,o foram, respectivamente, estabele-
cidos como 0.5 u.a. € 10~%. Pode-se observar que ambos os algoritmos tém caracteristicas similares
de convergéncia e fornecem valores praticamente idénticos para o espectro de Lyapunov obtido em

regime permanente. Em particular, os valores numéricos obtidos para os expoentes de Lyapunov
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por ambos os algoritmos coincidem, com uma boa precisdo, com os obtidos por Ramasubramanian
e Sriram (Ramasubramanian & Sriram, 2000) por diferentes métodos (variantes do mapa tangente

cldssico ou pela abordagem matricial de Oseledec).

5
--- CLDYN
\ 1 — TANMAP
0 | P ~
— A2
<
2
L -5 1
<
=
/<
-10 1
A3
_1 5 I I I I
0 10 20 30 40 50
tempo [u.a.]

Figura 3.3: Evolucao temporal do espectro de Lyapunov para o modelo de Lorenz operando em caos
usando 0 método TANMAP e CLDYN. Os pardmetros de simulagdo neste caso foram: xo = [1 0 1]7,
T =0.5ua., 6,0 = 1074

Com o intuito de evidenciar a generalidade da proposta, a tabela 3.1 mostra os valores numéricos
obtidos para os espectros de Lyapunov para diferentes sistemas dindmicos na literatura, utilizando
tanto o método CLDYN como TANMAP. Nesta tabela, constam os valores numéricos dos expoentes
obtidos para o ja mencionado sistema de Lorenz, para o sistema cadtico e hipercaético de Rossler e
para os mapas logistico e de Hénon (todos descritos no apéndice deste capitulo - secdo 3.5).

Em todas as simula¢des de modelos de tempo continuo da tabela 3.1, os valores de 0, e do
tempo virtual final de simulagdo (¢) foram estabelecidos, respectivamente, como 10~* e 10000 u.a.
Assim, todos os expoentes de Lyapunov sdo dados em nats/u.a. Ambas as abordagens de cdlculo
utilizaram os seguintes parametros: Lorenz, xo = [1 0 1]7, T' = 0.5 u.a., Rossler, xo = [1 0 1]7,
T = 1.0 u.a.; Réssler hyperchaos (Rosslerh), xg = [-20 0 0 15]7 e T'= 0.1 u.a.. Para modelos de
tempo discreto, os expoentes sao dados em nats/iteracao, e, neste caso, 0s parametros d,q € 0 nimero
final de iteracdo N; foram estabelecidos como sendo, respectivamente, 10~%, e 10000. Para o mapa

logistico, tem-se: xo = 0.49, T' = 1 iteragdo. No caso do mapa de Hénon: xy = [0 O]T, T =1
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iteracdo. A tabela 3.1 mostra ainda o tempo real de simulacdo em segundos (Z;,,) exigido para
a obtencdo do espectro’. Em relacio aos tempos de simulagio, fazem-se aqui necessérias algumas
definicdes para evitar ambiguidades. Define-se tempo virtual de simulagdo como o tempo que se
deseja simular no ambiente computacional, enquanto o tempo real de simulagdo refere-se ao tempo

de fato exigido para executar a simulagao.

Tabela 3.1: Espectro de Lyapunov e tempo real de simulacdo obtido por meio dos métodos TANMAP
e CLDYN para os sistemas de Lorenz, Rossler, Rossler hipercadtico, mapa logistico e mapa de Hénon.

Dindmica Meétodo A Ao A3 A4 tsim

Lorenz TANMAP 0.9037 0.0011 -14.5672 - 689.9463
CLDYN 09025 -0.0014 -14.5293 - 564.3825

Rossler TANMAP 0.0886 0.0002 -9.8009 - 239.9587
CLDYN  0.0895 0.0002 -9.8079 - 135.0057

Rosslerh TANMAP 0.1083 0.0228  -0.0007 -25.4881 1179.8421
CLDYN  0.1128 0.0324 -0.0247 -23.9892 452.6063

Logistico TANMAP 0.3634 - - - 0.0021
CLDYN  0.3637 - - - 0.0024
Hénon TANMAP 04173 -1.6213 - - 0.1767
CLDYN 04173 -1.6213 - - 0.1695

Torna-se clara, diante dos valores numéricos mostrados na tabela, a equivaléncia entre os méto-
dos TANMAP e CLDYN. Observa-se que com excecado do sistema hipercadtico de Rossler, as demais
solugcdes dos sistemas dindmicos apresentam diferencas numéricas para os expoentes de Lyapunov
apenas a partir da segunda casa decimal. A maior discrepancia encontrada entre os métodos foi
dada pela estimativa do quarto expoente de Lyapunov (em torno de 6%) para a solucéo do sistema
hipercadtico de Rossler. Este sistema configura-se reconhecidamente como um cendrio desafiador,
dada a presenca de dois expoentes de Lyapunov positivos e dois expoentes muito proximos de zero
(Ramasubramanian & Sriram, 2000). Conforme serd exposto em mais detalhes adiante, o aumento
do tempo total de simulagao pode contribuir para a convergéncia numérica dos expoentes, e, conse-
quentemente, produzir valores mais precisos destes, assim como a redu¢do de 7" pode contribuir para

0 aumento da precisdo da estimativa do expoente mais negativo. Independente disso, é importante

>Todos os sistemas de tempo continuo aqui utilizados foram integrados usando o método de Runge-Kutta de quarta
ordem com passo varidvel de integragio e precisdo relativa e absoluta de 10719, Todas as simulagio foram realizadas
usando um computador com CPU Intel Core 2 Quad Q8200 @ 2.33GHz (4 cores/4 threads), 4GB RAM DDR2 @ 800
MHz, Microsoft Windows XP x86 e MATLAB R2009a (v7.8.0.347).
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ressaltar que embora o método TANMAP seja uma abordagem cldssica, € dificil estabelecer qual dos
métodos (TANMAP ou CLDYN) é o mais preciso na estimativa do real espectro de Lyapunov da

solucdo de um sistema dindmico.

Em particular, em relagdo ao sistema hipercadtico de Rossler, tem-se uma situacdo em que o
método CLDYN pode ser util caso deseje-se obter apenas os dois expoentes positivos da dinamica, o
que permitiria, por exemplo, calcular a entropia de Kolmogorov-Sinai a partir da solu¢do de apenas
12 equacdes diferenciais (as equagdes do sistema original mais as equacdes de 2 clones), enquanto o
método TANMAP necessariamente exige a constru¢do do mapa tangente e a solucao de 20 equacdes

diferenciais.

Observa-se ainda na tabela 3.1 que, em quase todas as simulagdes realizadas, o método CLDYN
exigiu um tempo real de simulacdo menor do que o da abordagem TANMAP. Embora essa diferenca
de desempenho pareca ser significativa em alguns casos - como observado, por exemplo, para o sis-
tema hipercadtico de Rossler - ela estd intrinsecamente relacionada a dificuldade de um determinado
método numérico em resolver os diferentes conjuntos de equagdes diferenciais. Neste caso, € dificil
estabelecer a priori qual é o método que exige menos recursos computacionais para o cdlculo do

espectro de Lyapunov.

Ainda que os experimentos numéricos aqui realizados tenham revelado valores praticamente idén-
ticos para os espectros de Lyapunov obtidos pelas diferentes abordagens, € importante observar que
deve-se tomar um certo cuidado na escolha de certos parametros na abordagem CLDYN para que a
relacdo dada pela Eq. (3.15) se sustente. Conforme ja apontado por Wolf et al. (Wolf et al., 1985),
a abordagem TANMAP apresenta boa robustez em relagdo ao intervalo de integracdo 7', ou seja, o
colapso do espaco tangente em uma tUnica direcdo ocorre apenas quando o intervalo entre os proce-
dimentos GSR € tomado como sendo exageradamente grande. Este intervalo pode heuristicamente
ser definido a partir de uma fragio (e.g. 25%) do pseudo-periodo do atrator estranho no caso de uma
dindmica cadtica, o qual é definido pelo tempo médio de intersec¢do da trajetéria que caracteriza
o conjunto-limite com um hiperplano de Poincaré representativo da dinamica (Wolf et al., 1985).
Assim, tanto para o método CLDYN como para o TANMAP, deseja-se obter um valor razodvel de
T de tal forma que este ndo seja exageradamente pequeno a ponto de aumentar significativamente o
custo computacional de cédlculo do espectro, mas, a0 mesmo tempo, nao seja exageradamente grande

a ponto de afetar as estimativas dos métodos.

Retomando o modelo de Lorenz como principal plataforma de testes, tal como definido anterior-
mente, a figura 3.4 ilustra a robustez de ambos os métodos em relacdo ao intervalo de integracao 7',
o que € feito por meio da repeticdo do calculo do espectro quando este pardmetro € variado de 0.2
u.a. até 2 u.a. com passos de 0.2 u.a. Observa-se que o aumento progressivo de 7' dentro desta escala

de tempo praticamente ndo afeta o cdlculo do espectro de Lyapunov para a abordagem TANMAP (fi-
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gura 3.4(a)), enquanto sobrestimativas no valor de A3 podem ser encontradas no caso da abordagem
CLDYN para T" > 0.6 uv.a. (figura 3.4(b)). De fato, conforme também j4 apontado por Wolf et al.
(Wolf et al., 1985), o menor expoente de Lyapunov € o mais dificil de se estimar dada a perda de
informacao nesta direcdo com a rdpida convergéncia da perturbacdo para a trajetéria fiducial, sendo
que o método CLDYN parece exigir uma abordagem mais conservadora em relacdo a escolha de 7.
Uma forma sistemética de determinagao de um valor numericamente adequado para este parametro
pode ser estabelecida por meio da progressiva redu¢cdo do mesmo e da avaliacdo do espectro até que

um limitante inferior para A3 seja atingido.
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(a) Método TANMAP. (b) Método CLDYN.

Figura 3.4: Espectro de Lyapunov para o sistema de Lorenz obtido pelo método TANMAP - 3.4(a) - e
CLDYN - 3.4(b) - com o aumento progressivo do intervalo de integracdo 7' de 0.2 u.a. até 2 u.a., com
passos de 0.2 u.a.

Sobrestimativas de A3 também podem ocorrer quando se usa o método CLDYN caso a magnitude
da perturbagao inicial d,, nao for pequena o suficiente para ser considerada infinitesimal em relagao
ao tamanho do atrator. A figura 3.5 mostra o espectro de Lyapunov para o atrator de Lorenz (tal como
definido na secdo 3.5) considerando um aumento em J,( de 10~° até 10~! na forma de um progressio
geométrica de razdo 10. Pode-se observar que sobrestimativas no valor de A3 comeg¢am a ocorrer a
partir de §,0 = 1072, enquanto \; e )\, praticamente ndo sdo afetados. Um perturbagiio pequena, da
ordem de 1074, parece ser adequada para todos os atratores analisados aqui. Mais uma vez, uma
progressiva redugdo neste parametros pode ser empregada com o intuito de achar o limitante inferior
para o menor expoente e assegurar a consisténcia do calculo, assim como sugerido para o intervalo

de integracdo 7.
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Figura 3.5: Espectro de Lyapunov do sistema de Lorenz obtido por meio do método CLDYN diante
do aumento progressivo da magnitude da perturbacio aplicada d,( variando de 10~° a 10~! com razdo
geométrica 10.

3.3.2 Variabilidade espaco-temporal dos expoentes de Lyapunov de tempo fi-
nito

Os expoentes de Lyapunov como definidos até aqui constituem uma importante ferramenta para
identificacdo e caracterizacao dos conjuntos-limite obtidos a partir da solu¢do das equagdes de estado
de um modo geral. No entanto, estes expoentes consideram médias globais de divergéncia de trajetd-
rias que mascaram a nao-uniformidade local da previsibilidade do sistema dinamico. Nao obstante, a
partir da nocdo de divergéncia de trajetdrias inicialmente proximas, é possivel definir taxas locais de
divergéncias (Nese, 1989; Abarbanel et al., 1991) na forma dos chamados expoentes de Lyapunov de
tempo finito (FTLE) (Shadden et al., 2005), tal como feito nas Egs. (3.8) e (3.21).

A significativa variabilidade dos FTLEs no espaco de estados ja foi evidenciada por diferentes
abordagens na literatura. Por exemplo, Grassberger e Proccacia (Grassberger & Proccacia, 1984)
calculam as taxas de divergéncia local por meio de métodos da teoria de probabilidades e de flutua-
¢oes estocdsticas, enquanto Nese (Nese, 1989) exprimiu estas divergéncias por meio da definicdo de
expoentes de Lyapunov locais a partir do método do mapa tangente, tal como introduzido pela Eq.
(3.8). Em especial, Nese analisou a variabilidade dos expoentes em fun¢do da sua posi¢dao no espago
de estados para o modelo de Lorenz, o que foi feito por meio da construgdo de diversas seccoes de
Poincaré e de médias locais destes expoentes em regides especificas do espaco de fase. Outro passo

fundamental na consolida¢ao da defini¢@o e na aplicacao dos expoentes locais foi dado por Abarbanel
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et al. (Abarbanel et al., 1991), por meio da anélise da variabilidade espaco-temporal dos expoentes

de tempo finito em atratores estranhos classicos tal como os engendrados pelos mapas de Hénon e de
Ikeda.

Neste contexto, torna-se interessante evidenciar aqui a variabilidade dos expoentes de tempo finito
por meios estatisticos no ambito da abordagem proposta. Com este objetivo, a figura 3.6 mostra a
freqiiéncia relativa de aparecimento dos FTLEs por meio de histogramas para o modelo de Lorenz,
considerando 7, = KT = 0.5u.a., T = 0.1 u.a. e ,0 = 10~*. Observa-se claramente uma distribui-
¢do nao-uniforme para os FTLEs com uma variabilidade relativamente alta dos mesmos, sendo que
a condicdio AT° > A\l ndo necessariamente se sustenta localmente °, ou seja, a previsibilidade local
critica pode ser dada por direcOes diferentes daquela mais expansiva obtida para o comportamento
assintético quando 7. — oo. Isso, de certa forma, ilustra a importancia da metodologia proposta de
célculo para todo o espectro de Lyapunov, pois, assim, podem-se estimar as divergéncias locais para
todas as direcdes da dinamica e tomar aquela que é localmente maior, o que ndo depende apenas da
posic@o no atrator, mas também do tempo de evolucdo da dindmica (7,) usado nas estimativas dos

expoentes.

Em relagdo a proposta de cdlculo por meio da abordagem CLDYN, observa-se que esta € comple-
tamente compativel com a metodologia TANMAP - tal como usada por Nese (Nese, 1989) - para o
célculo dos expoentes locais. A figura 3.7 mostra uma comparagdo entre os histogramas da freqiién-
cia relativa de aparecimento de \{° para ambas as abordagens considerando diferentes tempos de
evolucdo da dindmica (1. =T, = 0.5 v.a. e T, = T, = 10 u.a.). Torna-se nitido nesta figura que as
discrepancias entre as distribui¢des dos expoentes locais obtidas pelos métodos CLDYN e TANMAP
sdo pequenas o suficiente para que eles sejam considerados similares.

A figura 3.7 evidencia ainda a tendéncia de convergéncia do expoente local \;’c em direcdo
a média global com o aumento do tempo de evolucdo. Obviamente, quando 7, € suficientemente
grande para capturar o comportamento médio de divergéncia do atrator, tem-se a defini¢do cladssica
de expoente de Lyapunov como uma medida invariante que caracteriza 0 comportamento assintético
da solucdo. Além disso, observa-se que, independentemente do valor utilizado para 7., a média
espacial dos valores de A\I* sempre converge para o expoente de Lyapunov global (\;) dado quando
T, — 00, sendo 0 mesmo vdlido para todo o espectro. Fundamentalmente, isso revela a ergodicidade
intrinseca aos expoentes de Lyapunov, sendo que a média espacial de suas valores (em relacdo aos
diversos FTLE em diferentes pontos do atrator) equivale a uma média temporal dos expoentes para

um longo tempo de evolucao.

Com o intuito de evidenciar de forma mais rigorosa que as abordagens CLDYN e TANMAP apre-

®Faz-se aqui, portanto, uma importante distincdo da idéia cldssica de espectro de Lyapunov para os FTLEs, o que
consiste basicamente na violagdo da condi¢ao )\1Te > )\gﬁ >...> )\;‘C,
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Figura 3.6: Os painéis superior, central e inferior mostram, respectivamente, o histograma da freqiién-
cia relativa - Freq Rel - de aparecimento dos expoentes de Lyapunov locais AlTe, Agﬁ and )\g‘f obtidos
para o atrator estranho de Lorenz considerando 7, = KT = 0.5 u.a., T = 0.1 u.a. € 6,0 = 10~* para
a avaliacdo da divergéncia local.

sentam o mesmo padrdo de convergéncia para o expoente de Lyapunov global, a figura 3.8 mostra
o comportamento de decaimento dos desvios-padrdo das distribuicdes dos FTLEs conforme 7. ¢é
aumentado. Observa-se que os desvios-padrdao das distribui¢cdes dos expoentes locais tanto para o
sistema cadtico de Lorenz quanto para o de Rossler (conforme definido na se¢do 3.5) tendem assin-
toticamente a zero segundo um padrao exponencial. De fato, essa andlise de convergéncia é andloga
a realizada por Abarbanel et al. (Abarbanel et al., 1991) utilizando a abordagem do mapa tangente
no contexto das matrizes de Oseledec, na qual uma medida de ajuste exponencial para a queda do

desvio-padrao com o aumento de 7, € proposta na forma:

T,
¢ = 3.24
g1 T.v ( )

sendo ¢ e v constantes. Embora um significado geométrico ou mesmo fisico para o expoente v
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Figura 3.7: O painel superior mostra a freqiiéncia relativa de aparecimento de A\’* obtida tanto por
meio da abordagem CLDYN (linha tracejada) como por meio da metodologia TANMAP (linha conti-
nua) para T, = T, = 0.5 u.a. O painel inferior é andlogo ao superior mas assumindo 7, = T, = 10
u.a. Foram consideradas um total de 20000 amostras de FTLEs.

ainda seja desconhecido, esta claro que este fornece uma medida de quao rapidamente (em termos
do tempo de evolugdo 1) e de qudo precisamente (em termos do desvio-padrdo obtido) os expoentes
locais convergem para o expoente de Lyapunov global (i.e. os expoentes de Lyapunov tal como
classicamente definidos para o comportamento assintdtico da solu¢do). A figura 3.8 mostra ainda
que os ajustes de curva para o desvio-padrdo em funcdo de 7. - tal como proposto por Abarbanel et
al. (Abarbanel et al., 1991) - sdo praticamente idénticos, fornecendo valores muito proximos para c e
v. A tabela 3.2 mostra as constantes c, v e a medida de qualidade de ajuste R-quadrado 7 para trés
sistemas dindmicos cadticos cldssicos: Lorenz, Rossler e Duffing (como definidos na se¢do 3.5).

Além da correspondéncia entre os valores das constantes e os ajustes de curva para as diferentes
metodologias de calculo dos expoentes apresentados na tabela 3.2 e na figura 3.8, os resultados
aqui obtidos possuem boa correspondéncia numérica com os obtidos por Abarbanel et al., nos quais
valores entre 0.5 e 1 s@o tipicamente encontrados para o expoente v.

Os FTLEs nao encontram aplicagdes apenas para a caracterizacdo da previsibilidade local de

"R-quadrado = 1 indica ajuste perfeito (Ruggiero & Lopes, 1996).
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Figura 3.8: Ajuste de curva (¢ = ¢/T.” para o desvio-padrio o{° da distribui¢io de A\{* para os
sistemas de cadticos de Rossler e Lorenz obtidos pelos métodos CLDYN e TanMap.

Tabela 3.2: Constantes ¢, v e qualidade (R-quadrado) do ajuste 0;¢ = ¢/T.” para as dindmicas
cadticas classicas de Lorenz, Rossler e Duffing usando as abordagens TANMAP e CLDYN para a
obtenc¢do da distribuicao dos )\{e em termos de 7,

Dindmica Método c v R-quadrado

Lorenz TANMAP 1418 0.8853 0.9984
CLDYN 1.457 0.8913 0.9981
Rossler TANMAP 0.4569 0.7798 0.9982
CLDYN 04567 0.7829 0.9981
Duffing TANMAP 0.5625 0.5675 0.9939
CLDYN  0.5639 0.5718 0.9940

sistemas dindmicos, mas também tém sido estudados no contexto do fendmeno de advecgdo pela
comunidade de mecanica dos fluidos. A adveccdo diz respeito ao transporte de substincias sob

a acdo do fluxo de um fluido, o que € comumente descrito por meio de um campo vetorial. Isso
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faz com que a advecgdo possa ser estudada imaginando cada condig¢do inicial no espaco de estados
como sendo um marcador passivo que € transportado segundo as equacdes de estado (Shadden et al.,
2005). Assim, € interessante observar que existem trajetorias que definem separatrizes destes campos
vetoriais dividindo comportamentos dindmicos comuns a regides especificas do espaco de estados.
Estas separatrizes sdo de fundamental importancia para a caracterizacdo do fluxo de um modo ge-
ral, e usualmente estdo relacionadas em sistemas autonomos as variedades estdveis e instaveis de
conjuntos-limite tais como pontos fixos ou mesmo Orbitas periddicas. Tipicamente, tanto trajetorias
homoclinicas como trajetorias heteroclinicas definem as variedades estdveis e instaveis de pontos
fixos na medida em que sdo dadas por pontos que tendem para este conjunto-limite tanto em tempo
direto como em tempo reverso. Dada a importincia destas trajetérias no comportamento dindmico
observado, existem diversos trabalhos na literatura dedicados a métodos computacionais de cédlculo
das mesmas (Parker & Chua, 1989; Haller, 2000a; Homburg et al., 2003), sendo a maior parte deles
dedicados a sistemas bidimensionais, para os quais as variedades estdveis e instaveis sdo objetos geo-
métricos unidimensionais (Parker & Chua, 1989). O calculo de variedades de maior dimensao € ainda
um problema em aberto em sistemas dindmicos, mas tem havido contribui¢des recentes significativas
(Haller, 2001; Homburg et al., 2003; Lekien, Shadden, & Marsden, 2007), as quais, em particular,
baseiam-se no cédlculo da divergéncia critica por meio dos FTLEs.

O célculo das separatrizes por meio dos FTLEs ganha um carater mais geral quando sistemas nao-
autdonomos sao considerados. Neste caso, a dependéncia explicita do tempo existente na dindmica
torna as separatrizes objetos geométricos também variantes no tempo, e as nogdes de variedades
estdveis e instaveis ndo sdo bem definidas, sendo, portanto, denominadas estruturas Lagrangianas
coerentes (Shadden et al., 2005), podendo ainda ser capturadas por meio do calculo da divergéncia
critica de tempo finito no espago de estados.

A possibilidade de localizac¢do de separatrizes por meio dos FTLEs, bem como a sua relagdo com
as variedades instdveis e estdveis da dinamica, podem ser exemplificadas como se segue. Considere

o seguinte sistema dinAmico hamiltoniano®:

y = x—a° (3.25)

onde a fung¢do hamiltoniana’ H (x,y) que o descreve é dada por, Eq. (3.26):

8Um sistema dinAmico ¢ dito hamiltoniano quando todas as forgas que atuam sobre ele sdo conservativas, isto é, o
trabalho destas € independente da trajetdria.

9Uma fungdo hamiltoniana é aquela que fornece a soma das energias potenciais e cinéticas de um sistema dinamico
hamiltoniano, e que permite obter as equagdes de Hamilton que o descrevem. Por exemplo, no caso do sistema dado na
Eq. (3.25), a fungdo hamiltoniana H (z,y) é aquela que leva as equagdes de Hamilton: & = 0H/dy e y = —0H/0x
(Monteiro, 2006).
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2?7t

2

H(z,y) = % -+ T (3.26)

As curvas de nivel de H (z, y) descrevem as trajetdrias do sistema no espago de estados (Monteiro,
2006), as quais podem ser visualizadas no retrato de fases = x y da figura 3.9(a). Em particular,
observa-se, a partir das Egs. (3.25), que o sistema apresenta um ponto de equilibrio x* = [0,0]” do
tipo sela e dois pontos de equilibrio do tipo centro em x* = [£1, 0]7. Observa-se ainda (figura 3.9(a))
que o ponto de sela x* = [0, 0] exerce uma profunda influéncia no campo vetorial do sistema como
um todo, dividindo comportamentos dindmicos distintos no espaco de estados. Isso faz com que
possam ser encontradas trajetorias periddicas de menor amplitude proximas a cada um dos centros
separadas pela trajetoria homoclinica que passa pelo ponto de sela, bem como trajetdrias periddicas
de maior amplitude externas a trajetria homoclinica. Em particular, a trajetéria homoclinica é dada
pela curva de nivel H(x,y) = 0 (Monteiro, 2006) e corresponde as variedades estaveis e instaveis
do ponto de sela, fazendo o papel de separatriz de comportamentos dindmicos distintos no espaco de

estados.

A localizacdo destas separatrizes e da prépria trajetéria homoclinica pode também ser feita por
meio da caracterizac¢do espago-temporal da regido de divergéncia critica da dindmica, algo extrema-
mente importante, uma vez que nem sempre se tem acesso a uma funcdo hamiltoniana que descreve
sistema (Strogatz, 2001; Monteiro, 2006). Assim, define-se o expoente de Lyapunov local critico para
um determinado tempo de evolugio 7}, e posi¢do x no espago de estados (\e (x,T.) em nats/u.a.)

como o maior expoente do espectro dos FTLEs obtido, ou seja:

Me (x,T.) = max(\/*(x,T.)), i=1,2,...,N (3.27)

7

Pode-se assim capturar a estrutura de divergéncia da dindmica associando uma escala de cores

Te

a pontos no espaco de estados segundo o valor do seu respectivo \; <.

(x,T.), sendo que as cristas
(regides de méximos) desta superficie (figura 3.9(b)) definem as LCSs, e, portanto, fornecem a

posi¢do das separatrizes, bem como da trajetéria homoclinica observada na figura 3.9(a).

Embora o estudo da adveccdo se desenvolva em sua maior parte em sistemas dindmicos bidimen-
sionais, a andlise da variabilidade espaco-temporal dos FTLEs ndo se restringe apenas a este tipo de
mapeamento, € pode também ser extrapolada para sistemas com conjuntos-limite mais complexos,
tais como atratores estranhos. Faz-se interessante, neste ultimo caso, a quantificacdo dos FTLEs para
diferentes pontos do conjunto-limite (e ndo para uma varredura nas condi¢des iniciais almejando um
cobrimento de todo o espago de estados), o que permite caracterizar a previsibilidade para diferentes

posi¢des no atrator.
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Figura 3.9: O painel superior mostra a fun¢dao hamiltoniana para o sistema dinamico, bem como suas
curvas de nivel no plano = x y. O painel inferior mostra o perfil de divergéncia para —1.5 < 2y < 1.5
e —0.8 < yp < 0.8 por meio de uma escala de cores proporcional a Al em nats/u.a. para um tempo

de evolucdo T, = 5 u.a. obtido por meio da abordagem CLDYN com 7" = 0.05 u.a. e §,9 = 107%.
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Uma abordagem de caracterizacdo da previsibilidade semelhante a esta foi desenvolvida por Nese
(Nese, 1989) e por Abarbanel et al. (Abarbanel et al., 1991) no estudo da variabilidade espacial
dos expoentes locais em atratores estranhos. Neste cendrio, pode-se entender a estrutura do campo
vetorial da dindmica mediante as divergéncias locais avaliadas em pontos especificos no espaco de

estados, para o qual a ndo uniformidade dos FTLEs torna-se clara. Por exemplo, a figura 3.10(a)

Te
max

mostra a distribuicdo espacial tridimensional de A\ ¢ (escala de cores) com 7, = 0.2 u.a. para o
sistema de Lorenz. Observam-se claramente nesta figura regides de alta previsibilidade na parte
superior das alcas do atrator, enquanto a regido proxima ao ponto de sela existente em x* = [0 0 0]7
apresenta alta instabilidade e baixa previsibilidade. E interessante observar que, do ponto de vista
pratico, este resultado evidencia a importancia e o ganho de informacdo obtido quando a posi¢do no
atrator é levada em consideragdo para a previsdo dos estados futuros no espaco de fase, a qual pode

ser muito imprecisa caso apenas o valor do expoente de Lyapunov global seja considerado.

Outro fator determinante da organizacdo da previsibilidade no espagco de estados relaciona-se
com o tempo de evolugdo ou horizonte de previsdo (tempo no futuro para qual deseja-se prever o
estado do sistema) da dindmica. A seqiiéncia de painéis das figuras 3.10 e 3.11 mostra que as regides
de previsibilidade critica também se modificam com o aumento de 7,, adquirindo uma estrutura
geométrica particular (vinculada a variedade estivel do ponto de sela na origem (Doerner et al.,
1999)). Esta estrutura geométrica estd intrinsecamente ligada ao préprio processo de amplificagdo
de uma dada incerteza proxima a origem mediante a aplicacdo das equagdes de estado, sendo que
a propagacdo desta pela dinamica se da forma organizada até que um valor de 7, suficientemente
grande seja atingido. Quando 7} é grande, tem-se o espalhamento da incerteza por todo atrator (figura
3.11(c)), o que leva a uniformidade da previsibilidade associada a convergéncia para o expoente global
e a perda de informacdo local da estrutura do campo vetorial. Este tempo de evolugdo associado a uma
uniformidade espacial dos expoentes locais € atingido de forma relativamente rdpida para o atrator
estranho de Lorenz aqui analisado, conforme pode também ser observado diante do comportamento

de convergéncia evidenciado na figura 3.8.

Embora a variabilidade dos FTLEs para o modelo de Lorenz j4 tenha sido examinada na literatura
(Nese, 1989; Doerner et al., 1999), a organizagdo espaco-temporal, tal como aqui exposta, parece nao
ter ainda sido tratada. De fato, Nese dedica-se a analisar a variabilidade dos expoentes locais para
tempos de evolugdo relativamente pequenos da dindmica e ndo adota a representagdo dos expoentes
no espaco tridimensional na forma de uma escala de cores, fazendo suas andlises por meio de médias
locais em volumes no espaco de estados e sec¢des de Poincaré. Além disso, a descri¢do da variabi-

lidade feita por Nese € idéntica a obtida na figura 3.10(a). Ja o trabalho de Doerner et al. (Doerner

Te
max

et al., 1999) apresenta uma descri¢do da estrutura espiral das curvas de nivel de A ¢ (x,7T.) para o

modelo de Lorenz por meio de fun¢des de Bessel, o que € analisado em termos de diferentes valores
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Figura 3.10: Os painéis 3.10(a), 3.10(b), 3.10(c) e 3.10(d) mostram a variabilidade espacial dos
AIe em nats/u.a. para diferentes tempos de evolugio do sistema dinAmico de Lorenz quantificados

max

por meio da abordagem CLDYN assumindo 7" = 0.1 u.a. € d,0 = 1074

do parametro r da dindmica, e ndo para diferentes tempo de evolugao.

No mais, conclui-se desta se¢do que, enquanto os expoentes de Lyapunov globais sao ferramentas
importantes na caracteriza¢cdo do comportamento assintético da solugdo do sistema dinamico, bem
como uma métrica robusta as condi¢des iniciais dentro de uma mesma bacia de atracdo, os FTLEs
sdo medidas muito mais adequadas para caracterizar a previsibilidade, sendo que a sua organiza-
cdo espago-temporal estd intrinsecamente relacionada a estrutura do campo vetorial. Em ambos os

contextos, o método das dindmicas clonadas mostra-se como uma ferramenta consistente na quan-
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Figura 3.11: Os painéis 3.11(a), 3.11(b) e 3.11(c) mostram a variabilidade espacial dos A\t em

max
nats/u.a. para diferentes tempos de evolugao do sistema dinamico de Lorenz quantificados por meio

da abordagem CLDYN assumindo 7" = 0.1 u.a. e 6,0 = 1072

tificacdo dos expoentes de Lyapunov, o que até aqui foi estudado no ambito de dindmicas suaves e
bem comportadas. Apresenta-se a seguir um caso de sistema dindmico com entradas descontinuas
que ¢ muito comum em neurociéncia computacional (Koch, 1999; Izhikevich, 2007) e configura-se
como um cendrio desafiador para a obtencao do espectro de Lyapunov como classicamente feito pelo

método TANMAP, mas ndo para o método CLDYN.
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3.3.3 Aplicacao do método CLDYN ao modelo de FitzHugh-Nagumo para en-

tradas descontinuas

Conforme exposto, uma das principais vantagens da metodologia proposta € a possibilidade de
calcular o espectro de Lyapunov sem a necessidade de constru¢cdo do mapa tangente, o que pode
ser util em diversas aplicacoes, e, em especial, na andlise de dindmicas com entradas ndo-suaves ou
descontinuas. A fim de ilustrar essa aplicabilidade, pode-se empregar o método CLDYN para anali-
sar os comportamentos oscilatérios do modelo neuronal de FitzHugh-Nagumo (FHN) para entradas

descontinuas - pulsos retangulares de freqiiéncia w e amplitude A.

A teoria de sistemas dindmicos ndo-lineares tem sido comumente empregada na descri¢ao e ana-
lise de diversos processos bioldgicos, e, em particular, tem contribuido de maneira significativa para
o desenvolvimento da neurociéncia. Desde o trabalho pioneiro de Alan Hodgkin e Andrew Huxley
(Hodgkin & Huxley, 1952), diversos modelos neuronais vém sendo extensivamente criados, modifi-
cados e analisados sob vdrios aspectos na tentativa de explicar os intricados mecanismos fisioldgicos
por tras da geracdo, transmissdo e processamento da informacgdo associados ao potencial de acdo (o
sinal elétrico que se propaga pelas células excitdveis e efetivamente carrega informagao neuronal).
Neste contexto, destacam-se basicamente duas classes de modelos, os realistas e os simplistas. Os
modelos realistas buscam representar com fidelidade os fendmenos biofisicos, fornecendo um melhor
entendimento quantitativo do sistema bioldgico, enquanto os modelos simplistas buscam capturar de
forma qualitativa os comportamentos oscilatérios envolvidos. Neste ultimo caso, os comportamen-
tos oscilatorios, bem como os fendmenos de transi¢do de fase, podem ser estudados por métodos

analiticos ou numéricos eficientes, mas de dificil aplicagdo no contexto de sistemas mais complexos.

Dentre os modelos neuronais de tempo continuo, talvez o modelo de FHN (FitzHugh, 1961, 1969)
seja o mais simples dentre os capazes de capturar qualitativamente diversos aspectos importantes
das dinamicas de neurdnios. De forma sucinta, este modelo consiste em uma versao modificada
das equacdes de Van der Pol para a descri¢do de osciladores de relaxag@o, a qual tem por objetivo
capturar as caracteristicas oscilatorias neuronais por meio de duas varidveis de estado representando

excitabilidade e refratariedade neuronal, conforme j4 visto anteriormente e reapresentado a seguir:

. V3
Vo= Voo = W)
W = ¢(V+a—bW) (3.28)

onde V' € o potencial de membrana, IV € uma varidvel de recuperacdo relacionada com a refratarie-
dade de membrana e (t) é a estimulagdo externa. Os parAmetros a, b e ¢ sdo constantes com valores

0.7, 0.8 e 0.1, respectivamente, sendo as unidades das varidveis de estado arbitrarias.
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Originalmente, o modelo foi criado com o intuito de fornecer uma plataforma ripida de testes
para sistemas de computacao analégicos que almejavam resolver as equagdes de estado proposta por
Hodgkin e Huxley (Hodgkin & Huxley, 1952) para a potencial de acdao no axdnio gigante de lula
(Izhikevich & FitzHugh, 2006). No entanto, sua capacidade de sintese e reprodugdo qualitativa das
caracteristicas neuronais mostraram-se tao atraentes que o modelo tornou-se um paradigma impor-
tante no estudo de sistemas excitdveis (Izhikevich, 2007; Koch, 1999). Em especial, este sistema
destaca-se por oferecer a possibilidade de estudar a excitabilidade neuronal por meio de um retrato

de fase bidimensional, bem como por relacionar este ultimo a estados fisiol6gicos representativos que
sdo percorridos pelas trajetérias tipicamente obtidas em resposta a estimulos impulsivos (ou seja, de

duracdo aproximadamente infinitesimal), ou mesmo retangulares, tal como mostrado na figura 3.12.

1.5 .
“, refratario ','
' absoluto K
o
— 05
© refratario
= relativo
= |
-0.5- ) |
W iséclina; .7 \ - isoclina V;1=0 %
=0 ," ponto de equilibrio ‘.‘
_1 : - ; ! L [
-2 -1 0 1 >
Vu.al

Figura 3.12: Plano de fase do modelo de FHN e seus respectivos estados fisiologicos. As linhas
tracejadas mostram as iséclinas e as linhas continuas mostram as solu¢des do sistema dindmico para

estimulos impulsivos com amplitude A (aumentados progressivamente) evidenciando respostas sub e
supra-limiares para o potencial de membrana.

Observa-se que, para I(t) = 0, as equagdes de estado apresentadas em (3.28) apresentam um

ponto de equilibrio do tipo foco estavel localizado na intersec¢do das iséclinas'® VV e W para o qual as

10As iséclinas, neste caso, referem-se ao lugar geométrico dos pontos no espaco de estados para os quais V e W sdo



3.3 Experimentos numéricos 67

trajetdrias tendem em regime permanente. Quando um estimulo impulsivo de amplitude A € aplicado,
oscilagdes sublimiares ou supralimiares (na forma de potenciais de acdo - PAs) podem ser observadas
dependendo do valor de A.

Na auséncia de qualquer estimulo, o espaco de estados € dividido por uma separatriz que exerce
o papel de limiar do PA, localizada proxima da isoclina V' (FitzHugh, 1961, 1969). Nesta divisdo
do espacgo de estados, uma oscilagdo sublimiar corresponde a uma trajetéria de excursao limitada,
passando por uma regidao de excitabilidade aumentada (a direita do ponto de equilibrio e mais pré-
xima do limiar), e, posteriormente, deprimida (2 esquerda do ponto de equilibrio e mais distante do
limiar). J4 uma oscilac@o supralimiar estd associada a uma trajetdria com excursao de maior ampli-
tude, passando pelos estados fisioldgicos regenerativo, ativo, refratario absoluto, refratirio relativo
e de excitabilidade deprimida. Nesta descri¢do, a regido regenerativa refere-se a subida do PA, e é
assim denominada devido ao fato de um pulso estimulatério com amplitude negativa suficientemente
intenso abolir o PA, o que se torna impossivel quando a trajetdria entra na regido ativa (pico do PA).
Segue-se a partir dai o periodo refratdrio absoluto, no qual a trajetdria estd acima da separatriz € um
novo PA ndo pode ser evocado, ndo importando qudo intenso seja um novo estimulo /, e o periodo
refratdrio relativo, no qual um novo PA pode ser evocado, desde que / seja suficientemente intenso.
Conforme apontado pelo préprio FitzHugh (FitzHugh, 1969), ndo existem fronteiras definidas entre
os respectivos estados fisioldgicos e a transi¢do entre eles se dd por uma gradagdo continua de estados

intermediarios.

Uma caracteristica importante do modelo de FHN ¢ a sua capacidade de gerar conjuntos-limite
dependentes da forma de estimulacdo aplicada, produzindo comportamentos andlogos aos de fato
tipicamente observados em neurdnios. Por exemplo, quando 7(¢) = A, sendo A uma constante, tem-
se um cendrio em que tanto pontos fixos como ciclos-limite podem ser encontrados dependendo do
valor de A. Assim, um aumento progressivo de A implica em um deslocamento da iséclina V' (de
formato cubico - figura 3.12), fazendo com que o ponto de equilibrio do tipo foco estavel se mova
para cima sobre a reta definida pela is6clina W (que nio depende de A). Este movimento do ponto
fixo € acompanhado da manutengio da sua caracteristica estavel até que um determinado valor critico
de I seja alcangado, e uma mudanga qualitativa no retrato de fase ocorre, dando origem a um foco
instavel e um ciclo-limite estdvel por meio de uma bifurcacao de Hopf. Observa-se que nao apenas a
estimulagdo [ influencia na estabilidade (ou na perda de estabilidade) do ponto fixo, mas também os
parametros a, b e ¢ da dindmica s@o cruciais neste sentido.

Embora vdrias das caracteristicas oscilatérias neuronais ja possam ser observadas quando [(t) =
A, talvez seja no cendrio de estimulacio periddica que o modelo de FHN mostre de forma mais con-

tundente a sua riqueza de comportamentos oscilatérios. De fato, o cendrio de estimulacdo constante

iguais a zero, respectivamente, (Monteiro, 2006).
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define um sistema dindmico bidimensional para o qual o teorema de Poincaré-Bendixson garante a
inexisténcia de atratores estranhos (Monteiro, 2006). Entretanto, quando uma estimulacio externa
variante no tempo € aplicada, o sistema nao-autonomo obtido pode ser reescrito como uma dindmica
autdbnoma com trés varidveis de estado, o que permite, inter alia, a presenca de oscilagdes cadticas.

Em particular, a estimulagdo periddica € usualmente empregada para se obter a resposta em regime
permanente em células excitaveis, o que comumente € feito por meio de pulsos com caracteristicas
ndo suaves (e.g. retangulares) (Koch, 1999; Izhikevich, 2007). De fato, pulsos retangulares sdao
freqiientemente empregados em experimentos para melhor entendimento da excitabilidade de siste-
mas bioldgicos, como por exemplo na avaliagdo do periodo refratdrio ou mesmo no levantamento da
curva intensidade por duracdo de um estimulo necessdrio para evocar um potencial de acdo. Neste
contexto, o tratamento matematico destes cendrios experimentais torna-se mais complicados na me-
dida em que os métodos cldssicos e mais aceitos de andlise de estabilidade de dinamicas ndo-lineares
exigem lineariza¢des nem sempre disponiveis (Doi & Sato, 1995).

Diante deste cendrio em particular, a abordagem CLDYN mostra-se extremamente atraente, uma
vez que ndo exige a construcao do espaco tangente, permitindo inferir e caracterizar a estabilidade da
solugdo atratora por meios quantitativos e robustos. Assim, considera-se como exemplo o modelo de

FHN com uma estimulagao externa dada por, Eq. (3.29):

I(t) = A - square(wt) (3.29)

onde a funcdo square(wt) corresponde a um trem de pulsos de amplitude unitdria com freqiiéncia
angular w em rad/u.a. e ciclo de trabalho de 50%. Neste caso, dependendo do valor de A, o sistema
de FHN pode mudar drasticamente o respectivo conjunto-limite observado no espago de estados. A
figura 3.13(a) mostra por meio do mapa estroboscépico as caracteristicas topoldgicas da solucdo
atratora justamente quando a amplitude de estimulacdo na Eq. (3.29) é tomada como parametro de
controle, sendo a freqii€ncia de estimulacdo w fixada em 1 rad/u.a., o que revela um rico cendrio de
comportamentos oscilatorios.

Observa-se claramente na figura 3.13(a) uma faixa de amplitude de estimulacdo para a qual
um nimero finito de pontos no mapa estroboscopico sugere um comportamento oscilatério neuronal
periddico (e.g. as faixas de amplitude: 0.55 < A < 0.59; 0.75 < A < 1.2; 1.24 < A < 1.3),
enquanto outros intervalos deste pardmetro de controle (e.g. 0.61 < A < 0.63; 0.64 < A < 0.70;
0.73 < A < 0.75) associam-se a comportamentos aperidédicos (um nimero aparentemente infinito de
pontos € obtido no mapa estroboscopico para cada valor de amplitude empregado), o que sugere a
existéncia de tipicos atratores estranhos para varios valores de A.

A figura 3.13(a) mostra ainda o surgimento de janelas de periodicidade e o reaparecimento de

solug¢des com caracteristicas aperiddicas mediante diferentes tipos de bifurcacao, o que se d4 tanto por
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13(a) mostra o mapa estroboscOpico obtido a partir da amostragem do
potencial de membrana V' com uma freqiiéncia de 1 rad/u.a. tomando a amplitude A da estimulagio
parametro de controle. O painel 3.13(b) mostra o maior expoente de
Lyapunov (excluindo o expoente nulo associado a direcdo da varidvel tempo) associado a0 mesmo

parametro de controle do painel 3.13(a).
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transi¢oes de fase mais suaves, com sucessivas duplicacdes de periodo em direcao ao comportamento
caotico, tal como fundamentado por Feigenbaum (Feigenbaum, 1978) (como acontece a partir de
A = 0.60), como também pelo colapso abrupto (A = 0.635) e o reaparecimento repentino do suposto
atrator estranho (A = 0.64), num indicativo tipico de bifurcagdes do tipo crise (Grebogi & Ott, 1983).
Outro aspecto interessante da dindmica analisada € a existéncia do comportamento intermitente do
potencial de membrana (Pomeau & Manneville, 1980; Fiedler-Ferrara & Carmo, 1995). Este padrao
oscilatdrio € classicamente definido em termos de oscilagdes periddicas (regimes laminares) espa-
cadas por intervalos aparentemente irregulares, analogamente ao que se observa aqui para trens de
potenciais de acdo de tamanho irregular, espacados por intervalos de atividade sublimiar também de
duracdo irregular. Este comportamento intermitente pode claramente ser observado no painel inferior
da figura 3.14 para A = 0.65 e w = 1 rad/u.a., enquanto o painel superior da mesma figura mostra o

plano de fase da dindmica, no qual um atrator estranho pode ser observado.

0 500 1000 1500
tempo [u.a.]

Figura 3.14: O painel superior mostra o plano de fase para o modelo de FHN mediante estimulagdo
de pulsos quadrados com A = 0.65, w = 1 rad/u.a. e ciclo de trabalho de 50 %. O painel inferior
mostra a série temporal do potencial de membrana onde o comportamento cadtico relacionado com o
fendmeno de intermiténcia pode ser observado.
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E no minimo interessante observar que o comportamento intermitente é comumente encontrado
em sistemas neuronais na forma dos chamados burstings de potenciais de acao, sendo, além disso, de
fundamental importancia na regulaciao de diversos processos bioldgicos (Koch, 1999). A completa
caracterizacdo deste comportamento dindmico, bem como sua relagdo com a rota para o caos por
intermiténcia conforme estabelecido por Pomeau e Manneville (Pomeau & Manneville, 1980), exige
uma andlise mais detalhada do mecanismo de perda de estabilidade da oscilagdo periddica, o que
¢ usualmente feito por meio dos autovalores da matriz monddrona, tal como definida no capitulo

anterior, e também recai sobre as estratégias de linearizagcdo aqui evitadas.

Os resultados qualitativos apontados pelo mapa estroboscépico sdo fortemente suportados pelos
resultados quantitativos obtidos a partir do célculo do maior expoente de Lyapunov por meio da abor-
dagem CLDYN. A figura 3.13(b) mostra o maior expoente de Lyapunov A\ (excluindo o expoente nulo
associado a perturbacdo na dire¢do do tempo) em regime permanente (apés 3000 u.a. de tempo, com
T =0.1u.a.ed = 107%), tomando A como pardmetro de controle no dominio 0.55 < A < 1.3 com
passo de 2 x 10~*. Observa-se que os valores obtidos para A" sdo condizentes com os comportamen-
tos oscilatérios qualitativamente capturados pelo mapa estroboscopico, ou seja, expoentes positivos
estdo associados a amplitudes de estimulacdo que levam a comportamentos aparentemente cadticos,
enquanto expoentes negativos estdo associados a valores de A que levam a oscilacdes aparentemente
periddicas.

A riqueza de comportamentos oscilatorios exibidos pelo modelo de FHN torna-se ainda mais
nitida quando o espago de parametros variantes incorpora também a freqii€ncia w de estimulagao.
Neste sentido, a figura 3.15(a) mostra a superficie obtida para A" quando A e w sdo variados, na
qual observam-se regides de comportamento periédico (A" < 0), quase-periédico (A" = 0) e cadtico
(\" > 0), conforme mostrado em detalhe pelos retratos de fase apontados no painel. Nota-se que a
superficie obtida é extremamente acidentada, o que € um reflexo direto da sensibilidade da dinamica
aos parametros de controle da estimulacdo. Embora seja possivel identificar regides bem definidas
para os respectivos comportamentos oscilatorios (conforme mostrado, por exemplo, na figura 3.15(b)
para comportamento cadtico) parece impossivel explicar a geometria destas regides por meio de uma

descricdo mais analitica.

De maneira geral, os resultados aqui apresentados tornam transparente a riqueza oscilatéria de um
modelo neuronal relativamente simples, o que tem despertado discussdes importantes a respeito da
forma de manipulacdo e processamento de informacao por meio dos conjuntos-limite classicamente
obtidos como solugdes destes sistemas ndo-lineares, topico este a ser abordado em mais detalhes na

secdo 3.4.

Uma vez que a abordagem CLDYN foi bem-sucedida na caracterizacao da estrutura topolégica do

atrator obtido, pode-se empregd-la na caracterizacdo da variabilidade espaco-temporal da previsibili-
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Figura 3.15: O painel 3.15(a) mostra a superficie obtida para o maior expoente de Lyapunov (ex-
cluindo o expoente nulo associado 2 varidvel tempo incorporada na dinimica) A" quando tanto a
freqiiéncia de estimulacdo como a amplitude sdo variadas no modelo de FHN. O Painel 3.15(b) mos-
tra as regides no espaco de pardmetros onde A > 0, o que implica no comportamento caético da

dinamica.
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dade no espago de estados, o que € feito a seguir.

3.3.4 Variabilidade espaco-temporal dos expoentes de Lyapunov locais no mo-

delo de FitzHugh-Nagumo

Dada a possibilidade do modelo de FHN retratar a excitabilidade por meio de um retrato de fase
bidimensional, pode-se associar cada um dos estados fisioldgicos descritos pelo modelo a estabilidade
local por meio dos FTLEs. A fim de melhor explicitar esta relacdo, a figura 3.16(a) mostra a superficie
obtida para o maior expoente de Lyapunov de tempo finito a partir de uma varredura nas condicdes
iniciais (V[ variando de —2.5 a 2, com passo de 0.05, e W, de —1 a 1.5, com passo de 0.025) que
cobrem a regido do espaco de estados para a qual os conjuntos-limite cldssicos presentes no modelo de
FHN sio observados. Neste cendrio de simulagio - para o qual consideram-se I(t) = 0, 0,0 = 1074,

T, = 6u.a. eT = 0.1 u.a. - é possivel observar uma estrutura relativamente organizada e continua
Te

para A\ ¢, conforme expresso na propria escala de cores atribuidas a divergéncia em cada ponto. Esta

T. faz referéncia, sobretudo, a regido de previsibilidade critica (crista de Al ) que

organizacao dos A
define uma estrutura Lagrangiana coerente proxima a isoclina V' decorrente da abrupta divergéncia
entre trajetorias sublimiares e supralimiares, o que permite localizar a separatriz associada ao limiar
de disparo do PA.

A localizacdo do limiar de disparo do PA pode ser melhor observada na figura 3.16(b), na qual a

escala de cores atribuida aos \I¢

< € preservada e mostrada no plano de fase do sistema acompanhada

de trajetdrias sublimiares e supralimiares proximas a separatriz (cujo curso temporal € mostrado na
figura 3.16(c)). Observa-se, neste caso, que a localizagdo do limiar coincide com a trajetdria se-
paratriz apontada por FitzHugh (FitzHugh, 1969), situada préxima da iséclina V', o que também ¢é
perfeitamente condizente com o comportamento das trajetdrias na sua vizinhanga e o proprio campo
vetorial do sistema.

Deve-se observar que a localizagao precisa da LCS depende da escolha do tempo de evolugao 7, e
da precisdao com que a varredura das condicdes iniciais € feita. Quando 7, € excessivamente pequeno,
a localizacdo da crista pode ser afetada pela falta de tempo para avaliar os reais pontos de divergéncia
critica, enquanto um valor excessivamente alto de 7. pode levar a perda de informacao local (e.g.
diante da convergéncia para um ponto fixo, um 7, excessivamente alto pode tender a uniformizar os
valores de divergéncia obtidos).

A separatriz associada ao limiar de disparo do PA destaca-se por ser uma regido de alta ins-
tabilidade, o que, na prética, torna a sua detec¢do mediante a observacdo da evolugdo temporal das
solugdes do sistema dindmico (por meio de integragdo direta no tempo) praticamente impossivel, uma

vez que as trajetorias invariavelmente acabam sendo defletidas para uma das zonas de oscilagdo sub-
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Figura 3.16: O painel 3.16(a) mostra a superficie obtida para A’¢ quando uma varredura nas con-

Q.

di¢des iniciais € realizada. O painel 3.16(b) mostra essa superficie na forma de uma escala de cores
no plano de fase do modelo de FHN, bem como suas isdclinas, algumas trajetdrias representativas
e o campo vetorial associado. O painel 3.16(c) mostra o curso temporal das trajetérias sublimiar
(trajetoria 1 no painel 3.16(b)) e supralimiar (trajetoria 2 no painel 3.16(c)) proximas a separatriz.

ou supralimiar. Fisicamente, a localiza¢do da separatriz é importante na medida em que a distancia
horizontal de um ponto (estado) a crista (regido de divergéncia critica) fornece o valor da amplitude
A de um estimulo impulsivo 7(t) que deve ser aplicado para que a solugio do sistema dindmico possa

cruzar o limiar e disparar um potencial de a¢ao.
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Esta caracterizac@o do perfil de divergéncia torna-se ainda mais interessante quando conjuntos-
limite especificos (e.g. atratores estranhos) s@o considerados, permitindo, neste contexto, associar
os estados fisiologicos que o modelo de FHN busca capturar a posi¢des especificas da trajetéria no
espaco de estados. Esta situag@o particular pode ser observada na figura 3.17, na qual mostram-se as
maéximas divergéncias locais para o atrator estranho obtido no cendrio de simulacdo da figura 3.14.

Em particular, observa-se, na figura 3.17(a), que, neste cendrio de simulacdo, existem basicamente
duas regides de divergéncia critica, uma associada ao limiar de disparo do potencial de acdo que
divide trajetérias sublimiares de supralimiares e outra (n@o menos importante) associada ao pico do
PA imediatamente antes de a trajetdria entrar no periodo refratario absoluto. O painel 3.17(b) mostra
em detalhe o comportamento de uma tipica trajetdria cadtica, sendo nitido o efeito das regides de
divergéncia critica (mapa de cores ao fundo) nas deflexdes das trajetérias. As iséclinas W, V' para
I = constante = 0 e V' para [ = constante = (.65 s@o mostradas a titulo de referéncia, uma vez que a
trajet6ria cadtica tipicamente oscila entre limites relativamente bem delineados por essas curvas. E de
certa forma surpreendente observar que a regido imediatamente antes do periodo refratario também
define uma separatriz, uma vez que que divide pontos ainda capazes de responder a estimulacdo
daqueles ja em estado refratario absoluto.

De maneira geral, a estrutura de divergéncia obtida neste cendrio de simulacio é melhor observada
Te

no painel 3.17(c), no qual torna-se clara a complexa distribuicdo de A <. no espaco de estados e as
caracteristicas de estabilidade neutra das regides de refratariedade relativa, absoluta e regenerativa
(.e. \Ie. = 0).

max

3.4 Discussao e Conclusoes

A idéia fundamental de estimac@o do sistema linearizado (matriz Jacobiana) subjacente a dina-
mica ndo-linear baseada na criagdo de um vetor diferenca de estados na vizinhanca de um dado ponto
do atrator ndo € nova, e pode ser encontrada em trabalhos anteriores na literatura na estimagdo do
espectro de Lyapunov a partir de séries temporais (Eckmann & Ruelle, 1985; Eckmann et al., 1986).
Esta abordagem visa estimar o espectro de Lyapunov a partir de uma tnica observacao da série tem-
poral, reconstruindo os demais eixos do espaco de estados usando o teorema de Takens, e, em seguida,
construindo o mapa tangente para cada ponto do atrator a partir da diferenca com seus vizinhos. De
certa forma, este conceito assemelha-se a abordagem aqui desenvolvida, na qual é acrescentado o
conhecimento a priori das equagdes de estado na avaliagdo da taxa de divergéncia ou convergéncia
de perturbacgdes infinitesimais em direcao a trajetdria fiducial.

A proposta de célculo de todos os expoentes de Lyapunov aqui apresentada pode ser vista como

uma extensao do trabalho de Bennettin et al. (Bennettin et al., 1976), que utiliza uma cépia perturbada
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Figura 3.17: O painel 3.17(a) mostra os padrdes de divergéncia critica AZe, (escala de cor) com
T, = 6 ua, T = 0.1 va., d,0= 10" para o atrator estranho obtido quando o modelo FHN ¢
estimulado com um trem de pulsos retangulares de amplitude A = 0.65 u.a. e w = 1 rad/u.a..
Os painéis 3.17(b) e 3.17(c) sdo andlogos ao primeiro, mas mostram, respectivamente, uma tipica
trajetéria cadtica com o mapa de divergéncia ao fundo e a estrutura tridimensional da superficie

obtida para AIe no espago de estados.

da dindmica original para o cilculo do maior expoente. Este trabalho, no entanto, ndo estende a
abordagem para os demais expoentes, o que exigiria as corre¢des numéricas aqui empregadas. A

idéia de copia de sistemas dindmicos para o cédlculo de A\; também fundamenta o trabalho de Fujisaka
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e Yamada (Fujisaka & Yamada, 1983), o qual apresenta uma relacdo entre o maior expoente € o fator
de acoplamento entre osciladores idénticos quando um padrdo sincrono € atingido. Em condicdes
particulares, o cédlculo de \; pelo método CLDYN e a abordagem de Fujisaka & Yamada, 1983 sdo

semelhantes, sendo este tltimo, no entanto, também restrito ao cdlculo apenas do maior expoente.

Posteriormente, o trabalho Fujisaka e Yamada foi adaptado por Stefanski (Stefanski, 2000) para
célculo de A\; no oscilador Duffing com impacto, um caso cldssico de sistema dindmico ndo-suave.
A abordagem de Stefanski também se baseia no sincronismo de sistemas idénticos, e torna clara a
potencial aplicacao do trabalho de Fujisaka e Yamada a sistemas ndo-suaves. Embora estas aborda-
gens guardem alguma semelhanca com a proposta aqui apresentada, deve-se ressaltar que o método
CLDYN baseia-se essencialmente na andlise da evolucdo temporal de pequenas perturbagcdes em sis-
temas dinamicos, ou seja, na idéia primitiva de andlise de estabilidade desses sistemas e ndo essenci-
almente no principio de sincronismo entre dinamicas. Essa mudanga de paradigma possibilitou uma
via alternativa de célculo do espectro sem a necessidade de buscas exaustivas por parametros que sin-
cronizem dindmicas, ou mesmo o tratamento de pontos de descontinuidade como exceg¢des, forcando
transi¢Oes de estado e evitando o cédlculo da matriz Jacobiana nesses pontos, conforme proposto em
Miiller, 1995. No caso da abordagem CLDYN, funcOes ndo-suaves que aparecem nas equacoes de
movimento originais também aparecem em seus clones, 0 que nio torna proibitivo o processo de
obtencdo do vetor diferenca de estados para o cdlculo dos expoentes, tal como aqui ilustrado para o

modelo de FHN com entradas descontinuas.

E interessante observar que, mesmo quando sistemas suaves sdo considerados, existem algumas
vantagens de se usar a metodologia proposta. Por exemplo, a possibilidade de estimacao parcial do
espectro de Lyapunov permite a obtengdo de todos os expoentes positivos do atrator mesmo quando
sistemas hipercadticos sdo considerados, o que implica em resolver um nimero menor de equagdes
diferenciais em relacao a abordagem do mapa tangente. Neste tltimo caso, faz-se necessdria a solu¢ao
das N (N + 1) equagdes para um sistema N-dimensional, enquanto, na abordagem CLDYN, exige-se
apenas a solugdo das /N equagdes originais de movimento mais as equacdes de cada clone associado a
um expoente de Lyapunov. Este procedimento, no pior dos casos (cdlculo de todo espectro), exigiria
a solugdo das N(N + 1) equagdes de estado, ou seja, do mesmo nimero de equacdes diferenciais

obtido quando o método TANMAP € usado.

Deve-se destacar ainda o fato de a metodologia aqui proposta também estabelecer um paradigma
de cdlculo do espectro de Lyapunov muito conveniente no caso de sistemas dindmicos com descricdao
matematica muito complexa, para os quais o cdlculo da matriz Jacobiana é trabalhoso. Um tipico
caso desta natureza serd abordado no préximo capitulo, quando a abordagem CLDYN serd empregada
para célculo do espectro de Lyapunov do modelo neuronal de Hodgkin-Huxley mediante estimulagdo

descontinua, o qual € depois utilizado como um medida invariante para definir um controle por projeto
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do mesmo.

Também foi aqui evidenciada a equivaléncia entre as abordagens CLDYN e TANMAP para o
célculo das divergéncias locais por meio dos FTLEs, assim como a organizacao espago-temporal des-
ses ultimos para modelos cldssicos na literatura. Como aplicacdo particular, destaca-se a utilizagao
dos FTLEs na localizacdo da separatriz que define o limiar de disparo do potencial de acdo para o
modelo de FHN, tanto na auséncia de estimulos como para entradas periddicas. Neste tltimo caso,
as estruturas Lagrangianas coerentes foram obtidas para pontos do atrator estranho, revelando, além
da divergéncia critica entre as regides de oscilagdo sublimiar e supralimiar, uma separatriz localizada
imediatamente antes da entrada no periodo refratdrio absoluto. Destaca-se aqui ainda, fundamental-
mente, o fato de que regides especificas do espaco de estados do modelo de FHN atuam como agentes
promotores da descorrelacdo de estados proximos, enquanto determinados estados fisiol6gicos se ca-
racterizam por serem de estabilidade neutra, o que permite identificar as regides mais propensas a

predi¢Oes imprecisas, ou seja, definir as limitagdes do modelo como ferramenta de predicao.

Outro aspecto de extrema relevancia aqui apontado refere-se a presenca de caos para um dos
modelos neuronais mais simples da literatura. De fato, ja foi mostrado que processos cadticos sao
capazes de estabelecer um paradigma solido para a transmissao e codificagdo de informacgdo (Baptista
et al., 2003), e eles vém sendo relacionados a processos cognitivos por meio da andlise de sistemas
neuronais tanto de baixa como de alta dimensdo, o que conta, inclusive, com intensa investiga¢ao
experimental (Skarda & Freeman, 1987; Rabinovich & Abarbanel, 1998; Korn & Faure, 2003).

Neste contexto, especula-se que o comportamento cadtico exer¢ca um papel de explorador do
espaco de estados, possibilitando adaptacdo e aprendizado diante de mudancas do ambiente. Em par-
ticular, complexos circuitos neuronais se desenvolvem a partir de estruturas nao-lineares elementares
(os neurdnios propriamente ditos), e, portanto, € natural que o processo evolutivo tenha se desenvol-
vido de forma a lidar com o processamento da informacdo baseado em conjuntos-limite comuns a

estes sistemas, tais como os aqui observados para o modelo FHN (Rabinovich & Abarbanel, 1998).

Um trabalho experimental emblemético que suporta esta conjectura foi desenvolvido por Skarda e
Freeman (Skarda & Freeman, 1987), envolvendo a formagao de padrdes espaco-temporais € memoria
no bulbo olfativo. Neste experimento, a atividade elétrica do bulbo olfativo foi registrada, revelando
a presenca de um atrator estranho no espaco de estados (reconstruido pelo teorema de Takens) para a
atividade elétrica basal do bulbo, isto €, na auséncia de qualquer estimulo externo (odor). Quando um
estimulo € apresentado, a atividade elétrica do bulbo muda a sua forma no espaco de estados, dando
origem a um ciclo-limite ou mesmo a um atrator estranho de menor dimensao, o que caracteriza uma
memoria associativa que relaciona cada atrator com um odor especifico. Este mecanismo oferece a
vantagem de rapida convergéncia para respostas especificas no curso da tarefa de reconhecimento de

odores, bem como uma f4cil inser¢do de novos atratores (aprendizado de novos odores) e a riapida
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recuperac¢do do estado basal para a recepcao de novos estimulos.

Os resultados de Skarda e Freeman foram extensivamente desenvolvidos em uma série de artigos,
influenciando boa parte da comunidade de sistemas dindmicos (Freeman, 2000) e impulsionando o
desenvolvimento de uma teoria dindmica da percepcao fundamentada no mecanismo de itinerancia
cadtica (Kaneko & Tsuda, 2000, 2003). Em linhas gerais, este mecanismo sugere a construcdo de
memorias ou associagdes por meio de uma atividade cadtica basal de alta dimensao que, mediante al-
gum estimulo especifico, converge para determinadas regides deste conjunto-limite, o que constituiria
um mecanismo poderoso de processamento de informagdo, algo perfeitamente factivel no ambito de
sistemas bioldgicos.

Dentre as possiveis aplica¢des para a metodologia proposta, sua utilizacdo em sistemas mais com-
plexos (tal como realizada no préximo capitulo) e de maior dimensao (como por exemplo, dindmicas
capazes de exibir itinerancia cadtica) parece ser um caminho natural. Por fim, a estratégia de ana-
lise de estabilidade aqui proposta pode ser valiosa para a caracterizacdo e melhor entendimento de
alguns mecanismos fundamentais para a emergéncia dos padrdes de biopotenciais (e.g. sincronismo
transiente (Tanaka et al., 2006) e itinerancia cadtica (Kaneko & Tsuda, 2000, 2003)) relacionados a

formacao de certos tipos de memoria, aprendizado e reconhecimento em sistemas biolégicos.

3.5 Apéndice
O modelo de Lorenz € dado pelas equagdes:

= o(y— )
Yy = —xz4+rr—y (3.30)

z = xy—bz

onde os seguintes parametros sdo classicamente na geracdo de comportamento cadtico: o = 10,
r=28b= %.

O sistema de Rossler é dado por:

T = —yY—z
Uy = x+ay (3.31)
2 = b+z(r—c)

onde os seguintes parametros sdo classicamente empregados na geragdo do comportamento cadtico:
a=0.15,0=0.2,c = 10.
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O sistema hipercadtico de Rossler € dado por:

T = —y—=z
y = rv+ay+tw
2 = b+tuaz (3.32)

w = cw—dz

onde os seguintes parametros sao classicamente empregados para a geragdo do comportamento hiper-
caotico: a = 0.25,b = 3.0, ¢ = 0.05, d = 0.5.
O sistema de Duffing é dado por:

o= -y
y = x—12°—ey+ ycos(wz) (3.33)
z =1

onde os seguintes parametros sao classicamente empregados na geracdo do comportamento cadtico:
€e=0.25v=03w=1.
O modelo de FitzHugh-Nagumo € descrito por:

. 3
Vo= V—V?—thl(t)
W = ¢(V+a—bW) (3.34)

(3.35)

onde os seguintes pardmetros so classicamente empregados: a = 0.7, b = 0.8, ¢ = 0.1, e I(¢) é uma

entrada externa.

O mapa logistico € dado por:
Tpr1 = ax,(l—x,) (3.36)

onde o parametro o = 3.75 foi empregado para a geracdo do comportamento caotico.

O mapa de Hénon € descrito por:

Tpr1 = 1— ami + by,

Unil = Tn (3.37)
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onde foram empregados os seguintes parametros para a geracdo do comportamento cadtico: a = 1.4
eb=0.3.
Em todos os modelos, tanto as unidades das varidveis de estados como de tempo foram assumidas

aqui como sendo arbitrdrias.
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Capitulo 4

Medidas invariantes e controle por projeto de

sistemas dinamicos

4.1 Introducao

Diante da riqueza de comportamentos oscilatorios que podem eventualmente ser produzidos por
dindmicas nao-lineares, tem-se, do ponto de vista pritico, uma questdo de maior relevancia, que
consiste em encontrar uma forma adequada de controlar essas dindmicas complexas no sentido de
produzir conjuntos-limite especificos. Desde o trabalho seminal de Ott, Grebogi e Yorke (Ott, Gre-
bogi, & Yorke, 1990) - que deu origem ao chamado método OGY devido as iniciais dos sobrenomes
dos respectivos autores - e seus desdobramentos (Romeiras et al., 1992; Boccaletti et al., 2000), dife-
rentes técnicas para controle de sistemas ndo-lineares t€ém sido desenvolvidas em multiplos cendrios
tedricos e experimentais (Abarbanel, 1996; Kapitaniak, 1996; Boccaletti et al., 2000; Lynch, 2003).

De maneira geral, as técnicas mais comuns de controle de sistemas dinamicos ndo-lineares baseiam-
se na alteracdo de determinados parametros de controle acessiveis, na inserc¢ao de sinais de controle
especificos, na realimentacdo de estados ou na indu¢do de sincronismo entre sistemas dindmicos
(Kapitaniak, 1996; Lynch, 2003).

Dentre os métodos baseados em perturbagcdes externas, talvez o procedimento de controle OGY
seja o exemplo mais representativo. Nesta abordagem, pequenas perturbagdes sdo aplicadas com
o intuito de estabilizar 6rbitas periddicas instaveis, o que supde que, invariavelmente, a solu¢do do
sistema dinamico passard nas proximidades do conjunto-limite que se deseja obter para que o atu-
ador (controle externo) possa agir, ou seja, recorre a propriedade de transitividade topoldgica dos
atratores estranhos (Monteiro, 2006). Sinais externos com periodos proximos ao da Orbita perio-
dica instdvel que se deseja controlar também estabelecem uma importante estratégia de controle de

caos, tal como proposto no também emblematico trabalho de Pyragas (Pyragas, 1992). Neste mesmo
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trabalho, mostra-se que a realimentacdo de versdes atrasadas das varidveis de estado também pode
estabilizar 6rbitas instaveis caso seja feita uma escolha adequada do atraso e do ganho da malha de
realimentacao do sistema. O trabalho de Pecora e Carroll (Pecora & Carroll, 1990), desenvolvido no
ambito de sistemas de comunicagdo, também define um importante paradigma de controle na medida
em que estabelece que uma dindmica “escrava’” (receptor) pode ter seu comportamento oscilatério
comandando por uma dindmica “mestra” (transmissor) por meio de um acoplamento adequado entre

elas.

Tipicamente, os métodos de controle de caos ocupam-se de estabilizar comportamentos cadticos,
uma vez que eles sdo indesejdveis em um grande nimero de casos, embora esse apelo puramente
pela estabilizacdo esteja cedendo terreno a um grande nimero de exce¢des em que o comportamento

caotico € necessdrio para o funcionamento adequado de varios sistemas (Gleick, 2008).

Destarte, o presente capitulo visa apresentar uma estratégia de inteligéncia computacional guiada
por uma medida robusta de estabilidade - o espectro de Lyapunov - para adaptar pardmetros acessiveis
da dindmica de interesse com intuito de produzir um comportamento oscilatério andlogo ao estabele-
cido por uma referéncia (comportamento alvo ou controle). Mais especificamente, o termo “andlogo”
aqui empregado refere-se a comportamentos dindmicos semelhantes, ou seja, com mesmas medidas
invariantes, mas nao com séries temporais idénticas, o que € interessante para uma ampla classe
de situagdes, definindo uma abordagem de controle por projeto de sistemas dindmicos (Kapitaniak,
1996).

A abordagem aqui apresentada destaca-se por oferecer uma reformulacdo do problema de con-
trole como um problema de otimizacao, viabilizando o uso da funcao de adaptacdo dos pardmetros da
dindmica (desvio em relagdo ao espectro de Lyapunov) por meio do emprego de uma metaheuristica
bio-inspirada de otimizacdo, a chamada otimizacdo por enxame de particulas (PSO - do inglés parti-
cle swarm optimization) (Kennedy, Eberhart, & Shi, 2001). Esta estratégia possui duas caracteristicas
fundamentais para a solucdo do problema aqui colocado: significativo poder de busca global e ndo-
exigéncia de manipulacdo (e.g. diferenciacdo) da fungdo de adaptacdo dos parametros da dindmica
(fun¢do custo). De fato, assim como o controle de dindmicas nao-lineares, o problema de otimizagdo
subjacente a esta reformulagcdo também é desafiador, uma vez que se objetiva encontrar minimos glo-
bais de superficies extremamente acidentadas mediante uma métrica que impossibilita a constru¢ao

analitica de um vetor gradiente.

Como uma aplicagdo especial, a proposta de controle por projeto aqui introduzida (i.e. a busca
por comportamentos assintéticos especificos por meio do ajuste de parametros livres da dindmica)
tem como principal plataforma de testes um dos modelos mais emblemdticos em neurociéncia: o
modelo neuronal de Hodgkin-Huxley (HH) (Hodgkin & Huxley, 1952). A utilizacdo deste modelo
ilustra uma importante aplicacdo do método CLDYN desenvolvido no capitulo anterior, viabilizando
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o cdlculo do espectro de Lyapunov sem a necessidade de obtengdo das equacdes variacionais para
este sistema, cujas equagdes de movimento s@o bem mais complexas que as de FitzHugh-Nagumo,
além de permitir andlises em cendrios de estimulagdes ndo-suaves tal como realizado para o modelo
FHN.

Desse modo, este capitulo, além de estender as andlises numéricas realizadas no capitulo ante-
rior para um modelo com descri¢do matematica mais complexa e de maior significado fisiolégico,
apresenta como contribui¢ao central a constru¢do de uma metodologia de busca por comportamentos
oscilatdrios especificos - caracterizados pelo espectro de Lyapunov -, sem a necessidade de manipu-
lagdo das equagdes de estado. Em especial, na estratégia de controle por projeto para o modelo HH,
mostra-se aqui que as condutincias maximas ao sédio e ao potdssio que definem de forma crucial a
excitabilidade do sistema neuronal podem ser combinadas para estabilizar 6rbitas cadticas ou mesmo
desestabilizar 6rbitas periddicas para um dado padrao estimulatério. Do ponto de vista experimental,
as simulagdes aqui realizadas sdo motivadas pela possibilidade de alteragdao dessas condutincias por
meio da aplicacao de drogas tais como o tetraethylammonium (TEA) - um bloqueador de canais de
potédssio - e tetrodotoxina (TTX) - um bloqueador de canal de sédio (Hille, 1992; Aidley, 1998).
Embora essas drogas atuem no sentido de reduzir as respectivas condutancias méximas, o espaco de
busca aqui definido para estas grandezas permitiu também que valores maiores que as condutancias
originais (tais como definidas por Hodgkin e Huxley (Hodgkin & Huxley, 1952)) fossem possiveis,
0 que tem como objetivo apenas o melhor entendimento de como o arranjo particular destes dois

parametros influéncia a excitabilidade do sistema neuronal.

Por fim, é importante observar que a escolha da exposi¢do dessa metodologia por meio de sua
aplicacao no contexto neuronal deve-se também ao fato de que desordens de ritmo em sistemas biol6-
gicos serem usualmente associadas a condi¢des patoldgicas, definindo o que os estudiosos de sistemas
dindmicos chamam de doencas dinamicas (do inglés, dynamical diseases) (Glass & Mackey, 1988).
Entre esses padrdes oscilatorios patoldgicos estdo a fibrilacido cardiaca e as arritmias de um modo
geral (J. N. Weiss et al., 1999), a epilepsia (Avoli et al., 2005) e a doenca de Parkinson (Fuentes et al.,
2009). Neste cendrio, este procedimento de busca por padrdes oscilatérios especificos pode ser visto
como uma maneira de procurar novos pontos de operacdo fisiolégicos, o que pode ter papel funda-
mental no entendimento e tratamento de diversas doengas mediante o planejamento da administracdao
de farmacos ou mesmo através de padrdes estimulatorios. Observa-se ainda que, embora o cendrio
aqui estudado pareca bastante particular, a proposta introduzida oferece uma metodologia de busca

que pode ser ttil em diversos contextos, € ndo apenas no bioldgico.

Este capitulo estd organizado como se segue: a secio 4.2 apresenta o modelo neuronal de Hogdkin-
Huxley, que seré utilizado como plataforma de testes para a abordagem aqui proposta, além da fun-

damentagdo da proposta de busca por comportamentos oscilatérios a partir do espectro de Lyapunov.
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Essa se¢do traz ainda uma breve revisdo sobre o método de otimizagdo por enxame de particulas.
A sec@o 4.3 mostra os resultados obtidos, que evidenciam a presenca de comportamento cadtico
no modelo HH para diferentes valores de amplitude de estimulac@o (assumida aqui como um trem
de pulsos retangulares), assim como a possibilidade de estabilizacdo de oOrbitas cadticas em Orbitas
periddicas ou mesmo a desestabilizacdo de orbitas periddicas em Orbitas cadticas mediante alteracao
da excitabilidade do modelo (altera¢do na condutancia méxima ao sédio e potdssio). Por fim, a secdo
4.4 traz uma discussdo dos resultados obtidos, assim como possiveis perspectivas de aplicacdo da

proposta.

4.2 O modelo de Hodgkin-Huxley e metodologias de busca por

comportamentos especificos

4.2.1 O modelo de Hodgkin-Huxley

O potencial elétrico que se propaga pelas células excitdveis, conhecido como o potencial de acao,
consiste em uma alteracdo ndo-linear do potencial de membrana em resposta a um estimulo suficien-
temente intenso (supralimiar). Esta resposta estd intrinsecamente relacionada com mudancas seletivas
na permeabilidade da membrana celular aos diferentes ions assimetricamente distribuidos nos com-
partimentos extra- e intracelulares (T. F. Weiss, 1996; Aidley, 1998; Koch, 1999; Dayan & Abbott,
2001). A origem desses biopotenciais foi explicada tanto por meios tedricos como experimentais pelo
notével trabalho dos ganhadores do prémio Nobel de fisiologia e medicina de 1963, Alan Hodgkin
e Andrew Huxley (Hodgkin et al., 1952; Hodgkin & Huxley, 1952), que propuseram um modelo
matematico capaz de reproduzir com fidelidade diversas caracteristicas eletrofisioldgicas observadas
nas células excitaveis.

O modelo de Hodgkin-Huxley (HH) para o potencial de acao nao-propagado é descrito por quatro
equagoes diferenciais ordindrias ndo-lineares. Nesta descri¢do, existem basicamente dois fons que
definem o potencial de repouso da membrana celular e suas alteracdes: o sédio e potdssio. Os gra-
dientes de concentracdo desses ifons atuam de forma andloga a baterias cujas forgas eletromotrizes
sdo dadas pela equacdo de Nernst (Hodgkin & Huxley, 1952; T. F. Weiss, 1996; Aidley, 1998; Koch,
1999) (representadas por Vi para o potdssio € Vi, para o sédio). Em repouso, a membrana celular
possui maior permeabilidade ao potéssio, estabelecendo o potencial de repouso da membrana celular
proximo a V. Quando um estimulo suficientemente intenso € aplicado a célula, a membrana aumenta
a sua permeabilidade ao sdédio, o que leva o potencial entre as faces da membrana (V,,) a um valor
proximo de Vy,. Depois deste transiente, o potencial retorna ao seu valor de repouso (considerando

que estimulo tenha sido removido). Além das componentes i0nicas, a corrente transmembrana (/,,,)



4.2 O modelo de Hodgkin-Huxley e metodologias de busca por comportamentos especificos 87

possui ainda uma componente capacitiva, sendo, portanto, a resultante dessas duas componentes dada

por:
av,
Im:OmW_FINa_FIK"'_IL (41)
onde C,,, In,, I e I sdo, respectivamente, a capacitancia de membrana, a corrente de sédio, a
corrente de potdssio e a corrente de vazamento (0 que leva em consideracdo a influéncia de outros
ions, especialmente C'/ ™), conforme mostrado no circuito elétrico equivalente apresentado na figura

4.1.

Extracellular

N
;Nal IKT ILT
Ana 9k a.
Vi — — Cn
VNa Vi Vi
Intracellular

Figura 4.1: Circuito elétrico equivalente para o modelo HH

Neste circuito equivalente, as correntes de sddio e potdssio se associam a condutancias varidveis
(gna»> 9x) que dependem de V,,, e do instante de tempo. Este controle resulta do estabelecimento de
um determinado arranjo de particulas ficticias de ativacdo (M e V) e inativacdo (/) em dois estados
possiveis, no qual o movimento de trés particulas M do estado um para o estado dois leva a abertura
de um canal de sédio, enquanto a presenca adicional de uma particula H neste mesmo estado inativa
o canal (Garcia, 2005). Para o canal de potdssio, apenas uma particula de ativacdo € considerada,
sendo a presenga de quatro particulas /N no estado dois responsavel pela abertura do canal. Como
conseqiiéncia, € possivel definir as varidveis de estado adimensionais m, h € n como coeficientes
numéricos variando continuamente de 0 a 1 e representando a fragdo das condutancias maximas de
fato abertas por meio da quantidade de particulas em cada um dos estados (Aidley, 1998; Koch, 1999;
Garcia, 2005; Izhikevich, 2007), conforme esquematicamente descrito na figura 4.2 (modificada de
Garcia, 2005).
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Estado 1
1-n 1-m h
ani B amiTBm ﬁthah
n m 1-h
Estado 2

Figura 4.2: Descricdo esquemadtica para a dindmica de transi¢cdo das varidveis de estado m, h e n que
controlam as condutincias no modelo HH. Neste esquema, o e [ representam as taxas de transicdes
entre os estados 1 e 2 para as respectivas varidveis de estado. Figura modificada de Garcia, 2005

As correntes i0nicas através da membrana celular podem ser matematicamente expressas como o
produto entre um valor maximo de condutancia, combinacdes especificas de m, h e n e o gradiente

de potencial, na forma:

INa - GNamgh (Vm - VNa)
Ik = GKn4 (Vm — VK)
I, = Gp(Vim—V1) 4.2)

onde Gn,, Gi e GG, s@o, respectivamente, as maximas condutancias ao sédio, potdssio e de vaza-
mento. V7, € o potencial de equilibrio de vazamento. As equagdes diferenciais para m, h e n sao dadas
por funcdes dependentes de tempo e V,,, que ponderam a quantidade de particulas em cada estado para
as respectivas variaveis, conforme mostrado no esquema da figura 4.2. Apds essas consideracoes, €

isolando V,,, em Eq. (4.1), obtém-se o seguinte conjunto de equacdes diferenciais:

dVi, 1
W == C—m([m—[Na—[K—[L)
Z_T = Oy (1 - m) - Bmm
dh
7 O (1 —=h) = Buh
dn = ap(l—n)—LFn 4.3)

dt
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onde « e (3 sdo as taxas de transicdes entre os estados um e dois, que possuem a seguinte dependéncia

em relacdo a V,,, para cada particula:

2% — 1V,
10 (5510”" _ 1)

—Vim

B (Vin) = 4de 15
an (Vi) = 0.07e 2"

U (Vi) =

1
ﬁh(vm> = T30-Vm
e 10 +1
10 =V,
a”(vm) - 10—Vim
100 (e 10 —1)
Ba (Vi) = 0.125¢ s (4.4)

Assumem-se aqui os parametros originais do modelo HH, o que implica em tomar Gy, = 120
mS/cm?, G = 36 mS/cm?, G, = 0.3 mS/cm?, Vi = —12mV, Vy, = 115 mV, V;, = 10.6 mV,
C,, = 1 uF/cm?. O leitor interessado pode encontrar mais detalhes do modelo HH em vérios bons
textos (T. F. Weiss, 1996; Aidley, 1998; Koch, 1999; Dayan & Abbott, 2001; Izhikevich, 2007).
Finalmente, dada a complexidade das equagdes de estado apresentadas, é compreensivel que técnicas
matematicas mais rigorosas de anélise, tal como cdlculo do espectro de Lyapunov na caracteriza¢ao
topoldgica e na andlise de estabilidade das solucdes obtidas, sejam usualmente empregadas para mo-
delos simplificados, numa abordagem reducionista. De fato, o cdlculo das equagdes variacionais para

o modelo HH pode ser uma operacgao trabalhosa.

4.2.2 O espectro de Lyapunov e a busca por padroes oscilatorios especificos

Conforme visto no capitulo 2, existem diversas medidas invariantes capazes de prover uma ca-
racterizagdo quantitativa do comportamento dinamico, tal como a dimensao fractal, o espectro de
Lyapunov e a entropia de Kolmogorov-Sinai. Dentre estas medidas, a escolha especifica do espectro
de Lyapunov para guiar o processo de adaptacao dos parametros do sistema dindmico se justifica pelo
fato de o mesmo fornecer as caracteristicas de divergéncia em todas as direcoes da dinamica, o que
impde uma forte restri¢do sobre a forma de evolu¢do do fluxo de um modo geral, permitindo, inclu-
sive, a distin¢do entre conjuntos-limite de mesma natureza. Esta distin¢do entre diferentes solucdes de
mesma estrutura topoldgica nao se sustenta quando outras medidas invariantes usuais sao utilizadas.
Por exemplo, diferentes ciclos-limite possuem mesma dimensdo Dy e entropia de Kolmogorov-Sinai,
mas seus espectros de Lyapunov podem ser significativamente diferentes. Além disso, o espectro de

Lyapunov parece ser uma medida de significativa generalidade, uma vez que, a partir dele, pode-se
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obter (sob algumas restri¢des) a propria dimensao fractal da solu¢do do sistema dindmico por meio
da conjectura de Kaplan-Yorke, e a entropia de Kolmogorov-Sinai por meio da férmula de Pesin

conforme visto, respectivamente, nas se¢oes 2.5.2 e 2.5.3 do capitulo 2.

Essa possibilidade de caracterizacido do espectro de Lyapunov, bem como sua intrinseca relacao
com a estabilidade da solugdo, viabiliza a reformulagdo do problema de controle por projeto aqui
abordado em termos de um problema de otimiza¢cdao. Com este intuito, define-se o desvio em relagcdo
a um espectro de Lyapunov de referéncia como uma fun¢ao custo a ser minimizada, transformando os
parametros de controle do sistema dinamico em componentes do espago de busca de um problema de
otimizacdo, i.e. a combinagdo de valores dos parametros livres que leva ao conjunto-limite cujo es-
pectro de Lyapunov melhor aproxima o desejado. Assim, pode-se definir matematicamente a fungdo

custo como o desvio em relagdo ao espectro de Lyapunov desejado na forma:

f(pe) = i ¢ (A —Ap) (45)

onde )\;, ¢ = 1,..., N, sdo os expoentes de Lyapunov que compdem o espectro de referéncia e i
sd0 os expoentes estimados, que dependem dos k pardmetros de controle dados pelo vetor p. = [p,
Pas - - -, pi| do sistema dindmico. Os pardmetros de controle que resolvem o problema de otimizagdo
posto e fornecem o comportamento dinamico desejado podem ser encontrados por meio da solug¢ao

do seguinte problema de otimizacao:
arg min { f(pe)} (4.6)

Observa-se ainda que, embora o espectro de Lyapunov defina uma medida invariante robusta
em uma determinada bacia de atracdo, a sensibilidade em relacdo aos parametros de controle, bem
como as oscilagdes numéricas associadas ao cdlculo dos expoentes, podem dar origem a superficies
multimodais desafiadoras do ponto de vista de otimizacdo. Esta presenca de varios minimos locais
tende a tornar métodos cldssicos de otimizacgado (e.g. métodos baseados no gradiente da func¢ao custo)
inadequados devido a demanda por mecanismos de busca multimodal (Kennedy et al., 2001; Castro,
2006). Ademais, a propria manipulagdo da fungdo custo (e.g. sua diferenciacio) para a constru¢cdo

analitica de um vetor gradiente torna-se invidvel diante da definicdo estabelecida.

Uma alternativa aos métodos classicos de otimizacao consiste no uso de meta-heuristicas, e.g. téc-
nicas bio-inspiradas de otimizagdo, que apresentam significativo poder de busca por minimos globais
em superficies acidentadas e exigem exclusivamente acesso aos valores fornecidos pela funcao custo
(Castro, 2006). Depois de alguns testes usando sistemas de redes imunoldgicas artificiais (Castro &
Timmis, 2002) e otimizacdo por enxame de particulas (Kennedy et al., 2001), optou-se por utilizar

este ultimo algoritmo devido a maior simplicidade em ajustar seus parametros para o problema aqui
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delineado. Observa-se que este método de otimizacao ja vem sendo utilizado em diferentes contextos
relacionados a sistemas dinamicos nao-lineares, principalmente para a identificacdo de parametros,
tendo como fungdo de ajuste o erro quadratico médio entre as séries temporais dadas pelas solucdes
candidatas e as de referéncia (Li et al., 2006; Gao et al., 2009; Alfi, 2011).

4.2.3 O algoritmo de otimizacao por enxame de particulas

O algoritmo de otimizagdo por enxame de particulas (PSO) € uma estratégia de otimizagdo bio-
inspirada que consiste na emulacdo do comportamento social de certos grupos de animais, espe-
cialmente certos padrdes tipicos de movimento que emergem quando o conhecimento individual e
também o conhecimento coletivo do ambiente sdo levados em consideracao (Kennedy et al., 2001;
Castro, 2000).

Na implementacdo cldssica do PSO, cada solu¢do candidata do problema de otimizagdo corres-
ponde a uma particula com uma posicdo especifica no espagco de busca. Cada particula possui a
propriedade de memorizar a melhor posi¢do por ela obtida até o instante corrente, bem como de
acessar a melhor posi¢do de seus vizinhos. O algoritmo permite a defini¢do de diferentes tipos de
relacdo topoldgica de vizinhanga: por exemplo, pode-se definir cada particula como tendo acesso a
melhor posicao de todas as outras, ou, simplesmente, a melhor posicdo de dois vizinhos (vizinhanga
em anel) (Castro, 2006). A melhor posi¢ao individual (p;) e a melhor posi¢do dos vizinhos (p,) sdo
entdo combinadas para atualizar a dire¢do de cada uma das particulas (cada posi¢do é dada por x;)

para a proxima geracdo. Essas idéias sdo sucintamente expostas no pseudo-codigo 4.1.

Neste pseudo-cddigo, ¢, € ¢, representam vetores aleatdrios com valores positivos dados por
uma distribuicdo uniforme entre 0 e AC e entre 0 e AC,, respectivamente. As constantes AC; e ACy
sdo chamadas constantes de aceleraco, e seus valores candnicos foram estabelecidos como AC; =
ACy = 2.05, conforme discutido em de Castro (Castro, 2006). O segundo membro da Eq.(4.7) é
proporcional a diferenga entre a melhor posi¢do visitada pela i-€sima particula e sua posi¢do atual. O
ultimo termo na Eq.(4.7) € proporcional a diferenca entre a melhor posi¢ao ocupada pelos vizinhos e
a posicdo atual da particula. O simbolo ® denota o produto de Hadamard (elemento por elemento)
entre os vetores. Os valores V,,,;,, € V.., foram estabelecidos como —0.5 e 0.5, respectivamente. Essa
restricao tem como objetivo apenas limitar a magnitude do passo dado pelas particulas a cada iteracao

(geracdo) do algoritmo.
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Algoritmo 4.1 Pseudo-cédigo para o algoritmo de otimizag@o por enxame de particula (PSO)

1. Distribua aleatoriamente (/V,,) particulas no espaco de busca. Escolha o valor das velocidades
maximas (V4 and V..., vide Eq. (4.7) e (4.8)) para restringir o termo de atualizacdo. Avalie
a fungdo custo (f(-)) para cada particula.

2. Parai =1 at€é NV,

(a) se f(x;) < f(p;), entdo p; = x;
(b) g=1
(c) se f(pj) < f(p,), considerando j como o indice dos vizinhos, entdo g = j

(d) Atualize os vetores velocidade (Ax;) e posi¢do (x;) usando a expressao:

Ax; — @0 (Pi —X)+ 9,0 (Pg — X;) 4.7)
Axi € [Vmina Vmax] (48)
X; — X;+ Ax; (4.9)

3. Repita o procedimento comecando do passo 2 até que o critério de parada tenha sido atingido.

4.3 Resultados

4.3.1 Evidéncias de caos no modelo de Hodgkin-Huxley

Dada a sua natureza histérica e sua relevancia biolégica, o modelo de HH tornou-se um “la-
boratdrio” interessante e desafiador para o estudo da dindmica de modelos neuronais. Os possiveis
comportamentos oscilatdrios sob estimulag¢do constante parecem ser limitados a pontos fixos e ciclos-
limite (Hassard, 1978; Rinzel & Miller, 1980; Fukai et al., 2000). Embora a possibilidade de caos
nesse cendrio tenha sido conjecturada por Guckenheimer & Oliva, 2002 por meio da andlise no es-
paco de estados, ndo existem evidéncias numéricas ou mesmo experimentais de existéncia de solucdes
cadticas neste contexto. No caso da estimulagdo periddica, a presenca de oscilacdes cadticas ja foram
evidenciadas tanto em abordagens tedricas como experimentais (Aihara & Matsumoto, 1986; Parma-
nanda et al., 2002; Korn & Faure, 2003; Jin et al., 2006) sob estimulacdo suave (e.g. cossenoidal).

Nas simulagdes a seguir, o modelo de HH foi numericamente resolvido por meio do método
Runge-Kutta de quarta ordem com passo fixo de 0.01 ms !. Os parAmetros 7}, d,,, € K para o cdl-

culo do espectro de Lyapunov foram estabelecidos como 0.25 ms, 10~* e 6000, respectivamente. A

!Considerou-se aqui o modelo HH como sendo moderadamente stiff (Mascagni, 1989) e adotou-se aqui um passo de
integragcdo mais conservador do que os tipicamente adotados na literatura (Parmananda et al., 2002). Testes utilizando
passos de integragdo menores foram realizados e ndo foram observadas diferencas no comportamento oscilatério obtido.
Para detalhes sobre métodos numéricos de solu¢do de equacdes diferenciais recomenda-se (Parker & Chua, 1989). No
caso especifico de modelos neuronais recomenda-se (Mascagni, 1989).
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condicdo inicial utilizada em todas as simulagdes foi [—5 0 0.5 0.33]7. A densidade de corrente de

estimulacdo é dada por um trem de pulsos descrito por I, = A ZZ%M f(t—=nT),comT =7 mse:

La<T/2
= 4.
fla) 0.a>T/2 (4.10)

Em um primeiro cendrio de simulagfo, considerando A = 6 pA/cm?, duas caracteristicas do
fendmeno cadtico podem ser observadas na figura 4.3(a): a primeira € a aperiodicidade do trem de
potenciais de acdo gerado, e a segunda € a divergéncia entre as solugdes obtidas quando uma pequena
perturbacdo € aplicada as condig¢des iniciais, 0 que ocorre a partir (aproximadamente) de 200 ms. A
figura 4.3(b) mostra o padrdo cadtico obtido para o potencial de membrana em contraste com a forma
de onda da estimulag¢do empregada, para uma melhor visualiza¢do das escalas de tempo envolvidas. A
natureza aperiddica da solu¢do pode também ser observada no plano de fase mostrado na figura 4.3(c),
no qual as variaveis V' e m definem uma trajetoria aberta, uma caracteristica intrinseca a atratores
estranhos. Observa-se também (figura 4.3(d)) um espectro de banda larga® para V' (t) (em contraste
com as raias espectrais que caracterizariam uma oscilacido periddica), o que também é comumente

apontado como um indicativo de caos (Fiedler-Ferrara & Carmo, 1995).

As caracteristicas cadticas das solu¢des do modelo HH emergem para um significativo intervalo
de valores da amplitude de estimulacdo. A figura 4.4 mostra as mudancgas nos comportamentos 0sci-
latérios dessas solugoes quando A é tomado como pardmetro de controle. O painel superior fornece
o diagrama de bifurcacdo por meio da amostragem da varidvel V' toda vez que m cruza o limiar
m = (.5, fornecendo assim uma visao qualitativa da estrutura topoldgica do atrator obtida conforme
A € variado. Observa-se que oscilacdes periddicas sao aparentemente predominantes no intervalo de
A de 3.8 até 4.3 uA/cm?, com exce¢do de uma estreita faixa de valores de A = 4.13 até A = 4.16
pAlem?. Além de A = 4.3 pA/cm?, o comportamento aperiddico torna-se predominante até apro-
ximadamente A = 7 pA/cm?, e, deste ponto em diante, o sistema exibe caracteristicas periédicas
novamente.

A existéncia de caos € confirmada pelo cadlculo do maior expoente de Lyapunov (excluindo o expo-
ente nulo associado a perturbacao na dire¢ao da estimulacao externa) utilizando a abordagem CLDYN
no mesmo cendrio de simulagdo. A figura 4.4 mostra a boa correspondéncia entre \; e os resultados
fornecidos pelo diagrama de bifurcacio, fornecendo expoentes positivos para regides com oscilacdes
aperiddicas, e, como esperado, valores negativos para regides com oscilagdes periddicas. Torna-se

claro, por meio dessas simulagdes, que o modelo de HH exibe oscilagdes periddicas e cadticas, sendo

2Embora usualmente atribua-se a espectros de sinais cadticos uma caracteristica de banda larga (Fiedler-Ferrara &
Carmo, 1995), deve-se enfatizar que isso se dd de forma um tanto indiscriminada, e alguns mapeamentos cadticos podem
ter seu comportamento espectral controlado no sentido de “estreitar” sua banda em freqii€ncia (Eisencraft & Kato, 2009).
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Figura 4.3: O painel 4.3(a) mostra a aperiodicidade e sensibilidade em relacao as condi¢des iniciais
para as solucdes obtidas no modelo de HH; o painel 4.3(b) mostra o curso temporal caético do poten-
cial de membrana em contraste com a regularidade da estimulagdo; painel 4.3(c) mostra o plano de
fase m x V' definindo uma solugdo aberta; e painel 4.3(d) mostra o espectro em amplitude banda-larga
de V (t).

que as transi¢des entre esses tipos de comportamentos ocorrem de modo abrupto.

Mais uma vez, a existéncia de caos em modelos neuronais de maior relevancia fisiol6gica moti-
vam questdes cruciais sobre os possiveis mecanismos de controle do comportamento oscilatério em
sistemas bioldgicos e sobre o papel que eles podem desempenhar no processamento de informacao
realizado por neurdnios (Rabinovich & Abarbanel, 1998), tal como discutido no capitulo anterior no

contexto do modelo de FHN.
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Figura 4.4: O painel superior mostra o diagrama de bifurcacao construido a partir da amostragem de V'
quando m = 0.05 tomando a amplitude de estimulagao (A) como parametro de controle variando com
passos de 10~%. Um tempo de transitério de 1500 ms foi considerado antes do inicio da constru¢do
do mapa para cada valor de A. O painel inferior mostra o maior expoente de Lyapunov (\;) para a
mesma faixa de A variando com passos de 2.5 x 1074,

4.3.2 Busca por comportamentos oscilatorios no modelo HH usando PSO

Uma vez observado que o modelo HH pode exibir comportamentos oscilatérios qualitativamente
distintos, € possivel utilizar a equacao Eq. (4.5) para buscar comportamentos especificos, assumindo
certos parametros que possuem significados fisiolégicos bem definidos como parametros de controle.
Primeiramente, observa-se, na figura 4.4, que diferentes valores de amplitude estimulacio podem
levar ao mesmo valor de \;, mas, quando mais informacdo é adicionada a caracterizac¢do do atrator,
como, por exemplo, as divergéncias (ou convergéncias) para perturbacdes nas demais dire¢des da
dindmica, uma correspondéncia mais estrita entre os padrdes oscilatérios em diferentes cendrios de
simulacdo (mais especificamente, no caso, para diferentes vetores de parametros da dinamica) pode

ser estabelecida por meio da sua caracterizacao dada pelo espectro de Lyapunov.

Por exemplo, assumindo as condutancias maximas ao sédio (Gy,) e potdssio (Gx) como os
parametros de controle que compdem o espaco de busca do problema de otimizacdo estabelecido
na secao 4.2.2, mostra-se que € possivel restaurar as caracteristicas oscilatorias alteradas mediante a
aplicacdo de um padrao estimulatorio diferente apenas alterando G, € Gk, ou seja, a excitabilidade

da célula. Assim, a Eq. (4.5) pode mais especificamente ser reescrita como:

N
f(Gk,Gna) = Z \/(Az — 5\i<GK; GNa)>2 4.11)
i=1
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Figura 4.5: Superficie da funcdo custo definida pela Eq. (4.11) assumindo as condutancias maximas
de sédio e potdssio como espago de busca. O espectro de Lyapunov de referéncia foi escolhido como
aquele que fornece o comportamento cadtico quando A = 6 pA/cm? e [G), Gn.]T = [36 120]T
mS/cm?, o que é numericamente dado por [A; Ay A3 Ay As]T = [0.0498 0 — 0.1855 — 1.4833 —
7.6988]7 em nats/ms.

onde os expoentes de Lyapunov estimados 5\1, t = 1,..., N, para a solugdo candidata dependem dos
parametros G e Gp,. Isso possibilita a descricio do problema de otimizagdo a ser resolvido na

forma:
arg _min {f(Gx, Gra)} (4.12)

. GNa
ou seja, encontrar os valores de G i e Gy, que minimizam a fungdo custo estabelecida na Eq. (4.11).

A fim de ilustrar o efeito da sensibilidade em relagc@o aos parametros de controle sobre o processo
de busca pelo minimo global, a figura 4.5 mostra a superficie da fun¢ao custo definida pela Eq. (4.11)
assumindo que G varia de 20 até 60 mS/cm?, com passos de 0.4 mS/cm?, e que Gy, varia de 80
até 180 mS/cm? com passos de 1 mS/cm?. Neste cendrio de simulagdo, o espectro de Lyapunov
de referéncia foi definido como aquele obtido quando todos os parametros originais do modelo HH
foram considerados (secdo 4.2.1) sob estimulacdo externa definida tal como na Eq. (4.10), com A = 6
pA/cm?, o que leva exatamente ao comportamento cadtico observado na figura 4.3.

Observa-se que a superficie mostrada na figura 4.5 exibe varios minimos locais inadequados ou
incompativeis com uma solu¢do satisfatdtia, ou seja, com valores das suas respectivas funcdo custo
distantes do minimo global, sendo este ultimo localizado exatamente nos valores originais do modelo

HH, [Gx Gn.]" = [36 120]" mS/cm?. Esta figura ilustra bem a multimodalidade inerente a fungio
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Tabela 4.1: Média (1) e desvio-padrio (o) para G, Gy, em mS/cm? e melhor valor encontrado para
a funcao custo (fity) pelo algoritmo PSO em 10 rodadas usando 40 particulas e 100 geragdes, tendo o
comportamento cadtico gerado quando A = 6 A/cm? como padrio oscilatério alvo e mantendo esta
amplitude de estimulacdo durante a busca.

Gk (nto) Gyo(nto) fit,

37.20£1.63 120.50 £2.19 0.0097 £ 0.0035

custo a ser otimizada em G i e G, conforme mencionado anteriormente.

Com o intuito de testar o potencial de busca do método de otimizacao por enxame de particulas,
este algoritmo foi empregado para encontrar o minimo global da superficie mostrada na figura 4.5
(i.e. mantendo A = 6 pA/cm? durante a busca). Observou-se que o algoritmo foi bem-sucedido
em evitar a convergéncia para minimos locais e encontrar o0 minimo global dado pelas condutancias
originais do modelo. A figura 4.6 mostra as curvas de nivel da funcdo custo e as 40 primeiras posi¢des
da particula que alcancou o menor valor de custo ao final do processo de otimizacdo. Embora 100
geracdes tenham sido utilizadas como critério de parada do algoritmo, uma realizacdo tipica do PSO
€ capaz de encontrar o minimo global em 40 gerag¢des (conforme mostrado na figura 4.6) quando 40
particulas sdo utilizadas. Isto implica em calcular o espectro de Lyapunov 1600 vezes e nao 10000,
como foi realizado para a construcao da superficie da funcdo custo mostrada na figura 4.5. Conclui-se
assim que a introdu¢do de metaheuristicas relativamente simples como o PSO pode reduzir drastica-
mente o custo computacional de busca, possibilitando inclusive resolver o problema de otimizagdo
em espagos multidimensionais maiores dos que os aqui tratados em tempo razodvel, adotando o es-
pectro de Lyapunov como métrica fundamental de busca. Obviamente, o desempenho do método
de otimizacgdo € fortemente dependente da superficie imposta pelo problema, o que exige atencao ao

ajuste de parametros de qualquer ferramenta para que se realize uma busca de boa qualidade.

Como o método de otimizagdo € intrinsecamente estocastico, é necessirio empregar uma meto-
dologia estatistica em sua validagdo. Com este objetivo, o algoritmo PSO foi executado 10 vezes, o
que parece ser um nimero razodvel, dado o custo computacional do cdlculo do espectro de Lyapunov
para as 40 particulas num total de 100 geracdes. Em todas as execugdes, a convergéncia para os
valores originais de condutancias foi verificada, a menos de pequenas flutuagdes, conforme mostrado
na tabela 4.1, sendo a solugdo ideal [Gx Gy,|" = [36 120]7 mS/cm?.

Depois de verificar que o algoritmo PSO € de fato capaz de lidar com o problema de encontrar os
parametros que levam a um determinado comportamento oscilatorio de referéncia, torna-se necessario
testa-lo em diferentes cendrios. Um cendrio de simulagdo interessante relaciona-se a degeneracao da

érbita periddica obtida quando A = 7.3 pA/cm? (veja figura 4.4) em uma 6rbita cadtica (andloga
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Figura 4.6: Curvas de nivel para a superficie definida pela Eq. (4.11) mostrada na Figura 4.5. O
simbolo x denota as posi¢des das primeiras 40 geracdes da particulas com a menor fung¢io custo ao
final do processo de otimizagdo.

aquela obtida quando A = 6 pA/cm?) sem mudar as caracteristicas do estimulo, apenas alterando as

caracteristicas de membrana por meio dos parametros G'x € G y,.

ApO6s o processo de otimizacgdo, € possivel observar na figura 4.7(a) que a série temporal cadtica
obtida para o potencial de membrana V, tomando A = 7.3 pA/cm? e [Gx Gy,|" = [51.59 131.93]7
mS/cm?, com espectro de Lyapunov dado por [A; As A3 Ay As]T =[0.0448 0 — 0.1736 — 1.5057 —
7.7502]7, é muito parecida com o padrdo de disparo de potenciais de a¢do associado ao espectro
de referéncia quando A = 6 pA/cm?® e [Gx Gpno|T = [36 120]7 mS/cm?. Obviamente, dada a
natureza cadtica das solugdes, € natural que as séries temporais ndo sejam coincidentes, mas elas sao
semelhantes em termos de suas propriedades estatisticas e medidas invariantes. De fato, as solucdes
obtidas nesses dois cendrios de simulagdo possuem distribui¢des estatisticas semelhantes (conforme
mostrado para o potencial de membrana na figura 4.7(b)), bem como posi¢des muito préximas no
espaco de estados (conforme mostrado na figura 4.7(c)).

Como realizado no cendrio de simulacdo anterior, o processo de busca foi repetido 10 vezes, e,
em todas as simulacdes, praticamente os mesmos valores de G e GG, foram obtidos. A tabela 4.2
mostra a média para os valores de condutancia, seus respectivos desvios-padrao e a média do melhor

valor da func¢do custo (fit,) encontrado apds 100 geracdes.

Nao apenas 6rbitas periddicas podem ser degeneradas em orbitas cadticas mediante o ajuste de
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Figura 4.7: O painel 4.7(a) mostra o curso temporal do potencial de membrana associado ao espectro
de Lyapunov de referéncia (obtido quando A = 6 pA/em?, e (G Gna)" = [36 120]7 mS/cm?) e o
curso temporal do potencial de membrana obtido pela solu¢do encontrada pelo processo de otimizacao
(A = 7.3 pAlem?, [Gx Gya]t = [51.59 131.93]7 mS/cm?). O painel 4.7(b) mostra a freqiiéncia
relativa das amostras que compde essa série temporal por meio de histogramas (com 100 divisdes).
O painel 4.7(c) mostra o retrato de fase n x h obtido tanto para a solucdo de referéncia como para a
solugdo proposta pelo método de otimizacao.

Gk e Gy, como também o método permite a estabilizacdo de drbitas cadticas em periddicas. O
préximo cendrio ilustra justamente essa situacdo. Neste caso, a referéncia é estabelecida como sendo
o espectro de Lyapunov dado por [A; Ao A3 Ay As]T = [0 —0.0492 —0.2138 —2.1662 — 9.2500]7,
associado 2 solugdo periédica obtida quando A = 7.3 pA/em? e [Gx Gya)T = [36 120]7 mS/cm?.
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Tabela 4.2: Média (1) e desvio-padrdo (o) para os pardmetros Gx, G, em mS/cm? e média do
melhor valor da fungdo custo (fit,) encontrado pelo algoritmo PSO em 10 realiza¢des usando 40
particulas e 100 geragdes, tendo o comportamento caético (A = 6 uA/cm?, e (G Gya|" = [36 120]7
mS/cm?) como padrio oscilatério alvo e mantendo A = 7.3 A/cm? durante a busca.

Gk (pxto) Gua(pxo) fit,

51.79 £1.95 131.64 +£3.60 0.0228 £0.0128

Caso a amplitude de estimulagdo fosse estabelecida como sendo A = 6 pA/cm?, 0 comportamento
do sistema seria cadtico considerando-se os parametros originais de condutancia do modelo HH, mas,
realizando a busca por meio do algoritmo PSO, € possivel encontrar os parametros de condutincia
(G Gna)T = [30.34 128.99]" mS/cm?) que levam ao espectro de Lyapunov [A; Ay A3 Ay A5]T =
0 —0.0321 —0.2212 —2.0826 — 9.2674]T, ou seja, a um conjunto muito préoximo do espectro
de referéncia. Neste caso, a figura 4.8(a) mostra que as séries temporais obtidas sdo praticamente

idénticas, enquanto a figura 4.8(b) mostra a similaridade no plano de fase n x h.
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Figura 4.8: O painel 4.8(a) mostra as o potencial de membrana associado ao espectro de Lyapunov
de referéncia obtido quando A = 7.3 pAlem? e [Gx Gno]' = [36 120]7 mS/cm?, e o potencial
de membrana obtido depois do ajuste das condutincias ([Gx Gn,]? = [30.34 128.99]7 mS/cm?)
fornecido pela solu¢do do problema de otimizagdo considerando A = 6 pA/cm?. O painel 4.8(b)
mostra o plano de fase n x h dado pelos respectivos ciclos-limite nestes dois cendrios de estimulacao.

Novamente, o procedimento de busca foi repetido 10 vezes para uma melhor caracterizagado esta-
tistica, usando 40 particulas em 100 geracdes, sendo que as solugdes convergem praticamente para o

mesmo ponto, o que é confirmado pelo valor baixo de desvio-padrdo obtido mostrado na tabela 4.3.
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Tabela 4.3: Média (i) e desvio-padrdo (o) para os parametros G, Gy, € melhor valor da fungdo
custo (fit,) encontrado pelo algoritmo PSO em 10 realizagdes usando 40 particulas em 100 geracoes,
tendo o comportamento cadtico obtido quando A = 6 pA/cm?, e [Gx Gya|T = [36 120]7 mS/cm?
como comportamento oscilatério alvo e estabelecendo A = 7.3 pA/cm? durante o procedimento de
busca.

Gx(pEto) Gna(pto) fit,

30.50 £0.53 129.154+0.88 0.0941 £ 0.0213

Finalmente, é importante enfatizar que a op¢do de escolha da amplitude de estimulacdo e das
condutancias maximas G'ix e G, serve puramente para ilustrar cendrios especificos de estudo, ou
seja, ndo € obrigatéria. Os parametros livres para ajuste do sistema dinamico podem ser definidos
segundo o caso experimental estudado que se deseja simular. Além disso, o método aqui proposto nao
se restringe apenas a dois parametros de controle, mas pode abranger até mesmo todos os parametros
da dinamica (e.g2. Gno, Gk, G, Vi, Ve, Vi, Cn), 0 que, obviamente, demandaria um maior custo

computacional para que uma busca de boa qualidade seja realizada.

4.4 Discussao e Conclusoes

No presente capitulo, foi apresentada uma estratégia de inteligéncia computacional construida
com o objetivo de obter comportamentos oscilatérios especificos mediante ajuste de parametros de
controle acessiveis de uma dinamica de interesse. O método se destaca por utilizar uma medida
de estabilidade construida a partir das caracteristicas de divergéncia ou convergéncia em todas as
direcdes da dinamica, o que foi quantificado por meio do espectro de Lyapunov. O uso combinado
do método para cdlculo do espectro desenvolvido no capitulo anterior e de uma metaheuristica bio-
inspirada de otimizagdo permitiu guiar o ajuste dos parametros sem a necessidade de constru¢do do
mapa tangente associado a dindmica nao-linear, de construcao analitica do vetor gradiente e de busca
do minimo global em uma superficie multimodal significativamente acidentada.

A facilidade introduzida pela metodologia CLDYN de calculo do espectro de Lyapunov, bem
como as vantagens da otimizacdo por enxame de particulas, possibilitaram aplicar a proposta de
controle por projeto nos moldes aqui estabelecidos para um modelo neuronal representativo em neu-
rociéncia e capaz de capturar diversos aspectos quantitativos associados as correntes idnicas e aos
potenciais de membrana deste tipo especifico de células.

A escolha, em especial, de um modelo neuronal extensivamente estudado na literatura tem como

objetivo ilustrar a aplicac@o deste método de controle no contexto de sistemas bioldgicos, nos quais
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o padrao oscilatério produzido pode controlar diversos processos fisologicos, e desordens de ritmos
sdo comumente associados a condi¢des patoldgicas (Glass & Mackey, 1988). Dentre esses padroes
patolégicos estdo a fibrilagdo cardiaca (associada a rapida, irregular e desordenada contracao de cé-
lulas cardiacas), a epilepsia e o doenca de Parkinson (ambos associados a atividade elétrica sincrona
e anormal de um determinado conjunto de células neuronais), sendo que a anélise dos mecanismos
fisiolégicos em nivel celular pode fornecer informagdes importantes para o melhor entendimento e
para a proposta de tratamentos mais eficientes para estas patologias. Por exemplo, a fibrilacdo car-
diaca pode estar relacionada, entre outros fatores, com o transporte intracelular anormal de célcio nas
células cardiacas (J. N. Weiss et al., 1999), enquanto as correntes de potdssio parecem desempenhar
um papel fundamental nos mecanismos de sincronismo que levam a crises de epilepsia (Avoli et al.,
2005). Curiosamente, trabalhos recentes na literatura mostram que, além do uso de farmacos especi-
ficos, tanto o tratamento de epilepsia (Fanselow et al., 2000) como da doenga de Parkinson (Fuentes
et al., 2009) podem ter a sua eficiéncia significativamente melhorada caso sejam acompanhados de
estimulagdo elétrica periddica das regides neuronais especificas envolvidas na génese destes ritmos
patoldgicos, o que € capaz de suprimir a atividade elétrica sincrona do tecido e recuperar o padrao

normal de disparo das células neuronais.

Assim, embora a metodologia de controle por projeto tenha sido exposta aqui no ambito de uma
dindmica mais simples que as complexas redes celulares envolvidas nos mecanismos que geram fibri-
lagdo, epilepsia ou doenca de Parkinson, observa-se que a mesma define uma heuristica para encontrar
pontos de operacao fisiologicos em sistemas com descricdo matematica relativamente complexa. Isso
contribui ndo apenas para o melhor entendimento da influéncia dos pardmetros de controle no pro-
cesso bioldgico sob andlise, mas pode também ser ttil para simular os efeitos da administracdo de

drogas, ou mesmo padrdes de estimulacdo especificos.

Além da metodologia de inteligéncia computacional proposta, o presente capitulo evidenciou a
presenca de caos no modelo HH mediante estimulagdo periddica abrupta, o que foi aqui caracteri-
zado por meio do espectro de Lyapunov utilizando a abordagem CLDYN. Conforme mencionado no
capitulo anterior, este cendrio € de dificil tratamento matemaético, tendo sido abordado para o modelo
HH por poucos trabalhos na literatura, e, ainda sim, em situagdes ou por metodologia distinta da
aqui empregada (Lin, 2006; Sun et al., 2010). Mais uma vez, a presenca do comportamento cadtico
neste modelo neuronal tdo representativo para a explicacdo da origem dos biopotenciais traz a tona
novamente o papel do comportamento cadtico e da computagdo por atratores instaveis nos processos
cognitivos de organismos mais desenvolvidos (Skarda & Freeman, 1987; Rabinovich & Abarbanel,
1998; Korn & Faure, 2003; Freeman, 2004).

Por fim, observa-se que existem outros possiveis critérios ou possiveis funcdes que poderiam guiar

o ajuste dos parametros dos sistemas nao-lineares, como, por exemplo, a minimizagdo da divergéncia
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entre as distribui¢des de probabilidade da solu¢do candidata e da desejada, ou mesmo a maximizagao
da informag¢ao mutua entre essas solugdes. Estas abordagens definiriam, em um sentido mais estrito,
um controle por medidas tedricas de informacgdo, e, com certeza, surgem como uma perspectiva de
trabalho futuro. De maneira geral, independentemente da forma de ajuste em si, tem-se aqui uma
proposta de controle especialmente atraente para sistemas com descricdo matemadtica complexa e

passivel de aplicacdo em diferentes contextos.
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Capitulo 5

Mapas de retorno e separacao de fontes

caoticas

5.1 Introducao

Do ponto de vista prético, a andlise de séries temporais € um dos ramos mais promissores da
teoria de sistemas dinamicos ndo-lineares no que se refere ao potencial de aplicagcdo de estratégias de
inteligéncia computacional guiadas por medidas de informacio. E importante recordar que grande
parte da pesquisa em sistemas dindmicos se faz a partir da observacdo de séries temporais, tanto com
a finalidade de conceber modelos adequados que capturem a estrutura deterministica destes sinais
como para previsao de seus valores futuros, extracdo de caracteristicas, identificacdo de parametros,
etc. (Abarbanel, 1996; Box et al., 2008).

Neste contexto, um problema particularmente importante consiste na identificacdo experimental
de fendmenos cadticos a partir da observacdo de suas respectivas séries temporais, bem como a ex-
tracdo das medidas invariantes que os caracterizam (Fiedler-Ferrara & Carmo, 1995). Entretanto, a
impossibilidade de repetir um experimento de natureza cadtica rigorosamente a partir de um mesmo
estado inicial faz com que suas vdrias realizacdes produzam séries temporais distintas, aperiddicas e
com espectro em freqii€ncia continuo, caracteristicas que podem facilmente ser atribuidas a processos
aleatorios, e dificultam significativamente a correta identificacio de um comportamento determinis-
tico cadtico (Abarbanel, 1996; Provenzale et al., 1992).

Na prética, a clara distin¢do entre sinais cadticos e aleatdrios baseada na observacdo de séries
temporais € uma tarefa nada trivial (Provenzale et al., 1992; Schittenkopf & Deco, 1997; Zbilut et al.,
2000; Rohde et al., 2008), sendo que a abordagem mais comum neste sentido consiste na obtencdo de
algumas medidas invariantes que diferenciam essas duas classes de sinais, o que pode ser feito, por

exemplo, por meio da entropia de Kolmogorov-Sinai (KS), ou melhor, pelo cdlculo do seu limitante
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inferior dado pela entropia de correlagao (K2) (Grassberger & Proccacia, 1983), conforme defini¢des
apresentadas no capitulo 2. Apenas recordando, estas grandezas sao nulas para sinais periddicos,
finitas e positivas para processos cadticos e tendem a infinito para sinais aleatdrios (Provenzale et
al., 1992; Kubin, 1995). Entretanto, alguns processos estocaticos sdo caracterizados por espectros
de poténcia semelhante aos de sinais cadticos, e podem ser citados como excec¢des a este critério de
classificacdo, fornecendo valores positivos e finitos para as entropias KS e K2 (Provenzale et al.,
1992). Além disso, observa-se que a presenca de interferentes estocdsticos nas observagdes pode
degenerar significativamente as estimativas dessas medidas invariantes e conduzir a diagndsticos ou

caracterizacoes inadequadas.

Portanto, torna-se clara a necessidade de se empregar algum estdgio de pré-processamento com
o objetivo de melhorar a qualidade destes sinais, destacando as caracteristicas deterministicas da
observacdo em detrimento das componentes interferentes estocdsticas, o que delineia o arcabougo de
um problema de filtragem. No entanto, as possiveis similaridades espectrais entre sinais cadticos e
esses interferentes tornam a filtragem por meio da abordagem de Fourier inadequada, podendo levar
a uma perda expressiva de informacdo (Abarbanel, 1996; Badii et al., 1988; Kostelich & Schreiber,
1993; Grassberger et al., 1993). Assim, o problema de filtragem de sinais cadticos tem motivado
o desenvolvimento de métodos alternativos para a realizacdo desta tarefa considerando diferentes
cendrios ou informacdes disponiveis a priori (Kostelich & Yorke, 1988; Hammel, 1990; Farmer &
Sidorowich, 1991; Sauer, 1992; Cawley & Hsu, 1992).

Do ponto de vista tedrico, quando mais de uma observacdo da mistura do sinal cadtico com o
interferente estocdstico estdo disponiveis, o problema de filtragem pode ser tratado no &mbito do pro-
blema de separacdo cega de fontes (BSS - do inglés blind source separation) ou da tarefa de extracao
cega de fontes (BSE - do inglés blind source extraction). Nesta classe de problemas, objetiva-se
basicamente a recuperacdo das fontes originais a partir das observacoes produzidas por um processo
de mistura linear sem a utiliza¢do de um sinal de referéncia ou conhecimento dos elementos da matriz

de mistura (Hyvérinen et al., 2001; Romano et al., 2010).

Uma abordagem classicamente utilizada para resolver os problemas de BSS e BSE tem por base a
andlise de componentes independentes (ICA - do inglés independent component analysis) (Hyvirinen
et al., 2001; Romano et al., 2010). Neste tipo de andlise, busca-se encontrar um sistema separador
que, quando aplicado as misturas, recupera as fontes originais por meio da maximizacio da inde-
pendéncia ou ndo-gaussianidade dos sinais de saida. Embora a recuperacdo de independéncia seja
uma estratégia poderosa e de cardter bem geral na recuperacao das fontes originais, ela ndo explora
as particularidades ou todas as informacdes disponiveis no caso da separagdo ou extracdo de um
sinal cadtico misturado com um interferente estocastico, algo que pode aumentar o desempenho do

processo de recuperacao da fonte deterministica. De fato, a identificacdo de particularidades a serem
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exploradas na tentativa de constru¢do de um critério mais especifico de separacdo ou extracio de
fontes ja se afigura como um tépico da maior relevancia na drea de processamento de sinais, o que
pode ser atestado, por exemplo, pelo desenvolvimento da anélise de componentes esparsos (SCA - do
inglés sparse component analysis) (Bonfill & Zibulevsky, 2001) e pela busca por outras caracteristicas
latentes que permitem identificar ou separar sinais especificos (Romano et al., 2010).

Neste capitulo, um método alternativo para solu¢do do problema de extragdo cega de fontes caoti-
cas misturadas com sinais estocdticos é proposto. A técnica desenvolvida objetiva propor um critério
de adaptacdo do sistema separador com o intuito de obter um sinal de saida (fonte recuperada) que
¢ o mais deterministico possivel. A solu¢do emprega mapas de retorno para construir fungdes custo
classicas em andlise por quantificacdo de recorréncia (RQA - do inglés recurrence quantification
analysis) (Eckmann et al., 1987; Trulla et al., 1996; Marwan et al., 2007), as quais sdo usadas para
guiar o processo de adaptacdo do sistema separador. Grosso modo, essa idéia corresponde a uma
primeira proposta para a criacao de uma andlise de componentes deterministicos.

O presente capitulo estd estruturado da seguinte forma: a se¢do 5.2 introduz os problemas BSS e
BSE, assim como a abordagem cléssica de solu¢do mediante ICA e a proposta de extragdo baseada na
maximizagdo de determinismo e na andlise por quantificacio por recorréncia. A sec¢do 5.3 dedica-se
a mostrar os resultados obtidos para o cendrio de inversao perfeita do processo de mistura, os efeitos
dos parametros que definem o mapa de retorno no processo de recuperacio das fontes, e, por fim, a
performance do método proposto no caso de modelos de misturas sub-determinados, ou seja, no caso
em que o numero de fontes € maior que o nimero de observacdes. Nesta mesma secao, comparacoes
com abordagens cléssicas de andlise de componentes independentes também sdo fornecidas. A se¢ao

5.4 apresenta uma discussdo das contribui¢cdes dadas a luz dos trabalhos publicados na literatura.

5.2 O problema de separacao/extracao cega de fontes

5.2.1 O cocktail party-problem

Talvez a forma mais didética e intuitiva de introduzir o problema separac¢do ou extragdo cega de
fontes seja por meio do chamado cocktail party-problem (Hyvirinen et al., 2001). Neste problema
(conforme ilustrado na figura 5.1), tem-se acesso por meio de diferentes sensores a diversos sinais de
voz misturados que caracterizam um ambiente de festa. Objetiva-se, neste cendrio, recuperar as vozes
originais, o que implica em separar de forma adequada as vozes misturadas (problema de separacdo
cega de fontes), ou pelo menos extrair algumas das vozes originais (problema de extracdo cega de
fontes).

O cocktail party problem assume implicitamente algumas premissas importantes para que a con-
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Frocesso de
mistura > Y Y

SENSOres —a

Figura 5.1: Esquema simplificado do cocktail party problem onde varios sensores registram diferen-
tes misturas de vozes dando origem as observacdes a partir das quais deseja-se recuperar as fontes
originais.

dicdo de perfeita inversdo do processo de mistura seja alcancada. A primeira delas considera um
processo de mistura linear, ou seja, que cada mistura € uma combinacdo linear das fontes. A segunda
premissa prevé que o numero minimo de sensores necessario para uma separacdo perfeita seja igual
ao numero de fontes originais. Caso o nimero de sensores, € consequentemente, o nimero de obser-
vacdes ou misturas disponiveis seja menor que o numero de fontes, tem-se o caso sub-determinado,
em que € impossivel inverter perfeitamente o processo de mistura. O problema de separacao/extragao
cega de fontes assume ainda que as observacoes fornecidas pelos sensores possuem algum grau de
diversidade espacial.

Diante deste cendrio, o problema de separacdo pode ser formalmente melhor descrito pelo dia-
grama de blocos da figura 5.2, no qual considera-se que as fontes s;(n), s(n), ..., sn(n) sdo linear-
mente misturadas, dando origem ao vetor observagao (ou vetor de misturas) x(n) = As(n). O vetor
de misturas pode simplificadamente ser descrito por x(n) = [z{(n), ..., zx(n)]?, sendo A a matriz de
mistura e s(n) = [s;(n), ..., sx(n)]T o vetor de fontes.

Objetiva-se, neste caso, recuperar as fontes originais sem a exigéncia de um sinal de referéncia (a
qual caracterizaria uma abordagem supervisionada e ndo cega), ou mesmo conhecimento dos coefi-

cientes da matriz de mistura. A separac@o pode ser estruturalmente realizada através de um sistema
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Figura 5.2: Representacdo esquematica do problema de separacio cega de fontes. As fontes originais
sdo representadas por s;(n), $2(n), ..., sn(n), A é a matriz de mistura, x;(n), ..., xx(n) sdo as misturas
observadas, W € o sistema separador adaptado segundo algum critério no sentido a recuperar as fontes
originais na saida dada pelos sinais y;(n), ..., yn(n).

N

Fy

separador dado por uma matriz W, no caso da separagdo cega de fontes, ou por um vetor w, no
caso da extragdo cega de fontes. O sistema separador deve ser escolhido adequadamente de forma
que o vetor de saida y(n) = [y;(n), ..., yn(n)]” seja dado por y(n) = W'x(n) = Gs(n) (caso de
BSS), ou y(n) = wlx(n) = Gsi(n) (caso de BSE). Neste caso, G é um fator de escala e si(n) é
um vetor que contém algumas das fontes originais. Deve-se ainda observar que as fontes recuperadas
correspondem a versdes permutadas das originais, ou seja, mesmo diante da recuperacao perfeita dos

sinais, é impossivel afirmar qual deles se refere a cada uma das fontes s;(n), .. ., sn(n).

5.2.2 Analise de componentes independentes aplicada ao problema de BSS/BSE

Conforme exposto, uma solucdo cldssica para os problemas de separacdo/extracdo cega de fontes
consiste no uso da andlise de componentes independentes (ICA) (Hérault et al., 1985; Comon, 1994).
Nesta abordagem, assume-se como premissa essencial que as fontes originais sdo estatisticamente
independentes, o que de fato € vélido para uma ampla classe de problemas, como, por exemplo, o
proéprio cocktail party problem.

Sendo obedecidas todas as premissas estabelecidas, o sistema separador pode ser adaptado com
o intuito de recuperar a independéncia estatistica no vetor de saida, o que implica em inverter o
processo de mistura. O critério de adaptacdo do separador, baseado, portanto, em independéncia,

permite recuperar as fontes originais (no caso de perfeita inversdo) a menos de um fator de escala e
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de uma permutag@o (para uma prova matematica rigorosa, veja Comon (Comon, 1994)).
Além das premissas originais que, de certa forma, delineiam o problema de separacdo/extracao,
algumas outras podem ser introduzidas sem qualquer perda de generalidade. Por exemplo, pode-se

assumir que o processo de mistura é ortogonal, ou seja, a matriz de mistura A, satisfaz a condicao:
AAT = ATA =1 (5.1

sendo AT a matriz transposta de A e I a matriz identidade. A condicdo de ortogonalidade do processo
de mistura pode ser sempre atingida por meio do branqueamento do vetor de misturas (Hyvérinen et
al., 2001; Romano et al., 2010), o que confere generalidade ao cendrio abordado. Como exemplo, caso
apenas duas fontes sejam misturadas por uma matriz de mistura A, ortogonal, a matriz separadora

W ..o pode ser definida em termos de uma tnica variavel ¢, fornecendo uma parametrizac¢io do tipo:

W C(‘)SQ sinf (5.2)
-sinf cosf

No caso de BSE, tem-se o seguinte vetor separador parametrizado em 6:
w = [cosf sinfd]" (5.3)

No caso geral, quando N fontes sdo consideradas, exige-se um sistema separador com N — 1
varidveis para a adequada parametrizacdo do separador Wy, n, enquanto o nimero de parametros
para o vetor de extracdo depende do nimero de misturas disponiveis e do nimero de fontes que se
deseja extrair.

Encontrada a parametriza¢ido adequada, pode-se entdo guiar o processo de ajuste do separador por
meio da alteracao dos seus parametros orientada por alguma funcao contraste que quantifique o nivel
de independéncia da saida, o que da origem a ICA propriamente dita.

Uma forma intuitiva de buscar por independéncia no vetor de saida € minimizar a informacgao
mutua entre os sinais que compde este vetor. Assim, pode-se buscar a solucdo em 6 que leva a

minimizacao do estimador ou funcao custo fit,,, definido da seguinte forma:

fity, = ZH{%}—H{Q} (5.4)

onde H{y;} é a entropia diferencial de Shannon da i-ésima saida do sistema separador (Cover &
Thomas, 2005) e H {g} ¢ a entropia diferencial conjunta de suas saidas. Para o célculo de fit,,, foi
utilizado aqui o estimador fornecido por Darbellay e Vajda (Darbellay & Vajda, 1999), uma vez

que este é, para os fins deste trabalho, suficientemente répido e eficiente. Observa-se ainda que,
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para avaliar o desempenho do estimador de informacdo mutua, faz-se necessdrio sair do cendrio
de extracdo de fontes e entrar obrigatoriamente no cendrio de separacdo, uma vez que é exigida a

estimacdo de todas as fontes envolvidas para o cdlculo da informacdo comum a elas.

Alternativamente a busca estrita por independéncia, podem-se buscar critérios que a recuperem
por meios indiretos. Um exemplo cldssico e muito empregado em ICA é a maximizacdo da nao-
gaussianidade dos sinais de saida. Este critério decorre diretamente do teorema central do limite
(Haykin, 2002), que estabelece, em termos simples, que a soma de um conjunto de varidveis aleatorias
independentes tende a produzir uma varidvel aleatdria resultante com caracteristicas mais préximas
de uma distribuicdo gaussiana do que as varidveis originalmente envolvidas no processo de mistura
(Hyvérinen et al., 2001). A nao-gaussianidade de um sinal y;(n) pode ser calculada por meio da

curtose, o que define o seguinte estimador ou fun¢do custo:

fit = E{yi(n)}* — 3E{y1(n)*}? (5.5)

onde o operador F{a} é a esperanca estatistica da varidvel aleatéria «« (Cover & Thomas, 2005).

Existem outros critérios ou mesmo estimadores que, direta ou indiretamente, levam a independén-
cia (e.g. estimacdo da mdxima verossimilhanca, principio de maximizacao da informac¢do (Infomax),
entre outros), entretanto, apenas os dois estimadores apresentados nas Eqs. (5.4) e (5.5) foram aqui
considerados. Para aqueles interessados em uma apresentacdo mais rigorosa do problema BSS/BSE,
de ICA, bem como detalhes de implementagdo de seus diferentes critérios, sugere-se os trabalhos de
Hyvirinen et al. (Hyvérinen et al., 2001), Duarte (Duarte, 2006) ¢ Romano et al. (Romano et al.,
2010).

Embora ICA seja uma abordagem baseada em uma idéia relativamente geral (recuperagdo da in-
dependéncia na saida), existem casos em que informagdes mais especificas sobre os sinais envolvidos
no processo de mistura podem levar a um melhor desempenho de separacdo ou mesmo possibilitar
a extracdo de uma fonte especifica. Por exemplo, quando se sabe que uma das fontes envolvidas no
processo de mistura ¢ um sinal cadtico, e que as demais sdo ruido de natureza estocdstica, pode-se
procurar um critério que maximize o determinismo do sinal de saida caso se queira extrair a fonte
cadtica. Este caso traz como conseqiiéncia imediata a perda da ambiguidade existente quando ICA
€ empregada, uma vez que passa a ser possivel expressar as caracteristicas de um subconjunto de

fontes.

Apresenta-se a seguir o critério de maximizacdo do determinismo, bem como os estimadores
baseados na andlise por quantificacdo de recorréncia que fundamentam seu uso na recuperagdo de

sinais cadticos a partir de observagdes ruidosas.
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5.2.3 Sinais cadticos e geracao de mapas de retorno

Em termos formais, um sinal cadtico pode ser definido como um sinal de valores continuos com
taxa de entropia finita e positiva e taxa de redundancia infinita (Kubin, 1995). Para os propositos do
presente trabalho, um sinal cadtico pode ser simplesmente entendido como uma série temporal gerada

por um sistema cadtico, o que significa que suas propriedades sdao definidas pela dindmica que o gera.

Neste contexto, tem-se que a observacdo de uma unica série temporal pode conter a informacao
necessdria para a reconstrucdo das demais coordenadas da solucdo do sistema dindmico no espago
de estados, um passo importante na caracterizacdo do atrator (Abarbanel, 1996). Com este intuito, o

teorema da imersdo de Takens pode ser aplicado para se obter o vetor de estados x(k), dado por:

x(k)=|zk) x(k—7) -+ w(k—(d.—1)7) ! (5.6)

onde d, representa a dimensdo de imersao - definida como o nimero de coordenadas que “desdobra”
o atrator! - e 7 representa o atraso temporal entre as amostras. Mesmo que essas trajetérias nio sejam
exatamente as mesmas geradas pelo sistema original, elas sdo topologicamente equivalentes a elas,

ou seja, possuem as mesmas medidas invariantes (Abarbanel, 1996).

Apbs a reconstrugdo, é possivel caracterizar o atrator por meio de seus estados revisitados, o
que pode ser feito através da estatistica fornecida pelo mapa de retorno (Eckmann et al., 1987).
Assim, a partir do vetor de estados reconstruido x(k) de tamanho N, o mapa de recorréncia pode ser
representado por uma matriz bindria (composta apenas por valores 0 ou 1) N x N tal que o elemento
(1, 7) corresponde a um ponto preto (associado ao valor bindrio 1) quando x (i) estd suficientemente

proximo de x(7), isto é, quando ||x(i) —x(7)|| < € e um ponto branco (valor bindrio 0) caso contrdrio.

A caracterizagdo e a aplicabilidade dos mapas de retorno se tornam claras quando os mapas ob-
tidos para os sinais de diferentes naturezas sdo comparados. Na figura 5.3, mapas gerados por um
sinal periddico (figura 5.3(a)), um sinal caético (figura 5.3(b)), um sinal estocdstico (figura 5.3(c))
e um mistura de sinais aleatdrios e estocdsticos (figura 5.3(d)) sdo apresentados. Observa-se que os
padrdes obtidos em cada mapa diferem em estrutura e regularidade. De fato, esses aspectos fornecem
informacdes relevantes sobre o comportamento da dindmica em si. Por exemplo, estruturas diagonais

estdo relacionadas a uma caracteristica de correlacdo temporal bem-definida e sdo indicios do caréter

!0 niimero de coordenadas que caracteriza o atrator reconstruido deve ser escolhido de tal forma que, a partir de uma
Unica observacdo, a posi¢do dos pontos no espago reconstruido deve ser definida a partir da estrutura da dindmica, e nao
devido a projecdo das demais coordenadas no vetor observagdo (Abarbanel, 1996). Takens mostrou que a observacao pode
ser sempre “desdobrada” (na condi¢do sem ruido) caso a dimensao de imersdo obedeca a restricdo: d. > 2Dy+1, onde Dy
¢ a dimensado fractal do atrator original (Takens, 1981). No entanto, para diversos sistemas dindmicos, a reconstrug@o pode
ser realizada com sucesso utilizando um nimero de coordenadas menor do que o estabelecido pelo teorema (Abarbanel,
1996).
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Figura 5.3: Os painéis 5.3(a), 5.3(b), 5.3(c), 5.3(d), mostram, respectivamente, os mapas de retorno
(Ns = 1000 amostras,d. = 3,7 = 3, = 0.5) para oscila¢des periddicas (sin(10t)), uma série
cadtica obtida a partir do modelo de Lorenz, uma fonte aleatdria gaussiana (de média zero e variancia
unitdria) e uma mistura da fonte cadtica com a fonte aleatdria.

deterministico que ndo se pode encontrar em processos estocésticos 2. Neste caso, a presenca de li-
nhas verticais ou horizontais revelam sinais estaticos no tempo, enquanto o espacamento vertical entre
diagonais bem definidas fornecem o periodo (no caso de sinais periddicos) da oscilacdo (Marwan et
al., 2007).

Um ponto crucial observdvel na figura 5.3 relaciona-se ao fato de sinais cadticos apresentarem
diagonais mais curtas que as de sinais periddicos e mais longas que as de processos aleatorios tipicos
(e.g. um ruido branco e gaussiano). Este fato sugere que medidas invariantes baseadas em estatisticas

do mapa de recorréncia podem ser usadas no sentido de fornecer funcdes contraste para separar

’Na verdade, estruturas diagonais indicando correlagio temporal podem aparecer em processos estocdsticos correla-
cionados - ruidos coloridos - mas, mesmo assim, com diferengas significativas em relacdo a estrutura fornecida pelos
processos puramente deterministicos.
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ou extrair sinais cadticos a partir de observacdes ruidosas produzidas por meio da mistura destes
com interferentes estocdsticos. Essas fungdes contraste podem ser construidas a partir de medidas
estatisticas cldssicas ja utilizadas e bem-consolidadas no dominio da andlise de sistemas dindmicos
nao-lineares (Trulla et al., 1996; Zbilut et al., 2000; Marwan et al., 2007), tais como a porcentagem de
determinismo (fitq), a entropia das diagonais (fit.) e a maior diagonal (excluindo a diagonal principal)
(fit;) encontrada no mapa.

Formalmente, se P(e,[) é definida como a freqiiéncia de distribuicdo de diagonais de compri-
mento /[ para um mapa de resolucdo ¢, a fun¢@o custo associada ao conteido deterministico para

diagonais de comprimento de a até b pode ser matematicamente descrita como:

I=b =N
fig =Y P (1) / Y IP(l) (5.7)
l=a =1

que consiste basicamente na porcentagem dos pontos do mapa que formam linhas nessa faixa de
tamanhos, o que justifica aqui a expressao “conteudo deterministico”. Ja a funcdo custo relacionada

a maior diagonal do mapa (excluindo a diagonal principal) pode ser definida como:
fit, = max({};}24,) (5.8)

onde NV} € o numero total de linhas diagonais (excluindo a principal). Finalmente, para os propdsi-
tos de separacdo e extracdo aqui estabelecidos, a fungdo custo que descreve a entropia de Shannon
associada a probabilidade de p(l) = P(l)/N; de encontrar um diagonal de comprimento [ é definida

por:
Ny

fit. = — Y p()In(p(l) (5.9)

[=lmin

e estabelece uma medida de complexidade do mapa de recorréncia (e.g. um ruido descorrelacionado
fornece pequenos valores para fit., refletindo baixa complexidade, enquanto sinais periddicos tendem
a uniformizar o mapa de retorno, aumentando a entropia (Marwan et al., 2007)). O fato de sinais
aleatdrios (tipicamente associados a um maior grau de incerteza quando comparados com os sinais
de natureza deterministica) fornecerem valores de entropia menores que os de sinais deterministicos
parece contraditorio a luz da definigdo cldssica de entropia segundo a teoria da informacdo (Cover &
Thomas, 2005). No entanto, deve-se observar que a entropia é definida aqui em termos da probabi-
lidade de encontrar diagonais de comprimento [, e sinais deterministicos (em especial, os periédicos
tal como mostrado na figura 5.3(a)) s@o justamente aqueles que fornecem mapas mais uniformes.

No caso da fun¢do dada pela Eq. (5.9), o limiar /,;, € estabelecido apenas para excluir as linhas

diagonais que sao formadas pelo movimento tangencial das trajetorias no espago de estados (Marwan
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et al., 2007).

5.2.4 O problema de extracao cega de fontes no contexto de sinais determinis-

ticos

Considera-se aqui o caso particular em que duas fontes - uma cadtica s.(n) e outra estocdstica
s¢(n) - sdo linearmente misturadas, dando origem ao vetor observagdo x(n) = As(n). Em um
primeiro cendrio de simulacdo, a matriz de mistura A é assumida como sendo de posto completo,
2 x 2 e ortogonal (ou seja, assume-se que o processo de branqueamento ja tenha sido aplicado).

Assim, tem-se:

A— sinf -c.0s9 (5.10)
cosf  sind

Neste caso, o objetivo do problema de extracdo cega de fontes aqui posto é recuperar o sinal
deterministico a partir das observagdes, usando diferentes fun¢des custo para guiar o processo de
adaptacdo dos sistemas separadores. Deste modo, a matriz W dada pela Eq. (5.2) pode ser adaptada
por meio dos valores de fit,, enquanto o vetor separacdo w (Eq. (5.3)) pode ser adaptado com o
auxilio dos demais estimadores (fity, fity, fit; € fit.), de tal forma que y(n) = w'x(n) = Gs.(n).
De forma mais especifica, o diagrama da figura 5.2 pode ser transposto para o contexto de extracao
abordado aqui conforme mostrado esquematicamente na figura 5.4, tomando como exemplo clédssico
a série cadtica de Lorenz misturada com um ruido gaussiano branco.

Por fim, pode-se dizer sucintamente que a metodologia proposta de extra¢ao por meio das fungdes
custo derivadas do mapa de retorno baseia-se no fato de que diagonais mais longas e organizadas ca-
racterizam o comportamento deterministico, o que pode ser usado para discriminar os sinais cadticos
(ou mesmo periddicos) dos estocasticos. Assim, objetiva-se encontrar os valores de # que fornecem
o vetor separador w tal que maximizam as funcdes custo definidas nas Eqs. (5.7), (5.8) e (5.9) no

sentido de fornecer a saida y(n) mais deterministica que se puder alcangar.

5.3 Resultados

5.3.1 Extracao cega de fontes cadticas: modelos de misturas inversiveis

Com o intuito de avaliar a validade da metodologia proposta, diferentes cendrios de simulacao
sa0 aqui abordados. Em todos os casos, considera-se s.(n) como sendo a varidvel de estado x do
modelo de Lorenz (vide Capitulo 3 secdo 3.5), pré-processada, sem perda de generalidade, para ter

média zero e varidncia unitdria, bem como diferentes fontes estocdsticas ss(n) (e.g. ruido branco
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Figura 5.4: Representacdo esquematica do problema de extracdo cega de fontes envolvendo sinais
cadticos e estocasticos. Neste cendrio, s.(n) é uma fonte cadtica, ss(n) ¢ uma fonte estocastica,
x1(n) e xy(n) sdo as misturas observadas, A é a matriz mistura, w é o vetor separador e y;(n) é o
sinal recuperado a menos de um fator de escala G.

gaussiano, ruido branco uniforme e processos gaussianos coloridos com média zero). A escolha do
sinal cadtico utilizado foi feita tendo por base a popularidade e a quantidade de dados disponiveis
para o sistema de Lorenz, mas nao é de forma alguma obrigatéria. Observou-se que outros sistemas
dinamicos, tais como o de Rossler ou mesmo o mapa logistico, levam a resultados semelhantes, desde

que os parametros de constru¢ao do mapa de retorno sejam propriamente ajustados.

No primeiro cendrio de simulag@o escolhido, considera-se a fonte estocastica como sendo um
processo gaussiano branco - 10 dB abaixo da fonte cadtica em poténcia - que é misturado ao sinal
cadtico por meio de uma matriz de mistura de posto completo, tal como definido na Eq. (5.10),
estabelecendo-se # = 7/6. Todos os coeficientes da matriz de mistura e as amostras das fontes
originais sd@o desconhecidos a priori. Com o intuito de recuperar a fonte cadtica, o vetor separador
w pode ser escolhido de tal forma que y;(n) = w’x(n) seja tdo deterministico quanto possivel, o
que significa escolher 6 no sistema separador dado pelas Eqs. (5.2) e (5.3) de forma a maximizar as

fungdes custo fity, fit; e fit.
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A figura 5.5 mostra os valores das funcdes custo baseadas em recorréncia e também das funcdes
custo comumente utilizadas como constrastes em ICA: a informac¢do mitua entre y;(n) e y2(n) e a
curtose de y;(n), conforme definido respectivamente nas Egs. (5.4) e (5.5). Neste caso, a solugdo em
f que maximiza os estimadores definidos nas Egs. (5.7),(5.8), (5.9) e (5.5) e minimiza o estimador
dado pela Eq. (5.4) pode ser encontrada por meio de uma busca exaustiva, o que implica em variar ¢

de 0 a 7 e avaliar os respectivos valores obtidos para as fungdes custo.
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Figura 5.5: O painel superior mostra as fun¢des custo normalizadas associadas ao conteido determi-
nistico (fity), o comprimento da maior diagonal (fit)) e entropia das diagonais (fit,) de y;(n) para 6
variandode 0 a 7, (N, = 1000, d. = 3,7 = 3, = 0.1,a = 40,0 = 60, [,,j, = 2) considerando a fonte
estocdstica como um ruido gaussiano branco 10 dB abaixo da fonte cadtica em poténcia. O painel
inferior traz a curtose normalizada de v, (n) (fity) e a informag¢do mitua normalizada entre y;(n) e
y2(n) (fity,) para 6 variando de 0 a 7.

A primeira conclusdo importante que se pode tirar mediante os resultados apresentados na figura
5.5 é que os estimadores baseados nas medidas de recorréncia possuem 6timos globais nas solugdes
que levam a perfeita inversao do processo de mistura, uma caracteristica que € compartilhada pe-
las medidas cléssicas de ICA. Isso faz com que a proposta cumpra os requisitos exigidos por um
método de extracdo de forma compativel com as abordagens existentes e possa ser cogitada como

uma alternativa vidvel. E interessante ainda observar algumas vantagens da proposta que justificam o
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uso de informacdes mais especificas que a existéncia de independéncia na constru¢do do critério de
separacdo. Por exemplo, as fun¢des baseadas em recorréncia apresentam melhor desempenho como
critérios de separacdo quando a poténcia de ruido 4 aumentada, ou seja, elas definem a solucdo que
inverte o processo de mistura de forma mais precisa em ambientes ruidosos. O cendrio de simulagdo
que ilustra isso € mostrado na figura 5.6, em que a poténcia da fonte estocdstica é aumentada de 10
para 2 dB abaixo da poténcia do sinal cadtico. Observa-se, neste caso, uma melhor definicdo dos
estimadores baseados em recorréncia na identificacio da solu¢do 6tima, um fato que ndo se sustenta
para as medidas baseadas em ICA. Na verdade, a informacao mutua deixa de ser um critério robusto
de separacdo neste cendrio, exigindo, possivelmente, um maior nimero de amostras para apontar o

6timo global. A curtose mostra-se ainda capaz de inverter o processo de mistura, embora a solugdo
encontrada em ambientes menos ruidosos seja de melhor qualidade.
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Figura 5.6: A mesma simulacdo que dd origem aos resultados mostrados na Fig. 5.5 € repetida, mas
agora uma fonte ruidosa mais potente, apenas 2 dB abaixo do sinal cadtico em poténcia.

Para ilustrar o potencial de recuperacao da fonte original associado ao método proposto, a figura
5.7 mostra a série temporal obtida quando a solucdo que inverte o processo de mistura é adotada
no cendrio de simulacdo que fornece os resultados mostrados na figura 5.6. Os painéis superior,
central e inferior (figura 5.7) mostram, respectivamente, a fonte cadtica original, uma das misturas

observadas e a fonte cadtica recuperada. E possivel observar que, depois que o sistema separador foi
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propriamente adaptado com a solucido em  que maximiza as medidas dadas pelas Eqgs. (5.7), (5.8)
e (5.9), a fonte cadtica recuperada é praticamente idéntica a fonte cadtica original, o que decorre da

perfeita inversdao do processo de mistura.
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Figura 5.7: Os painéis superior, central e inferior mostram, respectivamente, a série cadtica de Lorenz
original, uma das misturas observadas e o sinal cadtico recuperado. A unidade de tempo € assumida
aqui como arbitréria - u.a.

Quando a mesma simulagdo € realizada considerando a fonte estocdstica como sendo um ruido
uniformemente distribuido branco, € possivel observar que o critério de adaptacao do separador base-
ado nas funcdes de recorréncia leva novamente a condi¢do de perfeita inversao da matriz de misturas
(painel superior na figura 5.8). No entanto, observa-se no painel inferior desta mesma figura que os
critérios classicos de separagdo e extracao baseados em ICA encontram significativas dificuldades
neste cendrio de simulacdo, o que se refere, mais especificamente, ao fato da maximizacao da nao-
gaussianidade de y;(n) ndo implicar na recuperag@o da fonte cadtica (assim como a minimizacdo da
informa¢do mutua considerando o nimero de amostras fornecido). Estes resultados mostram con-

cordancia com o trabalho de Hong-Bin et al. (Hong-Bin et al., 2008), o qual aponta limita¢des das
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abordagens classicas de ICA - utilizando o algoritmo FastICA, que consiste em uma estratégia de
separacdo também baseada em ndo-gaussianidade (Hyvirinen et al., 2001; Romano et al., 2010) -
quando um ruido sub-gaussiano (e.g. sinais de distribui¢cao uniforme) com SNR maior que 5 dB ¢

misturado com fontes cadticas. Mais uma vez, este tipo de restricdo nao se sustenta para critérios de

separagio baseados em recorréncia’.
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Figura 5.8: O painel superior mostra as fungdes custo normalizadas associadas ao conteido determi-
nistico (fity), o comprimento da maior diagonal (fit;) e entropia das diagonais (fit.) de y,(n) para 6
variando de 0 a 7, (Vg = 1000, d. = 3,7 = 3,6 = 0.1,a = 40, b = 60, [ i, = 3). Considera-se aqui a
fonte estocdstica como sendo um ruido uniforme 2 dB abaixo do sinal cadtico em poténcia. O painel
inferior mostra a curtose normalizada de y;(n) (fity) e a informagdo mitua normalizada entre y;(n) e
y2(n) (fity) para 6 variando de 0 a 7.

Uma vez que a RQA se baseia nas caracteristicas de correlacdo definidas pelo mapa de retorno,
um cendrio desafiador para o método de extragdo baseado nas medidas derivadas do mapa consiste
em separar sinais cadticos misturados com ruidos com caracteristicas de autocorrelagdao semelhantes
as do sinal de interesse. Sinais cadticos apresentam um decaimento exponencial na fungdo de auto-
correlacdo, decaimento este relacionado a presenca de pelo menos um expoente de Lyapunov positivo

(Abarbanel, 1996), o que pode ser mimetizado por um ruido colorido adequadamente projetado. Com

3 As séries temporais deste tltimo conjunto de simulagdes sdo omitidas aqui apenas por concisdo, uma vez que apenas
a forma de onda das misturas observadas sao diferentes daquelas apresentadas na figura 5.7.
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este intuito, sinais estocdsticos com fun¢do de autocorrelagdo andloga a de sinais cadticos podem ser
gerados por meio da filtragem de um processo gaussiano branco usando a abordagem autoregressiva
de Yule-Walker (Haykin, 2002). A figura 5.9(a) mostra a fun¢do de autocorrelacdo de um ruido colo-
rido projetado de forma a mimetizar a caracteristica de correlagdo da série de Lorenz. E interessante
observar que o sinal estocdstico também possui caracteristicas oscilatdrias muito parecidas com as do
sinal cadtico que se deseja recuperar (figura 5.9(b)), o que leva a um aumento do comprimento das
diagonais no mapa de retorno (figura 5.9(c)), diminuindo o poder de distingdo entre sinais determi-

nisticos e estocasticos dos estimadores baseados em recorréncia.
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Figura 5.9: O painel 5.9(a) mostra o perfil da funcdo de autocorrelacdo para a série cadtica de Lorenz
(sc(n)) e do ruido colorido (fonte estocdstica - sg(n)). As respectivas séries temporais cadticas e
estocdsticas sdo mostradas no painel 5.9(b). O painel 5.9(c) mostra o mapa de recorréncia para o
processo gaussiano colorido (Ng = 1000,de = 3,7 = 3, = 0.1).
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A figura 5.10 mostra que, ndo obstante, todos os estimadores baseados em recorréncia foram
capazes de encontrar a solu¢io que inverte a matriz de mistura, o que também é valido para a fungao
custo dada pela curtose da saida. Observa-se no cendrio de simulacdo exposto que a funcdo custo
dada por fity parece ser a mais precisa na indicacdo da solug¢do 6tima, uma vez que fit. apresenta
um deslocamento em relagdo a sua linha de base devido a maior caracteristica deterministica (ou,
pelo menos, maior similaridade em termos das caracteristicas de correlacao) das misturas. Por fim,
o estimador fit; também apresenta oscilagcdes devido a introducdo de diagonais mais longas com a

adicao de ruido colorido.
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Figura 5.10: O painel superior mostra as fungdes custo normalizadas associadas ao conteudo deter-
ministico (fity), o comprimento da maior diagonal (fit)) e entropia das diagonais (fit.) de y;(n) para 6
variando de 0 e 7, (Vg = 1000, d. = 3,7 = 3,6 = 0.1,a = 40,b = 60, [ i, = 3). Considera-se aqui a
fonte estocdstica como sendo um ruido colorido 2 dB abaixo do sinal cadtico em poténcia. O painel
inferior traz a curtose normalizada de y,(n) (fity) e a informacdo mitua normalizada entre y;(n) e
y2(n) (fity) para 6 variando de 0 a 7.

A figura 5.11 mostra em seu painel superior que o sinal corrompido por ruido colorido caracteriza-
se por ser mais suave do que as misturas observadas nos cendrios de simulagcdo anteriores, o que
poderia prejudicar de forma significativa o critério de separacdo. Na prdtica, a introdu¢do de um
ruido correlacionado implica em uma maior instabilidade ou oscilacio indesejavel dos estimadores

fit. e fit;, mas ndo inviabiliza o processo de recuperagao da fonte cadtica, conforme pode-se observar
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no painel inferior da figura 5.11.
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Figura 5.11: O painel superior mostra uma das observacdes corrompidas com o ruido colorido, en-
quanto o painel inferior mostra a fonte cadtica recuperada utilizando o estimador fit.. A fonte cadtica

original neste caso ¢ a mesma mostrada no painel superior da Fig. 5.7.

A tabela 5.1 mostra a qualidade das estimativas obtidas para a fonte cadtica em termos do erro

quadratico médio (EQM), usando as medidas de recorréncia para os diferentes processos estocdsticos

estabelecidos nos cendrios de simulagdo anteriores. Nota-se que todas as funcdes baseadas em recor-

réncia obtiveram desempenho de recuperacdo da fonte cadtica superior ao obtido através da medida

de curtose. Dentre as funcdes custo baseadas em recorréncia, a entropia das diagonais fit. foi a que

encontrou de forma mais precisa a solucdo que recupera a fonte cadtica em todos os cendrios de

simulacao.
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Tabela 5.1: Média + desvio-padrdo (o) do EQM entre a fonte cadtica recuperada e a fonte original
para as diferentes fun¢des custo em 100 realizacdes. EQM,, EQM,, EQM, e EQM,, referem-se,
respectivamente, ao erro quadratico médio para as solu¢des obtidas usando as func¢des custo dadas
pelas Egs. (5.7), (5.8), (5.9) e (5.5). GB, UB, GC referem-se, respectivamente, aos ruidos gaussiano
branco, uniforme branco e gaussiano colorido. Os parametros utilizados para a constru¢do do mapa
de retorno foram: N, = 1000, 7 = 3,d. = 3,6 = 0.1, a = 40,b = 60, l,;, = 3.

GB UB GC

EQM, £o | (38+52) x107° | (38%5.7) x107° | (28+23) x 10~ *
EQM +0 | (1.1£1.9)x107* | (1.1£1.7)x10™* | (4+5.6) x 1074
EQM, + 0 | (27+35) x 107 | (234 +2.3) x 1075 | (0.741.3) x 1074
EQM, £ 0 | (3.9+5.7) x 1073 | (0.5+3.5) x 107" | (1.8 +2.2) x 1072

5.3.2 Influéncia dos parametros do mapa de retorno na qualidade de extracao

A construcdo do mapa de retorno depende de varios parametros que devem ser estabelecidos
a priori, tais como a dimensdo de imersdo (d.), 0 atraso entre as amostras (7) e a resolucdo do
mapa (). Embora (Marwan et al., 2007) tenha mostrado que algumas medidas extraidas do mapa de
retorno - e.g. entropia de correlagdo e dimensdo de correlacdo - apresentam boa robustez em relagao
a escolha dos parametros de reconstrucdo do atrator, uma andlise desta robustez também deve ser
aqui empreendida com o intuito de avaliar a generalidade da proposta de extracdo de sinais cadticos
baseada nas caracteristicas de recorréncia.

Neste sentido, a figura 5.12 mostra que todas as funcdes custo baseadas em recorréncia usadas
praticamente ndo foram afetadas por um aumento na dimensao de imersdao quando o cendrio de per-
feita inversao de uma mistura da série cadtica de Lorenz com uma fonte gaussiana branca (2 dB
abaixo da fonte cadtica em poténcia) € considerado. O mesmo ¢é vélido quando o atraso entre as
amostras € aumentado (figura 5.13). Neste ultimo caso, o perfil da funcdo custo (fit.) associada a
entropia das diagonais revelou algumas oscilagdes, mas nada que de fato afetasse a posicdo do seu
maximo e comprometesse a qualidade da solu¢do encontrada.

Embora a alteracdo de d. e 7 ndo afete as func¢des custo de forma significativa, o mesmo nao pode
ser dito da resolu¢do do mapa. Observa-se na figura 5.14 que, para um valor relativamente pequeno
de e (aproximadamente 5% amplitude do sinal observado), obtém-se fungdes custo por RQA que
sdo contundentes na indicacdo da posi¢do da solucdo 6tima no sentido de inversdo do processo de
mistura. Entretanto, quando valores inadivertidamente altos para € sdo adotados (i.e. superiores a
15% da amplitude do sinal observado), os estimadores ndo sdo mais eficientes no sentido de apontar
a posicdo da solucdo ideal, sendo que esta imprecisdo compromete o desempenho do método de
extragdo quando ¢ é superior a 50% da amplitude do sinal observado.

Embora a constru¢do do mapa de retorno pareca envolver uma escolha de parametros de forma
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Figura 5.12: O painel superior, central e inferior mostram, respectivamente, as funcdes custo nor-
malizadas associadas ao conteido deterministico (fity), a0 comprimento da maior diagonal (fit)), e a
entropia das linhas diagonais (fit.) obtidas por RQA considerando diferentes dimensdes de imersao
para a reconstrucao do atrator (Ng = 1000, 7 = 3, = 0.1, a = 40, b = 60, [y, = 2).

um tanto arbitrdria, deve-se enfatizar que existem métodos, ou pelo menos heuristicas, razodveis
para a determinacdo dos mesmos. Por exemplo, a dimensdo de imersdo (d.) pode ser escolhida
por meio da técnica do vizinho mais proximo, conforme exposto por Abarbanel (Abarbanel, 1996),
enquanto o atraso entre as amostras (7) para a constru¢ao dos demais eixos do espacgo de estados pode
ser determinado pelo primeiro minimo da fun¢do de informacdo mutua entre o sinal original e suas
versoes atrasadas no tempo (Fraser & Swinney, 1986). Por fim, Marwan et al. (Marwan et al., 2007)
heuristicamente estabelecem o valor de £ como sendo aproximadamente 10% da amplitude do sinal,
uma regra que se sustenta para um grande nimero de dindmicas. Embora estes procedimentos de
escolha ndo garantam otimalidade na reconstrucdo do atrator ou mesmo na constru¢do do mapa de
retorno, eles sdo adequados para gerar uma primeira aproximacao sujeita a posteriores refinamentos

mediante experimentacdo numérica.
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Figura 5.13: O painel superior, central e inferior mostram, respectivamente, as funcdes custo nor-
malizadas associadas ao contetido deterministico (fity), a0 comprimento da maior diagonal (fit)), e a
entropia das linhas diagonais (fit.) obtidas por RQA considerando diferentes atrasos entre as amostras
para a reconstrucao do atrator (Vg = 1000, d. = 3, = 0.1,a = 40,b = 60, ljyin = 2).

5.3.3 Extracao cega de fontes caéticas: modelos de misturas sub-determinados

A andlise da técnica proposta para modelos de misturas perfeitamente inversiveis revelou sua
viabilidade e algumas caracteristicas desejaveis, tal como a verificada robustez a ruido, assim como
um melhor desempenho frente a abordagens classicas de ICA no que se refere a determinacdo da
solu¢do 6tima que inverte o processo de mistura. Entretanto, talvez seja para modelos de mistura sub-
determinados (ou seja, com um nimero maior de fontes do que de sensores) que o método proposto
possua uma melhor aplicabilidade. Dessa forma, assume-se agora que a fonte cadtica € misturada
com outros dois sinais estocasticos, sendo, no entanto, apenas duas observacdes conhecidas. Deve-se
ressaltar, neste caso, que a extracao perfeita da fonte cadtica € impossivel.

Neste cenario de teste, a matriz de mistura foi intencionalmente escolhida de forma a fornecer um
erro minimo de recuperacdo para a fonte cadtica relativamente baixo. Este erro minimo refere-se a
melhor performance que uma estrutura linear trabalhando em um cenario supervisionado poderia al-

cangar®. A escolha de coeficientes da matriz de mistura que produzem erros minimos de recuperacio

“Empregou-se aqui o critério de filtragem supervisionada 6tima candnico, ou seja, o critério de erro quadratico médio
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Figura 5.14: O painel superior, central e inferior mostram, respectivamente, as funcdes custo nor-
malizadas associadas ao conteido deterministico (fitg), a0 comprimento da maior diagonal (fit}), e
a entropia das linhas diagonais (fit.) obtidas por RQA considerando diferentes resolu¢des do mapa
(Ns =1000,d. = 3,7 = 3,a = 40,b = 60, lyin = 2).

relativamente baixos é conveniente na medida em que escolhas arbitrdrias destes coeficientes podem
levar a casos em que a informacao a ser extraida € severamente comprometida, tornando praticamente
impossivel a comparacgdo justa entre os diferentes métodos que buscam a extracao.

Neste caso, a matriz de mistura foi assumida como sendo:

0.2 0.7 0.4
A= (5.11)
0.7 0.2 0.3

Ap6s o processo de mistura, aplica-se um filtro branqueador (Romano et al., 2010) ao vetor de
misturas de forma a obter apenas dois vetores de mistura ortogonais. Essa mistura transformada é
entdo multiplicada pelo vetor separador w dado pela Eq. (5.3).

O desempenho do método de extragdo proposto diante deste novo cendrio de extragdo pode ser
sumarizado na tabela 5.2, na qual mostram-se a média e desvio-padrdao para o EQM entre a fonte

caodtica recuperada e a original em 100 realizagdes usando o paradigma de Wiener, as fungdes custo

ou critério de Wiener. Esse critério serd exposto de modo mais sistematico no capitulo 6, e o leitor interessado em mais
detalhes € remetido a cldssica literatura (Haykin, 2002).
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Tabela 5.2: Média £+ desvio-padrido (o) do EQM obtido no cendrio de modelos de misturas sub-
determinado fornecido pelas diferentes fungdes custo em 100 realizacdes.EQM,, EQM,, EQM,,
EQM, e EQM,, referem-se, respectivamente, ao erro quadriatico médio entre a série cadtica recu-
perada e a original usando as Egs. (5.7), (5.8), (5.9), (5.5) e a abordagem de Wiener que define o erro
minimo. GB, UB, GC referem-se, respectivamente, as fontes estocdsticas gaussiana branca, uniforme
branca e gaussiana colorida. Parametros do mapa de retorno: Ny = 1000, 7 = 3,d. = 3,6 = 0.5,a =
5,0 =20, lnin = 2.

GB UB GC
EQM,to | (31£02)x10 ! | (35£0.3) x 10 L | (0.2£0.06) x 10!
EQM,+0 | (3.6+£1.1)x 107 | (3.6 £1.2) x 10°! | (9.0 +6.0) x 10~
EQM, +o | (3.6+1.1)x 107 | (3.240.3) x 10~! | (0.2 +0.06) x 10~
EQM, £ 0 | (16.4+28) x 107" | (6.64+5.2) x 107! | (3.8+£5.9) x 10!
MSE, £0 | (26+0.1) x 107" | (2640.1) x 107" | (0.1 £0.01) x 10!

baseadas em recorréncia e a funcdo custo baseada na curtose. Os resultados relativos a informacao
mutua foram aqui omitidos devido ao desempenho pouco expressivo deste critério para o nimero de
amostras considerado. As fontes estocdsticas utilizadas assumem as mesmas distribui¢des usadas no
caso de modelos de misturas inversiveis.

Observa-se que, em geral, as fungdes associadas ao contetido deterministico e a entropia das di-
agonais apresentaram melhor desempenho de extracdo. Destaca-se ainda que todas as funcdes custo
baseadas em recorréncia aproximaram-se bastante do erro minimo de Wiener quando comparadas, por
exemplo, com os resultados obtidos por meio da funcio custo baseada em ndo-gaussianidade, o que,
considerando a informacao disponivel a priori no cendrio cego, define um resultado representativo de
bom desempenho. Em relacdo as diferencas de desempenho entre os estimadores do sistema separa-
dor baseados em recorréncia, deve-se enfatizar que os parametros do mapa de retorno (especialmente
sua resolucdo ¢) podem afetar as diversas funcdes custo de diferentes formas, o que torna inadequado
falar em uma delas como sendo absolutamente melhor. O mais prudente neste caso seria explorar as
caracteristicas de cada uma delas, uma vez que estas podem ter diferentes desempenhos dependendo
dos modelos de misturas e das fontes envolvidas em cada cendrio de simulagdo. Pode-se, a partir dai,
criar também combinagdes ou mesmo propor diferentes fungdes custo para situagdes especificas. Por
exemplo, no presente caso, ndo seria absurdo pensar em um novo estimador que fosse a soma das trés
medidas de recorréncia aqui utilizadas.

A figura 5.15 ilustra o potencial de extragdo das abordagens aqui adotadas em termos da extragcdo
da fonte cadtica neste cendrio de simulacdo. O painel superior da figura mostra uma das misturas
observadas, enquanto o painel central e inferior mostram, respectivamente, a série cadtica de Lorenz
recuperada usando a fun¢do custo baseada em determinismo (Eq. (5.7)) e na curtose (Eq. (5.5)). E

possivel observar que a inversdo do processo de mistura neste caso nao € perfeita, mas que a estrutura
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deterministica quase imperceptivel na observacdo € significativamente aumentada apds a extracao.
Mais uma vez, o desempenho das fun¢des baseadas em recorréncia foi superior ao observado para a

abordagem baseada na curtose.
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Figura 5.15: O painel superior mostra uma das observagdes no caso do modelo de misturas ndo
inversivel estudado, os painéis central e inferior mostram, respectivamente, o sinal caético recuperado
usando funcdo custo baseada em recorréncia (entropia - Eq. (5.7)) e fun¢do custo baseada na curtose
(Eq. (5.9)).

5.4 Discussao e Conclusao

Um novo método para extragdo cega de fontes baseado nas caracteristicas de recorréncia foi pro-
posto e testado neste capitulo. Os resultados mostraram que o método foi capaz de fornecer solugdes
de qualidade superior a de métodos cldssicos baseados em andlise de componentes independentes

tanto para modelos de misturas inversiveis como sub-determinados. Neste tltimo caso, 0 método foi



130 Mapas de retorno e separacio de fontes cadticas

capaz de aumentar de forma significativa as caracteristicas deterministicas do sinal mesmo diante de

um nimero relativamente pequeno de amostras.

Esse desempenho do método proposto diante de um nimero relativamente pequeno de amostras
¢ um aspecto extremamente relevante, uma vez que métodos cldssicos que caracterizam detectores
de determinismo baseados em medidas de informacao tal como a entropia de Kolmogorov-Sinai ou
mesmo a entropia de correlacio exigem um elevado nimero de amostras para caracterizar plenamente
o fluxo de informagdo associado a dinamica (Schittenkopf & Deco, 1997), exigéncia esta que parece
se sustentar também para outros estimadores tedricos de informagdo, o que justificaria aqui, por
exemplo, o baixo desempenho da estratégia de separacdo baseada na informag¢do mutua. Assim,
a construcdo de detectores de determinismo baseados apenas na estrutura de recorréncia, € nao na

caracterizacdo do fluxo de informacao, torna-se extremamente vantajosa.

A possibilidade de uso da RQA como um tipo de detector de determinismo ja havia sido anterior-
mente apontada por Zbilut et al. (Zbilut et al., 2000), expondo o contraste das suas fungdes cldssicas
na caracterizacdo de sinais cadticos e estocdsticos. Em particular, em um outro trabalho, Zbilut et
al. (Zbilut et al., 1998) usaram a chamada quantificacdo de recorréncia cruzada (um tipo particular
de RQA) para extrair sinais deterministicos em ambientes ruidosos empregando um sinal de prova
capaz de realizar a extragdo quando este tem sua estrutura deterministica casada com o sinal imerso
em ruido (levando a maxima recorréncia cruzada). Claramente, este € um cendrio de extragdo muito
diferente dos aqui abordados, e talvez restrito a condi¢des bem particulares em que uma quantidade

significativa de informagao a priori esteja disponivel.

Embora o presente capitulo tenha abordado apenas os estimadores cldssicos de recorréncia, exis-
tem algumas maneiras alternativas de defini-los, tal como feito por Rohde et al. (Rohde et al., 2008),
relacionando a estatistica obtida por um mapa de retorno nao-limitado (um tipo especifico de mapa
de retorno que ndo impde uma resolugdo € especifica, mas lida com a distancia entre os pontos na
matriz de recorréncia) com as estatisticas de primeira e segunda ordem da série temporal. Rohde et
al. afirmam que esta abordagem ¢é mais robusta (em termos de sensibilidade aos parametros do mapa
de retorno) e mais eficiente (em termos de detec¢do de um sinal deterministico) do que a obtida por
meio das medidas de RQA classicas (fitg, fit; e fit.), embora exija o conhecimento de um elevado
nimero de observacdes para uma caracterizagao estatistica confidvel. A estratégia aqui desenvolvida
leva em consideracdo o caso pratico em que apenas algumas misturas sdo conhecidas (e.g. duas e ndo
mil, tal como feito em (Rohde et al., 2008)) e mostra que as medidas cldssicas sdo detectores simples

e suficientemente robustos para realizar uma extracao de boa qualidade.

Além do problema de extragdo, o problema de separacdo cega de fontes envolvendo a mistura
de vdrios sinais cadticos tem recebido maior atenc¢do recentemente com a possibilidade de novos

paradigmas de sistemas de comunica¢do baseados em sinais cadticos, uma vez que tem sido atribuida
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a esta classe de sinais a capacidade de alcancar eficiéncia (em termos de baixa probabilidade de erros),
baixo consumo de poténcia e maior seguranca na transmissao de informacao (Larson et al., 2006; Tam
et al., 2006; Eisencraft & Kato, 2009; Eisencraft et al., 2011). Neste contexto, alguns trabalhos tém
se dedicado a separar sinais envolvendo ambientes de comunica¢do multiusudrio cadticos, nos quais
¢ assumido que a dinamica € conhecida (Andreyev et al., 2002; Arena et al., 2006; Hu & Liu, 2008).
Uma tentativa de solugdo deste problema por meio de técnicas de ICA também ja foi apresentada
por Hong-Bin et al. (Hong-Bin et al., 2008), com desempenho satisfatorio para SNRs relativamente
baixas (em torno de 5 dB), obedecendo as premissas aqui apontadas para as medidas de ICA. Embora
a separagdo a partir da mistura de diferentes sinais cadticos nao tenha sido aqui abordada, esta parece
ser uma perspectiva natural de continuidade do trabalho, o que pode inclusive abranger a possibilidade
de combinagdo de técnicas de ICA e RQA.

A extracdo cega de fontes cadticas a partir de misturas com sinais estocdsticos, aqui abordada,
tem uma relacdo muito estreita com o problema de filtragem, o qual é extremamente relevante para o
estudo de diversos processos nao-lineares conduzidos a partir da observacdo experimental de suas
respectivas séries temporais (Abarbanel, 1996; Kostelich & Schreiber, 1993; Grassberger et al.,
1993). Neste caso, as premissas estabelecidas para os problemas de separagdo e extracdo sao me-
lhor atendidas no contexto de situacdes multiregistro, tais como ocorrem, por exemplo, no ambito
de eletroencefalograma (EEG) ou eletromiograma (EMG). Estes casos ja vém recebendo extensiva
contribuicdo de técnicas baseadas em ICA e andlise de componentes principais (Vigario et al., 2000).
Em particular, conforme comentado nos capitulos anteriores, processos cadticos deterministicos po-
dem desempenhar um papel central na formacao do padrao espaco-temporal da atividade elétrica de
bio-potenciais (Korn & Faure, 2003; Skarda & Freeman, 1987), o que torna a presente proposta ou
mesmo puramente a andlise por quantificacdo por recorréncia uma abordagem promissora e ainda

pouco explorada na caracterizagao, filtragem e andlise destes sinais.

No entanto, embora as técnicas de separacao de fontes possam fornecer bons resultados no cenério
sub-determinado, quando o problema de filtragem cldssico € colocado fora do contexto multiregistro
e apenas uma observacgao ruidosa do sinal cadtico estd disponivel, talvez seja interessante lancar mao
de outras técnicas de processamento. Mais especificamente, podem-se empregar outras premissas ou
mesmo explorar o conjunto de informacdes a priori para a definicdo da abordagem a ser adotada, o
que caracteriza, de um modo geral, o modus operandi dos tratamentos dados a dinamicas nao-lineares.

Uma situagdo particular deste tipo serd tratada no proximo capitulo.

Finalmente, é importante enfatizar que, mais do que simplesmente um técnica, o presente capi-
tulo objetiva apresentar uma forma diferente de empregar a informacgao disponivel a priori sobre a
natureza deterministica da fonte que se deseja recuperar, o que pode ser de relevancia tedrica e pratica

para diferentes classes de problemas ainda em aberto na drea de sistemas dindmicos. Neste sentido,
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o potencial desta proposta de “andlise de componentes deterministicos” merece uma andlise cuida-
dosa, assim como feito pela comunidade de processamento de sinais para as andlises de componentes

principais, independentes e esparsos (Romano et al., 2010).



Capitulo 6

Sombreamento e filtragem de sinais caoticos

6.1 Introducao

Embora o problema de filtragem de sinais cadticos j4 tenha sido introduzido no capitulo ante-
rior no ambito da separagcdo de sinais quando varias misturas estdo disponiveis, é fora do contexto
multiregistro que esse problema vem sendo usualmente tratado pela comunidade de processamento
de sinais e andlise de séries temporais (Abarbanel, 1996). De fato, existe um grande nimero de
experimentos em que apenas uma observacdo de um fendmeno descrito por um modelo ndo-linear
estd disponivel, e, comumente, técnicas de processamento que visam privilegiar as caracteristicas
deterministicas do sinal observado sdo extremamente tteis ou mesmo necessarias para que um estudo
adequado do processo fisico seja realizado.

Entretanto, mesmo neste cendrio em que apenas uma observagdo ruidosa do fendmeno de interesse
esta disponivel, o problema de filtragem pode assumir diferentes formas dependendo das informacdes
conhecidas a priori. Por exemplo, os diferentes graus de conhecimento das equagdes de estado que
descrevem o fendmeno, ou mesmo o pleno desconhecimento dessas, irdo definir de forma crucial
a estratégia de filtragem a ser adotada, assim como a performance e os limites de desempenho do
método empregado (Abarbanel, 1996).

Mesmo algumas técnicas de filtragem que ndo assumem qualquer conhecimento das equagdes
de estado baseiam-se no fato de que dinamicas ndo-lineares podem ser localmente linearizadas, e,
portanto, residem na variedade mais suave do espaco de estados reconstruido (Cawley & Hsu, 1992;
Grassberger et al., 1993; Abarbanel, 1996), o que fundamenta o principio de filtragem a ser empre-
gado por estes métodos. Como limitagdo, este tipo de abordagem tem seu desempenho condicionado
ao sucesso obtido na estimativa dos diversos parametros (e.g. pardmetros de reconstrucio do atrator)
que levam a correta projecio geométrica da trajetoria ruidosa na variedade localmente linear associada

a componente deterministica.

133
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Quando a estrutura e os parametros da dindmica que geram a série temporal observada sdo conhe-
cidos (o que pode ser alcangado apenas em situacdes muito especificas, em que uma descri¢do muito
boa do sistema fisico estd disponivel), mas ndo a condicdo inicial, o problema de filtragem torna-
se andlogo ao problema do sombreamento (Hammel, 1990; Farmer & Sidorowich, 1991), isto €, ao
problema de encontrar a 6rbita puramente deterministica que sombreia a observagao ruidosa. No caso
de sinais cadticos, € interessante notar que, apesar da completa descricdo do fendmeno pelas equacdes
de estado, a incerteza em relacdo a condi¢do inicial d4 origem a uma série temporal que diverge da
observacdo em um intervalo de tempo finito, e, portanto, leva a um intervalo de sombreamento restrito

e dependente da precisdo com que o estado inicial pode ser estimado.

Tipicamente, a solu¢do para o sombreamento € dada pela trajetéria puramente deterministica que
minimiza a distancia euclidiana em relacdo a observacdo (Farmer & Sidorowich, 1991), sendo que a
capacidade de sombramento - i.e. o intervalo em que a trajetdria deterministica encontrada sombreia
de forma adequada a observacdo - € fortemente dependente do nivel de ruido presente no estado
inicial. A solugdo cldssica deste problema de otimizagdo também exige a criacdo de mapas local-
mente lineares, o que requer estimativas da matriz jacobiana associada ao sistema dinamico, e traz
a tona 0os mesmos incovenientes numéricos presentes na estimava dos expoentes de Lyapunov, ou
seja, direcdes expansivas instaveis devido a presenca de autovalores positivos para estas matrizes.
Essas instabilidades numéricas sdo uma consequéncia natural do fendmeno cadtico e sdo usualmente
contornadas por meio da decomposicao da matriz jacobiana nas suas variedades estdveis e instdveis,
sendo que o processo de integracdo € sempre realizado em tempo reverso para a variedade instavel
quando necessario. Mesmo diante dessas estratégias, ndo existem garantias de estabilidade deste mé-
todo de filtragem (Farmer & Sidorowich, 1991), principalmente para pontos patolégicos da dindmica,

nos quais as variedades estdveis e instdveis tornam-se praticamente paralelas (Abarbanel, 1996).

Este cendrio torna-se ainda mais complexo quando os pardmetros da dindmica sao desconhecidos.
Nessa situagdo, os trabalhos na literatura tipicamente tentam aproximar a trajetéria livre de ruido por
meio do ajuste de um mapa localmente linear (ou mesmo polinomial) para o atrator reconstruido
segundo o teorema de Takens (Kostelich & Yorke, 1990; Grassberger et al., 1993; Kostelich & Sch-
reiber, 1993; Cawley & Hsu, 1992), o que também exige estimativas da matriz jacobiana da dinamica

e é fortemente dependente da qualidade da reconstrucao realizada.

Este capitulo tem como contribuicao central apresentar um método de filtragem de séries tem-
porais cadticas quando a estrutura da dindmica € conhecida, mas ndo suas condi¢des iniciais e seus
parametros. Mostra-se aqui que € possivel, dentro de certos limites, usar métodos de otimizagao
bio-inspirada para encontrar as condi¢des iniciais € os parametros livres da dindmica que levam a
trajetdria puramente deterministica que minimiza o desvio em relacdo a observacao ruidosa, evitando

assim linearizacdes locais, e, portanto, os incovenientes numéricos presentes nos algoritmos cldssicos
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de filtragem (Abarbanel, 1996). Para realizar esta tarefa, o problema de filtragem € tratado como um
sombreamento por partes, em que resolve-se implicitamente um problema tipico de otimizagao para
obter a trajetdria deterministica livre de ruido. Em particular, o processo de otimizacdo empregado
usa o sistema imunoldgico como inspiragdo para a constru¢do de uma heuristica de busca (Castro &
Timmis, 2002). Esta estratégia possui duas caracteristicas desejaveis: um significativo poder de busca
global e o fato de ndo exigir manipulagc@o da funcdo custo associada ao problema de otimizagao, algo

que simplifica significativamente a tarefa de encontrar a trajetdria deterministica desejada.

Mesmo diante da ado¢do de uma estratégia alternativa de otimizagcdo que evita as instabilidades
numéricas associadas a matriz jacobiana, € importante observar que a natureza cadtica da dindmica,
em conjunto com a precisdo finita para as estimativas das condi¢des iniciais e dos parametros do
sistema (0 que invariavelmente ocorre para qualquer método de estimacgao), implicam em uma capa-
cidade de sombreamento limitada, o que obriga a divisdo da série temporal em partes ou, no jargao da
andlise de sinais, em janelas. Esta estratégia de janelamento do vetor observagdo exige a proposi¢ao
de uma heuristica para estabelecer o nimero adequado de amostras que deve ser empregado por ja-
nela, o qual deve ser suficientemente grande para capturar a estrutura deterministica da série temporal

e pequeno o suficiente para preservar a capacidade de sombreamento.

Com o intuito de melhor avaliar o desempenho do método proposto, métodos cldssicos de filtra-
gem que ndo se baseiam na reconstru¢do do atrator foram também aqui implementados, tais como o
filtro de Wiener e o filtro de Kalman estendido. O primeiro oferece a performance padrao que uma
estrutura linear pode alcancar no cendrio supervisionado, enquanto o segundo é uma metodologia

emblemadtica da teoria de estimagdo nao-linear (Wan & Merwe, 2000; Haykin, 2002).

O cendrio de filtragem aqui abordado pode ter aplicacdo em situacdes em que experimentos sao
primeiramente delineados de forma a obedecer uma descri¢do matematica especifica, e, portanto, em
que esta disponivel a estrutura das equagdes de estado, mas ndo seus parametros e condigdes iniciais,
tal como se observa nas simulagdes analdgicas de sistemas dindmicos de um modo geral (Jackson,
1960). Outra possivel aplicacdo insere-se no contexto das recentes propostas de sistemas de comuni-
cacdo baseados em sinais cadticos (Cuomo & Oppenheim, 1993; C. Williams, 2001; Baptista et al.,
2003; Argyris et al., 2005; Lau & Tse, 2003; Tam et al., 2006; Eisencraft & Batista, 2011; Eisencraft
et al., 2011), nos quais a transmissao de uma mensagem usualmente se d4 mediante o sincronismo
entre dinamicas cadticas que definem, respectivamente, um transmissor e receptor de sinais. Obvi-
amente, a robustez a ruido deste mecanismo de sincronismo define a prépria capacidade do canal
de transmitir informacao, e estratégias de filtragem ocupam um papel fundamental na viabilizagao

prética de tais sistemas.

O presente capitulo esta estruturado sa seguinte forma. A secdo 6.2 introduz o problema de estima-

cao de estados no contexto de filtragem aqui abordado, e apresenta os métodos cldssicos de filtragem
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empregados para comparagdo com a proposta. A secdo 6.3 introduz a proposta de sombreamento e
filtragem baseada em computacao evolutiva, bem como o método de otimizacao bio-inspirado utili-
zado. A se¢do 6.4 mostra o desempenho da proposta frente aos métodos cldssicos de filtragem quando
um nimero adequado de amostras por janela é utilizado tanto para o mapa de Hénon como para o
mapa logistico. Por fim, a secdo 6.5 traz uma discussdo sobre os resultados obtidos pela proposta, e

algumas conclusdes e perspectivas a luz do atual estdgio dos trabalhos desenvolvidos na literatura.

6.2 O problema de estimacao de estados

6.2.1 Definindo o problema de estimacao de estados

Considera-se aqui o problema de extrair uma série temporal cadtica a partir da observacdo de
uma mistura (do tipo aditiva) desta com um ruido gaussiano, assumindo que a dindmica F(x, p) é
conhecida, mas ndo seu vetor de parametros p nem a condi¢do inicial xy. Neste caso, a informacgao
disponivel consiste em uma observacao ruidosa do sinal caético (z(n)) e na estrutura da dinamica.
Por exemplo, no caso do mapa de Hénon tal como apresentado anteriormente (capitulo 3 - apéndice),

e reproduzido aqui por simplicidade, assume-se que o sinal cadtico € gerado segundo:

z(n+1) = y(n)+1—az’(n) (6.1)
yn+1) = Buln)

e a condicdo inicial xo = [z(1) y(1)]" e o vetor de pardmetros p = [ 3]7 sdo desconhecidos e o

sinal observado € dado pela Eq. (6.2):
z(n) = x(n) +¢(n) (6.2)

sendo ((n) um processo gaussiano e branco com média zero e x(n) a série produzida pelo mapa de
Hénon. Nas simula¢des realizadas, a variancia das amostras de ((n) € usada para controlar a relacdo
sinal-ruido. A presente proposta consiste, portanto, em estimar o sinal cadtico livre de ruido z(n)
tendo exclusivamente acesso a estrutura da dinamica fornecida pelas equacdes (6.1) e a observa-
¢do ruidosa z(n). Este mesmo procedimento de filtragem foi aplicado ao mapa logistico (tal como
definido no capitulo 3 - apéndice) com o intuito de ilustrar a generalidade do método.

Embora apenas esses dois modelos cadticos cldssicos tenham sido aqui abordados, tanto a meto-
dologia proposta como os métodos de filtragem usados para comparacao t€m carater geral e podem
ser testados e aplicados a outros sistemas nao-lineares de tempo discreto ou continuo.

Antes de introduzir a proposta em mais detalhes, apresentam-se a seguir brevemente os métodos
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de filtragem usados como referéncia para comparagao na avaliacao de desempenho.

6.2.2 Método comparativo 1: filtro de Kalman estendido

O filtro de Kalman (KF) € um poderoso e bem-conhecido método de estimagao que fornece es-
timativas de estado recursivas de minimo erro quadratico médio para um sistema linear imerso em
ruido gaussiano (Haykin, 2002). Entetanto, muitos sistemas dindmicos de interesse ndo sdo descritos
por equagdes lineares, e, nestes casos, o filtro de Kalman ndo pode ser diretamente aplicado. Con-
seqiientemente, para obter uma solucao que permita estender a abordagem de filtragem de Kalman
para modelos nao-lineares, pode-se usar o filtro de Kalman estendido (EKF). A idéia por trds do
EKF ¢ fornecer estimativas recursivas para as varidveis de estado por meio da aplicacao do filtro de
Kalman cléssico ao sistema linear localmente subjacente a dinamica nao-linear. Isso pode ser feito
por meio da linearizag¢do das equacdes de estado em torno dos estados correntes (Haykin, 2002). Em
outras palavras, a idéia bésica do EKF ¢ linearizar a dinAmica para cada instante de tempo em torno

da amostra mais recente. Assim, para um sistema dindmico genérico, tem-se:

x(n+1) = F(x(n),p)+ vi(n) (6.3)
z(n) = C(x(n))+va(n)

onde F (x(n),p) representa a dindmica nao-linear de interesse, C (x(n)) é a observacdo e vi(n)
e vo(n) sdo processos descorrelacionados, de média zero, gaussianos, com matrizes de correlagdo
dadas por Q;(n) e Q2z(n), respectivamente. Assim, o EKF pode ser obtido meio das expressdes
(Haykin, 2002):

-1

K(n) =P(n,n—1)C""(n) |C'(n)P(n,n — 1)C' (n) + Qs(n)
a(n) =z(n) — C(X(n,n—1))
x(n,n) =%x(n,n — 1)+ K(n)a(n)
X(n+1,n) = F (X(n,n),p)
P(n,n) =[I—-K(n)C'(n)]P(n,n—1)
P(n+1,n) = F'(n+ D)P(n,n)F" (n+ 1) + Qi (n)

(6.4)

Nestas equagdes, z(n) € um vetor com os sinais observados, F (x(n), p) e C (x(n)) sdo definidos
como em (6.3) e P(n, k) e X(n, k) sdo os erros de predicdo da matriz de covariancia e a estimativa
dos estados no instante n computado a partir dos sinais observados até o instante k, respectivamente.

As matrizes jacobianas F’'(n) e C’'(n) sdo computadas, respectivamente, a partir da linearizagdo de
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F (x(n),p) e C (x(n)) em torno da estimativa do estado corrente, e sdo dadas por:

/ 9C (x(n))
O~ PCEm) (6.5)
ox x=%(n,n—1)
, IF (x(n —1),p)
F =
(n) 0x x=%(n—1,n—1)

E importante observar que o EKF exige conhecimento do vetor de parametros p para a completa
caracterizacdo do sistema dinamico, e a condicdo inicial pode ser estimada como a amostra inicial da

observacao ruidosa.

6.2.3 Meétodo comparativo 2: filtro de Wiener

O filtro de Wiener (WF) baseia-se na idéia de obter uma estimativa Z(n) que seja a mais préxima
possivel do sinal livre de ruido x(n) no sentido do erro quadratico médio (Haykin, 2002). Matemati-

camente, os parametros do filtro sdo obtidos como a solu¢do do seguinte problema de otimizacao:
arg min Jyiener = E{[z(n) — 2(n)]*} (6.6)

onde w denota o vetor de parametros do filtro.
Se for considerada uma estrutura de filtragem linear e invariante no tempo com resposta ao im-

pulso finita, sua saida € dada por:

A

#(n) = woz(n) +wiz(n —1) + ... +wp_12(n — L+ 1) = w’z(n) (6.7)
onde w e z(n) sdo dados pela Eq. (6.8):

w = [wowy ... wp_]" (6.8)

zin) = [z2(n)z(n—1) ... z2(n— L+ 1)]T
Pode-se demonstrar (Haykin, 2002) que o vetor de parametros 6timo do filtro ¢ dado por:
w=Rk 6.9)

onde R = F{z(n)z’ (n)} é a matriz de autocorrelagdo da entrada e k = FE{z(n)z(n)} é o vetor
de correlagdo cruzada entre o sinal desejado e a entrada. Nota-se que o projeto do filtro de Wiener
exige conhecimento do sinal desejado x(n), o que torna este paradigma uma importante referéncia

para indicar a performance que uma estrutura linear pode atingir num cendrio supervisionado.
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6.3 Filtragem de séries temporais caéticas por meio de uma abor-

dagem evolutiva

6.3.1 A tarefa de filtragem como um problema de otimizacao

Uma vantagem curiosa e relevante para o método de filtragem aqui proposto reside no fato de o
desconhecimento do vetor de parametros p da dindmica permitir que o sistema que busca aproximar
a série temporal observada passe a ter mais graus de liberdade, o que torna possivel uma determinada
incerteza nas condicdes iniciais ser “acomodada nos pardmetros da dindmica”. Isso fornece um maior
poder de sombreamento ao mapeamento aproximador da observacdo. Com o intuito de ilustrar de
forma apropriada este fendmeno, a figura 6.1(a) mostra a divergéncia de duas Orbitas inicialmente
préximas (com condic¢des iniciais perturbadas por uma magnitude de 0.001) para o sistema de Hénon
operando em caos. Observa-se nesta situacao um intervalo de sombreamento limitado, o que se deve
a imprecisao nas condi¢des iniciais e tem suas caracteristicas de divergéncias impostas pelo maior
expoente de Lyapunov. No entanto, quando o vetor de parametros também € tomado como livre, o
sistema torna-se mais flexivel e o poder de sombreamento aumenta, conforme mostrado na figura
6.1(b). Neste dltimo caso, a condicao inicial estimada para a trajetoria de sombreamento é muito
mais discrepante daquela que leva a trajetdria cadtica original do que no cendrio de simulacdo da
figura 6.1(a). Esta maior imprecisdo na condi¢do inicial € compensada por flutuagdes no vetor de

parametros, revelando uma interessante capacidade de aproximac¢ao do mapeamento.

A maior capacidade de sombreamento, conforme mostrado na figura 6.1(b), tem importantes con-
seqiiéncias praticas. A primeira relaciona-se com a possibilidade de encontrar trajetérias de som-
breamento mais longas sem a necessidade de estimativas extremamente precisas para a condi¢ao
inicial. A segunda conseqii€ncia pratica reside na possibilidade de obtencdo de uma pseudo-6rbita de
sombreamento definida aqui como a unido de 6rbitas que sombreiam adequadamente partes (janelas)
da observacdo. Esta estratégia de estimacdo permite resolver o problema de filtragem, uma vez que
fornece uma estimativa da série cadtica puramente deterministica imersa em ruido. O termo pseudo-
orbita foi aqui utilizado devido ao fato de a unido de trajetorias fornecidas por sistemas dindmicos
distintos nao definir rigorosamente uma 6rbita na teoria formal de sistemas dindmicos. No entanto, a
introducdo de tal idéia permite aqui definir um novo cendrio na solucao do problema de estimagdo de

estados, sombreamento e filtragem de sinais cadticos.

A fim de resolver o problema de filtragem, é importante estabelecer uma forma robusta de es-
timacgdo dos parametros e condi¢des iniciais que levam a uma trajetoria de sombreamento para um

intervalo relativamente longo da série temporal observada. Isso motiva a proposta de reformulagao
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Figura 6.1: O painel 6.1(a) mostra a divergé€ncia entre Orbitas cadticas inicialmente préximas para
o mapa de Hénon com condigdes iniciais xo = [0.2 0.2]7 e xo = [0.201 0.2]" considerando
p=1[14 O.B]T. N, € o nimero de amostras. O painel 6.1(b) mostra o aumento no poder de som-
breamento quando p também é tomado como um parametro livre. Neste caso, a Orbita cadtica foi
obtida para xo = [0.2 0.2]7 e p = [1.4 0.3]7, enquanto a 6rbita de sombreamento foi obtida para
xo = [0.0149 0.1812]7 e p = [1.3194 0.3460]7.
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do problema de sombreamento no seguinte problema de otimizagdo:

arg r)gi’g{f(xo, p)} (6.10)
com:
= )
f (x0,p) = 3 D (g(n) = 2(n) (6.11)
S n=1

onde N, é o numero de amostras. Deseja-se, portanto, encontrar os valores de x, € p que minimizam
a fun¢do custo f(xo,p) dada pelo erro quadritico médio entre a solucdo candidata g(n) e o vetor
observado z(n). A solucdo candidata g(n) é obtida resolvendo (iterando ou integrando) F(x, p) para
um dado vetor de parametros candidato p e uma dada condic¢do inicial candidata x;.

Como a fung¢ao custo apresentada em Eq. (6.11) depende de equacdes de estado nao-lineares, que
sdo fortemente sensiveis ao vetor de parametros e a condicao inicial, método cldssicos de otimizacao
(e.g. métodos baseados no gradiente) sao usualmente inadequados para lidar com a multimodalidade
inerente as fungdes custo obtidas, o que justifica o emprego de métodos alternativos de otimizagao.
Com o intuito de resolver este problema, adota-se aqui uma heuristica de busca inspirada no sistema
imunolégico que tem significativo poder de busca (Castro & Timmis, 2002; Castro, 2006). E impor-
tante observar que outras meta-heuristicas de otimiza¢do, como otimizacdo por enxame de particulas
ou evolucao diferencial, poderiam ser empregadas, mas, a titulo de comparagdo, torna-se mais infor-
mativo investigar o desempenho do método proposto frente a performance de metodologias classicas
na teoria de estimacao, € ndo propriamente investigar qudo bem os diferentes métodos de otimizagao

resolvem o problema formulado.

6.3.2 Otimizacao inspirada em sistemas imunolégicos artificiais

Sistemas imunoldgicos artificiais (AIS) correspondem a uma estratégia computacional bio-inspirada
que usa conceitos derivados do estudo do sistema imune de organismos superiores (Castro & Zuben,
2002; Castro, 2006). Estes sistemas t€m sido aplicados em diversos problemas de engenharia, e, no
presente trabalho, sdo usados para otimizacio no contexto das idéias de selec@o clonal e maturacao
por afinidade que levam a uma boa performance em termos de convergéncia global em problemas
com significativa multimodalidade (Castro & Timmis, 2002).

O principio de selecdo clonal estabelece que, quando um organismo € invadido por um antigeno
(e.g. virus ou bactéria), células especificas do sistema imune reconhecem o elemento exégeno e sdao
selecionadas para proliferar, o que d4 um origem a um processo de clonagem com taxas propor-
cionais a afinidade - definida partir de alguma medida de reconhecimento - entre essas células e o

antigenos. No processo de maturacdo por afinidade, os individuos produzidos na geragdo corrente
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sofrem mutagdes, e a geracdo mutada pode eventualmente apresentar individuos mais bem adaptados
ao reconhecimento (Castro & Timmis, 2002; Castro & Zuben, 2002).

Para efetivamente converter essas idéias em um algoritmo de otimiza¢do adequado, como o al-
goritmo CLONALG proposto por Castro € Timmis (Castro & Timmis, 2002) e Castro e Von Zuben
(Castro & Zuben, 2002) e aqui utilizado, € necessario fazer algumas consideracdes. Primeiramente,
cada solugdo candidata ao problema de otimizacdo corresponde a um individuo que € descrito por
um vetor de valores reais representando, em termos simples, a estrutura de uma célula imune. A
qualidade de um individuo (chamada aqui de medida de ajuste - do inglés fitness measure) € definida
pela funcgio custo, fornecendo meios de quantificar a afinidade anticorpo-antigeno (Castro & Timmis,
2002; Castro & Zuben, 2002).

Finalmente, o algoritmo considera ainda a insercdo de novos individuos aleatoriamente gerados
para substituir os individuos de pior qualidade com o intuito de realizar uma melhor exploracdo do
espaco de busca. Todos esses passos podem ser sumarizados no pseudo-codigo 6.1.

E importante notar que o algoritmo CLONALG busca a maximizacdo da medida de ajuste (defi-
nida como Jp;7) € ndo a minimizacao direta da funcdo custo apresentada na Eq. (6.10). Consequen-
temente, deve-se utilizar a seguinte transformacao para a conversao do problema de minimizacdo em

maximizagao:
1

1+ f(x0,P)

Nas simula¢des aqui realizadas, foram considerados ainda uma populagdo de N = 75 individuos,

Jrr = (6.14)

N, = 10 clones e um valor adaptativo de n come¢ando em 1 e, apds a metade do nimero de geracdes
(estabelecido aqui num total de 2000), aumentado linearmente até que um valor de 200 seja alcangado.
Para que o espaco de busca possa ser adequadamente explorado, os 20 individuos com pior ajuste sdo
substituidos por individuos aleatoriamente gerados a cada 40 geracdes. Para mais detalhes sobre as
heuristicas utilizadas para o ajuste de parametros deste algoritmo recomenda-se (Castro & Timmis,
2002; Castro, 2006)

6.4 Resultados

6.4.1 Filtragem de séries temporais cadticas usando a metodologia proposta

Uma vez que a estratégia de filtragem proposta foi estabelecida na secao 6.3, € esperado que dois
fatores sejam cruciais na definicio do desempenho do método: o niimero de amostras a ser usado
em cada janela para qual se deseja encontrar a orbita de sombreamento e a SNR do sinal observado.
Com o intuito de capturar a influéncia destes parametros, a figura 6.2 mostra o erro quadratico

médio (EQM) obtido para diferentes SNRs e para séries temporais de diferentes tamanhos para o
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Algoritmo 6.1 Pseudo-cédigo para o algoritmo CLONALG
[CLONALG]

1. Inicialize aletoriamente a populacdo (N);
2. Determine a medida de ajuste de cada individuo: Jg;7;
3. Enquanto o nimero méaximo de gera¢des ndo for atingido, faga

(a) Crie N, clones para cada individuo;

(b) Mantenha o individuo original, e aplique o processo de mutacao para cada clone conforme
descrito na Eq. (6.12):

¢ =c+7Y(0,1) (6.12)
com: 1
Y= ﬁexp(—JFIT) (613)

onde ¢’ e ¢ representam os clones modificados por mutacéo e os originais, respectiva-
mente. Y (0, 1) representa uma varidvel aletéria gaussiana com média zero e variincia
unitdria e 7 representa um parametro de controle que estabelece a mutacdo aplicada;

(c) Avalie a medida de ajuste de cada individuo da populacdo e mantenha na populagdo apenas
a melhor solugdo de cada grupo dado pelo individuo e seus clones mutados;

(d) A cadat geracdes, elimine os m elementos com pior ajuste e os substitua por individuos
aleatoriamente gerados;

4. Retorne ao passo 3.

mapa de Hénon. A série original cadtica corrompida por ruido foi gerada assumindo p = [1.4 0.3]7,
xo = [0.2 0.2]T na Eq. (6.1) e iterando o mapa 100 vezes. Nota-se que a abordagem evolutiva para o
problema de estimacdo de estados leva a solu¢des ruins quando janelas com um ndmero muito grande
de amostras sdo utilizadas (curva 1 - figura 6.2), o que é um reflexo da inevitdvel capacidade limitada
de sombreamento obtida para um dinamica caética. A performance do método de estimagao também
¢ deteriorada com a redu¢do da SNR, dado que a caracteristica deterministica da observacdo tende a
ser mascarada com o aumento da presenca de ruido. Entretanto, quando um janelamento adequado
da observagdo € empregado, ou seja, quando um nimero adequado de amostras por janela (N;,,) €
utilizado, e.g. Ny, = 20 - curva 2, figura 6.2 -, 0o método de filtragem proposto pode apresentar uma
melhora expressiva no seu desempenho. A progressiva reducdo do V,,,, pode deteriorar 0 processo
de estimacao, o que pode ser observado na curva 3, figura 6.2. Assim, um nimero significativamente

baixo (N, = 10) de amostras por janela impossibilita capturar a estrutura deterministica da série
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temporal, incorporando ruido na estimativa dos parametros e das condicdes iniciais. Apenas como
ilustragao da melhora obtida com o processo de filtragem, tem-se que o EQM obtido para duas traje-
torias cadticas inicialmente proximas (conforme mostrado na figura 6.1(a)) é de 0.9020, isto €, mais
que o dobro do EQM obtido no pior cendrio de simulagdo da figura 6.2.

A partir da figura 6.2, € possivel concluir que o comprimento da janela utilizada para se encontrar
a trajetéria de sombreamento tem um duplo efeito no método de filtragem. Se, por um lado, o niimero
de amostras ndo pode ser excessivamente grande devido a capacidade de sombreamento inevitavel-
mente limitada das dinamicas cadticas, por outro, ele deve ser suficientemente grande para capturar as

caracteristicas deterministicas presentes na observac¢do, minimizando assim o efeito das componentes
estocasticas.
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Figura 6.2: Erro quadratico médio (EQM) obtido para o método proposto considerando diferentes

SNRs e nimero de amostras por janela (N, ,,) para a varidvel de estado z(n) do mapa de Hénon. N
€ o numero total de amostras

A qualidade da filtragem realizada pelo método proposto quando um valor adequado de N/, €
utilizado € ilustrada na figura 6.3. O painel superior desta figura mostra o sinal estimado para uma
de observagdo com uma SNR de 5.7 dB, assumindo NN,,,, = 20, enquanto o painel inferior mostra
uma solugdo puramente deterministica inadequado ao problema quando N/, = 100, ou seja, além
do poder de aproximacdo do mapeamento estimado por meio da estratégia de computacdo evolutiva.
Observa-se na figura 6.3(b) que a trajetdria de sombreamento estimada aproxima a observacdo e a
propria solucdo original apenas em intervalos de tempo especificos, 0 que implica na existéncia de

um sinal puramente deterministico que resolve o problema de otimiza¢do proposto, mas nao mais
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associado com o sinal cadtico original imerso em ruido que d4 origem a observagdo. O mesmo nao
ocorre no cendrio de simulagdo da figura 6.3(a), em que a solu¢ao do problema de otimizagao leva a

um sinal estimado muito préximo da observagdo e do sinal cadtico original.

6.4.2 Teste e comparaciao do desempenho da proposta

Em termos praticos, é necessario definir o nimero de amostras por janela a ser empregado de
forma cega, ou seja, a partir apenas das informacdes disponiveis que consistem no vetor observacao
€ na propria série estimada pelo método. Nesta situagdo, um valor adequado para N/, pode ser
encontrado baseado na convergéncia dos parametros estimados da dindmica e no erro quadratico
médio de observacdo EQM,,, definido aqui como o erro quadritico médio entre a série estimada e a
observagdo. Isso implica que, quando um valor de N, for insuficiente para caracterizar a estrutura
deterministica da série, uma maior flutuacdao deve ser observada nas estimativas dos parametros da
dinamica, o que pode ser quantificado pelo aumento dos desvios-padrao associados aos mesmos. Por
outro lado, quando um valor inadivertidamente grande de amostras por janelas € utilizado, tem-se o
aumento significativo do erro de observacio indicando que a capacidade de sombreamento foi tomada
além de seu limite de aproximacao.

Quando um vetor observagado relativamente longo € considerado, por exemplo, um vetor de 1000
amostras, a heuristica para encontrar o nimero adequado de amostras por janelas pode ser verificada
pelos resultados mostrados na figura 6.4, na qual € mostrada a média 4+ o desvio-padrao (barra de
erro) para os parametros estimados da dindmica considerando diferentes valores de N /,, € uma SNR
de 11.7 dB (figura 6.4(a) e 6.4(b)). Observa-se claramente que, para N,/,, = 10, o valor obtido
para a média dos parametros da dindmica divergem de seus valores ideais e um alto desvio-padrao é
obtido (quando comparado, por exemplo, aos resultados obtidos tomando N/, = 25), um fato que
decorre da influéncia do ruido no processo de estimagdo. Com o aumento progressivo de N/, as
estimativas tendem a convergir para seus valores ideais, reduzindo o EQM em relacdo a serie original
(figura 6.4(c)), assim como o desvio-padrao dos parametros estimados até que um 6timo € alcancado,
0 que acontece entre N,,, = 20 e 25. Depois destes valores (i.e. N/, > 30), o EQM comega
a crescer novamente, o que também é acompanhado por um suave aumento do erro de observacao
(mostrado na figura 6.4(d)). Este aumento no EQM, estd associado as referidas solu¢des inadequadas
do problema de otimizacdo quando a capacidade de sombreamento do mapeamento ajustado pelo
algoritmo evolutivo € insuficiente para contornar a natureza cadtica da observacdo. Assim, a busca por
convergéncia dos parametros estimados e, a0 mesmo tempo, por um baixo EQM,, levam a estabelecer
N/, em torno de 20 e 25, o que € perfeitamente compativel com o erro quadratico minimo em relagdo
a série original, indicando a eficiéncia da heuristica proposta.

Nota-se ainda na figura 6.4(c) que, para uma escolha adequada de N/, o EQM obtido com
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Figura 6.3: O painel 6.3(a) e 6.3(b) mostram a série cadtica original livre de ruido, a observagao
(série cadtica com ruido) e o sinal cadtico livre de ruido estimado para N/, = 20 e Ny, = 100,
respectivamente, considerando uma SNR de 5.7 dB para a varidvel z(n) do mapa de Hénon. O painel
inferior mostra apenas as 50 primeiras amostras para uma melhor visualiza¢do das séries temporais.

o método proposto aproxima o EQM fornecido pelo filtro de Wiener no cendrio supervisionado, ou

seja, estd proximo do desempenho de uma estrutura linear de filtragem 6tima quando o sinal desejado
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Figura 6.4: O painel 6.4(a) e 6.4(b) mostram, respectivamente, a média & e desvio-padrio (barra
de erro) para os parametros « e /3 estimados considerando diferentes nimero de amostras por janela
(Ns/w). O painel 6.4(c) mostra o EQM obtido pelo método proposto, para o filtro de Wiener (WF)
e para o filtro de Kalman estendido (EKF). O painel 6.4(d) mostra o erro quadritico médio de ob-
servacdo (EQMg). A SNR da observacdo é aproximadamente 11.7 dB e um total de 1000 amostras
foi considerado. As linhas tracejadas nos painéis 6.4(a) e 6.4(b) denotam os valores originais dos
parametros (o« = 1.4 e § = 0.3).

¢ conhecido (Haykin, 2002), o que é um indicativo de uma filtragem de boa qualidade. Além disso,
o método proposto mostra-se também mais eficiente do que o filtro do Kalman estendido mesmo
exigindo menos informacdo em relagdo a dinamica (o EKF exige conhecimento dos parametros do
modelo). E importante observar que ambos os métodos usados aqui a titulo de comparacio pos-
suem a vantagem de ndo exigirem um janelamento da observagdo, mas, a partir da comparacdo com
os resultados obtidos, e considerando a informacao exigida por cada um deles, é razodvel afirmar

que o método proposto tem um bom potencial de filtragem quando a heuristica aqui proposta para
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estabelecer IV, € utilizada.

Visando fornecer uma melhor visualizacdo do desempenho da proposta, a figura 6.5 mostra as
séries temporais obtidas pelos diferentes métodos de filtragem utilizados aqui. Assim, o painel 6.5(a)
mostra a série temporal obtida usando o filtro de Wiener (WF), enquanto o painel 6.5(b) mostra a série
temporal estimada pelo método proposto. Por fim, o painel 6.5(c) mostra a série obtida por meio da
abordagem do EKF. Pode-se claramente observar na figura 6.5 que a proposta exibe um desempenho

préoximo do WF, mesmo trabalhando em um cendrio ndo-supervisionado.
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Figura 6.5: O painel 6.5(a) mostra a série temporal cadtica original (livre de ruido), a observagao
corrompida por ruido com uma SNR de 11.7 dB e o sinal cadtico obtido ap0s a filtragem de Wiener
(WF). Os painéis 6.5(b) e 6.5(c) s@o anédlogos ao primeiro, mas trazem o sinal estimado pelo método
proposto considerando NV, = 25 e estimado pelo EKF, respectivamente.

A fim de evidenciar que a metodologia proposta nao estd restrita apenas a situacdes de baixo nivel

de ruido, a figura 6.6 traz os resultados das simulacdes andlogas as realizadas na figura 6.4, mas
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agora com uma SNR de 5.6 dB. Observa-se, nesta situa¢do, que o aumento da poténcia do ruido con-
tribui para um aumento no desvio-padrdo dos parametros estimados da dinAmica para baixos valores
de Ny/y. Além disso, o aumento no EQM, segue um padrio similar ao observado no cendrio da
simulagdo anterior, aumentando suavemente quando N/, = 30, 0 que sugere que o valor adequado
para N/, ndo sofre desvio neste caso. De fato, um minimo EQM € obtido para N,,,, = 25, algo que

lustra a robustez da heuristica em ambientes ruidosos.
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Figura 6.6: Os painéis 6.6(a) e 6.6(b) mostram, respectivamente, a média £ desvio-padrio (barra
de erro) para os pardmetros estimados « e (3 considerando diferentes nimero de amostras por janela
(Ns/w). O painel 6.6(c) mostra o EQM obtido pelo método proposto, pelo filtro de Wiener (WF) e pelo
filtro de Kalman estendido (EKF). O painel 6.6(d) mostra o erro quadrético de observagdo (EQM,).
A SNR da observagdo é aproximadamente 5.6 dB e um total de 1000 amostras foi considerado.
As linhas tracejadas no primeiro e segundo painel denotam os valores originais dos parametros da
dindmica (« = 1.4e 8 = 0.3).

As séries temporais obtidas para este cendrio de simulacdo considerando os diferentes métodos
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de filtragem empregados sdo mostradas na figura 6.7. Novamente, nota-se que o desempenho do
método proposto aproxima-se da abordagem de Wiener que fornece um EQM relativamente baixo e

¢ bem superior a abordagem EKF.
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Figura 6.7: O painel 6.5(a) mostra a série temporal cadtica original (livre de ruido), a observagao
corrompida por ruido com uma SNR de 5.6 dB e o sinal cadtico obtido apds a filtragem de Wiener
(WF). Os painéis 6.5(b) e 6.5(c) s@o andlogos ao primeiro, mas trazem o sinal estimado pelo método
proposto considerando N/, = 25 e estimado pelo EKF, respectivamente.

A heuristica proposta para estimar o comprimento adequado da trajetria de sombreamento exi-
gida para propiciar uma filtragem de boa qualidade também foi verificada no caso do mapa logistico
(capitulo 3 - apéndice). Neste cendrio, o vetor observacdo € gerado adicionando ruido as séries cad-
ticas obtidas pela iteracdo do mapa quando o« = 3.75 e x(1) = 0.2, fornecendo um vetor z(n) com
uma SNR de 10.7 dB. A figura 6.8(a) mostra a média + desvio-padrdo do parametro «, enquanto

a figura 6.8(b) mostra o EQM obtido pelo método proposto, pelo filtro de Wiener e pelo filtro de
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Kalman estendido, respectivamente. O erro quadritico médio de observacdo € mostrado na figura
6.8(c). Como observado nos casos anteriores para o mapa de Hénon, o EQM decresce conforme
a estimativa dos parametros da dindmica vai convergindo para a média ideal dos parametros origi-
nais diante do aumento progressivo de N /,,. Depois de atingir um valor adequado, o EQM passa a
crescer novamente indicando que a capacidade de sombreamento foi ultrapassada, o que também ¢é

acompanhado por um aumento no erro quadratico médio de observacao.
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Figura 6.8: O painel 6.8(a) mostra a média £ desvio-padrao (barra de erro) para os parametros o
estimados da dindmica considerando diferente nimero de amostras por janelas (Ny/,). O painel
6.8(b) mostra o EQM obtido pelo método proposto, o filtro de Wiener (WF) e pelo filtro de Kalman
estendido (EKF). O painel 6.8(c) mostra o erro quadratico médio de observacdo (EQMg ). A SNR
da observagdo € aproximadamente 10.7 dB e um total de 1000 amostras foi considerado. A linha
tracejada no primeiro painel denota o valor do pardmetro original da dindmica (o = 3.75).

A figura 6.9 mostra as séries temporais obtidas para as diferentes abordagens de filtragem em-

pregadas. Observa-se claramente o bom desempenho do filtro de Wiener (figura 6.9(a)), enquanto o
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método proposto apresenta algumas estimativas com significativa divergéncia em relagdo ao desejado
(figura 6.9(a)), mas, mesmo assim, com qualidade muito superior a da observacao ruidosa. J4 o EKF
produz estimativas muito mais préximas do ruido do que do sinal desejado (figura 6.9(c)), o que

revela uma impossibilidade de realizar de forma adequada o processo de filtragem.

—caétic‘o sem ruido ——cadtico sem ruido | ,
0.6l == cadtico com ruido || == cabtico com ruido | &
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g 2
(%) ()
-0.8 L L L L
0 10 20 30 40 50
N
S
(a) filtro de Wiener (b) Filtragem por ajuste evolutivo
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(c) filtro de Kalman estendido

Figura 6.9: O painel 6.9(a) mostra a série cadtica original (livre de ruido), a observagdo corrompida
com ruido com uma SNR de 10.7 dB e o sinal filtrado pela abordagem de Wiener (WF). Os painéis
6.9(b) e 6.9(c) sdo andlogos ao primeiro painel, mas trazem o sinal estimado pelo método proposto
considerando NN, /,,, = 50 e o sinal estimado pela abordagem EKF, respectivamente.

Com o objetivo de avaliar o desempenho das diferentes abordagens de filtragem para diferentes
SNRs, pode-se definir o ganho de filtragem (G'; em dB) em relagdo a poténcia do ruido adicionado,

na forma: 9

g,
Gy = 101og10[0—;] (6.15)

onde o2 é a variancia do ruido e o € 0 EQM entre o sinal estimado e o desejado.
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Figura 6.10: Desempenho de filtragem para as abordagens evolutiva (proposta), Wiener e EKF aqui
estudadas em termos do ganho de filtragem (G ¢) pela SNR da observagdo (SNR;,). Os painéis 6.10(a)
e 6.10(b) mostram, respectivamente, os resultados obtidos para o mapa de Hénon e para o mapa
logistico

A figura 6.10 mostra o ganho de filtragem obtido para diferentes SNRs tanto para o mapa de
Hénon (figura 6.10(a)) como para o mapa logistico (figura 6.10(b)). Observa-se que o ganho de
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filtragem do filtro de Wiener é bem superior ao obtido pelos demais método para ambos os mapas
discretos. Isto de certa forma é reflexo do uso de uma grande quantidade de informacao a priori (o
préprio sinal desejado usado para o projeto do filtro), o que ndo € feito para as demais abordagens.
O método proposto mostra um ganho significativo de filtragem tanto para ambientes ruidosos (SNRs
abaixo de 10 dB) como para ambientes moderadamente ruidosos (SNRs entre 10 e 20 dBs) para
ambos os mapas. Jd em ambientes de baixo ruido, observa-se um ganho abaixo de 0 dB para o
método proposto e eventualmente um pior desempenho que o proprio EKF. Isso se deve ao fato da
poténcia do ruido ser praticamente desprezivel diante da poténcia do sinal cadtico de interesse, 0
que faz com que as minimas divergéncias da série estimada em relacdo a original fornecam séries
temporais mais distorcidas do que a prépria observagao, situacdo esta em que, muito provavelmente,
o processo de filtragem ndo € mais necessario em termos praticos.

Observa-se ainda que, em ambientes bem ruidosos (em torno de 0 dB), tanto o processo de fil-
tragem via ajuste evolutivo como o EKF sdo capazes de melhorar a qualidade do sinal obtido, sendo
que o método proposto pode chegar a apresentar um ganho de filtragem G de 5 dB. Em especial,
no caso do mapa logistico, observa-se que o EKF possui desempenho compardvel ao da proposta
neste cendrio de simulacdo (e.g. para SNR = —3.2 dB e SNR = —1.3 dB), mas seu desempenho é
significativamente inferior entre 0 e 20 dB, o que é compativel com as formas de onda mostradas nas
figuras 6.9 e 6.5, onde tem-se uma observagao de 10.7 dB e o EKF € incapaz de encontrar estimativas
satisfatdrias para a série desejada.

As limitagoes da abordagem EKF na filtragem de séries temporais cadticas ja foram apontadas por
Wan e Merwe (Wan & Merwe, 2000), onde um desempenho similar ao aqui obtido foi evidenciado
para a série cadtica de Mackay-Glass. Neste trabalho, os autores propdem a utilizacdo de uma versao
modificada do EKF chamada unscented Kalman filter - UKF - para realizar a filtragem da série
cadtica, obtendo uma melhora significativa de desempenho. A implementacdo do UKF, bem como
a sua comparacao com a metodologia proposta, aparece aqui como uma perspectiva natural para um

trabalho futuro.

6.5 Discussao e conclusoes

O problema de filtragem de séries temporais cadticas foi abordado neste capitulo assumindo que
a estrutura da dinAmica é conhecida, mas ndo sua condicdo inicial, nem mesmo seus parametros. De
maneira geral, os métodos disponiveis na literatura que visam resolver o problema de filtragem e som-
breamento incorporam a informacdo a priori de que dinamicas nao-lineares assumem linearizagdes
locais, obtendo a trajetdria livre de ruido por meio de projecdes do vetor de observagdo na variedade

suave subjacente a dindmica (veja Abarbanel (Abarbanel, 1996) e Grassberger et al. (Grassberger et
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al., 1993) para uma revisdo). De fato, os métodos propostos por Hammel (Hammel, 1990) e Farmer e
Sidorowich (Farmer & Sidorowich, 1991) apresentam bons desempenhos de filtragem para séries tem-
porais com SNR maiores que 10 dB. Em particular, destaca-se que o algoritmo proposto por Kostelich
e Yorke (Kostelich & Yorke, 1990) - baseado na estimativa da matriz jacobiana diretamente a partir
das séries temporais - € capaz de fornecer resultados andlogos aos obtidos tanto por Hammel como por
Farmer e Sidorowich, mas sem qualquer conhecimento das equagdes de estado ou condicdes iniciais.
A partir de uma abordagem analoga, Sauer (Sauer, 1992) mostrou alguns cendrios de simulagdo em
que o processo de filtragem € bem sucedido mesmo envolvendo observacdes em ambientes altamente
ruidosos (e.g. 0 dB), embora o processo de filtragem seja numericamente instavel para alguns pontos

da dindmica e fortemente dependente da qualidade da reconstrucdo do atrator realizada.

De forma alternativa a estes métodos de filtragem, a abordagem aqui proposta para o problema de
filtragem apresenta como contribui¢do central uma estratégia de computacdo evolutiva para o ajuste
do vetor de parametros da dindmica e de suas condi¢des iniciais, o que possibilitou contornar as
instabilidades numéricas presentes na abordagem cldssica adotada na solu¢do do problema de som-
breamento, tal como exposto por Hammel. Mais que isso, a presente abordagem ilustra a flexibilidade
e aumento da capacidade de sombreamento quando o vetor de parametros também € tomado como
livre, fazendo com que uma determinada série cadtica possa ser dividida por partes (“janelas”), e,
dentro de cada uma delas, aproximada por uma trajetéria de sombreamento adequada. Este método
permitiu filtrar de forma apropriada sinais com SNR inferiores a 5 dB. Além disso, quando compa-
rada com os métodos cldssicos de filtragem que usam maior grau de conhecimento a priori (e.g. 0s
proprios sinais originais ou mesmo os parametros da dinamica), a metodologia proposta mostrou-se
com desempenho préximo ao filtro de Wiener, obtendo um EQM bem inferior a outras estruturas
classicas (e.g. EKF) da teoria de estimacdo nao-linear para ambientes com alto e moderado nivel de
ruido. Em ambientes de baixo ruido, o processo de filtragem tanto pela metodologia proposta como
pelo EKF introduzem mais distor¢des do que o préprio ruido da observagdo, e, muito provavelmente,

nao sao necessdrios na pratica.

O método de filtragem proposto pode ser considerado estruturalmente simples, ndo exigindo qual-
quer manipulagdo (e.g. diferenciacio) das equacdes da dinamica, estimativas de jacobiano, ou recons-
trucdo do atrator no espacgo de estados. Em especial, essas vantagens permitiram contornar diversas
dificuldades numéricas observadas nos métodos cldssicos de filtragem mais proximos da teoria de
sistemas dinamicos, sendo que o preco a ser pago pelas facilidades apontadas consiste em uma esti-
mativa adequada do tamanho da janela de sombreamento a ser empregada, o que estd intrinsecamente
relacionado com a capacidade de sombreamento do mapeamento diante da precisdo do método de
estimacgdo do vetor de parametros e das condicdes iniciais. Com o intuito de melhorar o desempenho

da metodologia proposta, uma heuristica para definir o tamanho da janela de sombreamento foi intro-
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duzida e validada considerando modelos emblemadticos da teoria de sistemas dindmicos ndo-lineares.
O emprego desta heuristica revelou um compromisso entre o nimero de amostras a ser utilizada
de forma a capturar a caracteristica deterministica da observacdo e a capacidade de sombreamento
limitada das dinamicas cadticas. Embora tenha sido observado que a convergéncia dos parametros
estimados da dindmica acompanhada de um baixo erro de observacdo possa conduzir a um desem-
penho de filtragem préximo ao melhor que o método pode alcancar, deve-se enfatizar que talvez este
problema seja melhor formulado no contexto de otimizacdo multi-objetivo, para o qual estes dois
critério sejam atendidos, o que se configura como mais uma perspectiva natural de prosseguimento
do trabalho.

Como aplicagdo, espera-se que o cendrio de filtragem aqui abordado seja particularmente interes-
sante para as novas propostas de sistemas de comunicagdes baseado em sinais cadticos, um paradigma
atraente em termos de consumo de poténcia e tido como seguro em termos de transmissdo de dados
(Lau & Tse, 2003; Baptista et al., 2003; Tam et al., 2006). Obviamente, o uso destas técnicas de
filtragem para aumentar a robustez da sincronizagdo de sistemas cadticos no contexto de sistemas de
comunicacdo (Pecora & Carroll, 1990; Cuomo & Oppenheim, 1993; Wu & Chua, 1993; Eisencraft
& Batista, 2011; Eisencraft et al., 2011) também se configura como uma perspectiva de trabalhos

futuros.



Capitulo 7
Consideracoes Finais

Embora as conclusdes e perspectivas tenham sido tratadas em mais detalhes nos respectivos ca-
pitulos desta tese, pode-se dizer, sucintamente, que, no presente trabalho foram apresentadas novas
contribui¢Oes para andlise de estabilidade, controle e processamento de sinais no contexto de dindmi-
cas ndo-lineares.

Destaca-se como uma das principais vantagens da metodologia para analise de estabilidade me-
diante o calculo do espectro de Lyapunov a sua potencial aplicacdo em dinamicas nao-suaves. Esta
caracteristica, em especial, foi aqui explorada na andlise do modelo de FitzHugh-Nagumo excitado
por pulsos retangulares tanto para a anélise do comportamento assint6tico como comportamento local
do campo vetorial. Esta andlise permitiu evidenciar a presenga de oscilagdes cadticas para este mo-
delo neuronal relativamente simples, o que tem motivado diversas discussdes sobre o papel deste tipo
de comportamento oscilatério nos processos cognitivos de organismos superiores € na computacao
com atratores de um modo geral.

Este procedimento de cdlculo dos expoentes de Lyapunov também foi utilizado em conjunto com
estratégias alternativas de otimizacao para propor uma metodologia de controle por projeto de sis-
temas dindmicos que visa ajustar os parametros livres da equacdes de estado no sentido de obter
um espectro de Lyapunov desejado, produzindo assim padrdes andlogos de oscilagdo com mesmas
medidas invariantes e estatisticas. Esta abordagem é extremamente atraente no contexto do estudo de
diversas doencas dinamicas (i.e. doengas que estdo associadas a ritmos patolégicos de oscilagao de
grandezas fundamentais para o funcionamento de uma célula ou todo um sistema biolégico de um
modo geral), e, justamente por isso, foi aqui testada no controle do modelo neuronal de Hodgkin-
Huxley.

Em relacdo as contribui¢cdes no contexto de processamento sinais produzidos por dindmicas nado-
lineares foi introduzida aqui uma forma de extrag@o cega de sinais cadticos misturados com fontes es-

tocdsticas no cendrio multiregistro, o que teve por base uma andlise por quantificacdo por recorréncia.

157
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Especula-se aqui que esta estratégia possa estabelecer um importante paradigma de processamento
de sinais deterministicos em diferentes contextos tedricos e praticos.

Por fim, um caso particular do desafiador problema de filtragem de sinais cadticos também foi
aqui tratado mediante a reformulacdo deste como um problema de otimizagdo, resolvido por meio
de estratégias alternativas (bio-inspiradas), o que possibilitou contornar uma série de inconvenientes
numéricos presentes até entdo na abordagem cldssica de solucdo. Considera-se que esta estratégia seja
atraente no contexto de filtragem de sinais cadticos produzidos no ambito de simula¢des analdgicas

de sistemas dinamicos ou mesmo para sistemas de comunicagdo baseado em sinais cadticos.
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