[ UNIVERSIDADE ESTADUAL Bl CAMDPINAS
FACULDADE DE ENCENIARIA ELETRICA

PDEPARTAMENTO DE ENGENHARIA DE SISTEMAS

Planejamento da Produgao de Multiplos Itens
com Restricoes de Capacidade Através da
Decomposicao Cruzada

Kleber Xavier Sampalo de Souza

Prof. Dr. Vinicius Amaral Armentang
Orentador

Tese apresentada a Faculdade de Fngenharia Elétrica da Universidade
sstadual de Campinas - UNICAMP como parte dos requisitos exigidos
para a obtencao do titulo de MESTRE EM ENGENHARIA ELETRICA.

23 de Agosto de 1884




éj:d L0 /:j an {,@"U‘Lm\,?zow \Q Mfi@ o fé«m-j 57{ oo @
5{2127;«\’»{&0{;& fo 5(@%@\, K, Seamposs  ole 3@%?4 <

c«z}ym

pelen

(ovmoads JMQ%Q(%: o Selbmdie 1973

Viotian A AumiTons

AGRADECIMENTOS

e A meus pais, sem os quais a realizacao deste trabaltho seria im-

possivel;

Ao Prol. Dr. Vinicius Amaral Armentano pela orientacao du-
rante o desenvolvimento desta tese e estimulo & pesquisa;

Aos professores do Departamento de Engenharia de Sistemas
por seu apoio e dedicagao;

Aos professores José Claudio Geromel, Paulo Morelato Franga
e Roberto D. Galvao pela participacao na banca examinadora:

A Marcos Carnciro pelo cédigo do programa para a resolugio

do PFCM:

Ao amigo Amir Said pelos valoroses comentérios sobre este tra-
balho:

A Henrigue pela amizade ¢ confeccao dos desenhos;

Ao Conselho Nacional de Dezsenvoelvimenio Cientifico ¢ Tecnold-
gico pelo apoio financeiro;



Abstract

QO plancjamento da produgao de maltiplos itens cont restricoes de capacidade
consiste na determinacao das quantidades a serem produsidas em diferentes
periodos de tempo na presenga de restricoes nos recursos disponiveis. O
modelo apresentado neste trabalbo inelur v custo de preparacao para que
esta produgao possa ocorrer. A produgao dos itens em um dado periodo ¢
stijeita a fnpitacoes nas quantidades de horas regudares ¢ horas extras. Alem
disso, o nivel de produgio de gualquer item emomn dado periods 1ambém
¢ hmitado. Este problema ¢ resolvido atraves do mctodo de Decomposicao
Cruzada, o qual pode fornecer uma solugao Otima on proxima da otimali-
dade dependendo do tempo computacional disponivel. Fxste miétodo anilica
o um aneo procedimento a Decornposicao de Benders ¢ & Relaxacao La-

Erangedi.
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Capitulo 1

Introducao

O problema de plancjamento da Produgao de Multiplos itens com restrigoes de Capacidade!
tem side um dos principas topicos de pesgquisa em gerenclanmento de produgac, Bmoam
ambiente Lpico de manufatura, a decisao de produzir um item emoum dado periodomplica
cent preparagac dos meios de producao, guals sejam pessoal ¢ maguinario para a sua con-
fecgao. Tem-se, entio, necessariatente, W Mpo ¢ wm cUsto gastos ein tal preparagao”,
Tomando-se a decisao de produzir ¢ estocar para os meses postertores, reduz-se o custo gho-
hal de preparacao, mas mecorre-se e custo de estocagem. Alem disso, a producio a cada
periodo ¢ hmitada de acordo com os recursos disponiveis. Ainda far parte do planejamento
a decisao sobre o quantidade de horas regulares ezon horas extras também hmitadas, de
forma a nunmimizar ox gastos com pessaal. O problema, entao resulta da constante nego-
clagao entre todos os futores objetivando o atendinento du demanda s costo miniimo,

Guando nao existem restrigoes de capacidade o probleina pode ser resolvido para cada
e produzide pelo algoritmo de programacao dinamica de Wagner-Whitin 1. Se os tem-
pos ¢ cistos de preparagao podem ser agnorados, o plancjamento, ainda gue capacitado,
pode ser resobvido a otimahidade através de programacao hnear. Contudo. conforme ji co-
mentamos, em ambientes pratieos de manufatura estas restricoes estao presentes na maioria
dos casos torpando-se imperioso gue sejarn construidos imodelos que tratem adeguadamente
do problema,

Valores signtficativos de preparacao sugerem umia formulagao atraves de programagio
inteira mista, com a variavers bindrias representando a preparagao de uma dada combinacao
iem-periodo. Como problemas tipiees requerem am planciamento de varios de itens em
longos horizontes de tempos o problema assume grandes proporgoes, fazendo com que na
miaioria dos casos seja resolvido atraves de procedimentos heuristicos que fevam a solugies

AT Dens Tad Size Prodidens
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sub-diimas.

A Teoria da Compleridade Compuiacional possibilita uma medida mais formal da com-
plexidade do problema: ainda gue a hinitagao nas quantidades produzidas seja ignorada,
foil comentado em {21 que o problema resultante ¢ NP-completo. Quando tais quantidades
sao hmitadas, a intratabilidade do problema se mostra ainda mais evidente, pois cada um
dos problemas resultantes da relaxagio Lagrangeana ja ¢ NP-hard 2] .Conseqiientemente
¢ bastante improvavel gue exista wm algoritine computacronalmente eliciente” para a sua
resolugao pois. caso contrario, tal atgoritmo poderia ser utilizade na resolugao de todos
os problemas da classe Nao-Polinmnial, Naturabmente, estes sao resultados de pior caso,
pois um problema exemple mediano pode ser resolvido com razoavel rapidez por métodos
ennmerativos,

O método de Enumeracio implicita do tipo Desdobramento o Sondagem® aplicado ao
problema se torna bastante difici] em situacoes praticas devido aos muitos desdobramentos
necessarios para a obtencao de nima solugao otima. Como resaltado, tal método ¢ utiizado
quase que exclusivamente na obtengao de heuristicas para o probiciia 30 A decomposicao

T,

de Benders for aphcada por Balil 4] ao problema onde nao exite finttagao nas quantida-

des produzidas.mas nao fol feita ama andlise de sua eficienca computacional. A téenica
de subgradiente conjugada a procedimentos heuristicos apresenta melhor desempenho em
problemas grandes que em pequenos 121, quando apheada a problemas com hunitacao na
guantidade total de horas disponiveis, mas sem linitagao nas quantidades produzidas. Umna
ontra aplicacao de subgradientes foi feita em Thizy et al. (22 onde tambem incorporon-se
wim algoritmo de fluxo em redes para que se tivesse i bom indicador da guahdade da
=olucio a cada tteragao.

Outras referéncias refevantes ao estado-da-arte cnquanto procedimentos heuristicos sao
5.6.7.8 onde sao feitos comentarios sobre a imtratabilidade deste tipo de problemas o da
guase inexistoncia de aigoritmos exatos para @ comparagoe com tars heunsticas de modo a
s ter mina ke do gran de acoracdade das miesimas,

(1 objetivo desta pesguitsa ¢ propoer um algoriimio exato de resolugao baseado no mdétodo
de Decomposicao Urazada” 9 0 aplicavel a problemas de tamanho razodvel, seja para a
obtencao de solucoes Stimas. seja para tester e novas hearisticas, Nao obstante, o prineipal
merio do trabatho reside na sugestao de nma forma diferente de abordagem do problema
utitizando nma téomea recém desenvolvida e que tem demonstrado bons resultados quando
aphicada a problemas de Localizacao de Pactlidades 10 tambens N-hard

L linhax gerais, o Método de Decomposicio Crazada explora sinuftancamente as estru.
turas primal ¢ doal de um programa imteiro msto, englobando cm o aneo procedimento
a DPecomposicio de Benders ¢ a Refaxagao Lagrangeana. Sue principal caracterstion ¢ a
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utilizacao dos subproblemas destes métodos agindo como mestres relaxados uin do outro
e os problemas mestres emn sl sao justapostos para garantir a convergéncia global. Porém,
pern todo algoritmo que utiliza os subproblemas primal ¢ dual pode ser considerado como
Decomposicao Cruzada: veja-se, por exemplo, a aplicacao de subgradientes feita por Thizy
eb al. 122)onde a cada nteragao wm problema de fluxo ens redes a custo minimo 6 resolvido
para avaltar a qualidade da solucao, mas nenhuna outra mlormagao além do valor 6timo
primal ¢ considerada pelo métodao de resolucao do problema dual,

Ui fator muito importante ¢ gue o método pode ser ntilizado como lieuristica e truncado
no momento em que se desejar, pois a cada Heragao tem-se Himitantes supertor- e mfertor
bem como uma melthor solugao factivel encontrada ate aquele instante. Com os hmitantes
pode-se ter wma wéla da quahdade da solugao. No Capitwlo 2 faremos uma anahse do
modelo de plancjamento a huz da Decomposicao Cruzada.

Comoe conseqiiencia da aplicagao do Método temos quatro problemas com caracteristicas
bastante diversificadas: os dois probletnas mestres ¢ o3 doms subproblemas primais o duais,

ara resolve-los ¢ feita no capitulo 2 nma anadlise detallbiada da estrutura de eada um dingida
para a sua implementagao computacional.

No Capitulo 4 sao feitos testes computacionais verificando a adequacao do métado ao
problema emn questao ¢ analise comparativa dos resuliados obtidos

Finalmente, no Capitulo b, sio apresentadas as conchisoes ¢ feitas algumas sugestoes

para pesguisas futuras

w1



Capitulo 2

Analise do Modelo através da
Decomposicao Cruzada

2.1 Formulacao

O dimensionamento do tamanho de lotes! no planciamento da producao de viarios itens con-
stste da determinacao da quantidade de cada item que deve ser produzida a cada periodo
deonm horizonte de tempo finto de modo o satisfazer demandas conhecidas Bste dimensi-
onamento deve ser feito de forma o mmmizar os custos fixos ¢ variaveis de producaon, de
estocagem ¢ de uso de recursos Hntados, quals sepam a propria capacidade de producao e
a quantidade de horas regulares o de horas extras disponivers,

U modelo aqur proposto para tal planejamento ¢ o que se seguc:
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onde:

I conjunto de itens:

T conjunto de periodos de terpo:

I: mvel de estogue do item 1 ne periodo f;

N, produgao do item 1 no periodo 7

R, quantidade de horas regalares requeridas no periodo £
£, - quantidade de horas extras requeridas no periodo 1]
d; ¢ o demanda do item 1 no periodo [

o, custo de preparagao do item 7 no periodo 1

a,,  custo anitario de estocagem do item 1 no periodo ¢
v, custo unitdario de produgao do em ¢ no periodo &
b, costo unitario por hora regular

4§y custo unitario por hora extra;

22, | tempao de processamento nuitiano do tem 1

s, tempo de preparacae para a produgao dostenn o

{, limite de horas regalares disponives no periodo I

iy hindte de horas extras no periodo

A, limite de produgao do item 0 no periodo £

} bose o ttem 1 6 produzido no penodo L

A

i

E {1 caso contririo.
O conjuntos de restrigoes ems 7 - e d T sio mterpretados eomo:

e Ax resiricoes 200 comasten de balangos de estogue para cada itemn em cada periodo;

e As restricoes 2.0 estabelecem nm limiie superior nos niveis de produgae de dado dem

e tambon mplicam e que uma preparacao deve ser feita para qualquer nivel positivo

de prodacia:



 As retricoes 2.3 impoemn um eguihbrio entre a guantidade de horas disponivels e a
quantidade de horas utihizadas na produgao em rada peiodo;

& Ax restricoes 201 ¢ 20 mnpaem hotes nas capacidades de horas regulares o horas

extras disponivens,

2.1.1 A Iscolha do Modelo

Objetivando a adogao de um modelo adequado ao problema. foi feita uma analise dos

encontrados na literatura:

Gelders et. al [11] 1. Considera os cusios de preparagac. mas nao considera tempos
de preparacao;
2. Possul hmitagao apenas na quantidade de horas disponivers, passinindo capaci-

dade de produgao ilimitada;

Evans [31 Possut linitagao na quantidade estocada e na quantidade produzida, mas nae

considera os beimpos de preparacio;

Newson (8] Considera custos de estocagem, de produgao ¢ de preparacio bem come tem-
pos de preparacan, mas nao possui lninitacio na guantidade produzida:

Bahl et. al [4] Os custos de extocagem ¢ de utilizacao da mao de obra sio levados em
conta. bem como os tempos de preparacao, porém sua capacidide de prodogao 6
tambem hmitada e nao estabelece e maxnnmo de hioras extras disponivers. Este modelo

¢ semelhante ao de Newson,

Dos maodelos anteriores, o que mais se aproxima do utilizado ¢ o encontrado em Bahl,
pois pernutindo horas regulares ¢ horas extras, necessita apenas que sua capacidade de
produgao seja imitada o que os cnstos de preparagao seja considerades, Como comentado
na mitrodugao, a capacitagao nas guantidades produzidas traz consigo wma elevagao no
nivel de compiexidade do problema. Isie ocorre porgue o problema Lagrangeno nio pode
mais ser resobvido pelo algoritme de programacao dinamica de Wagner-Whitin 1) que ¢
de convergencia polinonal. Ao inves disto, sua resolucao sera feita por algoritmos mais
claborados, pois atnda para o caso especial em que todas as demandas sao tguats, os custos
de estocagen sao nulos e es fungoes podemn ser interpretadas como concavas. com mites
arbitrarios de capacidade on convexas com custo de preparagao snitarios, mostrou-se |2
cqie o probloma resultante ¢ N%hard.

Serad apresentado na proxima segao wma desericao geral do motodo de Decomnposicao

Cruzada e sua apheacdo no maodelo de planciomenio de producio agut proposto.



2.2 0O Método de Decomposicio Cruzada

O principio de decomposigao de um problema ent sua forma primal on dual tem sido uma
das técnicas mals utihzadas no desenvolvimento de algoritmos eficientes para a resolugao
de problemas de programacao inteira msta,

Quando se tem um conjunto de varidveis complicantes, como por exemplo as varidveis
inteiras de um programa inteiro nusto, o decomposicao de DBenders teni-se mostrado parti-
cularmente vantajosa por perimtir que a olinnzacao nesse conjunto seja ferta em separado,
de modo gue se possa wtilizar algoritmos especializados? Quando aphicada a um problema de
progiramagao inteira mista, tal decompaosicao separa-o et um problema mestre envolvendo
apenas variaveis inteiras” e um subproblema nas varidaveis continuas.

Uma eragao padrao consiste de:
1. Para uma dada combinagio das varaveis mterras, o subproblema nas vanaveis continuas

¢ resolvido e suas varidvers duairs determinam o corte dual mias violado;

2. Este corte ¢ adicionado ao probiemia mestre que ¢ entao resofvido determinando uma

nova combinagao de variavers inteiras,
O mctodo se torpa vantajoso quando:
a} Os cortes de Benders sao fortes e somente alguns poucos sao necessarios [13];
b} O problema nas variaveis continuas pode ser resolvidoe facilmente,

Quando a Cemplicacde esta e wm subconjunto das restrigoes, como por exemplo, um
conjunto do restriches umndo as varios blocos de uma matnz bloco-diagonal, ao aplicar-se
a relaxagao Lagrangeana (16] ou decomposicio dual isola-se @ otimizagio nestas restriges
separando o problema em varios outros mas fiacets de resobver. Como resnltado da aplicacao
da refaxacao Lagrangeana tambdém se tem v problema meestre ¢ unn =ubproblema.

Cada tteracao pode ser resumida comao:

1. Resolver o subproblema para um dado conjunto das variaveis doats, determinando
mals um corte para o problenma mestre;
2. Resolver o probiema mestre encontrando win novo conjunto de varidaveis duais,
A vantagem de sua aplicacao esta hgadio i facithdade relativa de solugao do subproblema
em relacao ao problema original,

“Conpe, Pt exenrplo oo alperitnee de Badus (270 Gue ¢ especiadinad s pars variovers bindiries,

S et per wnan varinved real



Contndo, mutos problenias podem ser explorados tanto de uma forma gquanto de ou-
tra: o problemna de jocalizacao de facilidades®. conforme ja mencionamos, é um exemnplo,
pois o subproblema resultante da relaxacao Lagrangeana ¢ reduzido i resolucao de varios
problemas da mochile® continuos. win para cada facilidade [161. Além disso, como pode
ser encontrado em Lasdon (7], os dos métodos sao diais entre st para o caso linear. Foi
voltado para tais problemas gue Van Roy deseuvolven o mctodo de Decomposicao Cruzada
publicade emn 1983 9

Na realidade. o cerne do metodo eny =1 estid na demonstracao de que os dols subproblemas
resultantes sao mestres relaxados um do outro. bsto significa que se pode chegar a uma
solugio dtima apenas iterando entre estes subproblemas (ping-pong).

Para melhor definigao, os quatro problemas componentes da Decomposigao Cruzada
serao, doravante, chamados mestre primal (M F) e subproblema primal (S P) aos resultantes
da decomposicao de Benders ¢ mestre dual (M 2} ¢ subproblema dual (S 1)) aos resultantes
da relaxagao Lagrangeana. Na Figura 2.1 ¢ apresentado um diagrama do meétodo em versao

simplhtficada. Uma titeragdo padriao consiste de;

1. Resolver o subproblema primal para dados valores das variaveis inteiras, encontrando

as varigvels duals correspondentes;

2. Para um subconjunto fixo das variavers duats encontradas resolver o subproblema dual

deteriminando noves valores para as variavels inleiras.

Porém. o algoritmo compaosto apenas pelos dois subproblemas nao tem convergéncia
garaptida.  Para assegurar tal convergéneiao ping-pong ¢ huerso em um dos esquenas
padraes de decomposicio cuja convergencia seia comprovada. Quando o progresso feito com
O pimg-pong cessa, as solucoes previamente geradas sio ntilizadas na construgao de cortes
para o probiema mestre primal o duall gee ¢ entao resolvido determinando uma solucao
que servira coma ponte de partida na continnagao do ping-pong entre os subproblemas, As
principais vantagens na utilizagao dos dois problemas agindo problemas mestres relaxados
pm do ontro sao:

b Os subproblemas, devido o suas estrituras especiads, sido mais faceis de resolver gue

vs problemas mestres originars
208eb determinadas crreunstancias, que serao mostradas posteriormente, ¢ possivel a
CONVOTZONCia apenas com o ping-pong;
3 Tamibe ora mostrad C e Paate w dindos pelos sl shlemas sao SUDer .
oo banibein sera nositado que os aontantes dados pelos subproblemas sac superiores

sos dos proprios problemas mestres fazendo com que se tenha o cada iteracao uma

methor visao sobre s gualidade da solucio atnab,

Facitity bt prodidon,

Wrap=ick probdeinz,



(MP) 2 (MD)

\‘\“‘-»—»__MM—/ e

(SP) (sp) ~

Figura 2.1.:  Versdo simplificada do méiodo de decomposicao cruzada.



O modo como os mestres sao anexados para garantir a convergénaa global sera relomade
guandoe da construcio formal do algoritmo. Far-se-d, agora, a construgiao do métado em
si, adaptando os teoremas apresestados em |9 ao modelo wtilizado, Pruneiramente serd
apheada a decompaosicao de Bendoers oo e seguidi o relaxagao bagrangeana, tendo-se como
resultado os problemas mestres (A P) o (M D) ¢ os subproblemas (S7) ¢ {8 D) conforme
ja comentado.

Para mator facihdade de exposicio, a seguunte notagio sera utilizada: se {¢) ¢ um pro-
blema de otimizagio, entao v(-) € o valor de sua solugao dtima ¢ F(-) sua regiao factivel,

2.2.1 Docomposicio de Benders
O subproblema da decomposigao de Benders (SF,) ¢ obtido fixando-se as variaveis binarias

no problema {P) em zero ou em um:
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”HP} Maxa pop g > gl Ay kD Mo A B l: hOF ""'1')\1'})(:! L g By
) ALY ¢ : !

iy i f

sujeilo a

Ag Aoy o 0. o Lt T (2.14)
Air 0, e {2.15)

A B iopCro v AR N (2.16)
SO0 By by re T (2,17}
LR g b T (2.18)
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onde Ay B O 1y o B sio as varidveis duais correspondentes as restrigoes de 2.8 o 2,12,

respoectivamente
Sera mostrado na secao 3.1.3 que PSP} pode ser assumida como lumtada. Deste
maodo, o problema miestre primal com todos os scus cortes, denotado por {AM P4}, pode ser

CSCFILO COIe:

(IMPyyMiny,, p

suieilo a

g X{f“;;‘ii! : };i,[}{ ! l:m;];’f
E ! 4
2 lan s Mo Bl Cls)A g s {2.20)
et
)\2,; 3 {(]. l} (221)
p arrestrito : (2.22)

onde Jpa ¢ o conjunto de indices de todos os pontos extremos do pohitopo de (DS ).
As restrigoes mdexadas por Jpa sao chamadas cortes de Benders ¢ seu nidmero, normal-
mente, ¢ muito grande. Entio. Benders propos resolver uma relaxacao (M F) de (M P,)

tomando um pequeno nimere de cortes ¢ a geragao de outros guando necessano.

2.2.2 Relaxacio Lagrangeana

Originalmente, ao se representar matricialmente o problema {77}, observa-se uima esirutura
bloco angular da seguinte forma:

" L; Ly -+ Ly
A
Az (2.23)

A

Isto, entao, pode ser visto como um problema de minimizagao do custo total de N pro-
gramas distintos gue sao independentes a menos de o subconjunto das restricoes que os
esta lirando A envoltomna convexa de cado uma das regices factivers destes problemas ¢
irnttada U fazendo com gue constituam wm conpunle de pohiedros, Alem disso, os progra-
i fa © fazend i astluam un Junle de poliedros, Alem disso, rogr

mas correspondentes a cada bloco ja Toram extensivinnente explorados em sua Torma de

resolugcao 118,100

YPods cadn variavel ¢ Hnnteda



Tudo isto indica claramente que a melhor forma de relaxacao é através das restrighes de
ligagao, resultando no subproblema:

(SDAMinx g prs Yo sCHA 4 Y Ligany DN (va/p - Cope XNt
.._.;{(hi' | (—ir)h)f l:,((h 1 (;g)['}g

snjeito a

Laov i Ny d. s N
Nio o A M. AN

Ry 1o T

oo~ my, o T
N e, B By ™ D, fodtc T
Anp {001} N

Expresso em termos de planos de corte o problema mestre pode ser eserito como:

(M D4} Max, 4
sujvim 5|

L. zﬂg};:\if f Z(}i\g 1’;)1 ! :2_:5! jl);i ' :}_:q; i“rj Z‘iz Xi! 4

) i i f t
PR DN po s M) Ol Jpa (2.24)
t ¢
&L O rrestritos {2.25)

onde Jpa ¢ o conjunto de todos os pentos da envoltora convexa de F{S110)

Novamenie, Lem-se un nmnero de cortes muto grande o o gque se propoe ne método
de geracan de planos de cortes © resolver. como na Decompaosigao de Benders, o problema
inestre relaxado, gerando o5 cortes guando necessarn,

3¢ moedo o estabelecer as relacoes de eqguivaleneias entre ox problemas envolvidos nos

dam metodos & gecessaria a defimicao de alguns conjuntos:

(MDY AT g dp e Jpath:

- i M N B . L
o {ie Jpac {’11{ ia’;!f.(,J D7 R com 7 7 delinindo v corte gerado por um
ponto extremo de (25773
: } . .
do 1 e izf LD EDY detininde i corte gerado por um ponto extrenio

o dual de {‘~ n qn.m;%ut’ ¢ lixade o prioe §;



{1“7}()('} {:‘fl):ji .}(‘}4

A definicao de (M2} ¢, na realidade, a formalizagao do problema mestre de Benders em
sua forma relaxada. J¢o representa umn subconjunto de (A7) gque contém todos os cortes
para uin O fixo, enquanto Joo ¢ o conjunto de cortes gue seriam gerados se O tivesse sido
fixado guando da resolucao de (DS P} Entre os conjuntos Joo e Jo existe wima direnga

completo (M P4) tem apenas irés valores distintos de O em seus cortes a saber, os pontos
1,2 ¢ 3. Entao, caso se fixasse o valor de €, por exemplo. Je ¢ Jeo serian diferentes:
Joo 42 e Joeo= {2043, pois com €] fixado na resclucio de (DS £} existiriam dois cortes
possivess para €7 quals sejam, o 2 e o 4. Portanto /o ¢ um subconjuntoe de Jp 4 enquanto
Jo-nao o € em geral

B facil mostrar 9 gue as seguintes relagoes se verilican

e além disso,

Joo Jpa s dedo

Os cortes pertencentes a diferenca Jo Je nao fazemn parte do problema mestre de
Benders original. Porém, desde que a regiao F{DSF) é assumida como himitada, qualquer
ponto Hao exiremo {Af’,, BY, CE DE, EFY pode ser eserito como combinagao convesa de
pontos extremos desta mesma regiao:

(AF Bl ek DE ER N ajal, el e

EIE S
LY

onde;

K« .1;5/1. }_: Oy I

i A
i corte de Benders gerado por este ponto nae extremo © dado por;

p o d Al Y TRDE ST RN Y o - My Bl Ol b
H

! 1,

1.4

Substituindo as variaves por suas combina ¢oes convexas, lenese:

- - oy » b :\‘- \1 3 ; . \-\ _‘7,} ) \- . Coas R Y ‘ }’. - )
o :\;ﬂ d, 4 S a; AL ‘;,_‘I, b oy ‘:)__‘ ny 2y ] g__,{”z,f i AL };_’ v fi.z 5 }_
¢ b ju K ! i K t i K il ok e K

vJ
f”)zj(,«z }}\g‘,g
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Figura 2.2 : Exemplo de politopo dual.
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o

desde que Mo oo, o 1

74t L o,
g K

Py a;

gt K
entao o corte pode ser escrito na forma:

Namp Y D di Al Y LD Y B Y o i MuBl, - )AL (2.26)
!

pra— -
sCK SO K i i t 1.0

que tepresenta uma combinagio convexa dos cortes gerados pelos pontos extremos com
indices j ¢ Jo % o podem ser escritos como uma combinacao dos cortescom j o K © Jpg
e sav, portanto. redundantes em (M P24}

Notando-se que (M) = {MP - ;« Jo} pode ser eserito como {MP o0 Jo0 g
do g, }oe Tazendo-se pa oM P4) temese que

£ E_:”’:.!-'i?; i }__:[!‘I);‘ '5 ._\?_:]"*! ! >__:(‘7r.f ! Aft.‘“if (.";*‘e))\e,fa_.’.i‘ e

i ! i e

porque Jooo Jpaqs Substituindosse po paona desigualdade 2026 vertica-se que s condicao

tambdéin ¢ valida para os cortes com 7o o e conelmdo-se gue:
LAY (M)
Adeny disto, eomo Jo S
v(MPC) e (M P de)

tendo-se, hualimento,

C(AM DAY (A1) (A J0) (2.27)

Definicho 2.0 U problema (P equivalenic a v owlro [0 com rospeito a wm subeon-
gunio de swas vartdeers, se uma solugdo dlima weste subeonjunto para v deles for dtime

tambm para o cuiro
O Teorema 201 a segulr esti provado e 9

Teoremnn 2.1 A rddoracao do problome voestre de Beowdors (ALY O oguivalente no subpro-

¢ 7 ; 4 ¥
blevia da rclaracdo Lagrangeana (S720) com rospioide as caridceds primats Ay e e{ M)
S L.

iU



E importante notar gue esta relagao de equivaléncia indica que se pode usar o subpro-
blema dual {§ D¢} como mestre relaxado do subprobiema primal {S§P,) com as seguintes

vantagens:

t. O subproblema {8 12¢:) tem sua estrutura explorada pelo proprio fato de ser resultante
da relaxagio Lagrangeana, onde se procura dar uma melhor tratabilidade ao problema
atraves da dualizacao de restricoes complicantes, Como ja fot comentado, ne modelo
utilizado a dualizagao separa os varios blocos de uma matriz bloco-angular ¢ os varios
problemas resultantes poden: ser resolvidos ao mesmo tempo utihzando computagao
paralela, enquanto que o problema mestre original ¢ sabido ser o ealcanhar de Aguiles
do método de Benders por sua dificuldade de resolugao.

2. O subproblema (8 De) considera todos os cortes presentes em Jeo. que é uma situagao
ainda melhor que aguela na qual todos os cortes em Jo sao considerados. Dai ¢ das

desigualdades 2.27
v{MPa) > e{MP:) - e(SDey > o{MPjc Jo)

B hmportante notar que todos esses cortes sao considerados imphicitamente, isto ¢,

nenhum deles @ gerado,

Subconjuntos simitares de cortes ¢ problemas relaxados podem ser definidos a partir de

(MY e i

e Exatamenie como na decomposicao de Benders o problema mestre ¢ relaxado ¢ oy
cortes sao gerados a medida gue vao sendo requisitados pelo algoritmo. O problema

relaxado & eserito como

{f"\j;)) {;";!’f}j‘]‘a J;x' *’!f?.'%}’

e O cories domextre dual completo (A7 774) com o mesino valor de A, sao agrupados

formando o conjunto:

Ja Ay doa (N OND LR cons A A, ¢ deline nm corte gerado por

¢ 4
uin ponto extrema de {.‘-‘f){»)}

e Novamente. un conjunto de cortes gue seriam redundantes ao mesire completo &
considerado para. possivehmente s melhorar o desenapenho do problema mestre gque

withizas =omente agueles com A, o

oAU N R define am corte perado por um ponto extremy de

Sguando A, o fixado a prioeri )



o A partir do congunto Sy define-se um problema mestre refaxado {A 1))

(MDD AMD o Iy

Analopamente as conclisoes sebre os comuntos J o0 e ao problemas (M0} podease
g ety

deduzir gue:

¢ (que;

(MDD g Jy) = o(MDy) - e(MDy) {2.28)

Note das designaldades 2.28 que o problema (M D)) ¢ supertor a (MDD 50 J,).

O Teorema 2.2 a seguir, provade em (9, mostra que se pode usar o subprobleima primal
como mestre relaxado do subproblema dual, completando o gue se chama ping-pong entre
os subproblemas prinial e dual. Sua vantagem de utilizacao & a exploracao da estrutura do
subproblema primal, gque geralimente permite uma melhor tratabilidade do sue o problema

mestre dual relaxado (M)

Teorema 2.2 A releracio (M D)) do problema mestre dual & cquivalente ao subproblema
da decomposicao do Benders (SI0Y com respeito @ variagvel dual Cp o o(M DY) 0(S1)).

Sera mostrado gue (S0 pode ser resolvido por wm algoritmo de fluxo em redes, en-
quanto (M 12y). nao possumde nenhuma estrutnara especial, deve ser resolvido por am pro-
grama hinear generico,

A Figura 2.0 mostra o ping-pong entre os subproblemas prisnal ¢ dual. Antes de montar
¢oalgorstmo completo devesse estabelecer i eriterno de convergencia que sera mostrado na

segae segnte,

2.2.3  Convergéncia

Asiteragoes entre os subproblemas (870} ¢ (8 2 ) apresentanm uma perda de informacgao por
serent estes problemas mestres relacedos unn do vutro. Deve-se ver gue embora considerando
cortes gerados por solugoes nao basicas. o que os torna mais restritos gque (A D J ¢ Jy) e
(A717 - 3¢ Jo)oeles alnda sao ama relaxacao o, como tal, podem perder algnma informacas
cructal o convergencia global, Quando esta perda realimente acontece o ping-pong cessa o
seu progresse na mcthoria dos mewmbentes ¢ hinerge enc um processe de ciclagens. Caso
contraria, na auscicia de gap de duaiidade, o algonitimo pode convergir apenas deste moda,

De modo a assegurar a convergencia em qualguer case vejaizos o Lema 20F provado

[STEN
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varidvel fixa - A

Variavel

Varidveis -~ A, B,C, D, E. hY

Figura 2.3 Ping-pong entre os subproblemas

(s
fixa - C

Varigveis - X, I, R, F. X

primal e dud.




Lewa 2.1 (a) Seja (A7, B, CVO DY Y wma solugio dual dtima de (S17,.) ¢ {Xﬁl, z‘ LR

'
FUUA) wma solucdo dlama de (SDe). Enldo. a menos gue o[ SP) v{ 1),

1=,i’ E :,!‘
{b) Seja {\{! IRy f,)\;,) wma xolugao obima do (8D} e (;1‘:”,, 1, f{f,i}f\fff)
wma solucdo duel atima de (SP). Entao, o menos que of S0y o7}, 0,/ o)

O Lerna 201 garante quie nao pode haver replicagao em min nimero de iteragoes menor que

qualro a menoes que o problenia estela resolvido’.

Sl

PSP S D) M (s (S De) (2.29)

Observando-se a sequéncia 2,29, a menos que a solugao tenha sido encontrada, A £ AV, A7 #
Ay e U 2 7 nas pede ocorrer AY o AT pois o lema =6 se aplica a solugdes consecutivas,
Dai. pode ocorrer replicacdo a partir da quarta iteragio fechando um ciclo®. A solucan
cncontrada para estabelecer um teste de convergénera fol a contagem do ndmero de iteragoes
sen a melhorta dos incumbentes. Quando este nidmero chegar a4 quatro, deve-se resolver
um doxs problemas mestres para restaurar a infornmcao perdida ¢ restabelecer o ping-pong
cortinuando o processo.

A Justaposicao de umn problema mestre ao ping-pong representa, na verdade a inclusao
deste nium procedimento finito para que sua convergeéneia seja garantida,

fombora o inclusao de apenas um dos problemas mestres ja garanta a convergencia®,
pode-se adicionar ox dois. objetivande a una recnperacao da imformacao no problema mestre
correspondente ao gue esta gerando a falha. Por exemplor ne diagrama anterior, a falha
for detectada logo apos o subproblema dual, logo, este tornou-se incapay de substitir o
problema mestre primal, que ¢ resolvido a sepuir.

A forma geral do método de decomposigio cruzada ¢ apresentada na Figura 2.4, A
partir desta forma geral podem ser derivadas algumas variagdes sem gue a convergéncia

seja prejudicada:

e O problema mestre primal (M) pode ser retirado desde gue seja utilizado um algo-
ritino de desdobramento e sondagem para fochar um eventual gap de dualidade;

¢ O problenia mestre dual pode ser retirado. pois a decomposicao de Benders, composta

por (M2} o {8900 tem converpécia garantida para o solugao prinal;

e Puder-se fazer o mnsimizacio da Dingao dual atraves de subgradiontes ao inveés de se

resolver (MD) contanto gue (A7) seja mantido. A principal vanlagen desta aborda-

Bvibo represents o e

gt

Considorniedss gue cadn subprobleng rese

srvitctHiante pode ser cdand porhin o

HIL Feapiac o b Ldeds

danton Qe priead confore o e Bdein estre b

vy



gein ¢ que os multiplicadores duais Cy sao caleulados com menor esforqo computacional

em relagao a utilizacao de um algoritmo de programagao linear.

Note qgue guasde i dos problemas mestres nao ¢ wlilizado a geracio de oseus cortes 6,
obviamente, despecessaria,

Das opedes aciina, opton-se pela terceira com o relorno ao piig-pong apds wm cerbo
nimero de feragoes de subgradiente fixado heuristicamente, com o ohjetive da obtencao
de multiphcadores O de melhor gualidade e;consequentemente com maior prebabibdade de
restabelecer com sucesso o ping-pong. ‘

O Teorema 2.3, a seguir, mostra gue a olimalidade pode ser verificada em uina dnica

1teracao do métudo de Decomposicao Cruzada (Van Roy [9]).

corrin 2 - : S : ) . S b N : k SR
Teovema 2.3 Seja (XN, 1, B F A ) wma solugde dtima de (P o (A, B C oD B
uma solucao dtima de (D). Entdo as afirmagocs seguintes sdo equivalentes:

(a} A relaracio Lagrangeana relativa as restrigors 2.3 wao possui gap de dunlidade isto o,
{7y o)y

{(b) Eriste wma solucio dual dtinea (A, B, C/ 0D ) de (SPy) com w(812,.4)
eSS0

15,008 P AT de {8 Do) com oS P)

() Kriste wma solugdo promal dtima (X

'f’(,qlr)(“)

O "Feorema 2.3 indica que apos encontrada as sohigoes dtimas! de wm dos problemas,
e(17) () implica que existe ama delas que satisfaz (S P0) o) (P} o(SP).
finalizando o algoritmoe jd na proxima seragao. Infelizmente, porédm, nao sae todas as
solugdes que verificam a igonaldade. devendo-se escolber cuidadosamente a solucao a ser
utilizada na proxima teracao. No entanto. se a solucao ¢ unica ou a parte dela a ser
utilizada na proxina ieragac assim o for. como por exeinplo, a solugao ¢ malktipla com
todos ox (0 dguais, a gualdade sera verificada. No moedelo em estudo, a existéncia de
multiphadade no vetor ) ¢ estadada no Capitulo 3, objetivando a escolhia da solucao a ser
ntihizada no proximo passo.

Com as consideracoes acerca da convergéneia, conclu-se o algoritmo de decomposicao

cruzada gue ¢ apresertaddo a seguiir

FOINHIALIZACAO

]
o~
—
—



/ Varigveis - P, A

(MP]

P~

(MD)

\ 9 ‘

Variavel fixa - A
Varigveis - A, B,C, D, E A

Figura 2.4.. Diagroma do método de

Varidvel - C
A
/
~
~
e
C corte
~
.
\
.
“~
(sD} /
Varidvel fixg - C
Varidveis - X, 1, R.E, A

decomposigae cruzada.



s vp g_,(p) C e 0]
e i  TOLERANCIA;
o & GAP PARA UTILIZACAO DE SUBGRADIENTE:

20 ENQUANTO (1 1 G} < vp: o subgradiente amda pode ser vantajoso

{a) ENQUANTO houver convergéneia {cont< 4 }:
£ RESOIMER o subproblema dual;
n. BE op v{S 2}, houve methoria do incumbente dual
ATUALIZAR o mcumbente dual: vy (SO
REINICIALIZAR o contador de convergencia: cont = 1;
CASO CONTRARIO incrementar o contador de convergéncia: cont =cont+ i
i SE vp{l - 7)  vp,a solugao otima for encontrada e ¢ a correspondente ao
ultimo (S ) resolvido. FIM.
iv. SE cont=4 cessou o progresso no piag-pong;
RESOLVER problema mestre primal:
ATUALIZAR (P} = v(MP);
v. SE op <0 (14 1)e(P), a solugio otima foi encontrada ¢ ¢ a correspondente
ao ultimo (S} resolvido. FIM.
vi. RESOLVER o subproblema primal;
vii. GERAR corte de Benders;
vitt, SE vp e85 7), houve miethoria do incumbente primal
ATUALIZAT o incumbente primal @ vp o[ SP),
BEINICIALIZAR o contador de convergoneis: cont - 1;
CASO CONTRARIO incrementar o contador de convergiéneia: cont cont ¢ 1
. SE ep{b s s e on e o (T sle(F) Otime encontrado. FIM.
xS ep{l G ey FECHAR GAP;
(b} RESOLVER SUBGRADIENTE:
(¢ BEINICHALIZAR o contador de convergencia cont
Para fechar zap de dusbdade podesse proceder com nm algoritmo de Desdobramento

¢ Noadagom ou comoa Decomposicao de Benders sendo este dltiine o implementado, ¢ do

gual segue o algoritmo:

LENQUANTO ey - {10 rje{ )



(b)Y SE vp {1« rhe(P). FIM.
(¢} RESOLVER subproblema primal:
(d)
{e)

¢

GERAR corte para o mestre prinal;

SE ep - o SP) atualizar incumbente op e[S 1)



Capitulo 3

Implementacao Computacional do
Modelo

Neste capitulo sera feita uma analise da estrutura de cada um dos problemas resultantes
da aplicacao da Decomposigao Cruzada com o objetivo de buscar uma forma eliciente de

tpteinentagao conipilacional

3.1 Subproblema Primal

No caso geral o subproblema da decomposicio de Benders ¢ resalvido por wm algoritmo de
programacac hnear gencrice, como o Sunplex por exemplos Mattos problemas, no entanto,
tern wina estrutura espectal, o gue thes permite resolugan por especializagoes mnito tnas
clicivntes. do ponte de vista de nma resolucio mans rapuda goe o método orrginal.

Y subproblema da decomposicao de Benders pode ser transformade, através de alguima
snampuiacao algdbrica, ewn um Droblema de Floxo e Redes o Custo Minimo {PFCMY cuja
esirutura permite a aplicacao de versao do metodo Simplex que constdera particulanmente
a morfelogia de nma base caracternizando-i na forma de arvore enrazada,

Algo que se procura evitar, ou pelo menos fuze-lo deonm modo mats inteligente ¢ a
chatnada Fase I, pois demanda grande esforco computacional i busea de vina solugao basiea
factivel, quande nao <e considera algmm eriterio gue permita o redogao do mimero de arcos
adicionades & rede orginal, Para gque se tenha nmaoaddn do gue sto representa, o nilmere
de arcos a serom adicionados pela aplicscao da Fase © classica peste subproblema primal
seria (N TV gue eresee com o nimero de perfodos v de tens ao mesmo lempo. Pordém,
baseando-se pa estrutira da drvore o na forma da rede completa ve-se gue ¢ possivel a
constrigao de uma tal =ologao de partide atthzando apenas {N 1) arcos, con uma reducio

Dastante signilicativg,

oI



3.1.1 O Problema de Fluxo a Custo Minimo (PCFM)

Constdere-se o subproblema primal (874 ¢ assuna semn perda de generalidade que £ 0,
fo 1 (Johnson o Montgomery [24]). Tarbém sera assunndo que £ 0000 [ desde que
1sto ¢ nma propriedade de uma solugio otima de (S14) (prova no apendice).

Farendo-se ¥, N, o H, 4, pode-se eserever o problema (812,) conw
it PRI 2.t Pdat

P

N i A - . - ; - . . o - LN A
(8P Miny gy propt }m,z—:toi,ya\z,; D DPPR'INY ! RS R D DRPR U FRTS RS DYE TV T A DR e

sujeite a

Hooa 3 Y - = digp, vo o T (3.1}
}—,;Jf . AI.[Aﬂ"ﬂ)i, i' [ ]! ,:'” (‘52)
N i1 N Aggs. 4 T (3.3)
Be ik . te T (5.4)
ot a"’; iy, i 7T {2.5)
Yo Hog R L FF 0, N R (3.6)
Desde gue L~ Ly = 0,0 ¢ [ temse de 301 ¢ 3.8 gues
X{}?! t }!) - :2..:&“ ! >_;_:)‘z‘f"": };:(f"zdn? ! /\“z.f"‘z}
H i, 7,1 0!
e de 34ede 3.5
SR EY Y gy D (pider t A (3.7)
H H 1

A Eguacio 3.7 é redundante ¢ constitui o no de equilibrio do grafo, Esta equagao e os
i 1 g

coniuntos de restrigoes 3.1, 3.3, 3.4 ¢ 3.5 correspoudem a nma matriz de incidéncia no-arco.

As rostricOes 12 reprosentan a capacidade o ¢ o fluxe maximo através dos arces ¥,

A estrutura da matriz de incidéncia no-arco ¢ mostrada o segair

ff,_g !3-,‘; H,j . 3-,‘5 [ fi’_; il’; I“‘r ]"1;
| i d, i,
I | i diyi
I } ! S hiesl
i § l’f
1 i i

! 1 Ndpeds s Aggs) ol oy o S

Parém, as colunas rorrespondenies aos Y, ainda possuenm umn tereeivo elemento que
pode =er eliminado ao considerar tai= arcos como sendo capacitados entre zero e M, (A p

A rede linalmente obtida ¢ mostrada ne Figura 3.1
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f
3.1.2 Duseca de Uma Solucio Basica Factivel de Partida para o (PFCM;)

Um fato muito importaste que deve ser observado quando se busca nma solugao basica
factivel de (S4%) para quaisquer valores de A, gue o problema imestre tenha propoesto ¢
que Lals valores podens levar a solughes infactiveis oo como conseqieneia, s raio extrems
deve ser gerado ao inves de am ponto extretio. No entanto, como estd sendo utilizado
min algoritimo aplicado ao problema primal ¢ nao ao dual diretamente, a derivagao de raos
extremos constitni num esforgo adieional que pode ser contornada.

Deve ser lembrado goe sempre ¢ possivel lunitar o pelitopo dual impondo limites bas-
tante altos as suas variaveis, fazendo com que nio prectsent ser gerados rajos extremos (200
pois estes passarde a ser considerados, ndiretamente. atraves da combinagao dos pontos
extremos adicionados ¢ dos ja existentes no pohitopo. A regra de imposigao de limites sufici-
entemente altos a um problema, conhecida como meétodo da Restrigao Artificial M-grande!,
é equivalente a aplicacao do mcétodo do M-grande as variavers de seu dual, Portanto, basta
que se apligue este dllimo ao primal para que se garanta apenas a geragao de pontos extre-
mos. Isto serda visto com mais detalhe a seguirs

Com a adigao de (N4 T} arcos ¢ possivel garantir uma solugao factivel® para quaisquer

valores de A; . A construcao desta solugio Tactivel ¢ mostrada na Frugurs 3.2

> facil verificar que os arcos artiliciats adicionados sao suficientes para tornar o probiema
factivel, pois os arcos que ligam ao na de equilibrio levanm os recursos disponives para
onde eles sio necessarios ¢ os outros garantem que as demandas sejam atendidas de modo
independente dos valores de A; . Da Equacao 3.7 seguesse que se ST {0 Do) S (pds ;!
A i) - 0o problema ¢ infactivel. Portanto, uma condicao necessiaria para a factibibdade
& gue o no de equilibrio seja um servedouro.

A discussiao anterior pode ser formahizada da seguminte mancira:

N dos arcos artificiais correspondem &s vasiaveis 1,00 o 1L que sao incluidas nas

Fguagoes 3 para ¢ 1 isto &

B i

Voo oY s doapia (5.8

Os T arcos restantes correspondem as variavels Z0 0 T omeiuidas nas Bguagoes 3.5

LS P RES P R R AR hE (3.9)

NCy,ORm B 4 N s b 2T

L s

i i

fal comstradned et

giiabgier nfoctibinbote sers voiletihn s cna o dn Tingn et
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Prefinndo

obtémese a solucao basiea Tactivel de partida.

1‘1,{

["(

1.

A fungao objetivo ¢ acrescida destes novos termos cuja utilizacio ¢ penalizada com

valores aftos eny relagio aos existentes de modo a desincentivar o sen uso”, isto 6,

Iy ~ oo PR T N SN Ay AT e A
Mininnizar 220 s o4 D0 an o pe 3 v Yo o VN MY N bR Y g By

N MY

oy

onde M ¢ um nimero suficientemente grande.
A influencia de tais alteracdes nos cortes de Benders serd discutida nas se¢des seguintes.

3.1.8

Os Corteside Benders

sera mostrade agora gue o politopo dual torna-se fechado pela aplicacio do método do M-

grande ao primal, eliminando dessa forma todos os ralos extremos. Por sua vez, os corles

priunals sto construidos a partir da funcao objetive dual que nao sofre alteracio com a

aplicagao do meétodo do M-grande, Entao, tars cortes permanecem inalterados. Tal idéia de

inalterabilidade dos cortes nao ¢ nuito intuitivi, sendo conventente wma rapida exphicacao:
Quando transformado em PFCM, o dual do subproblema primal apresentado no Capi-

tulo 2, assume a seguinte forma:

(DSPY Maxapepe

Cenrncterizamle
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Tornando-se o nd & comao referencial na censtrugio das bases {0} tem-se o mesmo
conjunto de restrigoes ¢ a mesma funcio ohjetivo apresentadas naquele Capitulo.
Com a adigdo das varidvels Y/ ¢ 2y ao problema primal, tem-se dois novos conjuntos

de restricoes no duals

Observe-se que se G (0
¢ que

e da BEquacao 3.1
RINTE Ai,i € !.';.Vw (3!(})

Desde que e (DSPY, By < 0, By~ 001 = 0 e considerando as Equagoes 318 ¢ 319
segue-se que a fungho objetiva de {DSP)Y é hmitada. Note que a regiao {128 ) nao é
vazia, pors toemando O o Dy By B 00 Apy 0 U8 sempre posaivel factibilizar 3,10
e 32 favendose Ay max{A, g,/ p 0h

Os cochicientes negativos de A; e 00 somados ao Fato de gue Las variavens sao irrestri-
tas-constituem uma possibilidade de erescimento ihimitado do dual gone ¢ blogueada pelas
Fguagdes 308 ¢ 319 Como ax demais combinacoes coelicientes-variavels nao permitemnm
rados extretos por estarem hmttadas, coneln-se gque o politopa esta fechado.

A mlluencis no corte nao ¢ feitn de ndo diveto o st na abteracie dos valores das
variavers duals que o compoen. Assim, ¢ suliciente a aplicagiro do M-grande ao primal, dei-
xando gue ox valores duats indiguen ao problema mestre se a solugao proposta determinava

T il ONLTOInO il I}f}(),

. 7 7_
3.2 Subproblema Dual

Clome comentado no Capitade 20 apas o dualivacao das restricoes que nnem os bloces da
satyiy de restricoes. o subproblen deal ¢ separado on A probletas, um para cada pro-
duta, que podens ser resolvidos independentemente. Sera mostrado nesta se¢ao como isto

aconiecy,



3.2.1 Forummlagao do Problema Lagrangeano

Tomando o dual Lagrangeano do probiema () em relagio as Restricoes 2.3, tem-set:

(SO Miny s X, Ao sO0X 83 el /pe Y

Pl OB e 1 GO

et

sujeito a

~
“Jz‘,t("i,ffi’z

Hivon # Yig -~ Hiy = diypy, Pe e
Yie < A Miaps, ve e T

Re < b, te 7

Foo oy, te T
Yieo Mo R Ey 0, AT,
Ao 4001} Pe dpe T

CoyYigi

(3.20
(3.21

)
)
22)
)
)
)

&3

3

(
(
(3
(

23

4

.24
o

3

4

As variaveis fi; ¢ Fy nao estao ligadas as equagoes de balanco do problema. portanto

podem ser determinadas, de modo independente, através de seus custos:

[l ose (b -0

2 -
{}  caso contrano
2 f my o ose g 1 Oy D
‘ {) case conirano
\Y

Apds o definicao dos valores de By o B tenese:

e(SDGY DM OB (gt CORLE (S DY

i
()H{éf’:

i‘i“‘-!-}('}; {\“H}"}{:,\ :::i,!{ﬁil 51(72‘);\1',( : u\m:;,i {ii(!‘i{.’.f_-;i)!

Sujeiie a

FEPEETE B VR o, i« ot T
Vi oo A AL T Y R

Yieodle oo 00 P dte T

Ay {001} TR A

§ e L . .
Neamgente o estognes niciul o sl saeconshloraedos ke

(3.26)

Ll ¥
{3.27)

f .\“i,;(?‘i,z;’)}?i '(’.Yt}}')z,f

(3.28)
{3.29)
(3.30)
(



Analisando o conjunto de restrigoes ¢ a fungao objetivo, pereebe-se que o problema nio
possui ligagao er 7 e, portanto, pode ser resolvido separadamente para cada produto:

(S*U('): Nﬁ”}’.?i‘/\ ¥ (ﬂ;,.‘ "'z("i’}f\;,f i },:; “L!Hz.f,-‘:[f)e ] }_, (‘z! 1% Cf}%,r

Py

sujerto o

Hig v v Yoo Mo o digps, po ot T {3.32)
Yie o AoMop. Pt T (3.23)

Yie o Hiy 00, it it T » {3.24)

oo {0, ic T (3.35)

! t

\‘\ - -— i
g it

ERy i

desde que M Hop o O
A imposicao da ocorréncia de um custo de preparacac para a producao de um dado

tlemn, expressa na Bguagiao 3,33, pode ser relaxada para

Yie o Al {3.36)

se a componente da fungao objetive em Y, considerar que a preparacao ocorren todas as
vezes e que Yo o O Isto pode ser feito transformando-se a componente em Y, , da funcao

objetivo para

5 (oo & C s (e Yy se Y, =0 o
i 0 caso contrario -

!!gé\} :‘Z)

Como mostrado no Apendice, nao existe perda de generahdade em restringie € a valores
nac positives ¢, portanto, a flungae representada na Figura 2.3 ¢ concava.

Portanta, o problema (S D)) pode ser reformulado comor

(SO Ny g S, 00 e

sujeilo o {a820.03.30) ¢ { 334

Tambén se observa gue o conjunto de restrigoes deterniina wma rede capacitada em Y,
oo F'lmg;iie) de cnsto concava desde que The seja ineluido nm nd de equilibrio com nma

fonte M d e Estaorede eomosiradi no Freur 11

,»’\,E;{m;rc metodos de solucao para (572,00 <o discatidos na Segao seguinte.



F(Yi,s} /

>
s

Y

id

Figura 3.3: Fungdo de custo para Yise.
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3.2.2 Resolugao de Subproblema Dual

Sendo wm problema de Programacao Tnteira Masta Capacetado. a complexidade envolvidana
resolucac do subproblema dual ¢ quase tao elevada quanto & do problema completo. Como
demonstrado em [2] o problema ¢ NP-hard ¢ algoritines de resolugao em tempo polinomial

8G serao possivels quando:
{a) As capacidades sio todas iguais, reduzindo a complexidade para O{n?);

1) Ax capacidades sio suficientemente elevadas, podendo o problema ser resolvido pelo
i
. , . . g . o
algoritmo de Wagner-Within |1}, de complexidade O{n*).

’ara a resolucao deste problema de custos concavos, sao encontradas na literatura algu-
mas formas de abordagem explorande propriedades analiticas desta classe de problemas. No
entanto, a eficiencia desses algoritmos depende do conjunto de dados do problema, conforme
¢ discutido a seguir:

Uma abordagem por Desdobramento ¢ Sondagem foi proposta em 19, Esta proposta
¢ critica em relagao ao custo de preparagio, pois quando este custo ¢ elevado, os limiles
iferior ¢ superior sao enfraquecidos, isto ¢, ndo diao estimativas sulicientemente boas para
a sondagem dos nds de modo rapido. O enfraquecimento dos fimites podem ser vistos
facilmente analizando-se o grafico da Figura 2.5:

Supondo-se que Y, seia o valor 6timo para o problema, com a integralidade de A
relaxada, o ponto 1 fornece umn landante mmferior da Tuncao de custo e o 2, um Umitante
superior. FKntao, quanto mals proximos um do outro, mas facil sera @ sondagem daguele
na. Pordém. quanto mator o custo de preparagao. mais distantes os linites estardo entre si
e s il sera a sondagem,

Uina forma de resolucao através de programagao dindnea ¢ desenvolvida em (20

3. onde
as propricdades da solugao basiea sao exploradas no desenvolvimento de am algonitmo de
buasca en arvores ¢ cortas condigoes ntilizadas ne reducao do esforco desta busea,

Abordagem semelhante em programagao dindmica ¢ encontrada em |21, onde a estrutura
dos planos otines de producao é estudada conr o objetive de melhorar o algoritmo padrao {de
programacao dinamica). fazendo com que este seja reduzido a nm algoritmoe de Programacao
Dinamica em Camighio Minimo. Neste artigo. os festes mdicam uma redugéo do tempo
computacional da ordem de 10, para vina demanda média de 20 com até 12 periodos e uma
redugao pela metade em um horizente de 24 periodos. Com o crescimento da demanda
media para 200, a vantagem de sua utilizacao ¢ atnda mator. Tais testes também mostram
que esta abordagem o o encontrada em (230 requeren: aproximadamente o mesmo tempo
e testes cons ate 24 periodos.

A conclusas a gue =e chega apds o estudo das virias proposias para a resolucio do

problema ¢ que a escollia deve estar divigida para a classe de problemas a seremn resolvidos,
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Figura 3.5.: Aproximagde da funcdo c¢Bncava wuililizada no
desdobramento e sondugem.



ou seja, dependende do conjunte de dades um algorivmoe pode se comportar methor gue
outro, Um exemplo disto é o custe de preparacao gue, quando elevado, dificulta a sondagem
com o método de Desdobramento e Sondagem. Baseando-se na existéncia de problemas com
custos de preparagdo significativos, justifica-se parciaimente a utihizacao do altime algoritmo

comentado.

3.2.3 O Algoritmno de Prograimnacido Dinamica Modificado

A Torma utilizada no densevolvimento do algoritimo de programagao dinamica modificado
segue a mesma filosofia daquela proposta por Florian e Klein (2]

Na introdugao de uma notagao necessaria ao densevolvimento do algoritmo é conveni-
ente que sepa suprimido o indice 1, correspondente aos proditos, para evitar o acimulo
desnecessario de indices,

Constderesse, entao, para cada t ¢ T as seguintes quantidades acumuiadas;

!
Q) S dgp (3.38)
g1
z-\
l, Y Mp (3.39)
i
{
\ bRy {3.40)
VI

A Tuncao de custo conforme delinida anteriormente ¢ simplificada para £,{Y,} e a funcao

de estoragein para

T R {0y = i teip (3.41)

Desta forma. a funcao de custo total & dada por:

A ACARR D]

Smmim
:

Sejam (V) o custo de win plane de producao otimae sobre os periodos 1, ., 1 sujeito
alty VU o conjunto de nivels factivels de produgao cunmulativa no perfodo e 3 (V) o
conjunto de quantidades de producao factiveis Yy no periodo f sujetto a vy = V)

O custo do plano otimo de produgao, 1gual a Dp(@Qr) ¢ calculado de acordo com a
seguinte recursio ’

. sl 0 .
D,V { : {3.42)

g OO vasn contrario



J Hli‘(n}-’,;}““,'){f);.](\- ‘) ! j’}(y)} ] h;(i‘ {Jl) se b ]‘!

o0 caso contrario

DV - (3.43)
Os valores correspondentes de ¥y sao obtidos através de backtracking apos determinacio
de todos os planos parciais D21V V)0 o T gue levaram A solugao Gtima. Este ¢ um
aigoritmo geral de programacao dinamica. portanto nao considera nenhuma particularidade
dos planos dumos de produgao. Tais particularidades serao exploradas doravante na busca
de uma methoria no algoritmo.
A propriedade de Decomposicao do Estoque, que sera vista a seguir, determina o ponto

de partida na construcao deste novo algoritme:
Teorema 3.1 Suponha gue a restrigio

e =0, para algum K o4 T 1,

' !
A N~ B
Y M e D dp kb,
FEL 1okl

enlio, uma solucdo dtima para o problema original pode ser oneontrada pela busea de
solugaes independentes para os primeiros k periodos ¢ para os @ltimos Tk periodos.
Prova: Ver /18],

Umna conseqiiéncia imediata do Teorema 3.1 é a possibilidade da construgio de um
algoritmo de pregramagao dinamica recnrsivo, utilizando os periodos O, .., T como estados:

D, = 0
i minoepom{ ) b Bimbymoe 1,007 {3.44)

k1
onde:

Ky va € 0 custo associado com a aplicacao de um plano étimo sobre os perfodos {8 1, .. m,
onde Hy = Hp = 0e Hy > Oparatodod ~ o4, .m |,

D, é o custo associado ao plano otimo de produgio sobre os periodos 1, ... m.

O conjunto de restiicoes de (51" delinent um conjunio convexo limitado. G problema,
entdo consiste da minimizagio de wna funcio concava sobre um pelitopo convexo limitade,
¢ comao tal, tem sen mminimo atingido ey um ponto extremo.

Note-se, no entanto, que senn a desericao dos pontos extremos, este algoritme seria initil,

1

poix o calenlo de cada unn dos (771 13772 valores 15, poderia ser uim problema guase tao
dificil quanto o original. A caracterizagio de pontos extremos sera feita em 3.2.4, a seguir.

12



3.2.4 Caracterizacho dos Pontos Extreimnos
Seja

Spw AYet wibooooel M L 0 Oparaw < e v 0wl T
umia seqitencia de produgao,

Dehtiniclo 3.1 Uma sugiencia de produgde S, € capacilade se o nivel de producio em

ne mdrimo um periodo £, {w + 1 < 1 < w) ¢ posilive ¢ menor que o capacidade, isto €,

0 < Yy < M;p, ¢ todos os outras niveis esldo em zero on na capacidade.

No Teorema 3.2, a seguir, ¢ mostrado que a definigao das segiiéncias capacitadas nada
mais € que a caracterizacao de uma solugio basica em um grafo dirigido.

Teorema 3.2 Um plane factivel (Y).....Y7) esld no conjunto de pontos cxtremos se, ¢
somente se, consisle de sequéncias capactiadas,

Prova:

Basta que seja mostrado que wm conjunio de sequéncias capacitadas ¢ equivalente a um
ponte extremo do politopo. Come jid for visto, o conjunlo de restricoes representam um
grafo dirigido. Como um ponte exlremo em uwm grafo dirigido ¢ uma drvere enraizada (25,
este ndo pode conter ciclos, Veja-cc, por exemplo, na Figura 3.6 o grafo dividido em duas
sequineres. Cemo os arcos correspondenies awos estogues Hy Hy ¢ Hy tém fluro estrila-
mente posilives (pela propria definicao de seqiéncia de produgdo) ¢ néo sdo capacitados,
caldo obrigatoriamente na base. Portanto, para gue nao haja cicle apenas wm dos arcos
correspondontes @ Yy deve estar wa buse, wsfe 0 0 Y, 0 ALp. Como as bascs podemn ser
degeneradas, g defintedo tmpoe gue no maxuno um doles esloge estritamente enire os fimites
O Y, < Mo, completande a prova.

Do Teorema 3.2 segue-se que 7, ¢ o valor da solucao dtima do problema 7, com

O- 4« om0 7T que pode ser reflormulado comao:

(£ m) Miny x ¢ MY = U
SUCHO 4

Hy o4 Y, Hy w0 dyp, te T (3.45)
G Yy, o Mpp, parawomaximoum fo0 e f <o {3.46)

O Y, < Ap, oparal i b1 {(3.47)

Vyoe {0, Mp} parad / f (3.48)

A4
“Eed
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Figura 3.6.: Grafo correspondente das seqiisncias capacitadas.



Como oy uma seqiencia Sy, s existem m - £ possibilidades de arco fracional, pode-se

. ; . ! : st
resolver 1, lixando-se o periodo fracional [, obtendo-se o problema P7 | eujo valor dtimo
o

Y Fendo-ses entio os vadores [’fffm, caleula-se f L através de

¢ denotado por /
N ‘ N )
IR TSTITRUN NS § D (3.49)

A aplicagao da recursao 344 corresponde a busca de uny caniinho minimo no grafo” da
Figura 3.7,

[ f T P Y R P fved ¢ - L5 ar

Seja S7a sequéncia capacitada ent que apenas o nivel de produgao [ pode estar entre

.

0 ¢ Myp. Dal, o custo Ez{m ¢ o custo do plano de produgdo dtimo sobre a segiiéncia 5P -
Uina forma trivial de encontrar Ef‘m seria enumerar todas as possibilidades para os
nivels de produgao nos periodos diferentes de [, verificar se ¢ possivel factibiliza-ios com os
Y, e determunar o de menor custo. Isto, porém, demandaria um esforge desnecessario pois
é possivel estabelecer algumas condigoes de factibilidade a prior::
Dado que o sequéncia 8
acumulados de produgdo factiveis em | ¢ m sao Q; ¢ (04, respectivamente, isto ¢,

P @}
oo {Qm}

Para quatquer I < £ < f o nivel V) serd factivel somente se houver Vy ¢ Py tal que

tem, por definigio, estogues micial e final nulos, os niveis

Vi=Vig it Mp
e/ on
Vl : ""! 1 i 0
1 gt e L ey e . s o iy T b Ta - o r
sejam factivels. Para que isto ocorra ¢ necessario que o nivel de producas V.

{a) Seja maior que a demanda nagquele periodo. pois nae pode haver estoque nulo entre
- 1etl:
Vi = Gy

(b) Adicionado as capacidades emy 1 1 1, .., m seja saliciente para satisfazer a demanda
curmilativa @,
b .'Cgm (!f?u ‘ri’}
(¢} Nao ultrapasse o nivel acumulado requerido no final da seqiconeia £, 0

\"f . (‘L} .

URepresentade purs 4 periodos

15



Figura 37 Grafo correspondente ao algoritmo de programacte  dindrica.



Este é um processo para frenfe onde se preve a factibilidade de uma proposta V, de-
pendendo de Vi ;. Caso esta proposta seja aceita, ela fard parte do conjunto de niveis
factiveis de produciao acumulada do periodo t, formando uma drvore binaria, pois de cada
Vior € 1y oy, dois outros nivers Vo podem ser factivels. Fsta drvore ¢ ilustrada na Fi-
gura 3.8(a).

Para se fazer uma previsao sobre os niveis V), f < 1 < m a partir do nivel a ser atingido
no final, realiza-se uma andabise pare frds onde:

Voo Vi - Mg

(’./ (1))
i - K
Ve = Vi

sao factiveis se safisfazem as seguintes restrigoes:

(a) Vi é malor que a demanda em ¢ pois ndo pode haver estoque nulo entre t e £ 4 1
Vi @y
(b) ¥y nao deve exceder a capacidade atual de produgao acunmlada:

l'} b Jf'(

Desde que para cada Vi oy « Ty dois Vy podem ser factivers temos uma ocutra arvore
bindria, porem, desta vez, pare trds conforme mostrado na Figura 3.8(b).

Define-se como unt pontoe terminal aguele que, na arvore para frents conseguiu atingir o
nivel £ == f 1, ou na drvore para {ras atingin o nivel [, Um exemplo de uma arvore com
seus pontos terminais ¢ mostrado na Figura 2.9, Os arcos que estio faltando nesta figura
representam arcos mmfactivets,

Agora, seja um par de pontos terminais uma combinagao de um ponto da drvore pare
Srewte o wnnda arvore para tras. Pntio, as seqicncias de producio factiveis sio determinadas

dagueles pares de pontos terminais para os guats:
0V, U Mg

Apos adentificacao dos pares de pontos ternunas factiveis, sio caleulados os custos
das rotas que conectam tais pontos ¢ a de menar custo ¢ escolbida. Desta rota, a seqiéncia

ot de producao ¢ determinada atraveés de;

| IVH AR VRN B A N DN P!

{

Note, porcm, gue esta nao ¢ pecessarmente amelhor seqiicneia &, Bsta soment o sera
conbiecwda apos aplicads o Hqguacio 319 Boncontrades todos o= £, o cinninbio minimo ¢

determinado pelo slgoritmo de progranmacao dinamies 501,

17



'$ply DDA DLIDUI] SIOARNY -G

'9jU9J4) D DIDA DLIDUIG BIOANY D@E  Dunbig

“0="A

A -d M- e T TEASRTEA

Q..?m—2..?&#2+ﬁ>ﬁa?—.u2+_+“>uwoﬂ> Q_§+a>u_¢d>um+m> N+_2+_+._>nm+.j\\\\\\\\ m>ﬂ7:>nma._>

d'W+'A="*1A



“SiDUWIOL  sojuod sMES 50 WOD  24oAJ Dwn  ep oldwexl ¢ bunbidg

e+




3.3 Problema Mestre Primal

O problema mestre da decomposicao de Benders, que pode ser eserito na forma:

(I7B) Min, , =

sujeito a

o2 b; T ."1-!'/‘\ § = ]? B 7 {35“)
0 2 b A Peon it m (351
z Irrestriio (3.52)

& umn problema de programacao inteira mista com apenas um variavel real (2}, onde & é um
vetor (ri + 1), A é uma matriz {m 1 n) X pe X um vetor de ordem p.

Adgoritmos ¢ estratérgias de resolugao para este problema sao raros: wina estratérgia
proposta em [13] sugere que o problema mestre nao precisa ser resolvido até a otimalidade.
Ao invés disto, proeura-se s solicho cujo vidor da Tungae objetive ¢ menor que o 1n-
cumbente primal. Um procedimento heuristico ¢ otilizado para procurar uma boa solucao
factivel de partida e, possivelmente, resultar em uma convergencla mais rapida.

Virios métodos heuristicos sao propostos em [260 objetivando aliviar a carga computa-
cional Imposta pelas sucessivas resolucoes do problema mestre, que também nao € resolvido
ate a vtunaldade.

No contexto da Decomposiciao Cruzada as resolugoes dos problenias mestres sao feitas,
como Ja se sabe, somente quando cessa o progresso no piug-pong. Bxperiéncias computaci-
onais mostraram gue uma solugao sub-otina do problema mestre pode ser, na matoria dos
casos, desinteressante, pois tal resolucao nao consegue propor mma boa solugdo nas variaveis
inteiras ao subproblema primai, de modo a restabelecer o ping-pong.

Para ehiminar tais problemas, decidiu-se pela elaboracio de nm algoritmo gue explorasse
as particulartdades da estrutura de (P63) ¢ que também levasse em conta o tipo de varidvels
inteiras do problema, que sdo binarias. O ponto de partida for o algoritmo de Balas {27
com o procedimento de backlracking sugerido por Geoffrion [14]. Come serd visto adiante,
este algoritimo permite a adogao de varias estratégias distintas de finalizagap, o que o torna
hastante versatil e de possivel utilizagao em outros problemas cujas variavels inteiras sao
binarias.

Na elaboragao do algoritme algumas definicoes s necessirias

Seps uma atribwgao de valores bindrios a vy subconjunto de A wna Soluede Pareial §:

5o {;\-9‘.«-_) “““ *“A};\ P

onde



As variavels A, s quais nenhum valor ¢ atribuido nao pertencem a 8, sendo chamadas
varzdvers bores. Quando uma on mais destas variavels tom seus valores fixades, a solucio
parcial resultante, construida a partir de 5, 6 definida cone sofucdo derivade de S

Seja z um uncambente para o problema, isto ¢, o melhor valor para {228) obtido até
um dado nstante.

O algoritmo busca, dado o imcumbente z e uma solucao parcial S, uma solugao factivel

que satisfaca 3.50 ¢ 3.51 para um valor z < %, isto ¢, procura-se satisfazer:
1

o noe by b A I I _ (3.53)

0 > b A, te ol notoan. {3.54)

Para que se tenha uma idéia da distancia da atual solugio parcial 8 4 factibilidade
define-se:

y;"' = D jes Aighy by TR VI S B IS IR (3.55)

v o= 2aes A b b =01 (3.506)

se y < Oparaalgum = n 1 1, . n 4 mou y' < O paraalgum s I,...,n, a restrigao

¢ ¢ factivel na completagio comn zeros da solugio parcial, como se pode observar nas Res-
trigoes 3.53 e 3.54. Calculadas as distancias a factibilidade de cada restricdo, forma-se um
conjunto composto pelos indices das que ainda estao infactiveis:

FPe{ily 20,1, ny” >07i=n+1,.. nim) (3.57)

zeros®. No emtanto, esta solugao parcial nio pode ser ainda considerada como sondada, pois
ainda pode haver uma solugao derivada com valor ainda menor. Deve-se, entao, atualizar
o incumbente”, fazendo-se

z = max{b, - Z AijA b b {3.58)
A
e verificar se existe mina solugao derivada de & com sobicao melhor que a obtida.
Caso 174 0 deve-se procurar reduzie a infactibidade. on seja. em gualquer restricio
¢+ 17 devesse procurar um on mals A, D entre as variavens livies {7 5).
Seja entao T o comjunto de variaveis livees que poden factibilizar alguma restricao
FIR N A
T Byrese A Uparaalgem oo 7 {3.59)

Asolugio parcial 8 sera sondada se 77 2 00 pois nao existe nenhuma possibilidade desta

ser factibilizada. Sintetizando, temos as seguimtes condicoes:

o am varkiveds Hyres con valor o

Chernoexphicmde come s detndlies o

O



(b) 17 # @AT? = solugho parcial nao pode ser factibilizada ¢ esta, portanto, sondada;
{c} 1I° £ 02T # 0 deve-se prosseguir amphando a solugao parcial.
Contludo, é possivel estabelecer critérios mais fortes sem nenhum acréscimo de meméria
e com pequeno esflorgo compulacional, observando-se que:
{c.1) Os valores negativos livres sdo insulicientes para factibilizar uma dada restrigao, como
pode ser visto a seguir:

Supondo S = {1, -2}, a restrigio
0 25 - 10X ~ 354, — 10A4

possui 7% = {2} / @ po entanto é infactivel, pois mestmo com A3 - 1 a restricio
continua infactivel. No caso geral basta gue se some, para cada 7 ¢ 19 todos os
cocficientes A, ; «~ 0 a g Se o resultado ainda ¢ infactivel aguela solugho parcial

também o ¢ Entao, se

yf 4 X min{0, A, ;) > O,paraalgune 1,0 n y:" ] (3.60)
PR e
ol
y,‘-"\ H 4__: min{0, A; ;} ~ O,para algum (- w0 1., nebom g,rf o) {3.61)
VAN

a sofugaa parcial 8§ ¢ mmfactivel e esta sondada.

(.2} Ainda utithizando os calenlos feitos acima, ¢ possivel estabelecer um critério mais forte.

pois adictonando a vartavel Ay a restricio acima com coeliciente »5:
i} ! .:»‘r ]UJ\; .};:)/\\_3 E”;\;{ -‘,)A,g

observa-se gue esta restrigao ¢ factivel para S5 {1, 2}, pois

Eh o mme{t, 1) s man{t, 5) - 0

Porem, ja se sabe de antemao que os valores de Ag o Ay 10 que ter valor 1 pars

garantir a factibihdade.



Se além de Ay houvesse Ag com coeliciente positivo, também se saberia antecipada-
mente que A; = 0 pois 130 existe nenhun outro coeficiente negativo capaz de factibi-
lizar Ag == 1. Portanto, as diferengas entre os dots lados das Byuacoes 3.60 ¢ 3.61 dao
uma medida de quao eriticas estas estao em relagao a factibilidade ¢, a partir delas,
pode-se montar um outro teste, o teste de empliacao:

Se, para k ¢ §

vl + L min(0, A; ;1 | Aip |2 O paraalgume =1, ..,n {2.62)
igs -
ou
S N L | i . . - ; : 0 o
u L min{0, A, ;}+ | Aip > Oyparaalgum i =n i+ 1, n+m {3.63)
J¥S
entao:
I ose Ay - O
Ay o
0 se A,"k -4
Note-se que nas Desigualdades 3.62 y° Yeamin{tiA, ) 0 e nas 3.63 gl
x;;"h‘ min(0, A; ;} < 0, pots, caso contrario, as Designaldades 3.60 ¢ 3.61 se verifica-
riain.

Apas umna série de ampliagoes, deve-se verificar em (1) se o problema continua infactivel
e se ainda pode ser factibilizado, pois como o teste de ampliagao v6 apenas wma restricao
de cada vez, uma ampliacio numa delas pode cansar infactibihdade em outra. Portanto,
deve-se fiear iterando em (e 1) © (.2} ate que ndo haja mais amphagoes.

Quande nao honver ampliagao ¢ a solugdo parcial ainda nao for completa deve-se des-
dobrarem j o 77 para que a solugao seja amphada, Os erivérios de escolha do elemento de

T podem ser:
(a) O primeiro elemento de 775

(1) O elemento j, ¢ 77 correspondenie ao min;min{0, A,,}, para a restrigic ¢ mais in-

H

factivel

() Oelemento g« T gue reduza a mfactibilidade total do conjunto de restricdes apre-

—

sentado em |

min, g z\__:mux(yf <A, 0) (3.64)

P



Nao ha garantia de gue a solugio derivada de gualguer dos Hens acima seja factivel,
portanto a escoltha deve ser feita analisando-se o comportamento de cada nma com os dados
dos problemas. Quando da programacao do algoritmo, o critério (a} {oi utilizado por ser o
que representa o menor esfor¢o computacional a curto prazo. Posteriormente, serao feitos
testes com outros critérios analizando-os de forma estatistica para estabelecer qual deles

temn melhor comportamento.

3.3.1 DBacktrack

Quando uma solugho parcial S esta sondada, nenhuma solugas factivel com valor methor
que o incumbente pode ser encontrada a partir de S desdobrando-se as variaveis restantes.
No entanto, até que tal solugao tenha sido encontrada algumas variaveis binarias foram
fixadas, quer obrigatoriamente, como acontece em {c.2). quer por desdobramento. Caso
uma ampliacao tenha ocorrido por desdobramento, o complementar daquela variavel deve
ser analisado para que todas as 27 combinagoes possivels das vanaveis binarias sejam im-
phicitamente enumeradas. Por outro lado, vma amphiacio cuja variavel tenha sido fixada
obrigatoriamente ndo requer a andlise do complementar pois este ¢ infactivel. £ conveniente,
entao, diferenciar as ampliagoes feitas obrigatoriatmente para que este falo seja constderado,
Isto é feito 114] colocando-se uma marca em S nas variaveis desdobradas deste modo.

No exemplo em {¢.2), § passa de
S AL 2
para
SO{1 23,4}

O processu de andlise das solugoes complenyentares ¢ denonunado Backiracking e deve

ser feito de forma sistemadtica para que nenhuma combinagao deixe de ser enumerada. Uma

forma de fazer sto ¢ atraves da seguinte regra (|

Locahize o elemento mais & direrta de N goe ainda nao esta marcado. Se tal
elemento ndo existir, hin do processe. Caso contririo, troque o clemento pelo

sen complemento marcado o retire de S todos ox elenentos a sua direita,

Excmplificando vy passo de backlrack om

restifaria e

51



S {2
Na realidade, o conjunto § ¢ tratado como uma pitha, onde se busca o primeiro elemento
a ser desdobrado, pois o primeiro elemento a ser retirado € o 4, que nao pode ser desdobrado.
Dai, prossegue~se retirando o 3, que também nao o pode, até gue se chegue ao 2,
3.2.2  Atualizacdo do Incnmbente

Quando 17 = §, tem-se que:

A T P Vi T 0 T B (3.65)
JE S
yf Zlfif;j,\j R TR S I B TR I DN noom , (3.66)
jts

Umna sofucao completa tem seus ¥ 's dados por:
< i

gl m Y A b h 2 D AA L (3.67)
je N j¥s
. y:" & Z:Af'i’\f i b X AijArj b b o ndm (3.68)
jes IS
Observe que se
D Aghy 0 (3.69)
Ve

Entdo os ¥”’s continuam indicande uma solucao factivel. Dado que uma maneira de
garautir a bguacao 3.69 ¢ fazer A; = 0,7 ¢ 5, esta solugao ¢ chamada factivel na completagdo
com reros. Além disso, como sempre se busca uma solugao com valor z menor que o

incutsbente, torna-se um novo ncumbente gne deve satisfazer 3.50. Entao

> omax;{bh - }W: A, A

Je N

Deve-se observar gue o fato de uma solucao factivel ter side encontrada com melhoria
de monmbente nao tmphea em sondagem da solucao parcial S0 Apenas o incumbente ¢

atuabizado, mas a busea de mn ands melhor deve continuar,



I importante observar, para efeito de convergéncia, que, apos uma atualizagao de in-

cumbente, pelo menos uma das restricoes 3.53 esta infactivel pols z atual satisfaz

soby b ALK,

para pelo menos w1, e Isto implica na ipossibilidade de haver uima atualizagao
npedimtamente apds cutra e, portanto, a convergencia hao ¢ alterada pelas atualizagoes

parciais. Fste fato sera utihzado a seguir para comprovar a convergéncia global do algoritmo.

3.3.3 Convergéncia

Elin Fluxograma do algoritmo discatido agora ¢ apresentado na Pigura 3,10, que pode ser
sitnplificado para o mdicado na Figura 3.11. Agora observe-se a semelhanca com o apre-
sentado em 14, cuja convergéncia esta provada(Figura 3.12). Dado que, como comentado
na atualizagao do incumbente, ¢ impossive] haver uma atualizagiao apds a outra, a solugao
parcial correnier on sera infactivel, ou serd desdobrada. IBm qualquer dos casas incorre-se
em uma operacao de alteragho na pitha 8. Como tal mimero de operacoes ¢ fintlo, conforme
provado na referéncia supracitada, o algoritmo agqui apresentado converge.

3.3.4 Modificacao

Na pratica nao se faz a busca de uma variavel real com uma precisao infinita, mesmo
porque nao existem computadores capazes de atingir tal precisio. Portanto, estipula-se
uma {olerancia £ » 0, em torno do gual o valor Stimo 27 deve estar:

Feito isto as desigualdades estritas das restrigoes 3.53 sao substitmidas por desigualdades

sttples; pots ao invés de 2 - 2 buscase 2 2 ¢ 2{b 7).

o1, equivalentemente,
Oy =0 s 0 AA b

Pazendo-se

b1
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as desigualdades ficam semethantes quelas com = n4 Lo.oon tom e, portanto, podem

ser tratadas dis mesma fornia, passando ™ e 17 a serem definidos como:
R o
UANEED S PO PR R
g

h I I : :
17 = {d /gy’ =0, t=n ol o+ m}
e ox testes de sondagem e ampliacao, simplilicados para:

g 2: min(0, A, ;) ~ 0. paraalgum i 1. ndom/yT 0
Jors

4o L mandQ, A, LA L0 R U TN B TTON ST
.V"‘{

Porem.as atushzagoes do incumbente continuanm sendo feitas apenas sobre as restrigoes

com b e pols somente elas possuem a variavel -

3.3.5  Comentiarios Adicionais

e Nao & dificilverificar que. sendo um algoritmo que procara factibilizar um incumbente
methor que o atual, pode-se utilizar o Jinitante superior dado pela melbor solugao
primal comw Tmtante de partida. Bste hmitante ¢_ obviamente, melhor gue o s oo
utibizado como ponto de partida por levar a um aprofundamento mais rapido da
solugao pareial. adem de indicar rapidamente se o método de Benders convergin, sendo

este tltime caso detectado guando nao houver solucao factivel

s No algoritmo modificado, utilizando-se a aprosimacio

&l

com z v nae existencia de solugao factivel tndica que s solucao primal imeumbente

v 0 Olima,

e Tumbem ¢ possivel adaptar o algoritme para retornar logo apos a primeira solucao
factivel canr =+ vy ter sido encontrada, tornands possivel s ntthizacan com a ex
trafopi descrita e H3L comentada nis secho 30 e dlastrando a oversatibidade do

sleoriinno e proposio.

G



¢ A versdo implementada for construida de forma a testar tanto a versdo modificada
quanto a primeira. Desta forma. busca-se wm valor de » satisfazendo a = - 2(1 - 1)
quando se deseja estabelecer um eritério de parada com tolerancia percentual 7.

3.4 Problema Mestre Dual

Como comentado em 3, a forma inplementada da Decomposicao Cruzada nao utiliza o
problema mestre dual (MD). Ao invés disto utiliza-se otimizacao por subgradientes para
guar a escolha dos multiplicadores duais €, 1 ¢ T, Nesta otimizacdo usou-se o método
de subgradiente modificado proposto por Camerint, Fratta ¢ Maflioli citeCame, e Crow-
der 129]. Este método usa subgradientes prévios, exponencialmente suavizados, na corregao
da dire¢ao atual. Kspecificamente, se adota o seguinte esquema:

o 0
g : [o (3.70)
R . ; i e
l (:I'm i1 (’;n fl"mb’m .

Neste esquema, w, ¢ o tammanho do passo a ser percorrido na divegao =" que & caleulada
através da recursao.
oo I .
P M = . (3.71)

:

onde @™ & wm subgradiente da funcac dual ¢ A, & us escalar especialmente escolhide de
forma a garantir que os multiphicadores duas O estejam cada vez mais proximos de seu
valor otimao ¢ | isto &,

' S Y O S | {3.72)

Deste modo, tende-se a eliminar o zig-zag caracteristico do subgradiente puro, e as diregoes

corrigicdas sao. pelo nrenos, Lao boas gquanto o proprio subgradiente.



Capitulo 4

Testes Computacionais

4.1 Geragao dos Testes Computacionais

Nao se conhece, da literatura, nenbium conjunto de dados com os gquais se tenha realizado
testes computacionals sobre o problema (7). Entao, a realizacao de tais testes ¢ feita com

problemas gerades aleatoriamente. conforine deserito a seguir,

Demands Para cada ttem ¢ a cada periodo, as demandas foram geradas uniforimemente
entre 5 ¢ 151

Custos de preparagio por unidade Gerados uniformemente entre 10 e 20, para cada
Lo,

Custos de estocagemn por unidade Gerados uniformemente entre e 2 para cada item
e cada periodo:

Capacidades de producgio e moedo a eliminar a geracao de subprobiemas duais in-

factivers, cada problema ¢ gerado satisfazendo, para cada ¢ 0 7', o desigualdade:

4 ¢
‘}ﬂfu’u : xdu
i1 P

Contudo, como a geragao de subproblemas doas contcapacidade thmitada também é
indescjada. por nao se estar testando o problema na forma proposta. uma solucido de
compromisso ¢ a geragao de capacidades entre d; ) o _\_:i ;. pois a capacidade, na

madha, factivel o hmtada,

Custos de produgio por unidade Gerados uniformemente entre 20 ¢ 40, para cada

et o eada periodo;

62



Teinpos de preparacio e de produciao Gerados nniformemente entre 10 e 50, e 0,5 ¢
E.5 respeciivaimente;

Quantidade de horas disponiveis (Cap, iy ¢+ 1) Este ¢ sempre o dltime parametro
gerado, pols ¢ neste que se ajusta quao comprinido val estar o problema em relacio

ao maxuno que poderia ser requerido o cada perioda;

:}—:(-’“’l ! A}'(‘(]J‘l)

i

Toma-se, entao, Cap, com valores entre 10 ¢ 90 por cento deste valor para que os
problemas gerados sejam reabinente capacitados neste parametro. Noie que isto nao

garante que todos os problemas gerados sejam factivers;
Custo unitdrio por hora ntilizada gerados entre 40 ¢ 80 com distribuigao uniforme.
U exemplo de ume problema construido obedecendo os eriténos anteriores para 12
periodos e 5 itens @ ilustrado nas Tabelas 4.1 4 490 Note gue este problema é capacitado

tanto na quantidade de horas disponiveis por periodo gquanto na capacidade de producao

e cada periode, pois:

{a) Nenhum plano da forma
Ay ]

Aoy 00y
e {factivel, porgque, con se pode observar a partir dos dados, todos os produtos vielam

a condicao de Tnctibilidade, ou seja, nenham deles satisfaz:

}“fz!ip( ’ l:df.”)‘

i

(1) Neahun plano em que se decida produzir no primeiro periodo ¢ nao produzir nos trés

periodos seguintes, 1sto o,

)&.I; E,A;_'* /\(‘f-i ’\;,«ﬁ {1,

cotin A,y guaisquer para !4 ¢ factivel porgue
1
Capy - D0 dop Aoy
: [

on



periodo
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1 17010004 113 10010 18 [ 19113 115 119
5 11 13 12112 s T s

Tabela 4.1: Custos de preparagao por unidade.

. prédu{& - periodo
TR NN T T S A N A 1 I (O O B
P76 13t te 1T 1811611619
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Tabela 4.2: Costos de estocagem por unidade.

'p rodulo . prriodo
izl s SRR TR T TN
12180 a7 ECREI R R ETIREY
B ETR LR T TR ETRE TR TR
O E O I Iy J600UR 92 2 g
4 unoan ey DR A6 a0 20
b 20 B0 U FRY IR Y S UV I

Tabela 40 Castos de producio por amdade,




produto  perdodo
et TETETE TS e et AT 1
: 1271 67 ] ¢ 07 1 69 L 9l 124 5 10T 52 | 135 138
2 Th 1000 9T a4 B8 [ M2 68 T8 60 96 | 56 103
) B46 92 108 | A0 L 423l 8T 1200 700 56 | 50| 99 | 13
i 99 L TT L TE 59 L 6T A8 | 89 | 133 79 | 19| 53 | 128
5P st 1L B9 96 1200 102 105 ] 5T | 131 85 | 112 148
Tabela 4.1 Demandas.
Cproduto | periodo
I I s 6 T s 9 0]
1 436 1085 654 | 112 BB B00 0 170 TTT BRI | 848 | 722 | 876
2 AOR | TORBA4 L1022 042 572 T4 D408 1052 | 804 48 570
BoUB0L L 220 L AlL 17T LLID L BI6 ] 941 T2 632 452 825 89
4 A9% 228 | 665 | 401 | 310 1262 537 QI8 810 | 643 0 241 207
B[ IST 005 L4431 1045 1700 1027 940 0 HIT4 862 | 525 152
Tabela 4.5 Capacidades de producac em nnidades por periodo.
periodo 1 0 2 a4 T R N T A (R S [ Y T T
C Cap 1492 1061404 1090 01205 L 010 | ries | 1o RECCRREEED 119

Tabela 4.6: Quantidades de horas disponivels por periodo.

ooz

o riodo 123 4 5 ] 7 K9
Cocusto BR6OGH O G1BE D 6T 46 68 T3 7Y 52

Tubela 1.7 Custo unitario por hora utilizada o cada periodo.
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) produte | 1 | 2 3 1
l tempo 3333 ) MO

Tabela 4.8: Tempos de preparagao por produto,

produto | 1 2 ll 3| 4
105 060814

enoremmoeensd |
ooy i
o

| s

Tabela 4.9 Tempos gastos na producao de cada produte,

A programacao dos algoritinos {oi feita em hnguagem €,

Na Tabela 4.10 sio indicados os tempos de UCP e computador VAX, vont a ordem de
resolucao segumdo da esquerda para o direita o de cima para baixo, Apds a gltima iteracao
e (5D} foi detectado que uma solugao abaixo de 1% da otimalidade fora encontrada
{com wm valor de 402,600} | satisfazendo um eritério de parada précestabelecido. Note,
o cntanto, gque estes tempos de UCP nae representam win comportamento padrao do
algoritimo, pois gquando ¢ utilizado uin outro conjunto de dados oblom-se os ressltados da
Tabela 471,

O plane de produgao X, ¢ a gquantidade de horas consunmidas sao Hustrados nas Tabe-

jas .12 ¢ 413,

4.2 Desempenho do Algoritmo

Com o objetivo de avaliar o desempenho do algonitine de Decompuosican Cruzada, utilizon-
se o8 criterios de geragao de dados deserito antertormente para a criagiae de 45 problemas.
A caracteristica selecionada para esta avahacao ¢ o gap da rolucde, ou seja, a diferenga
percentual entre os valores incisibentes primal ¢ doal, Quando esta diferenga ¢ peguena, o
algoritino encontron uma solucao prosima do valor otine, Ui sumario dos resaltados ob-

tidos ¢ apresentado nas Tabelas L o 4220 Nestas tabelas adotou-se 2 seguinte convengao:
problemae niimero do problen
{a ~ &) indica que o problema tem o variavels inteiras ¢ b varavels reais;

N ndmero de itens;

T owimers de perfodos;

6H6




problema | (SD) L {SP) | (MD) | (MP)
A

5,35 |1 0.6

5,40 1 069 ;

5.38 12,93

0.67 !

554 1 06H 0 0B8R

5,38 1 066 -

5.5 | 061

N :

Tabela 4.10: Tempos de CPU em cada iteragao,

problema | (SD) L {SP) | (MD) | (MP)
tempo (<) 0 T8 1078
727 0.6
761 084
740 0 050 ; .
7.52 198,26

Tabela 411 Tempos de CPU em cada teragao para um outro congunto de dados.

produte ' periodo
- T T S O A S RIS IO PN T
! 42600 0 0o w5 0 a2 0l o 0o
2 A94 00 L0 00 ABE 00 D000
; B6 00 0 0 IR0 R0 00 406 0 0 0 0
: B0 L0 0 gl RO G B2 I0L 00D
5 ISTOLA8 O H5h 0 120 TI0 0 0 06 00

(*} ;)I‘n(fl!{,‘fza) HIPRIHTIIS

Tabela 1120 Plano de producao oblide,




periodo 12 3 4] b 6 [7) 8 lo ol
. o B i e H - H : | K
horas ‘l IO |54 5954 1110 L 0 113396, 0 0 1 0 | 0 2

11158 | 30.8
(

o3 no lmite da guantidade disponivel.

Tabela 4.3 Quantidades de horas utihzadas,

30 . 72
probiema | N T tempe (] O dtimio (,‘a'i.)) (‘vf)} (A1) (M D)
[ T S RN A - S a2 6 5
. 5186 11,82 <1 1 1 I
5 56| 1i4sn | 2% 25 8 6
4 506 074 1 o 3 1 1
5 516, 8LT0 L o 2 25 7 1

Tabela 411 Conjunto de problemas 1 de 9.

fempo tempo computacional gasto na observacao do problema. Note que grando a distancia
entre ox incumbentes ¢ menor que 1% o eritério de parada 6 satisfeito ¢ o tempo de

observacio ¢ o gasto até que 1sto ocorra;

% dtimo indica a distaneia percentual entre os imcumbentes apds o temipo de observacio.
Quando esta distancia ¢ mator que 1% indica-se. a0 lado, o tempo gasto até que esta ¢
alcancada, Por exemplo, na Tabela 415 o problema 5 o observado durante 884, 215,
sendo que nos primeiros 71,17 ja havia chegado a mma distaneia de 3,65% entre os
incumbentes, e cm 360, sto O, 288, Bix apos. apenas conseguira reduzir esia distancia
a 2 14%0 No tempo restante, até atingir os 384, 2 1s uao honve nepdunma welioria dos

destes incumbenios:
(S5F) wmhnero de teracoes do sebproblena primak:
(512) mimero de Heragoes do subprobiema dnal;
(A 17Y ninero de iteraghes do problema mestre primal;
(A1) nwere de maximizacies da fungao dual foita atraves de subgradientes;

Anahsandoese as Tabelas 400 0 122 ¢ posstvel extranr as segimntes conclusoes:



problema

I

[

ST

-
G

problema |

S

problema

1

10
1Y
1%
10)
HE

N

w

Wl

s

N

ke amn e e

[ SR SUR S A

60 > 132

tempo (s) 1 % diimo
ba8 o S
18,25 -2 1
878,90 233 (< 1078)
15,76 <
884,21 214 (< 360s)
3,60 (< Tis)

Tabela 4,150 Conjunto de problemas 2 de 9.

a0 = 9L

| b s
fewnpo (s] % dtimae

_—
b

~1

-1ty

48,10 ]
31,06 o1
072
900,00 | 6,26 (- Hw)
549 .

Tabela 4.16: Conjunto de problemas 3 de 9,

I EE

T tempo (5] W oobimie

2041 .
2467 -
90000 1 L[ 204
B B4 .

900,00 227 (- {){).s‘)

Tabela 4,17 Conjunto de problemas 1 de 9,
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) D)

{

[ 3%)

-1




120 = 264

problemae ' N 0T tempo [s) % dtime W(Sf’)v (s 1)) . (\’H’)?(/\; ]))
b a2 90000 Taes (s 50s) 3 |4 |1 T
20 a2 3904 . 2 2 |
B0 1012 24600 w 5 6 Lo
1 10120 80000 | 4.30 (- H0s) 1 5 I
5 10 120 90000 |59 (- 40s) | 3 4 !

Tabela 4.18; Conjunto de probiemas 5 de 9.

FRO » 384

problema | N 1T Ulempo {5} G dlimo (S8 WD) (M) {AT12)
b 1s 12l 5097 w1 2 2 ‘
2 Cih 12 56,064 < 2 2
3 ih 12 Q00,00 210 (< 80s) 3 4 !
4 15 12 900,00 3.59 {« 90s) 4 5 I
5 15 12 49,43 <ok A 3

Tabelay 419 Conjunto de problemas 6 de 9

g - 210

problema N T tempo {s) 1 N dtame L {N1) AN (M) (MD)
T R A T SN I o TR R
20 h IR 00000 355 (- 908y 8 8 2 2
_‘: 518 om0 - 2 2
¥ Ch IR 00000 22T (- 90s) % 5 o o
S A I8 B0000 T 2T6 (0 Hos) 10 b 2 ;3

Tabela 1M Conpunto de problemas 7 de 9




problema
10
1Q
10
10
10

I

i
HOWT e L1l

]

| S

P

S i

-

problema

N

1%
I
3]
18

18

e mfm (@j
354,27
500,00
889,44
137,24

850,74

1RO 396_ | -- RN R e

& Gtime
<
1.07
< 1 1.34{- 200s)
<

148 (< 2005) |

Tabela 4.21;

tempo (8] i
iR
RN

18]

120000
206,16
120000
120000
1 200,00

(5 1) (AP

5 |
- !

[ ; i
i

ok b
—

Conjunto de probiemas 8 de 9.

¢ oltuin

LO04 (- 250¢) |

"3
7
)
2
)

3

¥
1

Lse)

(s

Ut ode W 1D e

Tabela 422 Congunto de problemas 4 de 4
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o (O desempenho da Decomposicdo Cruzada estd initmamente ligade ao sucesso com o
ping-pong. lsto deve-se ao fato de que, em geral, os problemas mestres sao muito mais
dificeis de resolver que seus subproblemas correspondentes ¢ | portanto, quando sao

muito solicitados, degradan o descinpenho geral:

o O erescimento do tempo computacional do subprobloma dual com o numera de periodos
€ nao-linear, porém, com o numere de dens, & lincar. Como pode ser visto analisando-
se 0s probleinas em que apenas os subproblemas primal ¢ dual foram resolvidos. Nestes
problemas, como o crescimento do tempo computacional do PFCM ¢ hinear com o
numero de arcos, apenas os subproblema duals tem influéneia na caracteristica de

crescimento nao-linear deteclado

Com o numero de itens a linearidade observada deve-se ao fato de gque o subproblema
dual, comno ja comentado, ¢ separdvel em virios problemas menores, um para cada
item, que sao entao resolvidos pelo algoritino de programacao dinamica, no qual

apenas o numero de periodos influl na complexidade;

® O crescimento do lempo computacional do problenia mestre primeal ¢ muilo forte {pos-
stvelmente cxponencial) tanto com o ndmero do periodos quanio com o de ilens, pois
observando-se os problemas com 30, 60, 96 ¢ 120 vaniavers inteiras, o numere maximao

de problemas resolvidos foi 84,2 ¢ |

o O groblema mesire dual, que for substituido pele marimizacao da funcdo dual atraves
de subgradientcs, seque a mesma caracleristiea do subproblema dual, pois cada Heragao

daguele ynphica em um ndmero fino de Heragoes deste;



Capitulo 5

Conclusao

O método de Decomposicio Cruzada ¢ bastante atrativo ¢ versatit. 15 atrativo porgie
explora ax estraturas primal o dual de o problema de programagao inteira mista, ¢ ¢
versatil no sentido de que nao se precisa mcluir ambos os probleinas mestres, pois apenas
un debes ja ¢ suficionte para garantiv a convergéncia, Contudo, se apenas o problema mestre
dual ¢ uttlizado. a convergéneia & otunabidade reguer o inclusao de um algoritmo do tipo
desdobramento « sondagem para fechar win eventual gap de dustidade. B qualquer caso,
ainda que nao se resolva a otimalidade, o método forneee a gualguer iteragao uma solucao
factivel (se alguma existir) e uma medida da guabidade da solucao dada pela avaliacao de
seus incumbentes primal ¢ dual,

Ixpeniencias computacionals indicam que a eficiencia do meétedo depende fortemente do
SHCESssO com o ping-pong, porgue os probiemms nwestres sao, em geral, de difici! resolucao.
Alem disto, mesimo a utilizacao apenas do ping-pong apresenta um cresciiento naa linear
com o numero de periodos de tempo.

Pesgnsas futuras podem ser realizadas explorando-se alginmas variacoes gue o algoritmoe
geral permite. Sao elas;

o A utilivacoo, ao inves da maximizacio da funcao dusl através de subgradientes, a

resolugac do problema mestre dual atraves de programacao linear, mantendo-se o
problema mestre primal oun retirando-o ¢ incluindo-se um algoritmo de desdobramento

¢ sondagem para fechar um eventaal gep de duahidade;

e A resolugao do subproblema dual atraves de o algoritme de desdobramento e son-

dagen,

e A utihzagao de heurlsticas, como as de Cote ¢ Laughton 1261, para a resclugao do

problema mestre primal, com o abjetivo de tornar siua resolucio mais efictente:

e Testar a sensibilidade do problemas com o capacidade de horas disponivers;

-y
§oer



Apéndice A

Sobre a Nao-positividade da
Variavel Dual ¢

Serd mostrado, a seguir que a variavel ) pode ser restrita a assumir apenas valores nao-
pasitivos.

Fixe um periodo { ¢ suponha que Y;; > (0 para algum 7 ¢ /. Entao, da Equacao 3.3 em
(SP)), segue-se que 1, > 0, ou Fy > 0, ou B > Oe Fy ~ 0. Das Restrigoes 3,13 e 3.14
de (DS P) e de suas varidvers duais associadas, Ry e F;, segie-se do teorema das folgas

r(‘);'np!emernares que
Hz( («‘t +- I)g fﬁt)v ¢ F(( (1f }'j; (jg) o 3

Conseguentemente,
;‘f l’)f - bg (1] (:f . [‘_,‘f - hr .
Desde que &, <2 Oe [} < 0O emtao ) - G
Para um periodo fixo £ e Yy, O para qualquer ¢ ¢ 1 exaisten solugoes duals mualtiplas,

¢ destas solugtes ¢ sempre possivel eseolher uma na gqual ¢ -

e Se A s 0 0 opara alge ¢ temese da Byuagao 3.3 que /) - 0, ou Fy > 0, ou ainda

1, - Oe Fy > U, recaindosse no caso anterior, impliecando em O - {0

8 Ne A O paraqualguer oo TR 1 8 tenese que todos os arcos higando o

no correspodente a € como restante do grafo tem Huxo nulo conforme ilustrado na
Figura A Se numa dada sologio basica este 10 {or higado aos nos correspondentes
a 1y oou B Figura A2 entao, dado que ) - D e By Beque & = 1)y by on
o f‘:, iy, ('{ - AL

{laso contrario, o no estard conectado 4 arvore basica atraves de um dos 1, de

arordo com a Figura A3 o para que se possa garantir gque O -+ 8, deve-se Hgar seu nd

PR



Figura A4.1.: Trecho do grafo onde o varidvel C, estd inserida.



g

Figura A2 Configuragdes em que C; se liga diretamente a Dy ou E,.



associado aos nos correspondentes a 12y ou £ Esta ligagao, on seja, a colocagao dos
arcos £ on ) na base Tormara um ciclo, descaracterizando-a. Porém caso algum outro
arco o ciclo possa ser retirado a custo zero, a base continua 6tima e esta definida.
Como, neste caso, ha pelo menos um dos arcos Y, ¢ com Huxo zero nesta base, a troca
pode ser efetuada. Afém disto o custo da operagao serd nulo desde que nao houve
variacio cm nenhum dos fluxos da base.



=

€ CQQ=>

\c:{}) o
By

Figura A3.. Configuracdo em que C, estd conexo
a arvore através de Y, .



Apendice B
Estoques Finais

Se na ditima seqiicneta basica pelo menos um dos custos associados aos ¥y, » 00 - 7.7
1, .., ou pelo menos um dos custos de extocagem ¢ estritaments positivo, o estoque final é
nuto

A prova desta alirmagao ¢ desenvolvida bascando-se em contradicao das condigoes de
otimahdade para o problema {872}, Desde gque o problema (£2) poderia ser resolvido pela
enumeracao explicita de todas as combinagGes possiveis de A,y caleulando-se o valor de
(57%), esta é uma propriedade do proprio problema (£}

Algumas das condigoes de otimalidade para (8/7%) sac, para cada 1 I

1_{%3(”'.‘4{!( = ,ﬁ-‘l?";,;; ayyi ) (3, ! - ii‘”"[‘- i. (B E)

H;)'}‘( A;‘"}‘ a } 0. (B 2

)'g‘;(f)!,’g i Bi'; i (’,Y, ;}g} {1, to 7, (B 3)

830y, v\ie th ) . i T, (i; 4)

Supondo H” =AY tem-se de 132 que A g aipipio Como Hop 0 Yop - Hyp o= dygpy,

entao Yy > Oou Moy~ Oon amdase Hip o Appy tenese que Yo o e Hopo g > O

1. Se Y, pr >0

(a) M,rps > Yor = O, temese de B2 gue Ajp s By o Cp o wppips Oe de BAY
que 3,0 - 00 BEmtao, Ay o p p, Cp ¢ uma contradicao se a; ¢ > 0 ou se
voripe o OUr o

v oo o Gamphea e B da sequencis:
e Aoy 0a Banacao Bl nnphica e A, ¢y Ay e ap B, o processo ¢

retntclado com L, oo



Ly Yir Mippo temsse de B3 By woripe Cr o Agp. que serd positivo se
agr > Uouse vp/p, Cypo -0, contradizendo B p -
i Hor o Oamplica em fim da sequéncia;
. Hip oo Oa Bguagao Bobmmphcaem A, p v Agr agr 1/ p, © 0 processo
¢ remmciado com Hopops

2.8 M,y oy - Otemese de Bibque Ajp v Avr aop /pe L reiiciando o processo;

O processo continua recursivamente até que M, - O para algam - 7 - 172,
ou seja. alé que a ibima seqiéncia seja totalmente analisada. Kntao, se durante a busca
nesta sequencia algum a, = 0 ou algum v /p, € 7 0o problema tem suas condigoes
de otimalidade violadas, pols antes de algum I, = & existe, pelo menos, uma contradigao
nos valores de B, ou Ay, Na Figura B estao tlustradas todas as possibilidades desta
contradigao,

£



Hi: 20 Ar=-09,1/p

A By, +=MV,7/P;- C1)- Air

Yi 1< M; 1P,

Hi1.220 Bi,r-1(Vi,1./Pi - Crad - Aj 1

Y1 My rab;

Y 1S M1y

Ait-23Ai 1070 1.2 /Py

A= Vil = Cral
Hi,1.2>0 lH.‘: ‘2=c'>'” 154

Figura B1.: Diagrama correspondente a prova do estoque

A1V 1/ -Cq)
JHi,T-f O

final nulo.
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