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Resumo

Geodésicas fechadas sobre superficies modulares associadas a classes de
conjugacao de matrizes hiperbdlicas em SL(2,7Z) podem ser codificadas de
duas formas distintas: os cédigos aritméticos e os cédigos geométricos. Neste
trabalho é feita uma descricao completa das geodésicas fechadas para as quais
tais cédigos coincidem. Para tal o plano hiperbdlico foi tesselado por tridngu-
los de duas formas distintas, diferenciando portanto as classes de geodésicas

codificdveis.

De modo a fornecer suporte a extensao desta pesquisa, foram construidos:
o grupo de classes de fungoes MCG(X%;) do toro 1-vez puncionado, asso-
ciado a tesselacao do plano hiperbdlico agora por quadrados; uma méquina
de estados finitos, que mostra de que forma o grupo de classes de funcoes
desta particular superficie age sobre o conjunto F das células maximais; e a

mdquina de palavras-diferenca que estabelece sua estrutura automaética.
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Abstract

Closed geodesics on modular surfaces associated to classes of hyperbolic
matrices in SL(2, Z) are bound to coding in two distinct ways: arithmetic and
geometric coding. In this work, a complete description of closed geodesics

for which the two types of codes are equivalents is established.

To achieve this goal, the hyperbolic plane was tesselated by triangles under

two different restrictions giving rise to two classes of coded geodesics.

In order to extend the results of this research we considered the mapping
class group MCG(X;) of the once punctured torus, associated to the fun-
damental region based on squares which tesselate the hyperbolic plane; a
finite-state machine, which shows how the mapping class group acts on the
set of maximal cells; and the word-difference machine which establishes the

automatic structure of the mapping class group.
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Capitulo 1

Introducao

O presente trabalho tem como objetivo a introducao de técnicas de codificagao de
fontes, caracterizadas como sistemas dindmicos discretos. FEstas técnicas levam em
consideracao a codificacao de geodésicas no plano hiperbdlico.

As técnicas de codificacao de fontes (revisadas no Capitulo 3) sao na realidade
casos particulares de sistemas dindmicos discretos no tempo. Os sistemas dindmicos
considerados neste trabalho sao sistemas dindmicos discretos no tempo: o tempo é
discreto porque uma érbita {¢"(z)}nez € vista como a evolugao de um ponto z nos
instantes de tempo 1,2, 3, ....

Entretanto, sistemas dindmicos continuos no tempo, onde as drbitas sao
parametrizadas pelo conjunto dos ntimeros reais, sao também de grande importéncia.
Tais sistemas surgem naturalmente de equacoes diferenciais. A teoria dos sistemas
din&dmicos cresceu devido a esforgos para entender sistemas dindmicos continuos no
tempo, tais como: fluxos geodésicos sobre superficies com curvatura constante e negativa.

Atualmente, estuda-se com mals freqiiéncia, os sistemas dindmicos sobre espacos
compactos, muito embora, exista também muito interesse em sistemas dindmicos sobre
espagos nao-compactos. Por exemplo, fluxos geodésicos sobre espacos nao-compactos de
curvatura negativa e shifts sobre alfabetos infinito-enumerdveis.

A dinAmica simbdlica, pela sua relevancia, ocupa boa parte da teoria dos sistemas
dindmicos. Desta forma, faremos uma breve introducao desta teoria, e de como a

dindmica simbdlica se ajusta no presente trabalho. Algumas nocoes bésicas de dindmica



sao: continuidade, compacidade e conjugacao topoldgica.

Os sistemas fisicos podem ser descritos através dos valores de um nimero finito de
medidas. Como existe o envolvimento temporal, estes valores mudam. Seja M (um
espago métrico) o conjunto destes possiveis valores para um sistema. Imaginemos um
filme (exame) do sistema, com um quadro a cada segundo. Cada quadro depende do
anterior, a saber, como o sistema se comportou durante o intervalo de um segundo.
Assumindo que as leis que governam tal sistema sao invariantes com o tempo, a
dependéncia deste quadro com o quadro anterior fornece uma funcao ¢ : M — M,
normalmente continua. Assim, se x descreve o sistema no instante de tempo t = 0 seg,
entao ¢(x) descreve o sistema no instante de tempo t = 1 seg, ? (x) em t = 2seg, ¢ assim
por diante. Assim, para estudar como o sistema se comporta no tempo, basta estudar
como z, ¢(x), ? (x),... se comporta. Estas considera¢oes motivam a seguinte nogao.

Um sistema dindmico (M,¢$) consiste de um espago métrico compacto M
juntamente com uma funcao continua ¢ : M — M. Se ¢ é um homeomorfismo, entao
(M, ¢) €& dito ser sistema dindmico invertivel.

Irequentemente abreviamos (M, ¢) por ¢, para enfatizar a dinamica.

Seja (M,¢) um sistema dindmico. A 6rbita de um ponto x € M ¢é o conjunto
{¢" (%) }nez quando ¢ & invertivel e, {¢"(2z)},>0 caso contrario. Um ponto periédico
¢ um ponto z € M tal que ¢"(z) = x para algum n > 0. Uma drbita é chamada uma
6rbita periédica se x ¢ um ponto periédico.

Um modelo mais realistico de um sistema fisico usa continuidade no tempo para
modelar a evolugao. O modelo matemdtico para isto é chamado um fluxo continuo
consistindo de uma familia {¢,}cr : X — X de homeomorfismos ¢, de um espaco

métrico compacto sobre si mesmo, tal que

1. ¢,(x) & conjuntamente continua em ¢ e x;

2. ¢,0¢, = ¢,,,, para todo s, ¢ € R.

A 6rbita de um ponto z € X sobre um fluxo continuo {¢,} é o conjunto {¢,(x) : t €

R}. As solucoes de um sistema de equagoes diferenciais podem ser vistas como um fluxo



continuo. Uma classe de fluxos continuos de grande interesse na dindmica simbdlica é a
classe dos fluxos geodésicos.

Dada uma superficie S, existem as nocoes cldssicas de vetor tangente, curvatura e
geodésica. Geodésicas sao curvas que minimizam (localmente) distdncia. Sobre uma
superficie compacta S de curvatura negativa, para cada ponto z sobre S e para cada
vetor u tangente a S em z, existe uma dnica geodésica 7, , passando por z na diregao
de u. As geodésicas sao normalmente parametrizadas por R, o pardmetro é visto como
sendo o tempo. Denotamos por 7,, ,, (t) a posicao da geodésica Vu, 0O Instante de tempo
t.

O fluxo geodésico ¢ o fluxo continuo {¢, }er : X — X definido por ¢,(z,u) = (y,v),
onde y =7, , (t) e v & o vetor unitdrio tangente a Vu,e €M Y, como mostrado na Figura

1.1.

Figura 1.1: Fluxo geodésico sobre uma superficie.

No caso dos sistemas dindmicos discretos no tempo, a idéia da dindmica simbdlica
¢ associar seqiiéncias de simbolos com drbitas de fluxos continuos e, deduzir as
propriedades das drbitas através das propriedades das seqiiéncias.

Dois fluxos geodésicos {¢, }er : X — X e {1, }er : ¥ — Y sdo equivalentes se
existe um homeomorfismo (que preserva orientacao) 7 : X — Y que mapeia Srbitas de
{¢,} em Orbitas de {1, }.

Daremos agora uma pequena mostra de como este trabalho se insere no contexto da

dindmica simbdlica.



No Capitulo 3, a técnica de codificagao de Elias [24], pode ser vista como um fluxo
geodésico que intersecta uma superficie S. A seqiiéncia ,011010111010--- = 6 a ser
codificada estd associada ao fluxo geodésico que intersecta tal superficie.

No que segue, usaremos a notacao da parte fraciondria de um nimero real, isto é,
cada 7 € R, pode ser escrito de maneira tinica como r =n+ s, onde n € Z e s € [0,1).
Neste caso escrevemos r = s (mod1) e chamamos s a parte fraciondria do nimero
real 7.

Com esta notacao a fun¢ao ¢, : R — R definida por ¢,(z) = z + r (mod1) é um
homeomorfismo. Dessa forma (R, ¢,) ¢ um sistema dinAmico invertivel.

Os automorfismos do toro introduzidos no Capitulo 5, sao sistemas dindmicos
discretos no tempo que compartilham muitas propriedades dindmicas com fluxos
geodésicos.

Como exemplo, seja M = T? o toro bi-dimensional, descrito como o quadrado
unitédrio [0, 1]x [0, 1] com lados opostos rotulados conforme mostra a Figura 5.1, (pdg.83).
Assim, o ponto (0,t) & colado no ponto (1,%) para 0 <t < 1 e (s,0) é colado em (s, 1)
para 0 < s < 1. A fungao ¢ : T? — T? definida por ¢(s,t) = (s + ¢,t) (mod1) tem
inversa continua dada por ¢ '(s,t) = (t,s —t) (mod1). Consequentemente, (T?, ¢) é
um sistema dindmico invertivel.

Chamamos a atencao para o fato de que a dinAmica ¢(s,t) & objeto da Proposicao
5.2.2.

As técnicas de codificacao de geodésicas no plano hiperbdlico ora propostas sao: a
codificacao geométrica e a codificacao aritmética.

O teorema central deste trabalho (4.1.21) estabelece condi¢oes de existéncia para a
equivaléncia entre tais cédigos.

Tendo em vista o papel que tais cédigos poderao vir a desempenhar e pensando
em fornecer suporte a continuidade da pesquisa para casos mais gerais, é construido
o grupo de classes de func¢oes para uma particular superficie. A codificacao feita
usando-se os elementos do grupo de classes de fungoes de uma supertficie com curvatura
constante e negativa tem a seguinte racionalidade: estaremos codificando nao uma curva

2

simplesmente, mas uma classe de curvas cuja curva em questao é a representante da



classe.

Embora nao tenhamos conhecimento de trabalhos anteriores relacionados com esta
temédtica na drea de Engenharia, existem alguns artigos no contexto da matemética
envolvendo geometria hiperbdlica que foram relevantes para o desenvolvimento do
presente trabalho.

Por exemplo, em [23], Morse propds a codificagao de geodésicas em relagao a uma
dada regiao de Dirichlet para um grupo Fuchsiano I'.

Em [30],[29] e [16], foi proposto o uso de fragoes continuas para a codificagao de
geodésicas em superficies modulares. Outros trabalhos relacionados aparecem em [2],
[27], [3] e [12].

Em [15], foi proposto um algoritmo para a construgao de cédigos aritméticos tendo
como base o método de redugao de Gauss.

Em [25], foi proposto um procedimento para a contrucao do grupo de classes de
funcoes para o toro 2-vezes puncionado, baseado no conceito de train tracks proposto
em [4].

Uma das dificuldades desta drea de pesquisa, reside no fato de que tais técnicas
envolvem conceitos matemdticos de anédlise, dlgebra, geometria e topologia de nivel nao
elementar.

Portanto, para o estudo e proposta de novas técnicas é imperativo que métodos
desenvolvidos sejam apropriadamente caracterizados para servirem de referencial no
estudo em questao, bem como sejam minoradas as dificuldades através da consideracao
de casos particulares de fécil entendimento.

Na tentativa de atender esses objetivos, inserimos, no Capitulo 2, os conceitos de
estruturas mateméticas (grupos e espagos métricos), nimeros inteiros e algumas de suas
propriedades que, no nosso entendimento sao essenciais para o desenvolvimento da teoria
de codificagao proposta nos Capitulos 4 e 5.

No Capitulo 3, sao abordados os sistemas de comunicagoes tipico e simplificado,
dos quais é descrito cada um dos blocos componentes. Sendo nosso objeto de estudo a
codificagao de fontes, inserimos os conceitos de informacao, incerteza e entropia. Como

nao poderia deixar de ser, enunciamos o teorema de codificagao de fontes, [24].



Ainda neste capitulo, fazemos uma revisao de algumas técnicas de codificacao de
fontes discretas. Na Segao 3.2, revisamos os cédigos livres de prefixo, a saber, os cédigos
de Huffman, [6], [24]. Na seqiiéncia descrevemos os cédigos de Elias [24], por meio de um
exemplo de compactacao de uma fonte bindria. Finalizando esta segao, apresentamos os
métodos de LZ77 ¢ LZ78 devidos a Abraham Lempel e Jacob Ziv [20], [21].

No Capitulo 4, desenvolvemos uma teoria de codificacao de geodésicas. Para tal, o
plano hiperbdlico foi tesselado por tridngulos. A Secao 4.1, reporta sobre a codificacao
de geodésicas no plano hiperbélico. E de fundamental importancia observar que a
divisao desta secao nao é meramente formal, mas retrata realmente a seqiiéncia légica
do problema mencionado em cada um de seus respectivos titulos. Tal codificacao, estd

assoclada a uma matriz

a b
¢ d

A:

pertencente ao grupo SL(2, Z), que por sua vez estd associada a transformacao de Mébius

az+b
cz+d

T:z—

De posse de tal transformacao, encontramos seus pontos fixos, para os quais
determinamos a geodésica no plano hiperbdlico que os une. A partir dessa geodésica é
feita a construcao dos cédigos geométricos e aritméticos, estudados nas Subse¢oes 4.1.1
e 4.1.2, respectivamente. As condigoes necessarias e suficientes para que um
c6digo geométrico coincida com um cédigo aritmético é um dos principais
resultados deste trabalho, e, é objeto do Teorema 4.1.21.

Na Secao 4.2, consideramos a codificacao de geodésicas no plano hiperbdlico.
Entretanto, existem duas diferencas em relagao a codificagao apresentada na Secao 4.1.
A primeira, é que o semi-plano superior H? é tesselado por meio de triAngulos ideais,
isto é, tridAngulos cujos vértices estao na fronteira do disco de Poincaré. Enquanto que na
Secao 4.1, o plano foi tesselado por tridngulos com um vértice no infinito e os outros dois
em H?. A segunda grande diferenca est4 na seqiiéncia de codificacao. Enquanto na Secao
4.1 os elementos da seqiiéncia sao poténcias de transformagoes de Mobius especificas,

na presente secao, os elementos da seqiiéncia sao segmentos geodésicos devidamente

rotulados.



Essa forma de tesselar o plano hiperbdlico (por tridngulos) tem a seguinte explicagao:
qualquer geodésica no plano hiperbdlico intersectando a regiao fundamental corta lados
adjacentes dessa regiao. Na tesselacao feita por tridngulos cujos vértices estao todos
na fronteira do disco de Poincaré (conhecida como tesselagao de Farey) qualquer
geodésica intersecta a regiao fundamental (tridngulo), isto ¢, é codificdvel. Tal regiao
é identificada pelo grupo quociente H?/T" (regiao fundamental) sendo topologicamente
caracterizada como a superficie esférica com 3 puncionamentos.

Pergunta: [Y possivel realizar a codificacio de geodésicas tendo como grupo
quociente H? /T" (regiao fundamental) um poligono de n lados, n > 4, com apenas um
ponto excepcional no oo, onde as geodésicas cortam lados nao adjacentes do poligono?

A resposta é sim!, e, para ver isto, inserimos no Capitulo 5, a codificacao de
geodésicas no plano hiperbdlico, onde o plano é tesselado por quadrados conforme mostra
a Figura 5.1. Neste modelo, a codificagao é feita através de homeomorfismos (tor¢oes de
Dehn) que no contexto dos sistemas dindmicos, desempenham o papel da dindmica.

Neste capitulo, construimos o grupo de classes de funcoes ¢ a méquina de estados
finitos para o toro 1-vez puncionado ;. Na Secao 5.1, de uma forma geral, fornecemos
os conceitos e definicoes necessdrios para o desenvolvimento do presente capitulo. Esta
secao estd desmembrada em quatro subsegoes. Na subsecao 5.1.1 definimos a funcao de
Markov e os grupos automadticos. FEsta subsecao contém uma ampla discussao sobre
méquinas de palavras-diferenca. Na Subsecao 5.1.2, definimos as malhas simples e
consideramos o conceito dos train tracks [4]. Este conceito envolve a escolha de uma
estrutura hiperbdlica sobre a superficie considerada. Na Subsecao 5.1.3, contruimos
o espaco W(T) das células maximais geradas pelas combinacoes lineares das curvas
irredutiveis v sobre ¥ e, finalmente, na Subsegao 5.1.4 definimos as torgoes de Dehn.
Tais torcoes sao homeomorfismos sobre ¥ agindo sobre as células maximais Iy, [, 1[5 e
L.

Na Secao 5.2 é feito, com detalhes, o estudo proposto na Secao 5.1 para uma
parti- cular superficie ¥, a saber: o toro 1-vez puncionado. Ainda neste capitulo,
construimos a maquina de estados finitos. Tal médquina fornece a agao do grupo de classes

de fungdes MCG(33) sobre as células maximais formadoras da partigao de Markov. Para



finalizar o capitulo construimos a méquina de palavras-diferenca que fornece a estrutura
automdtica para o grupo em questao.

No Capitulo 6, apresentamos as conclusoes e propostas para futuros trabalhos.



Capitulo 2

Conceitos Fundamentais

Neste trabalho iremos codificar fontes continuas. FEsta codificacao é feita de
duas maneiras distintas, o cédigo geométrico, em relacao a uma regiao fundamental
estabelecida a priori, estd associado a geometria de um elemento geodésico pertencente
a um grupo fuchsiano I', enquanto que o cédigo aritmético estd associado & expansao
em fracoes continuas do ponto fixo atrator de tal elemento.

Salientamos que embora os conceitos envolvidos sejam nao muito elementares, tornar-
se-a0o bastantes simples quando nos restringirmos a uma particular superficie, para a
qual também construimos o grupo de classes de funcoes. Baseado nesses pardmetros,
“apontamos” o caminho para o estudo de superficies mais gerais.

O presente capitulo proporciona uma introducao a alguns conceitos matematicos
indispensdvels para o desenvolvimento de tal teoria, para tal faremos uma resumida
revisao dos conceitos abaixo relacionados.

Nimeros inteiros: a congruéncia médulo m e os inteiros médulo m.

Relagoes de equivaléncia: classes de equivaléncia e representante de uma classe.

Grupos: definigao, grupos de permutagao, grupos ciclicos, grupos de simetrias, classe
lateral, conjugacao, automorfismo de grupos e alguns grupos especiais.

Espacos métricos: definigao e exemplos, isometria, homeomorfismo, seqiiéncias e
resultados relacionados.

O plano hiperbdlico: defini¢ao, modelos, métrica hiperbdlica, geodésicas e conjunto

limite.



As referéncias bésicas para esse capitulo sao: [1], [22], [8], [9], [10], [13], [19], [17] e
[24].

2.1 Os Inteiros Mdédulo m

Seja m um inteiro fixo. Diz-se que dois niimeros inteiros a e b sao congruos médulo
m se a — b é divisivel por m. Neste caso escreve-se ¢ = b (modm). A congruéncia

maédulo m satisfaz as seguintes propriedades:
(i) a = a (modm); (propriedade reflexiva).
(i) Se a =b (modm), entao b = a (modm); (propriedade simétrica).

(i1i) Se a = b(modm) e b = ¢ (modm), entdao a = ¢ (modm); (propriedade

transitiva).

Nas questoes de congruéncias é conveniente supormos que m é positivo, j4 que
a = b (modm) se, e somente se, a = b (mod (—m)) . Suponhamos que m > 2. Do ponto
de vista de congruéncias médulo m nao hé diferenga entre 1 € m + 1 ou entre 0 e m. Na
verdade todos os miiltiplos de m sao identificados via congruéncias e pode-se pensar no
conjunto Cy = {y € Z; y =0 (modm)} = {0, +m, +2m, ..., £km, ...} ;>0 como um novo
objeto. Trata-se, assim, de m novos objetos: Cy = {1 £ km}iso, Co = {2+ km}y>o, ...,
Cm1={m—1£km}y>e. Cada um desses objetos é chamado um inteiro médulo m.

O conjunto dos inteiros médulo m é indicado como Z,,.

Observacao 2.1.1 Desejamos ressaltar que os nowvos objetos, a saber, os inleiros
mddulo m, sao representados na forma C, = {y € Z;y = x (modm)} e o
representante x se vincula a esta representa¢ao. Assim, temos que usar um dos seus
representantes ao falarmos num inteiro mdédulo m. Sempre que definimos uma fungdo ou
uma operacao entre os inteiros mddulo m, somos obrigados a verificar que a defini¢ao
independe dos representantes dos inteiros modulo m em questdo. Quando isso ocorre

dizemos que a funcao ou opera¢ao é bem definida.
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2.2 Relacoes de Equivaléncia

Seja X um conjunto. Uma relagao «~ é chamada de uma relagao de equivaléncia

se sao validas as seguintes propriedades:

(i) Para todoz € X, v~ z. (reflexiva)
(i1) Sex ~yentaoy ~x, YVzx,y€ X (simétrica)
(111) Sex ~yey— zentaox vz, Vaz,y,z€ X (transitiva)

Note que a congruéncia é uma relacao de equivaléncia. Como no caso das
congruéncias, uma relacao de equivaléncia « possibilita a definicao de um novo objeto.
Com efeito, se x € X, sejaT = {y € X; y «~ z}; T é chamado a classe de equivaléncia
mddulo «~ determinada pelo elemento x de X. O elemento z por sua vez é chamado

representante da classe de equivaléncia T.

Observacao 2.2.1 Todo clemento de X define uma classe de equivaléncia, e uma
determinada classe de equivaléncia pode admilir vdrios representantes. I importante
salientar que uma classe de equivaléncia é, por sua natureza, definida a partir de um

representante.

2.3 Grupos

Seja ¢ um conjunto nao vazio munido de uma operacao * : ¢ X G — (G entre os
pares de G definida por: (z,y) ~» x * y.

Diz-se que o par ((G,*) ¢ um grupo se satisfaz as trés seguintes propriedades:
1. Va,b,ce G, ax(bxc)=(axb)*c (associatividade)
2. deeGtalqueaxe=exa=a VY a€ G (elemento neutro ou identidade)

3.Vae G, 3be G tal que axb=">bx*a= e (elemento inverso).
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4. Se em um grupo (G, *) verifica-se a propriedade: a*xb=bxa VY a,be
dizemos que o grupo (G, *) é um grupo abeliano ou comutativo.
Exemplo 2.3.1 (Z,+),(Q,4),(R,+),(C,+), sdo grupos aditivos infinitos.

Exemplo 2.3.2 (Z,,,®), € um grupo finito com exalamente m elementos, onde & € a

operagao soma mddulo m, isto €, a B b é o resto da divisao de a + b por m.

Exemplo 2.3.3 O grupo de Klein, K = {e,a,b,c} é um grupo finito com 4 elementos,

cuja operagao x : K x K — K ¢ definida conforme a tabela abaizo.

*x|le a b c

ele a b ¢
ala e ¢ b
blb ¢ e a

cle b a e

Exemplo 2.3.4 Seja S um conjunto nao vazio e G = {f : S — S, bijetivas}. Se x € a
operagdo composicao de fungdes, isto €, x : GX G — G que associa (g, f) ~ gxf = gof,
entdo (G,*) € um grupo tendo I, : S — S como elemento identidade. Fsse grupo é
chamado de grupo de permutagées do conjunto S. Se S = {1,2,...,n} denotaremos

esse grupo por Sy, e lemos que o numero de elementos de S, é exatamente n!.
Em particular, S5 é um exemplo de grupo, nao abeliano, com exatamente 6 elementos.
E usual denotar um elemento de S,, por:
1 2 3 .. on
SO @ re . fn)

Assim, o grupo S3 é composto dos seguintes 6 elementos:

1 2 3 1 2 3

€ = i fi=
1 2 3 2 1 3
1 2 3 1 2 3

fo = i fa =
1 3 2 3 21
1 2 3 1 2 3

Ji = s =
2 31 3 1 2
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Sejam G um grupo e H um subconjunto nao vazio de G. Dizemos que H é um subgrupo
de G, se H for ele préprio um grupo com a mesma operacao de (G. Para denotar que

H C G é um subgrupo de (G, escrevemos H < (G. Com esta notacao, se denotarmos
vtz sen >0
() = {2™ :m € Z} CG, com 2" = { e, sen =0 , entao o conjunto (x) é

(z 1", sen<0
dito ser um grupo ciclico gerado pelo elemento x € GG, e o elemento £ um gerador do

grupo G.

Seja {1,2,3,...,n}, n > 3, o conjunto dos vértices de um poligono regular de n lados.
Considerando S, o grupo de todas as permutacoes do conjunto de vértices {1,2,3,...,n},
vamos agora ver um exemplo de um subgrupo de S,,, nao abeliano, contendo exatamente
2n elementos.

Seja 0 € S, a permutagao determinada pelo efeito da rotagao de um angulo de Q%Td

no sentido trigonométrico , isto é,

1 23 ... n—1 n
234 ... n 1

Para fixar idéias, inserimos os poligonos regulares com 5 e 6 lados, como pode ser

observado na Figura 2.1.

VALY
\1/

Figura 2.1: Poligonos de 5 e 6 lados.

13



Consideremos r € S, a permutacao determinada pelo efeito da reflexao da figura em

e, , ~ L n+2
torno do eixo 0%, isto é, se n é par, entao r fixa os vértices 1 e e, é representado
por
12 3 .2 an-1n
T =
1 n n-1 ntz o3 2

2

se n é impar, entao r fixa apenas o vértice 1 e, é representada por

1 2 3 .. n—1 n
T =
1 n n-1 .. 3 2
Seja D, = (r,0) o menor subgrupo de S, contendo r e 6. FEntao D, =
{e,r,0,0%, ...,0" ' r0,r0%, ..., r0" '} & um grupo nio abeliano contendo exatamente 2n

elementos. Tal grupo é chamado grupo dihedral de ordem 2n ou grupo de

simetrias do poligono regular de n lados.

Observacao 2.3.5 O grupo D, = {e,r,0,0%,0° r0,70* r0°} das simetrias do quadrado

é um exemplo de um grupo nao abeliano contendo exatamente 8 elementos.

Consideremos X = {1,2,3,4,5}. Um elemento de S, isto ¢, uma permutagao, ¢ dado

por:

1 2 3 45

3415 2
Podemos usar a notagao de ciclos para representar uma dada permutacao o, através
da seguinte regra: abra um paréntesis e escreva o menor inteiro que é trocado pela
permutacao. Liste a imagem deste inteiro sob a permutacao o seguido de sua imagem e
assim por diante. Feche o paréntesis quando o ciclo se fechar, isto é, quando o primeiro
inteiro da lista for imagem do 1ltimo. Abra agora um novo paréntesis e escreva o menor
inteiro que ainda nao foi listado e continue o processo de forma andloga. No exemplo

aclma conslderado

o = (13)(245).

Uma permutacao da forma (ay,as, ..., a;) ¢ chamada um ciclo, tendo em vista que a

mesma permuta ciclicamente os elementos aq, as, ..., ay de X e fixa os demais.
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Proposigao 2.3.6 [1], Sejam G um grupo e H < G. Se x,y € G, entao a relagdo

z =y (mod H) <= zy ' € H define uma relagio de equivaléncia no conjunto G.

Consideremos agora a classe de equivalénciaT = {y € G; y =z (mod H)}.

Assim,

y€ET S y=1z (modH) & yz~ ' = h, para algum h € H < y = hz, para algum
h € H. Se denotarmos Hx = {hx;h € H}, entdao T = Hzx, é chamada uma classe
lateral (a direita) de H em (7. Chamamos de conjunto quociente ¢ representamos
por GG/H, ao conjunto {T : x € H}, isto ¢, G/H = {Hx : x € G} & o conjunto de todas
as classes laterais (a direita) de H em G.

Suponhamos que (G/H possul exatamente n classes laterais, assim sendo G/H =
{Hzy,Hxy, ..., Hx,} onde, x{,2y,...,x, € G. Como o conjunto {Hzy, Hxy, ..., Hz,} &
uma particao de G temos que: Hx; N Hz; = & se i # j e além disso, G = Hxy § Hzxy §
.U Hzx,, onde ¥ significa uniao disjunta.

Se X ¢é um conjunto finito, representamos por | X| o nimero de elementos de X.

Se G & um grupo finito definimos a ordem de G como sendo o nimero |G| de elementos

de (.

Proposicao 2.3.7 [1], Sejam G um grupo e x,y € G. A rela¢io x ~Y SdgeGiy=

grg ' define uma relagio de equivaléncia em G.

Se x ~Y dizemos que z ¢ y sao elementos conjugados em G. A classe T = {y €
G:x ~ y} & chamada classe de conjugacgao (em (7) determinada pelo elemento
r € Q.

Vamos agora definir a nogao de homomorfismo de grupos . Sejam (G, %) e (G, *)
grupos e 1 : G — G’ uma fungao de GG em G’. Dizemos que ¥ ¢ um homomorfismo se
Y(z*xy) = 1(x)*"¥(y). Se o homomorfismo 1 : G — G’ for bijetivo dizemos que 1 é um
isomorfismo e neste caso dizemos que G é isomorfo a G’ e denotamos por G = G'.
Um isomorfismo ¢ : G — G diz-se um automorfismo de G.

O exemplo a seguir é de vital importicia para os nossos propésitos, o mesmo serd

uma de nossas principais ferramentas de trabalho nos Capitulos 4 e 5.
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Exemplo 2.3.8 Considere o conjunto R?**? das matrizes 2 x 2 com entradas reais, isto
€,

a b
R2%2 = cabe,deR
c d

entdo o par (R?**? 4) € um grupo, onde + € a operagido soma de matrizes. Se conside-

rarmos o conjunto GL(2,R) C R?*%;

a b
GL(2,R)={ A= ca,b,e,d €Rad —be # 0
c d
entio (GL(2,R),.) é um grupo, onde ( -) denota a operacio produto de matrizes. Tal
grupo € denominado grupo linear geral das matrizes 2 X 2 sobre R. Consideremos

em GL(2,R) o seguinte subconjunto:
SL*(2,R) ={A e GL(2,R) : det A = £+1}.

Com a mesma operacao de GL(2,R), SL*(2,R) é um grupo, que tem como subgrupo

natural o seguinte grupo:
SL(2,R) ={A e GL(2,R): det A =1}

chamado grupo especial.
Para os nossos propésitos é também de relevada importéncia o grupo especial linear
projetivo

PSL(2,R) = SL(2,R)/ {+I}.

b
Exemplo 2.3.9 Considere G = {z — az_—{l_—d cabed € R ead —be = 1}, ¢
cz
, a b az+b N .
@ SL(2,Z) — G definida por ¢ = . FEntao ¢ é um homomorfismo
c d CZ—I-d

sobrejetor. Portanto, os grupos SL(2,Z)e G sao isomorfos, isto é, SL(2,Z) 2 G.

a b b
Note que, € Kerp & Gt _ 2, Yz € C, dai, obtemos cz? +
c d cz+d

(d—a)z—b=0,VzeC, 2z # —5. Note ainda que, SL(2,7Z) ¢ G tém comportamentos
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geométricos diferentes quando agem sobre R? (identificando R? com C). Por exemplo,

0 -1 1 11 1( 1 -1 1 1.
L0 ) =(-LDe—7 LTI T e
Vamos estender G a C = C U {oo}, definindo T<_§) = 00 e T'(00) = T1(0), onde
1 bz +a
T =T(-) = .
1(2) <z) dz +c

Consideremos o subgrupo PSL(2,Z) C PSL(2,R). Tal subgrupo ¢ a imagem do
subgrupo SL(2,Z) C SL(2,R) pela projecao continua 7 : SL(2,R) — PSL(2,R). Este
grupo é chamado grupo modular e, é isomorfo ao grupo das tranformacoes lineares

fraciondrias T : C — C definidas por

az+b
cz+d

ra,b,c,d €Z

< —

chamadas transformacoes de Mobius. Assim,

a b
PSL(2,Z) = ca,b,e,deZead—be=1
c d

Sejam X # @ um conjunto ¢ G um grupo. Uma agao de GG sobre X ¢é uma funcao

% : G x X — X definida por (g,x) — ¢ * x satisfazendo:
1. ex =z,
2. (g192) (x) = g1(gpx), YV € X eV g1,099 € G.
A 6rbita de um elemento z € A por um grupo G € o conjunto G, = {gz; g € G}.

Exemplo 2.3.10 O grupo G = PSL(2,7Z) age sobre o conjunto X = {z € C: Imz > 0}

como transformacoes de Mébius.
Um grafo é uma tripla ordenada (N, A, g), onde

= um conjunto nao-vazio de vértices (nés ou nodos)
A = um conjunto de arestas (arcos)

g = uma funcao que associa cada aresta a a um par nao ordenado x-y de vértices

chamados extremos de A.
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2.4 Espacos Meétricos

2.4.1 Conceitos basicos

Uma métrica num conjunto M é uma funcaod : M x M — R, que associa a cada
par ordenado (z,y) € M X M um nimero real d(z,y), chamado a distancia de z a v,
satisfazendo as seguintes condigoes para quaisquer x,vy, 2z € M:

dy) d(z,z) = 0;

dy) Se x # y entao d(x,y) > 0;

ds) d(xz,y) = d(y, z);

dy) d(z,2) <d(z,y) +d(y, 2).

Um espago métrico é um par (M, d), onde M é um conjunto e d é uma métrica em

M.

Exemplo 2.4.1 A reta, ou seja, o conjunto R, dos nimeros reais é o exemplo mais

importante de espaco métrico. A distdncia entre dois pontos x,y € R, é dada por

d(z,y) = |z —y|.

Seja a um ponto num espago métrico, € r > 0 um nimero real. A bola aberta de
centro a e raio r ¢ o conjunto B(a;r) dos pontos de M cuja distancia ao ponto a é menor

do que 7. Ou seja,

B(a;r) ={x € M :d(a,x) <r}.

Um ponto a € M chama-se um ponto isolado quando ele é uma bola aberta em
M, ou seja, quando existe r > 0 tal que B(a;r) = {a}. Um espa¢o métrico chama-se
discreto quando todo ponto de M ¢ isolado.

Sejam (M, dyr), (N,dy) espagos métricos. Uma bijecao f : M — N chama-se uma
isometria se dy(f(z), f(y)) = du(z,y) para quaisquer z,y € M. A composta de duas
isometrias e a inversa de uma isometria sao ainda isometrias. Uma aplicacao f : M — N
¢é dita continua no ponto a € M quando, para todo € > 0 dado, é possivel encontrar

6 > 0 tal que d(f(z), f(y) < & sempre que d(a,z) < §. Um homeomorfismo de M
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sobre N é uma bijecao continua f : M — N cuja inversa [~ ' : N — M também é
continua. Neste caso, dizemos que M e N sao homeomorfos.

Seja X um subconjunto de um espaco mérico M. Um ponto a € X diz-se um ponto
interior a X quando é centro de uma bola aberta contida em X, ou seja, quando existe
r > 0 tal que d(a,z) < r = x € X. Chama-sc o interior de X em M ao conjunto
X° formado pelos pontos interiores a X. A fronteira de X em M ¢é o conjunto 90X,
formado pelos pontos b € M tais que toda bola aberta de centro b contém pelo menos
um ponto de X e um ponto de M — X.

O interior do conjunto [0,1) em R ¢ o intervalo aberto (0,1) e sua fronteira consta
dos pontos 0 e 1 apenas.

Um subconjunto A de um espaco métrico M diz-se aberto em M quando todos os
seus pontos sao interiores, isto é, A° = A. Um subconjunto F' C M é dito ser fechado
quando M — ' é aberto.

Seja X um subconjunto de um espago métrico M. Uma cobertura de X é uma
famfilia C = (C,) de subconjuntos de M tal que X C (U

C A). Um espaco métrico

AEL A€L

chama-se compacto quando toda cobertura aberta possui uma subcobertura finita.
Um subconjunto X de um espaco métrico M chama-se um subconjunto compacto
se, e somente se, de cada cobetura de X por conjuntos abertos for possivel extrair uma

subcobertura finita.

Exemplo 2.4.2 Seja Q o conjunto dos nimeros racionais. O interior de Q em R é
vazio pois nenhum intervalo aberto pode ser formado apenas por niumeros racionais.
Por outro lado, a fronteira de Q ¢ toda reta R porque qualquer intervalo aberto contém

NUMETOS TACIONALS € ITACIONALS.

Observagao 2.4.3 Uma propriedade de que goza um espa¢o mélrico M chama-se
uma propriedade topoldgica quando todo espaco mélrico homeomorfo a M também
goza daquela propriedade. As propriedades topoldgicas se destinguem das propriedades

métricas de M, que sao aquelas que sao preservadas por isometrias.

Uma seqiiéncia num conjunto M é uma aplicacao x : N — M, definida no conjunto

N={1,2,...,n,...}. O valor que a seqiiéncia x assume no nimero n € N serd indicado
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por x,, em vez de x(n), e chamar-se-4 o n-ésimo termo da seqiiéncia. Usaremos
a notacao (Zn)nen, ou (z,) para representar a seqiiéncia. Uma seqiléncia no espago
métrico M é limitada quando o conjunto de seus pontos é limitado. Diz-se que um
ponto a € M ¢ limite de uma seqiiéncia (z,) quando, para todo nimero ¢ > 0 dado
arbitrariamente, & possivel obter um ny € N tal que n > ny = d(x,,a) < ¢. Escreve-se
a = limz,,. Quando existe a = limz,, € M, diz-se que a seqiiéncia de pontos z, € M é
convergente. Uma seqiiéncia de nimeros reais ¢ dita limitada se existe A > 0 tal que
|z,| < A, V n € N e, toda seqiiéncia limitada de nimeros reais possui uma subseqiiéncia
convergente, (cf. [22]).

Um ponto a diz-se aderente a um subconjunto X de um espago métrico M quando
d(a,X) =0, ou scja, para cada £ > 0, podemos encontrar x € X tal que d(a,z) <e. O

fecho de X num espaco métrico M é o conjunto X dos pontos de M que sao aderentes

a X.
Exemplo 2.4.4 Seja M =R e X = [0,1), entdo 1 é aderente a X ¢, X = [0,1].

Uma parti¢ao de um conjunto X C M, é uma colegao finita P = {ly, I1,...,1; 1}
de conjuntos abertos e disjuntos cuja uniao de seus fechos cobre X, isto é, X =
UL U..UL .

Um subconjunto X C M diz-se denso em M quando X = M. Por exemplo, Q é
denso em R.

Sejam M, N espacgos métricos. Uma aplicagao f : M — N é aberta quando para
cada A C M aberto, sua imagem f(A) é um subconjunto aberto em N. Ou s¢ja, quando

[ transforma abertos em abertos.

2.4.2 O Plano hiperbélico

Seja C o plano complexo. Usaremos as notagoes usuals para as partes real e

imagindria de 2 = x + iy € C, Rez = x e Im 2 = y. Consideremos o conjunto

H?={2€C:Imz >0}
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munido da métrica
|2 —w| + [z — v

dpe (z,w) = log — .
|z —w| — |z — w
Com esta estrutura, o semi-espaco H? é chamado de espago hiperbdlico bi-dimen-
sional ou plano hiperbdélico e a métrica acima definida de métrica hiperbdlica. Esse
modelo é conhecido como modelo de Lobachevski.

Para os nossos propésitos (Capitulo 5) iremos considerar um outro modelo da geo-

metria hiperbdlica plana, tomando o conjunto D = {z € C : |z| < 1} munido da métrica

11— 2@ + |z — w|

(e w) = log T g

conhecido como disco de Poincaré.

Uma curva 7 : [a,b] — H? é dita ser uma geodésica, se v minimiza distdncias entre
pontos de seu tracado e, uma transformacao em H? é dita uma isometria se preserva
distancia hiperbdlica em H?2.

Um grupo fuchsiano ¢ um subgrupo discreto I' de PSL(2,R).

Enunciaremos alguns resultados fundamentais cujas demonstracoes encontram-se nas

referéncias [8], [19], [17].
1. As geodésicas em H? sao semicirculos e semiretas ortogonais ao eixo real R.

2. Qualquer transformacao T € PSL(2,R) leva geodésicas de H? em geodésicas de
H2.

3. O grupo PSL(2,R) esta contido no grupo das isometrias de HZ.

4. A drea de um triangulo hiperbdlico A, com angulos «, 5 e v ¢ dada por p(A) =
T—a—0F3—".

5. A drea hiperbdlica ¢ invariante por isometrias, que sao as trasnformacgoes de

PSIL(2,R).
6. A fronteira de H? é o conjunto d,,H? = {2z € C; Imz = 0} U {o0}.

Exemplo 2.4.5 Considere H?> = {z € C: Imz > 0} C C. A fronteria de H? em C ¢
R U {oo}, pois dados a € RU {oc} e r > 0, qualquer bola aberta de centro a e raio v

contém pontos de H? e de C — H? = {zeC:Imz <0}.
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J& vimos que um grupo fuchsiano I' ¢ um subgrupo discreto de PSL(2,R). Vamos
agora introduzir o conceito de grupo fuchsiano do primeiro tipo.

Sejam I' um grupo fuchsiano e z € H2.

(i) Chamamos de conjunto limite de I' determinado por um ponto z ao conjunto

A, = {¢ € H* ¢ é ponto de acumulacao de T'(2)}.

(71) Chamamos de conjunto limite de T" ao conjunto

A(T) = {¢ € H? é ponto de acumulacao de T'(z) para algum z € H?}

= U,emA,.

Diremos que um grupo fuchsiano I' é do primeiro tipo se A(T') = 0,,H?. O grupo I'
serd dito do segundo tipo se A(T) # 0, HZ.

Exemplo 2.4.6 Seja T' = PSL(2,Z), entao A(T') = R U {oco} = 9, H?, isto ¢,
PSL(2,Z) ¢ um grupo fuchsiano do primeiro tipo.

Um grupo fuchsiano I" é dito co-compacto se o espaco quociente H? /T for compacto.

A caracteristica de Eiiler de uma superficie ¥ é o numero x(X) = V— A+ F,
onde V, A e F sao os nimeros de vértices, arestas e faces de Y respectivamente.

Na Secao 3.1, abordaremos os modelos de sistemas de comunicagoes, tipico e
simplificado, e faremos algumas definigoes em teoria da informacao as quais serao tteis

no desenvolvimento da Secao 3.2.
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Capitulo 3

Revisao de Técnicas de Codificacao

de Fontes Discretas

3.1 Sistemas de Comunicacoes: Modelos e Definicoes

3.1.1 Modelo simplificado do sistema de comunicacoes

Neste trabalho iremos abordar alguns casos de codificacao de fontes. O diagrama de
blocos de um sistema de comunicagoes tipico é mostrado na Figura 3.1. Como nosso
interesse maior é o processo de codificacao de fontes, podemos simplificar o modelo
ilustrado na Figura 3.1, considerando os blocos codificador de canal, modulador, canal,
demodulador e decodificador de canal, como um tnico bloco chamado canal discreto
sem ruido. Tal procedimento, estd suportado no fato de que tanto o cédigo corretor
de erros a ser utilizado apresenta uma capacidade de correcao bastante grande como o
modulador emprega uma modulagao apropriada para a transmissao de dados pelo canal
com ruido. Desta forma, o modelo do sistema de comunicagoes tipico passa entao a ser o
modelo conhecido como sistema de comunicagoes simplificado, mostrado na Figura
3.2,

A seguir definimos cada um dos blocos componentes de um sistema de comunicacoes

tipico.
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Canal Discreto Sem Ruido
Fonte Codificador ! Codificador E
Discreta ) de iy de _»  Modulador !
Fonte ! Canal !
| ! ;
E Canal |
Decodificador | 1 . |
Destino ¢ de « Decodificador «_| Demodulador !
Fonte ! de canal !

Figura 3.1: Diagrama de blocos de um sistema de comunicagoes.

Fonte: gerador da informacao a ser transmitida (ser humano ou mdquina). Pode
gerar um sinal continuo ou uma seqiiéncia de simbolos discretos.

Codificador de Fonte: converte o sinal de saida da fonte em uma seqiiéncia de
digitos bindrios. Se a fonte é continua, uma conversao A/D (analégica para digital)
¢ feita. I projetado de forma a minimizar o nimero de bits por unidade de tempo
necessdrio para representar o sinal de saida da fonte e de forma que este sinal possa ser
reconstituido sem ambiguidades.

Codificador de Canal: transforma a seqiiéncia de saida do codificador de fonte em
uma seqiiéncia codificada (palavra-cédigo) pela adi¢ao de redundancia para combater os
efeitos do ruido introduzido através do canal.

Modulador: converte a saida do codificador de canal em uma forma de onda
adequada para transmissao através do canal.

O sinal modulado a ser

Canal: meio fisico que liga o transmissor ao receptor.

conduzido pelo canal pode ou nao sofrer acao de ruido.
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Demodulador: a partir do sinal recebido do canal, estima o sinal transmitido e
envia para o decodificador de canal a versao digital correspondente.

Decodificador de Canal: tenta corrigir possiveis erros (se houver) nos digitos
fornecidos pelo demodulador, produzindo uma estimativa dos digitos da saida do
codificador de fonte.

Decodificador de Fonte: transforma a seqiiéncia estimada de saida do
decodificador de canal em uma estimativa da saida da fonte. Se a fonte for continua este

processo pode envolver uma conversao D/A (digital para analégico).

Codificador Codificador
de de

Fonte l canal

Canal Sem Ruido

A 4

Fonte Destino

A 4
A 4

Figura 3.2: Diagrama de blocos de um sistema de comunicagoes simplificado.

De modo a alcancar os objetivos em decorréncia da simplificacao adotada, o processo
de codificacao de canal garantird que a taxa de erros serd adequadamente baixa. FEsta
hipdtese estd bem fundamentada através do Teorema de Codificagao de canal (Teorema
3.1.4, pag. 31) proposto por Shannon (1948), isto é, através de uma codificacao de canal
adequada da informacao, erros induzidos pelo canal podem ser reduzidos a qualquer

nivel desejado sem sacrificar a taxa de transmissao da informacao.

Tipos de erros

Frros Aleatérios: os efeitos do ruido afetam cada simbolo transmitido de forma
independente, isto é, se um bit! transmitido possui uma probabilidade p de ser
transmitido incorretamente, entao essa probabilidade independe dos demais bits
transmitidos. Os canais que produzem este tipo de erro sao chamados canais sem

memoria.

Ibit = binary digit
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Erros em surto: o ruido nao é independente de transmissao para transmissao. Os
erros ocorrem de forma agrupada ou em surtos. Os canals que produzem este tipo de

erro sao chamados canais com memdoria ou canais de erros em surtos.

Observagao 3.1.1 Alguns canais produzem erros aleatdrios e erros em surtos. Fsses

canais sao chamados de canais compostos.

3.1.2 Caodificagao de fontes: medidas caracteristicas

O processo geral de codificagao, seja de fonte ou de canal, tem como base um
mapeamento um-a-um (injetivo), isto é, a conversao de uma dada seqiiéncia ou conjunto
de digitos (ou simbolos) em uma outra seqiiéncia ou conjunto de digitos (ou sfmbolos).
Este processo de conversao tem como objetivo realizar o tratamento dos simbolos ou
seqiiéncia de simbolos de modo a garantir ou alcancar a imunidade as interferéncias ou
a confiabilidade desejada.

Um dos objetivos da teoria da informacao é estabelecer um conjunto de medidas
quantitativas da informacao dada capacidade de determinados sistemas transmitirem,
armazenarem e processarem a informacao. Alguns dos problemas tratados aqui tém a ver
com a proposta de métodos de codificacao de fontes para serem utilizados em sistemas
de comunicacoes de modo a tornd-los mais eficientes segundo critérios de otimalidade
convenientes aos propésitos do problema em consideracao.

Nas préoximas subsecoes apresentamos alguns conceitos da teoria da informacao, tais
como: informagao, incerteza, entropia de uma fonte e o teorema da codificagao da fonte,
que servirao como referencial para os métodos de codificacao de fontes. Todavia, essas

medidas nao sao abordadas nos demais capitulos.

Conceitos de informacéo e incerteza

Quando se descreve um processo de selecao de um objeto entre vdrios outros aparecem

naturalmente as nocoes de informacao e incerteza.
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Suponha que dispomos de um dispositivo (fonte) capaz de emitir trés simbolos
diferentes A, B ¢ C. Sem perda de generalidades, suponha que o primeiro simbolo
emitido pela fonte foi A. Enquanto se espera pelo aparecimento do préximo simbolo
mantemos uma certa incerteza sobre qual simbolo aparecerd. Quando o simbolo aparece
essa incerteza “desaparece” e podemos dizer que se “ganhou” uma certa informacao.

Podemos deduzir que a informacao corresponde a uma medida da incerteza. A
questao que se coloca é: como que podemos medir essa incerteza?

A incerteza de uma fonte estd assim associada a freqiiéncia relativa de cada um
dos simbolos diferentes por ela produzidos. Sendo M o nimero de simbolos diferentes
produzidos pela fonte S, uma forma conveniente de medir a incerteza é supor que os M
sfmbolos sao igualmente provéveis, isto é, p = 77 € com isso associar o valor log, p~!
a cada sfmbolo. Este valor é denominado a quantidade de informacao atrelada
ao correspondente simbolo. Com isso, a incerteza estd relacionada com a freqiiéncia

relativa (probabilidade) enquanto que a informagao estd relacionada com o logaritmo

na base 2 (medida em bits) do inverso da fregiiéncia relativa.
Entropia de uma fonte

Considere uma fonte discreta com M simbolos onde cada simbolo ocorre com

probabilidade p; tal que:
M
i=1

A informacao associada ao aparecimento do i-ésimo simbolo serd

u; = — log, p;.

A incerteza da fonte pode ser definida como a incerteza média para o aparecimento
de um dado simbolo. Suponha que uma seqiiéncia emitida pela fonte consista de N
sfmbolos, onde cada simbolo 7 ocorre N; vezes. Toda vez que o simbolo 7 ocorre,
a informacao associada é wu;. Assim, a quantidade de informacao associada as N;

ocorréncias serd N;u;. Com isso, a quantidade total de informacgao na seqiiéncia com N
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simbolos serd Zf\il N;u;. Portanto, a informacao total média serd
M M
1 N;
~ Z Niu; = —u;
NS = N
N;

Para uma seqiiéncia muito longa de sfmbolos, a razao N (frequéncia relativa)
converge para a probabilidade de ocorréncia do simbolo 7, p;. Assim sendo, a informacao

média,ou entropia H, é dada por:

M
H = Z Dity,
i=1

ou seja,

M
H=- Zpi log, p; bits/simbolo.

=1

1
Considerando agora que existem M simbolos todos equiprovédveis, isto é, p; = R
entao a entropia é dada por
M
1 1 1 1
H = —;MlogQM = — <M10g2 M) M =log, M
H =log, M

Para M simbolos, o méximo de H é atingido quando os M sfmbolos sao equiprovéveis.
Por outro lado, quando dos M simbolos apenas um deles aparece temos: H = 0.
A Figura 3.3, ilustra claramente a situa¢ao de uma fonte que emite o sfmbolo 0 com

probabilidade p e o simbolo 1 com probabilidade (1 — p).

_ —{p-log(p) + (1 — p) -log(1 — p)}
log 2

H(p)

A curva é simétrica, e atinge seu mdximo no ponto (p = 0.5). Aproxima-se de 0
quando a probabilidade de aparecimento de um dos pontos se aproxima de zero ou de 1.

Veremos a seguir alguns exemplos que serao utilizados a posteriori.

Exemplo 3.1.2 A entropia da fonte que emite quatro simbolos {A,B,C,D} com
probabilidades {0.5,0.25,0.125,0.125}, respectivamente, é:

1 1 1 1 1 1 .

Exemplo 3.1.3 Analogamente, a entropia da fonte que emite os simbolos {A, B,C}

com probabilidades {0.25,0.25,0.5}, respectivamente, ¢ H = 1.5 bits.
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0.87T

Figura 3.3: Funcao entropia binéria

3.1.3 Teorema de codificacao de fonte discreta sem memoéria

Considere o Exemplo 3.1.2 da secao anterior. Suponha que se pretende armazenar
uma seqiiéncia muito longa de M simbolos.

Pergunta: Como devemos codificar os simbolos A, B,C' ¢ D em bits de modo a
minimizar a memdria ocupada?

Se fizermos, A =00, B = 01,C = 10, D = 11 iremos gastar 2 bits por simbolo.

Se fizermos, A =1, B =01,C = 000, D = 001 iremos gastar

1-05+2-0.254+2-3-0.125 = 1.75 bits/simbolo.

Este exemplo sugere que se use palavras-cédigo curtas para representar os simbolos
mais provaveis e palavras-cédigo longas para representar simbolos menos provédveis. Um
exemplo desta abordagem é o cédigo de Morse®.

A malor parte das fontes reais sao redundantes. Para se conseguir uma transmissao
eficiente a informacao redundante pode ser removida dos simbolos a transmitir. Esta

operacao em que nao se perde informacao, chama-se compactagao de dados ou

compressao de dados sem perdas.

2Inventado por Samuel Morse em 1838, o Cédigo Morse permitiu a transmisséo de sinais elétricos que
consistiam de pulsos curtos (pontos) ou longos (tragos), como ilustrados na Tabela 3.1. A combinagao
desses pontos e tragos formava caracteres, os quais, por sua vez formavam palavras que formavam
frases. A aviacao beneficiou-se desse meio de comunicagao para a transmissdo de mensagens relativas a

navegacao, controle e seguranca de voo.
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Tabela 3.1: Cédigo Morse

O objetivo da mesma é representar de forma eficiente os dados gerados por uma fonte
de informacao. O dispositivo que realiza esse procedimento é chamado codificador de
fonte.

Uma das formas de construir esse codificador é conhecer a estatistica da fonte.

Supondo que se usa um cédigo de comprimento varidvel podemos:

e Associar palavras-cédigo curtas aos simbolos mais frequentes;

ou

e Associar palavras-cédigos longas aos simbolos poucos frequentes.
Pretende-se que o codificador satisfaca as seguintes caracteristicas:

e O alfabeto do cddigo seja bindrio;

e O cédigo produzido tenha decodificagao nica (isto ¢, dada uma seqiiéncia co-

dificada nao existe ambiguidade com relacao a seqiiéncia decodificada.).

Considere o codificador de fonte, Figura 3.2, aplicado a uma fonte com K simbolos.
Considere que o simbolo s, corresponde & palavra-cédigo bindria b, formada por [,

digitos bindrios. O comprimento médio das palavras-cédigo é dado por:
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L=> pl. (3.1)

n=—=. (3.2)
Note que a eficiéncia do codificador é maxima quando Ly, — L.

Sendo S uma fonte discreta e sem memdria, o teorema da codificagao da fonte

enunciado a seguir, diz que L,,;, ¢ a entropia da fonte.

Teorema 3.1.4 (Shannon, 1948) Dada uma varidvel aleatdria S com incerteza H(S),
existe um cédigo unicamente decodificavel com alfabeto r-drio para a varidvel alealdria

S cujo comprimento médio das palavras-cédigo L satisfaz

H(S) <T < H(S)
logr — = logr

+ 1.

Com base nesse teorema, podemos escrever

Tendo como base o teorema da codificacao da fonte, diversas técnicas de codificacao
de fontes discretas foram propostas. Algumas destas propostas tais como, o cédigo de
Huffman, de Elias e os métodos de Lempel-Ziv LZ 77 e LZ 78 serao descritas na préxima

Secao.

3.2 Cddigos de Huffman, Elias e Métodos de
Lempel-Ziv
Na maioria das aplicacoes de codificacao de fontes discretas, o codificador é

alimentado por simbolos da saida da fonte, tais que os mesmos sao caracterizados como

sendo varidveis aleatérias identicamente distribuidas e estatisticamente independentes.
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Neste tipo de aplicacao os métodos de atribuicao de palavras-cédigo nao levam em
conside- ragao a memdria associada a fonte, isto é, a dependéncia estatistica que existe
entre os simbolos.

Técnicas de codificacao de tais fontes sao bem conhecidas. Dentre elas destacamos
a técnica de codificacao de Huffman e a técnica de codificacao Aritmética.

No caso da codificacao de Huffman, cada simbolo na entrada do codificador terd
associado uma palavra-cédigo. No caso da codificacao aritmética cada simbolo implicard
na divisao de um intervalo previamente fixado correspondente a representacao da
seqiiéncia de simbolos.

Todavia, fontes discretas podem apresentar dependéncia entre os simbolos emitidos.
Quando isso acontece, dizemos que tais fontes possuem memdria. Para esta classe
de fontes tanto os cédigos de Huffman quanto o aritmético nao fazem uso eficiente
da memodria ou da dependéncia entre os simbolos emitidos. FEm geral, a modelagem
utilizada, para o caso de fontes com memdria, é a de cadeias de Markov ou as possiveis
generalizagoes. Todavia, existem fontes com memdria cuja estatistica é desconhecida.
Nestes casos, as técnicas de codificacao universal sao utilizadas com grande eficiéncia.
Um estudo detalhado desta técnica pode ser encontrado em [18].

Um cédigo é dito universal quando:
1. A codificacao é realizada em blocos;
2. O desempenho é assintoticamente étimo em algum sentido.

Segundo essa formulacao os codificadores universais prestam-se muito bem para
codificar fontes com caracteristicas estatisticas desconhecidas de antemao e também
mutdveis com o tempo. Isto porque a codificacao realiza-se em blocos. Toda a informacao
relativa a caracterizagao estocdstica da fonte tem que ser extraida do bloco que estd sendo
codificado, € nao do conhecimento a priori ou do passado inteiro da fonte.

Os trabalhos [20] e [21] publicados por Jacob Ziv ¢ Abraham Lempel no final
da década de 70 revolucionaram a codificagao universal. Hoje em dia quase todos
os compressores de dados de uso genérico (compactadores de arquivos, compactadores

de dados para armazenamento em disco, compressores de dados para comunicacao via
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Simbolo da Fonte | Probabilidade | Cédigo I | Cédigo II | Cédigo II1
S0 0.5 0 0 0

1 0.25 1 10 01

Sg 0.125 00 110 011

S3 0.125 11 111 0111

Tabela 3.2: Cdédigos livres de prefixo ou nao.

modem) baselam-se em um dos métodos propostos por Lempel e Ziv. Portanto, vale a
pena conhecé-los para que aumentemos o rol de ferramentas 1iteis para novos algoritmos

de comunicacoes.

3.2.1 Cddigos livre de prefixo: cédigos de Huffman

Considere uma fonte discreta sem memdria composta pelos stmbolos {s1, s, ..., Sz },
onde cada sfmbolo ocorre com probabilidade pq,ps,...,pr, respectivamente. A
cada simbolo s; corresponde uma palavra-cédigo C} constituida de uma seqiiéncia
(Mg, Mgy oo, My, ), onde os my, para i = 1,...,n pertencem ao alfabeto do cédigo e,
n é o comprimento da palavra-cédigo.

Esta correspondéncia tem que satisfazer a propriedade de que o cédigo seja
unicamente decodificdvel. Uma classe importante de cédigos satisfazendo tal propriedade
¢ a classe dos cédigos livre de prefixo.

Seja s o simbolo da fonte codificado como (my,, my,, ..., my, ). Qualquer seqiiéncia
(Mg s Mgy oee, My, ), com i < n, & dita ser um prefixo da palavra-cédigo Cy,. Um cédigo
diz-se livre de prefixo quando para quaisquer duas palavras-cédigo C; e C;, C; nao é

prefixo de C}.
Observagao 3.2.1 Um cddigo livre de prefivo é sempre unicamente decodificdvel.
Exemplo 3.2.2 Considere a Tabela 3.2:

O Cdédigo I, nao é um cédigo livre de prefixo uma vez que a palavra-cédigo 0 referente
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ao simbolo da fonte sg € prefixo da palavra cédigo 00, referente a codificacao do simbolo
s9. O Cédigo IIT também nao é um cédigo livre de prefixo mas o Cdédigo 11 é.

Uma classe de cédigos livre de prefixo sao os cédigos de Huffman. O principio
geral em que eles se baseiam é atribuir a cada simbolo da fonte uma seqiiéncia de simbolos
do alfabeto do c¢édigo cujo comprimento é o mais aproximado possivel da quantidade de
informacao associada ao aparecimento deste simbolo.

O algoritmo de codificagao proposto por Huffman é o seguinte:

1. S é o conjunto de simbolos da fonte;
2. Os simbolos da fonte sao ordenados em ordem decrescente de probabilidade;
3. Aos dois sfmbolos menos provdveis é atribuido um 0 ¢ um 1;

4. Esses dois simbolos sao combinados de tal forma a dar origem ao conjunto 5.
A probabilidade do novo simbolo é a soma das probabilidades dos simbolos

combinados;
5. Se s6 resta um simbolo ir para 6. Caso contrério voltar para 2;

6. O cédigo para cada um dos simbolos iniciais é obtido partindo do simbolo final
e registrando a seqiiéncia de bits encontrada até chegar a cada um dos simbolos

Iniclals.

Exemplo 3.2.3 Considere uma fonte com simbolos {sg, s1, 82, 83, 84} caracterizados pe-
las probabilidades {py, p1, D2, D3, Pa}- Suponha que se deseja codificar tais stmbolos através
de um alfabeto bindrio. A Figura 3.4 ilustra o procedimento usado na codifica¢ao de

Huffman.

Simbolo So | 1 | s9 | s3 | s4

Probabilidade | 0.4 | 0.2 0.2 (0.1 ] 0.1

Obtendo-se o seguinte cédigo: C = {00,10,11,010,011}.

O comprimento médio deste cédigo é :

34



0 0.4 0.4 —» 0.4 —» 0.6 0
EERN ]
S 0.2 —» 0.2 0.4 0.4
\ 0 \ 1
S 0.2 0.2 0.2

0.1 0.2

0.1

Figura 3.4: Exemplo de aplicacao do algoritmo de codificagao de Huffman.

L=04-2402-2402-2401-340.1-3=2.2 bits.

A entropia da fonte é:

1 1 1
H=0.4-log, <0—4> +2-0.2-log, <0—2> +2-0.1-log, <0—1> = 2.1219 bits.

Portanto, a eficiéncia deste cédigo é:

=~ =

n===96,45%.

3.2.2 Caodificagao aritmética: os cédigos de Elias

Do que foi visto anteriormente, a entropia de uma fonte é dada por — Zj pjlogp;, e

o comprimento médio das palavras-cédigo de um cédigo de Huffman é dado por Zj p;l;.

De modo a codificar a uma taxa igual a entropia da fonte, as palavras-cédigo deverao

ser escolhidas de tal forma que o seu comprimento satisfaca

lj = _1ngj- (33>
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Pelo fato de ser o comprimento de uma palavra-cédigo um nimero inteiro, nao serd
possivel, com excecao de alguns casos especiais, satisfazer esta condigao. Vimos que
os cédigos de Huffman sao uma alternativa de realizar a quantizacao de —logp; para
valores inteiros.

O cédigo de Elias é um cédigo de comprimento varidvel usado para compactacao de
fontes com a seguinte caracteristica: transforma uma seqiiéncia muito longa de simbolos
da saida da fonte em uma outra seqiiéncia muito longa de simbolos do alfabeto do
cédigo. A operacao de codificacao possul uma propriedade deslizante no sentido de que
para poucos simbolos da fonte entrando no codificador, poucos bits da palavra-cédigo
saem do codificador. O niimero de digitos da palavra-cédigo deixando o codificador por
sfmbolo de entrada é varidvel, dependendo do padrao particular de simbolos produzidos
pela fonte.

Suponha que desejamos compactar uma fonte bindria cujo alfabeto é {a;,as} com

probabilidades {0.7,0.3}. A entropia desta fonte é:

1 1 .
H =0.3"log, <ﬁ> + 0.7 - log, <ﬁ> = 0.88129 bits.

No instante zero, a fonte emite uma seqiiéncia muito longa de simbolos de saida.
Esta seqiiéncia semi-infinita de simbolos de saida da fonte pode ser representada como

uma seqiiéncia (também semi-infinita) de bits. Por exemplo,
,011010111010... =6

onde os simbolos a; € as sao representados por 0 e 1, respectivamente. Note que,
colocamos uma virgula na frente do zero, com isto, tornamos esta seqiiéncia uma
expansao bindria infinita de um nimero real. Dessa forma, podemos dizer que esta
expansao representa uma expansao bindria infinita no intervalo [0, 1).

O processo para a geracao da seqiiéncia é o seguinte: divida o intervalo semi-aberto
[0,1) em dois sub-intervalos [0,0.7) e [0.7,1). Use o primeiro simbolo da fonte, se
for 0, para especificar que ¢ estd no primeiro sub-intervalo, se for 1, para especificar
que ¢ estd no segundo sub-intervalo. Novamente, divida cada sub-intervalo na mesma

propor¢ao, isto ¢; [0,0.7) nos sub-intervalos [0,0.49) e [0.49,0.7) e, [0.7,1) nos sub-
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Figura 3.5: Codificacao de Elias: saida da fonte.

0 1/2 1
0 1
e o o
0 1/ 4 2/4 3/4 1
00 01 10 11
e & 8 —@
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2/ 16 4/ 16 6/ 16 8/ 16 10/16  12/16 14/ 16

Figura 3.6: Codificagao de Flias: saida do codificador da fonte.

intervalos [0.7,0.91) e [0.91,1). Use o segundo simbolo da fonte para especificar um
destes sub-intervalos. Cada sfmbolo da fonte é usado nas subdivisoes que seguem.

A regra geral de formacao da seqiiéncia é a seguinte: seja p a probabilidade do
simbolo da fonte a; € 1 — p a probabilidade do simbolo da fonte as. Apds n — 1 bits da

fonte, o intervalo [, 1,3, ;) estéd especificado. Se o n-ésimo simbolo da fonte ¢ ay, o

novo intervalo serd especificado pelas extremidades

G = Qp_1

ﬂn = Qp-1 ‘I‘p <ﬂn71 — Oén,1> .
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Se o n-ésimo simbolo da fonte é as, o novo intervalo serd especificado pelas

extremidades

= a1 +p (B — )
ﬂn = ﬂnfl'

Deste modo, o intervalo especificado por qualquer seqiiéncia de simbolos da fonte
terd um comprimento igual & probabilidade daquela seqiiéncia. Note que, os intervalos
ficam cada vez menores & medida que a seqiiéncia cresce. No limite quando a seqiiéncia
tende a infinito, exatamente um ponto serd especificado.

A palavra-cédigo, por outro lado, é a representacao binaria do ponto 6, como pode
ser visto na Figura 3.6. Tao logo tenha um nidmero suficiente de simbolos da fonte, o
codificador terd a condigao de determinar se ¢ estd no intervalo [0,0.5) ou no intervalo
[0.5,1), e com isso o primeiro bit da palavra-cédigo poderd ser enviado. Da mesma
forma, o segundo bit da palavra-cédigo poderd ser enviado a partir do conhecimeneto do
intervalo em que 6 estd situado, isto é, [0,0.25) ou [0.25,0.5) ou em um dos sub-intervalos
[0.5,0.75) ou [0.75,1). E o procedimento de codificagao segue desta forma.

O decodificador comega a recuperar os simbolos da fonte somente apds receber alguns
bits da palavra-cédigo. Por exemplo, se a seqiiéncia bindria da palavra-cédigo inicia com
0110..., entao o nimero real § deve estar entre 0.375 e 0.4375; entao os trés primeiros
sfmbolos da fonte serao ajajas, pois o intervalo [0.375,0.4375] estd contido no intervalo
[0343,0.4459] na quarta linha da Figura 3.5. Se a seqiiéncia bindria da palavra-cédigo
inicia com 011..., entao o niimero real ¢ deve estar entre 0.375 e 0.5; observe que na
primeira linha da Figura 3.5 o intervalo [ 0.375,0.5] estd contido no intervalo [0,0.7],
portanto, s6 temos informagao do primeiro simbolo da fonte que é ay.

Como conseqiiéncia deste exemplo, vemos que existe uma certa imprecisao do cédigo

de Elias para seqiiéncias de comprimento pequeno.
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3.2.3 Codificacao universal: métodos de Lempel e Ziv

Os métodos de Lempel e Ziv revolucionaram a codificagao universal principalmente
pela efeciéncia na utilizacao dos dados histéricos das fontes de informacao. Além disso, a
simplicidade dos métodos fez com que suas implementacoes passassem a ser corriqueiras
nas manipulacoes de dados do dia-a-dia.

O primeiro método, chamado LZ1 ou LZ77, foi publicado em 1977, [20]. Enquanto
que o segundo, denominado LZ2 ou LZ78 foi publicado em 1978, [21]. Ambos se
baselam na idéia de armazenar o passado recente de uma fonte, e codificar cadeias
de elementos através de identificadores da ocorréncia anterior da cadeia nesse passado
recente armazenado. As duas préximas subsecoes apresentam os algoritmos LZ1 e LZ2

de forma sucinta. Maiores detalhes podem ser encontrados em [20] e [21].

Método LZ1 ou LZ77

O método LZ1 armazena o passado recente numa janela de texto. FKsta janela é
composta dos elementos ja gerados pela fonte e j& codificados. Estes elementos sao
ordenados de acordo com sua ordem de geragao pela fonte. Os elementos novos sao
armazenados numa &drea de trabalho antes de serem codificados. Tanto a janela de texto
quanto a drea de trabalho tém tamanhos maximos denotados, respectivamente, por t e
s. A Figura 3.7 ilustra o processo de codificacao.

A janela de texto pode ser entendida como um diciondrio no qual as cadeias novas
procurarao antigas ocorréncias no histérico da fonte.

A drea de trabalho val sendo preenchida enquanto a cadeia de elementos que ela
contém for encontrada em alguma posicao na janela de texto, e enquanto o tamanho da
cadeia for menor que s.

Tao logo uma destas condicoes seja violada, a cadeia da drea de trabalho é codificada,
seus elementos passam a fazer parte da janela de texto e a drea de trabalho se renova
para receber novos elementos. A codificacao de uma cadeia é feita por intermédio de

uma tripla contendo os seguintes campos:
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TEXTO SENDO . Entradade
i < | ConFicaDOpELo | | URESA n0vos
E PROCESSO DE TRABALHO ' elementos
JANELA DE TEXTO -

Figura 3.7: Codificacao LZ7T.

e Identificacao do posicionamento da cadeia de elementos da janela de texto que

coincide com a cadeia da drea de trabalho;

e Nimero de elementos coincidentes nas cadeias da janela de texto e da drea de

trabalho;

e Ultimo elemento inserido na #rea de trabalho.

Vamos descrever o processo de codificagao com mais detalhes.

Inicialmente um elemento a gerado pela fonte é inserido na drea de trabalho. Caso
o elemento exista na janela de texto o método prossegue. Caso contrédrio, o elemento
¢ codificado isoladamente, e é transferido da drea de trabalho para a janela de texto
(passa a fazer parte do histérico da fonte). Esta codificagao é feita com a tripla (0,0, a).

Seja uma cadeia S de comprimento 0 < £(S) < s (¢ ¢é a fungao que atribui a uma
cadela de elementos o seu comprimento) que se encontra na drea de trabalho. Pela
definicao do método esta cadeia existe na janela de texto. Os préximos passos do processo

de codificagao dependem do novo elemento gerado a pela fonte e do comprimento da

cadeia £(5):

e Caso a seja tal que S U a, isto é, a cadeia formada pela concatenacao de S e a,
ainda esteja na janela de texto e £(S U a) < s, entdo o elemento a ¢ incorporado

pela cadeia S e o processo continua;

40



e Caso S U a, ainda esteja na janela de texto e £(S U a) = s entao o elemento a &

incorporado pela cadeia S e esta é codificada através da tripla
(enderego da cadeia igual a S na janela de texto, £(S), a).

A janela de texto ¢ deslocada de ¢(S) elementos para que a cadeia seja a cla
concatenada. A drea de trabalho é esvaziada para que possa receber novos

elementos;

e (Caso SUa, nao esteja mais na janela de texto, o novo elemento a é incorporado a

S que é codificada através da tripla
(endereco da cadeia igual a S na janela de texto, (S) —1,a).

A janela de texto ¢ deslocada de ¢(S) elementos para que a cadeia seja a ela

concatenada. A drea de trabalho fica novamente vazia apds a codificacao de S.

Desta forma percebe-se que a codificagao é realizada de duas maneira distintas: para
cadeias encontradas na janela de texto e para elementos isolados. Para que possa haver
a decodificacao é necessdrio existir um campo a mais nas palavras-cédigo informando o
tipo de cédigo (cédigo de cadeia ou de elemento isolado).

Os comprimentos das janelas de texto e da drea de trabalho sao dois pardmetros
de projeto do codificador LZ1. Quanto malor for £, maior serd o passado considerado
da fonte. Portanto, maior serd a chance de casamento de cadeias novas ao passado
da fonte. Quanto maior for s, por sua vez, menor serd a chance de se codificar uma
cadeia por causa do enchimento da drea de trabalho (¢(S) = s, ou secja, sub-utilizagao
do codificador).

Estes pardmetros, por outro lado, nao podem ser aumentados indiscriminadamente,
pois a complexidade computacional da busca de um “elemento” da drea de trabalho na
janela de textos cresce linearmente com s e na melhor das hipéteses, logaritmicamente
com t. Além disso, os nimeros de bits utilizados para representar a cadeia igual a
codificada na janela de texto e o comprimento da cadeia dependem, respectivamente, de
log,t e log, s. Caso s e t crescam de forma significativa, a prépria codificacao binéria

das duplas correspondentes as cadeias codificadas crescerd desnecessariamente.
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Método LZ2 ou LZ78

Tal como o LZ1, o LZ2 procura casar cadelas novas (armazenadas na drea de
trabalho) as ocorréncias anteriores do histérico da fonte. De forma similar, as cadeias
sao codificadas através de um identificador de ocorréncia anterior no histdrico.

A diferenca entre os dois métodos reside na forma com que o histérico da fonte é
armazenado. Ao invés de uma janela de texto, armazena-se um diciondrio de frases
ocorridas. Cada entrada do diciondrio contém uma seqiiéncia de elementos da frase e
seu comprimento.

Um detalhe de implementacao também contribui para diferenciar os dois métodos.
O diciondrio de frases é preenchido inicialmente com frases de comprimento 1,
correspondendo a todos os elementos do alfabeto. Assim, nao hd necessidade de
codificacao especial para elementos isolados.

A drea de trabalho val sendo preenchida enquanto a cadeia de elementos que ela
contém nao for encontrada em alguma entrada do diciondrio. No momento em que um
novo elemento a, adicionado a drea de trabalho, fizer com que a cadeia nela armazenada
nao seja mais encontrada no diciondrio, esta cadeia é codificada através de duplas
compostas por:

(posicao da frase do diciondrio coincidente com a cadeia anterior a adigao do tltimo

elemento a, elemento a).

Exemplo 3.2.4 Seqiiéncia de simbolos a codificar sequndo o algoritmo LZ78. Considere

a sequinte seqiiéncia ABBCBCABA.

Processo de codificacao

Posicao | Diciondrio | Saida
1 A (0, A)
2 B (0, B)
3 BC (2,0)
4 BCA (3, A)
5 BA (2, A)

42



Uma seqiiéncia compactada, isto é, apds aplicado o método de Lempel-Ziv, consiste
de uma lista de c¢(n) pares. No exemplo em considera¢ao, temos a seqiiéncia de
simbolos ABBC BC ABA separada em b frases, a saber, A, B, BC, BCA, BA cujos pares
codificados tém a seguinte racionalidade: (0, A) e (0, B) significa que os simbolos A e B
sao frases de comprimento 1, isto é, sao elementos do alfabeto. O niimero 0, significa que
nao existem frases anteriores concatenada nem com A nem com B. Para o par (3, A),
o sfmbolo A, significa o novo simbolo concatenado a frase BC' e o nimero 3, a posicao
da frase anterior ao simbolo concatenado. Nos demais pares o procedimento é similar
ao caso (3, A).

A seguir, iremos introduzir resultados de entropia referente ao método de Lempel-
Ziv, em analogia aos conceitos de entropia para os cddigos livre de prefixo. Para tal,
faz-se necessério as seguintes definicoes:

Uma separagao S de uma seqiiéncia bindria zi2s---x, é uma divisao dessa
seqiiéncia em frases, separadas por virgulas. Uma separagao distinta é uma separacao
que nao possui frases identicas.

Por exemplo, 0,111, 1 é uma separacao distinta de 01111, mas 0,11,11 é uma
separacao que nao é distinta.

O método de Lempel-Ziv descrito fornece uma separacao distinta da seqiiéncia da
fonte.

A combinacao dos resultados enunciados a seguir, fornece um teorema anslogo ao

teorema de codificagao de fonte (Teorema 3.1.4).

Lema 3.2.5 (Lempel-Ziv) [6] O ndmero de frases c¢(n) numa separacdo distinta de
uma seqiiéncia bindria Xy, Xo, ..., X, satisfaz

e(n) = (1—¢,)logn

onde €, — 0 quando n — oo.

Um processo estaciondrio é ergédico na média com probabilidade 1 quando, no

limite, a média estatistica e a média temporal coincidem.
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Teorema 3.2.6 [6], Seja {X,,} um processo estaciondrio ergddico, com entropia H (X),
e ¢(n) o ndmero de frases numa separagio distinta de uma amostra de comprimento n

deste processo. FEntao
1
lim sup —c(n) og c(n)

n — o0 n

< H (X)

com probabilidade 1.

Teorema 3.2.7 [6], Sejam {X;}icz um processo estocastico ergédico estaciondrio e

(X, Xy, ..., X,,) 0s comprimentos das palavras-cédigo associadas 4 Xy, X, ..., X,,. Entao

1
lim sup El(Xl,XQ, e Xp) < H(X) (3.4)

n — o0

com probabilidade 1.

Quando X é uma fonte ergddica estaciondria, os resultados provenientes do Lema

3.2.5 e dos Teoremas 3.2.6 e 3.2.7, implicam que

c(n)logc(n)

. l<X17X27"'7Xn> 1
lim sup =lim sup

< H(X). (3.5)
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Capitulo 4

Codificacao de (GGeodésicas em
Superficies de Curvatura Negativa:

Esfera 3-vezes Puncionada

Neste capitulo iremos considerar a codificacao de geodésicas fechadas associadas
a classes de matrizes hiperbdlicas em ST (2,Z) de duas formas diferentes. O cédigo
geométrico, com respeito a uma dada regiao fundamental, é obtido por uma construcao
universal para todos os grupos fuchsianos, enquanto o cédigo aritmético dado por
fracoes continuas vem da teoria da redugao de Gauss e, é especifico para SL(2,Z).
Nosso objetivo é dar uma descricao completa de todas as geodésicas fechadas para as
quais os dois cédigos coincidem.

E importante observar que a codificacio aritmética na Secao 3.2 é feita através de
érbitas discretas enquanto que no presente capitulo, a mesma é feita por meio de érbitas
continuas, a saber; as drbitas das geodésicas no plano hiperbdlico. As referéncias para

este capitulo sao: [2], [3], [11], [15], [16], [L7], [23], [28], [29], [30] e [31].
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4.1 Codificacao de (Geodésicas

A codificacao de geodésicas no plano hiperbdlico esté associada ao elemento geodésico
primitivo (geodésica que intersecta a regiao fundamental) de um dado A-ciclo. Os
cédigos geométricos estao associados a “geometria” da geodésica enquanto que os cédigos
aritméticos estao associados a “uma aritmética” ({fracoes continuas) dos pontos fixos de
uma transformagao linear fraciondria (transformacoes de Mébius). A esta transformagao

estd associada uma matriz hiperbdlica do grupo SL (2, 7Z).

4.1.1 Cdédigos geométricos

O grupo PSL(2,R) = SL(2,R)/{£Il} :AGS%(QR) {—A, A} age no semi-plano

superior H? = {z € C|Im z > 0} pelas transformagoes de Méobius:

az+b

T :
Z—>cz—|-d

(4.1)

as quais sao isometrias (que preservam orientacao) de H? munida da métrica hiperbdlica.

Esta acao se estende para a fronteira de H2, R U {co}, pela mesma férmula. Os pontos
az+0b

cz+d

fixos de v € PSL(2,R) sao encontrados resolvendo-se a equagao: z = 7y (z) =

Se a matriz

a b
¢ d

associada & transformacao € hiperbdlica, isto ¢, |tr A| > 2, entao v tem dois pontos fixos

em R U {oco}, a saber: as rafzes do polindémio quadratico

Qi(z)=c+(d—a)z—b=0 (4.2)
de descriminante

D=(a+d)?—4>0.

Um ponto fixo, denotado por w, é dito atrator, isto é,

, d 1
Alw) = £T<Z)\z:w T lwtdp <1
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e o outro, denotado por u, é dito repulsor, A'(u) > 1. Uma geodésica em H? de u
para w, chamada eixo de 7 ¢ denotada por C (7), fica invariante quando escolhemos a
matriz —A ao invés de A. Se v pertence a um grupo fuchsiano T', isto é, um subgrupo

discreto de PSL(2,R), seu eixo torna-se uma geodésica fechada no espago quociente

H2/T, [17].

Observagao 4.1.1 [16/, Se dois elementos v, € 7, sao conjugados em T, isto ¢,
Vi = YYyy L para algum v € T, entdo vy mapeia o eizo de vy, sobre o eizo de .
Consequentemente, v, € v, representam a mesma geodésica fechada orientada em H? /T .
Reciprocamente, toda geodésica fechada e orientada em H?/T representa a classe de

conjugacao de uma transformagao hiperbdlica primitiva em T

No que segue todas as geodésicas fechadas sao consideradas orientadas.

Seja I' um grupo fuchsiano do primeiro tipo. O objetivo é codificar geodésicas em
relagao a uma dada regiao fundamental de Dirichlet D (Figura 4.1) para I', [28]. Tal
regiao sempre tem um nimero par de lados identificados pelos geradores de I' e denotados
por {v,;}. O procedimento a ser utilizado é o de rotular os lados de D pelos elementos
do conjunto {v;} como segue: se um lado s de D ¢ identificado em D com o lado
V5 (s), rotulamos o lado s por 7,- Por rotulamento das imagens de um lado s sobre
I pelo mesmo gerador v, obtemos o rotulamento de todo reticulado N de imagens de
lados de D, tal que, cada lado em N tenha dois rétulos correspondentes as imagens
de D compartilhadas por este lado. Qualquer geodésica orientada em H? pode ser
codificada por uma seqiiéncia de geradores de I', tal geodésica rotula os sucessivos lados
do reticulado N por ela cortados. Em cada corte escolhemos o rétulo correspondente a
imagem da geodésica de entrada. Sem perda de generalidades , descreve-se a seqiiéncia
de codificacao de uma geodésica sempre supondo que ela nao passa pelos vértices do
reticulado N (Coroldrio4.1.23) . Assim, podemos assumir que ela intersecta D e escolher
um ponto inicial no interior de D. Apds sair de D esta geodésica entra numa outra regiao
vizinha de D, a saber: a imagem de D por um elemento do conjunto {’yj} através do
lado rotulado, digamos, por 7,, conforme estd ilustrado na Figura 4.1. Portanto, esta

imagem é v,(D) e o primeiro simbolo do c¢6digo € ;. Se ela entra na segunda imagem de
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D através do lado rotulado por 7y, a segunda imagem é (v,vyy; ) (71 (D)) = v,7»(D),
e o segundo sfmbolo do cédigo é ,, e assim por diante. Deste modo, obtem-se uma
seqliéncia de todas as imagens de D cortadas por essa geodésica na direcao de sua
orientagao, a saber: D,v,(D),v,7,(D),.. ..

[16], Se a geodésica é o eixo de um elemento hiperbdlico primitivo v € T', tem-se

Y=Y Vn (4.3)

para algum n. Neste caso, a seqiiéncia é periédica com perfodo minimo [y, Yy, -, V-

Figura 4.1: A regiao de Dirichlet e suas imagens.

Seguindo-se os segmentos geodésicos orientados do reticulado A entre todos os cortes
consecutivos, chega-se novamente em D, como pode ser visto na Figura 4.1. Desta

maneira obtemos uma geodésica em D.
Observacao 4.1.2 No contexto, a palavra levantamento significa o tnverso da projegao.

A seqiiéncia de codificacao descrita acima, pode também ser obtida tomando os
inversos dos geradores de T, isto é, v 1 = v 1.y, 'y, conforme mostrado na Figura

4.1. O eixo de um elemento hiperbélico primitivo C(7y) torna-se uma geodésica fechada

48



D Y1(D) Y1)

P VN

Figura 4.2: Levantamento da Figura 4.1 para o plano hiperbdlico.

em D. Podemos sempre supor que as geodésicas nao passam pelos vértices de D. Quando
isto acontece, gera uma ambigiiidade, que pode sempre ser removida, [16].

Se dois elementos sao conjugados em I', suas geodésicas fechadas coincidem, e
consequentemente, o periodo de suas seqiiéncias de codificagao diferem por um ciclo
de permutacao. Reciprocamente, se dois elementos primitivos hiperbdlicos tém seus
periodos em suas seqiiéncias de codificacao que diferem por um ciclo de permutacao,
entao por (4.3) eles sao conjugados em I, € consequentemente, suas geodésicas fechadas
coincidem. Chamamos o perfodo da seqiiéncia de codificagao de C(7y) em relagao a
uma regiao de Dirichlet, a menos de um ciclo de permutacao, o cé6digo de Morse de
uma geodésica fechada associada a uma classe de conjugacao de 7y, e denotamo-lo por
V] = [V1, Va5 -+, Tnl- O eixo da transformacao inversa, C(y '), é a mesma geodésica que

C(v), s6 que orientada na dire¢ao oposta. E claro que seu cédigo de Morse é dado por

4 —
1 = bt o0t O eddigo de Morse da matriz A = Lo ) denotado

também por [A], é o cédigo de Morse da correspondente transformagao de Mobius.

O cédigo de Morse da matriz A € SL(2,Z) em relagao a regiao fundamental
0 1
F={zeH ;]z]Zl,]Rezlgg}

pode ser descrito por uma seqiiéncia finita de niimeros inteiros.
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Figura 4.3: Codificacao geométrica.

E conveniente considerar F' como na Figura 4.4, isto &, como um quadrilétero ao invés
de um tridngulo, com o ponto i separando em dois lados, o arco do circulo unitério.
O lado vertical esquerdo vy é identificado com o lado direito vy pela transformacao
T(z) = z+1, e os dois arcos do circulo unitdrio, denotados por a; € ay respectivamente,
sao permutados pela transformacao S(z) = —1/z, a qual fixa o ponto i. De acordo
com nossa convencao os lados v; e vy sao rotulados por 7' e T~ ! respectivamente, e
ambos os lados a; e ay por S. Nesta particular situagao, o cédigo de Morse [A] é uma
seqiiéncia contendo os sfmbolos; T, T~ 1 ¢ S. Esta seqiiéncia deve conter pelo menos
um S, de tal forma que: um S nao pode ser seguido de outro S, um T nao pode ser
seguido de T~ ! e vice-versa. Portanto, [A] é uma seqiiéncia finita de blocos, definida
a menos de um ciclo de permutacao, consistindo de T"s e T~ Vs que sao separados por
S’s. Como ela nao pode comecar e terminar com S, vamos assumir que ela sempre
termina com S. Para cada bloco de T's associamos um nimero inteiro positivo igual
ao seu comprimento, e a cada bloco de T~ s associamos um inteiro negativo cujo valor
absoluto (médulo) é igual ao seu comprimento. Assim, obtemos uma seqiiéncia finita
de inteiros [ny,ng, ..., ny], chamada o e6digo geométrico de A, também denotado por
[A], o qual classifica geodésicas fechadas sobre a superficie modular H?/PSL(2,Z). A

seqiiéncia de codificagao de uma geodésica passando pelo vértice p de F' no sentido
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Figura 4.4: Confinamento da Figura 4.3 & regiao fundamental F.

hordrio é obtida pela convencao de que existe F' em ambos os lados de vy. O eixo de

4 -1
Ay = , passando pelo vértice p, e correspondente & geodésica fechada C(Ay)

1 0

em F', é mostrado na Figura 4.4. De acordo com a nossa convencao, o cédigo de Morse

&[T, T, T, T,S], e o correspondente cédigo geométrico é [4].

4.1.2 Cdédigos aritméticos

Nesta subsegao faremos uso das fracoes continuas na construcao de cédigos a serem
utilizados na codificagao de geodésicas sobre superficies modulares (Proposi¢ao 4.1.11),
usando a teoria da redugao de Gauss. Tais cédigos sao seqiiéncias de nimeros inteiros

(ny,n9,...,;Ny), com n; > 2, definidos a menos de um ciclo de permutagao. Chama-
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lo-emos de cédigo aritmético da classe de conjugagao de A, denotado por (A). O
Teorema 4.1.21 fornece uma descrigao completa de todas as geodésicas fechadas para as
quais os cédigos aritméticos e geométricos coincidem.

Suponha agora que temos um conjunto munido de uma relacao de equivaléncia. Em
termos gerals, a teoria da redugao (cf. [15]) é um algoritmo para achar representantes
candnicos em cada classe de equivaléncia. Tais representantes sao chamados elementos
reduzidos. Cada classe de equivaléncia contém um conjunto canodnico (finito e nao-
vazio) de elementos reduzidos, os quais formam um ciclo. Seguindo o algoritmo de
redugao (Proposi¢ao 4.1.14), podemos passar de um dado elemento dentro da classe de
equivaléncia para o elemento reduzido, por um nimero finito de etapas. Aplicando o
mesmo algoritmo para um elemento reduzido, obtemos todos os elementos reduzidos do
ciclo.

De modo a tornar claro esses conceitos, considere o algoritmo de reducao para
grupos fuchsianos co-compactos [15]. Os elementos cujo eixo intersecta uma dada
regiao fundamental D sao os elementos reduzidos. O ciclo de seus elementos reduzidos
[-conjugados sao todos os elementos reduzidos com o mesmo cédigo de Morse, e a
interseccao de suas geodésicas com a regiao D compreende todas as geodésicas fechadas
associadas a esta particular classe de conjugacao.

Uma matriz hiperbdlica em SL(2,Z) ¢ chamada reduzida se atrai e repele pontos

fixos w e u respectivamente, satisfazendo:

w>1 0<u<l (4.4)

O conjunto de todas as matrizes reduzidas conjugadas de uma dada matriz A €
SL(2,Z) & chamado de A-ciclo.

Veremos adiante (Proposigao 4.1.14) que para qualquer matriz A € SL(2,Z) o A-
ciclo consistindo de todas as matrizes B tais que (B) = (A) ¢ finito e nao-vazio. Decorre
do Coroldrio 4.1.17, que a m-upla de inteiros (nq,ns, ..., My, ), com n; > 2, é um cédigo

aritmético de algum A-ciclo explicito.
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Seja D uma regiao fundamental em H?. Uma matriz A € SL(2,Z) é chamada D-
reduzida se é reduzida e seu eixo intersecta D.

No que segue D serd a regiao fundamental F' contida na Figura 4.4 ou uma de suas
imagens por elementos de SL(2,7Z).

Uma matriz hiperbdlica em SL(2,Z) é chamada totalmente F-reduzida se todas

as matrizes no A-ciclo sao F'-reduzidas.

Observagao 4.1.3 [16], pag.5, A diregao do eizo de uma transformagao hiperbélica
nao € inwvariante por conjugacao, isto €, algumas geodésicas em F' podem ser orientadas
no sentido hordrio, e outras no sentido anti-hordrio. Este fato pode ser claramente
observado na Figura4.5. Um caso quando todos os segmentos geodésicos sao orientados

no sentido hordrio é especial e serd objeto do Teorema 4.1.20, Subsegcao 4.1.3.

Teoria das fracoes continuas

Sejam ng, nq,ng, ... uma seqiiéncia de nimeros inteiros satisfazendo nq,ng, ... > 2.
Vamos denotar por (ng, ny,...,n,) a fracao continua finita
1
(rg, nq,y ey M) = Mg — T (4.5)
n JE—
! 1
n JE—
2 1
nS
e por (ng, ny,na,...) o limite limy (19, 71, ..., ). Reciprocamente, (pela unicidade do

limite), todo nimero & tem uma tinica expansao em fra¢oes continuas o = (ng, ny, Ny, ...)
com n; € Z € ny, Ny, ... > 2, fazendo;

no = [[@]] + 1 e, indutivamente;
1
n; —
Isto estabelece uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto de nimeros reais «

n; = [loy]] + 1, onde a1 = e, [[z]] denota a parte inteira de x.

e o conjunto das seqiiéncias infinitas (ng,n1,ng,...) com n; € Z, € ny,ng, ... > 2.
Essa correspondéncia satisfaz as seguintes propriedades, [16]:

(1.1) « ¢é racional se, e somente se, a partir de algum ponto todos os n.s sao iguals a 2;
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(1.2) « & uma irracionalidade quadrédtica, isto ¢, uma raiz de um polindmio quadrético
com coeficientes em Z se, e somente se, sua expansao em fragoes continuas

é eventualmente periédica, isto é, de um certo ponto em diante se repete

periodicamente, ou seja, o = (ng, N1, .7k, Mg 11, Brt2, - P rm), onde a barra sobre
Mgy 1, g2, - NEm Significa que esses nimeros se repetem periodicamente, e seu

periodo minimo é m;

(1.3) « tem uma expansao em {ragoes continuas periédica pura se, e somente se, o > 1,
e 0 < o <1, onde o é a raiz conjugada de «, isto é, a outra raiz do mesmo

polinémio quadratico do qual « é raiz;

(1.4) Se a = (Tay, Mg, -+, M), entao 1/a/ = (T, oy 1, -, 707)-

Observagao 4.1.4 A propriedade (1.3) € deveras importante. Fla dd uma definigao
equivalente para uma matriz reduzida: Uma matriz é reduzida se, e somenle se, seu

ponto fixo atrator tem uma expansao em fragoes conlinuas periddica pura.

A proposicao a seguir é crucial para os nossos propésitos. Ela mostra que o perfodo

de uma expansao em fra¢oes continuas é um sistema completo de SL(2, Z)-invariantes.

Proposigao 4.1.5 [16/, Duas irracionalidades quadrdticas sio obtidas uma da outra
pela aplicagao de uma transformacgao de SL(2,7Z) se, e somente se, 0s perfodos de suas

expansoes em fragoes conlinuas sao permutagoes ciclicas uma da outra.

Exemplos
. . 14 -3
Exemplo 4.1.6 Considere a matriz A = € SL(2,Z). Resolvendo-se
5 —1
. 14z -3 .
a equagao T(z) = = -1 - & encontramos os pontos fixos da transformagao T
Z j—

15 £ /165 15 + /165
0

associada a matriz A, a saber; z = 10 . Tome w = —T0 2,7845 > 1

15 — /165 —
e <u= —T0 « 0,2154 < 1. Representado como fragdo continua w = (3,5),

consequentemente o cddigo aritmético é (A) = (3,5).
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Exemplo 4.1.7 Vamos calcular w = (3,5) usando o teoria das fragdes continuas. Faga

15 +/165

= w2 784
Q 10 , 7845,
dai
ng = [[awo]] +1 = [[2,7845]] + 1 = 3.
ny = [[eu]] + 1, onde
o = = 4.6404 = n, = [[4,6404]] + 1 = 5.
Nig — Qo
ny = [[ag]] + 1, onde
1
ay = = 2,7800 = ny = [[2,7800]] + 1 = 3.
N1 —aq
nz = [[az]] + 1, onde,
1
Qg = =4,5454 = n3 = [[4,5454]] + 1 = 5.
Ty — ey

Continuando assim, obtemos que

w=(3,5,3,5,...) =(3,5).

Exemplo 4.1.8 A geodésica fechada em F correspondente & classe de conjugacdo de
A, mostrada na Figura 4.5, consiste de 10 segmentos geodésicos orientados, a saber:
os segmentos numerados de 1-7 sao orientados no sentido hordrio, enquanto que os
segmentos numerados de 8-10 sao orientados no sentido anti-hordrio. Sequindo a
geodésica fechada em F' obtemos seu cédigo geométrico [A] = [6, —2] , que é diferente de
seu cddigo aritmético (A) = (8,2). Note que A nao é totalmente F-reduzida (F nao €
reduzida) pois seu ponto fixo repulsor associado 4 A é u =4 — 2v/3 » 0,5359 > %

14 -3 65 —17

Exemplo 4.1.9 As matrizes A = e B = sao reduzidas,
5 -1 23 —6

mas nao sao totalmente F-reduzidas. Seus cddigos aritméticos e geométricos sao

respectivamente;
(A) = (375)7 mas [A] = [_17 17 _173] €,
(B) =(3,6,4), mas [B] = [-1,1,—1,5,3].
O Teorema 4.1.22, Subsecao 4.1.3 fornece uma condi¢ao necesséria e suficiente para

que uma matriz seja totalmente F-reduzida em funcao de seu cédigo aritmético.
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Figura 4.5: Segmentos geodésicos

Teoria da reducdo de Gauss e fatoracdo de matrizes reduzidas

Para entender a conexao entre os cédigos aritméticos e geométricos apresentamos
aqui uma teoria equivalente & teoria da redugao de Gauss para matrizes em SL(2,Z).

Um dos resultados importantes é o estabelecido no seguinte:

Lema 4.1.10 [16], Sejam T um grupo fuchsiano e v,,7v, € I' elementos hiperbdlicos
tendo um ponto fixo comum. FEntao os sequndos pontos fixos também coincidem, e
consequentemente, eles tém o mesmo eixo, € ambos sao poténcia de uma matriz primitiva

com 0 mesmo erxo.

Demonstracgao. Por conjugacao podemos supor que vy, e 7, fixam oo, assim

N(2) =2z (A>1), e Y(z)=pz+k(p#1k#0)
Entao
Y1 271 (2) = AT (A" 2) + k) = pr 4+ Ak,
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Portanto, H’y{"’yQ’y’l‘H é limitada quando n — 00, e consequentemente a seqiiéncia
{71 7977} contém uma subseqiiéncia convergente de termos distintos, o que é uma
contradicao pois I' é discreto. [ |

A proposicao a seguir fornece uma caracterizacao das matrizes conjugadas em

SL(2, 7).

Proposicao 4.1.11 [16/, Duas matrizes hiperbdlicas A, B € SL(2,Z) com o mesmo
trago sao conjugadas em SL(2,7) se, e somente se, seus pontos fixos alratores
(repulsores) tém periodos nas suas expansoes em fragoes continuas que sio permutagioes

ctelicas um do outro.

Demonstragao. Sejam wy e wg os pontos fixos atratores de A e B, respectivamente,
tais que os periodos das correspondentes expansoes em fragoes continuas diferem por
um ciclo de permutagao. Entao, pela Proposicao 4.1.5, existe C' € SL(2,Z) tal que
ws = Cwpg. Dai, CBC Y w,) = CBC 1 (Cwg) = CB(wg) = C(wg) = wa = Alwa),
isto é, CBC' e A tém o mesmo ponto fixo wy, e pelo Lema 4.1.10 eles tém o mesmo
traco, ou seja, CBC ™! = Aou CBC™! = —A. Como tanto w, e wp sao atratores e wy
é atrator para CBC ™! e A, resulta que CBC ™! = A. Reciprocamente, suponhamos que
A, B € SL(2,Z) sao conjugadas. Entao seus pontos fixos atratores wy ¢ wg sao obtidos
um do outro por aplicagao de uma matriz C' € SL(2,Z). Dai, pela Proposicao 4.1.5 os
periodos de suas expansoes em fracoes continuas de wy e wg diferem por um ciclo de

permutacao. [ |

Assim, em adicao aos cédigos geométricos descritos na Subsecao 4.1.1, obtemos dois
outros invariantes de uma geodésica fechada, também definidos a menos de um ciclo de
permutacao: os periodos de suas expansoes em fragoes continuas de seus pontos fixos
atrator e repulsor. O primeiro invariante, o qual chamamos de cédigo aritmético de
A e denotamos por (A), coincide com o cédigo geométrico para uma ampla classe de
geodésicas fechadas identificadas no Teorema 4.1.20. O segundo é o cddigo aritmético
associado a matriz (A™!) que corresponde & mesma geodésica associada a matriz A com

orientagao oposta. Note que, se A ¢ reduzida, a relagao (1.4) da Subsegao 4.1.1 ¢ vélida.
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A seguir enunciamos alguns resultados, que dizem respeito a matrizes reduzidas,
necessérios nas demostracoes dos Teoremas 4.1.20 e 4.1.22. O lema a seguir descreve as

matrizes reduzidas em funcao de suas entradas.

a b
Lema 4.1.12 [16] Seja A = uma matriz em SL(2,Z) com |a+d| > 2. A é

c d
reduzida se, e somente se, ¢ >0, a+b—c—d >0 eb<0. Para uma matriz reduzida

A com ponto fixo atrator w > 1 também temos:

(1) a>0,c+d>0,d<0;
., a+b a
(ii T d <w< -
Corolario 4.1.13 [16], Seja A uma matriz reduzida com ponto fizo atrator w. Entao,
considerada como uma fungio sobre RU{oo}, A(x) é crescente para x > 1. Para
qualquer nidmero fizado x > 1 a seqiiéncia {A™(x)} (convergindo para w) é decrescente

sex > w e crescente se 1 < x < w.

Proposigao 4.1.14 (Algoritmo de redugao) [16], [15], Friste um ndmero finito de
matrizes em SL(2,Z) com um dado trago t, |t| > 2. Uma matriz hiperbdlica em
SL(2,Z) com um dado trago t pode sempre ser reduzida por wm nimero finito de
conjugacoes. Aplicada a uma matriz reduzida A, esta conjugacdao dd uma outra matriz
reduzida. Assim, qualquer matriz reduzida conjugada & matriz A, pode ser obtida de
A por conjugacdo. Desse modo, o conjunto das matrizes reduzidas pode sempre ser

decomposto em ciclos disjuntos de matrizes conjugadas.

a b

c d
uma matriz hiperbdlica (|Tr A| > 2) primitiva com trago positivo e ponto fizo atrator

Proposigao 4.1.15 [16], Sejam ny,ny, ..., n,, > 2 nimeros inleiros, ¢ A =

w = (T, Mg, oy o) - (4.6)
Entao A pode ser representada na forma
A=TmgTr™s...7T"S,
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11 0 —1
onde T = eSS =

01 1 0

Enunciamos agora um resultado que é usado em [16], na demonstragao da Proposicao

4.1.15, bem como serd utilizado na demostragao do Teorema 4.1.22.
a b
Lema 4.1.16 [16], Sejam n > 2 um nidmero inteiro, A = € SL(2,Z) e w
um numero real satisfazendo as sequintes condigoes:
(i) ¢,e+d >0,
(i) n—1 < w < n;
a+b a

<w < —.
¢+ c

(iii)

. a
Entao, n — 1 < — < n.
c

Demonstragao. A desigualdade da esquerda segue de (ii) e (#ii) por transitividade.

Para provar a desigualdade do lado direito, suponha por absurdo que n < 2 Entio por
c

(1ii) e (i),
a+b a

< < —
c+d " c

daf, ac + bc < nc(c+d) < ac+ ad = be < ne(c+d) < ad —bc = 1. O que é uma

contradigao. Poisn > 2 ¢>0¢ (c+d) > 0. ]

Corolario 4.1.17 [16], Sejam nq,ny,...,n,, nimeros inteiros maiores ou iguais a 2,

11 0 —1
T = eS = . Entao
01 1 0

A=TMSTS ... TS,

¢ uma matriz hiperbdlica com trago positivo, reduzida, € (A) = (ny, N9, ..., Ny )
Observagao 4.1.18 Os cddigos aritméticos sio denotados por A = (ny,ng,...,ny,)
comn; > 2, Vi = 1,....m. Portanto, uma condi¢cao necessaria para que um codigo

geométrico seja igual a um cddigo aritmético é que ele nao tenha nimeros negativos em
sua representagdo. Por exemplo, o cédigo geométrico [6,—2] jamais coincidird com um

codigo aritmético.
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Lema 4.1.19 Uma matriz A € SL(2,Z) € F-reduzida se y(1/2) > —, onde y = y(x)

¢ definido pela equagao

c(x®* +y*) + (d—a)zr —b=0.

Observe-se que este lema caracteriza todas geodésicas F-reduzidas. Além disso,
nao sendo ['-reduzida, uma tal geodésica nao serd totalmente F'-reduzida, entao, pelo
Teorema 4.1.20 a seguir, o cédigo aritmético associado a mesma, nao coincidird com

qualquer cédigo geométrico dado. A Figura 4.3 ilustra este fato.

4.1.3 Condicoes de equivaléncia dos cdédigos geométricos e

aritméticos

Vamos relembrar que uma matriz A é totalmente F-reduzida se todas as matrizes no
A-ciclo sao F-reduzidas. O teorema a seguir fornece a condi¢ao necessdria e suficiente
para que uma matriz hiperbdlica A € SL(2,Z) scja totalmente F-reduzida em fungao

de seu cédigo aritmético.

Teorema 4.1.20 [16/, Seja A € SL(2,Z) uma matriz hiperbdlica. As sequintes

afirmacoes sao equivalentes:

(1) A ¢ totalmente F'-reduzida.
(2) Os cddigos aritméticos e geométricos de A coincidem.

(3) Todos os segmentos geodésicos (componentes da geodésica) em F' correspondentes

a classe de conjugacdo de A sdo orientados no sentido hordrio.

Demonstragao. (1) = (2) Suponha que A ¢ totalmente F-reduzida. Entao os
eixos de todas as matrizes do A-ciclo devem entrar em F' através do lado as. Como elas
sao orientadas no sentido hordrio, devem sair de F' pelo lado vy. Seja (71, g, -, 7o) 2
expansao em fracoes continuas do ponto fixo atrator w de A. Entao o eixo de T ' AT

entra em F' pelo lado v; e sai pelo lado vy. Suponha que os eixos de T AT* tém a
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mesma propriedade para todo 1 < i < k, e que o eixo de T " AT* entra em I por v, e
deixa F' por a; ou ag. Queremos mostrar que k = ny. Se k < ny, entao o eixo T~ " AT™
nao intersecta F', o que contradiz o fato de que ST AT™ § ¢ F-reduzida. Por outro
lado, o eixo de T-™ T AT™H! nio intersecta I, consequentemente, k = nq e o eixo de

T~ AT™ deve sair de F' por a; e o primeiro simbolo de [A] é ny. (O eixo de uma matriz

a b

reduzida A = nao pode passar pelo ponto 7. Pois se 1sso acontece, tomando

¢ d

2 =1 na equagao

cle’+(d—a)z—b=0 (4.7)

obtem-se ¢ = b, o que contradiz o fato de que A é reduzida conforme Lema 4.1.12, pois
no referido lema ¢ > 0 e b < 0. O argumento ainda é valido se o eixo de A passa
pelo vértice p de F. Neste caso, o eixo de T " AT™ passa pelo vértice p — 1, como
mostra a Figura 4.6. Mostraremos a posteriori (Coroldrio 4.1.23) que existem somente
trés matrizes primitivas F-reduzidas cujos eixos passam pelo vértice p). Continuando

esse processo e, contando o nimero de T”s entre os S’s obtemos o cédigo geométrico de

A na forma [nq,ng,...,ny], 0 qual é igual ao cédigo aritmético.
Vi Vo
/—_\
a; a,

P ?

-1 172 0 1/2 1

Figura 4.6: Ilustragao do Teorema 4.1.20.

(1) = (3) Note que a intersegcao dos eixos das matrizes no A-ciclo com F' constitui
somente uma parte da geodésica fechada em [’ representando a classe de conjugacao

de A, ou seja, a parte “reduzida”, as partes restantes representam o eixo dos shifts das
? b b
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geodésicas reduzidas. Vimos que todos os segmentos geodésicos obtidos neste processo,
tornam-se orientados no sentido horério.

(2) = (1) Suponha agora que A nao ¢ totalmente F-reduzida. Entao existe pelo
menos uma matriz no A-ciclo que nao é F-reduzida. Sem perda de generalidades,
vamos supor que A é reduzida, mas nao é F-reduzida. Entao ela é Fj-reduzida, onde
Fy =TS (F) e seu eixo deve entrar em Fj por T'S (v5) como pode ser visto na Figura 4.6.
Consequentemente, o eixo de sua conjugada T 1S 1T AT ST intersecta F' na direcao
anti-hordria e sai no lado v; de F'. Isto significa que o cédigo geométrico de A contém no
minimo um 7!, em outras palavras, no minimo um dos niimeros inteiros componentes
¢é negativo. Desta forma, ele nao pode coincidir com qualquer cédigo aritmético.

(3) = (1) Se A nao ¢ totalmente F-reduzida, pelo argumento anterior um dos
segmentos geodésicos componentes da geodésica associada a classe de conjugacao de
A, é orientada no sentido anti-hordrio, o que é uma contradicao. [ |

O teorema a seguir, é o resultado principal do presente trabalho. O mesmo estabelece
condicoes de existéncia de um cédigo aritmético coincidente com um cédigo geométrico
dado. Foi baseado na Observacao 4.1.18, que notamos a existéncia de tais condigoes que

geraram o presente resultado.

Teorema 4.1.21 Sejam ny,ns, ..., n,, nimeros inteiros maiores ou iguais a 2 ¢ [A] =
[11, Mg, ..., Ny wm cddigo geométrico. Entao existe um cédigo aritmético (A) tal que o

cédigo geométrico [A] coincide com (A).

Demonstragao. Sendo ng,ns,...,n, nimeros inteiros maiores ou iguais a 2,
) 11 0 -1 ~ )
consideremos ' = e S = . Entao pelo Coroldrio 4.1.17, a
01 1 0
matriz A = T™ST"S./T"S é uma matriz hiperbdlica com trago positivo, reduzida,
1 n
e (A) = (n1,n9,...., Ny ), onde T = : |
01

O teorema a seguir identifica todas as matrizes reduzidas em funcao de seus cédigos

aritméticos.

Teorema 4.1.22 [16], Seja (A) = (ny,ng,...,ny). A € totalmente F-reduzida se, e
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1 1
somente se, — +
gy Tl

pode conter 2, nem os sequintes pares: {3,3},{3,4},{4,3},{3,5} e {5,3}.

1 . . : : : ~
< 5 bara todo i (mod m), isto €, o cddigo aritmético (A) nao

Demonstragao. A demostragao ¢ feita por absurdo. Seja (A) = (nq,ng, ..., ).
Primeiramente, mostra-se que se A contém uma das combinacoes proibidas, entao A
nao é totalmente ['-reduzida.

Para provar a reciproca do teorema, mostra-se que qualquer cédigo nao contendo

pares proibidos estd associado a uma matriz totalmente F'-reduzida. [ |

Coroldrio 4.1.23 [16], As unicas matrizes primitivas totalmente F-reduzidas cujos
cizos passam pelo vértice p da regido fundamental F sao Ay, AzAg e¢ AgAsz, onde
i —1
1 0

4.2 Superficie Modular e Fracoes Continuas

Nesta secao iremos considerar a codificacao de geodésicas no plano hiperbdlico.
Todavia, existem duas diferengas em relacao a codificagao apresentada na Secao 4.1. A
primeira é que nesta secao, a tesselacao do semi-plano superior H? = {z € C;Im z > 0}
¢ feita por tridngulos cujos vértices estao na fronteira do disco de Poincaré, mais
pecisamente, um vértice no infinito e os outros dois em R U {0}, enquanto que na
Secao 4.1, o plano foi tesselado por triAngulos com um vértice no infinito, e os outros
dois em H2. A segunda diferenca estd relacionada com os elementos da seqiiéncia de
codificagao. Enquanto na Segao 4.1, os elementos da seqiiéncia sao poténcias associadas
as transformacoes T e T ! separados por S, desde que sejam satisfeitas as hipéteses do
Teorema 4.1.22, nesta secao tais elementos sao segmentos geodésicos rotulados por D
(direita) e E (esquerda), também com a restri¢ao que tais segmentos nao coincidam
com cusps. I8 notdrio portanto que, tal como as técnicas de codificacio de fontes
discretas, existem certas restrigoes as codificagoes ora apresentadas. A Figura 4.7 ilustra

o comentirio aclma.
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Figura 4.7: TridAngulo ideal.

4.2.1 Geodésicas em superficies modulares e fracoes continuas

O objetivo é estabelecer uma conexao entre geodésicas em uma superficie modular M,
(resultante do quociente entre o grupo que atua transitivamente no semi-plano superior
e o correspondente subgrupo) e as fracoes continuas. FEsta conexao foi observada por
Artin [3] quando, aplicando naturalmente fragoes continuas deduziu a existéncia de uma
geodésica densa sobre M.

A idéia que a seqiiéncia na qual uma geodésica v corta certas linhas fixadas sobre
M (ou sobre seu levantamento para H?) foi objeto de muitas pesquisas. Na Secao 4.1,
usamos as linhas da tesselacao canénica 7 de H? por cépias da regiao fundamental
F = {z € C|Rez| < %, |z2| > 1}, onde achamos uma relacao entre a seqiiéncia
cortante de v e as expansoes em fracoes continuas de pontos terminais de adequados
levantamentos de . Outras duas possiveis solucoes, nenhuma delas totalmente simples,
sao encontradas em [2] e [29].

Nesta secao substituimos 7 pela tesselagao de Farey F, descrita na Subsecao 4.2.2
e mostrada na Figura 4.8. Tal tesselacio, é uma tesselacao de H? por tridngulos ideais.

O conjunto de vértices é precisamente QU {oco} .
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Figura 4.8: A tesselacao de Farey.

/

Observagao 4.2.1 Se os nimeros racionais irredutiveis P Zi/ sao vértices terminais
q g
de um lado de um tridngulo em F, entdo pq! + plqg = £1. Os lados de F sao as imagens

do eizo imagindrio por SL(2,Z).

Uma geodésica orientada em H? ¢ dividida em segmentos quando ela corta
transversalmente os tridngulos que compoem F. No corte de um tal tridngulo A, um
segmento s corta dois lados que se encontram num vértice na {ronteira (R U {oo}). Esses
segmentos (orientados) sao rotulados por D ou F de acordo com a posigao que o vértice
se situa & direita ou & esquerda do lado s como é mostrado na Figura 4.9.

Este rotulamento ¢ invariante pela agao do grupo SL(2,Z). Consequentemente, para
qualquer geodésica ¥y em M, podemos associar uma seqiiéncia cortante formada de D’'s e
E's, asaber; ... D" E™ D™ .. onden; € N. Se x € ¥ encontra-se no fim de um segmento
rotulado por D, iremos mostrar (T'eorema 4.2.4) que existe um unico levantamento ~y
de 7 tal que o levantamento & de x é da forma & = iy, e os pontos terminais positivo e

negativo de 7y sobre R sao dados por:
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Tipo D
Tipo E

Figura 4.9: Segmentos geodésicos dos tipos E e D.

respectivamente.

Como na Secao 4.1, consideremos H? munido da métrica hiperbdlica. Geodésicas
em H? sao semi-circulos centrados em pontos de R ou retas verticais. O grupo modular
SI(2,7Z) age sobre H? por isometrias, a saber; pelas transformacoes de Mobius

T:2— E:j—ig.
O semi-plano H? é projetado na superficie modular M = H?/SL(2,Z) pela funcao
7 H? — H?/SL(2,Z) chamada fungao projegao. Geodésicas sobre M sao exatamente
as imagens das geodésicas de H? pela transformacao 7. No que segue todas as geodésicas
sao consideradas orientadas.

Iremos usar a mesma notagao (n1,ns,...) para representar a fragao continua n; +

e também [[z]] para a parte inteira de z, x > 0.

n2+n3—|—...
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4.2.2 Seqiiéncias cortantes e fracoes continuas
A Tesselacao de Farey

A regiao fundamental |Re z| < %, |z] > 1 para SL(2,Z) é dividida ao meio pelo eixo
imagindrio. Movendo-se o lado esquerdo (denotado por A) da regiao na Figura 4.10
usando a transformacao z — 2z + 1 e colando-se as duas metades, obtem-se assim, uma
nova regiao fundamental para SL(2,7Z), a saber: o quadrildtero superior ilustrado na

Figura 4.11.

1 -12 1/2 1

Figura 4.10: Regiao fundamental consistindo das arestas vy, a1, ay € vs.

0 —1
Se S denota a matriz € SL(2,Z), entao as trés imagens deste
1 -1

quadrildtero por I, S e S? d4 exatamente o tridngulo ideal A cujos vértices estao em 0, 1,
e 00, como pode ser observado na Figura 4.12. As imagens de A por SL(2,Z) tesscla
H?. Essa tesselacao é chamada tesselacao de Farey, e serd denotada por F. Note que
F pode ser considerada como as imagens do eixo imagindrio por SL(2,Z).

Nao é dificil ver que as imagens de {0,1, 00} por SL(2,Z) sao exatamente os pontos
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Figura 4.11: Regiao fundamental transladada.

/
QU {oco} e, que dois pontos P e Zl/ sao ligados por um lado de I se, e somente se,

/

pp

/

€ SL(2,Z).

Figura 4.12: Tlustracao das imagens se I,S e S? sobre a regiao F.

Existe uma descricao de F em funcao das seqiiéncias de Farey, isto €,
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Definicao 4.2.2 A n-ésima seqiiéncia de Farey, F,, ¢ o conjunto dos nimeros

racionais = com |p|, |q| < n arranjados em ordem crescente.
q

Da Definicao 4.2.2, resulta que

Fy = {—00,—-1,0,1,00}

o= { 9 1. -2 0,119 00
= {00 -2 -1.—-2.0.= 00

2 o0, ) g g

Fy = {—o00,—3,-2,-3/2—1,-2/3—1/2,—1/3,0,1/3,1/2,2/3,1,3/2,2,3, 00}

e, assim por diante.

/

~ . p . . p P . . s
Observagao 4.2.3 Dois nimeros racionais — € = sao adjacentes em alguma seqiéncia
q9 g

de Farey se, e somente se,

/

PPN sz, (er 1),

/

Da observagao acima concluimos que F pode ser obtida pelo traco da linha vertical
passando pelo ponto 0 e posteriormente ligando os pontos adjacentes em cada seqiiéncia

de Farey, como pode ser visto na Iigura 4.13.

AV N

0 1/3 1/2 2/3 1 3/2 2 3

Figura 4.13: Seqiiéncias de Farey.
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Seqiiéncias cortantes

Topologicamente, a superficie modular M é a esfera 3-vezes puncionada, com
singularidades nas imagens de 1, 3 (1 —I—Z\/§> e oo, respectivamente. As linhas da
tesselagao de Farey sao projetadas para a linha singular que val da imagem 7(c0)

para 7(i) e volta novamente. Se tomarmos qualquer geodésica 7 € M, outra que nao

0 -1
seja S = , podemos levanta-la para uma geodésica v € H? e obter uma
1 -1

seqliéncia cortante « -+ "1 D™ E™ ... como descrita na Subsecao 4.2.1. Como diferentes
levantamentos de 7 diferem por translacoes (que deixam F invariante) e preservam
orientacao, os rétulos de um segmento e, consequentemente a seqiiéncia cortante obtida,
independem do levantamento escolhido. A seqiiéncia cortante termina se, e somente se,
v comeca e termina na ima- gem 7w(c0). Neste caso, o rétulo do segmento inicial (ou
final) pode ser D (ou F). Tais segmentos sao chamados inicial ou final e denota-lo-emos
por Dy, ou E,. Se x € ¥N S entao podemos indicar a posicao de x na seqiiéncia
cortante escrevendo -+ D"xE™ ..., Dizemos que uma seqiiéncia muda de tipo em
x € 5, se os segmentos mudam o rétulo de D para E ou vice-versa, incluindo os pontos
imediatamente precedentes (ou seguintes) ao segmento inicial (ou final).

Seja A o conjunto das geodésicas em H? com pontos terminais satisfazendo |y_ | > 1
el < "ono‘ < 1. Tal geodésica intersecta o eixo imaginério iR no ponto §.,. Note que,
a seqiiéncia cortante de tal geodésica v muda de tipo em ...

Como as geodésicas sobre M cortam repetidamente a linha singular S, isto gera
naturalmente uma secao transversal X formada por um conjunto de vetores tangentes
T1 M, a saber, o conjunto dos vetores tangentes unitdrios com base no ponto z € S com
pontos ao longo das geodésicas cujas seqiiéncias cortantes mudam de tipo em z.

Se v € A, entao o vetor unitdrio tangente u, para 7y em &, é projetado para um

elemento em X. Esta identificacao de A com X é “quase” um homeomorfismo.

Teorema 4.2.4 [30] A fungdoi: A — X, definida por i(x) = 7(u,) € sobrejetiva (isto
¢, m(A) = X), continua e aberta. Fla é quase injetiva, isto €, ¢ injetiva exceto nas

duas geodésicas orientadas opostamente ligando +1 & —1 tendo a mesma imagem. Além
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disso, se u, € X define uma geodésica com seqiiéncia cortante --- D™z E™ - .. entdo

v =1 Y(u,) tem pontos terminais dados por

-1
Voo = (n1,M02,...), — = (no,n_1,n_2,...),
Voo
onde, se a seqiiéncia cortante termina em um ou outro (dos pontos terminais), temos a

correspondente fra¢do continua.

Se na seqiiéncia cortante D e E sao permutados, entdo

Yoo = _<n17n27 )7 = (n(),nfl,n,% )

1
Voo
Observagao 4.2.5 Note que 7y, ¢ independente de v_., e da parte da seqiéncia

cortante que precede £ e vice-versa.

Observagao 4.2.6 Comon,+1=mn,+ as seqiiéncias - -~ K™t e... E™ D geram

1
140’
a mesma expansao no ponto terminal, causada pela ambigiidade do rotulamento de um
ponto terminando num cusp. A mesma observacao também é vdalida para uma seqiiéncia

comecando com ED"- ... ou D"—T1...

Demonstragao. (do Teorema 4.2.4) Seja v uma geodésica em H? que intersecta
iR. Como A é convexo, v, > 1 se, e somente se, o segmento 7N A é do tipo F, e
—1 <~ _ <0 se, e somente se, o segmento imediatamente precedente a A é do tipo
D. Observacao anéloga se aplica quando v, < —1e 0 <~ __ < 1. Como qualquer
geodésica sobre M cortando S em z pode ser levantada para uma geodésica em H?
intersectando iR no levantamento £ de z, vimos que, 7 mapeia A sobre X. Além disso,
soponha que 7,y € A com i(7y) = i(y/). Como a tnica identificacao de pares de pontos
em iR por SL(2,Z) ¢ dada por @ : z — —1/z vemos que, se 7 # y/,entao Q(y) = 1.
As tinicas geodésicas v € A tais que Q(y) € A sdo as geodésicas ligando +1 & —1 e sua
inversa. Isto prova a primeira parte do teorema.

Suponha, agora, que v € A ey > 1. Seja v, = [n1,n9,...]. Tome p; = ny se
Yoo =M1 epr =13 —Llsery, =ng Sejan, =N (Rez = py). Entre £, en, atesselagao

de F particiona v em p; segmentos nas linhas verticais Rez = 0,1,...,p;. Assim, a

71



seqliéncia cortante de 7y entre £, e n, é EP'. Finalmente, se ., = 1, entao a seqiiéncia
comecando em &, é D> ou E*.

Considere a funcao p;, = —1/(2 —p1). Note que p;, € SL(2,Z); além disso
(Mo £ =1,0 < pi(V)-0o £ 1ep(n,) = ¢, Comop € SL2,Z), pi(y) é
também um levantamento de 7(7y) e, assim, a seqiiéncia cortante de v comegando em
1., € a mesma seqiiéncia cortante de p1(7y) comegando em $on) D€ P1 (v.) = —1, esta
seqiiéncia termina com um segmento ambiguo D> ou E°°; caso contrério, fixe py = ny
se —p1(Va) & N e py = ny — 1 se pi(v,) € N, a seqiléncia cortante comega com py
segmentos do tipo D. Aplicando p, = —1/ (2 — py) , 0 argumento se repete. Argumento
andlogo se aplica se v, < —1.

Note que, se v, € N, v > 1, entao essa seqiiéncia é ambiguamente E™ D ou E™ 1,
consistente com a ambigiiidade nas expansoes em fracoes continuas.

Para estudar o ponto terminal negativo v___ aplicamos a funcao @ : z — —1/z. Se y
tem seqiiéncia cortante - - - E"-1 D¢ EmM D" ... entao como () € SL(2,7Z), a geodésica
Q(y)™! ligando Q(v.,) & Q(v_.) tem seqiiéncia cortante e BMQ(E, ) DrOE
Claramente, Q(v)™' € A e {51 = Q(&,). Assim Q(y_.,) = [no,n_1,...], 0 que prova

o resultado. [ |
Corolario 4.2.7 [30], Duas geodésicas com a mesma seqiiéncia cortante coincidem.

Demonstracao. Fixe os pontos iniciais x, 2’ nos mesmos pontos de divisao em cada
as A : / -
seqiiéncia, e levante os pontos £, € iR" como no Teorema 4.2.4. Como os pontos
terminais no infinito dos levantamentos das duas geodésicas tém a mesma expansao em

fracoes continuas, as geodésicas coincidem. [ |
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Capitulo 5

Codificacao de (GGeodésicas em
Superficies de Curvatura Negativa:

Toro 1-vez Puncionado

Seja Y uma superficie (possivelmente puncionada, isto &, uma superficie de onde
foi retirado um ou mais pontos) com caracteristica de Fuler negativa, e seja C(X) o
conjunto de classes de familias isotépicas (curvas homotdpicas que preservam orientagao)
de curvas fechadas disjuntas. Nosso estudo é baseado na construgao da funcao de
Markov feita em [5] e [31] para grupos fuchsianos, onde foi generalizada a relacao entre
o PSL(2,Z) (pensado como um grupo fuchsiano que age sobre o plano hiperbdlico) e as
fracoes continuas (pensadas como pontos no conjunto limite de PSL(2,7Z)), para uma
ampla classe de grupos fuchsianos.

FEmbora envolva conceitos mateméticos nao muito elementares, esta teoria torna-se
deveras simples quando nos restringimos ao estudo de uma particular superficie.

Nosso objetivo é construir o grupo de classes de fungoes MCG(Y) e a maquina
de estados finitos, quando X = ¥; é o toro 1-vez puncionado.

Essa idéia estd suportada na analogia entre a acao de um grupo fuchsiano I' sobre
o plano hiperbdlico e a a¢ao do grupo de classes de fungoes MCG(X) sobre o espago
de Teichmiiller 7 (%), [8], pag.159. Nesta analogia, a fronteira S' do plano hiperbélico

(ou conjunto limite de I') & substitufda por uma fronteira adequada de 7(%). Usamos

73



aqul a fronteira de Thurston, a saber, o espaco de medidas das laminagoes projetivas
PML(E) descrita na Subsecao 5.1.3. O grupo de classes de fun¢oes MCG(X) construido
na Seqao 5.2 age em ambos 7 (X) e PML(X). Em anologia com a construgao feita em [5],
definimos a fun¢ao de Markov f sobre PML(XE) cuja acao de MCG(X) sobre PML(Y)
estd diretamente relacionada com a agao de I sobre A(T') = S*.

Um tratado da teoria dos train tracks pode ser encontrado em [26]. Aqui usamos
uma classe particular de train tracks, a saber: os m-train tracks introduzidos por Birman
and Series em [4]. Essa classe especial de train tracks tem sua definigao condicionada
a escolha de um dominio fundamental fixo, e associados a geradores geométricos de
m1(X), de tal forma que uma pesagem inteira resulte nao somente numa curva fechada
simples ou numa malha, mas simultaneamente permita-nos ler inteiramente um menor
representante como um ciclo de palavras em 71(X). Assim, o espago ML(X) ¢
particionado em um numero finito de células maximais correspondendo as pesagens
sobre os possiveis ({initos) train tracks associados a um dominio fundamental de ;.

Neste capitulo analisamos o caso especial do toro 1-vez puncionado *;. Usamos
seu grupo de classes de fungoes para construir a fun¢ao de Markov f sobre ML(%;).
A particao de Markov consiste do conjunto de células maximais e restricao de f a
cada célula, onde, cada restrigao, é um elemento especifico de MCG(%;), o qual
age linearmente sobre o conjunto de pesos. Rotulando as células pelos elementos
correspondentes de MCG(X;), mostraremos que as f-expansoes (isto é, os trajetos
das drbitas rotuladas de f) fornecem uma tnica forma normal para os elementos de
MCG(X;). Em particular, os rétulos sao um conjunto de geradores de MCG(%,).
Comparando as formas normais para elementos préximos, podemos determinar uma
presentagao para MCG(X;1). Sendo f uma fungao Markoviana, as f-expansoes
pertencem a um subshift do tipo finito o qual é de fato uma geodésica fechada com
relacao ao conjunto de geradores em questao.

Na linguagem dos grupos automaticos (Subsecao 5.1.1), esta forma normal permite-
nos construir a méquina de estados. Se mostrarmos que esta forma normal satisfaz
a propriedade de companheirismo (Subsecao 5.1.1), entao ela fornece uma estrutura

automédtica para MCG(%). Concluiremos este capitulo mostrando que de fato este ¢ o
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caso. A dimensdao de PML(E) é 1, j& que PML(E;) « S'. No nosso caso particular,
o espaco de Teichmiiller é o semi-plano superior € o grupo de classes de funcoes é o
PSL(2,7).

Na Secao 5.1, introduzimos as definicoes bésicas para o desenvolvimento deste
capitulo. Na Secao 5.2, construiremos o grupo de classes de func¢oes para o toro ¥,

a maquina de estados finitos e a estrutura automadtica para o grupo de classes de funcoes

MCG(S).

5.1 Conceitos e Definicoes

5.1.1 Funcoes de Markov e grupos automaticos

A funcao de Markov sobre um conjunto X é uma funcao f : X — X juntamente
com uma partigao (em geral finita) de X em conjuntos I;, j € N, tal que f (/;) é uma
uniao exata de conjuntos /;.

Diz-se que f satisfaz a propriedade de Markov se f (I7) N I? # @ implicar que
I; C f(1;). Para £ € X, considere a funcdo p : X — N, definida por: p(§) = j se
€ € I;. A seqiiencia p(§), p(f(£)),p(f%(£)), ... € chamada a f-expansao de §. Associada
a f existe uma matriz de 0's e 1's informando quais transi¢oes podem ocorrer. Como f
é Markov, todas as seqiiéncias infinitas que sao permissivies ocorrem. Os blocos finitos
que ocorrem nestas expansoes sao chamados admissiveis.

A construgao de Bowen-Series [5], ¢ bascada na relagao entre o PSL(2,7Z), agindo
no plano hiperbdlico H?, e as transformacoes fracoes continuas agindo sobre o conjunto

dos niimeros reais estendido, R U {co}.

Exemplo 5.1.1 A transformacao fra¢ao continua

r—1sex>1
flz)=< z+1sex<—1 (5.1)

-1
— se |z| <1
x
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pode ser considerada como um exemplo de uma funcao de Markov com particao I1 =

{[007 _1]7 [_170]7 [07 1]7 [17 OO]}

A f-expansao de um ponto £ € R é essencialmente a mesma que sua expansao em
fracoes continuas. Note que a restricao de f a cada elemento da particao Il pertence ao
subcunjunto Ty = {z — 2 —1, s 2+ 1,  — —1/z} C PSL(2,Z). (Um resultado
bastante conhecido na geometria hiperbdlica ¢ que (I'g) = PSL(2,7Z), [31]).

Na construgao da fungao de Markov f sobre a fronteira infinita, [5] e [31], a saber, o
circulo unitério S, os elementos da partigao sao intervalos I, e , para cada j, a restrigao
de f| 1 pertence a I'y.

Um alfabeto A ¢ um conjunto finito. Uma linguagem L sobre um alfabeto A é
uma colecao de seqiiéncias finitas de A chamadas palavras. O comprimento de uma
palavra w = (ay,ay, ..., a,) serd denotado por |w| = n. Uma maquina de estados
sobre um alfabeto 4 é um grafo finito, orientado, cujos vértices sao os estados ligados
por arestas orientadas e rotuladas. Existe um estado chamado estado inicial ¢ uma
particao dos estados em dois conjuntos disjuntos, os estados aceitos e¢ os estados
nao aceitos. Toda aresta saindo de um estado é rotulada com um sfmbolo de A e nao
existem duas arestas saindo de um mesmo estado com o mesmo rétulo. Dada qualquer
palavra w = (ay, as, ..., a,) sobre A e qualquer estado s existe no maximo um caminho
comegando em s tal que a j-ésima aresta é rotulada por a;. Iste estado s termina num
estado s'. Neste caso diz-se que w val de s para s'.

A linguagem aceita por esta mdquina é uma colecao de palavras w sobre A que vai
de um estado inicial para algum outro estado. Uma linguaguem L sobre A é chamada
regular se ela é aceita por alguma méquina de estados finitos sobre A e diz-se que esta
méquina reconhece a linguagem L. Seja G um grupo com identidade e. Considere a
funcao f : A — G definida por a — @. A defini¢ao desta funcao se estende para uma

colegao de palavras de A para G por w = (aq,ay, ...,a,) — W =74y + -+ @, o produto das
imagens das letras de w. Se todos os elementos de G podem ser descritos desta forma
diz-se que A ¢ um conjunto finito gerador de (G. Uma linguagem £ = £ (() sobre A &

chamada uma estrutura automadtica para (G se satisfaz as seguintes propriedades.

Primeira, £(G) ¢ uma linguagem regular sobre G, isto é, existe uma mdaquina de
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estados finito W (G) tal que todo elemento de G pode ser descrito por (no minimo)
um caminho nesta mdquina. A segunda propriedade é conhecida como propriedade de
“companheirismo” como descrita abaixo. Se um grupo tem uma estrutura automética,
entao G é chamado um grupo automstico.

Seja G um grupo com um conjunto gerador finito A. O comprimento de uma
palavra g € (G, denotado por |g| em relagao a A, é por defini¢ao o menor comprimento
entre todas as palavras que representam g. A métrica sobre G é definida por
d(g,h) = |g'h|. Dada uma palavra w = (ay,as, ..., a,) sobre A, para cada 0 < ¢ < n,
denota-se por w (t) = (a1, as,...,a;) o prefixo de w de comprimento ¢, ¢ para inteiros
t > n denota-se w(t) = w. Dada uma constante k, duas palavras w,v sobre A sao
k-companheiras se d (W (t),7(t)) < k para todo ¢ > 0. A constante k é chamada
constante de companheirismo para w e v. O grupo G satisfaz a propriedade de
companheirismo se existe uma constante k tal que para quaisquer palavras w, v sobre
L com d (w,7) < 1 entdo w e v sdo k-companheiras.

Sejam w e v duas palavrasea € A U{e} tal quewa = 7. Se w e v sao k-companheiras,
entao ¥ (t) = w(t) *v(t) tem comprimento no méximo k, para todo ¢t > 0.

Assim, para qualquer escolha de w e v com d(w,7) < 1, 1(t) pertence a um
conjunto finito D, a saber; a colecao das palavras-diferenga ¢ AU{e} CD C L. O
conhecimento das palavras-diferenca permite-nos reconstruir a estrutura multiplicativa
de G de maneira automatizada.

Mais precisamente, a propriedade de companheirismo é equivalente a existéncia de
uma maquina multiplicativa M,, a € AU {8}, para G. Cada M, é uma automata
de comprimento 2, cujo alfabeto é A’ x A’ onde A’ é o alfabeto estendido A U{$}.
Tal maquina aceita o par estendido (wt,v") das palavras (w,v) sobre A sempre que w, v

sao estados aceitos da méquina de estados finito W(G) ¢ Wa = 7. Os simbolos w' e v
indicam o acréscimo do sfmbolo $ ao alfabeto A. Tal simbolo mapeia a identidade em G
e o mesmo pode ser adicionado & menor das palavras entre w e v, de modo a torna-las
com o mesmo comprimento. A méquina Mg reconhece a identidade de (G, substituindo

a condicao wWa = U por W = V.

As méquinas multiplicadoras M,, a € A U{$}, podem ser construidas por meio de
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uma maquina de palavras-diferenca. Isto, na realidade é uma colecao de novas
mdquinas, todas tendo o mesmo espaco de estados, ou seja, o conjunto das ternas
(s1,82,10) tal que sy e sy sao estados de L(G) e v € D. O estado inicial ¢ (s, So, €)
onde sg ¢ o estado inicial de L£(G) ¢ e, ¢ a identidade de G. Para a,b € A, existe
uma aresta de (s1, s9,1) para (s, s5,1') se, e somente se, existem arestas de s; — s} e
59 2, s, na maquina de estados e se J =z~ lpy. Na mdquina M,, o estado (s1, $9,7)
¢ um estado de sucesso (aceito) se s; e sy pertencem a L ¢ se Y =a.

Existe uma técnica extra para negociar com o simbolo adicionado. A saber, temos
que adicionar um estado extra na méquina de estados W(() o qual ¢ alcan¢ado quando
W(G) estd num estado aceito € o simbolo adicionado ¢ lido. Se s; ou sy ¢ este estado

extra , entdao x ou y acima definido, serd substituido pelo sfmbolo adicionado $ e a

bl
condicao J = x~ M)y serd substituida por J = 9y ou J — z14). Frequentemente,
pensaremos nessas condicoes como tridngulos ou quadrados comutativos relacionados por
elementos num grupo (Segao 5.2.5). Se pudermos construir uma méquina de palavras-
diferenca usando um conjunto finito de palavras-diferenca D’, entao teremos verificado
a propriedade de companheirismo e com isso, podemos usar o processo descrito para
construir simultaneamente todas as méquinas multiplicativas M. FEsse processo pode
ser visto como uma concatenacao de quadrados ou tridngulos resultando numa colecao
de caminhos cruzados em D entre todos os prefixos w(t) e wa(t) ocorrendo nas formas

normais de quaisquer dois caminhos w ¢ wa paraa € A. A colecao de todos os quadrados

e triAngulos estabelece uma presentacao para o grupo.

5.1.2 Malha simples e 7;-train tracks

Considere uma curva fechada sobre uma superficie ¥ (superficie com caracteristica
de Euler negativa, possivelmente puncionada). Tal curva é chamada simples se nao
tem auto intersegoes e, ¢ dita paralela a fronteira ou periférica se ¢ homotdpica (se
pode ser deformada na curva em questao) a uma curva em torno do ponto puncionado
da superficie. Uma malha simples é uma cole¢ao de curvas fechadas simples duas a

duas disjuntas nenhuma das quais é homotopicamente trivial ou paralela a fronteira.

78



A definicao a seguir considera uma estrutura hiperbélica sobre ¥. Seja R C H? a
regiao fundamental de ¥ cujos vértices sao ideais, isto €, encontram-se na fronteira do
disco de Poincaré'.

Suponha que R tenha lados o, e fungao emparelhamento de lados p,, @ 0y — oy

onde oy = 0 para cada k. Seja R o fecho de R em H2. Um m;-train track 7 é uma

colegao de arcos a; : [0,1] — R dois a dois disjuntos tais que:
(1) a;(0) € oy e o (1) € 073
(1) o  (A) € R® para A € (0,1);

(#71) No méaximo um arco liga cada par de lados;

(iv) Nenhum arco liga um lado a si mesmo, isto &, se k e [ sao como em (i) entao k # I.

Um arco de 7 é chamado um arco quina se o mesmo liga lados adjacentes de
R. Cada arco quina vé um vértice particular de R e, para cada ciclo de vértices no
emparelhamento de lados existe um correspondente ciclo de quinas consistindo de todas
as bifurcagoes das quinas correspondentes ao mesmo ponto (retirado da superficie).

Uma pesagem w sobre um 7y-train track 7 é uma designacao de um nimero nao-
negativo w (a;) para cada arco a; de 7. Uma pesagem ¢ inteira se cada peso é um inteiro
nao-negativo. Define-se o peso de w, e denotado por |w|, como |w| = > w (o;) onde a
soma ¢ sobre todos os arcos a; de 7. Iremos considerar, a partir de um malha simples
v, como obter um my-train track com pesagem inteira. Iniciaremos com a realizacao
do levantamento da malha simples y para a regiao fundamental R. A malha simples
torna-se uma colegao de arcos, chamados cordoes, ligando os lados de R. Diz-se que
um malha simples v estd suportada por um 7-train track 7 se, para todo cordao de
v existe um arco de 7 ligando o mesmo par de lados. Se 7y estd suportado por 7 entao
podemos estabelecer & 7 uma pesagem inteira w, fixando para cada arco de 7 o mimero
de cordoes de 7 ligando os mesmos pares de lados. ksta pesagem tem as seguintes

propriedades:

L A teoria dos train tracks envolve geometria hiperbdlica, portanto faz-se necessério a escolha de uma

estrutura hiperbélica sobre ..
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(1) Para cada emparelhamento de lados p, : 0, — 03/, a soma dos pesos dos arcos
com pontos terminais sobre gy é igual a soma dos pesos dos arcos com pontos terminais
em Og:.

(1) Pelo menos um arco em cada ciclo de quinas deve ter peso zero.

Uma pesagem (ndo-negativa mas nao necessariamente inteira) ¢ dita ser uma
pesagem formal se satisfaz (i) e (ii) acima. Reciprocamente, toda pesagem inteira
formal d4 origem a uma malha simples . Isto significa que estudar as malhas simples
¢é equivalente a estudar as pesagens inteiras formais sobre os 7mi-train tracks. Denota-se
por W (7) a colecao de todas as pesagens formais sobre o 71-train track T e por Wy (7)

a colecao de todas as pesagens inteiras formais sobre 7.

5.1.3 Curvas fechadas irredutiveis

Um 7y-train track 7 é dito ser recorrente se existe uma pesagem inteira formal
w € Wp (1) tal que w (r;) # 0 para todos os ramos «; de 7. Um 7y-train track recorrente
7 ¢ dito maximal se nao existe outro my-train track recorrente 7’ tal que T € 7. Se T
¢ um train track maximal recorrente entao a dimensao de W (1) é 6g — 6 + 2p, onde X
& uma superficie de género g com p pontos removidos, (cf.[25]). A cole¢ao de todas as
pesagens formais W (7) sobre um my-train track recorrente maximal 7 é chamada uma
célula maximal.

Qualquer curva fechada simples v define um 7i-train track recorrente T = 7 (%)
com pesagem w () como acima. Uma curva fechada «y ¢ dita ser irredutivel quando
w (v) # wy + wy, quaisquer que sejam wy,wy € Wo (17 (7)) e w; # 0 para j =1, 2.

A colecao de todas as classes homotdpicas de malhas simples sobre ¥ nao-paralelas
a fronteira é denotada por MLp(X) e, a colegao de todas as medidas de laminagdes
geodésicas sobre ¥ por ML(X), [25]. Os conjuntos MLyH(X) e ML(X) podem ser
identificados [4], como as cole¢oes das pesagens formais inteiras e pesagens formais,
respectivamente, sobre os mi-train tracks sobre 3. Para MLp(X) a prova segue do
comentdrio feito acima. Se w € ML(X), entao w estd contido em alguma célula maxima

W (7). Assim, ML(X) ¢ a uniao de células méximas W (7;) onde 7; percorre todos os
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m1-train tracks recorrentes maximais sobre 3. Isto dd a ML(X) uma estrutura natural

de célula, como estabelece o préximo resultado.

Proposicao 5.1.2 [25], Parap = 1,2, seja T, o toro com p pontos removidos. Existe um
ndmero finito de curvas fechadas irredutiveis ey, ..., ey sobre X, tal que para cada m, -train
track maximal T, a correspondente célula mazima W (1) € a combinagdo linear positiva
de 2p curvas fechadas irredutiveis: W (1) = sp*{e;,,..., e;,} ondei; € {1,.. .k}, e a

intersecao de duas células é dada por:

W(T) nw (7—’) = 3p+ ({eil,...,e%} N {ei/l, e eiép}) ,

onde

W (r) = sp'{e;,...en,} e W(T')=sp*{es,..., ey }.

O espago W (1) pode ser projetado de uma maneira natural para obter-se o cone
PW (7). Analogamente, Wy (7) pode ser projetado para obter-se o conjunto das pesagens
racionais PWp(7). O espaco PML =PML(E) ¢ a uniao sobre todos os 7 dos
correspondentes cones PW(7), os quals sao chamados mj-cones. Da mesma forma
define-se PMLy, (X) como a uniao de todas as pesagens racionais PWy (7). Usando
a identificagao de Birman e Series [4], o espago PML (X) fol mostrado por Thurston
[26], ser a esfera de dimensao 6g — 6 + 2p. Assim, no caso do toro ¥; tem-se o circulo

unitério S (g =1ep=1).

5.1.4 Torgoes de Dehn e o grupo de classes de fungoes MCG(Y)

O grupo de classes de fungoes MCG = MCG(X) de ¥ (isometrias que preservam
orientagao), ¢ o grupo de todas as classes isotdépicas de automorfismos de ¥ (que
preservam orientagao), isto &, um elemento de MCG é um homeomorfismo (que preserva
orientagao) de X sobre si mesmo e, dois tais homeomorfismos representam o mesmo
elemento de MCG se um pode ser deformado no outro isotopicamente ao longo de um
caminho continuo de homeomorfismos de ¥ sobre si mesmo. Existe uma acao natural do

grupo de classes de funcoes sobre o espago de Teichmiiller de ¥ como o grupo modular
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de Teichmiiller. Esta acao pode ser estendida para PML(X), e serd considerada no que
segue.

Seja wp uma curva fechada sobre uma superficie 32, parametrizada pelo comprimento
de arco ¢ € [0,1,,] onde l,,, ¢ o comprimento de wy. Considere uma vizinhanga tubular
em torno de wy em X denotada por N, = [0,1] X w,. Uma torgao de Dehn, em torno
de wyg (a esquerda), ¢ um homeomorfismo sobre 3 denotado por 6é,, e definido como
sendo a identidade em ¥ — N, e, se (1,€) € [0,1] X wg entao 8y, (7,€) = (7,€ — Nlw,),
onde 1 € [0,1] e & — nly, & definido modl,,. Observe que, se 1 = 0 ou 1, entao 6,, ¢ a
identidade.

5.2 O Grupo de Classes de Funcoes para >

Nesta segao construiremos os mi-train tracks, a funcao de Markov e uma estrutura
automdtica para o toro ;. Nas Subsecoes 5.2.1 e 5.2.2 mostraremos como as torc¢oes
elementares de Dehn agem sobre ¥; da mesma maneira como as fragoes continuas agem
sobre R U {oo}. Na Subsec¢ao 5.2.3 construiremos a fun¢ao de Markov e, na Subsec¢ao

5.2.4 construiremos a forma normal e a méquina de estados.

5.2.1 mi-train tracks e a estrutura de células maximais

Como foi observado na Subsegao 5.1.2, fixaremos agora, como pode ser visto na
Figura 5.1, uma estrutura hiperbdlica para ¥; e um dominio fundamental R C H? para
a acao de 7y (X) sobre o plano hiperbdlico.

O dominio fundamental R que escolhemos é o padrao retangular com lados opostos
identificados por emparelhamentos das arestas. A regiao fundamental tem quatro
vértices ideais, todos contidos na fronteira do disco de Poincaré, veja Figura 5.1. Os
vértices sao rotulados por vy,...,v4 no sentido hordrio. Denotando por v;v; o lado
ligando v; a v;, o emparelhamento de lados levando v,vy para vyvs e vivy para vovs

serao denotados por S e T, respectivamente. As funcoes S e T' correspondem as classes
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Figura 5.1: Dominio fundamental hiperbélico R para ¥, onde S, T denotam S~ 71,

homotépicas de curvas fechadas simples as quais geram livremente o grupo fundamental.
Vamos introduzir, agora, as curvas fechadas irredutiveis ey, €, €., € e_; formando
uma base para ML (X1), conforme estabelece a Proposicao 5.1.2. Tais curvas fechadas

irredutiveis, ilustradas na Figura 5.2, sao definidas como

® ¢, consiste de um arco simples ligando vyvy a v3vy;
e ¢; consiste de um arco ligando v1v9 a v9v3 € um arco ligando v3v, a v4v1;
® e, consiste de um arco simples ligando vyv3 a v4v1;

e e_; consiste de um arco ligando vyv3 a v3v4 € um arco ligando v4v; a v1vy.

Do que foi visto no Capitulo 4, podemos definir as curvas fechadas irredutivies como
os termos das seqiiéncias cortantes: ey = S, e; = ST, e, =T, e_; = S 'T. Como as
curvas fechadas sao nao-orientadas podemos escrever ey = S ou ey = S~ L.

A seguir definimos as células em ML (33;) e mostraremos que elas sao maximais. As

células sao:

Iy = 3P+ {90791}7 L = 3P+ {e07e71}7 I, = 3P+ {eoouefl}v I3 = 3P+ {eoouel}
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Figura 5.2: mi-{rain tracks elementares.
Proposicao 5.2.1 [25], As células 1y, 11, 15, I3 sao mazimais e sua unidgo é ML(X;).

Demonstragao. E suficiente provar que nenhum outro arco pode ser adicionado a
esses quatro mi-train tracks e que qualquer curva fechada estd suportada por um deles.
Observe que, qualquer 7;-train track sobre Y3, deve ter uma das duas formas ilustradas na
Figura 5.3. Somando-se os pesos sobre os dois pares de lados identificados e cancelando-
se a obtemos as duas equacoes: b+e =c+d, b+ c = e + d. Disso obtemos que b = d
e ¢ = e. Do fato de que um ciclo de quinas nao pode ter pesos todos nulos, segue que
b =0 ouc = 0. Como todos os pesos sao nao negativos, significa que existem somente
quatro configuracoes de m-train tracks correspondentes as curvas fechadas simples sobre
> nao paralelas a fronteira. [ |

Pela Proposicao 5.2.1 qualquer curva fechada simples v pode ser representada por
ae; + be;, onde w () € I, para algum k =0,1,2,3.

Iremos usar a notagao (a,b) para representar os seguintes fatos

;

aep + beq, se w (7y) € Iy

aey+ be_ 1, se w cl
()= { “0tPeertled (5.2)
ae., +be_ i, se w(vy) € I

| aew + bey, se w (y) € Is.

A notacao para os e; tem a seguinte racionalidade. Considere R como sendo o
quadrado com vértice v; no canto inferior esquerdo, ¢ o emparelhamento de lados
por translagoes Fuclidianas. Pela Proposicao 5.2.1, qualquer curva fechada simples -y

sobre Y1 estd suportada por uma das quatro células maximais [;. Assim, a menos de
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Figura 5.3: As duas possiveis configuragoes para um 7-train track maximal ponderado.

Figura 5.4: As linhas de inclinagao 3/5 tracadas sobre R e seu respectivo my-train track

ponderado.

homotopia, v é equivalente a uma familia de retas cortando R. O levantamento de -y
para o plano Euclidiano (recobrimento universal de R), isto é, R?, tal familia de retas se
unem para formar uma reta de inclinagao racional sobre o plano. Com esta identificacao
a curva rotulada por e; tem inclinacao j.

De uma maneira geral, obtem-se uma identificagao de PML(X;) com os reais

a-+b

estendidos, RU {co}, mapeando (a,b) € Iy no ponto (a,b) € I; no ponto

—(a+D)

b
a-+b’
a-+b

, (a,b) € I3 no ponto . Um exemplo de uma curva

(a,b) € I no ponto
representada por (2, 3) = 2e¢+3e; € Iy ¢ mostrada na Figura 5.4. Esta reta corresponde
a reta de inclinacao g em R2.

As células méximas Iy, 11, I, I3, tém suas fronteiras identificadas pela Proposicao

5.1.2. Neste caso é facil ver que Iy N [; = spt{eo}, 1 NI = spt{e 1}, LNI; =
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Figura 5.5: A partigao de ML(X;) em células maximais.

spt{est, I3 NIy=spt{e }, IoNI, =1 N I3 = (. Isto estd ilustrado na Figura 5.5, na

qual nota-se claramente que PML(E;) ~ St.

5.2.2 Torgoes de Dehn e o grupo de classes de fungoes MCG (31)

Vamos denotar as tor¢oes de Dehn em torno de e, e ey por §g e d1, respectivamente.
O objetivo é enterder a acao destas tor¢oes sobre a estrutura projetiva do espacgo dos
train tracks construidos na subsecao anterior.

Para simplificar, usaremos algumas simetrias de R e os m-train tracks. FEssas

simetrias sao definidas como segue:
e (; intercambia os pares (vy,v4) € (vy,v3);
® .y permuta ciclicamente os vértices 11 para vy, 19 para vz e assim por diante;

e (3 fixa vy e v3 e intercambia (vy, vy).
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Quando necessério for escreveremos (g para denotar a identidade.

Observe que aplicando ¢y duas vezes obtemos uma rotacao de 180° em R a qual
permuta vy, v3 € v9,v4. Kimbora nao seja a identidade sobre R ela age como a tal sobre
cada ;. (Esta fun¢ao é exatamente a fun¢ao que leva uma curva sobre si mesma com
orientagao oposta). Os ¢; agem sobre PML (1) como o grupo de Klein. Sobre as curvas

fechadas irredutiveis sua acao é dada por:

L1 1€y — €, € — e 1, €y ey, € 1 — e,
lg 1€0 —7 €y, €1 —7€_1, €5 — €, €_1—7¢€,

l3 € 7€, € 7€, €x 7€, € e,

Esta agao se estende de modo natural para os /;, como pode ser visto abaixo:

l1 (]0) = I, u (]1) =1Iy, 1 (]2) =13, (]3) = I,
Ly (]0) = Iy, 1y (]1) =13, 1y (]2) = Iy, 19 (]3) = Iy,

ls (]0) = I3, 13 (]1) =1y, 13 (]2) =1y, 13 (]3) = Ip.

A vantagem de aplicar essas simetrias é que somente precisamos considerar a acao de g

sobre ML (X1). A acio de §,' e (5?1 segue por simetria;

| _ o1
116pt; = 50 7L250L2—517L350L3—51

-1 -1
Ll(lel = (51 ,L2(51L2 = (50, L3(51L3 = (50 .

Isto acontece porque ¢y e 13 revertem orientacao, portanto, conjugam torcoes a direita
para torgoes a esquerda, enquanto ty preserva orientacao mas troca ey com e.,.
Aplicando-se uma torcao de Dehn a um 7-train track algumas vezes resulta num
m1-train track nao reduzido, isto &; um 7i-train track que satisfaz as condigoes (4)-(ii)
da Subsegao 5.1.2; mas nao satisfaz (iv). Fxiste um processo para converter um 7-train
track nao reduzido num mi-train track reduzido ilustrado na Figura 5.6, que consiste no
seguinte: suponha que o mi-train track T nao reduzido tenha um arco a ligando um lado

o a si mesmo e, que este arco tenha peso w(a). Suponha também que 7 tenha uma

87



Figura 5.6: Processo de redugao de um m-train track nao reduzido.

pesagem inteira formal. Comegamos convertendo-o em uma malha simples sobre R. Isto
significa que substituimos cada arco «; com peso w () por w (e ;) corddes ligando os
mesmos pares de lados que os ligados por «;. Em particular temos w (¢) corddes de oy,
sobre si mesmo. Realiza-se entao uma homotopia de ¥ que removerd as intersecoes de
todos os cordoes com 0. Isto é feito como segue: seja 5 o cordao mals interno com
pontos terminais z_ e x, sobre 0. Considere, agora, as imagens de z_ e x, sobre o
emparelhamento de lados 0. Esses pontos estao em o, e sao terminais dos cordoes 3_ e
B, respectivamente. Os outros pontos terminais de §_ e 3, , sao pontos y_ e y, sobre
os lados 0_ e 0. Agora, substitui-se 3,3, e f_ por um cordao simples indo de y_ para
y+. Com isso, o niimero de cordoes foi reduzido em dois. Este processo termina apds um
nimero finito de aplicacoes, culminando com uma malha simples que nao tem cordoes
com ambos pontos terminais em ;. Repetindo o processo para todos os valores de k

obtem-se um 7y-train track reduzido sobre R com uma pesagem inteira formal.

Proposigao 5.2.2 [25], Seja (a,b) € 1y. As torgoes de Dehn agem sobre Iy como segue:

(50 (a,b) = (b,a —I— b) - ]3

6al<aub) = (bua’)EII
a—>bb)€lysea>b

O
(b—a,a) € I3 sea <D

7' (a,b) = (a+b,b) €
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Demonstracao. Esta demonstragao serve mais como ilustracao de como usar os
mi-train tracks, como mostrada na Figura 5.7. Seja (a,b) € Ip. Queremos realizar as
torgoes 6;1, para j = 0,1, sobre a curva 7y, caracterizada por e, ou ey, respectivamente.
Vamos considerar uma vizinhanga tubular em torno de 7; como sendo uma faixa indo
de um lado para o lado oposto. Esta faixa ¢é limitada por linhas pontilhadas como pode
ser observado na Figura 5.7. Como visto anteriormente, a tor¢ao de Dehn é a identidade
fora desta faixa e dentro dela fixa uma componente da fronteira do cilindro enquanto
rotaciona a outra num giro total. Para melhor entendimento estamos interpolando um
estagio intermedidrio, onde mostra de que forma um arco do train track foi diretamente
rotacionado uma vez ao redor do cilindro antes de emergir do outro lado. Este train
track ainda possui o mesmo peso representando o niimero de cordoes na correspondente
malha simples. Nos casos ilustrados no diagrama da Figura 5.7, considerando o primeiro
e quarto casos, o que temos a fazer é juntar os arcos cujos pontos terminais estao no
mesmo lado e somar seus pesos. Nos casos intermedidrios, a imagem dos train tracks

sao train tracks nao reduzidos e, portanto, precisamos reduzi-los conforme descrito. m

As torgoes de Dehn g e 61 geram o grupo de classes de fungoes MCG (%;). De fato:

tem-se 1y = 010001, L901ly = by € somando-se o fato de que ¢y tem ordem 2 segue que:
516081 = 806180, (6061)° = e.
Isto conduz a presentacao do grupo MCG (%;) como sendo
MCG (1) = (60, 61 : 616061 = 806160, (8061)" = €).

Para obter a identificacao de MCG (X;) com PSL (2,7Z), considere a identificagao de
PML (X)) com RU{oo} dada na Subsegao 5.2.1.

5.2.3 A funcao de Markov e os pares de Farey

Definiremos a seguir a func¢ao de Markov f sobre ML (31) da qual construiremos

a estrutura automdtica para o grupo MCG (3;). A particao de Markov consistird das
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Figura 5.7: A acgao das tor¢oes de Dehn nos pontos de 1.
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células Iy, I, I e I3. A fungao de Markov f| 1; seréd escolhida dentre os elementos do

conjunto {(53[ ' 6?1} de tal forma que satisfaca a propriedade de Markov.
Lema 5.2.3 /25/, (51 (]0) = ]0 U ]3,

Demonstragao. Pela Proposicao 5.2.2, 61 (Ip) C Iy U I3. Por outro lado, 67" (1y) C
]0 [§] 6;1 (]3) = L3(50L3 <L3]0) = L3(50 (]0) - L3 (]3) = ]0.

Definamos agora a fungao de Markov como:

f’IO = 613]0|—>]0U]3
f’Il = 6;1 . ]1 [ — ]1 U]Q
f’IQ = 60:]2|—>]1U]2

fly, = 60 i ls— Iy Uy

Observe que sobre a fronteira I; N I; a funcao f tem dois valores e pelo Lema 5.2.3

ela satisfaz a propriedade de Markov vista na Subsecao 5.1.1.

Lema 5.2.4 [25], Seja w € MLy (%) uma pesagem inteira formal sobre um 7 -train

track 7. Entdo |f (w)| < |w| com igualdade vilida se, e somente se, w = aey ou ae,.

Demonstragao. Basta lembrar a definigao de comprimento dada na Subsecao 5.1.2.
No nosso caso (para ¥ = X;) podemos ver diretamente que se w = (a,b) € I;, entdo
|lw| = a + 2b para 7 = 0,1,2,3, e em seguida usar a Proposigao 5.2.2. [ |

Uma proposta simplificada de constru¢ao de uma méquina de estados para MCG (3)
¢é usar as quatro células Iy, I, Iy, I3 como estados e definir as arestas usando a matriz
de transicao associada a funcao de Markov f. Entretanto, existe um problema com esta
proposta, pois o grupo MCG (31) nao age livremente sobre ML (%), isto &, ¢ () =~
para ¢ € MCG (%), onde 7y é uma curva fechada simples sobre ¥, nao implica que ¢
¢ a identidade. Portanto, precisamos considerar a a¢ao do grupo MCG (%) sobre um
espago mais adequado no qual sua acao seja livre. Para este fim, introduziremos a seguir
os pares de Farey.

Duas (classes homdtopicas de) curvas fechadas simples sobre ¥, sao chamadas

vizinhangas de Farey sc clas (tém representantes que) se intersectam exatamente
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uma vez. Note que, esta condicao por si s6 implica que estas curvas nao dividem o toro
puncionado, assim sendo elas nao podem ser paralelas & fronteira ou homotopicamente
triviais. Chamaremos pares de Farey aos pares ordenados de vinzinhancas de Farey
(V1,75)- E claro que (eg, e.) € (ens, €9) sio ambos pares de Farey. O conjunto de todos
os pares de Farey serd denotado por F.

Note que (eg, e5,) tem estabilidade trivial em MCG (%;) e que, dado qualquer outro
par de Farey (7v;,7,), existe um elemento ¢ € MCG (%) tal que ¢ (v1,7,) = (€0, €x) -
Como (eg, e,,) tem estabilidade trivial este elemento & tnico. FEm particular ¢y leva
(€9, €4 ) em (€9, e4,). Felizmente, a nogao de pares de Farey ¢ compativel com a estrutura

de células de MCG (%) no seguinte sentido:

Proposicao 5.2.5 [25], Seja (v,,7v,) um par de Farey. Se {v{,7,} # {eo,€x}, entao

Y1 € Yy estao ambos contidos na mesma célula I; para algum j = 0,1,2,3.

Demonstracao. Usando a identificacio de PML(E;) com RU {oo} (ver Subsegao

.. , . . p T
5.2.1) um par de vizinhangas de Farey corresponde a um par de niimeros racionais = ¢ —,

q s
pontos terminais dos tridngulos da tesselagao vista no Capitulo 4, ou seja, ps —qr = 1.
T 0 1 T
Disso segue que {:I:Z—?, :I:—} + {0 = o= 6} , 0 que mostra que L e — estao ambos
q S q s
contidos em um dos intervalos [—oo, —1],[—1,0],[0,1] ou [1,00]. O resultado segue da

discussao feita na Subsecao 5.2.1. [

Sobre uma célula I; a funcéo f é constante e igual a um elemento fixo o; € MCG (24)
com possiveis ambigiiidades nos pontos terminais. A Proposicao 5.2.5 permite-nos
estender a agao de f para F— {(ep, e, (€, €0)}. Isto & feito como segue: f (vq,7,) =
(e (1) ;@ (7)) sempre que 7, € v, estiverem na mesma célula [;. Como o grupo de
classes de fungdes preserva as vizinhancas de Farey, segue que (a; (v),; (7,)) € F.
Com isso, podemos continuar a interagao de f até que f (v4,7,) € {(€0,€x) ; (€, €0)}-

O lema a seguir mostra que esse processo é finito.
Lema 5.2.6 [25], Suponha que (7y1,7,) € F € {71,775} # {€0,ex}. Entao

SO+ 1)l < vl + el -
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Demonstragao. Consequéncia do Lema 5.2.4. [
Suponha, agora, que ¢ € MCG (%;). Como a condicao de ser vizinhanga de Farey
¢ topoldgica, o par (¢ (eg), ¢ (es)) ¢ ainda uma vizinhanga de Farey. A forma normal

resulta da seguinte proposicao:

Proposigao 5.2.7 [25], Seja ¢ € MCG (%) . Entao existe um inteiro nao-negativo n
tal que (5™ (¢ (e) , ¢ (ex)) = (€0, €4), onde e =0 ou 1.

Demonstragao. Segue da argumentacao anterior e do Lema 5.2.6. [

Observagao 5.2.8 A Proposi¢io 5.2.7, mostra que a ag¢io de [ e MCG (3) sobre
o espaco de vizinhacas de Farey sao orbitas equivalentes. Em outra palavras,
para quaisquer pares de vizinhangas de Farey {v,,v,} € {7V}, 75} temos {~|,7%} =

{p (1), ¢ ()} para algum ¢ € MCG(X,) se, e somente se, evistem inteiros ndao

negativos m, n tais que f" {71,72} = f™ {71, 7}

5.2.4 A Forma normal e a maquina de estados

Denotaremos os pares de Farey (eg, e,) ¢ (e, €p) por Ky e Kj, respectivamente.
Com isso, podemos estender a definigao de f fixando: f‘KO =p=ce f‘KQ = 1y = 610001.
Assim, o conjunto F pode ser escrito como F = [fU I; U [, U I3 U KygU K.

O forte da Proposicao 5.2.7 é que permite definir a forma normal para elementos
de MCG(X1) como segue: Para cada ¢ € MCG (%), o par (¢ (eg), ¢ (es)) pertence
a alguma célula U, onde U, é um dos elementos do conjunto {ly, I1, I, I3, Ko, K5}
Quando da aplicagao da funcao f resulta em mover a seqiiéncia conforme o esquema
abaixo;

v,—-U,_{— - —U —Uy=K,.

Cada célula U;, j > 2, é uma das quatro células Iy, I1, Iy, I3, enquanto que U; é
uma das cinco células Iy, Iy, I, I3, K. Em cada estdgio, f|, = a; ¢ um elemento fixo do
J

conjunto {63[1, 6?1} (ou possivelmente 1y se U; = Ky). Assim temos

[ (9(eo), (plex)) = (uag -+ andleo), a1y - and(es) = (€0, €x) -
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Como MCG (%) age livremente sobre o espago F, a €Xpressao qy -« + Q) = € 1nos
fornece a forma normal ¢ = o, !---a; 'de um elemento arbitririo ¢ € MCG (%), o

que mostra ser MCG (%) gerado por {63[1, (5?1}.

Exemplo 5.2.9 Seja ¢ = 826, um elemento de MCG(Z,). Vamos mostrar que a
forma normal para ¢ ¢ 606; 1y. Da Proposicio 5.2.2 temos que d(eo) = (1,1) € I3
e plex) = (0,1) € I3. Assim, precisamos achar a f-expansao para o par de Farey

($(eo), dlow)) € Iy, Aplicando f|I; = 85" obtemos 6 (eo) = (0,1) € o ¢ [ (o) =
(1,0) € ly. Aplicando f|ly = 61 obtemos Ky e, aplicando f|Ky = iy voltamos para K.

Disso seque que

T2 (@(e0), plex)) = (126185 P(e0), 126165  P(ex)) = (€0, €x) ,

donde concluimos que 156,86, ¢ = e, o que acarreta ¢ = 536, 1.

O préximo passo é construir uma méquina de estados que reconheca a forma normal.
Para isso precisamos estender a definicao da funcao de Markov para o conjunto F dos

pares de Farey:

fy,o = 6 :lp— I[h U3 UKy UK,
fl, = S it hi— LHULUKyUK,
fl, = 60:L—LHULUKyUK,
fly = 6 i ls— LhUIL; UK UK,
flk, = e: Ko— Ky

f’Kg = U9 K2 |—>K0.

Para construir a méquina de estados definimos os seis estados Iy, 11, 5, I3, Ky, Ks.
Uma aresta orientada saird de um estado U para um estado V rotulada por a se
Uc f(V)e fly =a ! O estado inicial é K. Note que existe no méximo uma aresta
rotulada com um dado rétulo saindo de cada estado e que todas as arestas terminando

em um determinado estado tém o mesmo rétulo. Esta é a propriedade que toda fonte
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deve satisfazer para ser unifilar. Qualquer caminho neste grafo comecando em Ky e
seguindo as arestas numa dada diregao fornece a forma normal para algum elemento
de MCG(3), bastando, para isso, ler os rétulos das arestas do caminho. Além disso,
qualquer ¢ € MCG(X;) tem uma tnica forma normal dada neste caminho. Para o

entendimento do processo, a Figura 5.8, mostra a miquina de estados associada.

Figura 5.8: A maquina de estados finito.

Considerando também a teoria de composicao de funcoes, as sequéncias sao lidas da
direita para a esquerda. Uma observacao importante é que as formas normais produzidas

por esta maquina sao da forma
W (0,6, ) 5 ou W (8",6,) 5,
onde W (a, #) ¢ uma palavra que sé contém as letras « e 3 e o expoente £ = 0 ou 1.
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Exemplo 5.2.10 O elemento ¢ = 626, € MCG(X,) corresponde ao sequinte caminho
na maquina de estados.

571 S
L2 1 0
K0—>K2 —>]0—>]3.

5.2.5 A estrutura automdtica para MCG(3;)

A fim de produzir uma estrutura automética para o grupo de classes de funcoes
do toro 1-vez puncionado MCG (%), passamos a explicar como construir a méquina
de palavras-diferenga. Nosso objetivo é encontrar um conjunto finito D C MCG(%,),
chamado conjunto de palavras-diferenca. Cada um de seus elementos é dito ser uma
palavra-diferenca. Este conjunto deverd ter as seguintes propriedades:

Primeira, o conjunto D deverd conter a identidade ¢ € MCG(%,) e todas as letras do
alfabeto A. A segunda propriedade é menos simples. Suponha que 1) € D e que U,V sao
dois subconjuntos de I; para j = 0,1,2,3 ou K, para j = 0,2 com a propriedade de que
Y(U) =V. Sejam fiy = ae fy = 3 as restices da fungao f a U e V, respectivamente,
onde & e 3 sao elementos do alfabeto A. Entao Sva(«(U)) = Sy (U) = B(V). Dali,
tomando 1’ = fia!, temos que ¢ leva a(U) em B(V). A segunda exigéncia sobre
D é que para todo 1) € D tenhamos ¢V € D independente da escolha de U e V. Isto
significa que obtivemos um diagrama comutativo, como pode ser visto na Figura 5.9.

Tal diagrama serd daqui em diante chamado de quadrado.

v Y v

oci iﬁ

)y Vo, Bv)

Figura 5.9: Diagrama 1.

Este quadrado corresponde a relacao ¢ = fya~! em MCG(%,).
Desejamos concatenar vérios quadrados verticalmente. FEm geral, o(U) e (V)
conterao pontos em diversos elementos da particao de F em [; e K;. Isto significa

que [ pode nao ser um elemento fixo de MCG(%) sobre «(U) e B(V). Sejam U’ e
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V' subconjuntos de U e V, respectivamente, cada um deles pertencente a uma tnica
particao e satisfazendo ¢'(U’) = V. Sempre podemos particionar «(U) e 3(V) em um
niimero finito de sub-intervalos nos quais a propriedade vale. Como U’ ¢ V' estao cada
um contido num tinico conjunto da particao, a restricao de f a cada um desses conjuntos
¢ um elemento fixo de MCG(3). Dessa forma, podemos construir diversos quadrados

conforme o modelo mostrado na Figura 5.10, cada um dos quais podendo ser colocado

'

v Y v

o) —p B(V)

Figura 5.10: Diagrama 2.

um abaixo do outro. Em outras palavras, podemos concatenar quadrados verticalmente.
Um caso especial pode ser observado no Diagrama 3, ilustrado na Figura 5.11, que é

quando a palavra-diferenca é a identidade e.

U;epU

oci ioc

oU) ——»a(U)

Figura 5.11: Diagrama 3.

Por exemplo, se U = [y, V =11 e ¢ = 661, pela Proposicao 5.2.2 e pelo comentério
feito na Subsecao 5.2.4, podemos construir o quadrado correspondente ao diagrama
contido na Figura 5.12.

A fim de concatenar os quadrados verticalmente, precisamos subdividir os conjuntos
das linhas inferiores deste quadrado. Este quadrado pode ser seguido por outros
quadrados cujas linhas superiores sejam uma das descritas a seguir.

In3 1L, 3L, Ky2 K, K,2K,.

Por exemplo, tal quadrado poderia ser seguido pelo quadrado com U’ = Iy e V' = Iy,

conforme Diagrama 5.
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f1|10:81 f1| I1:8 171

LULUKUR, 1 ULUK UK,
2

Figura 5.12: Diagrama 4.

f1 |10281 f1| 12:80

LULUKUK, __ , [UTUKUK,
2

Diagrama 5.

A fim de simplificar tais diagramas, consideremos
QOZI()U]?,UK()UKQ, (] Q2:]1U]2UKOUK2.

Se 1 = aoutp = 3! definamos os quadrados degenerados ou tridngulos como segue:

no caso onde ¥ = «, nao aplicamos f a V. Isto significa que V' pode conter pontos de

diversos conjuntos na particao. Portanto, podemos tomar V' = «(U). De modo andlogo,

se ¢ = $71 definimos um tridngulo nao aplicando f & U. Em ambos os casos, ¢/ & a

funcao identidade e. A Figura 5.13. ilustra este comentdrio.

Vamos

mostrar que podemos tomar o conjunto de palavras-diferenga como sendo
D={ed,0,',6.,6,' 15}
- Yoo Y%0 HY1,Y1 0270
Primeiramente, indicamos todos os quadrados para os quais U C [y. Nos casos
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U_ Y L BV) — py

Figura 5.13: Diagrama 6.

dos tridngulos onde ¢ = B! substituimos U por B(V) e incluimos os casos nos quais

Iy C B(V) na nossa relagao.

5 . 5 0! 1
QO 0 ) I3 I0 0 I 11 10 1 ) QO QO I 10 IO 2 12
| &
) 5! 0, 5! 0, \ 1i lﬁo
e

Figura 5.14: Diagrama 7.

Os quadrados e triangulos onde U € I3, Is ou I3 ou 3(V) = Q5 podem ser obtidos a
partir dessas simetrias.

Finalmente, suponhamos que U = K ou K,. Se a palavra-diferenca 1 é (5;[1 para
j = 0,1, os tridngulos e quadrados relevantes ja estdo incluidos na lista acima. Além
disso, para tais palavras-diferenca, a nova palavra-diferenga é e. Por outro lado, se a
palavra-diferenca é ¢, entao obtemos os tridngulos mostrados nos diagramas da Figura
5.15.

A Figura 5.16, nos d4 uma idéia da maquina de palavras-diferenca.

Vamos explicar como construir a méquina de palavras-diferenca referente a esses
quadrados e tridngulos. Seguindo o esboco feito na Subsecao 5.1.1, os estados da
méquina deveriam ser uma tripla (U,V,9) que aparece na linha superior de um dos
nossos quadrados ou tridngulos. De qualquer modo, como a tnica funcao da escolha

de U e V é determinar o valor da funcao f, podemos tomar os estados da maquina
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Figura 5.15: Diagrama 8.

de palavras-diferenca como sendo os elementos de D. As arestas serao pares ordenados
(xz,y) € AU{—}, onde x e y sao essencialmente os inversos de « ¢ . Fim outras palavras,
dado um quadrado da forma ilustrada nas Figuras 5.9 e 5.10, tracamos uma aresta de
Y/ para 1 e rotulamo-la por (ofl,ﬂfl). Analogamente, os tridngulos ilustrados na
Figura 5.13, correspondem &s arestas de e para 1 sao rutuladas por (!, —) e (—, ﬂfl),
respectivamente. A Figura 5.16 ilustra estes fatos. Em adicao a estas, deve haver arestas
rotuladas (o, ) de e para si mesmo, para todo « € A.

E automatico da construcio que para qualquer caminho na mdaquina de palavras-
diferenca com arestas rotuladas por (oz;l, ﬂ;l), as arestas rotuladas por a ! e 87! sdo
arestas da méquina de estados finito ilustrada na Figura 5.8.

Um resultado desta constru¢ao ¢ que verificamos a presentagao de MCG(3)
(Subsegao 5.2.2). Para ver isto, observe que qualquer caminho fechado no grafo de
Cayley pode ser decomposto numa uniao de tridngulos cada um dos quais tendo um lado
de comprimento no maximo um e os outros dois lados sao caminhos na forma normal
voltando para a identidade. Isto forma um diagrama (conhecido como diagrama de Van
Kampen) para os caminhos fechados cobrindo-o com tridngulos e quadrados da forma
que construimos. Nao é dificil verificar que a cada um desses tridngulos e quadrados
corresponde uma relagao que pode ser derivada de §,6¢0; = 606,16y ou (616p)> = e.

Esse procedimento possibilitou a construcao do automata de comprimento 2 para a
méquina de palavras-diferenca. Existe ainda um problema técnico a ser superado. A
saber, a maquina é assincrona. Isto porque, alguns de seus rétulos tém a forma (a1, —)
ou (—, ﬂfl). De fato, isto ocorrerd exatamente uma vez quando estamos trabalhando com

pares de elementos do grupo que diferem por uma palavra de comprimento exatamente
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-1 al
(80’81) (81 ? 80)

(8,:8) 3,.8)

Figura 5.16: Maquina de palavras-diferenca.

um. Especificamente, a principio todas as formas normais dos prefixos da maquina de
estados diferem pelo simbolo “—” em uma das arestas na maquina de palavras-diferenca.
Isto porque, todas as arestas saindo de e para qualquer outro estado tem esta forma e
nenhuma outra tem.

Para contornar essa dificuldade precisamos sincronizar a maquina de palavras-
diferenca. Isto é feito como segue. Na definicao do automata de comprimento 2,
precisamos colocar um sfmbolo adicional $ no final de uma das palavras para assegurar
que todas as palavras tenham o mesmo comprimento. Assim, precisamos mover o

2

simbolo “—” no meio da palavra para um sfmbolo $ no fim da palavra. Isto é conseguido

101



adicionando ao conjunto de palavras-diferenca as diagonais em cada quadrado. Isto é,
para quadrados do tipo ilustrado nas Figuras 5.9 e 5.10, as palavras-diferenca diagonais
Bl = ate p = 1fa. Observe que, por inspecao, essa nova palavra-diferenca
pode ser rearranjada na forma L26ji1 para j = 0,1. Isto tem o seguite efeito: suponha
que a forma normal para a maquina de estados diferindo por v sdo aj o, azla ! e
B8, e, . Os diagramas mostrados na Figura 5.17, fornecem os caminhos na maquina
de palavras-diferenca (lidos de baixo para cima), os correspondentes quadrados, os

quadrados emendados e o caminho na méquina diferenga sincronizada.

uf Uy U k2! v 1
(631,B11)T l \ OLJH iel T(aﬁﬁ)
.5 T l 2l ozi v lBl T(% P

v, U v, U >V,

(og—)l }J \‘[l; 0%34@, Ilj“ fag LB, )
N o 4 4 e
(al,d“) l Ul —»U{ é54€>1{4 I(%l’%_)

Figura 5.17: Diagrama 9.

Aqui, 1y, 95,4 e Yy sao escolhidos de tal forma que os dois diagramas comutem.
Estd claro como mudar a mdquina de palavras-diferenca a luz desse exemplo.
Naturalmente, existern agora mais alguns estados e arestas na mdaquina de palavras-

diferenca sincronizada. Os novos estados sao

/ -1 -1 -1 -1
D :{67(50,(50 ,(51,(51 ,LQ,LQ(S(),LQ(SO ,L2(51,L2(51 }
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Capitulo 6

Conclusoes e Sugestoes para

Trabalhos Futuros

6.1 Conclusoes

Geodésicas fechadas sobre superficies modulares associadas a classes de conjugacao
de matrizes hiperbdlicas em SL(2,Z) podem ser codificadas de duas formas distintas:
os cédigos aritméticos e os cédigos geométricos. Neste trabalho é feita uma descricao
completa das geodésicas fechadas para as quais tais cédigos coincidem. Para tal o plano
hiperbdlico foi tesselado por tridngulos de duas formas distintas, diferenciando portanto
as classes de geodésicas codificdveis.

De modo a fornecer suporte a extensao desta pesquisa, foram construidos: o grupo de
classes de fungoes MCG(3) do toro 1-vez puncionado associado & tessela¢ao do plano
hiperbdlico agora por quadrados; uma médquina de estados finitos, que mostra de que
forma o grupo de classes de funcoes desta particular superficie age sobre o conjunto F
das células maximais; e a maquina de palavras-diferenca que estabelece sua estrutura
automética do grupo MCG(X%,).

Na seqiiéncia, passamos mencionar os fundamentos e contribuicoes.

No Capitulo 1, foi feita uma introducao do trabalho, onde foi mostrada a forma de

como o mesmo se insere no contexto da dinAmica simbdlica, [14].
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No Capitulo 2, foram fornecidos os fundamentos matemdticos necessdrios para o
desenvolvimento do presente trabalho.

No Capitulo 3, foram revisados os seguintes conceitos de teoria da informacao:
informacao e incerteza, entropia de uma fonte, o teorema de codificacao de fontes discreta
sem memdria e algumas técnicas de codificacao de fontes discretas, a saber: cédigos de
Huffman, Elias e os métodos de Lempel-Ziv.

No Capitulo 4, foram introduzidas técnicas de codificacao de geodésicas fechadas
associadas a classes de matrizes hiperbdlicas em SL(2,Z) em duas formas diferentes.
A codificagao geométrica e a codificacao aritmética. Baseado na Observacao 4.1.18,
notamos a existéncia de um cédigo aritmético coincidente com um cédigo geométrico
dado. Essa coincidéncia foi estabelecida no Teorema 4.1.21, (pdg.62). Este resultado
fomenta a busca de cddigos 6timos no contexto hiperbdlico.

A codificacao geométrica: para este modelo de codificacao foram fornecidas duas
técnicas. Tais técnicas consistem em rotular segmentos geodésicos quando estes cortam
os poligonos da tesselacao do plano hiperbdlico. A primeira, foi obtida com a tesselagao
candnica, isto &, por tridngulos com um vértice no infinito e os outros dois em H?2.
Para esta técnica, foram caracterizadas todas as geodésicas codificdveis. A segunda, foi
obtida tesselando-se o plano hiperbdlico através da tesselacao de Farey, isto é, através
de tridngulos cujos vértices estao na fronteira do disco de Poincaré.

A codificacao aritmética foi obtida considerando a expansao em fracoes continuas
do ponto fixo atrator da transformacao de Mobius associada a uma dada matriz
Ae SL(2,Z).

Ainda neste capitulo, foi feita uma ampla discussao sobre fracoes continuas, onde foi
inserida um secao de exemplos com o objetivo de explicitar como se calcula a expansao
em fracoes continuas de um nimero real a qual estd diretamente relacionada o cédigo
aritmético.

Tal como as técnicas tradicionais de codificacao de fontes discretas, as técnicas em
consideracao também apresentam uma certa imprecisao quando consideramos seqiiéncias
de comprimento pequeno.

No Capitulo 5, foi estentido o estudo feito no Capitulo 4, considerando o plano
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hiperbdlico tesselado por quadrados cujos vértices se situam na fronteira do disco de
Poincaré, com a particularidade de que tais vértices sao equivalentes e consistindo de
um ponto excepcional, a saber: o infinito. A codificacao foi realizada usando-se a
dindmica de uma mdaquina de estados cujos estados sao os elementos da particao de
Markov, ligados por arestas rotuladas pelos geradores do grupo de classes de fungoes da
superficie modular representada pela regiao fundamental (quadrado hiperbdlico).

A fim de produzir uma estrutura automética para o grupo de classes de fungoes do

toro 1-vez puncionado MCG(X;), fol construida a maquina de palavras-diferenga.

6.2 Sugestoes para Trabalhos Futuros

e Concatenar a presente teoria com a solugao (de sistemas) de equagoes diferenciais
parciais (a modelagem matemética de determinados fendmenos fisicos, ondas,
calor, etc) para transmissao de dados através de (por exemplo) linhas de

transmissao.

e bixtensao das técnicas de codificacao ora propostas, tesselando-se o plano

hiperbdlico por poligonos de n lados, para n > 5.

e Buscar condicoes para garantir a otimalidade desses cddigos utilizando-se da

coincidéncia (“unicidade”) entre os c¢édigos aritméticos e geométricos.
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