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Resumo

Este trabalho aborda conceitos estocasticos de detetabilidade e observabi-
lidade para sistemas lineares sujeitos a saltos Markovianos. Obtém-se re-
sultados que estreitam as similaridades com os conceitos deterministicos
correspondentes, como é o caso de uma versao estocastica para o conhecido
resultado de invariancia de trajetorias em espagos nao observados. Também
se introduz um conceito de detetabilidade fraca, o qual generaliza o con-
ceito de observabilidade fraca e reproduz a propriedade de que trajetorias
nao observadas sao estaveis. Com respeito ao problema linear quadratico e
as equacoes algébricas de Riccati acopladas que a ele se relacionam, mostra-
se que detetabilidade fraca vincula a finitude do funcional de custo com a
convergéncia da trajetéria de estado e que assegura a unicidade e a fungao es-
tabilizante da equacao de Riccati. Desenvolvem-se ainda métodos de solucao
baseados em recursoes de equagoes de Riccati desacopladas que, aplicados a
sistemas fracamente detetaveis, convergem se e somente se o sistema ¢é esta-
bilizavel na média quadratica. Apresentam-se extensoes de resultados para o
caso a tempo discreto e para o caso no qual o conjunto de estados de Markov
é enumeravel. Exemplos ilustrativos encontram-se inclusos.

Abstract

We deal with stochastic concepts of detectability and observability for Markov
jump linear systems. Results that strengthen the similarities with the cor-
responding deterministic concepts are developed, like a stochastic counter-
part of the well known result on the invariance of trajectories within non-
observable subspaces. We introduce a concept of weak detectability, which
generalizes the weak observability concept and it retrieves the property that
a non-observed trajectory is stable. The role that those concepts play in the
linear quadratic control problem and the associated coupled agebraic Riccati
equations is presented; in particular, it is shown that the system is weakly
detectable if and only if the state trajectory converges whenever the cost
functional is finite. Relying on the assumption of weak detectability, we de-
velop methods for solving the linear quadratic problem that are based on
iterations of uncoupled algebraic Riccati equations, which converge if and
only if the system is mean-square stabilizable. Extensions of the results to
the discrete time case and the case of infinite Markov states are provided.
[llustrative examples are included.
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Capitulo 1

Introducao

Os conceitos de detetabilidade e observabilidade aparecem em diferentes con-
textos na teoria de sistemas dinamicos. Em um destes cenarios, observabili-
dade assegura que a condicao inicial do estado do sistema pode ser precisa-
mente determinada através das observacoes da saida do sistema durante um
tempo arbitrario, enquanto detetabilidade assegura que o estado aproxima-
se da origem sempre que nao se consiga determinar a condi¢ao inicial, o
que pode ser interpretado como assegurar que trajetérias nao observadas sao
estaveis.

Outro contexto relevante é o da caracterizacao do comportamento de
solugoes para problemas de filtragem e controle. Nesta perspectiva, observa-
bilidade usualmente assegura que o funcional de custo considerado é positivo
e detetabilidade assegura que o funcional de custo é positivo sempre que
a trajetéria do estado nao converge suficientemente rapido para a origem.
Além disto, garante-se que o sistema é estavel sempre que ¢ finito o funcional
de custo de horizonte infinito. Este vinculo entre solugoes 6timas e estabi-
lizantes é fundamental, por exemplo, nos problemas de controle conhecidos
como lineares quadraticos, nos quais se objetivam simultaneamente a mini-
mizagao de um funcional de custo e a estabilizagao do sistema. Em outra
interpretacao possivel, o conceito de detetabilidade relaciona a convergéncia
do estado com a convergéncia da saida.

Levando em conta a relevancia dos fatos acima descritos, depreende-se a
grande importancia de que os conceitos de observabilidade e detetabilidade
desfrutam na teoria de sistemas dinamicos. De fato, um grande nimero de
resultados encontram-se disponiveis na literatura tratando destes conceitos,
e atualmente a teoria a seu respeito é bastante completa. Este é o caso dos



sistemas lineares deterministicos invariantes no tempo (SLD) (Kailath, 1980),
dos sistemas deterministicos variantes no tempo (Anderson e Moore, 1981;
Hager e Horowitz, 1976), e, até certa extensao, dos Sistemas Lineares sujeitos
a Saltos Markovianos (SLSM) (Costa e Fragoso, 1995; do Val et al., 1999; Ji
e Chizeck, 1990a; Morozan, 1995; Rami e Ghaoui, 1996).

Entre os resultados encontrados na literatura de SLD, para referéncia
posterior destacamos os seguintes:

Propriedade I. Subespacos nao observados sao invariantes ou, em outras
palavras, trajetérias nao observadas permanecem nao observadas;

Propriedade II. Detetabilidade generaliza observabilidade

Propriedade III. Detetabilidade assegura que trajetorias nao observadas
sao estaveis;

e, se considerarmos as usuais matrizes de observabilidade de SLD,

Propriedade IV. Um sistema é observavel se e somente se a matriz de
observabilidade tem posto completo.

Ainda, no contexto do problema de controle linear quadratico e das equagoes
de Riccati,

Propriedade V. Detetabilidade vincula finitude do funcional de custo
com a convergeéncia da trajetéria associada;

Propriedade VI. Detetabilidade assegura que a equacgao de Riccati tem
uma solucao tnica e estabilizante.

Propriedade VII. Detetabilidade é equivalente a propriedade de que a
solucao minima da equagao de Riccati seja estabilizante.

Por outro lado, o desenvolvimento destes conceitos para SLSM nao se
encontra em igualdade com os casos citados acima. Mencionamos, como
forte indicio para esta afirmacao, que nao se sabe se as Propriedades I-V e
VII valem para SLSM. Ainda, ressaltamos que a Propriedade VI vale para
conceitos antes existentes de detetabilidade, como ¢é o caso de detetabilidade
na média quadratica, mas com um apreciavel grau de conservadorismo.

Este trabalho visa, essencialmente, a preencher estas lacunas. Em par-
ticular, recupera-se cada uma das Propriedades I-VII, em termos proprios
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para SLSM. Somando estes resultados a outras similaridades ja existentes,
como apresentado sucintamente na Se¢ao 1.2, alcanca-se um quadro bastante
completo de paralelos com a teoria de SLD. Na seqiiéncia, descrevem-se bre-
vemente a estrutura do presente texto e os resultados obtidos.

No Capitulo 2, inicialmente apresenta-se um conjunto de matrizes de ob-
servabilidade para SLSM, bem como alguns resultados associados. Entre
eles, destacamos o resultado que estabelece que um SLSM ¢ fracamente ob-
servavel ou W-observéavel (“W”do Inglés, weak ) se e somente se cada matriz
deste conjunto é de posto completo, e o resultado de que trajetérias nao ob-
servadas permanecem nao observadas, nos termos do Coroldrio 2.2 (ii); estes
resultados recuperam as Propriedades I e IV, respectivamente. Na Secao 2.2,
introduz-se um novo conceito de detetabilidade, chamado de detetabilidade
fraca ou W-detetabilidade. O conceito é formulado como uma relaxacao de
W-observabilidade, de forma que vale trivialmente a Propriedade II. Novos
resultados sao alcancados a partir da anélise do conceito de W-detetabilidade;
entre eles, destacam-se o do Lema 2.7, que recupera a Propriedade III, e o
do Teorema 2.2, que caracteriza W-detetabilidade em funcao de detetabili-
dade na média quadratica, sendo este ultimo o conceito de detetabilidade
usualmente encontrado na literatura de SLSM.

O problema linear quadratico (LQ) e as equagbes algébricas de Ric-
cati acopladas (EARA) sao abordados no Capitulo 3, no que tange a W-
detetabilidade. Na Secao 3.1, mostra-se que a condicao de W-detetabilidade
¢ equivalente a requerer que a trajetéria de estado convirja na média qua-
dratica sempre que o custo seja finito, numa extensao da Propriedade V. Na
Secao 3.2, no contexto de observacao completa de estado, demonstra-se que
W-detetabilidade é invariante a realimentacgao, nos termos do Lema 3.2. Esta
invariancia, em conjunto com o resultado antes mencionado, permite asse-
gurar que se uma ac¢ao de controle tem custo finito associado, entao é uma
acao estabilizante na média quadrética, o que torna W-detetabilidade ttil
no problema LQ. Quanto ao papel de W-detetabilidade na caracterizacao de
solugoes para as EARA, elucida-se que o conceito assegura MS-estabilidade
e, indiretamente, unicidade (veja o Lema 3.2).

No Capitulo 4 desenvolvem-se e analisam-se métodos numéricos de solu-
¢ao para as EARA. Ambos os métodos apresentados baseiam-se em recursoes
de equagoes algébricas de Riccati desacopladas (EARD). O Método I consiste
em uma modifica¢ao do método encontrado em (do Val et al., 1999), visando
a obter um método que possa ser aplicado em sistemas W-detetaveis. Para
estes sistemas, mostra-se que o método converge para a solucao das EARA



se e somente se uma solucao existe ou, equivalentemente, se o sistema é
estabilizavel na média quadratica (veja o Teorema 4.1). Ja o Método II
apresenta convergéncia incondicional a solu¢ao minima das EARA, eviden-
temente, desde que haja ao menos uma solucao. Assim sendo, trata-se de
um método utilizavel para testar numericamente a existéncia de solugoes das
EARA.

Extensoes de resultados para o caso a tempo discreto e para o caso em que
o conjunto de estados de Markov é enumeravel (ndo necessariamente finito)
sao apresentadas nos Capitulos 5 e 6, respectivamente. Em virtude de os
resultados obtidos nao serem extensoes diretas dos resultados dos capitulos
anteriores, mas, sim, serem similares a estes ltimos, optou-se pela apresen-
tagao, em cada um destes capitulos, de uma sintese de resultados precedendo
a inclusao de um artigo contendo os detalhes.

Mencionamos, finalmente, que os resultados encontrados neste texto sao
também encontrados em (Costa e do Val, n.d.a), no contexto a tempo con-
tinuo, em (do Val e Costa, 2002), no contexto do método de solu¢ao para
as EARA em tempo continuo, em (Costa e do Val, 2001) e (Costa e do
Val, n.d.b), onde se encontram extensées para tempo discreto, e em (Costa
et al., n.d.a), onde se encontram extensoes para o caso com um conjunto
enumeravel de estados de Markov.

1.1 Os SLSM

De forma sucinta, os SLSMs constituem-se em sistemas estocasticos cuja
dinamica muda de forma abrupta em certos instantes e comportam-se como
sistemas lineares nos demais instantes. As alteragoes abruptas na dinamica
sao denominadas saltos, os quais se referem a mudancas em parametros do
sistema e ocorrem de acordo com uma cadeia de Markov subjacente. Desta
forma, a mudanca para outro modo de operagao ocorre de acordo com certa
probabilidade, dependente apenas do modo em que o sistema encontra-se em
cada instante.

Para exemplificar, considere um sistema economico a tempo continuo
assumindo trés modos de operacao, cada um com dinamica descrita pelas
representacoes (Aj, By), (As, Bs) e (As, Bs) de acordo com a situagao da
economia, respectivamente “boa”, “neutra” ou “ruim”. Enquanto a economia
encontra-se numa situacao “boa”, o sistema ¢é descrito por uma equagao di-
namica da forma @(t) = Ayz(t) + Byu(t), e apresenta taxas de transigao para
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os outros modos de operacao dependendo unicamente do modo atual, dadas,
digamos, por Ai1, A2 € A3, e assim analogamente para os demais modos.

Os SLSM abordados neste trabalho sao definidos em um espago funda-
mental de probabilidade (2, F,{F;}, P) como sendo:

O @(t) = Agyx(t) + Boyu(t), x(to) = x0,0(to) ~ po (1.1)
y(t) = Coyx(t)

comt > ty, t € R, sendo x o vetor de estado, u o vetor de controle e y o vetor
de saida medido. Assim, sempre que 0(t) = i, Agw) = Ai, Bowy) = Bi, e Copy =
Ci; A= (Ay,...), B=(By,...), C = (Cy,...) sdo conjuntos de matrizes
conhecidas de dimensdes apropriadas. O estado de Markov 6(t), também
chamado de variavel de salto ou modo, assume valores em um conjunto S =
{1,... N}. A probabilidade de transi¢ao de ¢ para j é dada por

Pe{d(t + ) = J16(6) = i} — {AZ"‘” oo 7

1+ Xjd+0(0), i=j
com & > 0, lims_g0(6)d~! = 0, sendo \;; > 0 a taxa de transigao de i para j,
com \;; = — Z;.V:L#i Aij- A matriz de taxa de transi¢ao é denotada por A =
[Aij]. Ao longo do texto, utiliza-se a notacao (A, A) para se referir a versao
do sistema ® com entradas e saidas nulas; similarmente, (A, C,A) e (A, B, A)
referem-se as versoes com entrada nula e saida nula, respectivamente.

Tendo apresentado o SLSM, destacam-se, na seqiiéncia, as razoes pelas
quais eles sao intensamente estudados, juntamente com algumas das princi-
pais referéncias bibliograficas.

Atualmente, os sistemas de controle devem manter um comportamento
aceitavel e respeitar exigéncias de desempenho, mesmo em situagoes pra-
ticas qualificadas, como no caso de ocorréncia de alteracoes abruptas nos
parametros do sistema. Nestes casos, a utilizacao de um modelo estocastico
baseado em pontos representativos que descrevam varios possiveis cendrios
ou combinagoes de parametros, como ¢é o caso dos SLSM, é uma alternativa
interessante. Estas ocorréncias sao freqiientes em sistemas encontrados na
pratica que apresentem alteracoes ambientais repentinas, alteracoes economi-
cas subitas, ocorréncias de falhas, reparos, ou modificagoes do ponto de ope-
ragao. Entre as aplicagoes encontram-se receptores térmicos solares (Sworder
e Rogers, 1983), modelos macroeconémicos (do Val e Bagar, 1999), sistemas
robéticos (Saridis, 1983) e sistemas aeronduticos (Athans et al., 1977).



Além da motivacao de aspecto pratico mencionada acima, tem-se que
os SLSM constituem uma classe de sistemas que generaliza a amplamente
conhecida classe de sistemas lineares deterministicos e, ainda assim, é sufi-
cientemente especializada para apresentar resultados fortes que recuperam
propriedades de sistemas lineares deterministicos. Destacamos os resulta-
dos que se referem as EARA associadas ao problema LQ e ao conceito de
MS-estabilizabilidade, o qual garante a existéncia de solugoes das EARA, os
quais sao encontrados, por exemplo, em (Ji e Chizeck, 1990a), (Ji e Chi-
zeck, 1990b), (Ji et al., 1991), (Ji e Chizeck, 1992), (Morozan, 1995), (Rami
e Ghaoui, 1996), (Costa e Fragoso, 1995), (Costa et al., 1999), (Costa e
Marques, 2000) e (Fragoso e Baczynski, 2001).

Finalizando esta secao, tecemos algumas comparacoes entre a abordagem
através de SLSM e a abordagem via controle robusto considerando interva-
los dentro dos quais os parametros devam permanecer (veja, por exemplo,
(Geromel et al., 1995) e (Boyd et al., 1994)). Em antecipagao a resultados
apresentados neste texto, mencionamos que o SLSM descrito pelo conjunto
de matrizes A = (A, ..., Ay) é estdvel em certo sentido estocdstico apropri-
ado se e somente se existir um conjunto de matrizes P = (Py,..., Py), com
P; semidefinida positiva, i = 1,..., N, que satisfaca o seguinte conjunto de
equacoes:

N
AP+ PA+ Y M\gPj<0, i=1... N (1.2)

j=1

Agora, considere o sistema descrito por &(t) = A(t)z(t) onde A(t) assume
valores no conjunto das combinacoes convexas dos elementos do conjunto
A; em outras palavras, seja o sistema com incertezas politépicas descritas
pelos vértices Ay, ..., Ay. Este sistema é deterministicamente estavel se e
somente se (1.2) for factivel, considerando a restrigdo adicional: P, = P;
1,7 = 1,...,N. Isto indica que o conjunto de solucoes da abordagem ro-
busta politépica é tao “menor’que o conjunto de solugoes da abordagem via
SLSM quanto mais restritiva for a condicao P; = P;, 7,5 = 1,..., N e, evi-
dentemente, quanto maior for a variagao nos parametros, mais restritiva sera
esta condicao. Assim sendo, se as alteragoes nos parametros sao “extensas”, a
abordagem robusta freqiientemente torna-se inadequada. Frisamos, contudo,
que a abordagem via SLSM nao permite combinagoes convexas dos parame-
tros e proporciona estabilidade estocéastica, em contraste com a abordagem
robusta, a qual proporciona estabilidade robusta.
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1.1.1 O SLSM em tempo discreto e de dimensao infi-
nita

Este trabalho também aborda a versao a tempo discreto do SLSM em (1.1),
bem como a versao de dimensao infinita em tempo discreto.

A versao a tempo discreto é obtida de forma imediata a partir do caso a
tempo continuo através da substituicao das equacgoes diferenciais por equa-
coes a diferencas. Denota-se por k£ € N os instantes amostrais. Quanto a
cadeia de Markov, tem-se que a probabilidade de transi¢ao é dada simples-
mente por Pr{f(k + 1) = j|6(k) = i)} = pi;; evidentemente, Z;V:lpij =1
para todo ¢ = 1,..., N. A matriz de taxa de transicao é representada por
P = [pi].

A versao denominada de dimensao infinita também é obtida de forma
direta do caso de dimensao finita ao se considerar um conjunto enumeravel
S ={1,2,...} de estados de Markov. Um ponto importante a ser ressaltado
é que este caso é analiticamente muito mais delicado e que apresenta certas
discrepancias em relagao ao caso de dimensao finita. Nesta linha, menciona-
mos antecipadamente que, no caso de dimensao infinita, a convergéncia na
média quadratica,

lim E{lz(k)[[?} = 0
k—o0

¢ mais fraca do que a convergéncia estocastica,

> E{llz(k)I[*} < 00

Isto faz com que, por exemplo, MS-estabilidade seja mais fraca do que S-
estabilidade, diferentemente do que ocorre no caso de dimensao finita. No
contexto do problema LQ, a nocao estocéstica é utilizada, uma vez que é
mais adequada; por exemplo, citamos que MS-estabilidade nao garante que
o funcional de custo quadratico de horizonte infinito seja finito (veja a Secao
6.1).

Considerando que os resultados obtidos para os casos discreto e de di-
mensao infinita guardam semelhancas com o caso continuo finito, mas que
suas provas nao sao meras adaptacoes, adotou-se a exposicao destes casos de
forma isolada e autocontida, nos Capitulos 5 e 6 respectivamente. Ressalta-
mos que todos os resultados dos demais capitulos referem-se estritamente ao
caso continuo de dimensao finita.



Mencionamos que, em razao das dificuldades analiticas do caso de di-
mensao infinita, apenas alguns dos resultados do caso de dimensao finita sao
estendidos; outros nao sao extensiveis ou ainda nao foram suficientemente
estudados. Apenas o caso a tempo discreto é considerado.

1.2 Resultados Preliminares

Nesta secao, apresentam-se notagoes e resultados para referéncia posterior.
Consideram-se estritamente SLSM em temo continuo e de dimensao finita.

Seja R™ o espago Euclideano de dimensao n. Sejam R™" (respectivamente,
R™) o espaco linear normado formado de todas as matrizes reais de dimen-
sao r x n (respectivamente, n x n) e R™ (R"*) o cone convexo fechado das
matrizes simétricas semidefinidas positivas (o cone aberto das matrizes simé-
tricas definidas positivas); U’ denota o transposto de U e U >V (U > V)
significa que U — V € R (U -V € R""). Para U € R, N{U} e R{U}
representam o nucleo e a imagem de U, respectivamente. Para U € R" e
VeRm OW,V)=[V':UV .- UV é a matriz de observabilidade
do par (U, V).

Seja M™? o espaco linear formado por um nimero N de matrizes tais
que M4 = {U = (Uy,...,Uyn) : Uy € R i = 1,...,N}; ainda, M" =
M. Denota-se como M™ (M™") o conjunto M" quando ele é constituido
de U; € R™ (U; € R"F) paratodoi=1,...,N. U >V (U > V) significa
que U=V e M™ (U—-V € M""). Sabe-se que M™? com o produto escalar

N
<UV >=Y tr{UjV;}

J=1

¢ um espago de Hilbert. Além disto, define-se a norma ||U|| =< U,I > em
MO,
Considere o sistema ® em (1.1). Seja ty > 0; parai =1,..., N define-se

Xi(t) = E{z(t)x(t) Lioy=iy| Fro }» ¢ > to (1.3)
Usualmente t; serd considerado igual a zero. Com esta notacao pode-se

escrever, por exemplo, que E{||z(t)||?|Fo} =< X (t), I >= || X(t)]].
Considere o operador L : M™ — M"™ e o seu adjunto no sentido do produto
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escalar T : M"™ — M" definidos como

N
Li(U) = AjUs + U A + > \Uj (1.4)

j=1

N
T(U) = AU + U A;+ ) NUj, i=1,...,N

j=1

Denota-se LY(U) = U e, para k > 1, L*(U) é definido recursivamente por
LF(U) = L(L*Y(U)); a mesma notacio aplica-se & T. Sejam também L(t)
e U(t), t > 0, definidos pelas equagoes lineares diferenciais

Li(t) .= Li(L(t)) + C!C;,  L(0)=0,t >0 (1.5)
Ui(t) == T:(U(1)), U(0)=U€M"
para cada i € §. Note que L(tg) < L(t;) sempre que 0 < 5 < #1, ja que
L;(t) > 0 para todo t > 0. Os operadores L e T sao lineares e L(t),U(t) €

M" definidos por (1.5) sdo tnicos.
Considere agora o funcional

t+to
Woa,6) = B{ [ a(r) Cop Coa(r)dri, | (1.6)
to

definido sempre que z(ty) = = e 0(ty) = 0. Os seguintes resultados sao
adaptados de (Costa et al., 1999) e (Ji e Chizeck, 1990a); a prova é omitida.

Proposicao 1.1. As sequintes afirmacgoes valem:
() |
Wl (2 (to), O(ts)) = / <UE),CC>dr =< U.LH) > (1.7
0
sempre que U; = x(tg)x(to)" para 0(tg) =1 e U; =0, j # i.
(1) .
X,(t)=Ti(X(@®), t>0,i=1,...,N (1.8)

A Proposigao 1.1 (i) permite-nos generalizar a defini¢ao do funcional W,
como segue: para U € M" define-se

Whl(U) = /Ot <U(7),C'C > dr =< U, L(t) > (1.9)
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e denota-se simplesmente W'(-) quando t, é igual a zero.

Salientamos que, por conveniéncia, conforme o contexto emprega-se al-
ternativamente uma das formas equivalentes W (x(t), 0(ty)) ou W(X), onde
X; = x(to)x(to)" para i = 0(ty) e X; = 0 para i # 0(t).

Na seqiiéncia, apresenta-se a definicao de estabilidade média quadratica
(MS-estabilidade), a qual é encontrada, por exemplo, em (Ji et al., 1991),
(Ji e Chizeck, 1992), (Morozan, 1995), (Costa e Fragoso, 1995) e (Fragoso e
Baczynski, 2001).

Definigao 1.1 (MS-estabilidade). (A, A) é estavel na média quadratica
(MS-estavel) se lim; .., E{||z(t)]|*} = 0, Yo, bo.

Condigoes necessarias e/ou suficientes para a estabilidade de sistemas
com saltos sdo encontradas, por exemplo, em (Ji e Chizeck, 1990b), (Costa
e Fragoso, 1995), (do Val e Bagar, 1999) respectivamente para problemas de
controle de horizonte infinito a tempo continuo e a tempo discreto e para
horizonte retrocedente. Por ilustragao, vale mencionar que a estabilidade de
cada modo de operacao (autovalores com parte real negativa ou dentro do
circulo unitéario, respectivamente para o caso continuo e discreto), ndo é uma
condicao necessaria nem suficiente para a MS-estabilidade do sistema, em
contraste com SLD. Sabe-se também que, o conceito de MS-estabilidade é
equivalente a outros conceitos de segundo momento, como estabilidade esto-
céstica e estabilidade exponencial (Feng et al., 1992). A proposigao abaixo
sintetiza alguns dos principais resultados, para referéncia posterior; veja, por
exemplo, (Costa et al., 1999) e (Feng et al., 1992) ou (Costa e Marques, 2000)
para a versao a tempo discreto. Para o operador linear V : M™ — M™% \{V}
denota o autovalor de V.

Proposicao 1.2. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) (A, \) é MS-estavel;

(ii) Eziste 0 < £ < 1 e a > 1 tais que [|X(t)|| < a&"||X(0)] para todo
X(0) € mMn0;

(111) Re{\(T)} < 0 ou, equivalentemente, Re{\(L)} < 0;

(iv) lim;_, | X ()| = 0, para todo X € M"™;

(v) (Equagao de Lyapunov acoplada) Eziste P € M"™ tal que L;(P) < 0, Vi.

Além disto, se (A, N) ndo é MS-estdvel, entio existe X (0) € M"™ para o qual
IX(0)] > B¢ I1XO)] para algum ¢ > 1 and § < 1.

A definicao de estabilizabilidade associada ao conceito de MS-estabilidade
¢ apresentada adiante; o conceito é encontrado, por exemplo, em (Ji et al.,
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1991), (Ji e Chizeck, 1992), (Morozan, 1995), (Costa e Fragoso, 1995) e
(Fragoso e Baczynski, 2001).

Definigao 1.2 (MS-estabilizabilidade). (A, B, A) é estabilizdvel na média
quadrética (MS-estabilizavel) se existe um conjunto de matrizes K € M"™"
tal que (A + BK,A) é MS-estavel.

O conceito de MS-estabilizabilidade é o conceito mais geral conhecido
que assegura a existéncia de solugoes para o problema LQ e para as EARA
associadas (veja o Exemplo 4.3).

Nota 1.1 (Conceitos Desacoplados). Conceitos de estabilidade, estabili-
zabilidade e detetabilidade formalizados em termos dos parametros de cada
modo, conhecidos como conceitos “deterministicos”’ou “desacoplados”, sao en-
contrados na literatura de SLSM.

Nesta nota, comentamos os conceitos de estabilidade no sentido determi-
nistico de cada forma A; + ’\7] (ou seja, todos os autovalores de A; + ’\71 tém
parte real negativa) e os correspondentes conceitos de estabilizabilidade e de-
tetabilidade, os quais surgem no contexto do problema LQ e das EARA asso-
ciadas. Por exemplo, estes conceitos aparecem em (Abou-Kandil et al., 1994)
e (Gajic e Losada, 2000) como condigbes para métodos de solucao de EARA.

Entretanto, tecemos sérias criticas sobre estes conceitos. Em primeiro
lugar, os conceitos valem sempre que as taxas \; sao suficientemente altas,
em detrimento de outros parametros significativos. Além do mais, os con-
ceitos sao dependentes do modelo que descrevem o sistema, no sentido que
as taxas \; podem ser arbitrariamente aumentadas através de um aumento
da dimensao da cadeia de Markov, sem alterar o processo. De fato, a partir
desta perspectiva é que se desenvolve o método da Secao 4.3, o qual converge
para a solucao das EARA se e somente se uma solucao existe. Os exemplos
adiante ilustram os comentarios acima.

Exemplo 1.1 (Um SLSM instdvel, com a forma A, + 2&] estdvel).
Considere o SLSM descrito por A; = 1/4, Ay =1/8 e

-1 1
A=
E facil verificar que |z(t)| > e!/8|x| e 0 processo z(+) ndo é estavel em nenhum
sentido, seja ele estocdstico ou deterministico. Por outro lado, A; + %I =

—1/4e Ay+ %I = —3/8, ou seja, o conceito desacoplado de estabilidade de
cada par A; + )‘7] vale.
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Exemplo 1.2 (As formas A; + %[ sempre sao estaveis). Considere
o sistema descrito por & = (1/4)z, x(0) = xy. Considere a descri¢do por
SLSM dada por A; = 1/4 e A = 0; uma vez que A; + )‘7] = 1/4, a condicao
desacoplada de estabilidade nao vale. Por outro lado, se considerarmos o
modelo aumentado

1 11
,41:,42:1,A={1 _J

o qual é estocasticamente equivalente ao primeiro sistema, entao temos que
A + /\7] = —1/4, i = 1,2, satisfazendo a condicao desacoplada de estabi-
lidade. Concluindo, as formas A; + ’\7] sempre sao estaveis, desde que se
considere um modelo adequado para o sistema.

Os conceitos associados com cada forma A; + ’\7] somente fazem sentido
quando as taxas de salto sao diretamente consideradas no problema, como
em situacgoes nas quais o funcional de custo depende do nimero de saltos,
como em (do Val e Zuniga, 2002).



Capitulo 2

W-observabilidade e
W-detetabilidade para SLSM

Os conceitos de observabilidade e detetabilidade encontrados na literatura
de SLSM surgem em trés diferentes contextos.

No primeiro cendrio, considera-se o problema de determinar o estado x(t—
Ty) para algum T, > 0 unicamente através das observagoes y(-) e 0(-) durante
o intervalo [t — Ty, t]; claramente, neste problema o SLSM pode ser visto
como um sistema linear variante no tempo. Os conceitos que surgem desta
perspectiva sao os mais antigos e conservadores conceitos de detetabilidade e
observabilidade encontrados em (Ji e Chizeck, 1990a), (Ji e Chizeck, 1990b)
e (Ji e Chizeck, 1992).

Definicao 2.1 (Observabilidade). (A, C, A) é observével se existe um es-
calar Ty tal que, para toda trajetéria y(+), 0(-), o conhecimento de y(s) e 0(s),
t — Ty < s <t, ésuficiente para determinar z(?).

Definicao 2.2 (Detetabilidade). (A, C, A) é detetédvel se existe G € M™?
para o qual os autovalores de A; + G;C; tém parte real negativa, para todo
i=1,...,N.

Outra conjuntura é a da investigacao de relacoes de dualidade, na qual
aparece o conceito mais recente e geral de detetabilidade na média quadratica
(MS-detetabilidade), obtido por dualidade do conceito de MS-establizabilida-
de. O conceito é encontrado, por exemplo, em (Costa e Fragoso, 1995), (do
Val et al., 1999), (Fragoso e Baczynski, 2001) e (Morozan, 1995).

Definicao 2.3 (MS-detetabilidade). (A,C,A) ¢ MS-detetavel se existe
G € M™? para o qual (A+ GC, A) é MS-estavel.

13
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Por 1ltimo, tem-se a conjuntura na qual os valores futuros de z(-), 6(+) sdo
considerados em valor esperado. Nesta perspectiva, a natureza estocastica
do SLSM ¢ relevante, em contraste com a primeira conjuntura em que os
valores passados sao levados em conta e o sistema comporta-se como um
sistema linear deterministico variante no tempo.

Neste contexto surge o conceito de observabilidade fraca (W-observabilida-
de), para o qual apenas se requer que existam t4,y > 0 para os quais

W' (zg,00) > 7||zol|?

para toda condicao inicial zg,6,. Lembrando que o funcional W' (.) estd
relacionado com o nivel de energia na saida no intervalo [0, t4], o conceito de
W-observabilidade pode ser interpretado como sendo equivalente a requerer
que para toda condicao inicial, a trajetéria associada reflita um nivel minimo
de energia na saida.

Empregando uma notagao mais explicita, podemos definir W-observabili-
dade de forma equivalente, como em (Morozan, 1995, Definition 3), em ter-
mos da existéncia de t4, v > 0 tais que

tq
B{ [ 2(0) Cig Cuna(r)ariFa} > ol
0

Note que a condicao acima ¢ mais fraca do que aquela da Definicao 2.1, ja
que esta requer positividade da integral em valor esperado, enquanto aquela
requer positividade da integral para todo caminho amostral x(t), 6(¢).

O conceito de W-observabilidade é formalizado a seguir, empregando a
notagao da Segao 1.2; veja também (Morozan, 1995) ou (Costa e do Val, 2001)
para o caso a tempo discreto.

Definigao 2.4 (W-observabilidade). (A, C, A) é W-observével se existem
escalares t4,y > 0 tais que, para toda condicao inicial X,

Wh(X) > |IX]|

Considerando os conceitos de W-observabilidade e MS-detetabilidade, as
seguintes criticas severas sao cabiveis: (i) nao se sabe se as Propriedades I, 111
e IV do Capitulo 1 sdo extensiveis para SLSM (de fato, nem hé a definigao de
matrizes de observabilidade para SLSM); (ii) conforme mostraremos através
do Exemplo 2.3, MS-detetabilidade nao generaliza W-observabilidade. Além
disto, o Exemplo 2.2 mostra que a condicao de que as trajetérias nao fraca-
mente observadas sejam estaveis (no sentido médio quadratico, proprio para
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SLSM) nao é suficiente para que o sistema seja MS-detetavel, o que sugere o
conservadorismo desse conceito e demonstra invalida a Propriedade III.

As criticas mencionadas acima reforcam que a teoria a respeito de dete-
tabilidade para SLSM é menos desenvolvida do que a correspondente teoria
para SLD, como descrito no Capitulo 1. E também interessante mencionar
que, neste cendrio, alguns autores sao obrigados a trabalhar simultaneamente
com hipoteses de observabilidade e detetabilidade; exemplos sao encontrados
em (do Val et al., 1999) e (Morozan, 1995), onde estes conceitos aparecem
como condigoes suficientes para unicidade e estabilidade de solugoes para as
EARA.

O conceito de W-detetabilidade surge neste trabalho como uma relaxa-
cao do conceito de W-observabilidade, a qual tem por objetivo superar as
criticas acima. Uma interpretacao util para a compreensao do conceito, na
formalizacao a seguir, é a de que sempre que a trajetoria nao converge su-
ficientemente rapido na média quadratica, entao observa-se certo nivel de
energia na saida. Mencionamos que uma interpretacao semelhante aparece
para detetabilidade de sistemas lineares deterministicos variantes no tempo
(Anderson e Moore, 1981; Hager e Horowitz, 1976); de fato, o conceito de
W-detetabilidade assemelha-se aos conceitos de detetabilidade usuais para
estes ultimos sistemas.

Definicao 2.5 (W-detetabilidade). (A, C,A) é W-detectavel se existem
escalares 7, > 0, tg,7v > 0 e 0 <9 < 1, tais que, para cada condig¢ao inicial
X,

W (X) > 41 X]]

sempre que || X (7q)|| = 0 [|X]].

Neste capitulo sao desenvolvidas extensoes das Propriedades I-IV para
SLSM, em termos dos conceitos de W-observabilidade e W-detetabilidade.

Na Secao 2.1 introduz-se para os SLSM uma colecao de matrizes O =
(O1,...,0x), as quais se assemelham a matrizes de observabilidade de SLD;
neste sentido, por exemplo, mostra-se que W5 (z,0) = [ E{||y(s)||*}ds =
0 sempre que x(t) encontra-se no niicleo de Oy, 0 que significa que a trajeto-
ria associada nao é observada. Ainda, derivam-se extensoes das Propriedades
I e IV para SLSM, respectivamente nos seguintes termos: (i) mostra-se que
se x(t) se encontra no nicleo de Oy para algum ¢ > 0, entéo z(s) permanece
no nucleo de Oy, para todo s > t, o que significa invariancia de trajetorias
nao observadas, (veja o Corolario 2.2 (ii)); (ii) mostra-se que (A, C, A) é W-
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observavel se e somente se cada uma das matrizes de O é de posto completo
(veja o Lema 2.2).

Na Secao 2.2, inicia-se apresentando caracterizacoes de W-detetabilidade
e, em particular, estende-se a Propriedade III ao mostrar que trajetérias nao
observadas sao MS-estaveis, veja o Lema 2.7. Na Secao 2.2.1, apresenta-se
um dos principais resultados do trabalho: a caracterizacao de que (A4, C,A)
¢ W-detetdvel se e somente se (A4, 0, A) é MS-detetavel (veja o Teorema 2.2).
Este resultado permite facilmente mostrar que W-detetabilidade generaliza
MS-detetabilidade, ja que N{O;} € N{C;} para todo i = 1,..., N, assim
recuperando a Propriedade II. Além disto, o resultado esclarece a relacao
entre W-detetabilidade e MS-detetabilidade e sugere o conservadorismo deste
segundo conceito em relacao ao primeiro, ao mesmo tempo em que permite
reaproveitar resultados existentes para MS-detetabilidade, como a condicao
testavel apresentada na Secao 2.2.1.

Finalmente, ressaltamos que a estrutura de observacao nao é relevante
na definicao do conceito de W-detetabilidade nem no desenvolvimento dos
resultados deste capitulo, ja que se consideram valores esperados futuros de

(), 0()-

2.1 W-0Observabilidade e Matrizes de Obser-
vabilidade

Seja a seqiiéncia de colegoes de matrizes O(k) € M" definida para cada
1=1,...,N por
dk—i—lLi
O;(k) = W(O) (2.1)

sendo L(t) € M ¢ > 0, definido pelas equagoes lineares diferenciais em
(1.5). Note, inspecionando (1.5), que pode-se definir O(k) equivalentemente
em termos do operador L:

Oi(k) .= L;(O(k—=1)), k>0 (2.2)
com 0;(0) := C[C;, para cada i =1,..., N.
Nesta secao, introduzimos e estudamos a colecao de matrizes em O; €

M *N)n - definidas para cada i = 1,..., N como

O; := [04(0) O4(1) - -+ O4(n*N — 1)) (2.3)
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a qual é denominada como sendo o conjunto de matrizes de observabilidade
do sistema ®.

A motivagao para a denominacao mencionada acima sera explicitada ao
longo do capitulo, através de diversas semelhancas com as matrizes de ob-
servabilidade de SLD. Citamos, de passagem, que uma equivaléncia direta
é obtida para estados de Markov isolados, isto é, estados ¢ para os quais
Ni=0,j=1,...,N: o par (4;, C;) é observavel no sentido deterministico
se e somente se a matriz O; é de posto completo.

Na seqiiéncia apresentam-se resultados preliminares.

Para V € R", identificamos as colunas de V' como V = [v1:vg: -+ i 0y]
e, para U = (Uy,...,Uyx) e, em consonancia com (Costa e Fragoso, 1993),
introduzimos o operador linear inversivel @ : M™ — RN,

¢(Ur) U1
pU)=| : |, onde o(V)=|:
()O(UN) Un,
Seja V ® Z o produto de Kronecker das matrizes V e Z. De (1.4), utilizando
resultados bésicos do produto de Kronecker (Brewer, 1979), obtem-se

N
P(Li(U)) = (I, © ADp(Us) + (A} @ L)p(Us) + Y Aijp(U;)
j=1
e pode-se verificar que
e(L(U)) = Ag(U) (2.4)
sendo A € R™*N a matriz definida por
A+ Ailp2 R Aol s ATy
ANtz Ay + Awn e

e Ay = (I, ® A, + A’ ® I,). Aplicando o operador @ em (1.5) e utilizando
(2.4), obtem-se

(1) = BIO'C + L(L(Y)) (2.5)
— g+ AB(L(E) = g+ ALD), 120
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sendo ((t) € R"N e ¢ € RN definidos por
((t) = 2(L(t), q=o(C'C)

Note, inspecionando (2.5), que

d*e(0)
=A 2.6
Tk q (2.6)
Também se introduz a seguinte representacao para a expressao < U, L(t) >:
< U, L(t) >=p(U) £(t) (2.7)

Lema 2.1. Para x € R" e i € §, defina X € M™ como X; = za' e
X; = 0,Vj #i; defina também w € R™N como w = $(X). As sequintes
afirmacoes sao equivalentes:

(i) 2'L;i(s)x = 0 ou, equivalentemente, w'l(s) =0 para algum s > 0;

(ii) w'd™/dt™(0) =0, param = 1,...,n?N;

(iii) W' A™ g =0, param =1,... ,n?N;

(v) x € N(L;(t)) ou, equivalentemente, w'l(t) = 0 para todo t > 0.

(v) z € N(O,).

Prova. (i) = (ii): uma vez que L(t) < L(s) para t < s, de (2.7) vem que
w'l(t) =< g7 (w), L(t) ><< g7} (w), L(s) >=w'l(s) =0, t < s. Em adigao
a isso, notando que w'l(t) > 0 e lembrando que L(0) = 0, pode-se escrever
w'l(t) = 0 para todo 0 <t < s, 0 que leva a

dml

'—(0)=0, Ym=>0

W (0) =0, ¥m 2

(ii) = (iii): o resultado segue imediatamente de (2.6).
(iii) = (iv): para o SLD em (2.5), para qualquer ¢ > 0 pode-se escrever

t
0(t) :/ Mt T)da:/ Zam(T).Am Yqdr
0 0 m=1
n?N t n?N
=) A" 1q/ an(T)dT = Gy (AT g
m=1 0 m=1

sendo «, e &,, funcoes escalares. Entao, tem-se que

n2N
wl(t) =) dp(t)w' A" g =0
m=1
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(iv) = (i): trivial.
(ii) < (v): Utilizando (2.7), obtem-se:

dme d"L d"L; d"L;

Z00) = X - ! - -
W (0)=0e< X, e 0)>=0&=z T 0)x=0< e (0)x=0
(2.8)
para m = 1,...,n?N. A prova é facilmente completada ao observar-se, de
(2.1), que
0;(0) “(0)
2 n2N 7.
Ol(n N — 1) ddtn2161 (O)
O

Observagao 2.1. Através das afirmagoes (i) e (iv) do Lema 2.1, note que se
as condicoes nas Definicoes 2.4 ou 2.5 valem para algum t; > 0, entao elas
valem para todo t > 0, de forma que o valor de t; é irrelevante naquelas
definigoes.

O resultado adiante é imediato das afirmagoes (i), (iv) e (v) do Lema 2.1
e da Proposicao 1.1.

Corolario 2.1. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(ii) W*(z,i) = 0, para algum s > 0;
(111) W'(x,1) = 0, para todo t > 0;

Note que, de acordo com o Corolario 2.1, sempre que uma condicao inicial
xo, 0y for tal que zy encontra-se no espago nulo de Oy,, entao a trajetoéria
associada nao reflete energia na saida, em perfeita analogia com as matrizes
de observabilidade de SLD. Refirimo-nos a estas trajetorias como sendo nao
fracamente observadas.

O préximo teorema proporciona um teste de W-observabilidade que con-
siste na verificagao do posto das matrizes do conjunto O, em mais uma ana-
logia com matrizes de observabilidade de SLD.

Teorema 2.1. (A, C,A) é W-observdvel se e somente se O; é de posto com-
pleto para cada i =1,..., N.

Prova. De (1.9) pode-se escrever a condigao na Definicao 2.4 da seguinte
forma equivalente:

< X, L(ta) >>1||X]], VX €M™
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Isso é equivalente a requerer que L;(t4) seja positivo definido para cada i =
1,...,N. As equivaléncias (i) e (v) do Lema 2.1 completam a prova. a

Exemplo 2.1 (Um SLSM W-observavel com pares (A4;, C;) nao ob-
servaveis). Sejam N =2, n=2e

11

Al :[2; Az = {O 1:

-1 1
},01:[10],0220,/\:{1 _1:|

De (2.3) avalia-se que posto(Q;) = posto(O;) = 2 e do Teorema 2.1 tem-
se que (A,C,A) é W-observavel. Note também que que os pares (4;,C;),
1 =1,...,5, nao sao observaveis.

Observagao 2.2. Sabe-se que (A, C, A) é W-observével se cada par (4;,C;) é

observavel parai = 1,..., N (veja, por exemplo, (Morozan, 1995)). Contudo,
esta condicao nao é necessaria; o Exemplo 2.1 ilustra este fato.

2.1.1 Propriedades do conjunto de matrizes de obser-
vabilidade e invariancia das trajetorias nao fra-
camente observadas

O Lema a seguir estabelece um paralelo para o amplamente conhecido resul-
tado sobre a dimensao da matriz de observabilidade de SLD.

Lema 2.2.
N{O;} = N{[0;(0):---:0;(k)]'}, Vk > n’N —1

Prova. Para x € N(O;), defina X; = 22’ ¢ X; =0, Vj # i, e seja w = §(X).
Do Lema 2.1 tem-se que O;z = 0 é equivalente w' A" '¢q=0,r =1,...,n%N.
Do lema de Cayley-Hamilton, vem que A™ = Z:i]g_l a A", m=0,...,k, e
obtem-se
w'qg=10
w'Aqg=0
: (2.9)

w' AFqg =0

o que, de (2.6), é equivalente a w'd™¢(0)/dt™ =0, m =0, ..., k. Finalmente,
empregando (2.8) para um m genérico, obtem-se d™L;(0)/dt™z = 0 e de
(2.1) vem que O;(m)x = d™L;(0)/dt™ 'z =0 param =0,..., k. O
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Figura 2.1: Construcao geométrica da prova do Lema 2.3

Uma importante relacao entre os espacos nulos das matrizes de observa-
bilidade é apresentada na seqiiéncia. Necessitaremos do resultado preliminar
adiante.

Proposicao 2.1. Para cada escalar M > 0, eziste tpy > 0 tal que ||x(t) —
zo|| < M||zo|| quase certamente (q.c.), 0 <t <tpy.

Lema 2.3. Seja o estado 0 = j acessivel do estado 0 = i; entao N{O,;} C
N{O;}.

Prova. Nesta prova, procede-se por contradicao. Inicialmente nega-se a afir-
magao do lema ao assumir que existem xy € N{O;} e um escalar m > 0 para
o qual |zg — z| > m, Vo € N{O,}.

Define-se a condigao inicial g e 6y = i. Fazendo M = m/(2||z¢||) na
Proposigao 2.1, vem que existe £y, tal que ||z(t) — xo|| < m/2,0 <t <ty
ou, equivalentemente, x(t) € By, /2(20), 0 < t < tyr, sendo By, o(0) a esfera
de raio m/2 centrada em x.

Sejam Z(tpr) e Z(tpr) respectivamente as projegoes ortogonais de z(tyy)
em N{O;} e em R{Oj}}, de forma que Z(tpr) L #(ty); note que N{O;} =
N{L;(s)} (veja a Figura 2.1).

Podemos escrever

w(tar) Ly(s)x(tar) = 2(tar) ' Lj(s)i(tar) 2 pllE(tan)|* = p(m —m/2)?
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sendo p o menor valor singular ndo nulo de L;(s), e da Proposigao 1.1 vem

de imediato que
2

. m
We(x(tar),j) > Py g

Agora, avalia-se
E{W?(x(ty), 0(ta))|Foy = EXW* (2 (tar), 0(tar)) Loean=iy| Fo}
= E{W*(2(tm), ) Lioetar=i3| Fo} = MTWE{l{e(tm—j}\’fo} >0
sendo que a ultima desigualdade vem da hipdtese de que o estado j é acessivel
do estado 7. Enfim, escreve-se

W8+tM(.I'0,¢90) = E{Ws—i_tM(Jfo,eoﬂgo} Z E{Ws(l’(tM),Q(tM)”?()} >0
contradizendo a hipdtese de que oy € N{Og, }. O

A seguir, apresentamos o resultado sobre a invariancia “pathwise” de tra-
jetorias nao fracamente observadas. O resultado recupera a Propriedade I
mencionada no Capitulo 1, assim estabelecendo mais um paralelo com SLD.
A prova é omitida; apenas mencionamos que o item (i) segue de imediato do
lema anterior e que o item (ii) decorre de (i).

Corolario 2.2. As sequintes afirmacgoes sao verdadeiras:
(1) N{Og} C N{Og(s)} sempre que s > t.
(ii) Se x(t) € N{Ogs }, entao x(s) € N{Ogs)} sempre que s > t.

2.2 W-detetabilidade

Iniciamos a segao apresentando o resultado que recupera a Propriedade II ci-
tada no Capitulo 1. O resultado segue de imediato do fato que W-detetabilida-
de somente requer positividade de W'(.) quando a condigao || X (74)| >
|| X||, relacionada a estabilidade do sistema, é satisfeita; a prova é omitida.

Lema 2.4. Se (A,C,A\) é W-observdvel, entio (A,C,\) é W-detetdvel.

Note que, sempre que (A, A) é MS-estavel, entao (A, C,A) é W-detetavel
com ty e v arbitrarios e d e 74 tais que 6 = af™ < 1, sendo a e £ como na
Proposicao 1.2.
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Na seqiiéncia, resultados bésicos sao apresentados. Inicia-se com algumas
propriedades sobre o funcional W*(X). Lembramos que a condicao inicial
X(0) € M ¢ denotada por X; também, W!(X(s)) = W'(X) sempre que
X(s) = X.

Lema 2.5. Seja T > 0. As sequintes afirmac¢oes valem:
(i) WT(X) é continuo em X.
(ii) Seja WT(X) = 0; entdo, W (X (s)) = 0 para todo t,s > 0;

Prova. (i) segue de imediato da representacio W7 (X) =< X, L(T) > dada
em (1.9), e da continuidade do produto interno.

(ii) Do Corolério 2.1 tem-se que W*(X) = 0 para t > 0, sempre que W71 (X) =
0. Substitui-se ¢ por s + ¢ para concluir que W5+ (X) = 0. Agora, define-se
U(0) = U = X(s); dos fatos que U(t) é definido por Us(t) = T;(U(t)) e que
X;(t) = T:(X(t)) (veja a Proposicao 1.1 (ii)), vem que U(7) = X (7 + s) para
0 <7 <'t. Entao, da definigdo de W (1.9) vem que

WX (s)) = /Ot <U(F),C'C > dr

s+t
:/ < X(7),C'C > dr

s+t
< / < X(r),C'C > dr = W (X) = 0
0

O

O resultado no préximo lema é um paralelo da Propriedade III para SLD
mencionada no Capitulo 1, a qual estabelece que trajetorias nao observadas
correspondem a modos estaveis do sistema.

Lema 2.6. Considere o sistema ® e seja T > 0. (A,C,A) é W-detetdvel se
e somente se || X (t)]] — 0 quando t — oo sempre que WT(X) = 0.

Prova. Suficiéncia: considere o conjunto
7Z=AZ:||Z|=1,WT(Z) =0} (2.10)

e denote por Z(t) a trajetéria correspondente a condigao inicial Z € Z.
Por hipétese, [|Z(t)|] — 0 quando t — oo e pode-se escrever, empregando
a Proposigao 1.2, que existem 0 < £ < 1 e a > 1 tais que ||Z(t)]] < af'.
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Conseqiientemente, existem 7, > 0e 0 < § < 1 tais que || Z(1y)|| < 6, VZ € Z,
e pode-se escrever

ZcC={Z:||IZ| = 11IZ(ra)|l < &}

Nesta prova, deve-se monstrar que existe 7 > 0 tal que WT(X) > ~|[X||
sempre que || X(74)|| > 0 e, portanto, (A,C,A) é W-detetavel. Procede-se
por contradigdo assumindo que, para cada v > 0, existe X, || X|| = 1, tal
que WT(X) < v e [|[X(mq)]| = . Isto é, assume-se que X € C, sendo C o
conjunto definido como

C={X: X =1 IX(za)ll = 0}

Em virtude de que X (74) ¢ solugao da equagao diferencial (1.8), tem-se que
X(14) é continuo na condic¢ao inicial X e, portanto, o conjunto C é um
conjunto compacto. Assim sendo, pode-se definir uma seqiiéncia X,, € C com
Y» — 0 quando n — oo, de tal maneira que, da_compacidade de C, existe
uma subseqiiéncia X, que converge para algum X € C. Da continuidade de
W7, vem que (veja o Lema 2.5),

Tim W(X,) = WTh(X)=0

Em vista de (2.10), XeZc C, completando a prova por contradicao.
Necessidade: mostra-se que, sob a hipétese de W-detetabilidade de (A, C, A),
| X (t)]] — 0 enquanto t — oo sempre que W (X) = 0. Sendo que W7 (X) =
0, do Lema 2.5 vem que W* (X (¢)) = 0 para todo ¢t > 0. Entao, considerando
a W-detetabilidade de (A, C, A), tem-se que || X (t + 74)|| < § || X (®)||, 74 > 0,
0 < < 1, para todo t > 0; conseqiientemente, || X (¢t + n7y)|| < 6™ || X (2)] e,
portanto,

lim  sup || X(t+n7)| < lim 6" sup || X(t)]] =0

n—00 0<t< 7 —1 —00 0<t<ty—1
e o resultado segue de imediato. O

O préximo lema apresenta uma segunda versao do resultado anterior,
reescrito em termos do conjunto de matrizes de observabilidade O.

Lema 2.7. (A,C,\) é W-detetdvel se e somente se limy .., E{|z(t)|*} = 0
sempre que xo € N(Op,).
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Prova. Suficiéncia: assuma que hd X € M"™ tal que W7 (X) = 0. Qualquer
X € M™ pode ser escrito na seguinte forma (veja o Teorema 7.5.2 de (Horn
e Johnson, 1990)):

Xy =alw] + -+l (2.11)
sendo 2 € Rk = 1,...,r e r; = rank(X;) < n. De (1.9) tem-se que
< X, L(T) >= WT(X) = 0 o que permite escrever que tr(zfz¥L;(T)) <<
X, L(T) >= 0 para qualquer i e k ou, equivalentemente, z¥L;(T)z¥ = 0.
Entao, do Lema 2.1 vem que

¥ e N, i=1,...,N; k=1,...,n

Agora, seja v**(0) = 2% € N(O;). Seja v™*(t) € R*, k = 1,...,r;, dado

pela equagao diferencial 0*(t) = Appv™*(t), 6(0) = i. Sendo que z**(0) €
N(Og(0)), da hipdtese do lema tem-se que

lim E{lv"*)|*} =0, i=1,....,N; k=1,...,n (2.12)

Seja XF(t) € M™ a matriz de segundo momento definida para cada j =
1,...,N como sendo X*(t) = E{v™*(t)v"*(t)'1ip)—j3}. Tendo em vista
(2.11) e que X;*(0) = afal e X*(0) = 0 para j # i, pode-se escrever
X, = Z;\;l S, X", Entéo, de (1.8) e da linearidade do operador T, tem-

se que
Xi(t) = 30 S X

j=1 k=1
e de (2.12) avalia-se

"5 "5

N
i Ik - i k()21 —
Jim X0 = 303 im B (0} = 0
]:

1 k=1

] =

lim [[X ()] <

1 k=1

J
Mostrou-se, sob a hipétese do lema, que || X(¢)[| — 0 enquanto ¢ — oo
para cada X € M™ tal que W7 (X) = 0; nesta circunstancia, o Lema 2.6
estabelece que (A, C, A) é W-detetédvel, completando a prova.

Necessidade: uma vez que zq € N(Oy, ), do Corolério 2.1 vem que W (X) =0
e o Lema 2.6 completa a prova, estabelendo que lim; ., || X (¢)|| = 0. O

Corolario 2.3. Se (A,C,A) for nao W-detetdvel, entao existem i € § e
zo € N(0O;) tais que limy_.o, E{|z(t)|*} # 0, para a condi¢ao inicial x(0) = xg
e 0(0) = 1.
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2.2.1 W-detetabilidade e MS-detetabilidade

Esta secao aborda a relacao entre os conceitos de MS-detetabilidade e W-
detetabilidade e demonstra, em seu principal resultado, que W-detetabilidade
de (A, C,A) é equivalente a MS-detetabilidade de (A, O, A).

Iniciamos lidando com a seguinte versao de malha fechada do SLSM:

D, : x(t) = (Ag(t) + Gg(t)(‘)g(t))a}(t), .CL"(O) = X, 9(0) =0, (2.13)
Para cada:=1,..., N, faz-se
Gi= (-4, — 10} (2.14)

onde O denota a pseudo-inversa de O;.

Na seqiiéncia, apresentamos algumas propriedades do sistema &, com G
como em (2.14). Primeiro, note que OfO;z é a projegao ortogonal de x
em R{O!} e (I — O 0;)z é a projecio em N{0O;}. Assim, pode-se escrever
x(t) = z(t) + Z(t) onde z(t) = O;r(t)(f)g(t)x(t) e z(t) = (I — O;(t)(‘)g(t))x(t), e
pode-se mostrar que

z(t) L z(t) (2.15)

Cada componente T e T é estudada a seguir, separadamente. Por facili-

dade de notagao, escreve-se Oy = limgy¢ Og(s) € similarmente para Z(t7) e
Z(t™). Seja a seqiiéncia de intantes de saltos t1, to, . . ., definida como:

fo=0 (2.16)
tr = inf{t > t, : N{Opr} # N{Opy}}, m >0 '

Lema 2.8. Considere o sistema ®, com G dado em (2.14). Entao, ||z(t)|| <
e !]Z(0)|| quase certamente (q.c.).

Prova. De (2.14) e (2.13) é simples verificar que, para t,,_1 <t < t,,, z(t) =
—Z(t) com condicao inicial Z(t,,_1) devido a propriedade forte de Markov
par SLSM (Davis, 1993) e a linearidade de ®,; isso significa que

B(t) = e TtmDq(t, 1), tmoy <t <tm, q.C (2.17)

Com respeito a seqiiéncia de instantes de salto, de (2.16) e do Corolério 2.2
tem-se que N{0(t,.)} C N{0(t,,)} estritamente, o que permite concluir que
a projecao ortogonal de Z(t,,) em R{Op, )} é nula e &({;) é simplesmente
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o resultado da projecao ortogonal de Z(¢,,) em R{O’g(tm)}. Entao, o valor da
norma euclideana de Z(-) decresce em cada instante de salto da seqiiéncia,

|2l < M2 (t)]]s a-c (2.18)
O resultado segue de imediato de (2.17) e (2.18). O

Lema 2.9. Considere o sistema ®, com G dado em (2.14) e assuma que
(A, C,A) é W-detetdvel. Entao, E{|Z(t)[*} — 0 enquanto t — co.

Prova. Nesta prova, P, = (I—O;“(tm)(f)g(tm)) denota a projecao ortogonal em
N{Og,)}. Inicia-se mostrando, por inducao, que E{|Z(t,)*} < oo. Para
m = 0 o resultado ¢ imediato, uma vez que E{|Z(0)|*} < |zo|?. Agora, como
hipétese da indugao, assume-se que E{|Z(t,,_1)[*} < co. No instante t,,, a
projecao ortogonal de Z(t,,) em N{Op,.)} € adicionada a Z, ou seja,

B(tm) = 2(t,,) + P, 2 (1) (2.19)

Note que P, P, = P, pois N{Oyw,. )} C N{Ogu,)}: isso leva a

b, P2(ty) = B, 2(t,) =0, ie, B, 2(t,) € R{Oy, ,} o que signi-
fica que

#(t,) L B, 2(t,,) (2.20)

Por outro lado, de (2.14) e (2.13) é facil verificar, para t,—1 < t < t,,
que #(t) = Agt)#(t) com condigao inicial Z(t,,_;) devido & propriedade forte
de Markov para SLSM (Davis, 1993) e a linearidade de ®,. Lembrando
que Z(t) € N{Ogw }, para t,, <t < tp41, 0 Lema 2.7 juntamente com a
Proposicao 1.2 e a propriedade forte de Markov proporcionam que

E{IZ(0) Lt <octnanyy < aB{ET (2 (tn) "Lt <ot } (2.21)
onde 0 < £ < 1ea > 1. Entao, de (2.19), empregando (2.20), (2.21) e o

Lema 2.8, avalia-se

E{|2(tn)I*} = E{J2(t,) + P, 2(t,,) [} = E{I2(t,) "} + E{| Py, 2 (t,) "}
(2.22)
< aB{" i (tn-1) I} + E{|2(t,) "}
< aB{|E(tm-1) [} + E{](t;,) "} < o0
o que completa a indu¢do. De (2.21) e (2.22), pode-se encontrar o(t) > 0
para o qual

E{2() " Lt <tctinnn} < @B{E 2 () "Lt <t<tniny b < 0(F)
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vale para cada intervalo t,,_; <t < t,,, sendo que o(t) — 0 enquanto t — oc.
Entao, pode-se escrever

E{z(t)]’} = E{|2(t)"1io<e<try } + E{IZ0) P Ly <tctn) } + - - -
< aB{€70E(to)|* Litg<t<tsr } + @E{E T E ()P ity <t } + - -
<o(t)+o(t)+... (2.23)

Finalmente, pode-se verificar que (2.23) tem, no méximo, n elementos. De
fato, de (2.16) e do Coroldrio 2.2 é simples verificar que N{0(ty)} C N{0(t1)} C
... C N{0(ty,)}, estritamente, o que leva a m < dim N{Og,.)} < n onde o
limite é devido ao fato que ©; € R*™*N):n /i Portanto,

tlim E{|7(t)]*} < ntlim o(t) =0
0

Os resultados anteriores permitem apresentar, a seguir, o principal resul-
tado da secao.

Teorema 2.2. (A,C,A) é W-detetdvel se e somente se (A, O,A) é MS-
detetdvel.

Prova. Necessidade. Considere o sistema ®, com G definido em (2.14) e
assuma que (A, C,A) é W-detetavel. De (2.15) e dos Lemas 2.8 ¢ 2.9 avalia-
se
tlim E{|z(t)]*} = tlim E{|zt)]} + tlim E{|Z(t)]*}
< lim e 2 B{|2(0)]*} + lim E{z@#)*} =0

Entao, (A + GO, A) é MS-estavel, de forma que (A, O, A) é MS-detetavel.
Suficiencia. Mostra-se que (A, O, A) ndo é MS-detetdvel quando (A, C, A)
nao ¢ W-detetével. Considere i € 8§ e x5 € N(O;) como no Corolario 2.3.
Para a condigao inicial z(0) = zy e #(0) = i, do Corolédrio 2.2 (ii) tem-se
que Qg (t) =0, t > 0. Entao, o termo GouyOgz(t) em (2.13) desaparece
e z(t) evolui de acordo com #(t) = Agpx(t) para qualquer G € M", de
forma que o sistema ®, comporta-se como sua versao de malha aberta ®, em
detrimento de como G é escolhido. Finalmente, do Corolario 2.3 tem-se que
lim; o E{|2(t)[*} # 0, o que permite concluir que nao hd G € M" para o
qual A + GO é MS-estavel, logo (A, O, A) nao é MS-detetédvel. O
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A relagao entre MS-detetabilidade e W-detetabilidade é estabelecida a
seguir.

Teorema 2.3. Se (A,C,\) é MS-detetdvel entiao (A,C,\) é W-detetdvel.

Prova. Segue da definicdo de O que N{0O;} C N{C;}. Partindo deste fato, é
simples verificar que, dado qualquer K € M™4, sempre existe G € MV tal
que G;0; = K;C;, v+ = 1,..., N; portanto, tem-se que MS-detetabilidade de
(A, C, A) implica na MS-detetabilidade de (A, O, A). O Teorema 2.2 completa
a prova. U

Note que o inverso da relacao expressa no Teorema 2.3 nao vale em geral,
sendo que é relativamente simples encontrar situagoes nas quais N{C;} C
N{O;}, estritamente.

Observacao 2.3 (Teste para MS-detetabilidade e W-detetabilidade). O Teo-
rema 2.2 permite testar W-detetabilidade de (A, C, A) através da verificacao
da MS-detetabilidade de (A, O, A). Visando uma diminuigdo na dimensiona-
lidade, pode-se alternativamente verificar se (A, 0’0, A) é MS-detetavel. A
seguinte forma computacional para o teste, escrita em termos de desigualda-
des matriciais lineares, segue diretamente da Proposigao 1.2 (v); veja também
(Rami e Ghaoui, 1996): MS-detetabilidade de (A, C, A) é equivalente a fac-
tibilidade do conjunto

nas varidveis X; € R" e L; de dimensoes apropriadas, i = 1,..., N.

Exemplo 2.2 (Comparando MS-detetabilidade, W-observabilidade
e W-detetabilidade). Considere o SLSM descrito por

I e s e

-1 1
Ci=Co=[0 1/4]; Ri=Ry=1 A= {5 _5}
Empregando as condigoes testaveis do Teorema 2.1 e da Observagao 2.3 res-

pectivamente, encontra-se que (A,C,A) é W-observéavel e (A, C,A) é MS-
detetavel. Agora, facamos

A= [_1 L } (2.25)
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de forma que a permanéncia no modo # = 2 é aumentada, sendo que este
modo nao é detetavel no sentido deterministico. Nesta situacao, perde-se
MS-detetabilidade. De fato, MS-detetabilidade depende dos valores da ma-
triz de taxa de transicao, enquanto W-observabilidade depende somente da
localizagao dos elementos nulos. Em outras palavras, MS-detetabilidade
depende dos tempos de permanéncia em modos detetaveis enquanto W-
observabilidade depende apenas dos modos que sao visitados. Nesse sentido,
W-observabilidade apresenta uma espécie de robustez a variacoes em A.

Um sistema estritamente W-detetavel pode ser obtido com uma pequena
modificagao: adicionamos um modo isolado § = 3 com uma matriz estavel
Az = %I associada e C3 = 0; evidentemente, a matriz de taxas de transi¢ao
fica

1 1 0
A=1]5 =50 (2.26)
0 0 0

Agora, sempre que 6y = 3, a trajetéria é (deterministicamente) estével e,
sempre que 0y = 1, 2, a trajetéria é W-observavel, o que indica que trajetérias
nao observadas sao estaveis e, assim sendo, alguma espécie de detetabilidade
deve valer. W-detetabilidade é o conceito que se adapta a esta perspectiva.
Das condicoes testaveis do Teorema 2.1 e da Observacao 2.3, pode-se verificar
que o sistema é W-detetavel mas nao é nem MS-detetavel nem W-observavel.

Exemplo 2.3 (Um SLSM simples, W-detetavel, nao MS-detetavel).
Neste exemplo, apresentamos um SLSM cujo vetor de estado é unidimensio-
nal e que é trivialmente W-detetavel, mas nao é MS-detetavel; a simplicidade
do sistema (unidimensionalidade) refor¢a o conservadorismo do conceito de
MS-detetabilidade. Seja N =2, n=1¢e

A =-2, 4,=2;C, =1 @:o;A:hl _11}

De (2.3) avalia-se O; = [1 — 5], Oy = [0 1] e do Teorema 2.1 conclui-se
que (A, C,A) é W-observavel. Note também que a condi¢do no Lema 2.7 é

trivialmente satisfeita. Por outro lado, do teste da Observagao 2.3 vem que
(A, C, A) nao é MS-detetavel.

Observagao 2.4. Pode-se mostrar que a matriz O; é de posto completo se
o par (4;,C;) é observdvel. Deste resultado e do resultado do Lema 2.3,
conclui-se que uma condigao suficiente para W-observabilidade de (A, C, A)
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consiste em que o par (A4;, C;) seja observavel e \j; > 0 para todo j # i. Por
exemplo, este é o cenario no Exemplo 2.3.

Observagao 2.5. Considere o SLD descrito por (A;, C;) e lembre que O(A4;, C;)
denota a matriz de observabilidade deste SLD. Sabe-se que detetabilidade de
(Ai, O(A;, C;)) é equivalente a detetabilidade de (A;, C;). Esta propriedade
nao é refletida no conceito de MS-detetabilidade, ja que do Teorema 2.2
vem que MS-detetabilidade de (A, O, A) é equivalente a W-detetabilidade de
(A,C,A), a qual é mais geral do que MS-detetabilidade de (A, C,A). W-
detetabilidade, por outro lado, apresenta esta propriedade:

(A, C,A) W-detetavel < (A, O,A) W-detetavel

Uma demonstragao concisa ¢ como segue. Sejam C =00eo0 conjunto
de matrizes de observabilidade O associado a C, obtido empregando (2.3).
Procedendo de forma similar ao Lema 2.2, pode-se verificar que N{O} =
N{O}. Entao, escreve-se:

(A, C,A) Wdt < (A,0,A) MSdt < (A4,0,A) MSdt < (A4,0,A) Wdt

sendo que a segunda equivaléncia segue da relacao entre os espacos nulos
acima e as demais vem diretamente do Teorema 2.2.

Observagao 2.6. Nos casos degenerados nos quais A = 0, pode-se mostrar
que W-detetabilidade é equivalente a MS-detetabilidade. Esta relagao é ex-
plicada pelas equivaléncias a seguir; a maioria delas é simples de verificar e
¢é apresentada sem referéncias. Utiliza-se uma notacao concisa e evidente;
lembre que O(A;, C;) denota a matriz de observabilidade do SLD descrito
por (A;, Cy).

(i) MSdt(A,C,A) < det(A;,C;),Vi & det(A;, O(A;, Cy)), Vi,

(i) N(O(A;, C3)) = N(0y), Vi

(iii) det(A;, O(A4;, Cy)) < det(A;,0;) .

(iv) det(A4;,0;), Vi < MSdt(A, 0,A) & Wdt(A,C,A) (Teo. 2.2);






Capitulo 3

W-Detetabilidade e o problema
Linear Quadratico

Neste capitulo, obtemos resultados sobre o conceito de W-detetabilidade no
contexto do problema LQ e das EARA. A estrutura do capitulo é descrita a
seguir.

Na Secao 3.1, apresentamos o papel que o conceito de W-detetabilidade
cumpre no problema L(Q com saltos. No principal resultado da se¢ao, mos-
tramos que o conceito de W-detetabilidade vincula a MS-estabilidade de
uma trajetéria com a finitude do funcional de custo associado (veja o Lema
3.1). Destacamos que isto significa que W-detetabilidade é o conceito mais
geral que garante MS-estabilidade de solucoes, ja que, ao se afrouxar este
conceito, o vinculo acima mencionado deixa de existir e, conseqiientemente,
existe ao menos uma trajetéria MS-instavel com custo associado finito. Fri-
samos, ainda, que este resultado recupera a Propriedade V mencionada na
Secao 1.

Em seguida, na Secao 3.2, voltamos nossa atencao ao problema LQ com
observagao da variavel de salto #, o qual conta com uma teoria bastante
desenvolvida em relagao ao caso sem observacao de #. Neste contexto, mos-
tramos que o conceito de W-detetabilidade é invariante a realimentagao nos
termos do Lema 3.2, bem como que o conceito assegura que a solugao do
problema LQ é MS-estavel. Também apresentamos o papel do conceito de
W-detetabilidade no contexto das EARA associadas ao problema LQ, que é
o de assegurar MS-estabilidade de solugoes e, indiretamente, unicidade, com
isto recuperando a Propriedade VI. Ainda, mostramos que um sistema é W-
detetavel se e somente se a solugao minima das EARA ¢ estabilizante, o que
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recupera a Propriedade VII. Algumas propriedades adicionais sao apresen-
tadas, entre as quais destacamos a caracterizagao de que a solucao minima
das EARA ¢é positiva definida se e somente se o sistema é W-observavel.
Exemplos ilustrativos sao apresentados na Segao 3.3.

3.1 W-detetabilidade e o vinculo entre MS-
estabilidade de trajetdrias e a finitude do
custo linear quadratico

Considere o funcional de custo

W(X) = lim W'(X) (3.1)

t—o0

O resultado a seguir estabelece um paralelo para SLSM da Propriedade
V citada no Capitulo 1.

Lema 3.1. (A,C,A) é W-detetdvel se e somente se, para qualquer condigdo
inicial X (0) = X, W(X) < oo assegqura que || X (t)|| — 0 enquanto t — oo.

Prova. Necessidade. Sejam t;, 74, 0 € v como na Definicao 2.5. Procede-se
por contradigao, assumindo que lim;_, || X (t)|| # 0. Nesta situagao,

IX @) = B¢ X (0)] (3.2)

para algum 0 < 8 < 1 e algum ¢ > 1 (veja a Proposi¢ao 1.2). Defina a
seqiiéncia N = {ng,ny,...} onde ng = 0 e cada n,,, m = 1,2,... sdo os
menores inteiros tais que n,, > n,_1 €

[ X (i + 1) 7a) | = 8[| X (1 7a) |
E simples verificar que, se o numero de elementos de N for finito, entao

lim || X(m7y)]| =0

m—o0
o que contradiz (3.2) e, portanto, mostra que N tém um numero infinito
de elementos. Assim sendo, pode-se tomar uma subseqiiéncia com infinitos
elementos N = {1, Wy, - - -} onde g = mg =0 e cadamy, k=1,2,...,é



Capitulo 3. W-Detetabilidade e o problema Linear Quadratico 35

o menor inteiro tal que n,,, > Ny, , +max{1, (t4/74)}. Sendo que (A, C,A)
¢ W-detetavel por hipotese, pode-se avaliar

T K’ nkad—i-td
wT(x) = / < X(1),C'C > dr > Z/ < X(7),C'C > dr
0 k=0 v "'myTd
K’ k'
=Y WX (7)) = DY 1X (0, 70|
k=0

k=0

k/
>y BT X (0)]] =y B¢ (K 4 1) (| X (0)]]

k=0

sendo k' definido como sendo o menor inteiro tal que Ny Ta +ta < T, de
forma que k' — oo enquanto 7' — oo e, logo, W(X) = oo, completando a
prova por contradicao.

Suficiéncia. A prova é imediata: da hipétese vem que || X (¢)|| — 0 enquanto
t — oo sempre que W(X) = 0 e o Lema 2.6 completa a prova, lembrando
que W*(X) = J>*(X). O

Corolario 3.1. Seja (A,C,A) W-detetdvel. Se W(X) < oo para qualquer
condi¢ao inicial X (0) = X, entao (A, A) é MS-estdvel.

Observacao 3.1. O Lema 3.1 e o Corolario 3.1 permitem afirmar que W-
detetabilidade é a condigao mais fraca que assegura MS-estabilidade de sis-
temas com custo associado finito. De fato, se W-detetabilidade nao valer,
entao do Lema 3.1 vem que existe uma trajetéria MS-instavel com custo
associado finito.

Observagao 3.2. Note que W (z, ) < oo ¢ quivalente a [ E{||y(t)||*}dt <
oo ou, ainda, E{|y(t)|} — 0 enquanto ¢t — oo. Assim sendo, do Lema 3.1 vem
a interpretacao de que W-detetabilidade associa a convergéncia do estado a
da saida, na média quadratica.

3.2 W-detetabilidade e o problema LQ com
saltos

Nesta secao, considera-se o problema L() com saltos e com observagao com-
pleta de estados, isto é, do estado continuo x e de #. De forma sucinta, o
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problema consiste na otimizagao de um funcional de custo quadratico, como
segue:

J(a:o,eo):ir(lgExoﬂo{ / (x(T)'C(;(T)Cg(T)x(T)+u(T)/R9(T)u(T))dT} (3.3)
u(- 0

onde u(t) = g(s,x(s),0(s)), s < t, é uma funcao F;-adaptada e as matrizes
R; pertencem a uma dada colecao de matrizes R =€ M"*.

No problema LQ, usualmente se requer que o sistema seja MS-estabilizado.
Uma possivel forma de acomodar esta condicao é através da imposicao de
uma classe de controles estabilizantes Kg; isto é empregado, por exemplo,
em formulagoes utilizando desigualdades matriciais lineares, como em (Costa
e Marques, 2000) ou em (Costa et al., 1997) no caso a tempo discreto.

Por outro lado, a condicao mencionada acima ¢é de dificil acomodacao
quando o problema é solucionado utilizando EARA. Neste cenério, é mais til
garantir que as solugoes sejam estabilizantes, a priori. Como veremos nesta
secao, este é justamente o papel fundamental do conceito de W-detetabilidade
no problema LQ com saltos. Antes, necessitamos de alguns resultados preli-
minares.

E bem conhecido que, para o problema LQ com saltos formulado acima,
a solucdo 6tima ¢ na forma u(t) = Gyyx(t), o que consiste em uma reali-
mentacao linear de estado dependente da varidvel de salto. Neste contexto,

pode-se considerar, sem perda de generalidade, a seguinte versao em malha
fechada do SLSM:

Ge (1) = (Aowy + BoryGow) () (3.4)

onde B € M™" é dado e G € M"™™ é considerado como um controle de rea-
limentagao de estado. O funcional de custo quadratico de horizonte infinito
associado é

T
Jo(X) = lim < X(1),C'C+G'RG > dr (3.5)

t—oo 0
sendo R € M"". Na seqiiéncia, Lg refere-se ao operador L associado ao

sistema em malha fechada com ganho G, formalmente,

N
Lai(U) = AU+ UiA;i + > AyU; (3.6)

j=1
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sendo A\Z = A; + B;G; para cada i. A mesma notacao aplica-se a Tg.

A primeira questao que surge é se um sistema em malha aberta W-
detetédvel, (A, C, A), é garantidamente W-detetdvel em malha fechada, (A +
BG,C, A); em outras palavras, questiona-se se W-detetabilidade é invariante
a realimentacao. O lema a seguir responde esta questao em uma forma ttil
para referéncia posterior.

Lema 3.2. Seja (A, C, A) W-detetdvel. Entdo, (A+BG, (C'C+G'RG)'Y?, )
¢ W-detetdvel para qualquer G € M™" ¢ R € M"t.

Prova. Nesta prova, T e W referem-se ao sistema ®, e Tg e W referem-se
ao sistema ®.; X(-) representa a trajetéria do sistema ®.. Mostra-se que
| X (t)|]] — 0 enquanto ¢t — oo sempre que WZ (X) = 0. O Lema 2.5 permite
concluir que, para todo t > 0,

t
0=WLX) = / < X(71),(C'C + G'RGYY*(C"C + G'RG)Y? > dr (3.7)
0

t t
- / < X(r),C'C +G'RG > dr > / < X(7),G'RG > dr
0 0

e da positividade do produto interno, vem que < X(t), G’RG) >= 0 para
quase todo t > 0. Da continuidade de X (-) e do produto interno, avalia-se

< X(t),'RG) >=< RV?GX(t)*? RV*GX(t)Y? >=0

para todo t > 0 e, sendo R; > 0, tem-se que G;X;(t) = 0, para todo t > 0 e
1. Entao, escreve-se

N

Tai(X (1) = AX(t) + XA+ NiX;
j=1
N

J=1

para todo t > 0, e, levando em conta a Proposicio 1.1 com A; = (A; + B;G,),
t=1,..., N, tem-se que as trajetérias dos sistemas &, e ¢ coincidem sempre
que as condigoes iniciais coincidirem. Nesta situacgao,

WH(X) =Wg(X) =0

e a detetabilidade de (A,C,A) assegura que || X(¢)|] — 0 enquanto t —
0. 0
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Observacao 3.3. Note que a estrutura de observacao de estados nao é fun-
damental na prova do lema anterior. Na verdade, o resultado de invarian-
cia a realimentacao ¢ véalido para qualquer realimentacao linear de estado;
um exemplo é o caso em que se adota uma classe de controles na forma
u(t) = G(t)x(t) em virtude de nao se observar §. Note também que o fato de
as matrizes R; serem positivas definidas é fundamental. Caso esta condigao
seja violada, entao é simples encontrar situagoes nas quais o resultado nao
valha; mesmo considerando um SLD, tem-se que o controle pode instabilizar
um modo originalmente estavel, sem o tornar observavel. Esta é justamente
a condicao fundamental para a invariancia: sempre que o controle instabilize
uma trajetéria, ele deve torné-la observada no sentido apropriado.

A seguir, formaliza-se que W-detetabilidade serve para garantir estabili-
dade de solugoes.

Lema 3.3. Considere o sistema em malha fechada ®. com um controle de
realimentacao linear de estado G € M"™". Seja (A,C, ) W-detetdvel. Se
Je(X) < 0o para qualquer condi¢ao inicial X (0) = X, entao (A+ BG,A) ¢
MS-estavel.

Prova. Nesta prova, W refere-se ao sistema descrito por (A + BG, (C'C' +
G'RG)Y2,A). Do Lema 3.2 vem que (A + BG,(C'C + G'RG)'/?) é W-
detetédvel e, notando que Wg(X) = Jg(X) < oo, o resultado desejado vem
do Corolario 3.1, com as identificagoes apropriadas. O

Considere, agora, as EARA associadas ao problema LQ,
L,(P)— PB;R;'B/P,+C/C; =0, i=1,...,N (3.8)

sendo a varidvel P € M™. Na proposicao a seguir, para referéncia posterior,
apresenta-se a relacao entre a solugao das EARA e o problema LQ (Fragoso
e Baczynski, 2001; Costa et al., 1999; Ji e Chizeck, 1990a).

Proposicao 3.1. Seja P uma solugao das FARA e defina G € M"™™ como
Gi; = —R;'B/P; para todo i = 1,...,N; entdo, Jg(xo,00) = x4 Payx0. Além
disto, se P € uma solu¢ao minima das EARA, entdo infgenrran Jo(2o,60) =
xy Py .

Assim sendo, sempre que ha uma solucao P para as EARA, tem-se
Ja(xo,0y) = xyPp,xg < 0o e o Lema 3.3 garante, sob a hipdtese de W-
detetabilidade, que (A + BG,A) é MS-estdvel. Nestes casos, dizemos que a
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solugao das EARA é MS-estabilizante, conforme formalizado a seguir; veja
também (Costa e Fragoso, 1995; do Val et al., 1999; Ji e Chizeck, 1990b; Rami
e Ghaoui, 1996).

Definigao 3.1 (Solugao estabilizante). Se P € M" satisfaz as EARA
em (3.8) e se G € M"" definido por

Gi=-R'B/p, i=1,...,N (3.9)

é tal que (A + BG,A) é MS-estavel, entao P é denominada uma solugao
MS-estabilizante das EARA.

W-detetabilidade também serve, indiretamente, como garantia de unici-
dade de solugoes das EARA. De fato, sabe-se que o conjunto de solugoes MS-
estabilizantes das EARA tem, no méximo, um elemento (Costa et al., 1999).
Sob a hipdtese de W-detetabilidade, o conjunto de solucoes coincide com
o conjunto de solucoes MS-estabilizantes e, conseqiientemente, a unicidade
¢ estendida ao primeiro conjunto. Mencionamos que estes resultados recu-
peram a Propriedade VI do Capitulo 1; os resultados sao sintetizados na
proposicao a seguir.

Proposicao 3.2. Seja P € M™ uma solugio das EARA. As sequintes im-
plicacoes valem:

(i) (A,C,A) é W-detetavel = (ii) P é uma solu¢iao MS-estabilizante das
FEARA = (iii) P € a unica solugdo das EARA = (iv) P € a solugao dtima
no sentido que ela proporciona a solucao do problema L().

Na seqiiéncia, apresenta-se uma caracterizacao para o conceito de W-
detetabilidade em termos da solucao minima das EARA, a qual recupera
a Propriedade VII mencionada no Capitulo 1. O resultado baseia-se na
caracterizacao apresentada adiante dos espagos nulos da solu¢ao minima das
EARA em termos do conjunto de matrizes de observabilidade O, analoga a do
Lema 4.1 para SLD. Resultados preliminares sobre o funcional de custo serao
necessarios; o resultado a seguir ¢ uma conseqiiéncia direta dos resultados do
Corolério 2.1.

Proposigao 3.3. Considere o sistema ® com condi¢do inicial x(0) = v € R”
e 0(0) =i € 8. Entio, x € N(O;) se e somente se

T
E{ /0 x(T)'og(T)ce(T)x(T)dT} | =0, VT >0, (3.10)
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A relagao entre o conjunto de matrizes O e o custo 6timo J(-) é dada
adiante.

Lema 3.4. Sejamx € R", i € § e R € M"". Entao, x € N(O;) se e somente
se J(x,i) =0.

Prova. Necessidade. u(t) =0, t > 0, é um controle admissivel. Entao, dado
x € N(O;), pode-se empregar (3.10) para avaliar

S§— 00

0< J(z,i) < lim E{/O x(T)’CémCe(T)x(T)dT}’u:o =0

Suficiéncia. J(z,7) = 0 leva a u(t) = 0 P - quase certamente (q.c.) e t-q.c.,
de forma que (3.10) também vale para este u(-) e a trajetdria correspondente
z(+). A Proposigao 3.3 completa a prova. O

A relagao entre os espacos nulos da solugao minima das EARA e o con-
junto de matrizes de observabilidade é como segue.

Lema 3.5. Seja P a solugao minima das EARA. Entao, N{P;} = N{0O,},
i=1,... . N.

Prova. Da Proposigao 3.1, z € N{P;} é equivalente a J(z,i) = 2’Pix =0 o
que, de acordo com o Lema 3.4, é equivalente a x € N{0O,}. a

Observagao 3.4. Em (Morozan, 1995, Proposition 9 ), demonstra-se que W-
observabilidade de (A, C,A) é uma condicao suficiente para que as solugoes
das EARA sejam positivas definidas. O mesmo resultado vem diretamente
do Teorema 2.1 e do Lema 3.5. Além disto, aqui facilmente se obtem que a
condicao é também necessaria.

Lema 3.6. Seja P a solugao minima das EARA. Entdo, (A,C,\) é W-
detetdvel se e somente P € uma solucao estabilizante.

Prova. Necessidade: segue de imediato da Proposicao 3.2.

Suficiéncia: mostra-se que a solucao nao é estabilizante se o sistema nao
for W-detetavel. Nesta situacao, do Lema 2.7 vem que existe uma condicao
inicial g, 6y, com zy € N{Og,}, tal que lim; ., E{||z(t)||*} # 0, sendo z(t)
a trajetéria do sistema em malha aberta. Além disto, do Corolério 2.2 (ii),
vem que z(t) € N{Ogyq)}, para todo t > 0. Agora, do Lema 3.5 vem que
N{P;} = N{O;}, e tem-se u(t) = R;'B/Px(t) = 0, para todo t > 0, o
que significa que o controle obtido através da solugao minima nao altera a
trajetoria x(t) MS-instdvel e nao fracamente observada. O
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Observacao 3.5. O Lema 3.6 estabelece que se um sistema nao é W-detetavel,
entao a solugao minima das EARA nao é MS-estabilizante. Em conexao com
os comentarios do inicio da Secao 3.2, caso MS-estabilidade seja requerida,
ela deve ser imposta como uma restricao adicional, por exemplo através da
imposi¢ao de uma classe estabilizante K.

Exemplos ilustrando os resultados dos Lemas 3.5 e 3.6, bem como a Ob-
servacao 3.4, sao encontrados na Secgao 3.3.

Finalizando a secao, apresentamos um teorema em uma forma freqiien-
temente encontrada na literatura, a qual apresenta a caracterizacao do pro-
blema LQ sob hipéteses de detetabilidade e estabilizabilidade. Obviamente,
a novidade aqui ¢ a utilizacao de W-detetabilidade substituindo outros con-
ceitos mais antigos e restritivos. A prova é omitida, sendo que os resultados
ja se encontram detalhados ao longo da secao.

Teorema 3.1. Considere o sistema
.iE(t) = Ag(t)x(t) + Bg(t)u(t) (3.11)
o funcional de custo de horizonte infinito J*(X) e as EARA associadas, na

varidvel P € M™0:

N
AP+ PA; + > \jPj — PBR7'BIPi + Q; = 0 (3.12)

j=1

Seja (A, Q%) W-detetdvel. Entdo, as sequintes afirmativas valem:

(i) Erziste uma solugio P € M"™ de (3.12) se e somente se o sistema ¢é
MS-stabilizavel.

(i) Se P € a solugdo de (3.12), entao ela € unica. O controle dtimo de
realimentacao linear de estado

u(t) = —R;'BlPx(t), sempre que 0(t) =i (3.13)
€ tal que
tlim E{|z(t)]*} =0
3.3 Exemplos ilustrativos

Inicialmente, ressaltamos que as solucoes minimas e as MS-estabilizantes,
nos exemplos a seguir, sao encontradas utilizando o Método II apresentado
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no préoximo capitulo e o método encontrado em (Costa et al., 1999), respecti-
vamente. Denomina-se P como sendo uma solucao definida positiva quando

P e M.

Exemplo 3.1 (Solugoes miltiplas das EARA). Considere a seguinte
versao do SLSM descrito no Exemplo 2.2:

A — [5 1/2} A= {1 1/4} B — HQ} B [3

e 1 0 2 ﬂ? (3:14)

-1 1
Ci=Cy=1[0 1/4]; 31_32_1,/\_{5 _5}

com d =1 e e =0. Da condi¢ao testavel da Observacao 2.3, verifica-se que
(A, C,A) nao é W-detetavel e, conseqiientemente, o sistema nao é nem W-
observavel nem MS-detetavel. Este é um contexto interessante para analisar
as solucoes das EARA.

De inicio, apresentamos a solu¢ao minima

0 0 0 0
Bi= {0 0.6580} 2= {0 0.8240} (3:15)

Utilizando o teste de estabilidade da Proposicao 1.2 (v), verifica-se que (A, A)
com A; = A, —BiR;'B!P;,i=1,...,5, ndo é MS-estével, o que significa que
a solucao P acima nao é MS-estabilizante. Outra caracteristica interessante
é que N{P;} =N{0O;}, i = 1,2 (veja o Lema 3.5).

Outra solucao das EARA é

(3.16)

p [ 5335 —8.977 p [ 2273 —10.00
L7 18977 2685 | "2 |—10.00 6.820

a qual é MS-estabilizante e, assim sendo, é a Unica solu¢ao MS-estabilizante.

Este exemplo ilustra que as solucoes das EARA podem ser multiplas e
nao MS-estabilizantes, quando o sistema nao é W-detetavel. Mencionamos
também que o fato de a solucao minima nao ser estabilizante é esperado,
para sistemas nao W-detetdveis, conforme estabelecido no Lema 3.6.

O sistema no Exemplo 3.1 nao é W-detetdavel e a solucao das EARA nao
¢ unica nem MS-estabilizante. Nos exemplos a seguir, introduzimos modifi-
cagoes com as quais o sistema ¢ W-detetavel e estudamos o comportamento
da solucao.
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Exemplo 3.2 (Solugao tnica, MS-estabilizante e semidefinida posi-
tiva das EARA). Considere o SLSM no Exemplo 3.1 com 6 < 0 e e =0
Com esta alteragao, estabilizam-se as trajetdérias nao observadas, fazendo
com que (A,C,A) seja W-detetavel e a solucao das EARA associadas seja
tnica e MS-estabilizante (veja a Proposi¢ao 3.2 ou o Teorema 3.1).

Uma vez que (A, C,A) ndo é W-observavel, solugdes definidas positivas
nao satisfazem as EARA (veja a Observagao 3.4). Neste exemplo, a solugao
semidefinida positiva em (3.15) é valida para qualquer 6 < 0; note que o
espago gerado pelo vetor u = [1 0]’ ndo é observado.

Exemplo 3.3 (Solugao unica, MS-estabilizante e definida positiva
das EARA). Seja o SLSM do Exemplo 3.1 com 6 = 1 e € # 0. Nesta
configuragao, (A,C,A) é W-observavel. A solugdo das EARA é tnica, MS-
estabilizante, definida positiva (veja a Observacdo 3.4) e aproxima-se de P
em (3.16) na medida em que € — 0. Denotando por P(¢) a solugdo minima
das EARA para enfatizar a dependéncia em €, observa-se que P(e) nao é
continua em € = 0.






Capitulo 4

Métodos de solucao para as

EARA

Considere as EARA na varidvel P € M™, com R € M"" dado,

N
AP+ P,A; — PBR;'B{Pi + CiC; + Y NP =0, i=1,...,N (41)

J=1

que surgem no problema L(Q) associado ao SLSM, conforme descrito na Secao
3.2.

Existe um nimero considerdavel de métodos de solugao para as EARA
na literatura de SLSM. Entre os métodos disponiveis, citamos aqueles em
(Abou-Kandil et al., 1994; do Val et al., 1999; Gajic e Borno, 1995; Gajic
e Losada, 2000), os quais empregam recursoes de equagoes de Lyapunov
desacopladas ou de equagoes de Riccati desacopladas (EARD), e aqueles em
(Rami e Ghaoui, 1996; Costa et al., 1999), que utilizam-se de formulagoes
com desigualdades lineares matriciais (LMIs).

Apesar da variedade de métodos disponiveis, ainda ha ao menos duas
lacunas a serem preenchidas. A primeira delas surge com a introducao do
conceito de W-detetabilidade e consiste na inexisténcia de métodos que pos-
sam ser utilizados em SLSM W-detetdveis. A segunda consiste na falta de
métodos baseados em iteragoes de EARD que convirjam para a solu¢ao mi-
nima das EARA se e somente se uma solucao existir, dispensando condicoes
adicionais.

Neste capitulo, propoem-se dois métodos de solucao para as EARA que vi-
sam a preencher, respectivamente, cada uma das lacunas mencionadas acima.

45
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Na seqiiéncia, apresentamos uma breve descricao destes métodos e dos resul-
tados obtidos.

O primeiro método é denominado Método I e abordado na Secao 4.2.
Para o seu desenvolvimento, escolheu-se como ponto de partida o método em
(do Val et al., 1999), o qual nao requer condigoes especiais de inicializagao e
apresenta alta taxa de convergéncia, em relagao a outros métodos. O método
em (do Val et al., 1999) é baseado em iteragoes em k e i das seguintes EARD
nas varidveis ZF:

.. !/ ..
<AZ- + %1) 7k + 7k (AZ- + %1) — ZFB,R7BIZF + CIC + EF =0 (4.2)
sendo &¥ uma funcdo de Z¥, ..., ZF |, ZF ', ..., Z) ", Por outro lado, quando
se tenta empregar este método em sistemas que sao estritamente W-detetaveis,
surge o problema de que a unicidade de solugao de (4.2), fundamental em
(do Val et al., 1999), ndo pode ser assegurada sob a condigao mais geral de
Wh-detetabilidade, veja a Observagao 4.2.

Visando a superar esta dificuldade, modificamos o método em (do Val
et al., 1999) através da introducao de certos termos dependentes de um para-
metro k. Para este novo método, no Lema 4.2 mostramos que (A; +H%I, 0))
é detetével e, além disto, mostramos no Lema 4.4 que N(Z¥) c N(O;) vale
para k > n?N e k > 1. Combinando estes fatos, é possivel demonstrar que
(A; + k31, CIC; + EF) é detetdvel apds n?N iteracdes do método e, assim
sendo, as solugoes das EARD sao tinicas (veja o Lemma 4.6). Estes resultados
permitem mostrar que o Método I converge se e somente se o sistema é MS-
estabilizavel, assumindo que (A, C, A) é W-detetdvel, independentemente da
escolha da condicao inicial (veja o Teorema 4.1). Desta forma, estabelece-
mos um vinculo entre a convergéncia do método e a MS-estabilizabilidade do
sistema.

Também é importante mencionar que o método original em (do Val et al.,
1999) é recuperado com k = 1, de forma que a taxa de convergéncia pode ser
arbitrariamente aproximada a do método em (do Val et al., 1999) através de
um ajuste apropriado de k.

Com respeito ao segundo método, intitulado como Método II e abordado
na Secao 4.3, tem-se que ele consiste em uma generalizacao do método em
(Abou-Kandil et al., 1994), no sentido de que recupera este tltimo se as
condigoes que 14 aparecem (condigoes desacopladas de estabilizabilidade dos
pares (A; + (1/2)(A\i;), B;) e detetabilidade dos pares (A4; + (1/2)(\i;), Cy))
forem verificadas. De fato, o método surge com a constatacao de que as
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condigbes desacopladas consideradas em (Abou-Kandil et al., 1994) sempre
podem ser verificadas, a partir de um aumento na dimensionalidade do SLSM.
Neste sentido, veja a Nota 1.1 e a Observacao 4.3.

Conforme antes descrito, o Método II é o tinico que emprega iteracoes
de EARDs e que converge para a solugao minima das EARA se e somente
se uma solucao existe, nao necessitando de qualquer condicao adicional. Es-
tas caracteristicas tornam-no interessante para aplicacao em casos nos quais
o sistema nao ¢ W-detetavel e em que nao se requer MS-estabilidade da
solugao; exemplos destes casos sao aqueles em que se procuram limitantes
inferiores para o funcional de custo ou em que se deseja verificar a existéncia
de solugoes para as EARA. Vale comentar que ha apenas um outro método
disponivel na literatura que pode ser empregado nos mesmos casos; este mé-
todo é encontrado em (Rami e Ghaoui, 1996), e emprega uma formulagao
com LMIs, as quais sao numericamente mais delicadas.

Finalmente, salientamos que os métodos apresentados neste capitulo, em
adicao a outros métodos disponiveis, completam um conjunto de métodos de
solucao para EARA que varrem as situacoes de interesse: quando o SLSM é
W-detetavel, o Método I pode ser usado; quando o SLSM nao ¢ W-detetavel
e nao se buscam solucoes MS-estabilizantes, o Método II ¢é aplicavel; por
ultimo, quando o SLSM nao ¢ W-detetavel e busca-se uma solucao MS-
estabilizante, entdo o método em (Costa et al., 1999) pode ser empregado,
o qual utiliza uma formula¢ao com desigualdades lineares matriciais (LMIs)
que permite incorporar a condicao de MS-estabilidade.

Exemplos numéricos e comparacgoes sao encontrados na Secao 4.4; citamos
também que o Método II é empregado nos Exemplos 3.1 a 3.3.

4.1 Resultados basicos para SLD

Os resultados nesta secao sao apresentados para facilitar a referéncia. Lembre
que O(A;, C;) é amatriz de observabilidade do sistema deterministico descrito
por (Aw Cz)

A estabilizabilidade do par (4;, B;) e a detetabilidade do par (A;, C;)
referem-se aos conceitos deterministicos usuais; lembre-se, da teoria de SLD,
que (4;, Cy) é detetével se lim, ., etz = 0 para cada z € N(OQ(A;, C;)).

Considere a EARD na variavel P, € R"

AP+ P,A; — PB;R;'B/P; + CiC; =0 (4.3)
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Proposicao 4.1. Seja o par (A;, C;) detetdvel. Entdo a EARD em (4.3) tém
uma solugao P; € R™ se e somente se (A;, B;) € estabilizavel; além disto, P;
¢ a unica solugao de (4.3).

Lema 4.1. Assuma que P; € R™ satisfaca a EARD em (4.3). Entao,
N{P} € N{O(4;, Ci)} (4.4)

Prova. A prova é trivial para dimensao n = 1. Para n > 1, apresentam-se
apenas os argumentos principais da prova. Considere o SLD & = Ax + Bu
e o funcional de custo J*(z) = infy.) [~ (2(7)'CiCiz(T) + u(t) Riu(T))dT
definido para x(0) = x. Da Proposicao 3.1, tem-se que

0<J®(z) <2'Px

de forma que x € N{P;} leva a J®(z) = 0. Entao, tomando o sistema
® com A = 0, pode-se verificar que J>®(z,i) = J>®(x) = 0 e do Lema
3.4 vem que z € N{O;}; finalmente, é simples verificar por inspecao que
N{OZ} = N{@(AZ, Cz)} sempre que >\zz =0. O

Lema 4.2. Seja k > 1. As sequintes afirmagoes valem:
(i) (A, B, \) é MS-estabilizdvel = cada par (A;+rk221, B;) € estabilizdvel;
(ii) (A,C,A) é MS-detetdvel = cada par (A; + k321, C;) € detetdvel;
(iii) (A, C,A) é W-detetdvel = cada par (4; + K221, 0;) € detetduvel.

Prova. (i) e (ii) sao adaptados do Remark 2.1 de (do Val et al., 1999). (iii)
¢ imediato do Teorema 2.2 e da afirmacao (ii).
U

4.2 O Método I para solugcao das EARA

O Método I, proposto e estudado nesta secao, emprega recursoes de um
conjunto de EARDs, como segue:

Método I.
Passo 1. Ajuste arbitrariamente Z° = (Z9,...,2%) e M e k > 1.
Passo 2. Para k=1,2,...ei=1,2,..., N, calcule recursivamente

i 2\ Nii - 5
(AZ-H?J) AR <Ai+m71) —Z¥BRTBIZI 4+ CICH-E(ZF) = 0 (4.5)
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sendo ZF = (Z%, ..., Z%,) definido como
zk, j=1,.. .01,
Zh=q (1 —-r)ZEY, =4, (4.6)
zZ! j=i+1,...,N.
Nesta secdo, denota-se por 2% = (ZF, ... Zk) a seqiiéncia gerada pelo
Método 1.

O principal resultado do capitulo é apresentado a seguir.

Teorema 4.1. Seja (A, C,A) W-detetdvel. Entao, as sequintes afirmagoes
sao equivalentes:

(i) (A, B,\) é MS-estabilizdvel;

(ii) ZF converge para algum 2°° € M™ enquanto k — oo;

(i11) Z° = P, a solugao unica e MS-estabilizante das EARA.

Os resultados encontrados na seqiiéncia sao necessarios para a prova do
Teorema 4.1, apresentada na Secao 4.2.2.

Observagao 4.1. A condi¢ao (ii) do Teorema 4.1 proporciona um teste de
MS-estabilizabilidade; a condicao de W-detetabilidade pode ser satisfeita a
priori fazendo C; = 1,1 =1,..., N.
Observagao 4.2. O Método I é uma adaptagao do método apresentado em (do
Val et al., 1999). De fato, o método em (do Val et al., 1999) é recuperado
quando se faz k = 1 no Método I. Em (do Val et al., 1999), assumindo
que o sistema é MS-estabilizavel e que a condicao de MS-detetabilidade ou
detetabilidade no sentido deterministico de cada par vale, mostra-se que o
método converge para a tnica solugao P € M™ de (4.1). A prova baseia-se
no fato de que qualquer das hipéteses mencionadas acima assegura que cada
par ((A; + 221),C;) é detetdvel e, conseqiientemente, a EARD (4.5) com
k = 1 tem uma tnica solucao; unicidade é fundamental nos argumentos das
provas.

Entretanto, W-detetabilidade ndo garante que cada par ((4; + 221), C;)
seja detetavel. De fato, é simples encontrar contra-exemplos: seja o sistema
unidimensional definido por

A =1, Ay =0,C,=0,Cy=1,A = [‘11 _11] (4.7)

Pode-se verificar que O; é de posto completo, para ¢ = 1,2, de forma que
(A,C,A) é (trivialmente) W-detetdvel. Em contrapartida, o par (A; +
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AT Cy) = (1/2,0) nao é detetdvel. Também mencionamos o sistema do
Exemplo 2.1, o qual ndo apresenta nenhum dos pares ((A; + 2i1), C;) dete-
tavel, apesar de ser W-observavel.

Concluindo, a prova de convergéncia do método em (do Val et al., 1999)
nao pode ser aplicada no caso em questao.

4.2.1 Unicidade da seqiiéncia

Nesta se¢ao, procuramos estabelecer a unicidade de solu¢do da EARD (4.5),
através de uma perspectiva diferente daquela em (do Val et al., 1999): mostra-
se que cada par (4; +r221, CIC;+ €:(ZF)) ¢ detetével para valores suficiente-
mente grandes de k, e utiliza-se a Proposicao 4.1 para mostrar que a EARD
tem uma unica solugao, nesta situagao.

Lema 4.3 (Estados Absorventes). Considere o sistema ®. Sejam (A, C, A)
W-detetdavel e N\j; = 0 para algum i € §. Entdo, o par (A;, C;) € detetdvel.
Prova. Procede-se por contradigao, assumindo que o par (A;, C;) nao é dete-
tével, ou seja, assume-se que lim,_,o, ez # 0 para algum 2z € N{O(A;, C;)}.
Considere o sistema ® com \;; = 0 e a condicao inicial zo = z e 6y = 7. Nesta
situagdo, tem-se claramente que E{z(t)} = %'z, levando a

Jim B{jz(t)} #0 (4.9

Por outro lado, é facil inspecionar que N{O;} = N{O(A;, C;)} sempre que
Ai; = 0. Entao tem-se que zg € N{O;} e, tendo em vista (4.8), conclui-se que
(A, C, A) nao é W-detetdvel, completando a prova por contradigao. O

Lema 4.4. Considere o sistema ® e a seqiiéncia ZF,k > 0 gerada pelo Mé-
todo 1. Seja (A, B, A) MS-estabilizavel e (A, C,\) W-detetdvel. Entao,

N{ZF} c N{O;}, Vk>n®’N (4.9)
A prova do Lema 4.4 necessita do resultado adiante, utilizado em um argu-

mento indutivo no fndice & para demonstrar que N(Z¥) ¢ N(2F1 0,0,(m)),
i=1,...,N. Recorde-se que as matrizes O sdo como em (2.3).

Lema 4.5. Seja (A, B, ) MS-estabilizavel e (A, C, \) W-detetdvel. Assuma
que, para algum k>1e0 <1< N,

N

N{Z;f}cw{ ; oj(m)'oj(m)}, j=1,...i-1 (4.10)

0

3
Il



Capitulo 4. Métodos de solucao para as EARA 51

e
k—2
N{Zj't C N{ OJ(m)/Oj(m)}, j=i,...,N (4.11)
m=0
valham. Entao,
k—1
N{zf} c N{ Oi(m)/Oi(m)} (4.12)
m=0

Prova. Nesta prova, consideram-se dois casos: A; > 0e \; = 0.

Caso 1: A; > 0. Denota-se [12- = A, + m%]. Da regra de atualizagao
(4.5), do Lema 4.1 e através do uso das propriedades (i) e (ii) do Lema Al
(no Apéndice A), tem-se que:

N{z!} C N{@(Ai, (CiCi + 8i(Zf))l/2)}
C N{CIC; + &;(ZF) + A (CIC; + E:(ZF)) A}

De (4.6) vem que &;(ZF) = 3217 M ZF + Xa(L = m)ZF + 30 A28,
e pode-se verificar, empregando o Lema A1 (ii) na expressao acima, que

i—1
N{ZF} C N{CICi + > Xy ZF + Ni(l — k) ZF '+
j=1
N ~ ~
SN ZE N1 - m)AZET A (4.13)

j=it1

De (4.10), (4.11) e das propriedades (i)—(iv) do Lema A1, obtem-se:

k—1
N{AGZEY C NEY © N0;(m) O5(m)}y j<i—1 (4.14a)
m=0
k—2

N{AGZE' Y CNEY N0 (m) O5(m)}, =i+ 1 (4.14D)

m=0



52

Entao, a partir de (4.11), (4.13), (4.14) e da propriedade (iii) do Lema
A1, encontra-se:

k—2 N

N{ZF} ¢ N{OgCi + 513 A,0(m) 05 (m) (4.15)

m=0 j#i

2l = KOy (m) Oi(m) + A0 (m) Or(m) A }

Agora, da propriedade (v) do Lema A1, pode-se escrever, param =0, ..., k—
ler>1:
N{Ai(1 = £)Oi(m) Oy(m) + A;0i(m)' O;(m) A} (4.16)
C N{XOi(m) + AjO;(m) + O;(m) A;}
e de (2.3) e (4.16) e da propriedade (iii) do Lema Al, tem-se que
N{ Z XgO5(m) Oj(m) + Ais(1 = K)Oi(m) Os(m) + AL0,(m) Or(m) A}
J#i
N
j=1
=N{O;(m + 1)} = N{O;(m + 1)O;(m + 1)}
(4.17)
Finalmente, de (4.15) e (4.17) e recordando que C/C; = 0;(0), conclui-se que
k-1
N{ZF} ¢ N{c Ci+ Z (m + 1Y0;(m + 1)]} — N{ Oi(myoz-(m)}
m=0

(4.18)

Caso 2: \;; = 0. Do Lema 4.3, tem-se que o par (A;, C;) é detetdvel e, da
afirmacdo (i) do Lema 4.2, o par (A; + k221, B;) = (A;, B;) é estabilizdvel.
Assim sendo, da Proposicao 4.1, conclui- se que a regra de atualizagao (4.5)
tem solugao tnica. Além do mais, pode-se verificar, inspecionando (4.5) e
(4.1) para A; = 0, que esta tnica solucao é P;, sendo P = (Py,...,Py) a
tunica solucao de (4.1), cuja unicidade é dedutivel das hipéteses deste lema
em conjunto com a Proposicio 3.2. Entdo, tem-se que ZF = P;,Vk. Agora,
seja x € N{P;}; da Proposigao 3.1 tem-se que J*(x¢,0y) < z(Pizo = 0 e,
empregando o Lema 3.4, conclui-se que z € N{O;}. Com isso, mostrou-se a
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relacaio N{ZF} = N{P;} C N{O;}. Finalmente, utilizando a propriedade (i)
do Lema Al e a Proposicao 2.2, avalia-se:

N

N{ZE} € N0} € N{(0,(0): - 0u(k — 1]} = N{ 3 04(m) Os(m)}

0

3
I

(4.19)
o que completa a prova do Lema 4.5. 0

Prova do Lema 4.4

Nesta prova, aplica-se o resultado do Lema 4.5 em um argumento indutivo
em k para mostrar que N(ZF) ¢ N(F' 0:(m)'Oi(m)) Vi. Da regra de
atualizacao (4.5), do Lema 4.1 e da propriedade (ii) do Lema Al, tem-se
parat=1,..., N,

N{Z!} C N{O(4;, (C;C))*)}
C N{CC;} = N{04(0)} = N{0;(0)'0:(0)}
o que completa a demonstracao para £ = 1. Para k > 2, assume-se que

N{ZF1} € N{F2 04(m)'Oi(m)}, i = 1,...,N. Aplicando o resultado
na parte (1) para i = 1, obtem-se que N{Z}'} < N{32F"1 O1(m)'O,(m)};

procedendo recursivamente para ¢ = 2,..., N, encontra-se
k—1
N{ZF} CN{ZOi(m)’Oi(m)}, k>1,i=1,....N (4.20)
m=0

o que completa a indugdo. Finalmente, de (4.20) e das propriedades (i) e (ii)
do Lema Al, avalia-se para k > n?N:

N{Zf}cN{kz_iOi ) Oi(m }

n2N-1

e N{ 22 0my0m)} =N{00) =N(0,

O

Lembrando que Z¥ = Z*, tem-se que a prova do Lema 4.4 estd completa. O

Lema 4.6. Considere o sistema ® e a seqiiéncia 2%, k > O gerada pelo Mé-
todo I. Seja (A, C, A) W-detetdvel. Entao, cada par (A +r28], CIC+&; (ZkY)
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¢ detetdvel para todo k > n*N e k > 1. Além disto, se (A, B,\) é MS-
estabilizavel, entio a EARD em (4.5) tem wma tnica solu¢ao para cada
k>n?N eic€8.

Prova. Para \; = 0, do Lema 4.3 tem-se que o par (4;,C;) é detetavel e o
resultado é imediato do Lema 4.1. Agora, seja \; > 0. Da Propriedade (ii)
do Lema Al, vem, para Kk > 1,

1—1 N
N{C!C; + &;(Z")} = N{C!C; + Z A ZE + Nia(1— k) ZE + Z A Zh 1y
j=1 j=i+1

e sendo que, do Lema 4.4, tem-se que N{ZF} € N{O;} para todo k > n’N,
pode-se escrever

N{C!C; + &,(Z5)} € N{O;}, k>n®N (4.22)

Uma vez que (A, C,A) é W-detetavel, segue do Lema 4.2 (iii) que cada par
(A; + k21, 0;) é detetdvel. De (4.22) vem que cada par (4; + k221, CIC; +
€:(ZF)) 6 detetavel para todo k > n?N e x > 1. Finalmente, sendo (A, B, A)
MS-estabilizavel, da afirmacao (i) do Lema 4.2 segue que o par (Al-—i—n%l, B;)
¢é estabilizavel e a Proposicao 4.1 completa a prova. O

4.2.2 Sistema auxiliar aumentado e a prova do Teo-
rema 4.1

Na seqiiéncia, introduzem-se um sistema auxiliar aumentado e um método
associado que é 1til para relacionar o método de (do Val et al., 1999) com o
Método I. Isto permite a aplicagao de resultados previamente estabelecidos
em (do Val et al., 1999) na prova de convergéncia do Método I.

O sistema auxiliar é como segue:

A ~

@ - (t) = Ay (t) + Bagyul?) (4.23)

sendo AZ = A e BZ = B, para i = 1,...,Ne/AlZ» =A,_nye BZ = B,;_n para
i=N+1,...,2N. A cadeia de Markov aumentada © ¢é como na Figura
4.1 com espago de estado § = {1,...,2N}; as taxas de transigdo sdo como
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indicadas na figura, de forma que a matriz de taxas de transicao A= [S\U] é
dada por:

Ao = (1 — k) diag{A} (34a)
c A=Ay Ao

[ ] o
Aji

N

Figura 4.1: Cadeia de Markov aumentada ©.

E simples verificar que d é, de fato, uma cadeia de Markov sempre que
k > 1. Também fazemos (:’Z =C;e }é{z = R; para i = 1,...,Neé’i =Ci;_nye
ﬁi:Ri—N parai:N+1,...,2N.

Note que os sistemas @ e d sdo intimamente relacionados. Por exemplo,
tem-se:

Oi(k) = A0i(k — 1) + O4(k — 1) 4;

N
J#

N
= A0i(k = 1) + O;(k — 1) A; + Z)\ijOj(k —1)=0k), i=1,...,N

Jj=1

e, de forma similar, Oz(k) = O;_n(k) parai=N+1,...,2N.
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Lema 4.7. Considere o sistema ® e sua versio aumentada . As sequintes
afirmativas sao validas:

(i) se (A,C, ) é W-detetdvel, entao (A,C’, )

/:\ W-detetdvel.
(ii) se (A, B, \) é MS-estabilizdvel, entdio (A,

é
B, A) é MS-estabilizdvel.

Prova. (i) Segue de (4.25) que N{O;} = N{O;}, i = 1,...,N e N{O;} =
N{O;,_n}, i = N+ 1,...,2N, e pode-se verificar que MS-detetabilidade
de (/1, 0, A) é equivalente & MS-detetabilidade de (A, O, A); o Teorema 2.2
completa a prova.

(ii) Nesta prova, omitem-se os detalhes. Da defini¢ao de MS-estabilizabili-
dade, tem-se que existe G € M"* tal que (A+BG, A) é MS-estavel. Definindo
G;i=G;,_nyparat=N+1,...,2N, pode-se verificar que (fl—l—BG, A) é MS-
estavel. O

O préximo método é uma variante do Método I de (do Val et al., 1999).

Passo 1. Considere a seqiiéncia Z* gerada pelo Método I com uma con-
dicao inicial arbitraria Z°. Estabeleca, como condicao inicial:

HO = (ZN+L L NAL gnINEL g mENEL) g gy((2n)0 (4.26)

Passo 2. Para k=1,2,...ei=1,2,..., N, calcule recursivamente
o 17k k(A Ni kp p-1prok | AIA 8 ok

sendo ZF = (Z%, ..., ZF,y) definido como

zk j=1,...,1—1,

Zk =10, j =i, (4.28)

e,parai=N+1,...,2N, faca
zk =7k (4.29)

Denota-se por H* = (HE, ... HE) aseqiiéncia gerada pelo método acima.
Uma caracterizacao da seqiiéncia H* é dada no lema adiante; a relacdo entre
as seqiiéncias H* e ZF também é apresentada.
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Lema 4.8. Considere o sistema ®, sua versao aumentada ® e as seqiiéncias
Zk e H* geradas respectivamente pelo Método I e pelo método acima. Sejam

(A, B,\) MS-estabilizdvel e (A,C,\) W-detetdvel. Entao, para cada i =
1,...,Nek>1 Hf =H} \ = Zk+” NFL ¢ g vinica solugdo da EARD em

(1.27).

Prova. O fato que HF = H¥,  vem diretamente de (4.29). Agora, demonstra-
se que HF = ZFHN+L ¢ 4 tnica solugao da EARD em (4.27) para cada
1=1,....,Nek>1 Sejak>1el1<:<N eassuma que

j_ck Zk+n2N+1 ] — 1 - 1’ (403)
Fh =z§+"2NJ:z+1,...,N. (40Db)

J

vale. Nesta situacao, da EARD em (4.5) e da EARD em (4.27), tem-se que

(A + H%I )'Zi+ Zi(Ai + m%l ) — Z:BiR; B/ Z; + C|C; + &;(Z N+
= (Ai+ %f ) Zi+ Zi(Ai + % ) — ZBRTBIZ; + CLC; + &(HD) (4.31)

Assim sendo, (4.5) e (4.27) tém as mesmas solugoes e a unicidade de solugao
de (4.27) vem da mesma propriedade de (4.5), assegurada no Lema 4.6. A
prova é completada utilizando o argumento acima em uma indugao no indice
k i, lembrando de (4.26) que H? = H?, v = 2V N+ parai=1,...,N. O

Como conseqiiéncia do resultado anterior, quando se visa a demonstrar
a convergéncia da seqiiéncia Z¥, basta mostrar a convergéncia da seqiiéncia
H*. Os resultados a seguir, os quais sao adaptados de (do Val et al., 1999),
serao uteis.

Sejam a seqiiencia de tempos de parada definida por

¢(0) =0,
(k) = min{t > €(k — 1): 0(t) > 0(t™) or 0(t) = 0(t") — N}.  (4.32)

sendo 6(t7) = limg, 6(s), e o funcional de custo
£(k)
J* (2, 0p) = infE{ / (1) Cyry Coryx(T) + u(T) Ro(ryu(r)dr+
“ 0

2(E(R)) Hequ o€ (k) | (4.33)
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onde z(t) e O(t) correspondem a trajetérias do sistema ® com condicoes
iniciais xg e 6y, obtidas através da minimizacao em {u(t),0 <t < &(k)}.
Pode-se demonstrar, de forma similar a (do Val et al., 1999), que

oy HFwg = J*(30,17) (4.34)

vale. Um ponto importante na prova de convergéncia do método em (do Val
et al., 1999) é que a solugdo da EARD em (4.27) ¢é unica para cada k e i.
Neste caso, assumindo que as EARA (4.1) para o sistema d tém uma solucao
tnica e MS-estabilizante, P = (P,..., Pay), de forma similar a (do Val
et al., 1999) pode-se mostrar que H¥ — P; enquanto k — co. Note, através
de (4.32), que £(k) diverge quase certamente enquanto k — oo e, quanto
mais rapidamente a seqiiéncia diverge, mais alta é a taxa de convergéncia do
método, veja (4.33). Na seqiiéncia, sumariam-se os resultados acima em uma
forma conveniente para referéncia posterior.

Proposicao 4.2. Suponha que as sequintes hipoteses valham:

(I) As EARA em (4.1) associadas com o sistema ® tém wma solugdo
unica e MS-estabilizante;

(II) A EARD em (4.27) tem uma dnica solu¢do para cada i = 1,..., N
ek >0.
Entio, HF — P; enquanto k — oo para cada H°, sendo P = (Py,. .., Pyy)
a solugao de (4.1).

Prova do Teorema 4.1.

(i) = (ii). Considere a versio aumentada ® do sistema ®. Nesta prova,
verificamos que as hipdteses (I) e (II) da Proposi¢ao 4.2 valem. Do Lema
4.7 tem-se que (A, B, A) é MS-estabilizavel e (A, C,A) é W-detetavel, e da
Proposicao 3.2, vem que as EARA associadas com o sistema d tém uma
solugdo tnica e MS-estabilizante, assim comprovando a hipdtese (I). Por
outro lado, do Lema 4.8 tem-se que a EARD (4.27) tem uma tnica solu¢ao
para k > 0, o que comprova a validade da hipétese (II). Entao, da Proposigao
4.2 vem que H* — P; enquanto k — oo, sendo P = (Py, ..., Pyy) a solucao
de (4.1) para o sistema ® e 0 Lema 4.8 proporciona que

lim Z,k lim }Ck

k—o0 k—oo

fori=1,...,N.
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(ii) = (iii). Inspecionando (4.5), é simples verificar, para o sistema origi-

nal ®, que P;, i =1,..., N, satisfaz as EARA em (4.1), cuja solugao é tinica
e MS-estabilizante (veja a Proposigao 3.2).
(iii) = (i). Segue de imediato; veja a Proposigao 3.2. O

4.3 O Meétodo 1I para solucao das EARA

Nesta secao, apresentamos e estudamos o Método II, o qual é como segue:

Método II.

Passo 1. Para ¢ = 1,..., N, ajuste x; > 0 como o menor escalar po-
sitivo para o qual o par (A4; + (1/2)(A\y; — ki), B;) é estabilizavel e (A4; +
(1/2)(Mi; — ki), C;) é detetavel (no sentido deterministico usual). Faga Z° =
(Z9,...,Z%) = 0.

Passo 2. Para k=1,2,...e:=1,2,..., N, calcule recursivamente

Nii — Ki \/ i — K
(AZ.+ ”1) Zf+Zf<Ai+ 2’%)

2 3 (4.35)
— ZFBi(R) T 'BlZF + ClCi + €(ZF ) =0
sendo &(-) definido como
) N

J#i
A seqiiéncia gerada pelo Método II é denotada por Y*, k > 0.

Observacgao 4.3. Assim como no caso do Método I, para a prova de convergén-
cia necessita-se de unicidade de solucao de cada EARD. Em (Abou-Kandil
et al., 1994) e (Gajic e Losada, 2000), essa unicidade foi obtida através da
consideracao das condigoes desacopladas mencionadas na Nota 1.1. Aqui,
obtem-se unicidade através da introducao do parametro ;. Mencionamos
que isto corresponde a aumentar a cadeia de Markov, através da criagao,
para cada estado ¢, de um estado dual ¢ + N com A;, y = A; e similarmente
para B;, C;, com taxas associadas \; j+n = Nifni = Ki € Aixn,; = Nij, © 7 7,
de forma idéntica a mencionada na Nota 1.1 e ilustrada no Exemplo 1.2.
Evidentemente, a matriz de taxas é alterada de forma que 2351 Aij = 0. E
interessante comentar que, quanto maior for k, mais freqiiéntes sao as tran-
sicoes entre os estados ¢ e ¢ + N e, conseqiientemente, mais lenta é a taxa
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de convergéncia do método; o método pode apresentar convergéncia lenta
quando as matrizes A; sao muito instaveis.

Teorema 4.2. Exite uma solucdo para as EARA se e somente se Y* converge
para Y € M™ enquanto k — oo. Além disso, Y°° € a solugdo minima das

FEARA.

Os resultados preliminares adiante sao necessarios para a prova do Te-
orema 4.2. Seja Q; € R e R, € R"" e considere a EARD na varidvel
Z; € R0

AlZi+ Z;A; — Z;BiR;'BlZ; + Q; = 0 (4.37)
Um resultado amplamente conhecido é apresentado a seguir; a prova é omi-
tida. Denota-se Z;(Q;) para enfatizar a dependéncia de Z; do valor de ;.

Proposigao 4.3. Se (A;, B;) € estabilizdvel, entio Z;(Q?) > Z;(Q}) € R™*
sempre que Q% > Q} € R"F.

Lema 4.9. O sequinte ordenamento vale para cadat =1,..., N etodo k > 0:

0<Y <o <Y
Prova. Lembrando que cada par (A; + (1/2)(A\i; — ki), B;) é estabilizavel e
(A; + (1/2) (i — i), CICs + €:(YY)) é detetdvel, a Proposi¢ao 4.3 permite
concluir que Y9 < Y} para todo i. Entao, &;(Y°) < &;(Y') e temos que o
par (A; + (1/2)(\i; — K;), CiCi + €;(Y')) é detetdvel. A prova é completada
empregando 0 mesmo argumento recursivamente no indice k. O
Lema 4.10. Seja P = (Py,...,Py) > 0 uma solucao das EARA. Entdo,
para cadat=1,... N e todo k > 0, vale a desigualdade
Yr < P

Prova. Note que P satisfaz (4.35) com &;(Z*~1) substituido por &;(P). Seja
Yr=1 < P;entao, E(YF1) < E(P) e, da Proposigao 4.3 conclui-se que Y* < P.
A prova é finalizada empregando o argumento acima em uma inducao no
indice k. O

Prova do Teorema 4.2. Necessidade. Assumindo que as EARA tém uma
solucao, dos Lemas 4.9 e 4.10 vem que 0 < Y' < ... < Y* < P sendo P uma
solucao qualquer das EARA. Entao, conclui-se que Y = limy_.., Y* existe
e Y < P, para qualquer solucao P. Suficiencia. E simples inspecionar que
Y satisfaz as EARA em (4.1). O

Exemplos empregando o Método II para resolver as EARA sao encontra-
dos na Segao 3.3.



Capitulo 4. Métodos de solucao para as EARA 61

4.4 Exemplos numéricos

Exemplo 4.1 (Comparando o Método I e o método em (do Val
et al., 1999)). Neste exemplo, compara-se o0 Método I com o método no
qual ele se baseia, encontrado em (do Val et al., 1999), denotado nesta segao
por Método III. O sistema utilizado é o mesmo encontrado em (do Val et al.,
1999); duas versoes sao empregadas, denotadas por versao normal e versao
aumentada, sendo os dados apresentados no Apéndice B, para facilitar a
referéncia.

A Tabela 4.1 exibe a taxa de convergéncia em fun¢ao do niimero de itera-
¢oes, N, e do tempo utilizado pela unidade de processamento central (UPC),
T.. Como esperado, para Kk = 1.05 =~ 1, a taxa de convergéncia e o es-
forco computacional dos Métodos I e III sao similares; entretanto, lembre-se
que o Método III nao pode ser empregado em sistemas que sao estritamente
W-detetaveis.

Tabela 4.1: Resultados para os Métodos I e III

Versao Normal Versao Aumentada
Iteracoes tempo-UPC Iteragoes tempo-UPC
Método I (k = 1.05) 10 0.99 15 2.31
Método III 9 0.55 14 2.15

A Figura 2 ilustra como a convergéncia do Método I depende do parame-
tro k, indicando que o nimero de iteracoes e o tempo utilizado pela unidade
de processamento central aumentam linearmente com x. Menciona-se que a
versao normal do sistema foi empregada.

Exemplo 4.2 (Um exemplo numérico do problema LQ envolvendo
o modelo de um mono-ciclo). Neste exemplo, emprega-se o Método I
para resolver o problema LQ para o modelo do mono-ciclo descrito em (de
Jager, 1997).

O vetor de estado do sistema é & = [x;x901d5), sendo x;1 a posigdo hori-
zontal da roda e x5 a rotacao do centro de massa em relagao a uma direcao
vertical. A descri¢ao completa do sistema é encontrada em (de Jager, 1997),
sendo um resumo apresentado no Apéndice B.

Aqui, considera-se que o sistema é sujeito a falhas envolvendo a constante
de torque do motor « e a razao de transmissao ¢. Estas falhas sao modeladas
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200 i i T T 3

150

50 °

Figura 4.2: Curvas ilustrando como o Método I depende dos valores de k.

por uma cadeia de Markov, de forma que 0(t) = 2 e 6(t) = 4 estao associados
a modos nos quais a razdo de transmissao é reduzida a 1/2 do valor nominal
e 0(t) = 3 e (t) = 4 estao associados a modos para os quais o motor tem
torque nulo; 6(t) = 1 é associado ao modelo nominal. A matriz de taxas de
transicao ¢ fornecida no Apéndice B. O funcional de custo é da forma (3.5),
com

Cy =[1000], Co =[1000], C3=C4 =0

E facil verificar que (A,C,A) ndo é MS-detetdvel (veja a Observacao 2.3
para um teste de MS-detetabilidade e de W-detetabilidade), de forma que
a convergéncia do Método II de (do Val et al., 1999) nao é garantida. Por
outro lado, as matrizes associadas O; in (2.3) sdo de posto completo, o que
significa que a condi¢do na Definicao 2.5 é trivialmente satisfeita e, logo,
(A, C,A) é W-detetdvel. Do Teorema 4.1 tem-se que a seqiiéncia gerada pelo
Método I converge para a tnica solugao das EARA (4.1) e o sistema com
o controle 6timo de realimentacdo de estado (3.9) é MS-estavel. Conside-
rando ||Z% — Z"7|| < 107® como critério de parada e fazendo k = 1.05, o
Método I necessita de 134 iteracoes para convergir, utilizando a unidade de
processamento durante 14.25 segundos. Os ganhos do controle 6timo sao
apresentados no Apéndice B.

Exemplo 4.3 (EARA com conjunto vazio de solugoes associadas a
um SLSM quase certamente estabilizavel). Neste exemplo ilustra-se o
uso do Método II para verificar a existéncia de solugoes das EARA. Seja o
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SLSM definido por

-1 1
1 -1
(4.38)
onde a é um escalar. Para a > 1/2, pode-se verificar que o Método II nao
converge, de forma que, de acordo com o Teorema 4.2, nao ha solugao para as
EARA. De fato, para a > 1/2, pode-se verificar que (A, C, A) é W-detetével
e (A, B,A) nado é MS-estabilizavel; nesta situacao, do Teorema 3.1 tem-se
que nao ha solugdo das EARA. Também mencionamos que, para 1/2 <
a < 1, a condigao necessdria e suficiente encontrada em (Feng et al., 1992)
para estabilidade quase certa, Z;VZI m;A; < 0, vale, sendo ™ = [1/2 1/2]
a distribuicao estacionaria da cadeia de Markov, e conclui-se que o sistema
é quase certamente estabilizavel. Isto mostra que estabilizabilidade quase
certa nao assegura a existéncia de solugoes para as EARA.

Al:CL;AQ:—]_;Bl:BQZO;Ol:OQ:Rl:RQZ].;A:






Capitulo 5

W-detetabilidade para SLSM a
tempo discreto

Nos capitulos anteriores, apresentaram-se resultados referentes ao conceito
de W-detetabilidade para SLSM em tempo continuo, os quais estreitam as
relacoes entre a teoria de SLSM e SLD, assim como métodos de solucao para
as EARA associadas ao problema LQ. Neste capitulo esses resultados sao
estendidos para o caso a tempo discreto.

Embora os resultados aqui apresentados nao sejam uma extensao direta
do caso a tempo continuo, pode-se dizer que ha muitas similaridades entre
os casos. Assim sendo, optou-se por utilizar o recurso de inserir um artigo
no texto da tese, em conformidade com o formato de teses adotado pela
Universidade de Campinas. O artigo, que é de autoria do candidato ao titulo
de doutor e de seu orientador, intitula-se “ Weak Detectability and the Linear-
Quadratic Control Problem of Discrete-time Markov Jump Linear Systems”,
aceito para publicagao no International Journal of Control , edigao especial
sobre sistemas lineares chaveados e politépicos, veja (Costa e do Val, n.d.b).

Uma breve sintese dos resultados é apresentada na secao seguinte, em
Portugueés, precedendo a Secao 5.2, na qual o artigo é incluido.

5.1 Sintese de resultados

Nesta secao, sumariamos os resultados obtidos relativos a W-detetabilidade
para a versao a tempo discreto do SLSM. A apresentacao inclui comentérios e
comparagoes com o caso a tempo continuo, bem como relaciona os resultados
alcancados com as propriedades mencionadas no Capitulo 1. Os detalhes
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podem ser encontrados no artigo apresentado na Sec¢ao 5.2 ou em (Costa e
do Val, 2001).

Inicialmente, mencionamos que os cendrios em que surgem os conceitos de
MS-detetabilidade, W-observabilidade e W-detetabilidade sao andlogos aos
do caso a tempo continuo, descritos no inicio do Capitulo 2. As defini¢oes
Sa0 como segue.

Definicao 5.1 (MS-detetabilidade). (A, C, P) é MS-detetdvel se existe
L € M™1 para o qual (A + LC,A) é MS-estavel.

Seja a versao a tempo discreto do funcional W,

N

whu) =Y <Uk),C'C > (5.1)

e
i

sendo U € M™.

Definicao 5.2 (W-observabilidade). (A, C, P) é W-observavel se exite
um escalar v > 0 tal que W N(X) > ~||X|| para cada condicio inicial X.

Note que, em contraste com o caso a tempo continuo, o horizonte de
tempo do funcional W é especificado como sendo de n? N instantes amostrais.
A razao para isto é exposta através do exemplo a seguir.

Exemplo 5.1 (Escolha do horizonte do funcional W como sendo
n?N). Seja o SLSM descrito por

01

1
0

o O =
O = O

Pode-se verificar que W*(X) > ||X|| sempre que ¢ > 6, para toda condigao
inicial X; isto significa que toda trajetéria X (k), k > 0, apresenta energia re-
fletida na saida e, neste sentido, satisfaz-se o conceito de W-observabilidade.
Contudo, adotando o horizonte t = 5 < n%N, verifica-se que W(X) = 0,
sendo X = zox( onde zp = [00 1] e X; =0, j # 1, de forma que o sistema
nao seria W-observavel.

De fato, para que o funcional W seja 1til na caracterizacao do conceito de
W-observabilidade, o horizonte ¢ deve ser escolhido de forma que W*(X) =0
se e somente se W (X (k)) = 0 para qualquer k£ > 0, de maneira que W*(X) =
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0 caracterize todas as condigoes iniciais originando trajetorias sem energia
associada na saida. Com este objetivo, ¢ pode ser adotado como sendo n?N
no caso discreto (veja o Lemma 1 no artigo da Secao 5.2), enquanto, no caso
continuo, este valor ¢ irrelevante (veja a Observagao 2.1).

Resultados andlogos aos do caso continuo sao obtidos para W-observabili-
dade. Mencionamos que, considernado a versao de tempo discreto do opera-
dor L,

Li(V) = A&i(V)A; (5.3)

onde V' € M™_ entao pode-se definir o conjunto de matrizes de observabili-
dade O de forma idéntica aquela das expressoes (2.3) e (2.2). Os principais
resultados alcancados, os quais representam extensoes das Propriedades I e
IV, sao apresentados a seguir.

Proposicao 5.1. As sequintes afirmacgoes sao verdadeiras:

(1) Se x(k) € N{Op)}, entdo x(s) € N{Og(s} para todo s > k;

(ii) (A, C, P) é W-observavel se e somente se O; € de posto completo para
cadai=1,...,N.

Com respeito ao conceito de W-detetabilidade, tem-se que ele surge como
uma relaxacao do conceito de W-observabilidade. O conceito permite que a
condicao de positividade de W seja violada, sendo, nesses casos, exigida
a convergéncia na média quadratica da trajetéria X associada, de forma
analoga ao caso continuo.

Definicao 5.3 (W-detetabilidade). (A, C, P) é W-detetavel se || X (k)|| —
0 enquanto k — oo, sempre que W (X (0)) = 0.

A proposicao abaixo destaca alguns dos principais resultados obtidos,
os quais recuperam as Propriedades II e III, no sentido de que, respecti-
vamente, estabelecem que W-detetabilidade generaliza W-observabilidade e
exigem que trajetérias nao fracamente observadas sejam MS-estaveis. Tam-
bém a caracterizacao de W-detetabilidade em termos de MS-detetabilidade
é apresentada.

Proposicao 5.2. As sequintes afirmacoes sao verdadeiras:

(i) (A,C, P) é W-detetdvel se (A,C, P) é W-obserdvel.

(ii) (A, C, P) é W-detetdvel se e somente se || X (k)|| — 0 enquanto k — oo
sempre que W"N(X(0)) =0

(i11) (A, C, P) é W-detetdvel se e somente se (A, O, P) é MS-detetdvel;
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Quanto ao problema LQ em tempo discreto, tem-se que ele consiste em
minimizar, em wu(k) = g(k,z(k),0(k)), o funcional de custo de horizonte
infinito descrito por

E{ lim " (k) Ch Cowyr(k) + u(k) Rogou(k) } (5.4)

T
T—o0
k=0

sendo R € M"" e z e 0 os estados do SLSM. Resultados andlogos ao do
Capitulo 3 valem, mudando-se o que for necessario. Em particular, menci-
onamos que W-detetabilidade vincula a finitude do funcional acima com a
convergéncia da trajetoria, recuperando, assim, a Propriedade V.

Finalmente, considere as EARA que surgem no problema LQ), as quais,
no caso discreto, tém a seguinte forma:

Py = A&i(P){I — Bi(R; + Bi&(P)B:) " B{&(P)}A; + C{C; (5.5)

Uma vez mais, valem resultados analogos ao do caso continuo; destaca-se
que W-detetabilidade garante a MS-estabilidade da solucao e, indiretamente,
a unicidade, portanto recuperando a Propriedade VI. Uma adaptagao do
Método I do Capitulo 4 também foi desenvolvida. Quanto a convergéncia, os
resultados sao como na proposicao abaixo, analoga ao Teorema 4.1; denota-se
por Z¥ k =0,1,..., a seqiiéncia gerada pelo método.

Proposicao 5.3. Seja (A,C, P) W-detetdvel. Entdo, as sequintes afirma-
coes sao equivalentes:

(i) (A, B, P) é MS-estabilizdvel;

(ii) ZF converge para algum Z>° € M enquanto k — oo;

(iii) Z>° = P, a solugdo unica e MS-estabilizante das EARA em (5.5).

5.2 O artigo intitulado “Weak Detectability and
the Linear-Quadratic Control Problem of Dis-
crete-time Markov Jump Linear Systems”

Abstract

The paper deals with the stochastic concepts of weak detectability and
weak observability for Markov jump linear systems, which is a special class
of composite linear systems. The concepts are explored here to strengthen
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the similarities with the corresponding concepts of deterministic detectabil-
ity and observability. We introduce a collection of matrices, referred to as
the observability matrices. We show that weak observability is equivalent to
full rank of each matrix in the set of observability matrices. In addition, we
present a stochastic counterpart of the well known result on the invariance of
trajectories within non-observable subspaces. These characterizations allow
us to clarify the relationship between weak detectability and mean square de-
tectability and to provide a testable condition for weak detectability. Relying
on the assumption of weak detectability, we develop a method for solving the
linear quadratic problem that is based on iterations of uncoupled algebraic
Riccati equations, which converges to the solution of the coupled algebraic
Riccati equation if and only if the system is mean-square stabilizable. Nu-
merical examples are included.

5.2.1 Introduction

Markov jump linear systems (MJLS) constitute a class of systems described
by switching among different linear forms. The switching occurs according
to an underlying discrete-time Markov chain, having § = {1,..., N} as state
space, and P = [p;;], ¢,j = 1,..., N as the transition probability matrix and
0 as the state variable © = {6(k);k > 0}. The MJLS evolves according to
one of the possible linear forms between successive switchings; it is defined
in a fundamental probability space (2, F, {Fi}, P) as

® :x(k+ 1) = Agyx(k) + Bogyu(k), 2(0) = xo, 0(0) = b (5.6)
y(k) = Cowy (k)

where the variables x, y and u are the state, the output and the input,
respectively. Matrices A;, B; and C;, i = 1,..., N, belong to the collections
of N real matrices: A = (A4;,...,Ayx), dim(4;) =n xn, B=(By,...,By),
dim(B;) =n xr and C = (C},...,Cx), dim(C;) = ¢ x n. Thus, whenever
6(k) = i, one has that Agu) = A, Bogy = B; and Cyuy = C;, and the MJLS
evolves according to this triplet of matrices.

The MJLS provides meaningfull models for systems subject to abrupt
changes in their structures due to dependence of exogenous variables, as in
the presence of failures and repairs. Another important feature is that the
theory available for this class of systems comprises a number of specialized
results, which extend ideas and concepts of deterministic linear systems the-
ory in many aspects, e.g., see (Ji e Chizeck, 1990a; Ji et al., 1991; Feng
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et al., 1992; Costa e Fragoso, 1995; Costa et al., 1997; do Val et al., 1999; de
Farias et al., 2000). For instance, we mention the role that mean square
stabilizability plays for closed-loop solutions of quadratic infinite horizon
control problems, see (Ji et al., 1991; Costa e Fragoso, 1995). Another sim-
ilarities are presented by the the stochastic concepts of weak detectability
(W-detectability) and weak observability (W-observability) for Markov jump
linear systems (MJLS) recently introduced in (Costa e do Val, 2001), which
generalize previous concepts found in the literature and it retrieves the idea
that non-observed trajectories are stable in the mean square (MS) sense.

This paper presents new advances in the study of W-detectability and W-
observability, which strengthen the similarities with the deterministic linear
systems theory. We introduce a certain collection of matrices, referred to as
the set of observability matrices, for obvious reasons. Along this line, we show
that W-observability of a MJLS is equivalent to impose that each matrix in
the observability set is of full rank, in an exact generalization of the usual
observability test for linear deterministic systems. In addition, we present a
counterpart of the well known result on the invariance of trajectories within
non-observable subspaces, see Lemma 3, coined here in terms of random
paths. These characterizations are summoned up to produce a condition for
W-detectability in terms of MS-detectability of a MJLS involving the set of
observability matrices, see Theorem 1. By clarifying the relationship between
Wh-detectability and MS-detectability and by providing a testable condition
for W-detectability, some of the targets of the paper are attained.

As regards to the linear quadratic problem (LQ), it was shown in (Costa
e do Val, 2001) that the W-detectability concept plays the same role of the
previous concepts: it assures that the solution to the coupled Riccati equation
(CARE) is unique and stabilizing in the MS sense. In spite of the importance
of W-detectability in the LQ problem, to this date there is no method of
solution to the CARE suitable to systems that are W-detectable only.

In order to fill this gap, in the second part of this paper we address
a numerical method for solving the LQ problem that can be employed for
W-detectable systems. The method is based upon iterations of uncoupled
algebraic Riccati equations (UARE) and it consists of an adaptation of the
method in (do Val et al., 1998), which presents the highest rate of convergence
when compared with previous methods in (Abou-Kandil et al., 1995; Costa
e Fragoso, 1995; Ji e Chizeck, 1988). The proof of uniqueness of solutions
of the UARE iterations is a fundamental point, and here it relies in part on
Theorem 1, in an independent argument. An important feature of the method
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is that it converges if and only if the system is MS-stabilizable, see Theorem
2. We mention that the method in (do Val et al., 1998) is recovered from the
present method, when a certain parameter is set to one, in such a manner
that the present method inherits the fast rate of convergence exhibited by
the method in (do Val et al., 1998).

The paper is organized as follows. Basic concepts and notation are pre-
sented in section 5.2.2. Section 5.2.3 introduces the collection of observability
matrices and related results; the relationship between MS-detectability and
Wh-detectability in terms of the set of observability matrices is also presented.
The numerical method of solution for the LQ problem is studied in section
5.2.4 and numerical illustrative examples are provided in section 5.2.5.

5.2.2 Basic Concepts

Let R™ be the Euclidean linear space formed by all n-vectors; Rt denotes
positive scalars. Let R™" (respectively, R™) represent the normed linear space
formed by all n x r real matrices (respectively, n x n), R"° the closed convex
cone of all symmetric positive definite matrices and R™* the open cone of all

symmetric positive semidefinite matrices. U’ denotes the transpose of U and
U >V (U > V) signifies that U =V € R"™ (U—-V € R""). For U € R" and
VeRrRm QU V)= [V iw UV .1 UVV'] is the observability matrix
of the pair (U, V'); N{U} denotes the null space of matrix U.

Let M™" denote the linear space formed by a number N of matrices such
that M™" = {U = (Uy,...,Uy) : U; € R™" i =1,..., N}; also, M"™ = M™".
We denote by M™ (M") the set M™ when it is made up by U; € R
(U; € R*T) for alli =1,..., N. We also define the operator & : M™ — M"°
as:

N
&(U) =) NUj, i=1,....N (5.7)
j=1

The following concepts of MS-stabilizability and MS-detectability are the
usual concepts found in the literature of MJLS, e.g. see (Costa e Fragoso,
1995), (do Val et al., 1998) and (Ji e Chizeck, 1990b).

Definition 1 (MS-stabilizability). We say that (A, B) is MS-stabilizable
when there exists G € M™" such that limy_.., E{|z(k)[*} = 0 for each z, €
R™ and 0y € 8, where z(k) is given by z(k + 1) = [Agw) + Bou)Go]z(k),
2(0) = zp and 0(0) = 6. In this case we say that G stabilizes (A, B) in the
MS sense.
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Definition 2 (MS-detectability). We say that (A,C) is MS-detectable
when there exists L € M™? such that limy_., F{|z(k)|*} = 0 for each z, €
R™ and 6y € 8, where z(k) is given by z(k + 1) = [Agw) + Low)Co]z(k),
2(0) = 2z and 6(0) = 6,.

Next we present the concepts of weak detectability and weak observability
of (Costa e do Val, 2001). Similarly to (Ji e Chizeck, 1990a) we consider the
pathwise observability gramian I : RT™ — M"°, defined as:

k

I'(k) = Z () ChuyCory Y (¢) (5.8)

t=0
where £ > 0 and U is the state transition matrix of the system &.

Definition 3 (W-detectability). We say that (A, C) is W-detectable if
limy oo E{|z(k)|*} = 0 whenever E,, g,{z(T'(n*N)zo} = 0.

Definition 4 (W-observability). We say that (A, C') is W-observable when
there exists a scalar v > 0 such that E,, g, {z(I'(n*N)zo} > v|zo|?, Vo €
R™, 6, € 8.

5.2.3 Observability matrices, weak detectability and
stabilizing CARE

We start the section by introducing the collection of matrices O; € M(*N)n
defined as

for each i = 1,..., N, where O(k) € M, k = 0,...,n?N — 1 are defined

recursively as

for each i =1,..., N, with 0;(0) := CiC;.

We shall refer to the set of matrices O as the set of observability matrices.
Indeed, as we shall see in the sequel, these matrices resemble observability
matrices of deterministic linear systems in many aspects.

Let us present some preliminary results; consider the sequence of matrices

L(k), k>0 on M™, defined recursively as

Li(k) = CIC; + AL&(L(k — 1)) A, (5.11)
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for each i = 1,..., N, with L(0) = 0. Notice by inspection of (5.10) and
(5.11) that O;(k) = L;(k+ 1) — L;(k) and

Li(k) = X_:(Li(tJr D= L) = S 0i(h) (5.12)

Lemma 1. 2'L;(k)x = 0 iff v € N{[O;(0):---:0;(k — 1)']'}. In particular,
' Li(n?N)z =0 iff v € N{O;}.

Proof. One can easily check from (5.12) that the following equivalences hold:

0;(0)
' Li(k)x = O@x'iOi(t)x: 0< =0 (5.13)
‘ o)

O

The following result is adapted from (Costa e Fragoso, 1993) and (do Val
e Bagar, 1999); see also (Costa e do Val, 2001).

Proposition 1. The following assertions hold:
(i) E{aol(k)xo|Fo} = aLay (K)wo;
(ii) If ' L;(n®*N)z = 0 then 2'L;(k)x = 0 for all k > 0.

The following lemma presents characterizations of the weak concepts in
terms of the set of observability matrices.

Lemma 2. The following assertions hold:
(i) (A, C) is W-detectable iff limy_.. E{|z(k)|*} = 0 whenever zo € N(Oy,);
(ii) (A, C) is W-observable iff O; is full rank for all i € §.

Proof. Assertion (i) is immediate from Lemma 1 and Proposition 1 (i).
(ii) From Lemma 1 and Proposition 1 (i), the following equivalences hold:

O; full rank, Vi € § & x € N(O;) iff x =0,Vi € §
& o' Li(k)r > v|z)*, vy > 0,Vz € R",i € 8
& B{x{T(k)xo|Fo} > v|zol?, Voo € R", 0y € § (5.14)

O
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Remark 1. Notice that the condition for W-observability in Lemma 2 is an
exact generalization of the usual observability condition of deterministic lin-
ear systems. We also mention that when the MJLS is reduced in some way to
a deterministic system, the deterministic condition is retrieved. For instance,
whenever P = I, the condition of W-observability reduces to the condition
that O(A;, C;), the observability matrix of the deterministic system (4;, C;),
is full rank for each i € §; in particular, when N = 1, it is simple to see

that Oy = [C}Cy:-- - PAT VI C AP Y] is full rank iff the usual observability
matrix Q(A;, Cy) is full rank.

The next lemma presents a result on the pathwise invariance of a non-
observed trajectory.

Lemma 3. If z(k) € N{Ogwu)}, then x(s) € N{Og(s)} for all s > k.

Proof. We assume that k£ = 0 with no loss of generality. Since zy € N{Oy, },
from Lemma 1 we conclude that z{Lg,(n*N)zo = 0 and Proposition 1 leads

to
E{zjD(t)zo|Fo} =0, V¢>0 (5.15)

Now let us deny the assertion and assume that there exists a sample path
by ... 0, with P{{0(0)...0(s)} ={by...0:}} > 0, for which z(s) & N{Og(s)}
where x(s) = Ag,_, ... Ag,xo. From Lemma 1 we have that

() Losy(n*N)x(s) > €
for some scalar € > 0 and, employing the Tchebychev inequality, we evaluate

E{a(s) Loty ("*N)a(s)|Fo} = eP{a(s) Lo (n*N)z(s) > ¢}

> eP{{O(0) ...0()} = {60...03} >0 1O

From Proposition 1 (i) we have that
z(s) Lo(s)(n°N)z(s) = E{z(s)T(n’N) z(s)|Fs}
and expectation with respect to Fy and employing (5.16) we obtain

0 < E{z(s) Lo(s) (n*N)x(s)|Fo} = E{x(s)T(n’N)z(s)|Fo} (5.17)
< E{z{l(s + n*N)xo|Fo}

which is a contradiction in view of (5.15). O
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Remark 2. Lemma 3 states that initial conditions o, with zy € N{Oy, },
yield non-observable trajectories (k) € N{Og)} £ > 0. From Lemma 2 we
have that every non-observable trajectory is stable in the MS-sense, provided
the system is W-detectable.

Now we are ready to present the main result of this section.

Theorem 1. The pair (A,C) is W-detectable iff the pair (A,O) is MS-
detectable.

Proof. Consider the following closed-loop version of the MJLS:
(130 . .%’(k’ + 1) = (Ag(k) + G@(k)OQ(k)).%’(k’), .%’(0) = Xy, 9(0) = (90 (518)

and, for each i = 1,..., N, let us set

~

where O} is the pseudo-inverse of O;. From the linearity of system ®, we can
represent any trajectory as z(k) = x, (k) + z:(k), k > 0, with zo = o, + zot,
where z,(k) and x;(k) are associated with initial conditions zg, € N{Oy, }
and zo; € R{0Op, }, respectively. Since O;OO@O is the orthogonal projection
onto R{Op }, see (Golub e Loan, 1996, Section 5.5.4), we write

24(1) = (Ag, + G, s, )T0r = (Agy — Agy O, Ogo)z0r = 0 (5.20)

which provides that x;(k) = 0 for £ > 1. In addition, since zo, € N{Oq,},
from Lemma 3 have that Ogyx,(k) = 0, Yk > 0, which leads to z,(k+1) =
(Agry — Ag(k)O;r(k)Og(k))xn(k) = Agyrn(k), k > 0 and we conclude that the
system evolves according to its open-loop version:

.CL“(]C + 1) = Ag(k)x(k), k>1 (5.21)

Necessity. We have that: (i) the system ®, with G = G evolves according to
(5.21), (ii) the pair (A, C') is W-detectable and (iii) (1) = x,(1) € N{Op) };
then, from Lemma 2 (i) we obtain that limy .., E{|z(k)|*} = 0 which means

that G = G stabilizes the system in the MS-sense, and we conclude that
(A, O) is MS-detectable.

Sufficiency. We show that (A, O) is not MS-detectable provided (A, C') is not
W-detectable. Let 29 € N{Og, }; from Lemma 3 we have that Og)x(k) = 0,
for all £ > 0, and the term GyyOpryz(k) in (5.18) vanishes no matter how
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G is chosen. Then, x(-) evolves according to (5.21) and, since (A4,C) is
not W-detectable, from Lemma 2 (i) it follows that there exists 6, € § and
zg € N(Oy,) for which limy_.., E{|z(k)|*} # 0, and we conclude that (A4, O)
is not MS-detectable. O

Remark 3. Theorem 1 provides a test for W-detectability by means of MS-
detectability of the pair (A4,O). One can also check alternatively if the pair
(A, 0'0) is MS-detectable, for a downsizing in the dimensionality of the test.
A testable form for MS-detectability can be given in a similar manner to
that in (Costa e Marques, 2000). The pair (A, C) is MS-detectable whenever
the following set of linear matrix inequalities in the unknowns X; € R"*,
H; € R"* and S; € R™?, i =1,...,N, is feasible:

AX A + CISIA; + ALS,Ci — H,  CLS,!

S:C; x| <0 &GH) <X (522)

We finish the section with a counterpart for MJLS of a well known result
about the largest attainable dimension of observability matrices.

Lemma 4. N{O;} € N{[0;(0):---:0;(k)]'}, Vk > 0.

Proof. From Lemma 1 we have that x € N{O,} implies that 2/ L;(n>N)z = 0.
Then, from Proposition 1 (ii) we obtain «’'L;(k)x = 0, Vk > 0 and Lemma 1

yields that z € N{[0;(0):---:0;(k)]'} . O

5.2.4 A Method for Solving the LQ Problem

In this section we are concerned with the solution of the following CARE in
the unknown X € M":

X; = AL&i(X){I — Bi(R; + Bi&i(X)B;) ' Bl&;(X)}A; + CIC;  (5.23)

that arises in the linear quadratic control problem of minimizing over u(k) =
g(t,z(k),0(k)) the infinite-horizon cost functional

E{ lim " (k) Chy Cowyr(k) + u(k) Rogou(k) } (5.24)

T—o0
k=0

with R € M.



Capitulo 5. W-detetabilidade para SLSM a tempo discreto 7

Definition 5 (Stabilizing CARE). If the CARE in (5.23) has a unique
solution X € M™, and G € M"" defined as

stabilizes (A, B) in the MS sense, then we say that the CARE is stabilizing.

Conditions for stabilizing CARE that generalize and unify previous condi-
tions are presented in (Costa e do Val, 2001); we summarize available results
next.

Proposition 2. Consider system ® and the CARE in (5.23). Assume that
(A, C) is W-detectable. Then, the following assertions hold:

(i) If there exists a solution X € M™ to the CARE, then the CARE is
stabilizing;

(ii) There exists a solution X € M™ to the CARE iff (A, B) is MS-stabilizable.

This section addresses the following method for solving the CARE in
(5.23).

Method 1.
Step 1. Set arbitrarily X° = (X?,..., X%) e M and 0 < x < 1.
Step 2. For k=1,2,...and i =1,2,..., N, solve the following UARE:

(R; + kpyuBIXEB; + BIEFB) " (kpuB/XFA; + BIEFA) + CIC; = 0

(5.26)
where
~ 1—1 N
& = ZpinJ]'g + (1= r)pu X+ Z piXj (5.27)
j=1 j=it1

We shall denote by X* = (XT, ..., X%) the sequence generated by Method

The main result of the section reads as follows.

Theorem 2. Assume (A, C) is W-detectable. Then, the following assertions
are equivalent:

(i) (A, B) is MS-stabilizable;

(ii) X* converges to some X*° € M™ as k — oo,

(i11) X>° = P, the solution of the stabilizing CARE.



78

The proof of Theorem 2 is presented in Section 5.2.4.
Remark 4. Condition (ii) of Theorem 2 provides a test of MS-stabilizability.

Remark 5. Method I is an adaptation of the method presented in (do Val
et al., 1998) and it retrieves that method if k is set equal to one. The proof
of that method relies on the assumption that (A, C) is MS-detectable, which
implies the detectability in the standard sense of each pair (pz-lz-/ ?4;,C;). Con-
sequently, the UARE in (5.26) with x = 1 has a unique solution. However,
regarding the assumption of W-detectability, one can not generally assure
that each pair (pz-lz-/ 2AZ-,C'Z-) is detectable; a counterexample is presented in
Section 5.2.5. Concluding, the proof of convergence of method in (do Val
et al., 1998) can not be applied to the present situation.

Uniqueness of the sequence X*

A fundamental point in the proof of Theorem 2 concerns the uniqueness of
solution of the UARE in (5.26); it is pursued in this section from a view-
point different from that of (do Val et al., 1998): we show that each pair
((kpii) /2 A, (CIC; + ALEFA)V?) is detectable for all sufficiently large values
of k.

We shall need some preliminary results. Recall that O(A;,C;) is the
observability matrix of the deterministic system described by the pair (A;,
C;). Stabilizability of the pair (A;, B;) and detectability of the pair (A;, C;)
refer to the usual deterministic concepts. Consider the UARE in the unknown
X, eR

— X+ A X Ai— (A X Bi+S;) (Ri+ B, X, B;) (B} X;Ai+S))+CIC; = 0 (5.28)
The next result is stated without proof.

Proposition 3. Assume that the pair (A;, C;) is detectable. Then the UARE
in (5.28) has a solution X; € R™ if and only if (A;, B;) is stabilizable; more-
over, X; is the unique solution of (5.28).

Lemma 5. Assume that X; € R0 satisfies the UARE in (5.28). Then,
N{Xi} ¢ N{O(A;, C3)} (5.29)

Proof. The proof is trivial for dimension n = 1. For n > 1 we present only
the main line of the proof. Consider the linear deterministic system ®4 : z(k+
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1) = A;z+Bju and the cost functional J*(z¢) = infy,.) > po (@ (k) ClCsz(k)+
u(k) Riu(k)) defined for z(0) = zo. It is a well known fact that

in such a manner that 2o € N{X;} implies that J>°(x¢) = 0. Then, consider-
ing system @4, one can check that z{, L;(n?N)xo = 2T (n?N)zy < J®(x9) =0
and Lemma 1 provides that 2o € N{O;}; finally, one can check by inspection

Lemma 6. Let 0 < k < 1. The following assertions hold:

(i) (A, B) is MS-stabilizable = each pair ((kpi)/2A;, (kpy)Y/2B;) is stabi-
lizable;

(ii) (A, C) is MS-detectable = each pair ((kpi)*/?A;, C;) is detectable;
(iii) (A, C) is W-detectable = each pair ((kps)'/?A;, O;) is detectable.

Proof. (i) and (ii) are adapted from (do Val et al., 1998). (iii) is immediate
from Theorem 1 and assertion (ii). O

Lemma 7. Let X* = (XF, X5, ..., X%) be the sequence generated by Method
I and O = (01,0,...,0x) given by (5.10). Assume that 0 < k < 1 and,
for some k > 1 andOﬁz’ﬁN,

k—1
N{Xk}CN{ 0?(m)}, j=1,...,i-1 (5.31)
m=0
and
k—2
NXF e N{ D 0m)f, =i N (5.32)
m=0
hold. Then,
B k-1
N{XF} € N{CIC;+ a8 A} < NS 02m) | (5.33)
m=0

Proof. We denote A; = (kp;i)'/2A; and B; = (kp;;)'/2B; and we rewrite the
update rule (5.26) as:

~XP A+ AXEA — (AXFB + AEB)BIXI DB + (Ri + BiEIB)] ™ (5.34)
(BIXFA, + BIEEA) + (CIC; + ALEEA) = 0
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From Lemma 5, and applying properties (i) and (ii) of Lemma 11 in the
Appendix 5.2.7, we obtain:

N{X}F} € N{O(A;, (C[C; + A[EFA)?)} € N{CIC; + AL€¥A;}  (5.35)
which proves the first relation in (5.33). Substituting (5.27) in the expression

above one can check that

i—1
N{X[} C N{CJC; + A piy XJA; (5.36)

j=1
N
+ Apal = £)XE AL AL py XA
Jj=i+1

and, from (5.31), (5.32) and properties (i)—(iii) of Lemma 11, we write:

N{py AiXFA;} © N{Ym— pis O3 (m) Ay € N{X w2 pij AjO;(m) Ay},
Jj<i—1
N{py ALXE1 A} € N{YE2 py A0 (m) A, G2+l
N{pi(1 — k)AL X~ 1A}CN{Zm 0 PiiAi0;(m) A, }
(5.37)

Then, employing (5.36), (5.37), property (iv) of Lemma 11 and (5.10), in this
order, one has that

k—2 k—2

N{xt e n{aici+ 3 prA' sm)A] } = N{CiC+ 3 0jm+ 1)}
m=0 j=i m=0
(5.38)
and recalling that C!C; = 0;(0), we write
k—1
N{X*} ¢ N{ 3 of(m)} (5.39)
and the proof of Lemma 7 is completed. O

Lemma 8. Consider the system ® and the sequence X*,k > 0 generated by
Method I. Assume that (A,C) is W-detectable. Then, each pair ((kpi;)*/*A;,
(CIC; + ALEFANY?) is detectable for every k > n?N and 0 < & < 1. More-
over, if (A, B) is MS-stabilizable, then the UARE in (5.26) has a unique
solution for each k > n*N and i € 8.
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Proof. Part 1. We start the proof by applying the result of Lemma 7 in an
inductive argument in the index k to show that N(XF) ¢ N(2F1 02(m))
forall 4 and & > 0. From the update rule (5.26), Lemma 5 and property (ii)
of Lemma 11 we have for2=1,..., N,

N{X!} € N{O(4;, (C/C)) %)} (5.40)

7

C N{CiCi} = N{0:(0)} = N{O7(0)}

and the result is shown for k = 1. Now, for k > 2 we assume N{X*'1
N{Zﬁmfo O?(m)},i=1,..., N. Applying the result of Lemma 7 for i = 1 we

get that N{XF} ¢ N{32F! 0?(m)}; proceeding recursively fori =2,..., N
we get that

k—1

N{Xf}cN{Zof(m)}, k>1,i=1,...,N (5.41)

and the induction is completed.
Part 2. Since (5.41) holds, from Lemma 7 we have that N{C/C; +

AERA} C N{ SRl Of(m)} for all ¢ and £ > 0. Then, from properties

m=0

(i) and (ii) of Lemma 11 and we evaluate, for k > n%N:

k—1

N{C!C; + ALEF A} © N{ 0.2(m)} (5.42)

Since (A, C) is W-detectable, it follows from Lemma 6 (iii) that each pair
(A;,0;) is detectable. From (5.42) we have that each pair ((kp;;)Y/?A;, C1C;+
ALEFA))) is detectable for every k > n?N and 0 < k < 1. Finally, provided
that (A, B) is MS-stabilizable, from asserion (i) of Lemma 6 it follows that
the pair ((kpi;)'/2As, (kpi)Y/2 B;) is stabilizable and Proposition 3 completes
the proof. O

Auxiliary Augmented System and Proof of Theorem 2

In the sequel we introduce an auxiliary MJLS with an augmented Markov
chain and an associated method that is usefull to relate the Method I in (do
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Figure 5.1: Augmented Markov chain o.

Val et al., 1998) with the Method I in this paper. This allows us to apply
previous results of (do Val et al., 1998) in the proof of convergence of Method
L.

The auxiliary system is as follows.
(i) . :L’(k + 1) = Ag(k)l‘(k}) + Bg(k)u(k) (543)

where Az = Az and Bz = Bz for 1 = ]_, .. .,N and Az = Ai—N and Bz = Bi—N
fori = N+ 1,...,2N. The augmented Markov chain O is as in figure 5.1
with state space § = {1,...,2N}; the transition rates are as indicated in the
figure, in such a manner that the transition probability matrix P = [Di;] is
given by:
Py = (1 — k)diag{P}
P— P() PO
PO P— P()

B (5.44)

It is easy to check that ® is indeed a Markov chain whenever 0 < & <1
We also set (jz = (C; and Rz = R; fori =1,...,N and (jz = (C;_y and
Rz‘:Ri—N fOrZ:N+1,,2N

Notice that systems & and ® are closed related. For instance, it is easy
to check by inspection that:

O,(k) = Oy(k), i=1,...,2N (5.45)
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Lemma 9. Consider the system ® and its augmented version d. The fol-
lowing assertions hold:

(i) if (A, B) is MS-stabilizable, then (A, B) is MS-stabilizable.

(i) if (A, C) is W-detectable, then (A, C) is W-detectable.

Proof. Details are omitted. (i) From the definition of MS-stabilizability, there

exists G € M"" which stabilizes (A, B). Now, defining G € {M"": M} with
éi = éi+N =G, fori=1,..., N, one can check that G stabilizes (A B)
(i) Tt follows from (5.45) that N{O;} = N{O;}, i = 1,..., N and N{O;} =
N{Oi-n}, i = N +1,...,2N, and one can check that MS-detectability of
(A, 0) is equivalent to MS detectability of (A, Q); Theorem 1 completes the
proof.

U

The next method is a variant of Method I of (do Val et al., 1998).

Method II. (Applies to ®).
Step 1. Consider the sequence X* generated by Method I with arbitrary
initial condition X°. Set initial condition

HO = (XPNHL L XENEL XN ENELY ¢ OO0} (5.46)

Step 2. For k=1,2,...and i =1,2,..., N, solve the following UARE in
the unknown X/

—XF 4 kpyALXFA; + ALEF A — (kpu AL XEB; + ALEFB)
(R; + kps B XFB; + BIE"B;) M (kps BIXFA; + BIEFA) + CIC; = 0
(5.47)
where
&k — ZpZ]X + Z Py XE (5.48)
Jj=t+1

and set

Xy =X} (5.49)

We shall denote by H* = (HF,... HS\) the sequence generated by
method IL

A characterization of the sequence H* is given in the next lemma. In

particular, it is shown that the sequences H* and (X*:X*) are equal; as a
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result, in order to demonstrate the convergence of X*, it is enough to show
that J* converges.

Lemma 10. Consider the system ®, its augmented version d and the se-
quences X* and H* generated by methods I and II respectively. Assume
(A, B) is MS-stabilizable and (A,C) is W-detectable. Then, for each i =

1,...,N and k > 1, HF = Hik—i-N = Xf”L"QN“ s the unique solution of the
UARE in (5.47).

Proof. The fact that Hf = HF_y is immediate from (5.49). Now we show

that H* = XN+ ig the unique solution of the UARE in (5.47) for each

1=1,...,Nand k> 1. Let k> 1and 1 <¢ < N and assume that
kE _ yk+n?N+1 - .

H]]-C—Xj i QN, g=1...,1—1, (5.50)

Hi = X7t j=i+1,...,N.

holds. In this situation, from the UARE in (5.26) and the UARE in (5.47)
we have that

—XF 4 kpu ALXEA; + AJER A, — (kpu AL XEB; + ALEEB) (5.51)
(R; + kpu BIXFB; + BIEFB,) N (kpu BIXFA; + BIEF A + CIC;
= —XF 4 kp AXFA; + ALEF A, — (kpyALXFB; + ALEFB))
(R; + kpy B/ XFB; + BIEFB,) M (kpy B XFA; + BIEFA) + CIC;
holds for ¢ = 1,..., N. Thus, (5.47) inherits uniqueness of solution of (5.26),
which is assured in Lemma 8. The proof is completed with the argument

above applied inductively on the indices k and i, recalling from (5.46) that
HY = HY v = XPN+L for i =1,...,N. O

We shall use the next result, adapted from (do Val et al., 1998).
Let us define the following sequence of stopping times:

£(0) =0,
¢(k) = min{k > €(k — 1) : 0(k) > 0(k — 1) or 0(k) = 0(k — 1) — N}
(5.52)
and the cost functional
£(k)
J* (o, 6) = inf E{ S a(t) Chey Coye(t) + () Rogeyu(?) (5.53)
t=0

+ (€ (k) Heyya () |
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where z(k) and 6(k) are the trajectories of the system ® for initial conditions
zo and 6y, obtained under the minimization over {u(k),0 <t < £(k)} where
u(k) is Fy-adapted.

Assume that the solution of the UARE in (5.47) is unique for each k and
i and that there exists a unique and stabilizing solution P = (Py,..., Pay)
for the CARE (5.23) for system ®. In this situation, in a similar manner
to (do Val et al., 1998) one can show that x)H*ry = J*(x¢,4) holds and
J¥(29,1) — x)Pixg as k — oo for all zy and 4; as a consequence, we have
that

Jim HF = P, (5.54)
Notice from (5.52) that £(k) diverges almost surely as k — oo and the faster
the sequence diverges, the higher is the rate of convergence of the method,
see (5.53). Next we summarize the results above in a convenient form for
later reference.

Proposition 4. Suppose that the following assumptions hold:

(I) The CARE in (5.23) associated with system & is stabilizing;

(II) The UARE in (5.47) has a unique solution for everyi=1,...,N and
k> 0.

Then, HF — P; as k — oo for any H°, where P = (P, ..., Pyy) is the
solution of (5.23).

Proof of Theorem 2.

(i) = (ii). Consider the augmented version ® of system ® and Method II.
Let us check that the assumptions (I) and (II) of Proposition 4 hold. From
Lemma 9 we have that (A, B) is MS-stabilizable and (fl, é‘) is W-detectable,
and from Proposition 2, the CARE associated with system P is stabilizing;
then, assumption (I) of Proposition 4 holds. On the other hand, from Lemma
10 we have that the UARE in (5.47) has a unique solution for & > 0, and
assumption (II) of Proposition 4 also holds. Then, Proposition 4 provides
that H* — P as k — oo, where P = (Py,..., Poy) is the solution of (5.23)
for system ® and from Lemma 10 it follows that

lim XF = lim Hf = P, (5.55)

k—oo k—oo

fori=1,...,N.
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(ii) = (iii). By inspection of (5.26), it is easy to check that P;,i=1,..., N
satisfies the CARE in (5.23) for the original system ®. The fact that the
CARE is stabilizing follows immediately from Proposition 2 (i).

(iii) = (i). Immediate from Proposition 2 (ii).

5.2.5 Numerical Examples

Example 1. The example is adapted from (do Val et al., 1998) and (Geromel
et al., 1995), and it is obtained from discretization of a continuous-time
system characterized by four different operating points. Matrices C;, R; and
P are given by:

Ol = [1 0 0], 02 = 03 = 04 = 0; (556)
R1:R2:R3:R4:1;
0.88—p 0.06 006 p
0.06 088 006 0
P=1 006 006 oss o |3 V=p=088
p 0 0 1-—p

and matrices A; and B; are borrowed from (do Val et al., 1998); they are
listed in the Appendix 5.2.8 for ease of reference.

One can check from (5.22) that (A, C) is not MS-detectable, no matter
how p, 0 < p < 0.88, is chosen.

On the other hand, for p > 0 one can check that matrices O;, i = 1,... 4,
are of full rank; then, from Lemma 2 one has that (A, C) is W-observable
and, therefore, it is trivially W-detectable. Indeed, it can be shown from
(5.10) that when (i) the Markov chain forms a communicating class, (ii) each
matrix A; are of full rank and (iii) at least one pair (A;, C;) is observable, then
the system is W-observable. In the example, the condition (i) is satisfied for
p > 0, the condition (iii) holds for ¢ = 1 and the condition (ii) holds for any
system obtained from discretization of a continuous-time system, as in the
present example. This illustrates the conservativeness of MS-detectability
when compared with W-detectability.

The example also illustrates the fact that neither W-detectability nor
W-observability is a sufficient condition for each pair (pz-lz-/ 2AZ-, C;) to be de-
tectable: it is easy to check that the condition fails for ¢ = 3.

Notice that the Markov state § = 4 is stable and it is not observable;
it can be shown that the isolation of such a chain state implies the loss
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of W-observability, however W-detectability is preserved. Then, in order
to produce an example that is W-detectable but not W-observable for the
application of the Method I, we set p = 0. For this choice of p, one can
check that O, = 0 and the system is not W-observable; furthermore, by
applying (5.22), one has that (A, Q) is MS-detectable, which means that
(A, C) is W-detectable (see Theorem 1). In this situation, Method I is the
only method in the MJLS literature that can be applied. The optimal control
obtained is G; = [0.302 0.520 0.637], G = [0.082 0.238 0.143|, G3 =
[0.0849 1.288 — 0.479] and G4 = 0; for k = 0.95, the method needs 19
iterations and 2.82 seconds of CPU time to converge to the solution of the
CARE, with residual error of about 1078,

Example 2. This is the example presented in (do Val et al., 1998); matrices
A;, B; and R; are as in Example 1 and

Cl = 02 = 03 == 04 == [3; (557)
0.88 0.04 0.04 0.04
0.04 0.88 0.04 0.04

0.04 0.04 0.88 0.04
0.04 0.04 0.04 0.88

]P:

In this example we compare Method I and the method in (do Val et al., 1998).
Figure 5.2 illustrates how the rate of convergence of Method I depends on
the parameter k; the results for the method in (do Val et al., 1998) are also
diplayed. One can infer from the figure that the number of iterations and
the CPU time increase in an linear fashion with x. We also notice that the
methods are similar in terms of rate of convergence when k is set near to
one.

5.2.6 Conclusions

The paper presents new advances in the study of the weak detectability
concept for MJLS, which is an special class of composite linear system. W-
detectability is an important and rather general concept introduced in (Costa
e do Val, 2001) that can assure uniqueness and MS-stability of closed-loop
solutions of the L(Q problem.

An extension of the concept of observability matrices for deterministic
linear systems is produced by introducing the collection of observability ma-
trices O for the MJLS. This allows us to present results concerning the re-
lationship between weak detectability for MJLS and the deterministic linear
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Figure 5.2: Convergence of the Method I for some values of x in example 2;
(4) refers to Method I and (o) refers to the method in (do Val et al., 1998).

systems, including the definition of the pathwise invariance of non-observable
subspaces, see Lemma 3. The relationship between W-detectability and MS-
detectability is clarifyed in Theorem 1, which states that W-detectability of
the pair (A, C) is equivalently expressed by the MS-detectability of the pair
(A, O), thus revealing the conservativeness of the MS-detectability.

The concept of W-detectability is related to que pairwise detectability of
each pair (pili/ ?A4;,0;) in the form expressed by Lemma 6, although it is not
related to the detectability of each pair (pii/ A, C;) as Example 1 shows. The
latter detectability concept is a key condition in the proof of convergence of
previous numerical methods based on uncoupled Riccati iterations.

The paper circumvent this difficulty by adapting the method of (do Val
et al., 1998) and showing the convergence of the method from a different
viewpoint: we introduce a parameter x and for any 0 < x < 1 we demonstrate
that the pairs associated with the UARE sequences are detectable after n? N
iterations. This allows us to show that the sequence is unique, which is a
central point in the proof of convergence of the method. Furthermore, it was
shown and illustrated by examples that the proposed method inherits the
high rate of convergence of the method in (do Val et al., 1998) when « is set
near to one.
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trol of Dynamical Systems’.

5.2.7 Appendix A - Basic Results

The following properties are basic results; the proof is presented for ease of
reference.

Lemma 11. Consider matrices U € R™, V € R and S € R*. Then the
following assertions hold:

(i) N{S} = N{S'S};

(i) N{U + V} C N{U} and N{U + V} Cc N{V'};

(111) Assume N{U} C N{V'}; then, N{S'US} C N{S'VS};

(iv) Assume N{U} C N{S}; then, N{V + U} C N{V + S};

Proof. (i): N{S} € N{S'S} is trivial; N{S'S} € N{S}: if S'Sz = 0 then we
define v = Sx to get that v'v = 2/S’Sx = 0 which means that Sx = v = 0;
(ii): first assertion: (U+V)r =0=2'(U+V)zx =0=0< 22Uz = —2'Va <
0 = 2/Uzx = 0; now let us write U = UY2U'? to get that 2/UY2U?x =
0 = Uz = 0; the second assertion follows by symmetry; (iii): let us write
U = UY2UY? to get that S'USz = 0 = 2/S'UYV2UY?2Sy =0 = U(Sz) =0
and from the assumption, V(Sz) = 0; (iv): from assertion (i) (V +U)z =0
implies Ux = 0 and Vx = 0 and the result is immediate. O

5.2.8 Appendix B - Data of the Examples

[0.9572 0.8329 2.2670 | [0.9693 0.8767 1.9881
A; = [0.0127 0.9638 —0.2682| : A, = |0.0040 0.9694 —0.2691] :
0 0 0.2231 | |0 0 0.2231
[0.9313 2.3567 5.2814 | [ 0.9498 1.4220 3.8014
A; = 10.0102 0.9445 —0.7538| : A, = |—0.0327 0.9161 —0.8440] ;

0 0 0.2231 | 0 0 0.2231

By = [-2.5873 —0.2909 0.7769]; By = [—11.4728 — 0.2818 0.7769];

Bs =[1.3790 — 0.7506 0.7769]; B, = [—4.7405 — 0.6196 0.7769]
(5.58)






Capitulo 6

W-detetabilidade para SLSM
de dimensao infinita

Neste capitulo, abordam-se os conceitos de W-detetabilidade e W-observabili-
dade para SLSM a tempo discreto com um conjunto enumeravel de estados
de Markov, os quais sao denominados neste texto simplesmente como SLSM
de dimensao infinita.

Uma vez mais emprega-se o expediente de inserir um artigo no texto da
tese, em conformidade com o formato de teses adotado pela Universidade
de Campinas. A razao para isto é que os resultados apresentados neste ca-
pitulo apresentam certo grau de semelhaca com os resutlados do caso de
dimensao finita e, em particular, reduzem-se a estes ultimos quando a ele
particularizados. Contudo, devemos frisar que encontram-se algumas dife-
rencas conceituais e que o contexto de dimensao infinita é analiticamente
muito mais delicado. De fato, neste texto apenas alguns resultados do caso
de dimensao finita sao estendidos; outros nao sao extensiveis ou ainda nao
foram suficientemente estudados.

O artigo, de autoria do candidato ao titulo de doutor, de seu orienta-
dor e de Marcelo Dutra Fragoso, intitula-se “ On a Detectability Concept of
Discrete-Time Infinite Markov Jump Linear Systems ”, foi aceito para pu-
blicacao no IFAC World Congress 2002 e encontra-se submetido ao jornal
Stochastic Analysis and Applications ; veja (Costa et al., n.d.a) e (Costa
et al., n.d.b). Os resultados obtidos sdo apresentados sinteticamente e co-
mentados na secao seguinte, em Portugués, precedendo a se¢ao na qual o
artigo ¢ incluido.
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6.1 Sintese de resultados

Nesta secao, apresentamos uma sintese dos resultados obtidos relativos aos
conceitos de W-detetabilidade e W-observabilidade, introduzidos neste tra-
balho para SLSM de dimensao infinita.

Como mencionamos acima, o caso de dimensao infinita apresenta certas
discrepancias e dificuldades analiticas quando comparado ao caso de dimen-
sao finita. Estas dificuldades representaram entraves na extensao de certos
resultados, como na aplicacao dos conceitos no problema LQ e, em particular,
na extensao do resultado de invariancia expresso no Lema 3.2.

As dificuldades enfrentadas sao melhor comprendidas através das seguin-
tes comparagoes entre os casos de dimensao finita e infinita, ambos a tempo
discreto.

Inicialmente, considere as seguintes defini¢coes. Dizemos que uma traje-
téria X (-) converge no sentido médio quadréatico se

Jim | X (k) =0

sendo, para X = (Xy,...), [|[X|l; = X .cs |Xill; dizemos que a trajetéria
converge estocasticamente se

DX (R, < oo (6.1)

No caso de dimensao finita, quando uma trajetoria converge no sentido
médio quadratico, sempre ha uma funcao exponencial decrescente limitando
a trajetéria, de forma que se conclui a convergéncia no sentido estocastico.
Em contraste, no caso de dimensao finita, nao se aplica tal limitante, e
é simples encontrar casos em que uma trajetéria converge tao lentamente
no sentido médio quadrético, que nao satisfaz (6.1). Em decorréncia deste
fato, a equivaléncia entre diferentes conceitos de estabilidade de segundo mo-
mento, como a equivaléncia entre MS-estabilidade e estabilidade estocéstica
(S-estabilidade), nao vale no contexto de dimensao infinita; vide (Costa e
Fragoso, 1995) ou (Fragoso e Baczynski, 2001) para o caso a tempo continuo.

Ressaltamos que, no contexto de dimensao infinita, o conceito mais ade-
quado para o problema LQ é o de S-estabilidade. Como exemplo, menciona-se
que o conceito associado de S-estabilizabilidade garante a existéncia de solu-
¢ao para o problema LQ e para as EARA associadas; o conceito mais fraco
de MS-estabilizabilidade nao cumpre o mesmo papel. Com vistas a futura
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aplicagao no problema LQ), neste texto empregam-se nocoes associadas a S-
estabilidade. Mesmo no conceito de W-detetabilidade, o qual é permeado
pelo conceito de estabilidade (no sentido que exige convergéncia de trajeté-
rias ndo observadas), aparece a condigao de convergéncia estocdstica ao invés
de convergéncia na média quadratica; por esta razao, denomina-se o conceito
como Wg-detetabilidade.

Outro ponto importante é que, para um SLSM de dimensao finita, dados
xg, 0o, sempre é possivel escrever xy = &y + Zg, sendo Ty € R{O0y,} € Ty €
N{Og,}, de forma que W™ N(zg,00) = 0 e W¥N(iq,60) > vE{|0|*}, para
algum v > 0. Por outro lado, no caso de dimensao infinita, esta decomposi¢ao
nao vale. O seguinte exemplo ilustra este fato.

Exemplo 6.1 (Funcional W positivo, mas sem limitante inferior,
associado a um SLSM de dimensao infinita). Seja o SLSM de dimensao
infinita descrito por

A =1; C; = ¢'% Diiv1 = 1

com 0 < ¢ < 1. Neste exemplo, W7 (z,i) # 0 para qualquer T' > 0; por
outro lado, ¢ simples verificar que W7 (z,4) < W*>(z,1) = ¢'7/(1 — ¢)~}z|?,
de forma que nao existe um limitante inferior v > 0 para o funcional W.

O exemplo acima também é 1til para explicar por que uma caracterizacao
de detetabilidade apenas em funcao do comportamento do sistema no espaco
nao fracamente observavel (i.e., para x e € para os quais W"QN(x, 0) = 0),
como aquela para W-detetabilidade expressa no Lema 2.7, nao é 1util no
contexto do problema L(Q de dimensao infinita, o que dificulta a extensao
de resultados, como aquele expresso no Lema 3.2 sobre invariancia a reali-
mentacao. De fato, teriamos que o sistema do Exemplo 6.1 é trivialmente
Ws-detetavel, enquanto é simples verificar que nenhuma trajetéria converge,
embora W (z, ) < oo para todo x, 6.

Estas questoes sao resolvidas ao exigir, na definicao de Wg-detetabilidade,
convergéncia da trajetdria, sempre que o custo for finito (ao invés de nulo).
Isto torna o conceito mais adequado para o problema LQ, na medida em que
proporciona um vinculo entre a finitude do funcional de custo e a convergen-
cia da trajetéria, similar aquele descrito no Capitulo 3.

Definicao 6.1 (IWs-detetabilidade). (A, C, P) é Ws-detetavel se

DX H), < o0 (6.2)
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sempre que W (X) < 0.

Os principais resultados obtidos sao resumidos na proposi¢ao a seguir.
Os conceitos de W-observabilidade e S-detetabilidade apresentados abaixo
consistem, respectivamente, em uma adaptacao do caso de dimensao finita
e em um dual de S-estabilizabilidade, encontrado por exemplo em (Costa e
Fragoso, 1995).

Definicao 6.2 (W-observabilidade). (A4, C, P) é W-observavel se existem
um inteiro positivo Ny e um escalar v > 0 para os quais Whe(X) > ~ || X,
para cada condicao inicial X.

Definicao 6.3 (S-detetabilidade). (A, C, P) é S-detetdvel se existe um
conjunto de matrizes L = (Lq,...) de dimensoes apropriadas tal que, para
qualquer condigao inicial X, a trajetéria do sistema descrito por (A+ LC, P)
é convergente no sentido estocastico.

Proposicao 6.1. As sequintes afirmacgoes valem:

(i) Se (A,C, P) é W-observdvel, entao (A,C, P) é Wg-detetdvel.

(ii) Se (A, C, P) é S-detetdvel, entao (A, C, P) é Wg-detetdvel.

(iii) Se S = {1,...,N}, ou seja, se o SLSM ¢é de dimensdo finita, entdo
(A,C, P) é Wg-detetdvel se e somente se (A, C, P) é W-detetdvel.

Finalizando, mencionamos que a aplicagao do conceito de detetabilidade
no problema LQ) ainda é uma questao em aberto, a ser abordada em trabalhos
futuros. Mais especificamente, deve-se demonstrar que a invariancia a reali-
mentacdo vale, ou seja, que (A + BK, (C'C + G'RG)"?, P) é Wg-detetavel
sempre que (A, C, P) é Wg-detetavel, de forma similar ao Lema 3.2 no caso
continuo de dimensio finita. E também interessante salientar que a classe
de SLSM de dimensao infinita inclui a dos sistemas lineares variantes no
tempo, os quais possuem conceitos proprios de detetabilidade, cujas relacoes
com os conceitos existentes de detetabilidade para SLSM nao se encontram
exploradas na literatura.

6.2 O artigo intitulado “On a Detectability Con-
cept of Discrete-Time Infinite Markov Jump Lin-
ear Systems”

Abstract. This paper introduces a concept of detectability for discrete-time
infinite Markov jump linear systems that relates stochastic convergence of
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the output with stochastic convergence of the state. It is shown that the new
concept generalizes the previous stochastic detectability concept and, in the
finite dimension scenario, it is reduced to the weak detectability concept. It is
also shown that the detectability concept retrieves the well known property of
linear deterministic systems that observability is stricter than detectability.

6.2.1 Introduction

This paper is concerned with the discrete-time Infinite Markov jump linear
system (MJLS) defined in a fixed stochastic basis (2, F, (Fy), P) by

ok +1) = Agyz(k), k>0,
. {y(k) = Comyz(k), 2(0) = o, 6(0) = 6 (6.3)

where x and y are the state and the output variables, respectively. The mode
0 is the state of an underlying discrete-time Markov chain © = {0(k); k > 0}
taking values in 8 = {1, 2, ...} and having a stationary transition probability
matrix P = [p;;], 1,7 € Z. 6y € § is a random variable for which p; =
P(fy = 1), 1 € §, and zg is a second order random variable. It is assumed
that matrices A; and C;, i € §, belong to the collections of real matrices
A= (A1, Ay, ...),dim(4;) =n xn,and C = (C1,C%,...), dim(C;) = ¢ X n,
for which sup,cg || Ai|| < 0o and sup;cg||Cil] < co. We also assume that (k)
and 0(k) are observed at each time instant k.

When one deals with system W, the usual detectability concept is the
stochastic detectability (S-detectability), see (Costa e Fragoso, 1995), or
(Costa, 1995) and (Morozan, 1995) in the finite dimension case, which is
a dual concept of stochastic stabilizability. However, the concept presents
the drawbacks pointed out in the sequel.

Consider the weak observability (W-observability) concept that follows
from extension of the finite state space case, see Section 6.2.4, which appears
in (Costa e do Val, n.d.b), (Costa e do Val, 2001) and (Morozan, 1995), and
it is more general than other observability concepts for MJLS, like the ones
in (Ji e Chizeck, 1990a). We show by means of an example in Section 6.2.5
that S-detectability does not generalize W-observability. This suggests that
S-detectability is conservative, recalling that detectability generalizes observ-
ability in the context of linear deterministic systems, linear time-varying sys-
tems, see e.g.(Anderson e Moore, 1981), or even in the context of MJLS in
finite state space, see (Costa e do Val, n.d.b), (Costa e do Val, 2001), and
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(do Val e Costa, 2002). Moreover, W-observability does not generalize S-
detectability as well, and the concepts are not comparable; this sometimes
compelled authors to consider both concepts, like in (do Val et al., 1999) and
(Morozan, 1995). We also mention that some basic properties of the usual
detectability concept in the linear deterministic setting are not retrieved by
the S-detectability concept; along this line, S-detectability does not assure
that non-observed trajectories are stable in the stochastic sense and it does
not relate convergence (in the stochastic sense) of the state and output tra-
jectory.

In the finite space state case, the above criticism was overcome by the
introduction of the weak detectability (W-detectability) concept in (Costa e
do Val, n.d.b) and (Costa e do Val, 2001), or in (Costa e do Val, n.d.a) for
the continuous-time case. The concept generalizes the S-detectability concept
and it reproduces geometric and qualitative properties of the deterministic
concepts within the MJLS setting.

This paper extends the weak detectability concept to the infinite Markov
state space case. The new concept, which is referred to as Ws-detectability,
relates the stochastic convergence of the output with the stochastic conver-
gence of the state. It is shown that the new concept generalizes the stochastic
detectability concept and, in the finite dimension scenario, it is reduced to
the concept of weak detectability. It is also shown that Wg-detectability
generalizes W-observability.

The paper is organized as follows. In Section 6.2.2 we present basic
concepts. In Section 6.2.3 we introduce the concept of Wg-detectability
and we present the comparison with the S-detectability concept; the Wys-
detectability concept in finite state space is studied in Section 6.2.3. The con-
cept of W-observability is studied in Section 6.2.4 and Section 6.2.5 presents
examples showing that a non S-detectable system can be Wg-detectable.

6.2.2 Notation and Basic Results

Let R™ represent the linear space of all n-dimensional vectors. Let R™
(respectively, R™) represent the normed linear space formed by all r x n
real matrices (respectively, n x n) and R™ (R"") the closed convex cone
{U € R":U =U"> 0} (the open cone {U € R* : U = U’ > 0}) where
U’ denotes the transpose of U; U > V (U > V) signifies that U — V € R™
(U—-V € R™). Let HT"™ (H7") denote the linear space formed by sequences

of matrices H = {H;;i € 8} such that ), ¢ |[H;|| < 0o (sup;cs || Hil| < 00);
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also, H™ = H™". We denote by H® (H}) the set H" when it is made up
by H; € R (H; € R"") for all i € § and similarly for H™® and H™. For
H € H™ we define the inner product

< H,V >=Y tr{H]V}}
1€8

and the norm
IHl, = I1H]| (6.4)
=
and for H € H" we define ||H|| = sup,cs || H;||-

Remark 6. Notice that for H € H}" we have that || H||, << H,I >< n||H]||;.
Indeed,

5], = Z | Hy| < ZtT(Hi) =< H,I>

ic8 ic8
:tT<ZHi> <n ZHi
ic8

i€
Let us define the operators € : H} — H}, and T : H" — H" as
jes
T(U) = A&, (U)A;, i=1,2,...
and L : H} — H7, the dual of operator T, as
LiU) =) piAU; A, i€

)

<n) |H|=n|H|,

1€8

It is shown in (Costa e Fragoso, 1995) that the limits in (6.5) are well defined.
We denote T°(U) = U, and for k > 1, we can define T%(U) recursively by
TH(U) = T(T*1(U)) and similarly for L. Notice that T and L are linear.
We also define the following linear system related with system W:

. {Xi(k:—l—l) = Li(X(k), k>0 66)

X(0) = X € 3o

The relationship between systems W and & is presented in the following
proposition. The result is adapted from (Costa e Fragoso, 1995).
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Proposition 1. Consider systems ¥ and ®. In connection with the initial
condition (xg,0y), define X € HY as Xy, = xoxf, and X; = 0,1 # 0y. Then,

Xi(k) = Eg o {(k)x(k) Lo} (6.7)
Notice that with this result we can write, for instance, E,, g,{|2(k)|*} =<
X(k), I >. We introduce the functional

N
=) < X(k),C'C> (6.8)
whenever X (0) = X, and
W(X) = lim WY (X) (6.9)

Stochastic Detectability
Definition 1. We say that (A,P) is stochastically stable (S-stable) if for

each X € H}©
Z IX(R)[l, < oo

Remark 7. Notice from Remark 6 that the condition of S-stability is equiv-
alent to Y .-, < X(k),I >< oo and, in view of Proposition 1, we have that
Sore o E{|z(k)|[*} < oo for each initial condition xq and 6.

Remark 8. Consider a linear operator R : H} — HY, let 7,(R) denote the
spectral radius of R; it is known that r,(R) < 1if and only if > 2 [|RF(H)|| <
00. Then, (A,P) is S-stable if and only if r,(L) < 1, VH € HY.

Definition 2. We say that (A, C, P) is stochastically detectable (S-detectable)
if there exists L € HZ" for which (A 4+ LC,P) is S-stable.

6.2.3 Weak Detectability

Notice that the functional in (6.9) has the physical interpretation of the
accumulated energy of the output process y in the sense that

W(X) = lim E{Z Comyz(k)} (6.10)

N—oo

N—oo

= lim E{Z ly(k)|?
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whenever Xy, = zory and X; = 0,7 # 6p. Then, the weak detectability
concept relates the energy of the output and the trajectory, as follows.

Definition 3 (IWs-detectability). We say that (A, C,P) is Wg-detectable
provided

DX ®), < oo (6.11)
k=0
whenever W(X) < oo.

Remark 9. In view of (6.10), the condition W (X') < oo has the interpretation
of stochastic convergence of the output. Then, the Wg-detectability concept
relates stochastic convergence of the state and the output.

Remark 10. We use the subscript S in the definition above to emphasize
the condition (6.11) which comes from the stochastic stability condition.
Variants of the concept of detectability arise with different conditions on the
trajectory. For instance, when one replaces (6.11) by the weaker condition
limy . [|X(k)||;, = 0, which is a mean square condition, then we denote
Wis-detectability. Of course, one has that Wj,g-detectability is weaker
than Wg-detectability.

Ws-detectability and S-detectability

In this section we examine the relationship between S-detectability and Wg-
detectability to show that the former implies the latter. We show by means
of examples, in Section 6.2.5, that the reverse implication fails.

Theorem 1. Suppose (A, P) is S-stable. Then (A+GD, D,P) is Wg-detectable
for each G € H2? and D € HL".

In the proof of the above theorem, X (-) will refer to the system & and
X () will refer to:

.I'(O) = X, 6(0) == 60

We need the following preliminary result. Let ¢ > 0 be such that (1 +
e)ry (L) < 1 (recall that r,(-) is the spectral radius) and for H € H we
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define the operator Lg : H — H as

Lei(H) = (1+1/€%))  p;iG;D;H;D}G,

jes
Lemma 1. The series Y -, La(X (k) converges provided /W(X) < 00.

Proof. We start evaluating, for H € H°,

1La(H)ll =D 1La(H)]| (6.12)

1€8

€8 Jj€ES
< (L+ /NG DD |D HDj|
JES €8
= az HDJHJD;H =« HDHD,HI
JjES

where a = (14 1/¢?) ||G||>.. Employing (6.12) we can write, for T) < T,

1

S La(X (k) — Y La(X (k)

< i HLG(X(k))Hl < i aHDX(k)D’

k=T
(6.13)
Recalling that W(X) < oo, we obtain

Ts
> < DX(k)D',1>—0asTy, Ty — o0
k=T

and Remark 6 provides that

T
> DX (k)D'||y — 0 as Ty, Ty — oo (6.14)

k=T4

From (6.13), and (6.14) we obtain

> La(X(k) ~ 3" La(X (k)| —0

as Tl,T2—>OO. O
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Proof of Theorem 1
We shall show that Y2 HX(/{:)H < oo provided
1

W(X)=Y < X(k),D'D>< o0
k=0

Let us define L, : HO — H by L. = (1 + )L, that is, L (H) =
> jesPii(1+€?)A;H; A% We also define the series M (k), k > 0, with M (k) €
H1° by

Note that

N (6.16)
+3°% < ek <LG(X(m—k:—1))) >

Lemma 1 allows us to define M = 3% L(X(m)). Then, for the second
term in the right hand side of (6.16) we evaluate

Zi < LF (LG(X(m—k— 1))) I >
-3y <k <LG(X(m—k— 1))) 1>

omm (6.17)
=y <Lt (Z LG(X(m))> 1>
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From (6.16) and (6.17) we obtain
S < Mk),I>=) <LHX(0)+M),I> (6.18)
k=0 k=0

and one has that S°5° [|L¥(X(0) + M)||; converges (recall that r,(L,) < 1
and see Remark 8) and from Remark 6 we conclude that

D 1M (k)] < o0 (6.19)

Now we show by induction that

X(k) < M(k) (6.20)

Indeed, for k = 0 we defined M (0) = X (0); assuming X (k) < M (k) one can
check that

X(k+1) =Y (4, = G;D) X (k)(4; — G;D;)
j€ES
< L (X (k) + La(X (k)

~

<L (M(k)) + La(X (k) =M(k+1)

and the induction is complete. Finally, from (6.19) and (6.20) we obtain
STHIX®IL < STIME)L < oo
k=0 k=0

Theorem 2. If (A, C,P) is S-detectable then (A, C,P) is Wg-detectable.

Proof. Since (A, C,P) is S-detectable, from definition there exists L € M™1
such that (A4 LC,P) is S-stable and, from Theorem 1, (A+ LC +GD, D,P)
is Wg-detectable for each G € M*? and D € M?®. The proof is completed
by retrieving the original system ® with the choice D = C and G = —L. [

Ws-detectability in Finite State Space

In this section we study the concept of Wg-detectability of Markov jump
linear systems in finite state space, 8§ = {1,...,N}. We show that the
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concept of Wg-detectability and the concept of W-detectability presented in
(Costa e do Val, 2001) are equivalent.

Definition 4 (WW-detectability). We say that (A,C,P) is W-detectable
when there exist integers Ny, kg > 0 and scalars 0 < § < 1, v > 0 such that
Wha(X) = v || X|| whenever [ X (kq)ll; = & [IX],

We shall need the following preliminary results, which are adapted from
(Costa e do Val, 2001, Lemmas 7 and 8).

Proposition 2. (i) W(X) =0 if W*N(X) = 0;
(ii) (A, C,P) is W-detectable if and only if || X (k)| — 0 as k — o0
whenever W N(X) = 0.

Jiet al. in (Ji et al., 1991) have shown that S-stability concept is equiv-
alent to other second moment stability concepts, such as MS-stability and
exponential stability. The next result follows.

Proposition 3. (i) || X(k)|[1 — 0 as k — oo if and only if the series
Ym0 IX(K)||1 converges.

() IF 2o |IX (k) diverges, then || X(E), = p€* | X(O), for some
O<p<land&>1.

Remark 11. In finite space state, equivalence between the concepts of Wg-
detectability and Wj;s-detectability follows from the equivalence among the
second moment stability concepts.

The main result of the section is as follows.

Lemma 2. Assume that § = {1,...,N}. Then, (A,C,P) is Wg-detectable
if and only if (A, C,P) is W-detectable.

Proof. Necessity. Provided W™ N(X ) = 0, from Proposition 2 (i) we have
that W(X) = 0. Then, from the W-detectability hypothesis we have that
Ny oo S o [|X (K)|l1 < oo which means that || X (k)|]; — 0 as k — oc.
Proposition 2 (ii) concludes the proof.

Sufficiency. Assuming (A, C,P) is W-detectable, we show that W (X) =
oo whenever the series Y o || X (k)||1 diverges. In this situation, from Propo-
sition 3 we have that there exists 0 < p <1 and £ > 1 for which

IX(®)I, = p" X (0)]], (6.21)
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Let us define the sequence N = {ng,ny,...} where ng = 0 and each n,,,
m =1,2,...,1is the smallest integer such that n,, > n,,_1+1 and n,, satisfies

[ X (i + D)ka)lly = 8[| X (nmka)],
If the number of elements of N is finite, one can check that
lim [ X (t k), = 0

which contradicts the initial hypothesis that the series Y2 || X (k)||1 con-
verges, see also Proposition 3. Then we conclude that N has infinitely many
elements, and we can take a subsequence from N with infinitely many ele-
ments, N = {nyg, My s - - -}, Where np,, = mo = 0 and each my, t =1,2,.. .,
is the smallest integer such that n,,, > n,, , + max{1, (Ng/kq)}. We can
write:

N-1
WNX) =) <X(k),Q+C'C>
k=0

t'  Ng

>33 < X(npka+k),C'C >
t=0 k=0
tl

> X (nnka) || = 301X (0)] #

t=0
where t' is the largest integer for which n,, kg + Nq < N, in such a manner
that ' — 0o as N — oo and we conclude that W(X) = W>®(X) =0c0. O

6.2.4 'W-Observability Concept

The following W-observability concept is adapted from the finite state space
case, see (Costa e do Val, n.d.b), (Costa e do Val, 2001) and (Morozan, 1995).

Definition 5. Consider system ®. We say that (A, C,P) is W-observable
when there exist a positive integer Ny and a scalar v > 0 such that W¢(X) >
v || X||; for each initial condition X.

Notice that the above concept reflects the idea that there exists N, for
which a minimal level v of energy is present at the output in any interval of
lenght Ng.

Lemma 3. If (A,C,P) is W-observable then (A, C,P) is Wg-detectable.
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Proof. We shall show that > 7~ ||X (k)||i < oo provided W(X(0)) < oo,
assuming (A, C,P) is W-observable. From the W-observability condition we
derive, for each t > 0,

1 k+Ny
I1X(k)|; < > Y < X(t),C'C> (6.22)
t=k

and we write

SO IX W) < %Z Y < X(@#),0C > (6.23)

6.2.5 Examples

In this section we present examples of systems in infinite Markov space state
which are W-observable or Wg-detectable but they are not S-detectable.
We shall need the following preliminary result.

Proposition 4. (A, C,P) is S-detectable if and only if there exists L € H"
and P € H such that

Example 1. In this example, a change in a single Markov state provides
the lost of S-detectability without affecting the W-observability. let n = 1
and C; = 1, ¢ € 8. Notice that (6.24) holds with L = —A and one has that
(A, C,P) is trivially S-detectable, no matter how A = (ay, as,...) is chosen.
Moreover, W(X) >< X,C'C >> || X||, and (A, C,P) is W-observable. Now,
assume that there exists j € 8 for which a?pjj > 1 and pj; < 1, and let
C; = 0. In this case, (6.24) provides

(1= alp;) Py — a3(Y_pjiP) >0
i
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which leads to (1 — a?pjj)Pj > 0 and P; < 0; then, from Proposition 4 we
conclude that (A, C,P) is not S-detectable. On the other hand, we evaluate

Z<Lk ),C'C >= <XZir’fO' ) >

k=0
> Ztr X;CIC) + tr(X;(T,(C'0)))
G
= Z tr(X;) + tr (1 — pjj)Xj)
G
> min{1, (a5(1 — pj;)) Ztr

€S8
> min{1, (a5(1 — pj;)) H|X|h

and we have that (A, C,P) is W-observable.

The conservativeness of the S-detectability in face of Wgs-detectability in
the infinite Markov state space case is inherited, in some extension, from the
finite state space case. For instance, let us consider systems that presents
Markov chains with distinct communicating classes 8; = {i1,...,in,}, J =
1,...,N, for which P{6(k+ 1) € §;|0(k) € §;} = 0 for all i # j. Let us
denote such a system by ®.; we also denote A7 = (4;), i € §; and similarly
for C7 and P?. The following result holds.

Lemma 4. Consider system ®.. (A,C,P) is Wg-detectable (respectively,
S-detectable) if and only if (A7,C7 P9 is Wg-detectable (S-detectable) for
j=1,...,N.

Proof. We only present the mainlines of the proof. Necessity is straightfor-
ward to verify.

Sufficiency. Assume that W (X) < oco. Let us decompose the initial condi-
tion X as X = X'+ ... 4+ X" in such a manner that X/ = 0 for i # j,
and W(X7) < oo, j = 1,...,N. From Ws-detectability of (A7, C7,P7), one
has that >, ||L*(X7)||; < oo. The linearity of system ®. provides X (k) =
S, LH(X7) which leads to S50 [IX () = S, Y505, [1LH(X9)] 1 < oo
and one has that the system is Wg-detectable. As regards to S-detectability,
the result follows from the fact that there is no coupling between the equa-
tions in (6.24) related with different clusters. O

The next example retrieves an example in finite state space of (Costa e
do Val, 2001).
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Example 2. Let S; = {1,2} and S, = {3,4,.. .},

[ pn (1 - pn) 0 ... i
(1 —pa2) D22 0 ...
P = 0 0 P33 P34

D43 Pag

Let A1 = aq, A2 = A9, = 1, Cy = 0, P11 > 0 and pgga% > 1 and assume that
the system associated with Sy is S-detectable. For this simple example (6.24)
provides (1 — a?py1)P; > a?(1 — py1) P, which has no positive solution, and
thus the overall system is not S-detectable. On the other hand, it is shown in
(Costa e do Val, 2001) that the system associated with S; is W-observable,
and we conclude from Lemma 4 that the overall system is Wg-detectable.

6.2.6 Conclusions

In this paper we study the concept of Wg-detectability for discrete-time in-
finite Markov jump linear systems. The Wg-detectability concept relates
stochastic convergence of the output and the state, or equivalently the finite-
ness of the quadratic functional W (X') and stochastic stability of the system;
this is an important feature for the linear quadratic problem.

The paper shows that the Wgs-detectability concept generalizes the pre-
vious S-detectability concept and, in the finite dimension scenario, it is re-
duced to the W-detectability concept. It is also shown in the paper that
Ws-detectability generalizes W-observability, thus retrieving a well known
property of linear deterministic systems.






Capitulo 7

Conclusoes

Este trabalho essencialmente aborda os conceitos de observabilidade e de-
tetabilidade para SLSM, com énfase no conceito de W-detetabilidade aqui
introduzido.

A anélise dos conceitos leva a resultados que estreitam os paralelos en-
tre a teoria de SLSM e SLD, com destaque para aqueles que recuperam as
Propriedades I-VII de SLD mencionadas no Capitulo 1, em termos de W-
detetabilidade e W-observabilidade, como segue:

Propriedade 1. Se z(t) € Og), entdao x(s) € Og(s) para todo s > ¢ ou,
em outras palavras, trajetérias nao fracamente observadas permanecem
nao fracamente observadas;

Propriedade II. Se (A,C,A) é W-observavel, entdao (A,C,A) é W-
detetavel;

Propriedade III. Se (A,C,A) é W-detetdvel, entao E{||z(t)|[*} — 0
enquanto ¢ — oo sempre que g € N{Oy, }, ou seja, W-Detetabilidade
assegura que trajetorias nao fracamente observadas sao MS-estaveis;

Propriedade IV. (A, C,A) é W-observavel se e somente se o posto de
O; é completo, para cada i =1,..., N;

Propriedade V. (A4, C, A) é W-detetével se e somente se E{||z(t)||*} —
0 enquanto t — oo sempre que J(xg, ) < 00, isto é, W-detetabilidade
vincula finitude do funcional de custo com a convergéncia da trajetoria
associada;

109
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Propriedade VI. Se (A,C,A) é W-detetdvel, entdo qualquer solugao
das EARA é MS-estabilizante. Menciona-se que unicidade da solugao
¢é assegurada, indiretamente, pelo fato que ha no maximo uma solucao
MS-estabilizante.

Propriedade VII. (A,C,A) é W-detetdvel se e somente se a solugao
minima das EARA é MS-estabilizante.

Ressaltamos que a Propriedade V acima permite afirmar que W-detetabili-
dade é a condi¢ao mais adequada para o problema L.Q associado a SLSM (veja
a Observacao 3.1).

Quanto ao conceito de MS-detetabilidade, o qual era o conceito de dete-
tabilidade usualmente encontrado na literatura de SLSM, conclui-se que nao
se trata de um conceito adequado para SLSM, ao menos no contexto do pro-
blema LQ. A razao fundamental para isto reside no seu conservadorismo em
relacao ao conceito de W-detetabilidade, como indicado em diversas oportu-
nidades ao longo do texto, entre as quais citamos os Exemplos 2.2 e 2.3, os
quais mostram respectivamente que MS-detetabilidade nao esta atrelada a
nocao de convergéncia no sentido médio quadratico de trajetoérias associadas
a custo nulo (adequado para o problema LQ) e que um sistema pode ser
trivialmente W-detetavel sem ser MS-detetavel. Um outro ponto importante
é a demonstragao de que (A, C,A) é W-detetavel se e somente se (4,0, A)
¢ MS-detetavel, o que propicia uma condicao testavel de W-detetabilidade
ao mesmo tempo em que esclarece a relacao entre os conceitos envolvidos,
além de reforcar o conservadorismo do conceito de MS-detetabilidade, ja que
¢ simples verificar que N{O;} C N{C;},i=1,..., N.

Em outra linha de desenvolvimento do trabalho, elaboram-se dois mé-
todos de solucao para as EARA, baseados em recursces de Riccati desaco-
pladas. Mostra-se que o Método I pode ser aplicado sob a hipdtese de W-
detetabilidade, no sentido de que a seqiiéncia por ele gerada converge para a
solugao estabilizante das EARA se e somente se (A, B, A) é MS-estabilizavel.
Um ponto fundamental na prova de convergéncia é o da unicidade de cada
elemento da seqiiéncia, o que é demonstrado através de relagoes entre os ni-
cleos da matriz de observabilidade O; e do k-ésimo elemento ZF da seqiiéncia
gerada (veja o Lema 4.4). Um interessante subproduto é o de que o nicleo
da solucao minima da Riccati é igual ao da matriz de observabilidade asso-
ciada, nos termos dos Lemas 3.5 e 4.1, respectivamente para SLSM e SLD.
Quanto ao Método II, mostra-se que a seqiiéncia por ele gerada converge
para a solucao das EARA se e somente se existe uma solugao; essa auséncia
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de condigoes torna o método 1til como teste de existéncia de solugoes das
EARA.

Extensoes de resultados para o caso a tempo discreto e para o caso deno-
minado de dimensao infinita sao apresentadas. No caso discreto, destaca-se a
obtencao de um conjunto de resultados semelhante ao do caso continuo. No
caso de dimensao infinita, introduz-se o conceito de Wg-detetabilidade, o qual
¢ adequado para o problema LQ, ao estabelecer que uma trajetoéria de estado
converge no sentido estocdstico sempre que o custo associado W(-) ¢ finito.
Também se mostra que este conceito é reduzido ao de W-detetabilidade, no
caso de dimensao finita. Contudo, deve-se mencionar que a aplicacao do
conceito no problema LQ) nao se encontra desenvolvida neste trabalho, sendo
as justificativas descritas na Secao 6.1. A questao que permanece em aberto
¢ a demonstragao de invancia a realimentacao, o que, assumindo observacao
completa de estado, reduz-se a mostrar que (A + BK, (C'C + G'RG)'/?, P)
é Ws-detetdvel sempre que (A, C, P) é Wg-detetédvel.

Concluindo, tem-se que os resultados obtidos neste trabalho contribuem
para a equiparacao da teoria de SLSM com a teoria de SLD. Estes resultados,
somados a outros resultados antes disponiveis, perfazem um quadro bastante
completo de similaridades entre SLSM e SLD.
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Apéndice A: Resultados Basicos

Neste apéndice, apresentam-se resultados basicos e suas provas, para facilitar
a referéncia.

Lema A1l. Considere as matrizes U,V € R, e R, S € R*. Entao, as
sequintes afirmacgoes sao vdlidas:

(1) N{S} = N{S'S};

(1)) N{U +V} C N{U} e N{U +V} c N{V'};

(111) Se N{U} C N{R} e N{V'} C N{S}, entao, N{U+V} C N{R+S};

(iv) Se N{U} C N{V'}, entdo, N{S'US} C N{S'VS};

(v) Sejam «, f € R; entio, N{R'R+ (S + al)R'R(S +al)} C N{BR +
SR+ RS};

Prova. (i): N{S} < N{S'S} é trivial; N{S’S} C N{S}: se §'Sz = 0,
entao define-se v = Sz para obter v'v = 2/S'Sx = 0, o que significa que
Sz = v = 0; (ii): primeira afirmacao: (U+V)z =0=2(U+V)x =0 =
0<2'Uzxr =—2'Va < 0= 2'/Ux = 0; agora, escrevamos U = UY2U"? para
obter #'UY2UY2z = 0 = Ux = 0; a segunda afirmacdo segue por simetria;
(iii): da afirmacao (i) (U 4+ V)z = 0 implica que Ur = 0e Vz =0e o0
resultado é imediato; (iv): escrevamos U = U'Y2U'? para obter S'USz =
0= 2/S'UV2UY2Sx = 0 = U(Sx) = 0 e da hipétese, V(Sxz) = 0;

(v): de (ii), (RR+ (S + al))RR(S+al))r = 0levaa RRRr = 0 e
(S+ al)RR(S + al)r = 0 e, de forma similar a prova de (iv), obtem-se
que Rx =0 e R(S + al)z = 0; entao, avalia-se RSz = R(S+ al)x =0 e
BRx = 0 e o resultado segue de imediato. O
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Apéndice B: Dados dos Exemplos 4.1 e 4.2

Ezxemplo 4.1.
—2.5 0.3 0.8 —-25 1.2 0.3 2 15 —-04
A= 1 =3 02]|; A=1|-05 5 —1|;A3=122 3 0.7 |;
0 05 =2 0.25 1.2 =2 1.1 09 -2

By = diag{0.707, 1, 1};

B, = diag{0.707,1,0.707};
Bs = diag{0.707,1,1}

Cy = diag{5,1,3.31};

Cy = diag{6.08, 8.36,5.83};
C3 = diag{3.16, 4, 4.58};

[—3 0.5 2.5
A=|1 -2 1
0.7 03 -1

Ezxemplo 4.1 - versao aumentada. Nesta versao aumentada, considera-se:

2.7 0.03 18] ~0.69 -1.3 -—14
Ay= 1054 3.0 093|; A;=| -1 —067 —0.76] ;
0.39 0.89 2.3 | —0.40 —0.04 —0.66
2.0 091 2.0
As= |21 1.1 0.90];
1.3 058 2.1

B, = diag{0.151,0.854, 0.822};
Bs = diag{0.645,0.289,0.309};
B = diag{0.838,0.546,0.795};
Cy = diag{0.988,0.334,0.760};
C;5 = diag{0.530,0.783,0.794};
Cs = diag{0.059,0.305,0.971}
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[—3 05 05 0 1 1
1 =20 1 0 0
0.1 0.2 —1 0.5 0.1 0.1
0 1 1 -3 05 05
1 0 0 1 -2 0
05 0.1 0.1 0.1 02 -1

Exemplo 4.2. O modelo nao linear do mono-ciclo é descrito por:

d2 T d

sendo
M, = M, + My + 25 (Jw + 22) myphcos(zs) + (”;%
P mshcos(e) + O Myh 4 gy 4 0
[0 =My hsin(zg)
My = 0 0
M= | L&+ (% — 1)
| —Mygh sm(xg) (n + ) (& — )
all
-~ | R
!

A descri¢ao e os valores nominais dos parametros sao dados na Tabela 7.1.
A matriz de taxa de transicao é dada por:

-4 2 0 2

1 =19 2 7

A= 1 1 =21 1
8 1 2 =20

Empregando (3.9) obtem-se os seguintes ganhos 6timos:

= [1.039 43.07 23.77 10.30]
=[0.6983 73.33 42.41 17.28]
=[0.48 108.9 57.71 25.41]
G4—[037 142.04 8248 33.52]
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Tabela 7.1: Descricao e valores dos parametros do mono-ciclo

Par. Descrigao Valor Unidade
M, massa da roda 1.5 kg
M  massa do eixo e da estrutura 6.0 kg
Jy»  inércia da roda 0.2 kg m?
Jy  inércia da estrutura 0.608 kg m?
R raio da roda 0.2 m
h  dist. centro de massa - eixo da roda 0.36 m
v friccao do rotor 421  Nms/rad
p friccao do rolima da roda 2.12  Nms/rad
a  constante de torque do motor 781 Nm/V
Jn  inércia do rotor 0 kg m?
Lt razao de transmissao 1 -
g  aceleracao da gravidade 9.81 m/s?




