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Resumo

Neste trabalho apresentamos como contribuicdo um novo conjunto de tesselagdes do plano
hiperbdlico construidas a partir de uma tesselacao bem conhecida, a tesselacdo de Farey. Nestas
tesselacbes a regido de Dirichlet é formada por poligonos hiperbdlicos de n lados, com n > 3.
Explorando as caracteristicas dessas tessela¢oes, apresentamos alguns tipos possiveis de aplicacoes.
Inicialmente, estudando a relacdo existente entre a teoria das fracOes continuas e a tesselacdo
de Farey, propomos um novo método de codificagdo de geodésicas. A inovacao deste método
estd no fato de ser possivel realizar a codificagdo de uma geodésica pertencente a PSL(2,7Z)
em qualquer uma das tesselacdes ou seja, para qualquer valor de n com n > 3. Neste método
mostramos como € possivel associar as sequéncias cortantes de uma geodésica em cada tesselacao
a decomposicdo em fracoes continuas do ponto atrator desta. Ainda explorando as caracteristicas
dessas novas tesselacGes, propomos dois tipos de aplicacao em teoria de codificacao de fontes
discretas. Desenvolvendo dois novos cédigos para compactagdo de fontes (um cédigo de arvore e
um cédigo de bloco), estes dois métodos podem ser vistos como a generalizacdo dos métodos de

Elias e Tunstall para o caso hiperbdlico.

Palavras-chave: série de Farey, codificacao de geodésicas, cddigos de fonte, geometria hi-

perbdlica, regido de Dirichlet
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Abstract

In this work we present as contribution a new set of tessellations of the hyperbolic plane,
built from a well known tessellation, the Farey tessellation. In this set of tessellations the Dirichlet
region is made of hyperbolic polygons with n sides where n > 3. While studying these tessellations
and theirs properties, we found some possible applications. In the first one, while exploring the
relationship between the continued fractions theory and the Farey tessellation we propose a new
method for coding geodesics. Using this method, it is possible to obtain a relationship between
the cutting sequence of a geodesic belonging to PSL(2,7Z) in each tessellation and the continued
fraction decomposition of its attractor point. Exploring the characteristics of these tessellations
we also propose two types of applications regarding the discrete memoryless source coding theory,
a fixed-to-variable code and a variable length-to-fixed code. These methods can be seen as a

generalized version of the Elias and Tunstall methods for the hyperbolic case.

Key-words: Farey series, coding geodesics, source codes, hyperbolic geometry, Dirichlet region
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Capitulo 1

INTRODUCAO

Tesselagbes hiperbdlicas tem sido muito estudadas nos dltimos anos devido a grande possi-
bilidades de aplicagdes. Os resultados de suas aplicagdes em sistemas de comunica¢des digitais,
principalmente relacionados a drea de transmissdo de sinais digitais e técnicas de processamento
digital de sinais, tem mostrado resultados promissores.

Com relacao a modulacdo digital por exemplo, a busca por constelagdes de sinais que impli-
quem em um bom desempenho de sistemas de comunicacdes em termos de probabilidade de erro
é um problema que tem atraido a atencdo de pesquisadores. Ao contrario do caso Euclidiano,
o numero de tesselacdes hiperbdlicas regulares que podem ser utilizadas para a construcao de
constelagdes de sinais é bem grande ([Agus 02] e [Cava 05]). Nos trabalhos [Cava 02], [Silv 00]
e [Silv 06] vemos que o desempenho de um sistema de comunicagdes digital utilizando uma
constelacdo de sinais provenientes de tesselacdes hiperbdlicas é superior quando comparadas a
tesselagdes Euclidianas equivalentes.

Com relac3o a codificacao de canal, a proposta de construcdo de cédigos quanticos topoldgicos
apresentada por Kitaev ([Kita 03]) utilizando uma tesselagdo e sua dual, trouxe uma nova pers-
pectiva aos estudos relacionados ao computador quantico. Nos trabalhos [Bomb 06] e [Albu 09]
vemos que o uso de diferentes tesselacdes hiperbdlicas para a elaboracao de cédigos quanticos
fornecem cédigos com diferentes parametros e taxas, possibilitando-se inclusive obter classes de
bons cédigos ([Albu 09]).

Outra drea de aplicacdo de tesselacdes hiperbdlicas é a area de codificacdo de geodésicas
[Kato 07]. Os métodos de codificacdo de geodésicas sob determinados aspectos podem ser vistos
como métodos de codificacdo de fontes. Isto devido ao fato de em geral associarem uma sequéncia
de simbolos ao caminho de uma geodésica pertencente a uma superficie hiperbdlica. Apesar de
poder ser feita essa analogia, ndo ha casos conhecidos anteriormente de aplicagGes feitas segundo
essa abordagem.

Nesse contexto, o objetivo principal deste trabalho é apresentar um novo conjunto de tes-
selagdes hiperbdlicas com aplicagdes na area de sistemas de comunicacdo digital de sinais. Estas

tesselagdes sdo obtidas através de um processo de construgdo geométrico/aritmético, diferentes



das abordagens algébricas usuais e sao baseadas na tesselacao de Farey. Por terem pontos sob a
série de Farey, este novo conjunto de tesselagcdes possuem diversas propriedades interessantes que
permitem sua facil aplicac3o.

A primeira aplicacao proposta esta relacionada a um método de codificacao de geodésicas.

Sob o ponto de vista geométrico, tesselacdes podem ser vistas como o particionamento do
plano através de poligonos. No caso de trabalharmos com modelos da geometria hiperbdlica, as
tesselacbes sdo formadas por poligonos hiperbdlicos. Tesselagdes em geral, estao relacionadas a
uma regiao chamada de regiao de Dirichlet, um poligono hiperbdélico com um numero n de lados.
Essa regido, no caso de termos um grupo agindo no plano hiperbdlico poderd ser chamada de
regido fundamental.

Os métodos de codificacdao de geodésicas podem ser classificados em dois tipos principais, 0s
geométricos e os aritméticos. Os geométricos em geral associam uma sequéncia de simbolos ao
numero de vezes que uma geodésica corta uma determinada regido de Dirichlet; eles sao baseados
no método de Hadamard, e dentre eles, o mais conhecido é o método de Morse [Kato 96]. Os
aritméticos sdo especificos para o grupo modular e sua natureza é aritmética. Dentre estes
podemos citar os que utilizam a decomposicdao em fragdes continuas do ponto repulsor de uma
geodésica e a teoria de redugdo de Gauss para gerar sequéncias de cédigos como os métodos de
Katok [Kato 96], Series [Seri 85] e Artin [Arti 65], dentre outros.

Na maioria desses métodos de codificacdo as tesselacdes utilizadas possuem uma regiao de
Dirichlet formada por poligonos de trés lados. Adler e Flatto [Adle 91] desenvolveram um cédigo
utilizando particdes de Markov para superficies de género g baseados em uma regido de Dirichlet
de (8g—4) lados. Ja Bowen e Series [Kato 07] desenvolveram um cédigo que é uma generalizagdo
do trabalho de Nielsen utilizando como regido de Dirichlet, um poligono simétrico com 4¢ lados.

Explorando a relagdo existente entre a tesselacdo de Farey e a teoria das fragdes continuas,
apresentamos um novo método de codificaciao de geodésicas associado a tesselacdes formadas por
poligonos de n lados. Como serd mostrado, este novo método é simples e rapido de ser aplicado e
permite a obtencao da representacdo de uma geodésica em qualquer uma das tesselacdes propostas
através de uma sequéncia de simbolos.

Em sistemas de telecomunicacdes existem muitos cédigos sendo utilizados. No entanto, uma
caracteristica desses é que os mesmos foram construidos no plano Euclidiano. Nos estudos re-
alizados em ([Cava 05]) vemos que o desempenho de um sistema de comunicagdes digital em
superficies com curvatura constante e negativa (ou seja, associadas a tesselagdes hiperbdlicas) é
o melhor possivel.

Sendo assim, apds apresentarmos o novo método de codificacdo de geodésicas, apresentamos
duas novas contribuicdes, quais sejam: a generalizacdo dos cddigos de Elias e Tunstall para o
contexto hiperbdlico para a compactacdo de fontes construidas a partir das tesselacdes hiperbdlicas

estudadas. Com esses dois novos cédigos esperamos introduzir na drea de codificacdo de fontes



uma nova classe de cédigos, os cddigos hiperbdlicos para compactacdo de fontes.

Dividimos o trabalho da seguinte forma: no Capitulo 2, revisamos alguns conceitos fundamen-
tais necessarios para o desenvolvimento do trabalho. Na parte de revisao matematica, procuramos
abordar os principais conceitos relacionados a geometria hiperbdlica. Na parte de revisao de te-
oria de fontes discretas, consideramos a drea de cddigos de compactacdo de fontes discretas
apresentando suas principais caracteristicas.

No Capitulo 3, apresentamos a primeira contribuicdo deste trabalho. Ao estudar a tesselacio
de Farey e suas propriedades, encontramos um novo conjunto de tesselacdes em H2. A partir
dessas novas tesselacoes, fazemos um estudo detalhado de suas propriedades, mostrando suas
principais caracteristicas.

No Capitulo 4 apresentamos como contribui¢do trés tipos de aplicacles das tesselacbes estu-
dadas. Primeiramente propomos um novo método de codificacdo de geodésicas, abordando-o sob
uma forma detalhada, apresentando inclusive resultados de sua aplicagdo. O algoritmo utilizado
para a implementacao deste método é apresentado no Apéndice A. Em seguida apresentamos
a generalizacao dos cdédigos de Elias e Tunstall no contexto hiperbdlico para a compactacio de
fontes. Mostraremos como esses dois coédigos foram obtidos, explorando suas caracteristicas e
apresentando resultados de aplicacao.

Finalizando o trabalho, no Capitulo 5 apresentamos as conclusdes e sugestdes para trabalhos

futuros.






Capitulo 2

REVISAO DE CONCEITOS FUNDAMENTAIS

7

Um dos enfoques principais deste trabalho é a apresentacdo de um novo conjunto de tes-
selacOes hiperbdlicas e, a partir destas, a obtencdo de um método de codificacao de geodésicas.
Para entendermos o que é uma tesselacdo hiperbdlica ou uma geodésica precisamos conhecer
um pouco da geometria hiperbdlica e suas caracteristicas. Neste capitulo apresentamos alguns
conceitos que consideramos fundamentais para a compreensio deste trabalho. Comecamos in-
troduzindo a geometria hiperbdlica. Em seguida, apresentamos alguns conceitos matemdticos
bdsicos como a nog¢do de grupos e espacos métricos. Para compreendermos melhor a diferenca
entre o espac¢o hiperbdlico e o espaco euclidiano, lembraremos alguns conceitos deste Gltimo, que
consideramos importantes para a compreensdo do que foi feito. Apesar de serem apresentados
de forma sucinta, todos os conceitos aqui considerados podem ser vistos em [Ford 57], [Jone 88],
[Kato 92], [Stil 92], [Gemi 71], [Boba 03] e [Silv 02] sob uma forma mais detalhada.

Neste trabalho, além do método de codificacdo de geodésicas, temos a aplicacdo das tes-
selacbes hiperbdlicas propostas em fontes discretas sem memoria, considerando cédigos para
compactacao de dados. Por esse motivo, apds as consideracdes sobre geometria hiperbdlica,
apresentamos um pouco sobre a teoria da informagao, mais especificamente sobre a teoria de
codificagdo/compacta¢do de dados em fontes discretas. Estes conceitos sdo importantes para
entendermos como é feita a aplicacdo dos resultados obtidos. Uma exposicao mais detalhada é
mostrada no Capitulo 4 quando apresentamos as propostas de aplicacao. As referéncias basicas
desta parte sdo [Pala 07], [Blah 87] e [Cove 91].

2.1 Introducao a Geometria Hiperbdlica

Podemos ver a geometria como uma forma de descrevermos o que vemos na natureza em
termos de pontos, retas e circunferéncias. Se tomarmos uma régua e um compasso e observarmos
tudo o que pode ser feito com eles veremos algumas propriedades que caracterizam o comporta-
mento desses pontos, retas e circunferéncias. Buscando formalizar essas propriedades, Euclides
(300 AC) elaborou um conjunto de axiomas, os chamados axiomas ou postulados de Euclides.
O desenvolvimento desses axiomas e os teoremas elaborados a partir deles basearam-se mais na
l6gica do que no formalismo das idéias envolvidas. Dentre estes axiomas, o axioma das paralelas

recebeu uma atencao especial.



Durante muitos anos varios matematicos procuraram demonstrar o axioma das paralelas a
partir dos outros. Em meados do século 19, Lobachevski mostrou que o axioma das paralelas era
independente dos outros axiomas. No final do século 19, Hilbert estudou bem esses axiomas e
abordou-os sob uma forma mais rigorosa.

O axioma das paralelas, também chamado 5° Axioma de Euclides possui formulacdo equiva-
lente a: em um plano, dada uma reta e um ponto ndo pertencente a ela existe uma e apenas uma
reta passando pelo ponto e paralela a reta dada. Um resultado importante que Lobachevski mos-
trou € que a sua negativa determina dois outros tipos de geometria nao euclidiana: a hiperbdlica
e a eliptica. Na geometria hiperbdlica plana, dada uma reta e um ponto ndo pertencente a ela
existem infinitas retas paralelas passando por esse ponto. J4 na geometria eliptica (também co-
nhecida como geometria da esfera) dada uma reta e um ponto ndo pertencente a ela ndo existe
reta paralela que passe por esse ponto.

Neste trabalho estamos interessados na geometria hiperbdlica e suas caracteristicas. Na ge-
ometria hiperbdlica, existe mais de um modelo que satisfaz o conjunto de axiomas de Euclides
exceto o das paralelas. Nesses modelos, para uma reta e um ponto nao pertencente a ela, existirao
infinitas retas paralelas passando por esse ponto. Dentre os modelos existentes podemos citar o
modelo do disco de Poincaré e o modelo do semiplano superior. Neste trabalho utilizamos apenas
o modelo do semiplano superior como um modelo para a geometria hiperbdlica.

Antes de falarmos mais sobre o modelo hiperbdlico que sera estudado vamos apresentar algu-

mas definicOes e conceitos que serdo Uteis para compreendermos mais a geometria hiperbdlica.

2.1.1 Conceitos matematicos basicos

Comecamos considerando sobre grupos e algumas de suas propriedades. Apesar de apresen-
tarmos somente uma pequena parte dessa teoria, mais informacdes sobre este assunto podem ser
obtidas em [Boba 03].

Grupos

Definicao 2.1 Seja um conjunto G' ndo vazio e uma operagdo binaria: x : G x G — G entre
os elementos do conjunto. Quando definirmos a operacdo entre dois elementos x,y € G, por

(x,y) ~ x *xy, o par (G,*) serd um grupo se satisfizer as seguintes condi¢des:
1. Associatividade: para x,y,y € G, xx (yxy') = (x xy) *y/;

2. Existéncia de Elemento Neutro (ou identidade): existe e € G tal que xxe = exx = x para
todo x € G;

3. Elemento Inverso: para qualquer x € G, existe y € G tal que x xy =y *x = e.



Se tivermos também x xy = y*x para todo x,y € GG, dizemos que esse grupo é comutativo

ou abeliano.

Definicao 2.2 Um subconjunto S¢, ndo vazio, de um grupo G é um subgrupo de G quando S¢

€ um grupo sob a operagao de G.

Se temos um grupo G, o conjunto de pontos fixos de um elemento do grupo t € G é dado
por:
F, ={z € G|t(z) = z}.

Dados dois grupos (G, *) e (H,o), dizemos que f : G — H é um homomorfismo quando
para todo z,y € G, f(z*xy) = f(x)o f(y). Chamamos f de um isomorfismo quando f for um
homomorfismo bijetor. Neste caso dizemos que GG e H sao isomorfos.

Dado um grupo G, diremos que GG é gerado por um subconjunto S¢ C GG quando todo =z € GG
puder ser escrito da forma & = x1 *x x9 * - - - * x,,, COM X1, Ta, ..., T, € Sg, n € N. Os elementos

de S sdo chamados de geradores do grupo.

Espacos métricos

O plano hiperbdlico e o plano euclidiano sdo espagos métricos. Vamos agora apresentar esse

conceito e mais algumas caracteristicas relacionadas. A referéncia basica desta se¢do é [Silv 02].
Definicao 2.3 Seja um conjunto M nio vazio. Uma métrica é uma funcdod : M x M — R,
que associa a cada par ordenado (x,y) € M x M, um ndmero real ndo negativo, d(x,y), chamado
distancia de x a y.
A distancia d satisfaz as seguintes condi¢des para x,y,y € M:
i. d(z,x)=0;
ii. Se z # y entdo d(z,y) > 0;
iii. d(z,y) = d(y, z);

v. d(z,y) < d(z,y) +d(y,y).

Definicao 2.4 Um espago métrico é um par (M, d), onde M é um conjunto e d é uma métrica
em M.



Num espago métrico M, para um ponto z, € M e um numero real r,, chamamos de bola

aberta de centro z, e raio r, o conjunto:

B(zg;re) ={x € M : d(z,,x) < ra}.

Isto significa que uma bola aberta B(z,;r,) € um conjunto de pontos do espago cuja distancia
ao ponto x, é menor que 7,. A partir da definicdo de bola aberta podemos definir alguns aspectos
de um espaco métrico como:

Seja X um subconjunto de um espaco métrico M. Um ponto z, € X é chamado de interior
quando é centro de uma bola aberta contida em X, B(z,;r,) € X, ou seja, quando existe r > 0
tal que d(z,,2) < r, = = € X. Ao conjunto de pontos interiores de um subconjunto X
chamamos de interior de X e denotamos por X.

A fronteira de um subconjunto X de M é o conjunto de pontos x;, € M tais que toda bola
aberta de centro em x; contém pelo menos um ponto de X e um ponto de M — X.

O subconjunto X é chamado aberto quando todos os seus pontos sdo pontos interiores, ou
seja, X = X. Um subconjunto X € M ¢ dito ser fechado quando M — X ¢é aberto.

2.1.2 Plano hiperbdlico

Vamos agora tomar o semiplano superior H* = {z + yi € Cly > 0} munido da métrica

riemanniana. ) )
dz® + dy

y2

Com essa métrica, H? torna-se um modelo para o plano hiperbélico chamado modelo do

ds?

semiplano superior ou plano de Lobachevski.

No plano euclidiano, quando temos dois pontos P; e P, pertencentes ao plano, a curva que
representa o menor caminho entre esses dois pontos com respeito a métrica d é chamada de
geodésica. Nesse plano, a geodésica que liga dois pontos é sempre uma reta e a métrica d é dada
por d(Py, P») = \/(xg — 1)+ (y2 — y1)? onde P, = (x1,y1) € P» = (x2,y2) sdo dois pontos

pertencentes ao plano euclidiano. Essa distancia d é conhecida como distancia euclidiana.

No plano hiperbdlico, as geodésicas sao sempre semiretas ou semicirculos ortogonais ao eixo
z (ou eixo real dado por R = {x + yi € R|y = 0}). Além disso, quaisquer dois pontos em H?
podem ser unidos por uma Unica geodésica tal que a distancia entre esses dois pontos serd medida
ao longo dessa geodésica. Assim, quando mencionarmos “reta hiperbdlica” que une dois pontos
quaisquer de H?, estaremos falando de geodésica. Estas geodésicas podem ser classificadas como:
paralelas, hiperparalelas ou concorrentes. Na Fig. 2.1 vemos exemplos dessas trés situagoes.
As “retas” hiperbdlicas (ou geodésicas) L, e Ly sdo paralelas entre si, Ly e L3 sdo concorrentes

e Ly e L3 sdo hiperparalelas.



L Ly

Figura 2.1: Geodésicas em H?Z.

O 5° axioma de Euclides nos diz que para cada reta L pertencente ao plano euclidiano e um
ponto P, ¢ L, existe uma dnica reta L, que passa por P, que ndo encontra a reta L. A reta L
é chamada paralela.

Desde ja podemos ver a diferenca entre o plano hiperbdlico e o plano euclidiano com relacao
a existéncia de paralelas. Agora no plano hiperbdlico para uma reta L e um ponto P, ¢ L, existe
mais de uma reta paralela que passa por P;. Na Fig. 2.2 podemos ver duas “retas” hiperbdlicas

(ou geodésicas) Ly e Ly que sdo paralelas a geodésica L e passam pelo ponto P;.

L,
Py

Figura 2.2: Geodésica L e paralelas.

Note que as retas L e L, se encontram em um Unico ponto assim como L e L, que estd
no eixo x. Este ponto é chamado ideal. De fato, todos os pontos que estdo sob esse eixo sao
chamados pontos ideais ou pontos no infinito e ndo pertencem ao plano hiperbdlico e sim a
sua fronteira.

No plano euclidiano o axioma das paralelas afetava a soma interna dos angulos de um triangulo
qualquer. A soma dos angulos internos de um tridngulo qualquer era sempre igual a 7. O mesmo
acontece no plano hiperbdlico mas de uma forma diferente. Agora a soma dos angulos internos de
um triangulo qualquer serd sempre menor que . Um resultado interessante é dado pelo Teorema

de Gauss-Bonnet sobre a area de um triangulo hiperbdlico:

Teorema 2.1 (Gauss-Bonnet) [Kato 92] Seja A um triangulo hiperbdlico qualquer com dngulos

internos medindo 6,,, 05 e 0., radianos. A drea desse triangulo, que denotada por j((A) € dada
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por:
p(A)y=m—60,—6z—0,.

Isto significa que se dois triangulos hiperbdlicos possuem a mesma soma interna de angulos
eles ndo sdo congruentes, ja que suas areas coincidem. A demonstracao do Teorema 2.1 pode ser
vista em [Kato 92] ou [Jone 88].

Seja M(2,R) o conjunto das matrizes 2 X 2 com coeficientes reais tal que

b
M(2,R):{(a d) com a,b,c,deR}.
C

Tomando o subconjunto de matrizes de R?*? que possuem determinante diferente de zero e
a operagdo produto de matrizes temos um grupo chamado Grupo Linear Geral das Matrizes
2 x 2 sobre R, denotado por GL(2,R) tal que

GL(Q,R)z{Az(a z> com a,b,c,cdeR e ad—bc%O}.
c

Agora, dentre os elementos de GL(2,R), tomando apenas as matrizes cujo determinante é

igual a 1, temos um subgrupo, o SL(2,R) C GL(2,R) chamado Grupo Especial Linear com
SL(2,R) ={A € GL(2,R),det A = 1}.

Neste trabalho temos um interesse especial em PSL(2,R), o Grupo Especial Linear Pro-
jetivo. O grupo PSL(2,R) é isomorfo a SL(2,R)/{£I}, onde I é a matriz identidade 2 x 2.

O grupo de transformacdes lineares fracionérias 1" : C — C dadas por:

az+b
_>
cz+d

com a,b,c,d, e R e ad—bc=1,

é chamado grupo de transformacoes de Moebius. A cada transformacao, podemos associar
uma matriz A que pertencerd a PSL(2,R). O mais interessante neste caso é que o produto de
duas transformacGes é equivalente ao produto das duas matrizes correspondentes. Jd a trans-
formacgdo inversa, corresponde a matriz inversa.

Uma isometria euclidiana (ou simplesmente isometria) de R? é uma fungdo f : R? — R? que

preserva a distancia ou seja,
d(f(P), f(P2)) = d(P, P,) para P, P, eR’

No plano euclidiano, as isometrias est3o relacionadas a “movimentos rigidos” de figuras geométricas

e sao classificadas como translacdo, reflexao e rotacdo e reflexdo com deslizamento. Pode-se
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também mostrar que as isometrias de R? formam um grupo que satisfazem as caracteristicas
mencionadas na Definicao 2.1.

No plano hiperbdlico, as isometrias sao transformagdes que preservam a distancia segundo
a métrica hiperbdlica. No modelo do semiplano superior, o conjunto das isometrias de H?,
Isom(H?) é formado pelas transformac@es cujas matrizes associadas pertencem a PSL(2,R)
juntamente com as transformac¢des do tipo z — —Z. A partir deste ponto, quando a matriz A
associada a cada transformagdo pertence ao grupo PSL(2,R), dizemos que essa transformagao
pertence a PSL(2,R).

Em H?, as transformacdes que preservam a distancia hiperbdlica s3o, portanto, as pertencentes
a PSL(2,R), enquanto que as transformagdes do tipo z — —Z sdo as isometrias que “revertem”a
orientagao.

Além disso, para cada transformagdo pertencente a PSL(2,RR), podemos encontrar seus pon-

tos fixos resolvendo-se a equacdo:

az+b
2 =
cz+d

com a,bcdeR e ad—bc=1.

O grupo PSL(2,R) é constituido por trés tipos de transformacdes que podem ser identificados
através do traco da matriz A associada. Se
b
PSL(2,R) = {T(z) = :jid com abcdeR e ad—bc=1},
entdo o trago de T serd dado por Tr(T) = |a + d|. Assim, as transformacbes de PSL(2,R)

podem ser classificadas como:

Parabdlica

Uma transformagdo 7' é chamada de parabdlica quando 7'r(7T") = |a + d| = 2. Neste caso,
essa transformacgdo possui um ponto fixo &« € R U {oo}. Essas transformagdes sdo conjugadas a

translacdes da forma:
z—=z+c (ceR\{0}).

Eliptica

Quando |a + d| < 2, ou seja, Tr(T) é um nimero real e Tr(T) < 2, dizemos que essa
transformacao é eliptica. Neste caso a transformacdo terd um par de pontos fixos complexos
conjugados em C. Este tipo de transformagdo é conjugada a transformagdes z — kz com |k| = 1
e equivale a rotacao hiperbdlica.

Hiperbdlica

Quando |a+d| é um ndmero real e T'r(T) > 2 essa transformagdo é chamada de hiperbdlica.
As transformagdes hiperbdlicas possuem dois pontos fixos a, f € R U {00} e sdo conjugadas a

transformacgoes z — kz com k real e £ > 1. Em geral, um ponto fixo é chamado atrator e outro
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de repulsor. Este tipo de transformacdo é de grande interesse neste trabalho por isso falaremos

um pouco mais dela no inicio do préximo capitulo.

Considerando novamente o grupo de isometrias de H?, temos que um subgrupo discreto de
Isom(H?) é chamado fuchsiano, e denotado por I, quando ele é constituido por transformacdes

que preservam a orientacao.

Seja I um grupo fuchsiano qualquer. Podemos definir uma regiao de Dirichlet D(c) com

centro ¢ como sendo o conjunto
D(c) = {z € H?|dy2(z,c) < dy2(z,T(c)) para todo T' € I'}

onde dy: é a distancia em H?. Pela invaridncia da métrica hiperbdlica sob PSL(2,R), esta regido

também pode ser definida como ([Kato 92]):
D(c) = {z € H?|dg2(2,¢) < du2(T(2),¢) para todo T € T'}.

Além disso, para cada Ty € PSL(2,R), {z € H?|dyz(z, c) < dy2(2,Ti(c))} é o conjunto dos
pontos mais préximos de ¢ segundo a métrica hiperbdlica. Se T' é um conjunto de transformacdes
pertencentes ao um grupo I', essas transformag¢des aplicadas a D(c), levam essa regido em regides
fora da regido de Dirichlet. Tais regides produzem um particionamento de H? que recobre todo
o semiplano superior. Esse recobrimento é a tesselacao também chamada ladrilhamento ou
pavimentacdo. Geometricamente falando, uma tesselacdo de H? pode ser vista como uma
subdivisdo do plano hiperbdlico em regides (poligonos) que n3o se sobrepdem. No préximo
capitulo apresentaremos um tipo de tesselacdo conhecida como tesselacdo de Farey que serd
utilizada para apresentarmos uma das contribuicoes deste trabalho.

Como vimos anteriormente, os geradores de um grupo definem esse grupo e suas carac-
teristicas. Existe uma grande variedade de grupos fuchsianos dentre os quais podemos citar os
grupos ciclicos (hiperbdlicos, elipticos e parabdlicos) e o grupo modular.

Apesar de cada grupo ter suas aplicagOes e particularidades, para este trabalho estamos mais

interessados no grupo modular. O grupo modular estd contido em PSL(2,R) e é dado por:

az+b
cz+d

PSL(2,Z):{Z—> com a,b,c,deZ e ad—bc:l}.

Um resultado importante a respeito do grupo modular é que ele é gerado pelas transformacgdes
z— z4+lez— —1/z. Sel' = PSL(2,7), a regido dada por R = {z € H?| |z| > 1,|Re(2)| <

5} é a regido de Dirichlet para I' centrada em ¢ = ki onde k > 1 [Kato 92]. Além disso, essa

—1+iv3  14+iV3 o i como pode ser visto na

regido de Dirichlet possui vértices em H? nos pontos =113, LiL

Fig. 2.3.
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Figura 2.3: Regido fundamental do grupo PSL(2,7Z).

O grupo modular é um dos mais estudados dentre os grupos fuchsianos e sua importancia
estd relacionada principalmente a teoria de nimeros. Suas caracteristicas estdo relacionadas
aos estudos de Gauss ([Kato 96] e [Alla 05]) sobre formas quadréticas ¢;2% + coxy + c3dy? com
1, Co, c3 € Z. Voltaremos a considerar estas caracteristicas no Capitulo 4, quando apresentaremos

alguns métodos de codificagcdo de geodésicas pertencentes ao grupo modular.

2.2 Introducao a Teoria de Codificacao de Fontes Discretas

Comecamos esta secao considerando o modelo tradicional de um sistema de comunicacoes.
Em seguida, nos concentramos em codificacdo de fontes com o objetivo de apresentar apenas os
conceitos que serdo necessdrios no desenvolvimento deste trabalho. As referéncias basicas desta
parte sdo [Pala 07] e [Blah 87].

2.2.1 Sistemas de comunicacoes

Um sistema de comunicacgoes é constituido por uma fonte de informacdes, um canal de
comunicacdo e um receptor. O seu objetivo principal é transmitir as informacdes geradas pela
fonte através do canal de comunicacdes a um receptor. A fonte de informacdes pode ser continua
ou discreta dependendo do tipo de informacdo. O maior interesse neste trabalho é o estudo de
fontes discretas, e informa¢Ges como uma imagem ou um conjunto de sinais de voz podem ser
vistos como exemplos desse tipo de fonte.

Normalmente as informacdes de uma fonte s3o sequéncias de bits que devem ser enviadas a
um receptor. Muitas vezes estas sequéncias possuem informacdes que podem ser consideradas

redundantes. Assim, associada a uma fonte de informacdes, temos um codificador de fonte.
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Buscando eliminar redundancias e com isso facilitar o envio das informacdes, um codificador
de fonte gera a partir de uma sequéncia de dados original outra sequéncia codificada chamada
palavra-caédigo.

Um canal de comunicacao é o meio através do qual a informacdo é transmitida. Este
canal pode ser uma linha telefénica, uma fibra ética ou o meio de propagacao de sinais entre
antenas de radios por exemplo. Dependendo da aplicacdo, podemos também desejar armazenar as
informacdes ao invés de transmiti-las. Neste caso o canal pode ser visto como o meio utilizado para
esse fim. S3o exemplos desse tipo de canal discos rigidos de computador, midia de computador
(CD, DVD) ou mesmo midias de dudio como fitas DAT, ou MD (mini-discs). A fim de evitar
erros ou distorcdes na transmissdo, junto com um canal temos um codificador e um modulador
de canal.

O objetivo do codificador de canal é acrescentar redundancias ao sinal original de forma a
minimizar as perdas de informacao devido a presenca de interferéncias no canal. Ja o modulador
gera ondas apropriadas para a transmissdo dos dados de acordo com o canal. Um canal sem
ruido é constituido por um codificador de canal, um modulador, um canal, um demodulador e
um decodificador de canal. No caso, tanto o demodulador como o decodificador de canal fazem
a operacao inversa do modulador e do codificador de canal. Num canal sem ruido assumimos que
a sequéncia de dados que entra no canal é idéntica a que sai, ndo possuindo nenhuma distorcao.

Podemos assim representar um sistema de comunica¢cdes sem ruido através do diagrama de

blocos apresentado na Fig. 2.4.

Codificador Canal Decodificador
Fonte » De > Zem > De »|  Tsuare
Fonte Euido Fonte

Figura 2.4: Diagrama de blocos de um sistema de comunicagdo simplificado.

Neste trabalho estamos interessados em estudar cédigos de fontes. A seguir falaremos mais

sobre eles, apresentando junto alguns conceitos importantes relacionados.

2.2.2 Cédigos de fonte

Uma fonte discreta é caracterizada por um conjunto finito de simbolos emitidos pela fonte e
um conjunto de probabilidades associadas a ocorréncia de cada simbolo. A saida de uma fonte dis-
creta estaciondria pode ser vista como um processo aleatério discreto ..., 2 o, Z_1, Zy, Z1, Zo, . ..

onde a distribuicdo de probabilidade conjunta é invariante a translacdo na origem. Os simbolos
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emitidos por uma fonte pertencem a um alfabeto j-ario. Assim, cada X; pode tomar valores
no conjunto finito ¢ = {as, as, as,...,a;} também chamado alfabeto fonte. Associado a cada
simbolo a; temos uma probabilidade p(a;) (ou simplesmente p;) e o conjunto de distribuicdo de
probabilidades é denotado por p={p(a1),p(az),...,p(a;)}. Para referenciarmos a fonte vamos
usar o mesmo simbolo p. Um caso especial de fontes discretas é quando temos uma fonte
discreta sem meméria (DMS). Numa fonte do tipo DMS, cada X; é uma varidvel aleatdria
independente e identicamente distribuida.

A quantidade de informacao associada a cada simbolo emitido a; é dada por:

I(a;) = —log p(a;).

Assim, para uma fonte discreta sem memdria a informacdo média ou entropia da fonte

(H(p)) é: 4
H(p) = — Zp(az‘) log p(a;).

A entropia de uma fonte, pode ser vista como a quantidade minima de bits que deve ser
utilizada para representar os simbolos emitidos por essa fonte. Ela também é chamada de incerteza
da fonte. Se a base do logaritmo é 2 ent3o a entropia é expressada em bits, ja se a base é ¢, a
entropia € expressada em nats.

A entropia possui algumas propriedades dentre as quais podemos citar:

1. E uma funcao continua em p. Esta propriedade nos diz que pequenas mudancas na distri-

buicdo de probabilidades produzem pequenas mudancas na incerteza da fonte.
2. H(p)> 0 e H(p)= 0 somente quando temos apenas um valor de j para o qual p; # 0.

3. A entropia de um par de varidveis aleatdrias independentes é igual a soma da entropia de

cada uma das varidveis.

A entropia de uma fonte tem um papel muito importante na hora de escolhermos um método
de codificagdo para os dados da fonte. O codificador da fonte, ao receber as mensagens enviadas
por esta, gerard sequéncias de bits chamadas de palavra-cédigo. Estas sequéncias em geral sao
formadas por simbolos numéricos como “0"e “1". Um cddigo consiste de procedimentos que
geram um conjunto de palavras-cédigo.

Os cédigos de fonte podem ser divididos em dois tipos: os cddigos de compactagdo e os
cédigos de compressdao de dados. Vamos chamar de Lyeq 0 comprimento médio das palavras-

cédigos produzida por cada tipo de cédigo. A comparagao do valor de Lyeq com a entropia é que
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fard a diferenca entre esses dois tipos de cédigo. Cddigos de compactacdo produzem palavras-
c6digo cujo comprimento médio serd sempre maior ou igual a entropia da fonte (Lyeq > H(X)).
J4 os cédigos de compressdo produzirem palavras-cédigo com Lyeq < H(X). Como a entropia
€ o nimero de bits minimo para representarmos os dados da fonte, vemos que os cddigos de
compactacdo ndo produzem distorcoes nos dados da fonte. No caso de compressao sempre temos
uma distorcao mesmo que seja pequena.

Dentre as caracteristicas de um cédigo as mais desejaveis sdo que ele seja de facil interpretagado
e que nao permita erros de reconstrucdo da mensagem original. Na drea de codificacdo isto sig-
nifica que desejamos cddigos que sejam unicamente decodificaveis e instantaneos. Chamando de
C; um cédigo qualquer, um cédigo Cy é chamado unicamente decodificdvel se e somente se
nenhum dos conjuntos de outros cédigos C7,C5, ... contém uma palavra-cédigo que pertenca
ao conjunto Cy. Dentre os cddigos unicamente decodificaveis, temos os chamados cédigos ins-
tantaneos. Um cédigo é chamado instantaneo (ou decodificavel instantdneamente) quando o
decodificador de fonte ao receber as palavras-cédigo, passando apenas uma vez em cada simbolo,
puder identificar a mensagem original sem erros.

Para obtermos um cdédigo instantaneo utilizamos tanto no processo de codificagao quanto no
de decodificagdo uma arvore chamada arvore de decisao. Na Fig. 2.5 podemos ver um exemplo

de arvore de decisdo.

ba
/
N1
1 bba
/
N2
\
bbb

Figura 2.5: Exemplo de drvore de decisao.

Vamos supor que temos uma fonte discreta bindria que emite mensagens e possui alfabeto fonte
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u_n

que contém os simbolos “a"e “b", ou seja, ¢ = {a,b}. O codificador ao receber as mensagens da
fonte, gera palavras-cédigo binarias que serdo transmitidas num canal sem ruido. Por enquanto
ndo nos preocuparemos com a probabilidade de ocorréncia de cada simbolo. Para decodificarmos
um mensagem recebida através de uma palavra-cédigo utilizamos a arvore de decisao da Fig. 2.5.

Utilizamos o seguinte procedimento: observamos o primeiro bit recebido pelo canal sem ruido.
Se o primeiro bit for “0", a mensagem é “a”, caso contrario seguimos para o né “N1". Se o

7

segundo bit é “0", a mensagem é “ba"caso contrario, seguimos para o né “N2". Se o terceiro
bit recebido é “0", a mensagem é “bba"ja se for “1", a mensagem é “bbb".

Utilizando a 4rvore de decisdo podemos ver que ao receber a palavra-cédigo, o decodificador
observa apenas uma vez cada simbolo reconhecendo imediatamente a mensagem transmitida. As
palavras-cédigo de um cédigo instantaneo sdo formadas pelos caminhos seguidos desde o né raiz
até os nds terminais da arvore. Neste caso, elas sdo pertencentes ao conjunto {0,10,110,111}.
Numa arvore bindria, se nenhum né terminal é deixado em aberto (ou seja, sem nenhuma men-
sagem associada) dizemos que esse cédigo é um cddigo 6timo.

Arvores de decis3o s3o muito Uteis quando desejamos elaborar cédigos de fonte. Elas ndo sao
necessariamente bindrias, podendo ter mais de um ramo ligado a cada né. Nesse contexto vamos

definir:

Definicao 2.5 Uma 4arvore r-aria € uma arvore tal que r ramos ou nenhum ramo emanam de

cada no.

A profundidade de uma drvore serd representada por um nimero real h e sera definida pelo
né mais afastado do né raiz. A partir de um determinado né, cada né abaixo dele aumenta a
profundidade da arvore em uma unidade desde que esteja se afastando do né raiz. Na arvore
representada na Fig. 2.5, a profundidade da arvore é h = 2. O né “N1"esta a uma profundidade
h =1, ja o néd "N2"estd a profundidade A = 2. Assim, podemos definir o comprimento de uma

arvore r-aria:

Definicao 2.6 Uma arvore r-aria completa de comprimento N é uma &arvore r-dria cujos nos

terminais sdo os nos a profundidade N do né raiz.

Vimos anteriormente que uma fonte emite simbolos aos quais esta associada uma probabilidade
de ocorréncia. Como consequéncia, a cada mensagem emitida pela fonte podemos também asso-
ciar uma probabilidade. Se vamos utilizar uma arvore de decis3o para gerarmos as palavras-cédigo,
seria interessante associarmos a cada né terminal uma probabilidade relacionada a probabilidade

dos simbolos da fonte. Neste caso temos uma arvore de probabilidades.

Definicao 2.7 Uma arvore € classificada como uma drvore de probabilidades quando satisfizer

as seguintes condicdes:
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1. p; > 0, onde os p; sdo as probabilidades associadas aos nds terminais parai = 1,2,... N,
2. Zfil p; = 1, isto é, a soma de todas as probabilidades dos nds terminais é igual a 1;

3. P; denota a soma das probabilidades dos nds terminais da sub-arvore com profundidade

h =1 que emanam do né a profundidade h = h;, isto é, P, = Ej Dj-
Muitas vezes os nds terminais sao também chamados de folhas.

Exemplo 2.1 Na Fig. 2.6 podemos ver uma arvore de probabilidades que ndo é nem binaria nem
ternaria.

0.3
0.1
1
/U.l
07— 0.3
0.2
0.3

Figura 2.6: Exemplo de 4rvore de probabilidades.
O né “N1"estda a uma profundidade h = 1 e, neste caso, P, = Zj pj =0.140.34+0.3 =0.7.
Ja “N2"esta a uma profundidade h =2 e P, = 0.1 +0.2 =0.3.

No caso de uma arvore de probabilidades, o Lema 2.1 apresentado a seguir nos fornece um

resultado que serd muito Gtil nos capitulos seguintes. A demonstracdo pode ser vista em [Pala 07].

Lema 2.1 (Comprimento do Caminho) Em uma drvore com probabilidades, a profundidade média

dos nds terminais iguala a soma das probabilidades dos nés intermediarios (incluindo o nd raiz).
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No processo de codificacdo de fontes, a mensagem emitida pela fonte muitas vezes é muito
longa para ser processada de uma vez s6 pelo codificador. Por esse motivo faz-se necessario
utilizarmos alguma estratégia de separacdo da mensagem emitida pela fonte em segmentos. Nor-
malmente a mensagem é separada em blocos de tamanho r e o codificador gera palavras-cédigo
de tamanho .

Se um cdédigo, durante o processo de codificacdo de um determinado bloco, utiliza alguma
informacdo dos blocos anteriores este cédigo é chamado cédigo de arvore. Se os valores de
r e [, sao fixos este cédigo é chamado cédigo de bloco de comprimento fixo. Os cédigos
onde os valores de 7 e [, variam (n3o necessariamente os dois juntos) sdo chamados cédigos de
bloco de comprimento variavel. Dentre estes temos os cddigos de comprimento fixo-varidvel
(cédigos B-V) e cédigos de comprimento varidvel-fixo (cédigos V-B). Nos cédigos de comprimento
fixo-variavel, o valor de r é fixado e o codificador de fonte gera palavras-cédigo com valor de [,
variavel. No caso dos cédigos de comprimento varidvel-fixo a situacao se inverte, r varia enquanto
o valor de [, é deixado fixo.

Quando trabalhamos com cédigos de compactacdo de fontes gostariamos de obter um cédigo
cujo valor de Lyeq se aproximasse da entropia da fonte. No caso de desejarmos comparar dois
cédigos, o que tiver menor valor de Lyq serd considerado o mais eficiente. Normalmente os
cédigos de comprimento varidvel sdo mais eficientes que os cédigos de comprimento fixo. Outra
forma de avaliarmos um cédigo é olharmos a entropia do conjunto formado pelas palavras-cédigo
geradas. Quanto mais préxima da entropia da fonte, melhor o cédigo. A entropia desse conjunto

é também chamada taxa de compactacao.

Cédigos de comprimento variavel

Dentre os trés tipos de cédigos mencionados, os cddigos de comprimento varidvel sio os
mais utilizados. Considerado um cédigo instantaneo 6timo, o cédigo de Huffman é um dos mais
conhecidos. O cédigo de Huffman pertence a classe dos cédigos de prefixo e as palavras-cédigos
geradas por ele possuem o menor Lyey. Ele consegue compactar os dados com entropia bem
préxima a da fonte. O cédigo de Huffman é um cddigo de comprimento Fixo-Varidvel e para
sua implementacao precisamos conhecer a distribuicao de probabilidade das sequéncias emitidas
pela fonte. Este método busca associar palavras-cédigo de tamanho pequeno as sequéncias mais
provaveis de forma que quanto mais provavel a sequéncia, menor a palavra-cédigo associada.

Existem situacdes nas quais nao conhecemos a probabilidade das sequéncia emitidas pela fonte.
Para estes casos temos os chamados cddigos universais. Os cddigos universais sdao uma classe
de cédigos no qual assumimos um total desconhecimento da distribuicdo de probabilidades dos
simbolos da fonte. Eles sdo muito utilizados e dentre eles podemos citar os de Lempel-Ziv. Apesar

de serem muito bons, no caso de termos algum conhecimento da distribuicao de probabilidades
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da fonte, o cédigo de Huffman serd melhor. Isto porque os cédigos universais tendem a exigir um
comprimento de bloco na entrada do codificador maior, o que aumenta um pouco a complexidade
de implementacao.

Podemos ver assim que nas aplicagdes em que precisamos de cddigos do tipo comprimento
fixo-variavel, podemos escolher entre o cédigo de Huffman ou um cédigo universal. Na pratica
muita vezes precisamos de um cddigo cujas palavras-cédigo tenham comprimento fixo. Por exem-
plo vamos supor que desejamos armazenar as informacbes de uma fonte na memodria de um
computador. A fonte pode ser uma imagem, um arquivo ou um programa entre outros. Neste
caso € interessante que o tamanho das palavras-cédigo coincidam com os comprimentos utilizados
no “bus”do computador. Sendo assim, precisamos de um cédigo do tipo variavel-fixo.

Um exemplo de cddigo varidvel-fixo é o cédigo de Tunstall. Neste, através do conhecimento
das probabilidades da fonte, geramos uma arvore de decisao com probabilidades de tal forma que
a arvore possui ramos em profundidade variavel. Neste caso como o comprimento das palavras-
cédigo é fixa, a otimizacdo é feita de forma a minimizarmos a taxa de digitos do cddigo/digitos
da fonte. Essa razdo é comparada com uma razdo que leva em conta a entropia da fonte e o tipo

de alfabeto (bindrio, terndrio, ...) utilizado nas palavras-cédigo.

Cédigos de arvore

Os cddigos de arvore também sdo chamados de aritméticos. Sua principal aplicagdo é o caso
de termos uma fonte cujo alfabeto é pequeno onde o ideal seria codificarmos sequéncia longas.
Como ja mencionamos anteriormente, neste tipo de cddigo nao é possivel muitas vezes subdividir
as mensagens emitidas pela fonte em blocos independentes.

Um exemplo bem conhecido de cédigo de arvore é o cddigo de Elias. Este cddigo é um
cédigo de comprimento varidvel e a forma como ele é elaborado nos permite receber sequéncias
indefinidamente longas da fonte, gerando palavras-cédigo também indefinidamente longas. Além
disso ele permite variacdes no comprimento do bloco de entrada sem a necessidade de refazermos
qualquer calculo. Em geral, métodos como o de Huffman n3o nos permitem essa variagdo ja que
a mudanca do comprimento do bloco de entrada altera as probabilidades das sequéncias iniciais
o que nos leva a recalcular as palavras-cédigo.

No cédigo de Elias, a sequéncia emitida pela fonte é vista como a representagao da probabili-
dade de ocorréncia dessa sequéncia. A partir das probabilidades dos simbolos da fonte elabora-se
uma arvore de decisdo que subdivide o intervalo (0; 1) conforme a probabilidade de cada simbolo
de entrada. Essa drvore é entdo utilizada para sabermos qual valor numérico a sequéncia original
representa. Este valor serd um ndmero real que representard uma probabilidade. Numa abordagem
simplificada do método de Elias, o valor da probabilidade é representada numa base adequada ao

canal (bindria, terndria,...). Esta representacdo serd a palavra-cédigo.



21

No cdédigo de Elias o comprimento médio das palavras-cédigo é em geral menor que o com-
primento médio das sequéncias de entrada. Além disso, resolvendo-se o problema da precisao
com pequenas altera¢bes na forma de representacao das palavras-cédigo, podemos compactar os
dados com uma entropia préxima a da fonte.
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Capitulo 3

CONSTRUCAO DE NOVAS TESSELACOES EM H?2

Neste capitulo apresentamos uma das principais contribuictes deste trabalho, a construcao de
novas tesselacdes em H?. Estas tesselacdes sdo construidas utilizando-se um método geométrico/
aritmético, que consiste na uniao de tridangulos da tesselacao de Farey. A tesselacao de Farey é
uma tesselacio de H? formada por tridngulos hiperbdlicos cujos vértices sdo elementos da série

de Farey e, devido a suas propriedades, ela ja foi utilizada na obten¢3o de outras tesselacGes.

Através do estudo de propriedades algébricas dessa tesselacdo, Moeckel [Moec 82] fez o estudo
de trés tesselacOes cujas regides de Dirichlet eram formadas por triangulos da tesselagdo de Farey,
relacionadas a certas classes de grupos fuchsianos. Ja no trabalho [Mumf 02], encontramos um
par de geradores de SL(2,7Z) que geram uma tesselagdo relacionada a circulos de Schottky. Esta
tesselacdo, formada por poligonos de 4 lados, pode ser vista como uma tesselacao formada pela

unido de triangulos da tesselacao de Farey.

Neste trabalho utilizamos um procedimento de obtencao de novas tesselacdoes a partir da
tesselacao de Farey distinto dos abordados anteriormente. Através de um método sistematico
de unido dos triangulos, este procedimento explora as caracteristicas geométricas e aritméticas
da tesselacdo de Farey. Por serem obtidas a partir dessa tesselacdo, essas novas tesselacoes
compartilham muitas de suas caracteristicas e facilidades. Dentre estas esta a representacao de
uma geodésica numa superficie modular através de sequéncias cortantes como serd apresentado

no proximo capitulo.

Uma das caracteristicas importantes das tesselacdes apresentadas estd no fato de serem for-
madas por poligonos de n lados, com n > 3. Além disso esses poligonos sao irregulares sob o

ponto de vista euclidiano mas regulares sob o ponto de vista hiperbdlico.

Comecamos apresentando a tesselacdo de Farey, seu método de construcdo e suas proprieda-
des. Em seguida, apresentamos o método de construcdo utilizado, apresentando resultados para
tesselacdes formadas por poligonos com nimero de lados par (2n com n > 2) e impar (2n+1 com
n > 2) de forma diferenciada. A partir da apresentagdo de teoremas e propriedades relacionadas

a essas tesselacoes, veremos como pode ser feito a generalizagcdo dos resultados.

Além de obtermos novas tessela¢des, apresentaremos alguns resultados gerais que nos permi-

tirdo determinar explicitamente os vértices de cada poligono numa determinada tesselacao.
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3.1 Tesselacao de Farey

Seja H? = {x + iy € C: y > 0} o semiplano superior munido da métrica de Riemanniana.

2 _ dx? + dy?
y2
J& vimos anteriormente que o grupo PSL(2,R) = SL(2,R)/{£I} age em H? através das
transformacdes de Maobius dadas por:

ds

az+b
% b
cz+d

onde estas transformacdes si3o isometrias de H? que preservam a orientacio segundo a métrica
de Poincaré. Suas acdes se estendem a fronteira de H?, isto é, RU {o0} e a cada transformacio,

sempre existe uma matriz A relacionada, dada por:

b
A=("").
cd
Seja v uma transformagido hiperbdlica tal que v € PSL(2,R); através da solu¢do da equacdo:

_az+b

2= = 4 (3.1)

podemos encontrar os pontos fixos de v. Como A esta associada a uma transformacao hiperbdlica,
~ possui dois pontos fixos hiperbdlicos em RU{oo} que chamamos de a e 3. A partir da equagdo

(3.1), obtemos o seguinte polindmio quadratico:

c’+(d—a)z—b=0. (3.2)

A solucdo deste polinémio nos fornece os pontos fixos de 7, ou seja, a e 5. Quando A €
SL(2,7Z) este polindmio é chamado de forma quadrética bindria integral e seu discriminante D é

dado por:

D=(a+d?—4>0. (3.3)

Uma geodésica orientada em H? que vai de um ponto fixo o em direcdo ao outro ponto fixo
[ (ambos associados a mesma transformagdo ) é chamada eixo de ~y e serd denotado por C'(7).

O ponto fixo 3 é chamado de atrator se

rooy 1
A(ﬁ)_m<1
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e de repulsor se,

1
—(cﬁ+d)2 > 1.

Isto significa que se 3 é atrator e « repulsor, A'(3) <1e A'(a) > 1.

A'(B) =

As retas de H? sdo semi-circulos com centros no eixo x ou semi-retas euclidianas z = o com
y > 0. Considerando as geodésicas como retas que unem dois pontos (minimizando a distancia
entre estes), no plano hiperbdlico elas sdo semicirculos ortogonais ao eixo real [Kato 92].

No capitulo anterior, vimos que uma tesselacio de H? é formada por uma colecio de poligonos
disjuntos. Associada a estes poligonos, temos uma regidao chamada de regidao de Dirichlet.

Seja Q o conjunto dos nimeros racionais e C'(y) uma geodésica com pontos terminais em
Q. Se os pontos terminais de C'(y) sdo da forma a = £ e 3 = %, quando PQ' — P'Q) = +1

Q

chamamos esta geodésica de aresta elementar e a referenciamos por C(v(a, 3)) ou C(’y(g, %))

Séries de Farey

Vamos chamar de F,,, a sequéncia de Farey de ordem m; a m-ésima sequéncia de Farey F},
consiste de uma série de fracoes irredutiveis cujo denominador ndo excede m, ou seja, g com
|P|,|Q] < m arranjados na ordem crescente. Os termos da série de Farey podem ser obtidos
principalmente a partir da aplicacdo do Teorema 3.1 cuja demonstracido serd omitida mas pode
ser vista em [Hard 60].

Teorema 3.1 Se P/Q, P"/Q" e P'/Q' sdo trés termos sucessivos de IF,,,, entdo

P" P+P
QT Q+Q

Se g pertence a F,,,, 0 < P < @Q <m, P e (@ sao primos entre si e o valor 0 estd incluido

sob a forma % Portanto, temos:

Fy ={—00,—1,0,1, 00}

1 1
F2 :{_007 _27 _17 _5707 57 1727 OO}
3 2 1 1 11 2 3
Fy ={—00,-3,—-2,—=,—1,—=,—=,—=,0,=,=,-,1,2,2
3 { 0, 37 ) 27 9 37 27 3707372737 727 ,3,00}

e assim por diante. O nimero de termos da série aumenta rapidamente a medida que o valor m
aumenta. Por exemplo, se olhamos apenas os valores da série que estdo entre [0, 1], para m =5

temos:
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Dentre as diversas propriedades dessa série, podemos citar os seguintes teoremas cujas de-

monstragdes podem ser vistas em [Hard 60].

Teorema 3.2 Se P/ e P'/Q)' sdo dois termos consecutivos de F,,, entdo
QP — PQ' =1.
Teorema 3.3 Sem > 1 entdo dois termos sucessivos de IF,,, ndo possuem o mesmo denominador.

Como consequéncia das propriedades dadas pelos Teoremas 3.2, 3.1 e 3.3 podemos ver que se

P P
temos dois termos consecutivos da série de Farey, P/Q) e P'/()’, a matriz formada por ( 0 o )

possui determinante igual a 1.

Definicao 3.1 Um tridngulo é chamado elementar se seus vértices pertencem a IF,,, para algum
m > 2.

Vemos assim que um triangulo elementar é formado por arestas elementares. Se no plano
hiperbdlico para cada valor de m (m > 1) unimos os elementos consecutivos de F,, através
de uma geodésica, temos diversos tridngulos elementares formando uma tesselacio de H?2. Esta
tesselacdo de H? formada por tridngulos elementares é conhecida por tesselacio de Farey. Nas

Figs. 3.1 e 3.2 podemos ver essa tesselacdo.

[}
(98]
W —
N =
W

Figura 3.1: Tesselacdo formada por Fy, F, e Fj.

Agora, vamos tomar o tridngulo formado pelas geodésicas C'(y(o0,0)), C(7(0,1)) e C(y(1, o0)).
Este tridngulo é chamado de tridangulo fundamental e pode ser visto na Fig. 3.3.

Cada triangulo em H? localizado abaixo do tridngulo fundamental possui seus trés vértices no
eixo . No modelo do semiplano superior para a geometria hiperbdlica, dizemos que esses vértices
estdo no infinito. J4 no modelo do disco de Poincaré, esses vértices estao também no infinito
mas localizados na fronteira do disco. Este fato pode ser visto na Fig. 3.4 onde podemos ver a

tesselacao de Farey no modelo do disco de Poincaré.
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Figura 3.2: Tesselagdo de Farey no intervalo [0;1].

Figura 3.3: Tridngulo fundamental.

Seja um tridngulo geodésico com vértices vy, vy € v3 tais que vy, Vo, v3 € Q e v < vy < 3.
Se referenciarmos cada tridngulo apenas por seus dois vértices mais distantes entre si da forma:
(P3)"¥3 (com vy, vy, v3 € F,, para algum m), utilizando o resultado do Teorema 3.1 podemos
sempre obter vy a partir dos outros dois vértices. Vamos chamar de d(v;, v;) a distancia euclidiana

entre dois vértices v; e v;. Podemos definir:
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Figura 3.4: Tesselacdo de Farey no modelo do disco de Poincaré.

Definicao 3.2 Seja X um indice que pode assumir valores D ou E e vy, vy, v3 um conjunto de

vértices de um triangulo qualquer. X é dado por:

X =D, se d(Ul,Ug) < d(?)g,?]g,)
X = E, se d(Ul,’Ug) > d(UQ,Ug).

U1,V3

A partir do indice X, referenciaremos cada tridangulo por (Ps)y

Na tesselacao de Farey apresentada na Fig. 3.1, podemos ver que muitos tridngulos com-
partilham um par de vértices e uma aresta e, em alguns casos, temos mais de um tridngulo
compartilhando um mesmo vértice. A fim de referenciar mais facilmente esses triangulos criamos
um indice ¢ que indica a posicao que um triangulo ocupa numa sequéncia de compartilhamento.
Além disso, estabelecemos que quanto menor o valor de 7, maior a distancia Euclidiana entre seus
vértices mais distantes v; e vg (d(vyv3)).

Para entendermos melhor esse indice, vamos tomar uma sequéncia de tridangulos que com-
partilham um vértice a esquerda, (P3)y", (P3)5", (Ps)g,".... tal que para cada valor de
i (i > 1), (P3)g" e (P3)y " significa que esses dois tridngulos compartilham um par de
vértices e uma aresta (v., v; e C(y(viy+1,v;))). Esta situagdo pode ser vista na Fig. 3.5, onde
d(ve,v1) > d(ve, v2) > d(ve, v3) > d(vVe,v4)... €, portanto, d(ve, v;) > d(ve,vy) para i < k.
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Figura 3.5: Tridngulos elementares do tipo E.

O caso onde temos uma sequéncia de tridngulos que compartilham um vértice a direita
(P3)p.", (Ps) 5., (Ps)p., ... pode ser vista na Fig. 3.6. Note que, como no caso anterior,
d(vi,ve) > d(vg, v.) para i < k.

Figura 3.6: Triangulos elementares do tipo D.

Por terem vértices com valores na série de Farey, estes tridngulos possuem diversas propri-
edades interessantes, muitas das quais serdao abordadas neste capitulo. A primeira propriedade
apresentada serd estabelecida no Teorema 3.4. Através deste teorema, dado um tridngulo ele-

mentar qualquer, poderemos saber qual o tipo de tridngulo (tipo E ou D) que estd abaixo dele

na tesselacdo de Farey.
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Teorema 3.4 Seja (P3)y™"® um tridngulo elementar qualquer pertencente a tesselacdo de Farey
e v1, Uy € V3 Seus Vértices tais que v; < vy < v3 e X pode assumir valores & ou D. Abaixo das
geodésicas C(y(vy,v2)) e C(y(v2,v3)) teremos dois tridngulos que compartilham dois vértices e
uma aresta com esse tridngulo. Independente do valor de X, o tridngulo abaixo de C(vy(v1,vs))

serd sempre do tipo E e o tridngulo abaixo de C(7(ve,v3)) serd sempre do tipo D.

Demonstracao:
Vamos comecar mostrando o caso onde X = F.

Seja v; = § ev3 = =. Se vy,v3 € IF,y,, pelo Teorema 3.1, vy = . Desejamos saber qual

ptv
gtw
o tipo dos tridngulos que estdo abaixo das geodésicas C(v(vy,v2)) e C(v(va,v3)). Na Fig. 3.7
podemos ver um tridngulo desse tipo.

p p+v v
q q+w w
Figura 3.7: Triangulo elementar do tipo E.
A geodésica C'(7(v1,v2)) tem um tridngulo abaixo, o (P3)x™™. Se vy = £ e vy = é’%’), pelo
5 Arti p ptptv ptv . p 2ptv
Teorema 3.1 esse triangulo tem vértices e’ oo Agora, pela Definicdo 3.2, se d<5’ m) >
(Z2etr ptvy o trisngulo é do tipo E, caso contrario, ele é do tipo D. Calculando cada distancia
2q+w’ q+w

temos:

d(g 2p+1/> _ 2p+v _£:2pq+qy—2pq—pw
¢ 20+w/  2qtw g q(2q + w)
qu —pw 1

q(2¢+w)  q(2q+ w)
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onde qv — pw = 1 pelo Teorema 3.2. Também,

d<2p+u p+1/> _ptv  2ptv
2 +w’ g+ w g+w 2q+w
_2pq + pw + 2qu + vw — 2pq — qu — 2pw — wy
(¢ +w)(2q + w)
qu — pw 1

(+w)(2¢+w)  (¢+w)(2q+w)

Vamos supor que (P3)"* seja do tipo E. Isto significa que:
1 1
a@q+w) (g +w)(2q+w)
(29 + w) + w(2g + w) > Q<2q +w)
(2 +w) >
2wq + w? > 0.

Pela forma de construgdo dos tridngulos deste trabalho, nunca teremos ’—; <0e:>0]jaque
a primeira geodésica que aparece com vértice negativo é C'(y(—1,0)) e dentro do intervalo [—1, 1]
todos os tridngulos estdo abaixo de C'(y(—1,0)) ou C(v(0,1)). Assim, se ¢,w > 0, 2wg+w?* > 0
sempre ¢ verdade e, portanto, (P3)%'" é do tipo E. Como para a obten¢do desse resultado em
nenhum lugar usamos o fato de (P;)3""” ser do tipo E, esse resultado vale também para o caso
1,03

do tridngulo ser do tipo D, ou seja, (P5)}

Olhando a geodésica C(7y(v2,v3)), abaixo desta teremos um tridngulo, o (P3)'¢""?, tal que os

p+v  ptrv+v e v
qtw’ gt+w+w w’

Calculando as distancias entre os vértices temos:

vértices desse triangulo s3o:

d<p—|—y p—|—2u> _ p+2v _ptv
qg+w’ g+ 2w g+2w qgH+w
_pq+2qv +pw + 2wv — pqg — qu — 2pw — 2wy
(¢ +2w)(g +w)
qU — pw 1

(gt 2w)(g+w)  (g+2w)(g+w)
d(p+21/ l/) v o pt+2v  qu+2vw —pw — 2vw

woog+2w w(q + 2w)
qu —pw 1
w(g+2w)  w(g+2w)

q+2w w

Supondo que este tridangulo também € do tipo E, temos:

d<p+uap+2y>>d<p+2u’z>
qg+w g+ 2w q+ 2w w
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ou seja,
1 - 1
(q+2w)(q+w) ~ wg+2w)
w(q +2w) > q(g +w) + w(qg + 2w)

0> q(qg+ w)

¢ +quw <0

0 que mostramos que nao pode ser verdade ja que sempre que ¢ > 0 implica em w > 0. Portanto,

ptv  p+2v p+2v v V2,V3 7 . ,
(B o) > d(B55, &) e, portanto, (P3)¢™ € do tipo D. Neste caso o resultado também
v1,V3 .

independe do tipo do tridngulo que estd acima, (P;)y

O resultado desse teorema pode ser visto mais claramente na Fig. 3.8 onde temos a tesselacao

de Farey com alguns triangulos e pontos identificados.

5
&

3 25 3
T3 701

=)

4
5

-

7

Figura 3.8: Tesselacdo de Farey com alguns tridangulos identificados.
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3.2 Tesselacdes de H? Formadas por Poligonos Elementares

Nesta secao apresentamos um conjunto novo de tesselacbes formadas por poligonos de n lados.
Essas tesselacOes sdo obtidas a partir da série de Farey e, por causa desta, apresentam muitas
propriedades interessantes que serdo consideradas nos teoremas desta secao. Vamos comecar pelo

conceito de poligono elementar.

Definicao 3.3 Um poligono é chamado elementar quando seus vértices pertencem a IF,, para

algum m > 2.

No plano Euclidiano, a unido de triangulos nos fornece um poligono. No plano hiperbdlico
0 mesmo ocorre, ao juntarmos triangulos hiperbdlicos podemos obter um poligono regular, ou
nao, dependendo de como seja essa unido. Assim, ao unirmos alguns tridngulos elementares
com vértices pertencentes a série de Farey obtemos um novo poligono elementar que possui
também vértices nessa mesma série. Neste caso, o niimero de lados do poligono estd relacionado
a quantidade de triangulos utilizados na sua constru¢ao. Vamos agora iniciar a construcao de
poligonos elementares de forma a obter novas tesselacoes em H?2.

A construcao de poligonos elementares estd relacionada a unido de triangulos elementares.
Para referenciarmos esses poligonos vamos usar uma notacdo similar a utilizada no caso dos

triangulos, onde no lugar de (P3) usaremos (P,) indicando que o poligono possui n lados.

Definicao 3.4 Seja um conjunto formado por ng + np tridngulos tais que sua unido forme um

poligono qualquer de n lados dado por:

z v ' ) .nD 1l s
et = Ueeo Ui
=1 =1

onde vy;, v3;,v'1;,v'3; € F,,, para algum m > 3, k; > 1 e os valores de nr e np correspondem ao
P v

niimero de tridngulos do tipo E e D utilizados. Se np > np e X = E chamamos (Pn)fgk de

poligono do tipo FE (Feixe de Esquerda). Se np < np e X = D chamamos este poligono de

poligono do tipo FD (Feixe de Direita).

Podemos ver assim que todo poligono pode ser classificado como FE ou FD através da pre-
dominancia de tridngulos do tipo E ou D. O procedimento utilizado para a unido dos triangulos
deste trabalho implica na consideraciao dos poligonos terem um ndmero par e impar de lados de
forma diferenciada. Os poligonos com nidmero par de lados terdo seus lados referenciados por 2n

e os com ntmero impar de lados por 2n + 1.
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3.2.1 Tesselacoes de H? formadas por poligonos de 2n lados

Comegaremos formando poligonos de quatro lados. Os poligonos de 4 lados serdo formados
pela unido consecutiva de tridngulos, dois-a-dois, que estao sobre a tesselacdao de Farey. Uma
consequéncia direta da Definicao 3.4 é que quando um poligono de 4 lados for formado pela unido
de dois triangulos do tipo E sera do tipo F'E. Se juntarmos dois tridangulos do tipo DD, da mesma
forma, teremos um poligono do tipo F'D.

Vamos chamar de (Pg)%so o tridngulo com vértices em 0, 1 e 0o e de (Pg)%; o tridngulo com

vértices em 0, 1 e % como pode ser visto na Fig. 3.9. Através da unido desses dois tridngulos,

1

.5, 1 & 00, 0 quadrado elementar (P@%;’O

podemos obter um primeiro poligono com vértices em 0
0, 0, 0,1
tal que (P4)E§° = (P3)E§° U (P3)5,-

(P 3)%50

i1 1 2 3
0 i3 2 ER 1

Figura 3.9: Poligonos elementares de 4 lados.

Este primeiro poligono obtido corresponde a regido de Dirichlet da tesselacdo. Os vértices
desse poligono que estdo sobre o eixo x definem abaixo deles dois outros poligonos de quatro
lados (P@%% = (Pg)%’lé (Pg)%f e (]34),%’11 = (Pg)l%)’l1 U (Pg)%D’;. Abaixo dos vértices desses dois
novos poligonos, temos mais 3 poligonos abaixo de cada um e assim sucessivamente.

Para os outros poligonos, utilizando a notacdo estabelecida anteriormente e mostrada nas

Figs. 3.5 e 3.6 temos:

Definicao 3.5 Um poligono qualquer de 4 lados é dado por:

(Pa)g" = (Ps)g" U (Ps)ig )"

Eit1

quando for do tipo E e,
(Pa)p = (Ps)p, U (Ps)p/ 1™,

i+1

se for do tipo D, de tal forma que os poligonos serdo sempre disjuntos entre si.



35

A obtencao dos poligonos de 4 lados a partir dos triangulos elementares é estabelecida no
Teorema 3.5.

p

Teorema 3.5 Seja (P4)§(’E um poligono qualquer tal que ]ED e = € o par de vértices com a maior
distancia entre eles. Para i > 1, os poligonos de 4 lados podem ser obtidos da seguinte forma:
Para X = E temos:
2 D
Se p # 0, entdo (P)g" = (P3)g
1 0,1
Sep=0, entfo  (P)% = (P)% U (Py)FH.
Para X = D temos:
v b v P v ptv v
Se — # 1, entdo (Pi)p." = (P3)p, U (Ps)p .
w

;:\v:

Y, ~ 2=l 21211, 2Hi~1’1
Se E =1, entdo <P4) = (P3>D2 <P3)D2¢ )
Demonstracao:
Sejap # 0 e X = E. Pela Definicio 3.5 temos que (H)Evg = (P3)vcyvj U (Ps )vcﬁ?l'

Se v, = § e v; = =, através da Fig. 3.5 podemos ver que v;;; é o préximo ponto da série de

Farey entre § e —. Utilizando o resultado do Teorema 3.1 temos, portanto, que v;; = fl’j_rw Se

k =1, isto significa que temos um primeiro poligono de quatro lados do tipo F'E com vértice em

ESHS]

formado pela unido dos dois primeiros tridangulos do tipo £ com vértice em 15. Assim, 7,k =1

e portanto,
P+V

c\:

v
w

(PR = (P& U (Py)

Mostramos entao que o teorema vale para ¢ = 1. Agora por indu¢do, vamos supor que é

verdade para i = n — 1, ou seja,

P v P v B’Pj_rv
(P4)% (P3)%2(n 1)—1 U (P3)§v2?n71>.

P ptv

D
préximos tridngulos abaixo de (Pg)f%:f I (P3)E2?+i> tendo » como vértice em comum. O

préximo elemento da série de Farey que esta entre § e % € o vértice do proximo triangulo. Este
2 2p+v

q’2q+tw

Eotn-1)+1"

Através da Definicao 3.5, o prOX|mo poligono, de indice F,, é formado pela unido dos dois
2

vértice é dado por: %. Assim, o préximo tridngulo com vértice £ em comum é o (F)

Da mesma forma, seguindo a sequéncia de tridngulos, o préximo poligono terd como vértice o

p 3ptv
p 2ptv p+2p+v ‘A / 7' 3q%w
termo da série de Farey que estd entre ¢ e 77=-7, o termo == . O tridngulo serd o (P3)E2(n -

P v p_ptv P 2ptv
e portanto, temos uma sequéncia de tridngulos, (Pg)g;’_l)_l, (Pg)j%;*i“l),( 3)E2?qt?;+1 e

p 3ptv

(P;;)g;’quﬂﬂ onde os dois primeiros fazem parte do poligono de indice E, ;. Os dois dltimos

fazem parte do poligono de indice E,, dado por:

2p+v P 2p+v D 3p+v

(POE" = (P)pets V(B (3.4)

Eatn-1)+1 Eo(n—1)+1+1
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Estes triangulos podem ser vistos na Fig. 3.10 onde realcamos os dois poligonos.

4p+v 3p+v 2p+v r

=
T <

4qg+w 3g+w 2q+w q+w

Figura 3.10: Dois poligonos de 4 lados do tipo E consecutivos.

Agora, 2(n—1)4+1=2n—-24+1=2n—-1e2n—-1)4+14+1=2n—-2+2 = 2n. Se

fizermos 2p + v = 1" e 2q + w = w’, podemos reescrever a equagdo (3.4) como:

! v p ptv

v =

(Pa)g," = (Pa)ir, U (Po) ™

2n—1

e, dessa forma mostramos que o teorema vale também para i = n.

O caso em que a = 0 é um caso particular do que acabamos de demonstrar. Pela Fig. 3.9

. . . . . 0,2 0,%

A . ~ 3 5
vemos que os dois primeiros tridngulos que compartilham o vértice 0 sdo ()’ e (Ps3)g; que
. 0,% 0,2 0,55 0,55+
7 D) ' 12.1 72,141
formam o quadrilatero (P;) . Dessa forma, podemos ver que (Py) 5’ = (P3) g2  U(FPs)g, ",
ou seja, sabemos que a expressao vale para ¢ = 1. Aproveitando o resultado ja obtido na

demonstrac3o anterior, fazendo 2 = % e 2 = 1 temos que:
q 1 q 24

01 01 9 041
1°2¢ 1722 T1+424
(P4>Ei ' = (P3)E2f_1 U (P3>E2i
0,4 0,52~
_ 20 1 2i+1
- (Pg)EQi_l U (P'?))Ezl :
A demonstracdo para os poligonos do tipo F'D é similar as demonstracdes anteriores e por isso

serd omitida. [ |

Se observamos a Fig. 3.2, vemos que sob cada tridngulo do tipo E temos abaixo dele um
tridngulo do tipo D que compartilha com este uma aresta e dois vértices. O préximo teorema

estabelece a alternancia de poligonos do tipo F'E e F'D.
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Teorema 3.6 Sejam vy, vo, v3, v4 um conjunto de vértices de um poligono qualquer de 4 lados
do tipo FE, (Py)y™ e sejam C(y((v1,v2)), C(v((v2,v3)) e C(v((v3,v4)) as geodésicas que
unem cada par de vértices desse poligono. Abaixo dessas geodésicas, teremos 3 novos poligonos
que serdo da seguinte forma: um do tipo F'E e dois do tipo F'D ou seja, (1), %, (P1)p."
e (P1)p™. De forma andloga, para um poligono do tipo F'D, (P,)p"* define abaixo dele dois
poligonos do tipo FE e um do tipo FD: (Py)y™™, (Py)g"” e (Py)p""

Diy1-

Demonstracao:

Y% e outro

Nas Figs. 3.11 e 3.12 podemos ver dois tipos de poligonos, um do tipo FE, (P4)El
do tipo FD, (P4)7l’)1i’”4, respectivamente. Comegando pelo tridangulo do tipo FE, o Teorema 3.4
estabelece que independente de um tridngulo ser do tipo D ou do tipo E, com vértices vy, vy € v3,
abaixo da geodésica C'(y(v1,v2)) temos sempre um tridngulo do tipo E e abaixo de C(~y(vq, v3))

um triangulo do tipo D.

Figura 3.11: Poligono de 4 lados do tipo E.

v

1

Figura 3.12: Poligono de 4 lados do tipo D.

No poligono mostrado na Fig. 3.11, abaixo de C(y(v1,v2)) temos um tridngulo do tipo F,
abaixo de C'(y(v2,v3)) um tridngulo do tipo D e abaixo de C'(y(vs,v4)), outro tridngulo do tipo
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D. Como pela Definicao 3.5 os poligonos sao sempre formados por triangulos do mesmo tipo,
segue que abaixo dessas geodésicas temos 3 poligonos: 1 do tipo F'E e dois do tipo F'D, ou seja,
(P, (Pa)p," e (Pa)p,™.

Para o poligono do tipo FD mostrado na Fig. 3.12, abaixo de C'(y(v1, v2)) temos um tridngulo
do tipo E, abaixo de C'(y(vq, v3)) um tridngulo do tipo E e abaixo de C'(y(v3,v4)) um tridngulo do
tipo D. Da Definicdo 3.5, segue que abaixo das mesmas geodésicas temos os seguintes poligonos:
(Pa)g" (Pa)g™ e (PO)p n

Dy

Utilizando os resultados dos Teoremas 3.5 e 3.6, podemos obter dessa forma todos os poligonos
de quatro lados a partir da informacdo dos vértices relacionados aos poligonos que estdo sobre
eles. Com esses novos poligonos de 4 lados, temos uma nova tesselacio de H? formada por qua-
drilateros elementares, como pode ser vista na Fig. 3.13, onde as linhas pontilhadas representam

os tridngulos que foram utilizados para formar a nova tesselacao.

[« [}
—_

1 1 1
6 4 3

Figura 3.13: Tesselacdo formada por poligonos de 4 lados no intervalo [0, 1].

Agora, de uma forma similar a que utilizamos para a formagao dos poligonos de quatro lados,
podemos também obter poligonos de 2n lados através dos quais novas tesselagdes formadas por
poligonos de 2n lados s3o construidas. Pela forma de construcdo dos poligonos a ser apresentada,
a unido de 2n — 2 tridngulos fornecerd um poligono com 2n lados. Isto pode ser facilmente visto
no caso dos poligonos de 4 lados e nos exemplos que serdo mostrados ao longo deste trabalho.

Para formarmos uma regido de Dirichlet de 2n lados, com n > 2, vamos definir:
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Definicao 3.6 Uma regido de Dirichlet de 2n lados é formado pela unido dos tridngulos (Pg)%’;’o
e (Pg)%s, Jjuntamente com a unido de n — 2 tridngulos do tipo E e D com indices consecutivos.

Os tridangulos do tipo E possuem o vértice 0 em comum e os de tipo D, o vértice 1 em comum.

Para os poligonos localizados abaixo da regiao de Dirichlet, temos:

Definicao 3.7 Um poligono qualquer de 2n lados é formado pela unido de 2n — 2 tridangulos com

indices consecutivos.

A partir das Definicoes 3.6 e 3.7 vemos que se juntarmos quatro tridngulos, obtemos um

poligono de seis lados onde a regiao de Dirichlet é dada por:
00 100 ) le l,l
(Po)ge® = (P3) g U (Pa)y U (Pa)g U (P)3, - (3.5)

Repetindo o mesmo processo de unido dos tridngulos utilizado para gerar os poligonos de
quatro lados e através da Definicdo 3.7 podemos, ao juntar os tridngulos quatro-a-quatro, obter

uma nova tesselacdo de H? formada agora por poligonos de seis lados como mostra a Fig. 3.14.

0 1z 1 L 2 6
7 3 2 3 7

Figura 3.14: Tesselacdo formada por poligonos de 6 lados no intervalo [0, 1].
Juntando os tridangulos seis-a-seis, obtemos poligonos de oito lados onde a regido de Dirichlet
é dada por:
0,00 0,00 0,1 0,3 0.3 i1 21

A partir desses poligonos temos uma nova tesselacdo de H? formada por poligonos de oito

lados onde cada poligono possui vértices pertencentes a série de Farey (IF,,). Consequentemente,
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para tesselacdes de H? formadas por poligonos de 2n lados, podemos estabelecer o seguinte

resultado:

Teorema 3.7 A regido de Dirichlet para uma tesselacdo formada por poligonos de 2n lados é

dada por:
n—2 n—2 .
00 %) , O,ﬁ %,1
(Pon)gie = (P3) 5 U (Ps)sy | (P3) g U(Pia)ptl (3.7)
i=1 j=1
Demonstracao:

Ja vimos que essa férmula vale para n = 2 quando consideramos o caso do poligono de 4
lados e n = 3 através da equagdo (3.5). Por indugdo, vamos supor que vale para n — 1. Se isso

¢é verdade, temos:

n—1-2 n—1-2 .
0,00 0,00 071 Ovil #71
(Pam-1)pe® =(P3)eu (Pa)g | (P | (P)1)
i=1 j=1
0,% 0,-2

oo ) 07% Tp—2
=(P3) 5 U (P3) 5 U (P3)p2 U (P3) g U... U (Ps) "2 U
n—3

%?1 %71 7L72’1
(P3)p, U(Ps)p, U...U ()2

Uma regido de Dirichlet de 2n lados serd formada por um poligono de 2(n — 1) lados,
acrescentando-se mais um triangulo do tipo D com vértice direito em 1 e mais um do tipo
E com vértice esquerdo em 0, como uma consequéncia da Definicdo 3.6. Isto porque ao juntar-
mos aos tridngulos anteriores esses dois novos tridngulos passamos a ter mais 2 vértices (um
em cada lado) e, consequentemente, mais duas arestas e, portanto, o poligono passa a ter
2(n—1)+2=2n—242 = 2n lados.

No poligono (Pg(n,l))%,;’o, o dltimo tridngulo do tipo £ na sequéncia é o (Pg)%f. Portanto,

o préximo triangulo tipo E na sequéncia com vértice esquerdo em 0 é aquele com o vértice no

140 1 e
n—2+1 "~ n—1

préximo elemento da sequéncia de Farey entre 0 e —. Este vértice é dado por:
0,1
‘n—1

o tridngulo é o (P3)p" . .

n—3
O dltimo tridngulo do tipo D na sequéncia é o (1)}, *

3+1°
tipo D na sequéncia com vértice direito em 1 serd aquele com o vértice no préximo elemento

A n—3 Lt on 4 . n=34+1 _ n—2 ‘A 4
da sequéncia de Farey entre 7= e 1. Este vértice é dado por: "= = = e o triangulo € o

Portanto, o préximo triangulo

=1 o
(P3)p, ., Substituindo, temos:
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1

(Pon) 3 =(Pan 1) % U (Py) 57X U (Py) !

2
1’

-2
o Oln 1-2 1 —1-2 —2 4
=(P)5 U (P | (Ps)p; i U (P)5 ”17 U (Py)y "21 (PS)Bnl;
i=1 j=1
0,00 0,1 iy L 5 n=2
=(Py)5 U (P | (P?))’+1 (P5) ’”21 U (Pa)fr) (P?))”nl’2
i=1 j=1
n—2 0.1 n—2
0,00 O, G+1 Jj+1°
=(Py)5e U (P)5 (U P U (P)]
i=1 j=1

Mostramos assim que se o resultado é valido para n — 1, também vale para n e, portanto,

concluimos a demonstracao. |

No caso de 2n = 4, ja vimos através do Teorema 3.6 que sempre existe uma alternancia entre
poligonos do tipo F'E e F'D. Vimos também que abaixo de um poligono de quatro lados teremos
sempre trés poligonos que compartilham uma aresta com o poligono anterior tal que se este é do
tipo F'E, os abaixo serdo do tipo: F'E, FD e FD. Agora, se o poligono anterior for do tipo
F'D, os abaixo serdo do tipo: FE, FE e FD.

Utilizando o resultado do Teorema 3.4, podemos generalizar esse resultado para o caso do
poligono de 2n lados (n > 2).

Propriedade 3.1 Seja um poligono de 2n lados. Os poligonos abaixo do poligono fundamental
(Pgn) sdo sempre da forma: FE, FD,...FD,FE, .. FE FD.

vV Vv
n—2 vezes n—2 vezes

Para os poligonos subsequentes, o tipo dos poligonos é dado por FE,FD,...,FD sempre
—_———

2n—2 vezes
p v
que tivermos um poligono do tipo FE, (Py,)% ™, e por FE, ..., FE, FD sempre que tivermos um
g —_——

2n—2 vezes

EQ\:

poligono do tipo F D, (Pgn)%i i
Teremos também a seguinte propriedade que segue diretamente da Definigcdo 3.7:

Propriedade 3.2 Seja (Py,)""”" um poligono de 2n lados. Quando o poligono é do tipo FE,
ele é formado apenas por tridngulos do tipo E. De forma equivalente, se é do tipo F'D, ele é

formado apenas por tridngulos do tipo D.

Quando 2n > 3, a obtenc3o de todos os vértices a partir apenas da informacdo dos vértices

mais distantes ndo ¢é trivial j& que neste caso, nao podemos aplicar diretamente o resultado do



42

Teorema 3.1. Todavia, a Propriedade 3.2 nos permite obter uma férmula geral para a obtencdo
dos vértices de cada poligono.

Considere um poligono de 2n lados (Pz,,) %" tal que v1 < vg < ... < Vg, COM Vy, Vg, ..., Vo, €
[F,,. Para a obtencao dos vértices desse poligono, devemos determinar os 2n—2 maiores elementos
da série de Farey que estdo entre vy e vy,. A forma usual utilizada para a obtencao desses nlimeros
é aplicar o seguinte procedimento:

v . .
Se v; = 4 e V9, = —, utilizando o resultado do Teorema 3.1, podemos obter inicialmente o
q w

p+v
elemento tal que

q+w

pprtv v
'7q7q+w7w7“'

Agora, aplicando novamente o resultado do mesmo teorema a esses trés nimeros, sabendo

que eles pertencem a algum F,,,, temos:

pptptv ptv ptv+v v
7q7q+q+w7q+w7q+w+w7w7

2

. p 3
ou seja, se — = — e = —, temos:
5! 3

gx

Aplicando novamente o resultado do Teorema 3.1:

311 8 13 512 7 9 2

"7571_871_37£7§71_97ﬁ7ﬁ7§7"'

Repetindo esse mesmo procedimento até obtermos pelo menos 2n — 2 elementos entre v; e
Von, basta em seguida tomarmos os 2n — 2 maiores valores como sendo os vértices do poligono.
Este método apesar de simples é trabalhoso.

Utilizando a Propriedade 3.2 podemos desenvolver uma férmula geral para a obtencao dos

vértices de um poligono de 2n lados a partir dos seus vértices mais distantes.

Teorema 3.8 Sejam v e vy, Vértices de um poligono de 2n lados, (Pa,)% " com vy, vq, € Fy,
para algum m > 2. Os elementos da série de Farey, vértices desses poligonos que estio entre
v = b € Uy, = % tal que vy < v3 < -+ < Vg,_1 S30 dados por:

SeqX = F, temos:

+ v
Quando vy # 0, vg,_; = b

qi +w’

Se v; =0, vq, € da forma vy, = € Vap—i

1
2%k T2k 4+
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Se X = D, temos:

Quando vy, # 1, v; = p+m}l
q+ w
,— 1
Sevznzl,vi:%, comi=1,...,2n — 2.
q+ (i—

Demonstracao:

Sabemos pela Propriedade 3.2 que todo poligono abaixo do primeiro poligono é formado
apenas por tridngulos do mesmo tipo. Além disso, vimos que cada poligono é formado por 2n — 2
tridngulos. Vamos comecar com o caso de X = F e p # 0.

Para n = 2, temos um poligono de 4 lados. Na demonstracao do Teorema 3.5, j& vimos que
seus vértices sjo L 22te ptv g Z. Neste caso v; = 5,02 = 2ptq =P ey, = 2. Estes

Q) 2q+w’ g+w 2w’ 3 T gFw
vértices podem ser reescritos como,

vy = vy = P Y
q(1) +w
ou seja, o resultado do teorema vale para n = 2. Por indug¢ao, vamos supor que é verdadeiro para

R _ pitv
n—1, ou seja que o resultado do teorema vale para 2(n—1). Agora, temos que vy, _o_; = Gitw com
P v

i=1,...,2n — 4. Isto significa que os vértices de (PQ(n_l))gE sdo dados por: va,—o_(2n—1) = V2,

V2n—2—(2n—5) = U3y +.., V2p—2-2 = VU2p—4 € VU221 = VU2p-3, OU seja,
P p(2n —4)+v p(2n —5)+v
v = — Vg = —F/—=—— Vg = —F/——————
q q(2n —4) +w q(2n —5) +w
2p+v p+v v
Vop—q4 = Vop—3 = Vop—2 = —
2n—4 2+ w 2n—3 it w 2n—2

Um poligono de 2(n — 1) lados é formado por 2(n — 1) — 2 = 2n — 4 tridngulos. Agora
um poligono de 2n lados sera formado por 2n — 2 triangulos consecutivos. Para obtermos um
poligono de 2n lados, devemos acrescentar na sequéncia de vértices anterior, mais dois vértices
referentes a mais dois triangulos na sequéncia, como pode ser visto na Fig. 3.15.

Para obter um poligono de 2n lados onde v; = g e v, = -, devemos considerar mais dois
triangulos que compartilham o vértice %’, que sejam consecutivos aos tridngulos anteriores. Os
vértices desses tridngulos serdo os préximos elementos da série de Farey que estejam entre § e

2n—4 I’ .
p2n—D+v - Fotes triangulos sio:

q(2n—4)+w
A p p+p2n—4)+v p(2n —4) +v
Tridangulo 1: vy = =, vy = e vy =
qg+q2n—4)+w q2n —4) +w
2n -3 2n — 3
Triﬁngu|02: Ulzg’v2:p+p(n )+Ue 3_p(n )_'_V
q qg+q2n—-3)+w q(2n —3)+w
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14 v N pry 4
; pQ2n—-4)+v pQ2n-5+v qg+w ;
q2n—-4)+w q2n-5)+w
Figura 3.15: Poligono de 2(n — 1) lados.
Sendo assim, o poligono de 2n lados possuird vértices:
P p(2n —2)+v p(2n—3) +v
vy = — Vg = ———————— vy = —————
q q(2n —2) +w q(2n —3) +w
2p+v p+v v
Ugpg = ——— Vop—1 = Vop = —
2n—2 2+ w 2n—1 tw 2 o

Agora, podemos escrever os primeiros vértices COmo: vy = Vz,_(2p-2) € U3 = U2p_(2n—3)-

Portanto, temos que vg,_; = 2™~ com i = 1,...,2n — 2, ou seja, a férmula dos vértices vale
qitw ) )

s b v
também para (Py,)av.

O caso em que a = 0 é um caso particular do caso anterior. Na demonstracdo do Teorema
3.5 vemos que os triangulos que compartilham o vértice esquerdo 0, tem vértices que podem
M 1 1 1 yo . / .
ser escritos na forma 3 ou 5. € 55 se separarmos os vértices em dois grupos, os de indice par
e os de indice impar. Como um poligono de 2n lados sempre tem um nimero par de vértices
podemos considerar que vy, é da forma, vy, = 5;. Fazendo = Y e substituindo na expressio

1
que acabamos de mostrar ser verdadeira para poligonos de 2n lados, temos:

pi+v 041 1
gi+w (Di+2k  2k+i

Von—i =




45

A demonstracao para X = D é similar as anteriores e por isso nao serd apresentada. |

3.2.2 Tesselacdes de H? formadas por poligonos de 2n + 1 lados

Até agora, vimos com obter tesselacdes em H? formadas por poligonos com niimero par de
lados, obtendo as férmulas para os poligonos de 4 lados e alguns resultados generalizados para
2n. Podemos obter também tesselagdes formadas por poligonos de 2n + 1 lados (n > 2) a partir
dos mesmos triangulos elementares. Nesta direcao, vamos comecar escolhendo um poligono de
cinco lados.

Para obtermos um poligono de 5 lados vamos considerar dois tridngulos consecutivos com
um vértice em comum e para o tridngulo com maior distancia entre seu vértices v; e v3 (ou o
tridngulo com menor indice), considerar o préximo tridngulo abaixo da geodésica que une vy e

p v
q

2% p v ,
v3. Por exemplo, se (P3)3 " e (Pg)Ei pela definicdo dos tridngulos, temos d(%, ) > d(, 7).

v

Assim, consideraremos o tridngulo (Ps) ;'™ abaixo da geodésica C(y(%, Z)) como pode ser visto
na Fig. 3.16.

4
w

Figura 3.16: Poligono de 5 lados do tipo F'E.

Seguindo esse raciocinio temos:
Definicao 3.8 Um poligono qualquer de 5 lados é dado por:

(Ps) ™ = (Po) ™ U (Pa) i U (Po) "+,

Eit1

quando for do tipo E e,

(P5)1B;:]C = (Pg)%;% U (P?,)viﬂﬂ}C U (Pg)%iviﬂa

D1

se for do tipo D, de tal forma que os poligonos sdo sempre disjuntos entre si.
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Para a construcio de uma tesselacio em H? formada por poligonos de cinco lados, a regido

de Dirichlet é formada pela jungdo dos seguintes triangulos:
0,00 0,00 0,1 L1

Este poligono possui vértices em 0, %,% e 1 pertencentes ao eixo real. A tesselacio em H?>

formada por poligonos de cinco lados pode ser vista na Fig. 3.17.

Figura 3.17: Tesselagdo formada por poligonos de 5 lados no intervalo [0, 1].

A obtencdo de uma férmula geral para poligonos de 5 lados é possivel, porém trabalhosa.
Neste caso, a informacdo que temos sobre a alternancia de tridngulos do tipo D e E é essencial
para a obtencao dessas férmulas e dos cédigos associados.

Com relagdo ao tipo de poligono que vem abaixo de um poligono de 5 lados, através do

Teorema 3.4 podemos ver que a seguinte propriedade sempre vale:

Propriedade 3.3 Seja (Ps)'" um poligono de 5 lados, onde vy < vy < v3 < vy < v €
vy, Vo, U3, Uy, v5 € [y, para algum m > 2. Abaixo da regido de Dirichlet, sob as geodésicas
C(v(v1,v2)), C(y(ve,v3)) e C(y(v3,v4)), 0s poligonos sdo do tipo FE, FE e FD. Para os
outros poligonos, abaixo das geodésicas C'(y(v1,v2)), C(v(ve,v3)), C(v(vs,v4)) € C(y(v4,v5))
os poligonos s3o do tipo FE, FD, FE e F'D independente do valor de X.

Agora, para obtermos os poligonos de 5 lados através dos triangulos elementares, podemos

utilizar a Propriedade 3.4.

Propriedade 3.4 Seja (Ps)'"” um poligono de 5 lados, onde vy < vy < v3 < vy < U5 €

vy, Vg, U3, Uy, V5 € [, para algum m > 2. Os poligonos abaixo desse poligono sdo dados por:
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Abaixo de C(y(v1,v2)): O poligono € do tipo FE. Se o poligono anterior for do tipo FE
(Ps)g,"", temos:

1
Sev; =0, vy € da forma % e o poligono € dado por:
i

1

(P3) 72z+1 U (Pg)ﬁ’ﬂ

D1 ?

(P5) L. <P3)E21

v
ondei > j+1. Sewvy # 0 comwv, ==, vy é da forma — e o poligono € dado por:
q w

P v P v P P+V v ptv
(P5)E" = (Ps) g, U(Ps) ™ U (Ps)p, "™, (3.8)
onde i > 2. Se o poligono anterior for do tipo F'D, temos
£7l P v £7P+V v p«H/
(Ps)g," = (P3) g, U (Pa) iy U (Ps)p, " (3.9)
ondei > 1.
Abaixo de C(7y(vq,v3)): O poligono € do tipo F'D e sempre é dado por
D v P v Piv v P P+V
(P5)p," = (Ps) by, U(Ps)py " U(Ps) "™,
ondei > 1.
Abaixo de C(7(vs,v4)): O poligono é do tipo F'E e sempre € dado por
B v P z P p+v v pj:u
(Ps)g," = (Py) U (Pa) ™ U (P3) 5,
ondei > 1.
Abaixo de C(~y(vy,vs5)): O poligono é do tipo F'D. Se o poligono anterior for do tipo F'E
temos:
S5 pyit o py B U (py R

onde i > 1. Se o poligono anterior for do tipo F'D temos as seguintes condicdes
Sewvs =1, vy € da forma

1 e é dado por:

21 +
sl _ zfilvl stz T 5042

ondei > j+ 1. Se vs # 1, o poligono € dado por:

ptv v

U (Ps) gy " U (Py)”

E\t

s\t

(P5)5" = (Ps)p

2 p+u
q’

)
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onde i > 2.

Agora, pode-se ver que apesar das férmulas serem um pouco mais complexas para n = 5,
elas possuem uma ldgica de construcdo que nos permite definir regras para poligonos de 2n + 1
lados, com n > 2. Ou seja, a partir da tesselagcdo de poligonos de 5 lados, seguindo um raciocinio
analogo podemos obter outras tesselacdes em H? para poligonos de 2n + 1 lados.

Para formarmos um primeiro poligono de 2n + 1 lados, com n > 2, temos:

Definicao 3.9 Uma regido de Dirichlet de 2n + 1 lados € formada pela unido do tridngulo
(Pg)%go comn — 1 pares de tridngulos formados por tridngulos do tipo E de indices consecutivos
(comecando no indice 0) que compartilham o vértice 0, com triangulos do tipo D que ficam

abaixo da geodésica C(v(vy,v3)) de cada um destes tridngulos.
Para os poligonos abaixo da regido de Dirichlet, temos:

Definicao 3.10 Um poligono qualquer de 2n+1 lados € formado pela unido de n tridngulos con-
secutivos do mesmo tipo, juntamente com o tridngulo que fica abaixo da geodésica C(~y(vq, v3))

dos n — 1 tridngulos de menor indice.
Como consequéncia das Defini¢des 3.9 e 3.10, juntando cinco triangulos da forma estabelecida,
podemos obter uma regido de Dirichlet de sete lados dada por:

(P52 = (P3)5° U (Py)S U (Py) ) U (Pa) 2 U (P) 3. (3.10)

1

Na construcao do poligono de cinco lados, juntdvamos dois triangulos e tomdavamos um
tridngulo abaixo do primeiro dos dois tridngulos, segundo a ordem (F3)5"", (F3), . No poligono
de sete lados, juntamos agora trés tridngulos consecutivos (por exemplo (P3)5", (Ps)y: e
(P3),.5) e tomamos os tridngulos abaixo dos dois primeiros (abaixo das geodésicas C'(y(v1,v2))
e C'(v(vq,v3))) obtendo assim uma tesselacdo em H? formada por poligonos de sete lados como
pode ser vista na Fig. 3.18.

Para a constru¢ao de um poligono de nove lados, podemos juntar sete tridngulos e obter o
primeiro poligono:

0 0 0,1 ia 0,1 11 0.1 11
(Po)g,” = (P3)g, U (Ps)p, U(P3)p, U(Ps)p? U(Ps)p2 U(Ps)p? U(Ps)p?.

Para todo poligono abaixo do primeiro poligono de nove lados, seguindo o mesmo raciocinio
utilizado para os poligonos de cinco e sete lados, ao juntarmos quatro tridngulos consecutivos e
tomarmos os tridangulos abaixo dos trés primeiros, obtemos no total sete triangulos que juntos
formam um poligono de nove lados. Generalizando este resultado para poligonos de 2n + 1 lados,

temos o seguinte teorema:
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2 5 1

x 2 R 2 3
6 3 5 11 2 9 3 6

Figura 3.18: Tesselacdo formada por poligonos de 7 lados no intervalo [0, 1].

Teorema 3.9 A regido de Dirichlet de uma tesselacdo formada por poligonos de 2n + 1 lados é

dada por:
n—2 n—1
0,00 0,00 0, 0,747 1
(Pons1) 5’ = (Po)’ U (Py) [ J (P (P (3.11)
i=1 i=1
Demonstracao:

Ja vimos que essa férmula vale para n = 2 quando estudamos o caso do poligono de 5 lados
e n = 3 através da equagdo (3.10). Por indugdo, vamos supor que vale para n — 1. Se isso é
verdade, o poligono tem 2(n —1)+1=2n—2+1=2n —1 lados e,

n—1-2 n—1—1
o o 0,741 71}
(Pan1) 5 = (Py) 3 U (Ps)3 (Ps)g " (Ps)p,
=1 =1
o , 0,3 0, 0,55
= (P3) 5 U(Py) g U (Pa) 2 U (Py) 2 U U (P3)

O primeiro poligono de 2n lados é formado por um poligono de 2(n — 1) lados, juntando-se
mais um tridngulo do tipo E' com vértice esquerdo em 0 e mais um do tipo D com vértice direito
em w3, Vértice do tridngulo anterior como uma consequéncia da Definicdo 3.9. Isto porque ao
juntarmos aos triangulos anteriores esses dois novos tridngulos, passamos a ter mais 2 vértices e
consequentemente mais duas arestas e, portanto, o poligono resultante passa a ter 2n — 1+ 2 =
2n + 1 lados. )

No poligono (Pgn,l)%’go, o ultimo tridngulo do tipo E na sequéncia é o (Pg)%z. Portanto,

o préximo triangulo do tipo E na sequéncia com vértice esquerdo em ( serd aquele com o vértice

140 _ 1

Lo A 1 Lo ‘ .
no préximo termo da sequéncia de Farey entre 0 e ;.=;. Este vértice é dado por: =5 = =

e
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1
’nl

—3+41°
O tridngulo do tipo D que sera acrescentado na sequéncia é o que fica abaixo da geodésica

o tridngulo é o (P3)z"

ue liga o vértice v ao v do tridngulo anterior. Neste caso, v3 = —— e vy = L = 1 3ss5im
q g g T+n—1
1 1
este tridngulo é o (P3)p " '. Substituindo, temos:
0oc 0L Lok
(Pon) g = (Pan—1) " U (Ps) g L U (Po)
n—3 0 n—2 1 1 11
1 [ 1 ’1 ’n nin—1
= (P3)3° U (Ps), UP3 +1U(1D3)+1 U(Ps)p—, UDs)p,"
i=1 i=1

0.1 1 1

oo 07% '3 O’nf ’n
= (P33 U(PB)U’lU(Ps)El U(Ps)g) U U(P3)g" 2 U ()",

1—3 -2

[un
-
-
—
-

l n—1'"n—2 n'n—1
U(Ps)f; (Ps) U U(P)p T U(Rs) D,

n—1
= (Py)" U ( LJ P O[T

Mostramos assim que se o resultado é valido para n — 1, também vale para n e, portanto, con-

cluimos a demonstracao. |

Através do Teorema 3.9 vemos que as tesselagdes sdo formadas agora por poligonos obtidos
da unidode 24+ n—2+n—1=2n — 1 tridngulos. Com relagdo aos tipos de tridngulos (se sdo

do tipo F'E ou F'D) como consequéncia direta do Teorema 3.4 temos:

Propriedade 3.5 Seja um poligono de 2n + 1 lados (n > 2). Vamos definir: (FD,FE)" =
FD,FE,..FD,FE. Abaixo de (P2n+1)%so temos: FE,FE (FD,FE)" 2 FD e, para os

'
n vezes

outros poligonos abaixo destes temos sempre (F'E, FD)".

Para obtermos os vértices dos poligonos a partir de seus vértices mais distantes, utilizando
os resultados do Teorema 3.8 podemos estabelecer um teorema valido para poligonos de 2n + 1
lados. Agora, pela forma de construcao dos poligonos, teremos uma férmula para os vértices de
indice par e outra para os vértices de indice impar.
Teorema 3.10 Sejam vy e vy, 1 Vértices de um poligono de 2n+1 lados, (Py,11)% """ tal que
V1, Vopy1 € Iy, para algumm > 2 e vy = § e Vi1 = .. Se X = E, temos:
(n —1)

(n—1i

ptv

n , onde
q+w

Quando vy # 0, os vértices de indice impar sdo dados por: vyiy1 =

. L. L. np +v .
t = 1,...n — 1 e os vértices de indice par por: vy = quando i = 1 e vy =

(n—i)+1p+ 20 na
2(n — i) + 1]qg + 2w

parai=2,...,n
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. L ) 1
Quando v, = 0, para o caso dos vértices de indice impar temos: vy, 1 serd da forma vy, 1 = z
1 . _ . 1
evyy1 = ——,comi=1,...n—1. Os vértices de indice par serdo dados por vy; =
kE+n—1 5 k+n
vandoi =1, e vy; = , vandoi =2, ...,n.
9 & 2(k—|—n—z)+1q
Se X = D, temos:
. L . +w .
Quando vy, 11 # 1, os vértices de indice impar sdo dados por ve; 11 = i comi=1,...,n
q+iw
. L. 20+ (20— 1)v . + nv
e os Vértices de indice par por vy; = p( , ) quandoi = 1,...n—1 e vy = P
2q + (2t — Dw q+nw
quando i = n.
- L ~ p+i
No caso de vy,.1 = 1, os vértices de indice impar sdo dados por vy; 1 = i com
q+1
. . L. 2p+ 21— 1 , +n
1 =1,...,n—1 e os vértices de indice par por vy; = p— parai =1,...n—1ewvy = P
29421 —1 qg+n
para i =n.
Demonstracao:

Vamos comegar com o caso X = F e p # 0. Se n = 2 entdo consideramos o poligono de
5 lados. Através das equacdes (3.8) e (3.9), vemos que se o poligono anterior for do tipo FE
ou F'D, haverd uma alteracdo nos indices dos triangulos que formam o poligono mas n3o dos
vértices. Assim, consideramos somente o caso em que o poligono anterior é do tipo F'E. Através
da equagdo (3.8), temos

P v p v p ptv v ptv
qQ’w __ q’w q’q+w w’g+w
Isto significa que v; = §, vy = % e vs = —. O vértice v; € o préximo termo da série de
P o ptv : _ ptptv __ 2ptv < Arti 4 i
Farey entre ¢ € orw OUSeja, vy = —oh = ST Ja o vértice vy é o termo da série de Farey que
z p+v v : __ ptvtrv __ pt+2v : :
esta entre otw € o OU Seja, vy = Eeh = o Isto pode ser visto na Fig. 3.19.

Aplicando o teorema com v, = § e vs = £ 0s proximos vértices sao dados por vg 141 = v3 =
(2—i)p+v J o) T , o _ 2p+tv o _ [2(2=9)+1]p+2v
(2i)grw Para os vértices de indice impar e vy = vy = Setw € V22 = V4 = 5 1i]gtaw PAMA 0S

vértices de indice par. Portanto, o teorema vale para n = 2.

Agora, por indu¢do vamos supor que o teorema vale para n—1 ou seja, 2(n—1)+1 = 2n—1.
(n—1—d)p+v

Os vértices de indice impar sdo dados por: v9; 11 = ,
(n—1—1d)g+w

comi=1,...n—1-1
ou seja,
(n—2)p+v (n—=3)p+v
(n—2)g+w’ V2 = 05 = (n—3)g+w’
B _(n—=1-n+3)p+v 2p+v
V2(n=3)+1 = V25 = (n—1-n+3)qg+w 2¢+w
n—1-n+2)p+v p+v

€ Vo(n_ = Vgp_3 = —
V2(n=2)+1 = V2n-3 m—1-n+2)g+w qg+w

V2(1)4+1 = U3 =
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2p+v

Rz

2q+w

p+2v

q+2w

Figura 3.19: Poligono de 5 lados do tipo F'E.

. (n—Lp+v , 2(n—1—1)+1p+2v
e os de indice par por: vy = quando i = 1 e vy; = .
(n—1)g+ w 2(n —1—1)+ 1]g + 2w
comi=2,...n—1.
(n—1)p+v
ou seja 'UQ()—'UQ_ (n—l)q—i—w’
e — o — 2(n—1-2)+1p+2v (2n—5)p+2v
BT T R 1 -2+ 1ljg+2w  (2n—5)g+ 2w
2(n—1-3)+1p+2v  (2n—-T)p+2v
Vg(3) = U =
2 =TT 2(n—1-3)+1j¢g+2w (2n—T7)q+ 2w’
2n—1-n+2)+1p+2v 3p+2v
Vo(n_2) = Vop_4q = =
2n=2) — Pln—d T 2n—1—-n+2)+1lg+2w 3¢+2w
. 2n—1—-n+1)+1lla+2v p+2v
Vo(n—1) = Vop— = -
M) T e T DT —n+ D)+ 1g+2w g+ 2w
Juntando todos os vértices temos:
p (n—1p+v
V1 = — Vg
q (n=1)g+w
(n—2)p+v (2n —5)p+2v
V3 = v
T (n—2)g+w YT (2n—5)g+ 2w
(n—=3)p+v (2n —T)p+2v
Vs = Vg =
T (n—3)g+w T 2n—T)q+ 2w
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2p+v 3p + 2v
Vopg = ——— Vopy = —————
2n—5 2q+w 2n—4 3q+2w
" qg+w " q+ 2w

v
Uopn—1 = —

w

O poligono de 2n — 1 lados pode ser visto na Fig. 3.20.

p v N p+v p+2v 1
; m-Dp+v Q2n-5p+2v q+w q+2w w
m=-1)qg+w 2n-5q+2w
mn=-2)p+v
n=-2)g+w

Figura 3.20: Poligono de 2(n — 1) + 1 lados.

Como o poligono de 2n lados é formado por 2n vértices, e o de 2(n — 1) lados é formado
por 2(n — 1) = 2n — 2 vértices, entdo o poligono de 2n lados poderd ser obtido juntando-se um
poligono de 2(n— 1) lados com mais dois tridngulos estes fornecendo mais dois vértices. Seguindo
a Definicao 3.9, estes tridangulos devem ser: o préximo tridngulo na sequéncia que compartilha

L, A . . , . n—1p+rv (n—2)p+v .
o vértice £ e o tridngulo que fica abaixo da geodésica C<7(((n—1;§+w’ ((n—Z))g—i-w))' O primeiro

p (n=Dp+v
‘n ‘ ¢’ (n—1)g+w Cg ) _ (n—1)ptv / (-
triangulo é o (Pg)E%1 que possul vertices vy (— E)’ U3 = GiiDgtw € Uy € 0 proximo termo
L _ pt(n=l)ptv __ nptv ‘a
da série de Fa:ey ?ntre v e v? da)do por vy —(q+(7;_1)th 7 et (O s)egundo triangulo tem
o _ (n—=1)p+v _ (n—2)p+v _ (n—Dp+tv+(n—2)p+v _ (2n—3)p+2v
Vertices v1 = 5w U3 = (iajgrw € 2 T nDgtwrnd)gtw = (2n8)qtzn Acrescentando

esses vértices, o poligono de 2n lados tem vértices:
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p np+v
v = — Vo =
q ng +w
. :(n—l)p—H/ . :(Qn—3)p+21/
T n—1g+w YT (2n=3)g+ 2w
; :(n—Q)p+V y :(Qn—5)p—|—21/
T (n—2)g+w T (2n—5)g+ 2w
y :2p+y ” :3p—|—21/
3T o+ w 22T 30 + 2w
y :p—l—l/ y :p+2y
2n—1 q+w 2n q+2w
v
U2n+1:E

Agora, podemos reescrever os vértices de indice impar da seguinte forma:
(n—1Lp+v o — _(n—2p+v
_ptv _[p—(—-Dptv

S gtw n—(n—1Dg+w’

U3 = VU2(1)41 =

Von—1 = V2(n—1)+1

(n—i)p+v

(n—i)g+w
Ja os vértices de indice par podem ser reescritos da seguinte forma:
(2n—=3)p+2v  [2(n—2)+1]p+2v

ou seja, Uit =

Vg = U3(2)

S (2n-3)g+2w  [2(n—2)+1)g+ 2w’
_ :(2n—5)p+2uz[2(n—3)+1]p+2v
YT T oy — g+ 2w [2(n—3) + lg + 2w
Vo — Uy — [2(n —n) + 1]p+ 2v
" Y 2(n—n) 4+ 1g + 2w’
ou seja, vy = %. Com esse resultado, acabamos de mostrar que se o teorema vale

para poligonos de 2(n — 1) + 1 lados, também vale para poligonos de 2n + 1 lados.

O caso p = 0 é um caso particular do caso anterior. Na demonstracdo do Teorema 3.5 vemos
que os triangulos que compartilham o vértice esquerdo 0, podem ser escritos na forma % Assim,
p = 0 significa que § = % € Ugpi1 = % Substituindo na expressao que acabamos de mostrar ser

verdadeira para poligonos de 2n lados, para os vértices de indice impar temos:

Voja] = (n—i)p—l—u_(n—z’)O—i—l_ 1 e para os vértices de indice par:
22+1_(n—i)q+w_(n—z’)1+k_k+n—i' P par:
) _np+l/_n(0)+1_ uando 71=1 e
* Tng+w n(D)+k  k+n a B
S 2(n—1i)+ 1]p+2v B [2(n — 1) + 1](0) + 2(1) B 2 B 2
TR =)+ 1g+2w 20— +1)1) +2(k) 20 —2i+1+2k 2k+n—i)+1
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A demonstracdo para o caso de X = D pode ser feita de forma similar e por isso sera
omitida. |

Podemos ver através desses resultados que uma grande vantagem dessas novas tesselagoes é
o fato de termos a possibilidade de obter rapidamente todos os seus poligonos. Como para cada
valor de n > 3 temos uma tesselacdo, basta escolhermos um valor de n e, através das equacdes
(3.7) e (3.11) obter o poligono correspondente a regido de Dirichlet.

Para sabermos a forma da tesselacdo, basta seguir o procedimento de construcido apresentado
nas Definicdes 3.7 e 3.10 juntamente com os resultados dos Teoremas 3.8 e 3.10 para obter os
vértices dos poligonos. Em seguida, basta juntarmos os vértices consecutivos através de uma
geodésica para obtermos o seu “grafico”.

Como vimos no caso dos poligonos de 4 e 5 lados, também é possivel para cada valor de n
obtermos uma férmula recursiva para a determinacdo dos poligonos numa determinada tesselagdo.
Nesse caso, a partir de um poligono qualquer poderemos estabelecer todos os poligonos que estao
abaixo deste. Por outro lado, em geral os resultados dos Teoremas 3.8 e 3.10 sdo suficientes no

caso de nao desejarmos férmulas generalizadas.
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Capitulo 4

CODIFICACAO DE GEODESICAS E CODIGOS DE FONTE

No Capitulo 3, vimos como obter tesselacdes em H? formadas por poligonos de n lados
(n > 3) baseados na tesselagdo de Farey. Neste Capitulo veremos como, ao escolher uma
geodésica reduzida em uma dessas tesselagdes, podemos associar as sequéncias cortantes ao seu
ponto atrator.

A relacdo existente entre fracOes continuas e uma geodésica numa superficie modular foi
observada por diversos pesquisadores dentre os quais podemos citar o trabalho de [Arti 65] que
inspirou muitos outros nessa area. O estudo dessa relacdo resultou em métodos que possibilitaram
a codificacdo de geodésicas nesse tipo de superficie.

Apesar de diferirem em muitos aspectos, em [Seri 85] e [Kato 96] é utilizada a decomposi¢do
em fragbes continuas do ponto atrator de uma geodésica como sendo o procedimento de codi-
ficagdo de geodésicas. Em [Seri 85], é feito o uso da decomposicdo em fragdes continuas usual
(onde temos apenas sinais positivos na decomposicdo) enquanto que em [Kato 96] é utilizada a
decomposi¢do em fragdes continuas negativa (neste caso, temos apenas sinais negativos).

Neste capitulo apresentamos um método para codificagdo de geodésicas reduzidas em PSL(2,7Z)
a partir dos estudos realizados em [Seri 85]. No método em consideragdo, mostramos como de
uma forma rdpida e simples podemos obter sequéncias cortantes de uma geodésica em tesselacoes
cuja regiao fundamental é constituida por poligonos de n lados.

Em seguida mostramos como obter uma darvore de probabilidades para uma dada tesselacao,
a partir das propriedades da série de Farey. Com isso, surge a possibilidade de construcao de
cédigos de fonte de comprimento fixo para comprimento varidvel (cédigos de arvore), bem como
de comprimento varidvel para comprimento fixo (cédigo de Tunstall).

A primeira aplicagcdo é feita observando uma classe de cddigos aritméticos chamados cddigos
de arvore dentre os quais encontra-se o cédigo de Elias. Tendo como base a construcao do cédigo
de Elias, mostraremos como através dessa generalizagdo podemos obter um novo cédigo que pode
ser utilizado para codificacao de fontes j-drias.

Outra aplicacdo é feita observando-se os cédigos de comprimento fixo para uma fonte discreta
sem memoria, mais especificamente os cddigos de Tunstall. Veremos que através desse novo
conjunto de tesselagcbes podemos obter um novo cddigo parecido ao de Tunstall que pode ser
utilizado nas mesmas situagdes para os quais os cédigos de Tunstall sio mais indicados. Em

ambas as aplicagoes veremos que os novos cddigos apresentam um desempenho igual ou melhor
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aos codigos ja existentes.

4.1 Codificacao de Geodésicas em Tesselacoes Formadas por Poligonos de n Lados.

Como ja mencionamos anteriormente, neste trabalho utilizamos a decomposicdo em fracdes
continuas usual. Nesta secdo, mostramos como a partir da relacdo existente entre sequéncias
cortantes e as fragdes continuas, podemos obter um método de codificacdo para geodésicas
associadas a tessela¢des formadas por poligonos com um nidmero de lados maior que 3. Dessa
forma, o método apresentado em [Seri 85] pode ser visto como um caso particular quando n = 3.

Iniciamos esta secdo apresentando a teoria das fracoes continuas e sua relacdo com sequéncias

cortantes.

4.1.1 Teoria das Fracoes Continuas

A teoria das fragOes continuas refere-se a forma de representar niimeros através de sequéncias
de inteiros. Todos os numeros reais possuem decomposicdo em fracdes continuas.

Seja [ng, n1, ..., np) a fragdo continua finita:

1

1
nm ot

ny

No +

Defina [ng, n1, ...] = limy_,o[ng, N1, ..., np). O limite existe e nos fornece um nimero irracional
B. Da mesma forma, todo nimero irracional B tem uma expansdo Unica em fracdes continuas
B = [ng,n1,...]. Se um nimero é racional, sua expansdo em fragdes continuas é finita, ou seja,
B = [no, n1, ..., np] para algum f>0ebeR.

Podemos dizer que uma expansao em fracoes continuas é eventualmente periddica se a partir
de um certo ponto ela se repete periodicamente, ou seja, B = [Ngy ooy My Tt 1, - - -, Mbr1), ONde
a barra sobre ny.q,...,np4; indica que essa sequéncia se repete periodicamente. Dizemos que
uma expansao é puramente periddica se a partir do primeiro digito da expansao, se inicia uma
sequéncia periddica, ou seja, 3 = (700, 721, - - <5 Tp ).

Um ndmero irracional € um nimero que nao pode ser representado pela razdo de dois inteiros.
Além disso, é uma irracionalidade quadrética se esse numero irracional for solu¢ao de um polinémio
quadratico da forma:

i — 2cyc37 + (5 — ¢4) = 0, (4.1)

onde ¢y, ¢9, c3 e ¢4 S30 inteiros e ¢4 € um numero natural que n3o é um quadrado perfeito.
O teorema a seguir nos fornece uma propriedade interessante relacionada as irracionalidades

quadraticas. Sua demonstragdo sera omitida mas pode ser vista em [Olds 63].



59

Teorema 4.1 Quando ng, ny,no, ... Sdo inteiros positivos, a fracdo continua puramente periédica:

A

6 = [nOanlv "'7nb]

€ maior que 1 e € raiz positiva de uma equacao quadratica com coeficientes inteiros. Além disso,
se 3, = [mp, mp_1, .-, Tg] € a decomposicdo de 3 em fragdes continuas em ordem inversa, entdo

—l/B(’l = Ba € a segunda raiz conjugada da equacio satisfeita por B Além disso, Ba € (—1,0).

Para obtermos a decomposicao em fragdes continuas de um ndmero (3, segue-se o seguinte

procedimento: Seja [[z]] a parte inteira de x; ng sera dado por ng = [[f]] e, indutivamente,
n; = [[B]], onde Biy1 = Bil

—n;

Exemplo 4.1 Seja v uma transformacdo cuja matriz A associada € dada por:

A:114.
8 3

112+4
8z+3 '

4 = 82> — 9z — 4 = 0 cujas solucbes sdo dadas por: z = 8*1{3@ = 1i2\/§. Sendo assim,
obtemos: [ = %ﬁ ~ 1.36603 (atrator) e av ~ %ﬁ = —0.36603 (repulsor). Para obtermos a
decomposicdo de 3 em fragbes continuas fazemos:

Bo = 1.36603 e ng = [[Bo]] = [[1.36603]] = 1

Resolvendo-se a equacdo z = y(z) = obtemos o polinémio quadratico 82% + (3 — 11)z —

B = grtme = Tassos=1 = 2-73202 e portanto, ny = [[2.73202]] = 2
By = 52— = g5 = 1.36608 e portanto, ny = [[1.36608]] = 1
By = 32— = ey = 273162 e portanto, ny = [[2.73162]] = 2

Continuando, teremos que 3 = (1,2,1,2,1,2,...) = [1,2].

4.1.2 Sequéncias Cortantes

Seja M uma superficie de curvatura negativa constante, resultante do quociente de H? por
um grupo I', ou seja, M = H?/T". Considere uma geodésica orientada em M, C(%); assuma
que C(%) possua um vetor tangente unitdrio (direcional) em cada posi¢do e dessa forma seja
uma 6rbita de um fluxo geodésico (') em M. Se w(C(v)) = C(¥), onde 7 é a projecdo tal
que 7 : H? — M, ent3o cada geodésica C'(y) em H? serd o resultado do levantamento de uma
geodésica C'(%) em M.

Estamos interessados no caso em que I' é um grupo Fuchsiano, em particular, I' é um subgrupo
de PSL(2,7Z), isto é, I' C PSL(2,Z) = SL(2,7Z)/{%1}, ou seja, I' é um subgrupo do grupo
modular, M a superficie modular e as geodésicas que desejamos codificar pertencem a este grupo.

Nosso interesse é codificar geodésicas C'(y) pertencentes a um grupo Fuchsiano.
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Como visto anteriormente, a tesselagdo de Farey possui vértices no conjunto QU {oo}. Além

disso, e como consequéncia do Teorema 3.2, se dois pontos P/Q e P'/(Q)’ sdo vértices de um
/

triangulo elementar, entdo o = +1 e, portanto, a tesselacdo de Farey pode ser vista
como imagem do eixo imaginario sobre a agdo de SL(2,7Z).

Agora, considere um tridngulo elementar e uma geodésica orientada em H?2. Ao atravessar
um tridngulo esta geodésica ird deixar um ou dois vértices a sua direita. Chamando o segmento
da geodésica dentro do tridangulo de F quando tivermos um vértice a esquerda e de D quando

tivermos um vértice a direita, temos a seguinte situa¢ao:

Figura 4.1: Segmentos do tipo E e D.

Seja agora uma geodésica orientada C(7y(a, 3)) que vai de o em direcdo a 3 em H2. Esta
geodésica € cortada por arestas elementares e subdividida em varios segmentos que podem ser

classificados como D ou E. Dessa forma, fazendo £ = F ... E vemos que toda geodésica pode
—_—

n;vezes

ser escrita como E™ D™ E™ D™ com n; € N.

Topologicamente, a superficie modular M, é a esfera trés vezes puncionada com pontos
singulares nas imagens i, 1/2(1 + iy/3) e co. As linhas da tesselacdo de Farey sio projetadas
na reta singular S que vai de 7(o0) em dire¢do a 7(i) e volta. Vamos considerar uma geodésica
em M, C(%) tal que esta ndo coincida com S. Como mostramos anteriormente, essa geodésica
pode ser levantada para uma geodésica C'(y) em H? e assim podemos obter uma sequéncia
cortante ... E"-1D"E™ | representando essa geodésica. Diferentes levantamentos de C'(7)
diferem por translacOes, o que deixa a tesselagdo de Farey invariante e preserva a orientagdo.
Dessa forma, o modo como rotulamos cada segmento geodésico faz com que a sequéncia cortante
obtida independa do levantamento escolhido.

Se a geodésica em H? comega ou termina em 7(c0) a sequéncia cortante termina em 7(c0).
Os segmentos iniciais ou finais podem ser do tipo D ou E e com isso podemos denoté-los por D
ou E,. Se em M a geodésica C'(¥) cruza com S num ponto x, z € C'(§) NS podemos indicar a
posicdo de x na sequéncia cortante da seguinte forma ... D™z E™ . ... Podemos também dizer

que a sequéncia muda de tipo em x € .S onde hd uma mudanca dos segmentos de D para E ou
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vice-versa.

Considere um conjunto de geodésicas em H? cujos pontos terminais satisfacam |3| > 1 e
0 < |a| < 1. Denominemos esse conjunto de A. Qualquer geodésica pertencente a A intercepta
0 eixo imagindrio em um ponto &, e a sequéncia cortante dessa geodésica muda de tipo em &,.

Tal situacdo pode ser vista na Fig. 4.2.

Figura 4.2: Exemplo de uma geodésica orientada em H? na tesselacio de Farey.

Olhando novamente na superficie M, as geodésicas que cortam repetidamente a reta singular
S, geram uma secdo transversal X’ no fibrado tangente 77 M. Esta se¢do é formada pelo conjunto
de vetores tangentes unitdrios de geodésicas que mudam de tipo em x, pertencentes a M e que
também cortam a reta S. O ponto x corresponde ao levantamento &, como serd apresentado
mais claramente na demonstracdo do Teorema 4.2, teorema que relaciona as sequéncias cortantes

como a teoria das fracdes continuas.

Teorema 4.2 [Seri 85] A fungdo i : A — X, definida por i(C(v)) = m(u,) € sobrejetiva,
continua e aberta. E quase injetiva, isto € € injetiva exceto nas duas geodésicas orientadas
opostamente ligando +1 a —1 tendo a mesma imagem. Além disso, se u, € X define uma
geodésica com sequéncia cortante ... D™z E™ ..., entdo C(y) =i '(u,) tem pontos terminais
dados por:

-1

ﬂ:[nl,nz,...], —:[ng,n,l,n,g,...],

a
onde se a sequéncia cortante termina em um dos dois lados, o mesmo acontece com a fracdo
continua correspondente. Se na sequéncia cortante D e E sdo permutados, entao,

1
B:—[nl,ng,...], a:[no,n_l,n_z,...].

Observacao 4.1 Note que [ € independente de o e da parte da sequéncia cortante que precede

&, e vice-versa.
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1
140’

expansdo no ponto terminal, causada pela ambiguidade do rotulamento de um ponto terminando

Observacao 4.2 Comon, +1=mn,+ as sequéncias ... Bt e ... E™ D geram a mesma
num cuspide. A mesma observacdo também é vadlida para uma sequéncia comecando com
ED"r ... ou Dr—rt .

Demonstracao:

Seja C(7) uma geodésica em H? que intersecta iR, e seja A o tridngulo fundamental apre-
sentado no Capitulo 3 e mostrado na Fig. 3.3. Como A é convexo, § > 1 se, e somente se, 0
segmento C'(v) N A é do tipo E, e —1 < a < 0 se, e somente se, o segmento imediatamente
precedente a /A é do tipo D. Observacdo andloga se aplica quando f < —1e 0 < a < 1.
Como qualquer geodésica sobre M cortando S em x pode ser levantada para uma geodésica em
H? que intersecta iR no levantamento &, de z, vemos que i mapeia A sobre X’. Além disso,
suponha que C(v), C(v') € A e que i(C(vy)) = i(C(y')). Como a dnica identificagdo de pares
de pontos em iR por SL(2,7Z) é dada por Q) : = — —1/z vemos que, se C(vy) # C(v'), entdo
Q(C(v)) = C(v). As unicas geodésicas C'(y) € A tais que Q(C(y)) € A sdo as geodésicas
ligando +1 a —1 e sua inversa. Isto prova a primeira parte do Teorema.

Suponha agora que C(v) € Ae 3> 1. Seja f = [ny1,n2,...]|. Considere p; =ny se > ny
epr =n1—1se=ny. Sejan=C(y)N(Re z=p;). Entre &, e n, a tesselagdo de IF particiona
C(7) em p; segmentos nas geodésicas verticais, z = 0, 1,...,p;. Assim, a sequéncia cortante de
C(7) entre &, e n, é EP*. Finalmente, se 5 = 1, entdo a sequéncia comegando em &, é D> ou
E.

Considere a fungdo 77 = —1/(z — p1). Note que 71 € SL(2,Z). Além disso, 7(f8) < —1,
0<7i(a) <1lemi(ny) =&y Comor € SL(2,Z), 1 (C(y)) é também um levantamento de
7(C(7)) entdo a sequéncia cortante de C'(y) comegando em 7, é a mesma sequéncia cortante
de 7 (C(7)) comegando em &;, (). Se 71(f) = —1, esta sequéncia termina com um segmento
ambiguo D> ou E*; caso contrario, fixe py = ny se —71(5) ¢ N e py = ny — 1 neste caso,
a sequéncia cortante comeca com p, segmentos do tipo D. Aplicando 7, = —1/(z + ps), 0
argumento se repete. O argumento andlogo se aplica se § < —1.

Note que se 3 € N, 5 > 1, entdo essa sequéncia € ambiguamente E™ D ou E™ 1!, consistente
com a ambiguidade nas expansdes em fra¢des continuas.

Para estudar o ponto terminal negativo a aplicamos a fungdo @ : z — —1/z. Se C(v)
tem sequéncia cortante ... E"-1D"™E EM D™ ., entdo como @ € SL(2,Z), a geodésica
Q(C(7)) ! ligando Q(B) a Q(«) tem sequéncia cortante ... E™Q(&,)D™E"" ... Claramente
Q(C(7) ™' € Aelgciy-r = Q&) Assim, Q(a) = [ng,n_1,...], 0 que prova o resultado. M
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Corolario 4.1 [Seri 85] Duas geodésicas com a mesma sequéncia cortante coincidem.

Demonstracao:
Fixe os pontos iniciais x, ' nos mesmos pontos de divisio em cada sequéncia, e levante os
pontos &, &' € iR™ como no Teorema 4.2. Como os pontos terminais no infinito dos levantamentos

das duas geodésicas tém a mesma expansdo em fra¢des continuas, as geodésicas coincidem. W

Vemos assim que o Teorema 4.2 estabelece uma relacdo entre a decomposicdo em fracdes
continuas do ponto atrator da geodésica e sua sequéncia cortante. Isto faz com que toda geodésica
C(v(a, B)) pertencente a H? possa ser representada através de uma sequéncia cortante da forma
Em D™ E™ | onde os valores de n; correspondem a decomposicdo em fracdes continuas de seu
ponto atrator 3. Aos valores de n; que definem a sequéncia cortante, chamaremos de cédigo
CGP3 (Cédigo para Geodésicas em Poligonos de 3 lados) representagdo de uma geodésica uma
vez que através deles podemos reconstruir a trajetéria da geodésica na tesselacdo de Farey em
H2.

Agora, voltando & equacio (4.1), quando fazemos ¢; = ¢, coc5 = (d — @) e (2 —¢4) = b,
podemos ver essa equagdo como uma variagdo da equagdo (3.2) quando trabalhamos com a
matriz A € SL(2,7), matriz esta associada a uma geodésica C'(y(«, 3)). Sendo assim, quando
o discriminante D (dado pela equa¢do (3.3)) ndo é um quadrado perfeito, os pontos atrator
e repulsor de uma geodésica sao irracionalidades quadrdticas. Neste caso, de acordo com o
Teorema 4.1 quando 5 € (1,00) e @ € (—1,0], @ e § tem decomposicdo em fragdes continuas
puramente periddica e a sequéncia cortante também é periédica. Como consequéncia, o cédigo
CGP3 associado a geodésica também é uma sequéncia puramente periddica.

O algoritmo CGP3 para a representacio de geodésicas que acabamos de descrever é baseado na
tesselacao de Farey que por sua vez é formada por tridngulos elementares. Mostraremos a seguir
como a partir da decomposicdo em fracdes continuas dos pontos terminais de uma geodésica,
podemos obter novos cddigos para a codificacdo dessa geodésica em tesselacoes de poligonos de

n lados (n > 3). Ao final, teremos um cédigo associado a cada uma dessas tesselagGes.

4.1.3 Método de codificacao de geodésicas proposto

Considere um poligono elementar de n lados e uma geodésica C'(y(a, 3)) que corta esse
poligono. Como esse poligono é formado por triangulos elementares, o segmento geodésico corta
um determinado ndmero de triangulos, niimero este que depende de n e do fato de n ser par ou
impar. Isto pode ser visto por exemplo na Fig. 4.3 onde temos um poligono de 2n + 1 lados do
tipo F'E e uma geodésica orientada cortando esse poligono.

O método proposto consiste em, por meio da observacdo do cédigo CGP3 para um segmento
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Figura 4.3: Poligono de 2n + 1 lados do tipo FE.

geodésico dentro de um poligono qualquer, obtermos um novo cddigo associado ao poligono.

Vamos comecar apresentando o cédigo para poligonos de 2n lados.

Seja n = 2 e, portanto, tomemos o poligono de 4 lados. A partir da Definicdo 3.5 vemos
que todo poligono elementar de 4 lados do tipo E é formado pela unido de dois tridngulos
elementares do mesmo tipo. Se tomamos uma geodésica orientada que corta um poligono do tipo
E, dependendo de onde o segmento geodésico esteja localizado (ndo coincidindo com nenhum
vértice), este divide o poligono deixando 1, 2 ou 3 vértices a sua esquerda. Chamando de E;
quando a esquerda de um segmento geodésico temos 7 vertices, ao observarmos a classificagdo
desse mesmo segmento segundo o algoritmo CGP3 para os tridangulos, podemos ver que sempre
que estivermos num poligono do tipo F'E, a sequéncia DD corresponde a £y, DE a Fr e E a
Ej5. Isto pode ser visto na Fig. 4.4. Da mesma forma, se estivermos num poligono do tipo F'D,
EFE corresponde a Ey, ED a E5 e D a E3 como pode ser visto na Fig.4.5.

Uma tesselacdo de poligonos de 4 lados é constituida por trés tipos de poligonos, os do tipo
FE, os do tipo F'D e o primeiro poligono que equivale a regido de Dirichlet. Quando uma
geodésica vem em direcao ao ponto atrator, ela inicialmente corta este primeiro poligono. Neste
caso, temos duas possibilidades segundo o cédigo CGP3, D E que equivale a termos dois vértices a
esquerda do segmento geodésico ou DD que deixa trés vértices a sua esquerda. Vemos, portanto,
que existe uma correspondéncia entre o cédigo CGP3 e o cddigo proposto tal que se temos uma
geodésica que possui uma sequéncia cortante segundo o método CGP3 da forma E™ D™ E"2 .

podemos reescrever essa sequéncia como F...ED...DFE ... E e assim obter um novo cédigo
—_—— . —

ng vezes n1 vezes no vezes
dado por E; E;,E; E;, ... com i, € {1,2,3}, que corresponde a geodésica codificada em uma
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Figura 4.4: Segmentos de geodésicas com a classificacdo proposta (a direita) e a classificagdo
segundo CGP3 (em itdlico, a esquerda) para poligonos de 4 lados em um poligono do tipo FE.

Figura 4.5: Segmentos de geodésicas com a classificagdo proposta (a direita) e a classificagdo
segundo CGP3 (em italico, a esquerda) para poligonos de 4 lados em um poligono do tipo FD.

tesselacdo formada por poligonos de 4 lados. Esse novo cédigo é chamado de CGP4 (Cédigo para
Geodésicas baseado em Poligonos de 4 lados).

Para a implementa¢ao do novo cédigo, precisamos saber quais os tipos dos poligonos que a
geodésica estd cortando. Por causa da alternancia de poligonos mencionada no Teorema 3.6,
podemos saber o tipo do préoximo poligono que o segmento geodésico codificado entrara. Para
isso podemos utilizar apenas a informacao do cédigo proposto ja que o nimero de vértices que
o segmento deixa a sua esquerda, nos diz quais triangulos o segmento estd cortando. Na Tabela
4.1 podemos ver a correspondéncia existente entre o céddigo CGP3 e o cddigo proposto (CGP4)
além do tipo de poligono que a geodésica cortard em seguida (coluna Proximo).

O processo de obteng¢do do novo cédigo pode ser descrito da seguinte forma: Seja C(vy(«, )

a geodésica associada a transformagdo 7. Estamos interessados nas geodésicas que possuem
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Poligonos de 4 Lados

Dirichlet Tipo FE Tipo FD
CGP3 | CGP4 | Préximo | CGP3 | CGP4 | Préximo | CGP3 | CGP4 | Préximo
DD E3 FE DD Es FE EE FEy FD
DE Es FD DE Ey FD ED E, FE
E Ey FD D FE3 FE

Tabela 4.1: Cédigo CGP3 e cédigo proposto para poligonos de 4 lados.

€ (—1,0] e B € (1,00). Tomemos a decomposi¢do de [ em fra¢des continuas, ou seja, f =
[To, 71, -, 7). A partir dos valores de n; podemos obter o cédigo CGP3 fazendo E™ D™ E" . ...
O primeiro digito ng corresponde ao niimero de vezes que a geodésica corta as linhas paralelas ao
eixo imagindrio e nos fornece a sequéncia do novo cédigo: Fy F;... = E°. Expandindo o cédigo

para n; com ¢ > 1, temos uma sequéncia da forma: D... D E... E D... D ...
—_— =

N1 Vezes mno Vezes mng3 Vezes

Inicialmente, tomemos uma sequéncia de tamanho 2 e a partir da Tabela 4.1 observemos
qual o cédigo correspondente. A partir deste, buscamos na mesma tabela o tipo do préximo
poligono. Tomando mais dois elementos da sequéncia buscamos novamente na Tabela 4.1 o
cédigo correspondente e o tipo do préximo poligono.

Repetindo este procedimento algumas vezes obtemos uma sequéncia E°E; E;, E;, ... que

corresponde ao novo cédigo que também pode ser representado por [1...1,4,149,143,...] com

ng vezes

ir € {1,2,3}. No caso em consideragdo quando a decomposi¢do em fragdes continuas do ponto
atrator da geodésica é puramente periddica, a nova sequéncia correspondente é eventualmente

peridédica. Antes de prosseguirmos vamos apresentar um exemplo:

Exemplo 4.2 Seja v uma transformagdo cuja matriz A associada € dada por:

Ja vimos no Exemplo 4.1 que os pontos fixos associados a transformacdo sdo dados por:

1,36603 (atrator) e —0,36603 (repulsor) e a decomposicdo em fragdes continuas do ponto

atrator é dada por: [1,2|. A partir desta informacdo, temos que o cédigo CGP3 é dado por:

FE'D?*E'D*E'D?E'D? . ...
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Neste caso, ng = 1. Tomando a sequéncia expandida a partirden, (DDEDDEDDEDD ...),
através da informagdo contida na Tabela 4.1 podemos obter o novo cédigo da seguinte forma: a
sequéncia DD nos fornece o cédigo E3 onde o proximo poligono é do tipo FE. Se a préxima
letra na sequéncia expandida é E, como estamos num poligono F'E, o cddigo é E| e vamos para
um poligono do tipo F'D. Neste, temos a letra D que nos fornece o cédigo E3 e, portanto, vamos
para um poligono do tipo F'EE.Em seguida temos a sequéncia DE que num poligono F'El nos

fornece o cddigo E5. Este procedimento pode ser resumido da seguinte forma:

CGP3 DD| E| D|DE| D|DE| D | DE
CGP4 3 1 3 2 3 2 3 2
Poligono Atual | 1° | FE|FD | FE | FD | FE | FD | FE

Podemos ver que essa sequéncia se repete a partir do terceiro digito do novo cédigo que pode

ser escrito como: EyE3E\E3EyE3Es . .. ou(13132). [

Da mesma forma que obtivemos um cédigo para poligonos de 4 lados, podemos obter também
um cédigo para poligonos de 6 lados, ou seja, n = 3. Seguindo o0 mesmo raciocinio temos agora
um novo conjunto de regras que nos fornece o cédigo em tesselacoes formadas por poligonos de
6 lados a partir do cédigo CGP3. Estas regras podem ser vistas na Tabela 4.2 lembrando que a

coluna Proximo indica qual o tipo do poligono que vem a seguir.

Poligono de 6 Lados

Dirichlet Tipo FE Tipo FD
CGP3 | CGP6 | Préximo | CGP3 | CGP6 | Proximo | CGP3 | CGP6 | Préximo
DDD | FEs FE DDDD | Es FE EEEE | E; FD
DDE | E4 FD DDDE | E4 FD EEED | E5 FE
DED | Es FD DDE FEs FD EED | Es FE
DEE | E» FE DE FEs FD ED Ey FE
E F FD D FEs FE

Tabela 4.2: Cédigo CGP3 e cédigo para geodésicas proposto para poligonos de 6 lados.
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Exemplo 4.3 Considere a mesma geodésica do Exemplo 4.2 cujo cédigo CGP3 é dado por:
E'D?E'D?E'D?E'D? . ... A partir das informacbes da Tabela 4.2, a codificacdo pode ser vista

a seguir:

CGP3 DDE| D|DE| D|DE| D
CGP6 4 5 2 5 2 5
Poligono Atual 1°|FD | FE|FD | FE | FD

Portanto, a sequéncia correspondente ao novo cédigo é E1E EsFEsFEsFEoFs ... 0 que equivale a
(1452). |

A passagem do cddigo CGP4 para o CGP6 mostra evidéncias de padrbes que se repetem e
que vao ficando mais claros a medida que aumentamos o valor de n. Para observarmos melhor

esse padrao, vamos reescrever as Tabelas 4.1 e 4.2 da seguinte forma:

Poligonos de 4 Lados
Dirichlet Tipo FE Tipo FD
CGP3 | CGP4 Préximo | CGP3 | CGP4 | Préximo | CGP3 | CGP4 Préximo
D? Es i (4/2-1) FE D? J FE E? Ey_(241) FD
D'E | Ei{(4/2-1) FD D'E | Eiq FD E'D | By FE
DE | Eygiq FD E°D | Ey_(o41) FE

Tabela 4.3: Tabela 4.1 reescrita.

Poligono de 6 Lados

Dirichlet Tipo FE Tipo FD
CGP3 CGPe6 Préximo | CGP3 | CGP6 | Préoximo | CGP3 | CGP6 Préximo
D3 B3 (6/2-1) FE D*? Eiq FE E* 6—(441) FD

E
D?E | Eyy2-1y| FD | D3E | B3y FD | E°D EG_E3+1) FE
D'ED | Eyy@j2-1y | FD | D?E | Eapy FD | E°D | Eg_241) | FE
DE? | By FE | D'E | Eip FD | E'D | B

DYE | Eyiq FD E°D | Eg_(

Tabela 4.4: Tabela 4.2 reescrita.

6—(141) FE
6—(0+1) FE

Através da observacao das Tabelas 4.3 e 4.4, podemos ver que os indices do cédigo CGP3
estdo relacionados tanto ao valor de 2n quanto ao cédigo final. Agora, da mesma forma que
generalizamos alguns resultados no capitulo anterior para poligonos de 2n lados podemos também

obter a generalizacdo do cddigo para uma geodésica nessas tesselacoes.
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Esta generalizacdo pode ser vista na Tabelas 4.5 e 4.6 onde assumimos uma tesselacao cons-
tituida por poligonos de 2n lados (n > 3). Considere uma geodésica orientada fechada per-

tencente a PSL(2,7) cujo ponto atrator tenha decomposicdo em fragBes continuas dada por

p = [ng, 1, g, - - -, 1p). Neste caso, o cédigo CGP3 dessa geodésica pode ser visto da forma
E°D..DE...ED...D.... Paraaobtencdo do cédigoem um poligono qualquer devemos
—— Y =

n] vezes Mno Vezes N3 vezes
comecar a olhar essa sequéncia a partir de D™. Além disso, toda sequéncia D*E’ ou E*DJ

utilizada para a obtencdo de palavras-cédigo nao deve ser reutilizada.

Regiao de Dirichlet de 2n Lados
CGP3 CGPn Préximo
D" FEonq FE
DFE1 By itp, 2<k<n-1 FD
D'EFDY | By, 1<k<n-—2 FD
D'E"1 | B, FE

Tabela 4.5: Cédigo para geodésicas baseados em poligonos de 2n lados - regido de Dirichlet.

Poligono de 2n Lados

Tipo | CGP3 CGPn Préximo
D2 | Ey,_q FE

FE | DFE' | By, 1<k<2n-3 FD
E' E; FD
E2 | B, FD

FD | E*D! | Egp_po1, 1<k<2n-3 FE
D! Eon_1 FE

Tabela 4.6: Cdédigo para geodésicas baseados em poligonos de 2n lados - poligono qualquer.

Para confirmarmos esse resultado, basta utilizarmos o mesmo raciocinio usado na demonstra-
¢do do Teorema 3.7. Nessa demonstracdo vimos que quando passamos de um poligono de 2n
lados para um de 2(n + 1) lados, aumentamos um tridngulo em cada lado da regido de Dirichlet
e dois triangulos de indices consecutivos nos poligonos do tipo F'E ou F'D. O aumento desses
triangulos nos permite a demonstracdo do resultado por indu¢do ja que o aumento de n para
n+ 1 reflete nos cédigos dos poligonos de 2(n + 1) lados que manterdo sempre o mesmo padr3o.

A obtencdo de cédigos para poligonos de 2n + 1 lados é feita de forma similar. Neste caso,
por serem formados por um numero impar de triangulos, o cédigo é um pouco mais complexo
mas da mesma forma que no caso dos poligonos de 2n lados, a generalizagdo também é possivel.
Vamos comecar pelo poligono de 5 lados.

Os poligonos de 5 lados podem ser divididos em: primeiro poligono (regido de Dirichlet) e

poligonos do tipo F'/E' e F'D. Vamos comecar olhando um poligono do tipo F'E. Ele é formado
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por dois triangulos do tipo £ e um do tipo D que compartilha um lado com o triangulo cuja

distancia entre seus vértices é maior como pode ser visto na Fig. 4.6.

Figura 4.6: Poligono de 5 lados do tipo F'E.

Agora, observando o cdédigo CGP3 para geodésicas orientadas que cortam esse poligono,
temos 4 possibilidades: DD, DE, ED e EE que nos fornecem os cédigos Ey, E3, Fy e Fy,

respectivamente, como pode ser visto na Fig. 4.7.

Figura 4.7: Segmentos de geodésicas com a classificagdo proposta (a direita) e a classificagdo
segundo CGP3 (em itdlico, a esquerda) para poligonos com 5 lados.

Se tomarmos um poligono do tipo F'D vemos que também temos as mesmas possibilidades
e codigos que o poligono do tipo F'E. Assim, neste caso especifico do poligono de 5 lados, o
tipo do poligono ndo influencia na determinacdo do novo cédigo; esta informacdo é util apenas
quando desejamos representar graficamente o caminho da geodésica que esta sendo codificada.

Acrescentando a informagdo do primeiro poligono podemos resumir a classificagao por:
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Poligono de 5 Lados

Dirichlet Tipo FE ou FD
CGP3 | CGP5 | Préximo | CGP3 | CGP5 | Préximo
DD Ey FE DD Ey FE
DED E3 FE DE E3 FD
DEE Es FD ED Es FE
EE Eq FD

Tabela 4.7: Cédigo CGP3 e cédigo proposto para poligonos de 5 lados.

Exemplo 4.4 Considere a mesma geodésica do Exemplo 4.2 para calcularmos o novo cédigo para

poligonos de 5 lados. Através da informagcdo da Tabela 4.7 o cddigo pode ser obtido da seguinte

forma:

CGP3

DD

ED

DD

ED

DD

CGP5

e, portanto, o novo cédigo para a geodésica em uma tesselagdo constituida por poligonos de 5 lados

éE1E4E2E3E4E2E3E4 ....ou seja, (1@)

Através de um raciocinio andlogo para a obtencdo do cddigo para poligonos de 5 lados,

podemos obter um cédigo para poligonos de 7 lados que pode ser visto na Tabela 4.8

Poligono de 7 Lados

Dirichlet Tipo FE Tipo FD

CGP3 | CGP7 | Proximo | CGP3 | CGP7 | Préximo | CGP3 | CGP7 | Préximo

DDD Eg FE DDD Eg FE EEE Ey FD

DDED | E; FE DDE E5 FD EED Ey FE

DDEE Ey FD DED E, FE EDE E5 FD

DED Es FE DEE E5 FD EDD Ey FE

DEE E, FD ED E, FE DE E5 FD
EE E; FD DD Eg FE

Tabela 4.8: Cédigo CGP3 e cddigo proposto para poligonos de 7 lados.

Observe que agora temos sempre uma alternancia no poligono que vem em seguida, exceto

para o cédigo Fg abaixo do primeiro poligono. De uma forma geral, abaixo do primeiro poligono

podemos ver que quando o cddigo final é par, o tipo de poligono que vem a seguir é F'D e, caso
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contrdrio, F'E. Para os outros poligonos a situacao se inverte, ou seja, quando o cédigo é par
temos um poligono do tipo F'E em seguida e, caso contrario, um do tipo F'D. Podemos ver que
esse padrdo se repete também no caso do poligono de 5 lados (Tabela 4.7).

Assim, se formos aumentando o nimero de lados do poligono, vemos que existe um padrao
que se repete e que da mesma forma que conseguimos generalizar os resultados para poligonos de
lados par, podemos fazer o mesmo para os poligonos de lados impar, 2n + 1. Esta generalizacao
é dada pelas informagdes contidas nas Tabelas 4.9 e 4.10.

Neste caso também podemos utilizar o mesmo raciocinio usado na demonstracao do Teorema
3.9. Nos caso de poligonos de lado impar, quando passamos de um poligono de 2n + 1 lados para
um de 2(n + 1) + 1 lados, aumentamos dois tridngulos no lado esquerdo da regido de Dirichlet e
dois triangulos de indices consecutivos nos poligonos do tipo F'E ou F'D. Esses triangulos sempre
seguem a mesma légica de construgdo usada no poligono anterior. O aumento desses tridngulos

garante-nos a demonstracao desse resultado por inducao.

Regiao de Dirichlet de 2n + 1 Lados
CGP3 CGPn Préximo
Dm Es, FE
DFE'Y | By, 1<k<n FE
DFEE2 | By 1<k<n FD

Tabela 4.9: Cédigo para geodésicas baseado em poligonos de 2n + 1 lados - regido de Dirichlet.

Poligono de 2n + 1 Lados

Tipo | CGP3 CGPn Préximo
D" Eon FE
D' 1EY | By g FD

FE | DFE'D' | Eoppo, 1<k<n-2 FE
DFE? Eajy1, 1<k<n-2 FD
E'D! E,, FE
E? Ey, FD
E™ E; FD
Er1DY | By FE

FD | EFD'E' | Egp_op—3, 1<k<n-—2 FD
EFD? Fop_op—a, 1<k<n-—2 FE
D'E! Eon_1, FD
D? FEon, FE

Tabela 4.10: Cédigo para geodésicas baseado em poligonos de 2n + 1 lados.

A generalizacdo desses cddigos tanto para poligonos de 2n como 2n + 1 lados, pode também

ser descrita por um algoritmo. Este pode ser visto com maiores detalhes no Apéndice A.
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Observe que através da generalizacdo de ambos os cédigos podemos agora obter uma relacao
entre a decomposi¢cdo em fracdes continuas do ponto atrator de uma geodésica cuja transformacgao
pertenca a PSL(2,7) e sua sequéncia cortante em uma tesselagdo constituida por poligonos de
n lados (n > 3).

O caminho inverso também é possivel, ou seja, dada uma sequéncia cortante em uma tes-
selacdo e dado o valor de n, podemos obter a decomposicao em fracoes continuas do ponto atrator
e, assim, saber qual o valor do ponto atrator e do repulsor da geodésica. Este procedimento inverso

pode ser feito através da observacdo das tabelas de forma inversa.

Uma caracteristica interessante deste método de codificacao de geodésica é o fato dos pontos
terminais das geodésicas nunca coincidirem com um vértice de um poligono. Este fato estd
relacionado ao tipo de geodésicas que estamos trabalhando. As geodésicas que estamos utilizando
neste trabalho sdo as chamadas A-reduzidas (ver [Kato 07]), geodésicas pertencentes a H? cujas
transformagdes associadas sdo elementos do grupo PSL(2,7Z). Estas geodésicas possuem pontos
terminais o e 5 que sdo ndmeros irracionais com || > 1 e —1 < sgn(f)a < 0. Agora, como
mencionamos anteriormente, a série de Farey é formada por nimeros racionais. Como em todas
as tesselacOes os vértices dos poligonos sdo pontos da série de Farey, segue que nunca teremos

um vértice coincidindo com um ponto atrator ou repulsor da geodésica.

Antes de passarmos para a préxima se¢do, vamos selecionar algumas geodésicas C(vy(«, f3))
tais que as transformagdes associadas pertencam a PSL(2,7). Através dos algoritmos apresen-
tados, mostraremos como serd a representaciao de cada geodésica nas tesselacbes constituidas por
poligonos de 4, 5, 6 e 7 lados através da decomposicao em fragdes continuas do ponto atrator
B. A fim de mostrarmos o desempenho dos algoritmos em diversas situagbes, vamos escolher
geodésicas que ao iniciar sua excursao em direcao ao ponto atrator, entrem em regioes distintas
nas tesselacdes. Isto é feito observando a parte fracionaria do ponto atrator e buscando geodésicas
cujas partes fraciondrias ndo sejam aproximadamente iguais. Na Tabela 4.11 podemos ver as ma-
trizes A associadas as transformacgdes hiperbdlicas de cada geodésica selecionada e seus pontos

fixos.

Podemos ver que as partes fraciondrias dos pontos atratores das geodésicas escolhidas estao
distribuidas no intervalo (0, 1). Em seguida, ao aplicar os algoritmos em cada geodésica, podemos
obter os novos cddigos para essas geodésicas nas tesselacdes constituidas por poligonos de 4, 5,
6 e 7 lados. O resultado pode ser visto na Tabela 4.12. Observe que na primeira coluna temos a
geodésica identificada, na segunda coluna temos o valor de cada ponto atrator decomposto em
fracOes continuas e nas seguintes a representacao de cada geodésica na tesselacdo correspondente.
Através da observacao dos valores dessa tabela podemos ver que todos os cddigos obtidos sdo

eventualmente periddicos.
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C(y(e,B)) | Matriz A o' 6]

1 (193) |-0.1882 | 3.1882

2 (31) |-0.2071 | 1.2071

3 (41) |-0.2638 | 1.2638

4 (232L) |-0.8408 | 1.3145

5 (f4) |-0.5798 | 1.3798

6 ($3) | -0.7722 | 1.4389

7 (#7) |-0.2190 | 3.5523

8 (150 42) | -0.7044 | 3.6135

9 ($53%) |-0.7848 | 4.6419

10 (%Ll) | -0.4236 | 3.7094

11 (¥19) | -0.4415 | 3.7749

12 (2Y¥) |-0.4526 | 3.8163

13 (1) |-0.8844 | 1.8844

Tabela 4.11: Geodésicas escolhidas.
C(y(a, B)) B n=4 n=>5 n==6 n="17

1 [35] (33213331) (44314) (53351) (65263 461)
2 [14] (331332) (442432) (5254) (6462)
3 [13] (32331) (434) (5115153) (611563)
4 [1351] (321131331) (431134) (5115153) (611563)
5 [1211] (313132) (422334) (45152) (54224)
6 [1231] (3113132) (41223134) (43152) (4223 361)
7 [3114] (2332131) (3431344122) (34315) (363 3652261)
8 [31111221] | (2313221131) (3232122) (315241315) |  (34152223)
9 [41131] (2311) (312113313122) | (3131215) | (315155212213)
10 [3122] (222131) (24121) (252314) (25216 134)
11 [3132] (2132131) (2231314121) (242313) (2233)
12 [3142] (2122131) (214121) (232312) (21613)
13 [1171] (21113131) (211221) (21415113) (21155)

Tabela 4.12: Cédigo para geodésicas proposto em algumas tesselagoes.

4.2 Tesselacoes Hiperbdlicas e Céodigos de Fonte

Até agora vimos como gerar novas tesselacdes através da unido de poligonos cujos vértices
estdao sobre a tesselacdo de Farey. Vimos também que ao considerarmos uma geodésica em
cada uma dessas tesselacoes podemos obter uma associacao entre a sua sequéncia cortante e
a decomposicdo em fracdes continuas do ponto atrator. A préxima etapa deste trabalho serd
mostrarmos como podemos aplicar o que foi obtido até o momento na area de codificacao de
fontes discretas sem memodria.

Comecemos por considerar 2n = 4 e observar uma geodésica orientada fechada que corta essa
tesselacao formada por poligonos de 4 lados. Esta situacdao pode ser vista na Fig. 4.8.

Ao passar por &, a geodésica inicia uma excursao em direcao ao seu ponto atrator 5,,. Durante
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Figura 4.8: Geodésica numa tesselagao formada por poligonos de 4 lados.

essa excursao, a cada poligono que esta sendo cortado, existe um conjunto de poligonos que a
geodésica podera cortar em seguida. Se a sequéncia cortante a partir de £ for £, E,, E,, ... com
a; € [1,2,3], podemos ver que o valor de a;,; ndo dependerd de a;. Por outro lado, o poligono

que sera cortado por E,,  , depende diretamente do poligono que E,, cortou. Isto porque os

k+1

vértices do poligono cortado por E,, . serao termos da série de Farey que est3o entre os vértices

k1
do poligono cortado por £, .

Vamos supor que ndao conhecemos o valor do ponto atrator de uma geodésica, ou seja, apenas
observamos o caminho percorrido a medida que ela segue em direcio ao seu ponto atrator.
Observando novamente a Fig. 4.8, podemos ver que enquanto a geodésica segue seu caminho
nessa tesselacdo podemos associar uma probabilidade a cada caminho tomado. Saindo de um
poligono, a geodésica sempre terd trés opcdes de poligonos que podera entrar. Note que se o
ponto atrator da geodésica fosse conhecido, esse caminho seria fixo.

Vamos chamar de X}, o poligono que esta sendo cortado por E,, , elemento da sequéncia
cortante. No poligono X}, cada par consecutivo de vértices define um novo poligono que pode
ser cortado e uma probabilidade associada a este. Sendo assim, o valor a; especifica quais dos
poligonos abaixo de X} estd sendo cortado. Como consequéncia, a probabilidade de termos um
valor E,, é a probabilidade da geodésica entrar no poligono Xj.;. Os vértices deste poligono
dependem de a;, e X.

Assim, a probabilidade da geodésica possuir sequéncia cortante E,, E,, . .. E,,, ouseja P(E, N
E.,,N---NE,)édada por P(XoNX3N---N Xj41). Agora, pelo Teorema da Probabilidade

Composta [Jame 81] temos:
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P(E,NE,N---NE,, )= P(Ey).P(Ey,|Ea).P(Eg|EayNE,) ... P(Ey |Eg,N---NE,, )

e, portanto

P(XonNXgN---NXg1) = P(Xs).P(X5]X3). P(Xy|XoN X3) ... P(Xpq | XoN e - N X).

Ou seja, a probabilidade do caminho tomado pela geodésica é o produto das probabilidades
associadas a cada um dos poligonos que estdo na sua frente enquanto vai em direcdo ao seu ponto
atrator. Cada uma dessas probabilidades é condicional ou seja, depende do caminho seguido pela
geodésica até entdo. Para calcularmos essas probabilidades devemos entao considerar que estando
no poligono X, qual seria a probabilidade de entrarmos no poligono X, ;. Sabemos que existe
uma dependéncia entre cada par de vértices do poligono atual com os vértices do poligono anterior.
Chamando de v]’? os vértices do poligono X}, com j =1,...,n, uma vez que cada poligono de n

lados possui n vértices, temos:

k k k1 _ k1
vig —v o vttt —w
P(Xp|XoN---NXy) = Z+kl = - (4.2)
onde o valor de ¢ (com i € [1,...,n — 1]) depende do valor de a; no elemento E,, da sequéncia

cortante uma vez que este define qual par de vértices de X}, foi cortado. A equagdo (4.2) nos
permite assim calcular as probabilidades condicionais. No entanto, utilizando essa equa¢do, vemos
que o célculo da probabilidade de um caminho da geodésica é um pouco trabalhoso pois depende
de fazermos um célculo de probabilidade a cada poligono cortado pela geodésica. O Teorema
a seguir e seu corolario nos mostrardo que esse calculo pode ser feito de uma forma bem mais

simples.

Teorema 4.3 Seja uma tesselacdo em PSL(2,7Z) formada por poligonos de n lados (n > 3) e
uma geodésica que inicia sua excursdo em direcdo ao seu ponto atrator. Se num dado momento
ao cortar um poligono X; o elemento da sequéncia cortante, I,, possui probabilidade da forma
P(X; 1| XoN N X;) =n;/m;, a probabilidade de tomar um caminho cuja sequéncia cortante
resultante seja Eq E,, ... E,, € dada por

P(E,NE,N---NE,)=PXaNX3N---N Xgi1)

_m17

i+l _ it

- i i
onde n; = v, v em; = v, — .

Demonstracao:

Vamos comegar mostrando que o resultado vale para £ = 1. No caso de £k = 1, temos que
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encontrar a probabilidade P(F,,). Neste caso, E,, é o primeiro elemento da sequéncia cortante
de uma geodésica ao iniciar sua excursdo em direcao ao seu ponto atrator. Assim, a geodésica
corta a regido de Dirichlet deixando a; vértices a sua esquerda. Sejam vy, ..., v} | os vértices da
regido de Dirichlet que estio em R U {oo}. Assuma que v} < v) < --- < wv! ;. Como vimos no
Capitulo 3, cada par consecutivo de vértices tem um novo poligono abaixo. Se a geodésica cortar
a regido de Dirichlet entre os vértices v; e v;,,, a probabilidade de termos E,, ¢é a probabilidade

da geodésica entrar no poligono X, cujos vértices mais distantes sio v} e UC}H. Assim,

14 Arti 2 _ o1 14 ; 2 _ 1
Como v, é o menor vértice de X, temos que vi = v, e como v, ; € o maior, v;, = v, portanto,

1 1 2 2
v — v v, — U n
_ Y+l L n 1 1
P(Ea1>—P(X2)— 1 _ 10 1 .1 )

Agora, por indugdo vamos supor que vale para k£ e mostrar que vale também para k£ + 1. Se vale

para k isto significa que

n
P(EgNEWN-NE,) = P(X2).P(X3]Xs). P(X4| X2N X3) ... P(Xp 1| X201 X) = E’f
1

— gyitl it+1 — 1
Sabemos que n; = v, —v]"" e my = v, — vy portanto,

P(E, NE,N---NE,)=P(Xs).P(X3|X2).P(X4| XoN X3) ... P(Xp1|Xa N - N X)

ne oL — gkt
my vl — i

(4.3)

Ao cortar o poligono X}, a geodésica nos fornece o elemento da sequéncia cortante E,, . Neste
ponto temos 4 possibilidades: X}, ser do tipo F'E e X1 ser do tipo F'E, X, ser do tipo F'E e
X1 ser do tipo F'D, X ser do tipo F'D e X} ser do tipo F'D e X, ser do tipo F'D e X;4
ser do tipo F'D. Vamos comecar supondo que X} é do tipo F'E e X1 é do tipo F'D e que

estamos numa tesselacdo constituida por poligonos de lado par.
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Pelo Teorema 3.7 sabemos que os vértices de X}, sao:

1+ v v
S Y e LA
q qt+w
comi=1,...,n—2 e quando v; # 0. Vamos supor agora que a geodésica corta X, entre os
vértices v) e v, ou seja,
p_ pltv 3 p(l+1)+v
Uy = Vg1 =
gl +w ql+1)+w
e portanto,
k k
vl — U
P(Xp|Xan oo onXy) ==L
U,n - 1}1

p(l+)+v  pO)4v
_ a4 4w gq(O)+w

SNt

v
w

. _ pl+D)+v  p&)+v
Sabemos assim que n; = dD)te g0t Como o resultado vale para k, temos

p(l+D+v  p(O)+v
J4 w 0)+w
P(X2).P(X3]Xs) ... P(Xpp1| X N -0 X)) = L4 aOfw (4.4)

ma

Agora, ao entrar no poligono X, a geodésica que veio do poligono anterior, possui os dois

vértices mais distantes dados por:

_pttv P S pl+1)+v

k;—‘rl:,Uk‘ = =
{4 qg_l_,w n £+1 q(£+1)+w

Uy

/ !
Vamos fazer vt = 2 ¢ pftl = X obtendo:
1 q n w

/ /
P pl+v . i:p(é—l—l)%—y' (45)
Toql+1)+w

¢  ql+w
Como X1 é do tipo F'D, pelo Teorema 3.7 temos que seus vértices sio:
/

/ / /.
k+1 P k41 P TV k+1 Y
vy =,y = e v, = —
q +wh w
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comi=1,...,n—2equando v, # 1. Vamos supor agora que a geodésica corta X}, entre os

o k+1 k+1 .
vertices v; e v, , ou seja,

pe1 DV w1 P AHV(I41)
vy = e VLS
q +w'l ¢ +w(l+1)
Portanto,
P(Eak+1|Ea1 N---NE,) =P(Xpa|XoN - N Xipr)
o o
ool
P+ +  pli (4_6)
o q' (I+1)+w’ q'l+w’
o v _p
'LUI ql
_ Nk41
Mis1
Agora

P(Eq N NEqNE,,,,) = P(X3).P(X3|Xy) ... P(Xj1| XoN- - -NXp). P(Xigo| XoN- - -NXGpr).

Substituindo as equagdes (4.4) e (4.6) na anterior temos:

pU+1)+v pE—}—V) <p’(l+1)+1/ p'l+v >

q(¢+1)+w ql+w ¢ (+1) 4w ~ ¢l+u

my ' v _p
w/ q/

Os valores de p/, ¢/, ' e w' sdo dados pela equagdo (4.5). Substituindo esse valores somente no

P(E, N---NE, NE,,,)= (

denominador da segunda parte, temos:

<p(€+1)+u o pé—i—u) (p’(l—i—l)—l—u’ p’l+1/>

q(l+1)+w gl+w ¢+ +w — gl4u’

1) my ' (p(€+1)+v p€+u)

P(E,, N---NE, NE,

q(l+1)+w gl+w
o' (I4+1)+v' p'l+v/

¢ (I+1)+w’ q'l+w’
my

NE+1

my
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Vemos assim que se o resultado vale para £ também vale para £+ 1. Provamos assim o Teorema
para o caso de termos um poligono com nidmero de lados par e de X}, ser do tipo F'E e de Xy
ser do tipo F'D. Além disso, sé abordamos os casos onde v; # 0 e v}’ # 1. Para os outros
casos, o resultado também vale e a demonstracado é feita de forma similar. O tnico caso em que

a demonstracdo nao é feita de forma similar é o caso n = 3 que mostraremos a seguir.

O caso onde n = 3 é mostrado sobre os triangulos da série de Farey onde usaremos as

propriedades do Teorema 3.4.

Vamos comecar mostrando que o resultado vale para £ = 1. No caso de £ = 1, temos
que encontrar a probabilidade P(E,,). Neste caso, a; somente pode assumir o valor 1 ja que a
geodésica corta o triangulo fundamental mostrado na Fig. 3.3 que possui apenas os vértices 0 e

1 em R U {oo}. Assim, o tnico tridngulo possivel é o tridngulo X5 = (Pg)%g. Neste caso,

1 v2 —v? ni
PE)=P(Xy,)=~-=-—2 L _ "~
<1> ( 2> 1 v%—v% mq

Vamos mostrar que o resultado vale também para k£ = 2.

No caso de k = 2, temos que encontrar a probabilidade P(E,, N E,,). E,, é o segundo
elemento da sequéncia cortante de uma geodésica ao iniciar sua excursio em direcao ao seu

oA in 0,2
ponto atrator e corta o tridngulo X, = (Pg)%; podendo entrar no triangulo (Ps)p’ quando

1
=,1 . N
az =1 ouem (P3)} quando a; = 2. Para X3 sendo um desses dois tridngulos, temos:

P(E.,, N E,)=P(E,,).P(E,|E,,)=P(XyNX3) = P(X3).P(X3|X>). (4.7)

Ja vimos que P(X5) =1 e em ambas as possibilidades de X3, temos:

P(X\X)—%_O—l_%—%—m
BT 0100 1 my

Como m; = 1, substituindo esses valores em (4.7) temos:

1
P(EGQ m Ea1) - P(XQ)P(X3|X2) = 1% — E
mi

Vemos assim que o resultado vale para k = 1 e K = 2. Agora, por indu¢cdo vamos assumir

que vale para um k qualquer e mostrar que vale também para k + 1.



81

Se vale para k isto significa que

n
P(EalﬂEa2ﬂ~~ﬂEak) = P(XQ)P(X3|X2)P(X4|XQQX3) P(Xk+1|X20ﬂXk) - —k

ma

Como n; = vt — vl isto significa que

P(Ea, N Egy N+ N Ey) =P(X3).P(X3|X3). P(X4| X2 N X3) ... P(Xp1| X2 N -+ 0 X5)

ne okt — gt
my vl — o]

Ao cortar o poligono X}, a geodésica nos fornece o elemento da sequéncia cortante E,, . Neste
ponto, como na demonstra¢ao anterior, temos 4 possibilidades: X ser do tipo F'E e Xj 1 ser
do tipo E, X} ser do tipo F e X1 ser do tipo D, X, ser do tipo D e X1 ser do tipo D e
Xy ser do tipo D e Xy, ser do tipo D. A diferenca é que agora essa informagao sobre o tipo de
triangulo nao afeta o célculo dos vértices. Cada tridngulo possui apenas trés vértices sendo que

vk é sempre o préximo ponto da série de Farey entre v} e v¥ independente do seu tipo D ou E.

Vamos supor que os vértices vf e v§ sdo v} = e vy = £. Como consequéncia do Teorema
3.1, 05 = 51;. Vamos supor agora que a geodésica corta X, entre os vértices v e v5; através
da equagdo (4.2),

ok — ok ptv _p
2 Y q+w q
P(Xp|XoN--NXy) = 54— = —5
Sabemos assim que ny = é’%} — ’q—’. Como o resultado vale para k, temos que
ptv _p
q+w q
P(X5).P(X3|X3) ... P(Xj1|XoN - N Xy) = — (4.8)
1

Ao entrar no triangulo X, a geodésica que veio do tridngulo anterior, possui os dois vértices

mais distantes dados por:

/ !
Vamos fazer vt = 2 ¢ pEtt = X obtendo:
1 q 3 w
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/ /

v ptv

p p
q q w q+w
/ /
Novamente como resultado do Teorema 3.1 temos que v§“ = %. Vamos supor agora que
a geodésica corta X, entre os vértices v5 ! e v'§+1, ou seja,
/ / /
o= P +v e I L
2 = 3 = -
q +uw !
Portanto,
P(Eay s |Bay N+ 0 Eqy) =P(Xsal X2 0+ 0 Xii)
ol gkt
oE Tk
v p (410)
o w/ q/er/
- v p/
W d
Mt
ME4+1
Agora

P(E,N---NE, NE, ) = P(X3).P(X3|X2) ... P(Xgy1|XoN- - -NXp). P(Xpp2]| XoN- - -NXki1),

k41

e, substituindo as equagdes (4.8) e (4.10) na anterior temos:

q+w q w’ q'+w’
P(E,N---NE, NE,, )=

my AN
w/ q/

onde os valores de p', ¢’, ' e w' sdo dados pela equagdo (4.5). Substituindo esses valores somente

no denominador da segunda parte, temos:
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PE,N---NE, NE, )=
al ag Af41 my ptv
q+w q
l/_l . p/+yl
o 'LU/ q/_;’_w/
my
Nk+1

Vemos assim que quando n = 3 se o resultado vale para k ele também vale para £+ 1. Note que

abordamos somente o caso da geodésica cortar X, entre os vértices v e v5. Assim como também

supomos que a geodésica cortou X, entre os vértices v5 ! e v:’f“. A demonstracao para os ca-

sos da geodésica passar entre: v¥, v§ em Xj e 0¥t vEThem X, 05, v em X e vb T Wb em

k+1 k+1
' U2

Xpi1 € vlg, v§ em Xy e vy em X}, é feita de forma similar. Concluimos desta forma a de-

monstracao do teorema. |

Corolario 4.2 Seja uma geodésica em PSL(2,7) e uma tesselacdo formada por poligonos de

n lados (n > 3). ApGs iniciar sua excursdo em direcdo ao seu ponto atrator, a probabilidade

da geodésica tomar um caminho cuja sequéncia cortante resultante seja E, E,, ... E,, serd
k41

equivalente a distancia entre os vértices mais distantes vi™' e v**! do dltimo poligono cortado

cuja sequéncia cortante é dada por E,, .

Demonstracao:

Sabemos pelo Teorema 4.3 que

k k k+1 k+1

v — U vt — o Ny
P(EalmEQQQ"'mEak):P(X2mX3m"'ka+1): ZJ’]; kZ: nl ::l[ = —_—,

U, — U1 U, — U1 mq

O primeiro poligono X7, em todas as tesselacdes é o Unico onde temos v; = 0 e v,_1 = 1 onde
U1 € o Ultimo vértice do poligono que estd em R U {oo}. Isto porque somente neste caso

v, = 00. Assim, my =vj —vl =v] —vl | =1

k+1 _  k+1
Portanto, P(E,, N E,, M-+ N E,,) = 2 —d— = ol — o,
n 1
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Como consequéncia do Corolario 4.2, para sabermos qual a probabilidade de uma geodésica

tomar um determinado caminho, basta sabermos os vértices do ultimo poligono cortado.

Agora, voltando a Fig. 4.8, vemos que uma geodésica em PSL(2,7) ao passar por £ indo
em direcao ao seu ponto atrator possui varios caminhos. O conjunto de caminhos possiveis que
uma geodésica percorre a partir de £ pode ser representado por uma arvore onde em cada ramo
teremos um poligono e nas folhas teremos a probabilidade da geodésica tomar esse caminho.

A cada caminho, teremos uma probabilidade associada e este serd formado por um conjunto
de poligonos. O numero de poligonos que a geodésica pode cortar até alcancar seu ponto atrator
é infinito uma vez que o ponto atrator estd sob a fronteira de H?. Por esse motivo, essa arvore
pode ter infinitos ramos. Ao falarmos dessa arvore, assumiremos que estamos numa profundidade
h para a qual sabemos a probabilidade de cada caminho, que depende exclusivamente do poligono
associado ao dltimo ramo.

Muitos dos cédigos de compactagao de dados discretos utilizam arvores de decisao ou arvores
de probabilidades para a elaboragdo (obten¢do) de cédigos. Dentre estes, duas possiveis aplicagdes

para os codigos obtidos até agora estdo entre os codigos de arvore e os cddigos de bloco.

4.2.1 Cédigos de arvore

Os cdédigos de arvore constituem uma classe de cédigos de compactagao de dados que buscam
enviar uma sequéncia de mensagens emitidas por uma fonte (ndo necessariamente bindria) através
de sequéncias de simbolos r-arios. Dentre os cédigos de arvore, vamos nos concentrar num
cédigo em particular, o cédigo de Elias. O cddigo de Elias é um cédigo de fonte de comprimento
variavel tal que para uma sequéncia longa de caracteres temos um cédigo com comprimento longo.
Ja para sequéncias curtas, temos um cédigo com comprimento curto o que da ao cédigo uma
caracteristica chamada deslizante. A caracteristica do cédigo de Elias é que o nimero de digitos
das palavras-cédigo que deixam o codificador por simbolo de entrada é variavel, dependendo do
padrdo particular de simbolos produzidos por uma fonte.

Podemos descrever o cédigo de Elias da seguinte forma: Seja uma fonte de informacdo binaria
que emite simbolos (também chamados de alfabeto fonte) com uma distribuicdo de probabilidade
associada p(x). Vamos considerar o sinal enviado como a representacdo da probabilidade de
ocorréncia dessa sequéncia, p. A partir da distribuicao de probabilidade dos simbolos podemos
montar uma arvore de decisdo e através dela e da sequéncia de sinais enviados, associar a probabi-
lidade p referente a essa sequéncia emitida. Para encontrarmos o valor de p utilizamos o seguinte
procedimento:

Seja p a probabilidade do simbolo ay e 1 — p probabilidade do simbolo a;. Apds n—1 simbolos

da fonte serem emitidos, um intervalo serd especificado, [A,,_1, B,_1]. Se o n-ésimo simbolo for
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ag, 0 novo intervalo sera especificado pelas extremidades:

An = Anfl
Bn - An—l +p(Bn—1 - Anl)-

Ja se o0 n-ésimo simbolo da fonte for a;, o novo intervalo sera especificado pelas extremidades:

An = Anfl
Bn = An—l +p(Bn—1 - An—1)~

Dessa forma, o intervalo especificado por qualquer sequéncia de simbolos da fonte possui um
comprimento igual a probabilidade daquela sequéncia. Os intervalos tornam-se cada vez mais
estreitos a medida que a sequéncia aumenta em comprimento. Para uma sequéncia infinita,
exatamente um ponto é especificado, j& para uma sequéncia finita, temos um sub-intervalo de
[0, 1] especificado.

Em seguida para gerarmos a palavra-cédigo, buscamos a representacdo bindria de p ou do
sub-intervalo em que ele estd localizado.

Para ficar mais claro vejamos o seguinte exemplo:

Exemplo 4.5 Uma fonte bindria emite simbolos {ag, a, } com distribuicdo de probabilidade p(z) =
(0.7,0.3). A entropia dessa fonte é de 0.88 bits. Num determinado momento a sequéncia emitida
foi: .01101... (ou seja, apaiaiapay).

Observe que colocando um ponto antes da sequéncia, podemos ver essa sequéncia como
uma expansdo binaria de um nidmero real. O primeiro passo para gerarmos a palavra-codigo é
encontrarmos qual o valor de p. Assim, inicialmente divida o intervalo semi-aberto [0,1) em dois
sub-intervalos [0,0.7) e [0.7,1). Use o primeiro simbolo da fonte para especificar onde estd p.
Se o primeiro simbolo for 0, p estard no primeiro sub-intervalo e se for 1, p estard no segundo
sub-intervalo. No nosso caso, p estd no sub-intervalo [0,0.7). Agora, utilizando a distribuicdo

de probabilidade da fonte, subdivida cada sub-intervalo na mesma proporcdo, isto €, [0,0.7) nos
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sub-intervalos [0,0.49) e [0.49,0.7) e [0.7,1) nos sub-intervalos [0.7,0.91) e [0.91,1). Agora,
use o segundo simbolo da fonte para especificar um desses sub-intervalos. Cada bit emitido
pela fonte € utilizado para subdividir cada sub-intervalo da mesma forma. Este procedimento
pode ser resumido através da Fig. 4.9 onde fazemos a subdivisio do intervalo [0, 1) através das

probabilidades da fonte.

0 1
1] n7 1
00 01 10 T

0 0.49 07 0.91 1
000 001 010 011 100 101 110 111
0 0.343 0.49 0.637 0.7 0.847 091 0973 1
|

0 0.240 D343 0446 049 0503 0.637 0.7 0803 pggy 001 0973
0.631 0891 0.954 0.991

Figura 4.9: Cédigo de Elias.

No nosso caso, a sequéncia 01101 especificard o intervalo [0.6678,0.6811). Assim, o valor de
p estara dentro desse intervalo. Para gerarmos a palavra-cédigo temos que obter a representacdo
bindria de p e para tal temos duas formas: a primeira € expressarmos as extremidades do intervalo
final, A,, e B, sob forma binaria e tomarmos os bits em comum até que os bits de A,, e B, nao
coincidam mais. QOutra forma €, assim que tivermos suficiente simbolos da fonte, determinar se
p estd no intervalo [0,0.5) ou no intervalo [0.5,1), e com isso o primeiro bit da palavra-cdigo
podera ser enviado. Da mesma forma o segundo bit da palavra-cédigo podera ser enviado tao logo
o codificador saiba se p esta nos intervalos [0,0.25) e [0.25,0.5), ou nos intervalos [0.5,0.75) e

[0.75,1). Este procedimento € equivalente a utilizarmos a drvore da Fig. 4.10 para encontrarmos
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onde esta localizado o sub-intervalo de p e assim obtermos o cédigo. No nosso caso, a palavra-
codigo sera 10101. Em média, a palavra-codigo tem menos bits que a sequéncia emitida pela

fonte.

0 1
0 142 1
00 01 10 11
0 144 214 34 1
000 001 010 011 100 101 110 111
0 148 2i8 38 418 5i8 Bi8 7i8 1
1116 316 5116 7i16 916 11718 13/16 15/16

0000 pooq 0010 oof1 0100 0101 010 0111 1000 1001 1010 1011 1100 1101 4110 1119

b + + L b b

0 2116 418 616 316 1018 1218 14/16 1

Figura 4.10: Cédigo binério.

O decodificador pode comecar a recuperar os simbolos emitidos pela fonte t3o logo comece
a receber alguns bits da palavra-cédigo. Por exemplo, se a palavra-cédigo bindria comeca com
011..., entdo o valor de p deve estar entre 0.375 e 0.45 e o primeiro simbolo deve ser ay. Ja se
a palavra-cédigo comegasse com 0110. .., saberiamos que o valor de p deveria estar entre 0.375
e 0.4375 e sendo assim a sequéncia da fonte seria agaga;.

Por esse exemplo vemos que ao utilizar o cédigo de Elias temos um problema de precisao
que pode ser contornado introduzindo-se estratégias de arredondamento e escala que podem ser
vistas em [Blah 87]. Quando utilizadas, estas estratégias levam o c6digo a compactar os dados

com entropia préxima a da fonte.
Cdédigo de Arvore Proposto

Vamos inicialmente considerar o sinal enviado como a representagcdo de um segmento de uma
geodésica pertencente a PSL(2,7), apds iniciar sua excursdo em direcdo ao seu ponto atrator. A
este sinal, poderemos associar uma probabilidade de ocorréncia, um ponto atrator e uma sequéncia

cortante.



88

Seja 3, o ponto atrator dessa geodésica. 5 = ny+ p onde ng € a parte inteira do ponto atrator
e p é sua parte decimal. Como estamos olhando sempre a geodésica apds comecar a ir em direcao
ao seu ponto atrator, o valor de ng nao nos interessa, apenas o valor de p. Este valor sempre
pertencerd ao intervalo [0, 1), portanto vamos considerar este valor como sendo a probabilidade
de ocorréncia desse sinal ou desse segmento geodésico numa tesselacdo formada por poligonos de
n lados.

Vimos que uma consequéncia do Corolario 4.2 é que a geodésica pode ser vista como um
caminho em uma &rvore de probabilidades. Observando a arvore na Fig. 4.11, notamos que a
partir de caminhos percorridos por uma geodésica partindo de um ponto &, podemos construir uma
outra drvore como mostrada na Fig. 4.12. Esta segunda 4rvore é uma darvore de probabilidades,

onde pf = vf, | — v

v, v

T

1.1
@

Figura 4.11: Arvore de uma tesselacdo formada por poligonos de j + 1 lados.

Agora, a partir da distribuicdo de probabilidades da fonte vamos buscar nessa arvore de pro-
babilidades um ramo numa profundidade h — 1 cuja distribuicdo de probabilidades das folhas na
profundidade h seja préxima da distribuicdo de probabilidade dos simbolos da fonte. Uma vez
escolhido um ramo, ele serd o ramo inicial para todo sinal emitido por essa fonte. A sub-arvore
abaixo desse ramo e a sequéncia de sinais emitidos pela fonte sera utilizada para encontrarmos o
valor de p.

Para obtermos um intervalo para p através da sequéncia recebida, devemos associar a cada lado
do poligono um simbolo da fonte. Faremos essa associagdo através do ramo inicial escolhido, que
especifica um poligono inicial. Sabemos que a distancia entre cada par de vértices consecutivos

especifica uma probabilidade, assim utilizaremos as probabilidades dos simbolos da fonte para
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Figura 4.12: Arvore de probabilidades obtida a partir da arvore da Fig. 4.11.

fazer essa associacao.

Neste trabalho buscamos fazer a implementacao do novo método de duas formas: na primeira
que chamamos de método de Arvore Hiperbdlica ou AH, apds fazermos a associac3o inicial dos
simbolos utilizamos a sub-arvore para encontrar um intervalo para p. Nesta implementacido nao
levamos em considerac¢do o tipo do poligono (tipo F'E ou F'D) que a geodésica corta a medida
que vai em direcdo ao seu ponto atrator. A associacdo inicial que relaciona os simbolos da fonte
aos lados do poligono é utilizada para associar os simbolos ao niimero de vértices que ficam a
esquerda da geodésica.

Na segunda implementag¢ao que chamamos de Arvore Hiperbdlica com Inversdao de Poligono
(ou AHIP) a informagio do tipo do poligono é muito importante. Nesta observamos o fato que,
dependendo da sequéncia de sinais emitidos, durante a excursao de uma geodésica muitas vezes
um poligono abaixo pode estar invertido (o que equivale a ele mudar de tipo - F'E para F'D
por exemplo). Nesta abordagem, ao contrario da anterior, quando o poligono mudar de tipo,
faremos a inversao das probabilidades associadas aos lados do poligono. Isto significa que o tipo
do poligono é levado em consideracao para obtermos um intervalo para p.

Para entendermos melhor a diferenca entre esses dois métodos vamos supor por exemplo que
estamos numa tesselacdo constituida por poligonos de 4 lados, que sera utilizada para codificarmos
uma fonte terndria (j = 3). A fonte emite simbolos a;, as e az com probabilidades p(a;), p(az)
e p(as), respectivamente. Vamos supor que a uma profundidade A temos p(a1) ~ p?, p(as) ~ p
e p(as) ~ pf.

Na Fig. 4.13 podemos ver como a sequéncia asa; serd interpretada em ambas implementacoes.
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V3 V; +1 V:? +1 V;‘

Figura 4.13: Geodésicas correspondentes a sequéncia asa; segundo os métodos AH e AHIP.

A geodésica A corresponde a uma geodésica na tesselacdo formada por poligonos de 4 lados
utilizando a abordagem do método Arvore Hiperbdlica. Neste caso, no poligono inicial X}, fazemos
a seguinte associacdo, pf = v — v} — ay, ph = vl — ol — a3 e ph =0l — vl — ay. Esta

associacado ¢é feita respeitando a propor¢do entre os lados desse poligono. Ao olharmos o poligono

X141, considerando a associacio inicial, temos: pit! = bt —phtl gy phtT = bt b
as e pISH_l = UiH—l — UéH_l — as9.

Na geodésica B que corresponde a geodésica utilizando a abordagem do método Arvore
Hiperbdlica com Inversdo de Poligono, fazemos a mesma associacdo inicial que no caso anterior.
Desta vez observamos o tipo do poligono inicial que é do tipo F'E. A associa¢ao neste caso esta

indiretamente ligada ao tipo. Ao olharmos o poligono X} como ele é do tipo F'D, fazemos
ht+1 h+1 A+l h+1 A+l htl

uma inversao na associagao e assim temos: pi" " = vy — V)" — a9, Py =V —vy — as
e phth =Tt — ot gy

Assim como no método de Elias, quanto maior a sequéncia recebida, mais preciso o valor de
p € numa sequéncia de tamanho infinito, temos somente um ponto especificado. Como cada
sequéncia enviada possui um comprimento k qualquer, se a sequéncia enviada for (ajas ... ax)
esta equivalerd a sequéncia cortante E,, ... E,, que ao final especifica um intervalo para p tal
que p € (V¥ vF*1). Quanto maior o valor de k, menor o intervalo para p e maior a precisio

requerida para o envio deste.

A sub-arvore escolhida deve ser vista como uma drvore de probabilidades. Note que para
ser uma arvore de probabilidades, a soma de todas as probabilidades das folhas deve ser sempre
igual a 1. Isto significa que ao selecionarmos uma sub-arvore a partir do ramo na profundidade
h — 1 devemos considerar um fator de escala (J) ao olhar as probabilidades. Este fator é sempre

equivalente ao inverso da probabilidade do ramo escolhido e é utilizado para padronizarmos o
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intervalo inicial de forma a que tenhamos no poligono inicial da sub-drvore: v{ = 0 e v} = 1.

Para calcularmos o valor de § basta fazermos + = v/ ' — vl ™' = vl — of.

Em seguida, utilizamos a sub-arvore para especificarmos um intervalo para pyp que numa

h+k h+k:).

sequéncia de comprimento k é dado por pyp € (UNtF v) Note que o indice NP indica

que este é o intervalo ndo padronizado. Em seguida, fazemos a padronizagcdo obtendo: p €

(o ** —of).0, (v = ).0).

Assim como no método de Elias, temos um problema de precisdao quando trabalhamos com
sequéncias longas. No entanto vamos comecar comparando ambos os métodos sem utilizar ne-

nhuma estratégia de escala.

Exemplo 4.6 Vamos supor que estamos na mesma situagdo do Exemplo 4.5. Como a fonte é
binaria, estamos numa tesselacdo com n = 3, ou seja constituida por tridngulos. Dentre todos
os ramos da drvore de probabilidades dessa tesselacdo, vamos escolher o ramo equivalente ao
triangulo (Pg)%lé. Este triangulo possui vértices v, = 0, vy = % e vz = % que sdo os vértices do
dois préximos tridngulos: (0, %) e (3,3). A probabilidade de cada folha é: py = vy — vy = 0.3333
e pp = vy — vy = 0.1667. De forma a observarmos a distribuicio de probabilidades desse

ramo, devemos padronizar essas probabilidades. Apds padronizarmos essas probabilidades, temos:

p1 = 0.6667 e po = 0.3333.

Vamos comecar apresentando o método Arvore Hiperbdlica. Como p(ag) = p(0) = 0.7 =~
0.6667 (correspondente a vy — vy padronizado), fazemos a seguinte associacdo: no primeiro
triangulo o eixo maior equivale ao digito “0"e eixo menor ao “1". Isto quer dizer que sempre
que a geodésica estiver entre os dois primeiros vértices associaremos o digito “0”. Se a sequéncia
emitida pela fonte é 01101, temos a sub-arvore da tesselacdo como mostrada na Fig. 4.14. Neste

caso,h=2ek =05.

Agora, para ser uma arvore de probabilidades, a soma de todas as probabilidades das folhas
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(0, 1/4)
00 }_/
q
(0, 1/3) (1/4, 2/7)
, 010;._
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g 2 o \ / 01100 (2/7,5/17)
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. 0110 (277, 3/165/}?9
gl e
011 L 170~
7 01101 (5/17,3/10)
(2/7,1/3)
1
T
1% 0111 (3/10,1/3)

(1/3, 1/2)

Figura 4.14: Arvore para obtencao do intervalo para p usando o método Arvore Hiperbdlica.

deve ser sempre igual a 1. Na arvore da Fig. 4.14, temos:

LSS SRS SRR B U S
P=175 110 7170 T30 "6 2

A probabilidade do ramo acima da sub-drvore equivale a termos uma geodésica no triangulo

de vértices (0, %) que como resultado do Teorema 4.3 € igual a % ou seja, 6 = 2. Neste caso
temos: pyp € (Z,2) = (0.29412,0.30) e p € (0.58824,0.60).

Usando as informagées da Fig. 4.10, p € (%,%) = (0.5625,0.6250), o que equivale a
enviarmos o intervalo de p como 1001. Apds o envio, ao recebermos esse intervalo vemos que
este intervalo ndo nos fornece informacdes suficientes para a reconstrucdo perfeita do sinal. Isto
porque olhando na Fig. 4.14, p € (0.5625,0.6250) ndo podemos saber se a sequéncia original é
01100 que equivale a p € (2, 2) = (0.57142,0.58824) ou 01101 que equivale a p € (Z,3) =

(0.58824,0.60). Mudando um pouco a estratégia, vamos buscar na drvore o ponto médio do

intervalo recebido, o valor p,,.q = é—g = 0.59375. Neste caso, conseguiriamos reconstruir a
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sequéncia original. Observe que a informagcdo pode ser enviada corretamente com apenas 4 bits,

ou seja um bit a menos que no método de Elias.

Uma outra forma de vermos qual o menor nimero de bits que podemos utilizar para repre-
sentar o interval para p é decompormos esse intervalo na forma bindria. Fazendo assim, temos:
0.58824 = 100101... e 0.60 = 100110.... Tomando os digitos em comum, temos que o

intervalo para p pode ser representado pela sequéncia 1001 como acabamos de ver.

Utilizando agora o método Arvore Hiperbélica com Inversio de Poligono (AHIP) vimos an-
teriormente que p(ag) = p(0) = 0.7 ~ 0.6667 (correspondente a vy, — v, padronizado). Agora
fazemos a seguinte associacdo: no primeiro tridngulo (e em todos abaixo dele), o eixo maior
equivale ao digito “0"e o eixo menor ao “1". Isto significa que para todos os tridngulos que sejam
do mesmo tipo do inicial, quando a geodésica cortar os dois primeiros vértices, temos o digito
“0". J4 se o tipo do tridngulo for diferente, o digito “0"equivale a geodésica cortar o tridngulo
entre os dois ultimos vértices. Para a sequéncia 01101, temos a sub-drvore da tesselacdo como

na Fig. 4.15.

(0,1/4)

Bl

01100I (174, 4/15)

(ayasniy
(0, 1/3) 0110 s
— 165 T—_
EZ 01101 (4715, 3/11)
(1/4,2/7)

01 j:/”’,/ \\\‘EE%

”’l,,~28 T
0111 (3/11,2/7)

(1/4,1/3)

ke
b
I
o
=
=

(2/7,1/3)

(1/3,1/2)

Figura 4.15: Arvore para obtencao do intervalo para p usando o método Arvore Hiperbdlica com
Inversdao de Poligono.
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Neste caso temos:

U S BN T B S
P=37%60 165 " 77 21 6 2

Ou seja, devemos utilizar o valor de 6 = 2 para olharmos o intervalo de p. Através da
drvore apresentada na Fig. 4.15, temos que pnp € (15,1) = (0.26667,0.27273) e p €
(0.53334, 0.54546).

Para sabermos quantos bits sdo necessarios para enviar esse intervalo, devemos observar
as extremidades deste sob a forma bindria. Neste caso, 0.53334 = 1000100... e 0.54546 =
1000101 .... Tomando os digitos em comum temos 100010 ou seja, 6 bits. Neste caso, a
implementacdo AHIP apresenta um resultado pior que a AH. Por outro lado, o método Arvore
Hiperbdlica ao enviar a informacdo corretamente com apenas 4 bits apresenta um resultado melhor

que o método de Elias.

Vemos assim que para n = 3, esta estratégia de envio de p é eficiente e nos da indicios que
uma codificacdo feita desta forma pode ter um desempenho superior ao cédigo de Elias. O cédigo
de Elias é um cédigo elaborado para fontes j-arias. Assim para sabermos se esta nova abordagem
pode ser melhor devemos tentar implementa-la para valores de n superiores a 3.

Para testarmos o desempenho desses trés métodos, vamos gerar algumas sequéncias de fontes

distintas e comparar os resultados. Testaremos em fontes binarias e fontes ternarias.

4.2.2 Comparacao dos métodos de Elias, AH e AHIP em fontes binarias

Inicialmente escolhemos 15 fontes distintas binarias e procuramos na tesselacdo o poligono
cuja distribuicao de probabilidades mais se aproximasse das probabilidades da fonte em cada caso.
As probabilidades de cada fonte e os poligonos selecionados podem ser vistos na Tabela 4.13.

Em seguida, através de um gerador de nlmeros aleatérios, geramos para cada fonte 10
sequéncias de tamanhos 5, 7, 9 e 11 obtendo no total 600 sequéncias bindrias. A cada sequéncia
aplicamos os trés métodos e observamos a quantidade necessaria de bits para enviarmos cada uma
delas. Em seguida, testamos para ver se a partir da informacdo enviada seria possivel reconstruir-
mos a sequéncia original. Os resultados podem ser vistos nas Tabelas 4.14 e 4.15. Para facilitar

as analises separamos as sequéncias em trés categorias: quando o niumero de bits necessario para
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Fonte | Poligono | § | p(0) | Fonte | Poligono § | p(0)
U1 v3 U1 U3
1/3 | 1/2 | 6 | 0.600 9 0/1 | 1/5 5 1 0.833

2/11 | 1/5 | 55 | 0.688 10 1/5 | 6/29 | 145 | 0.853
2/7 | 1/3 | 21 | 0.300 11 6/25 | 1/4 | 100 | 0.862
1/4 |3/11 |44 | 0267 | 12 | 1/3 | 7/20 | 60 | 0.870

3/16 | 1/5 | 80 | 0.762 13 7/22 | 1/3 | 66 | 0.880
1/3 | 4/11|33|0786| 14 | 0/1 | 1/9 | 9 |0.900
0/t | 1/4 | 4 |0800| 15 | 1/6 | 1/5 | 30 | 0.545
4/9 | 1/2 | 18 | 0.818

Tabela 4.13: Fontes binarias selecionadas.

O~NO OB~ WwWwN

o envio foi maior que o da sequéncia original, quando o nimero de bits foi menor, quando foi o
mesmo (neste caso o método ndo ajudou nem piorou) e quando houve erro. O erro neste caso é

a situagdo onde a sequéncia reconstruida foi diferente da original.

Situacdo Método | Numero de bits Original

5 7 9 11

Elias 7.39 | 10.02 | 12.48 | 15.10
N3o Ajudou AH 6.21 | 8.68 | 10.73 | 12.79
AHIP 6.13 | 851 | 10.57 | 12.91
Elias 3.01 | 4.88 6.22 8.34
Ajudou AH 2.88 | 473 | 6.79 | 8.86
AHIP 3.28 | 4.82 6.86 9.06

Tabela 4.14: Numero médio de bits necessario para o envio das sequéncias.

Situacao Método

Elias | AH | AHIP
Ajudou 39.36 | 40.83 | 43.17
N3o Ajudou | 47.74 | 38.33 | 33.17
Igual 12.90 | 20.84 | 23.66
Erro 0.50 0 0

Tabela 4.15: Percentual de sequéncias obtidas em cada situagao.

Comparando o desempenho dos métodos AH e AHIP vemos que a medida que aumentamos
o tamanho das sequéncias, o desempenho de ambos torna-se bem parecido. Comparando o
nimero médio de bits necessario para enviar as sequéncia através do método de Elias com os
outros métodos, vemos que para sequéncias maiores o método de Elias quando ajuda possui um
desempenho um pouco melhor. Por outro lado, quando este n3o ajuda, ele acrescenta um nimero

maior de bits as sequéncias enviadas.



96

Observando também a Tabela 4.15 vemos que o percentual de vezes que o método de Elias
ajudou (ou seja, produziu sequéncias que poderiam ser enviadas com um niimero menor de bits)
foi menor que os métodos AH e AHIP.

Sabemos que com uma estratégia de arredondamento e escala, o método de Elias é capaz de
enviar as sequéncias com um nimero médio de bits menor que o original. Sendo assim buscamos
uma estratégia de escala simples que pudesse nos dar uma ideia de como seria o desempenho de
nossos métodos numa situacdo parecida. A estratégia escolhida foi aumentarmos a amplitude do
intervalo encontrado para p através de um fator de escala fixo F'T". Este aumento seria aplicado
da forma (F'T)® onde b é o niimero de bits da sequéncia. Escolhemos o valor desse fator como
sendo F'T' = 0,7. Em alguns casos, o fator seria reajustado para F'I' = 0,8. Esta mudanca
no fator de escala se mostrou necessiria em algumas situagdes (relacionadas as probabilidades
da fonte) quando o aumento da amplitude do intervalo poderia ser maior. Os resultados obtidos

assim podem ser visto nas Tabelas 4.16 e 4.17.

Situacdo | Método | Numero de bits Original
) 7 9 11

Ajudou AH 230 | 3.32 | 451 | 5.70
AHIP 227 | 3.43 | 415 | 5.70

Tabela 4.16: Ndmero médio de bits necessdrio para o envio das sequéncias utilizando fator de
escala.

Situacao Método
AH | AHIP
Ajudou 97.17 | 99.00
N3o Ajudou 0 0
Igual 2.00 0.17
Erro 0.83 0.83

Tabela 4.17: Percentual de sequéncias obtidas em cada situacao com fator de escala.

Vemos que através do uso de uma estratégia de escala o desempenho dos métodos AH e
AHIP é muito bom. Através dos resultados apresentados na Tabela 4.17 podemos perceber que
o desempenho do método AHIP parece ser um pouco melhor que o de AH. No entanto quando
observamos a Tabela 4.16 vemos que as diferencas de desempenho entre os dois métodos parecem
se tornar menos significativas a medida que aumentamos os tamanhos das sequéncias.

Vemos assim que para uma estratégia de escala inicial, esta se mostrou bem eficiente. No
entanto acreditamos que um fator de escala adaptado as probabilidades da fonte e aos poligonos
selecionados podem vir a melhorar os resultados. Agora vamos observar os resultados quando

temos fontes terndrias.
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4.2.3 Comparacao dos métodos de Elias, AH e AHIP em fontes ternarias

Assim como no caso bindrio, escolhnemos 15 fontes distintas ternarias e procuramos na tes-
selacdo correspondente o poligono cuja distribuicdo de probabilidades mais se aproximasse das
probabilidades da fonte em cada caso. As probabilidades de cada fonte e os poligonos seleciona-

dos podem ser vistos na Tabela 4.18.

Fonte Poligono 5 | p(0) | p(1) | Fonte Poligono § | p(0) | p(1)

(% V4 Tipo V1 V4 Tipo
1 1/3 | 1/2 | FD | 6 | 0.400 | 0.171 9 0/1 | 1/14 | FE | 14 | 0.875 | 0.067
2 0/1 | 1/2 | FE | 2 | 0500 | 0.167 | 10 0/1 | 1/18 | FE | 18| 0.900 | 0.053
3 0/1 | 1/4 | FE | 4 | 0.667 | 0.200 | 11 0/1 | 1/28 | FE |28 |0.933 |0.034
4 0/1 | 1/6 | FE | 6 | 0.750 | 0.107 | 12 | 0/1 | 1/36 | FE |36 | 0.947 | 0.026
5 0/1 | 1/8 | FE | 8 | 0.800 | 0.111 13 0/1 | 1/48 | FE | 48| 0.960 | 0.020
6 9/19 | 1/2 FE | 38 | 0.826 | 0.095 14 3/16 | 1/5 FD | 80 | 0.615 | 0.147
7 0/1 | 1/10 | FD | 10 | 0.833 | 0.091 15 1/3 | 2/5 | FE | 15| 0.455 | 0.375
8 0/1 | 1/12 | FE | 12| 0.857 | 0.077

Tabela 4.18: Fontes ternarias selecionadas.

Da mesma forma que no caso binario, geramos 10 sequéncias de tamanhos 5, 7, 9 e 11 para
cada fonte. Aplicando os métodos as sequéncias geradas obtivemos os resultados apresentados
nas Tabelas 4.19 e 4.20.

Situacdo Método | Numero de bits Original

5 7 9 11

Elias 8.94 | 11.90 | 15.30 | 19.98
N3o Ajudou AH 6.97 | 9.08 | 11.09 | 13.78
AHIP 7.20 | 951 | 11.45 | 14.82
Elias 338 | 586 | 7.43 | 9.67
Ajudou AH 3.08| 5.14 | 7.88 | 9.50
AHIP 3.79 | 527 | 7.23 | 9.22

Tabela 4.19: Ndmero médio de bits necessario para o envio das sequéncias ternarias.

Situacao Método

Elias | AH | AHIP
Ajudou 5.50 | 8.50 8.50
N3o Ajudou | 82.67 | 68.67 | 72.33
Igual 6.33 | 13.50 | 9.17
Erro 550 | 9.83 | 10.00

Tabela 4.20: Percentual de sequéncias obtidas em cada situagao.
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No caso terndrio, desde o inicio pudemos observar que o maior problema dos métodos aplicados
era alta precisdo necessaria para o envio do intervalo para p. Este fato estd evidenciado na Tabela
4.20 onde vemos que em boa parte dos casos nenhum dos métodos ajudou. Nesse caso, eles
precisaram um numero de bits terndrios maior que o original para o envio da sequéncia original.
No entanto podemos ver que os métodos AH e AHIP possuem um desempenho um pouco melhor
se comparado ao desempenho do método de Elias.

Aplicando agora a mesma estratégia de escala, encontramos o valor F'T' = 0.6 como sendo
mais adequado. Em algumas situagdes (também relacionadas a fonte) foi necessario fazermos um
reajuste do fator para F'T' = 0.5. Os resultados podem ser vistos nas Tabelas 4.21 e 4.22.

Situacdo Método | Numero de bits Original
) 7 9 11

N3o Ajudou AH 6.00 | 8.22 | 10.00 | 23.00
AHIP | 6.38 | 8.25 | 10.10 | 23.00
Ajudou AH [ 322|478 6.25 | 7.77
AHIP 3.31 | 4.83 | 6.37 | 7.96

Tabela 4.21: Nimero médio de bits necessario para o envio das sequéncias utilizando fator de
escala.

Situacdo Método
AH | AHIP
Ajudou 59.33 | 55.83
Nao Ajudou | 4.33 8.17
Igual 7.00 | 6.50
Erro 29.33 | 29.50

Tabela 4.22: Percentual de sequéncias obtidas em cada situacdo com fator de escala.

No caso terndrio o problema encontrado foi que para algumas sequéncias essa estratégia de
escala nao produziu resultados bons como o esperado. Apesar de ter havido uma melhora, através
dos resultados observados na Tabela 4.22 vemos que ainda em aproximadamente 29.83% houve
erro. Por outro lado, vemos agora que em geral, em mais de 50% dos casos os métodos ajudaram,
ou seja, produziram sequéncias com um numero de bits menor que o original. De uma forma
geral, podemos ver que a estratégia de escala produziu bons resultados. Além disso, comparando
o desempenho de ambos os métodos, através dos resultados podemos ver que o desempenho de
ambos é muito préoximo.

Vemos assim que tanto no caso bindrio quanto no ternario o desempenho dos métodos AH
e AHIP apresentam bons resultados quando comparados com o método de Elias. No entanto

pode-se ver que assim como no método de Elias, é necessario o estudo de uma estratégia de
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escala eficiente, possivelmente adaptado a fonte. Comparando os métodos AH e AHIP vemos
que, em geral, o método AH apresenta um desempenho melhor. Além disso, o fato do método
AHIP levar em consideragdo o tipo de poligono a cada etapa e eventualmente fazer a inversao do
poligono, torna-o bem mais complexo, uma vez que considerando a memdria introduzida, conduz
a cddigos de trelica.

Uma outra alternativa para aplicarmos os resultados obtidos no capitulo anterior na elaboracao
de cédigos seria olharmos a sequéncia emitida pela fonte como uma sequéncia cortante e assim
obtermos a partir desta uma estimativa do ponto atrator (ou repulsor) através do uso de fracdes
continuas. Em seguida enviariamos esse valor da mesma forma que no cédigo de Elias. Ao
recebermos o valor, poderiamos obter a sequéncia original através da decomposicao em fracoes
continuas do valor recebido. Esta estratégia durante os calculos somente se mostrou efetiva para
o caso n = 3 apresentando resultados similares aos da abordagem apresentada. Para n > 3, mais
testes sao necessdrios mas existem indicios que para sequéncias muito grandes os valores do ponto
atrator/repulsor exigem uma precisdo tdo alta que pequenos desvios do valor enviado ja afetam a

decomposicao em fracoes continuas do valor recebido causando erros na reconstrucdo do sinal.

4.2.4 Cddigos de bloco

Cédigos de blocos sao um tipo de cédigo onde as sequéncias de sinais emitidos por uma fonte
sao associadas a palavras cédigo de tamanho fixo. Existem varios tipos de cédigos de blocos sendo
que muitos sdo de dificil implementag&o [Blah 87]. No nosso caso, estamos interessados em um
tipo de cédigo de bloco onde a codificacdo é feita associando-se palavras-cédigo de comprimento
fixo a sequéncias de simbolos da fonte de comprimento variavel.

O processo de codificacdo para este tipo de cddigo utiliza uma arvore de codificacdo. Nesta
arvore, as folhas possuem profundidade variavel e indicam qual a sequéncia da fonte esta sendo
associada a palavra-cédigo. O método mais conhecido de obten¢do de uma arvore 6tima é o
método de Tunstall.

A seguir apresentaremos o método de Tunstall de uma forma mais sucinta. Maiores in-
formagdes sobre o método podem ser vistas em [Pala 07] e [Fabr 99].

Considere uma fonte discreta sem meméria (DMS) que emite simbolos j-arios. Vamos chamar
de U = {Uy,...,Uy} asequéncia de simbolos emitida pela fonte a qual associaremos uma palavra-
cédigo Z ={Z1,...,Zn}. Como estas palavras possuem comprimento fixo, o valor de NV é fixo.
Por outro lado Y, o comprimento das mensagens, é uma varidvel aleatéria discreta.

Desejamos agora enviar as sequéncias de simbolos emitidas pela fonte, U através de um
canal utilizando palavras-cédigo Z de um alfabeto r-ario. Se E(Y') é o comprimento médio das
mensagens, a razio =4~ é o niimero médio de simbolos r-arios por simbolo da fonte. Como

E(Y)
mencionado, a codificacdo é realizada através de uma arvore de probabilidades. Assim o critério
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de otimalidade é E(Y') ou seja, desejamos uma arvore de probabilidades onde o valor de E(Y)
seja o maior possivel. Para o calculo de E(Y) a partir da arvore de probabilidade podemos utilizar
o Lema do Caminho (Lema 2.1) visto no Capitulo 2. Através do Lema do Caminho vemos que
para calcularmos o valor de E(Y'), basta somarmos as probabilidades dos nés intermediarios de
uma arvore de probabilidades. O limite para a razdo % é dado pelo teorema a seguir.

Teorema 4.4 [Mass 93] (Reciproco do Teorema da Codificagcdo de uma Fonte DMS) Para qual-
quer codigo livre de prefixo de qualquer conjunto de mensagens apropriado para uma fonte DMS,

a razdo do comprimento médio da palavra-cédigo, E[L], para o comprimento médio da mensagem

E[Y], satisfaz

E[Y] ~ logr

Bl HLQ) (4.11)

onde H(() € a incerteza de um simbolo da fonte.

Note que no Teorema 4.4 a incerteza da fonte H(() é dada por:

J
H(() == pilogpi
=1

onde p; neste caso é a probabilidade de cada simbolo da fonte j-aria.

Quando procuramos o melhor cédigo para a realizacdo de uma codificacdo eficiente de uma
fonte discreta sem memdria, a razdo “digito do cddigo por simbolo da fonte"é a razao que
desejamos minimizar. Para isto, ao maximizarmos o valor de E[Y], devemos sempre observar o
limite imposto pelo Teorema 4.4 para nao acontecer de termos um cédigo com razao “digito do
cédigo por simbolo da fonte” bem pequena mas pouco eficiente.

O método de Tunstall busca maximizar o valor de E[Y] através da extensdo progressiva dos
nds da arvore de probabilidades inicialmente construida apenas com as probabilidades de cada
simbolo da fonte j-aria. Esta arvore pode ser vista na Fig. 4.16.

O procedimento de extensdo de nds é feito estendendo-se os nés mais provaveis [, vezes. Isto
é feito de tal forma a obtermos ao final nés terminais (ou folhas) com aproximadamente a mesma
probabilidade, sempre levando-se em conta os limites impostos pelo Teorema 4.4.

O algoritmo de Tunstall é dado por:
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Figura 4.16: Arvore de probabilidades inicial.

Algoritmo de Tunstall

Passo 1 - Escolha os valores de r e N a serem utilizados para uma fonte j-dria. Verifique se
rV > j. Se esta condicdo n3o for satisfeita isto significa que n3o existe cédigo para esses

valores de 7 e IV, por isso interrompa o procedimento. Caso contrario, calcule o valor de [,:

Passo 2 - Construa o conjunto de mensagens de Tunstall de tamanho Iy, = j +[,(j — 1) para
a fonte DMS iniciando a partir da drvore inicial como mostrada na Fig. 4.16 e fazendo [,

extensoes nos nds terminais mais provdveis a cada passo;

Passo 3 - Associe uma palavra-cédigo r-dria de comprimento N a cada mensagem no conjunto

de mensagens de Tunstall.

Passo 4 - Verifique se a condicdo do Teorema 4.4 estd sendo satisfeita.

Para entendermos melhor esse procedimento, vejamos o préximo exemplo:
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Exemplo 4.7 Para uma fonte terndaria sem memdria (j = 3) com p(a) = 0.1, p(b) = 0.4
e p(c) = 0.5, suponha que desejamos realizar uma codificagdo étima bindria (r = 2) cujo

comprimento dos blocos é N = 3 de um conjunto de mensagens apropriado.
N _ 3

rt—j 2°=3 5 _ 5

j—1 3—-1 277

Calculando o valor incerteza da fonte temos:

Do Passo 1, temos que l, =

H(¢) = —(0.1) log(0.1) — (0.4) log(0.4) — (0.5) log(0.5) = 0.9433.

H 0.9433
nado poderd ser inferior a (©) = = 1.3610 digitos do
log 2 log 2

Portanto, a razio B
cédigo/digito da fonte.
O Passo 2 nos fornece a drvore de probabilidades para o conjunto de mensagens de Tunstall

como mostrado na Fig. 4.17.

0.125

Figura 4.17: Conjunto de mensagens de Tunstall, [, = 3.

Note que na arvore de probabilidades de Tunstall, nos nds terminais temos a probabilidade
de cada sequéncia. Os ndmeros que aparecem entre paréntesis nos nos intermediarios indicam
a ordem em que os nds foram estendidos. Observe que ao final as palavras-codigo possuem
probabilidades aproximadamente iguais.

Para sabermos se esse cddigo € eficiente, precisamos agora calcular E[Y]. Pelo Lema do
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Caminho (Lema 2.1) temos

E[Y] =1+ 0.40 + 0.50 4 0.25 = 2.15,

N 3
portanto B =515 = 1, 3953 digitos do cddigo/digito da fonte. Como o valor 1.3953 €
H(¢)

o €55€ codigo é um caédigo eficiente.
0g

As palavras-cédigo neste caso sdo: a, ba, bb, bc, ca, cb, cca, ccb e ccc. O envio das

superior ao limite dado por

informagdes da fonte podem ser feitas associando-se agora palavras-cédigo r-arias de tamanho

N a cada uma das sequéncias obtidas na arvore final (Fig. 4.17).
Cédigo Proposto

Na proposta para um cdédigo parecido ao de Elias, vimos que poderiamos obter uma nova
arvore de probabilidades. Esta poderia ser obtida buscando na arvore associada a tesselacao,
um ramo cuja distribuicao de probabilidade mais se aproximasse a da fonte. Considerando esse
ramo como inicial seleciondvamos a sub-arvore abaixo deste e através de um fator de escala,
transformamos essa sub-arvore em uma &rvore de probabilidades. Nosso objetivo agora é a partir
dessas arvores, buscarmos uma aplicacdo parecida ao método de Tunstall. Chamaremos esse novo
método de Cddigo de Bloco Hiperbdlico ou CBH.

Sabemos que o método de Tunstall realiza a extensdo dos nds mais provdveis [,-vezes na
arvore de probabilidades inicial (Fig. 4.16). Se estendermos os nds mais provaveis das arvores de

probabilidades, poderemos também obter um novo conjunto de palavras-cédigo. Assim como no

método de Tunstall, o que nos dird se o cédigo proposto é eficiente ou nao serd a razao B
obtida a partir da nova arvore de probabilidades.

Vamos comecar a elaboracdo da drvore em um ramo cuja distribuicdo de probabilidades se
aproxime a da fonte. Em seguida, faremos o calculo de [, da mesma forma que no método de

Tunstall. Considerando a arvore mais adequada em cada caso, estenderemos os nds mais provaveis

H(¢)

e ——= para verificarmos a eficiéncia do
E[Y] = logr P
novo cédigo. Para o envio das informacdes, a partir da arvore de probabilidades final, poderemos

l4 vezes. Ao final compararemos os valores de

associar uma palavra r-aria de tamanho N a cada sequéncia. Vamos comecar tomando a mesma

fonte do Exemplo 4.7.

Exemplo 4.8 Para uma fonte terndria sem memdria (j = 3) com p(a) = 0.1, p(b) = 0.4
e p(c) = 0.5, suponha que desejamos realizar uma codificagdo étima bindria (r = 2) cujo

comprimento dos blocos é N = 3 de um conjunto de mensagens apropriado.
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H(O)

= 1.3610
log 2

Aproveitando os calculos realizados no Exemplo 4.7, temos que ¢ = 3 e
digitos do cddigo/digito da fonte.

O primeiro passo é buscarmos um poligono cuja distribuicdo de probabilidade se aproxime da
distribuicdo de probabilidade da fonte. Como j = 3, a drvore mais adequada sera a construida a

partir de poligonos de 4 lados. Na Tabela 4.23 podemos ver alguns poligonos e sua distribuicao

de probabilidades associada.

Vértices Probabilidades
U1 v v3 V4 p1 D2 D3 1/6
1/3|4/11 | 3/8 | 2/5 | 0.455 | 0.170 | 0.375 | 1/15
1/4 | 4/15 | 3/11 | 2/7 | 0.467 | 0.170 | 0.364 | 1/28
1/5|4/19 | 3/14 | 2/9 | 0.474 | 0.169 | 0.357 | 1/45
1/7 | 4/27 | 3/20 | 2/13 | 0.481 | 0.169 | 0.350 | 1/91
0 1/4 | 1/3 | 1/2 | 0.500 | 0.167 | 0.333 | 1/2

Tabela 4.23: Poligonos de 4 lados e seus vértices.

Através da observagdo da Tabela 4.23, vemos que o poligono cujas probabilidades mais se
aproximam das probabilidades da fonte e que possui menor fator de escala € o poligono de vértices
v1=0,vy=1/4,v3=1/3 evy =1/2. A escolha do poligono com menor fator de escala € feita
buscando-se tomar uma drvore com menor profundidade. Uma geodésica cortando esse poligono
tem p(E3) = 0.5, p(E2) = 0.167 e p(E,) = 0.333 assim, para podermos associar palavras-cédigo
na drvore fazemos a seguinte associagdo (por proximidade de probabilidade): E5 — b, Es — a e
E —c

A arvore de probabilidades para o conjunto de mensagens utilizando agora o método Cédigo
de Bloco Hiperbdlico pode ser vista na Fig. 4.18.

Para sabermos se esse cddigo é eficiente, precisamos calcular E[Y]. Pelo Lema do Caminho

(Lema 2.1) temos que

E]Y] =1+ 0.3333 4 0.50 + 0.3333 = 2.167,

N 3
portanto B =51 = 1.3846 digitos do cddigo/digito da fonte. Como o valor 1.3846 €é
H(¢)

L esse codigo é um codigo eficiente.
0g

superior ao limite dado por
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ccc 0.250

cca
0.3333 (2)—————  0.0357
cch

0.0476

0.1333

0.8333 (3)————————0.0571

0.1429

Figura 4.18: Conjunto de mensagens do método CBH, [, = 3.

Para o método CBH as palavras-cédigo sdo: a, ba, bb, bc, ca, cb, cca, ccb e ccc. O envio
das informacgées da fonte pode ser feito associando-se agora palavras-cédigo r-adrias de tamanho

N a cada uma das sequéncias obtidas na arvore final mostrada na Fig. 4.18.

Através dos Exemplos 4.7 e 4.8 podemos ver que ambas as arvores produzem as mesmas
palavras-cddigos. A Unica diferenca entre elas é a distribuicdo de probabilidades da arvore o que
faz com que o valor da razdo digitos do cddigo/digito da fonte seja aproximadamente igual nos
dois casos.

Para chegarmos a uma conclusdo sobre o desempenho na nova abordagem, vamos agora
apresentar outros exemplos que mostram os resultados obtidos pelo método de Tunstall e o

método Cddigo de Bloco Hiperbdlico.

Exemplo 4.9 Para uma fonte bindria sem memdria (j = 2) com p(a) = 0.2 e p(b) = 0.8,
suponha que desejamos realizar uma codificacdo étima bindria (r = 2) cujo comprimento dos

blocos é N = 3 de um conjunto de mensagens apropriado.

_ N -5 22-2
Do Passo 1 do algoritmo de Tunstall, temos que |, = — ] = 7 1 = 0.
‘] —_— —_—

Calculando o valor da incerteza da fonte temos:

H(¢) = —(0.2) 1og(0.2) — (0.8) log(0.8) = 0.5004.
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H(¢)  0.5004
log2  log2

Portanto, a razao nao poderd ser inferior a = 0.7219 digitos do

ETY]
cddigo/digito da fonte.

A arvore de probabilidades do método de Tunstall pode ser vista na Fig. 4.19.

0.2

0.16
y
b

0.8 (1) 0.128

0.64 (2) 0.1024

bbba
bbb

\ bbbba
bbbb

0.4096 (4}

\ bbbbba __2-0633
bbbbb /

0.3277(5)
0.0524

bbbbbba
bbbbbb T

0.2621(6)

S

bbbbbbb g.2007

Figura 4.19: Conjunto de mensagens de Tunstall, [, = 6.

Agora, E[Y] = 1+ 0.80 + 0.64 + 0.512 4 0.4096 + 0.3277 + 0.2621 = 3.9514, portanto
N 3

EY] = 39960 0.7592 digitos do cddigo/digito da fonte. Como o valor 0.7592 € superior

] 2) esse codigo € um cddigo eficiente. Neste caso, as palavras-cédigo sdo
0g

dadas por: a, ba, bba, bbba, bbbba, bbbbba, bbbbbba e bbbbbbb.

ao limite dado por

Para o método proposto, a arvore de probabilidades mais adequada ao caso é a correspondente
a tesselacdo constituida por tridngulos elementares (n = 3). Nesta tesselagdo, precisamos buscar

algum triangulo cuja distribuicdo de probabilidades mais se aproxime a da fonte. Neste caso, o

1

F U3 = 411 possui a mesma distribuicao de probabilidades dadas

triangulo de vértices vy = 0, vy, =
por p(E2) = 0.8 e p(Fy) = 0.2. Para este triangulo obtemos 6 = 4 e para podermos associar
palavras-codigo na arvore fazemos a seguinte associacdo: Fo — b e E; — a.

A arvore de probabilidades para o conjunto de mensagens utilizando agora o método proposto
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pode ser visto na Fig. 4.20.

0.2
a
1
0.133
ba
b
0.8(1) 0.0956
\ y
bb
0.667 (2) 0.0714
bbba
bbb
0.5714 (3) 0.0556
bbbba
bbbb
0.50 {4)
\ bbbbba 20444
bbbbb g J444 (5)
\ bb%fu.uaﬁa
bbbbbb 040 (ﬁ)\\

bbbbbbb  0.3636

Figura 4.20: Conjunto de mensagens do método proposto, [, = 6.

Agora, E[Y] = 1+ 0.80 + 0.6667 + 0.5714 + 0.50 + 0.4444 + 0.40 = 4.3825, portanto,

N 3
B = 13825 0.6846 digitos do cddigo/digito da fonte. Como o valor 0.6846 € inferior ao
limite dado por % esse codigo ndo é um cdodigo eficiente. Neste caso, se fizermos I, = 5, o
0g
N 3
lor de EY 1 3.9825 e t = = 0.7533.
valor de E[Y'] serd e teremos ElY] ~ 3089

Através da observacdo da Fig. 4.20, vemos que se eliminarmos o né (6) as palavras-cédigo

para ¢ = b serdo dadas por: a, ba, bba, bbba, bbbba, bbbbba e bbbbbb.

Exemplo 4.10 Para uma fonte quaterndria sem memdria (j = 4) com p(a) = 0.10, p(b) = 0.15,
p(c) = 0.20 e p(d) = 0.55 suponha que desejamos realizar uma codificacdo 6tima binaria (r = 2)

cujo comprimento dos blocos é N = 4 de um conjunto de mensagens apropriado.
rN—j_24—4_12_4
j—1  4—-1 3 7

Do Passo 1 do algoritmo de Tunstall, temos que l, =

Calculando o valor da incerteza da fonte temos:

H(¢) = —(0.10) 1og(0.10) — (0.15) log(0.15) — (0.20) log(0.20) — (0.55) log(0.55) = 1.1655.
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nado pode ser inferior a H(¢)  1.1655
Bl ’ log2  log2

= 1.6815 digitos do

Portanto, a razao
codigo/digito da fonte.
A arvore de probabilidades do método de Tunstall pode ser vista na Fig. 4.21.

cg 0.02

b p.o3

\0.04

0.11
da 0.055
db__p.osz
0.55 (1)—iu.11u
y dda 0-0303
ddb_p.0454
0.303 (2)—_‘1"1'_‘3,]_,]6,]5
ddda
0.01664
0.0250
—
0.1664 (4) dddc
-~ —0.0333
dddd
0.0915

Figura 4.21: Conjunto de mensagens de Tunstall, [, = 4.

4
E[Y] 22189
1.8027 digitos do cddigo/digito da fonte. Como o valor 1.8027 € superior ao limite dado por
H(C)
log 2
da, db, dc, dda, ddb, ddc, ddda, dddb, dddc e dddd.

Agora, E]Y] =1+ 0.20 + 0.55 + 0.3025 + 0.1664 = 2.2189, portanto,

, esse codigo € um caodigo eficiente. As palavras-cédigo sao dadas por: a, b, ca, cb, cc, cd,

Para o método CBH proposto, a arvore de probabilidade mais adequada ao caso € a correspon-
dente a tesselagdo constituida por pentagonos elementares (n = 5). Nesta tesselagdo, precisamos
buscar algum poligono cuja distribuicdo de probabilidades mais se aproxime a da fonte. Na Ta-
bela 4.24 podemos ver alguns poligonos e sua distribuicdo de probabilidades associada. Os valores
estao ordenados segundo o valor maximo da probabilidade de cada poligono.

Através da observacao da Tabela 4.24, vemos que o poligono cujas probabilidades mais se
aproximam das probabilidades da fonte € o poligono de vértices vy = 2/5, vy =5/12, v53 =3/T e

vy =4/9 evs = 1/2. Uma geodésica cortando esse poligono tem p(E4) = 0.167, p(E3) = 0.119,
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Vértices Probabilidades

vy V2 U3 vy U5 P1 P2 D3 P4 1/6
0 1/4 1/3 2/5 1/2 | 0.500 | 0.167 | 0.133 | 0.200 | 1/2
4/5 | 17/21 | 13/16 | 22/27 | 9/11 | 0.524 | 0.164 | 0.127 | 0.185 | 1/55
2/9 | 5/22 | 3/13 | 4/17 | 1/4 | 0.182 | 0.126 | 0.163 | 0.529 | 1/36
2/3 | 9/13 | 7/10 | 12/17 | 5/7 | 0.538 | 0.162 | 0.124 | 0.176 | 1/21
2/5 | 5/12 3/7 4/9 1/2 | 0.167 | 0.119 | 0.159 | 0.556 | 1/10
5/8 | 12/19 | 7/11 | 9/14 | 2/3 | 0.158 | 0.115 | 0.156 | 0.571 | 1/24

Tabela 4.24: Poligonos de 5 lados e seus vértices.

p(Ey) = 0.159 e p(E;) = 0.556 assim, para podermos associar palavras-codigo na arvore fazemos
a seguinte associagcdo (por proximidade de probabilidade) Ey — ¢, E3 — a, E; - b e Ey — d.
A arvore de probabilidades para o conjunto de mensagens utilizando agora o método proposto

pode ser visto na Fig. 4.22.

0.1667
a _0.1191
! b__ 1587
0.0556
d dc
%.0455
b
0.5556 (1) 0.0699
0.0275
dda_0.0238
b _
0.3846 (2} 0.0392
ddd dddc 0-0163
dda_0.0146
4—;
0.2941(3) 0.0251
ddddc
dddd 0.0108
ddda
0.0099
0.2381 (4) dddb
0.0174
dddd
0.20

Figura 4.22: Conjunto de mensagens do método proposto, [, = 4.

N 4
E[Y] 24724
H(¢)
log2’

Agora, E]Y] = 1+0.5556+0.3846+0.2941+0.2381 = 2.4724, portanto,

1.6179 digitos do cédigo/digito da fonte. Como o valor 1.6179 € inferior ao limite dado por

esse codigo ndo é um cddigo eficiente.
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Ao nos depararmos com um cddigo ineficiente, ao invés de diminuirmos o valor de l,, podemos
tentar utilizar outro poligono como aproximagao. Através de outro poligono pode ser que tenha-
mos resultados melhores. Se tomarmos a sub-drvore com menor valor de §, estaremos tomando
uma sub-arvore menos profunda e isto talvez traga alguma vantagem. Através da observagcdo da
Tabela 4.24, vemos que o poligono cujas probabilidades mais se aproximam das probabilidades da
fonte e que possui menor fator de escala é o poligono de vértices vi =0, v, = 1/4, v3 =1/3 e
vy = 2/5 evs = 1/2. Uma geodésica cortando esse poligono tem p(E4) = 0.500, p(E3) = 0.167,
p(E2) = 0.133 e p(E1) = 0.200 assim, para podermos associar palavras-cédigo na drvore fazemos
a seguinte associacdo (por proximidade de probabilidade): E, — d, E3 — b, E; — a e By — c.

A drvore de probabilidades para o conjunto de mensagens utilizando agora o método CBH e

o poligono com menor fator de escala pode ser vista na Fig. 4.23.

dddd__.0.20
dddb " dddb g.p227
0.25(3) ddda
dddc T ai0.0131
/ 0.0147
0.3333(2)———0.0336
dd %&HEE“U 0221
n 0256
0.50 (1) ——————0.0667
N D444
0.0556
0.1667
0.1333
cd 0.0334

%ﬂ 0238

020(4)__________
0.0317

0.1111

Figura 4.23: Conjunto de mensagens do cédigo de bloco proposto, [, = 4.

N 4
E[Y] 22833
1.7519 digitos do cédigo/digito da fonte. Como o valor 1.7519 é superior ao limite dado por

H(()
log 2

Neste caso, E[Y] =1+ 0.20 4+ 0.50 + 0.3333 + 0.25 = 2.2833 portanto,

, esse codigo é um codigo eficiente. Agora, as palavras-codigos sdo dadas por: a, b, ca,




111

cb, cc, cd, da, db, dc, dda, ddb, ddc, ddda, dddb, dddc e dddd. Vemos, portanto, que as

palavras-codigo de ambos os métodos foram iguais.

Através desses trés exemplos vemos que, em geral, a razdo digitos do cddigo/digito da fonte
obtida com o uso do método CBH é muito préxima da razao obtida quando utilizamos o método
de Tunstall. Nos Exemplos 4.8 e 4.10 as palavras-cdédigo obtidas por ambos os métodos foram
iguais. Ja no Exemplo 4.9 o método CBH produziu uma arvore menos profunda e uma razao
digitos do cddigo/digito da fonte préxima a do método de Tunstall.

Sabemos que dentre os cddigos do tipo varidvel-fixo o método de Tunstall é um método que
possui um bom desempenho ([Fabr 99]). Sendo assim, se o método proposto produziu uma drvore
menos profunda que a do método de Tunstall, isto significa que a arvore de Tunstall provavelmente
terda um desempenho melhor. No Exemplo 4.9, ambos os métodos tiveram a razio digitos do
cédigo/digito da fonte parecidos, por outro lado a &rvore produzida pelo método proposto é
menos profunda. Ja nos outros exemplos, vemos que podemos obter drvores iguais em ambos
os métodos mesmo com razdo digitos do cddigo/digito da fonte ndo sendo exatamente iguais.
Assim, podemos ver que a razdo digitos do cddigo/digito da fonte ndo é um bom indice para
compararmos os métodos.

Diante de tal fato, decidimos mudar um pouco a forma de olharmos o método proposto. Para
analisarmos os resultados obtidos, resolvemos considerar o método de Tunstall como referéncia
para o CBH. Como consequéncia, quando o método CBH produzir uma arvore igual a do método
de Tunstall, diremos que ele teve um bom desempenho.

Para podermos avaliar o desempenho do método CBH, decidimos testid-lo em mais algumas

fontes comparando os resultados obtidos com o método de Tunstall.

4.2.5 Comparacao dos métodos CBH e Tunstall em fontes binarias e ternarias

Para avaliarmos o desempenho do método CBH em comparacdo ao de Tunstall, vamos aplicar
os métodos Tunstall e CBH em fontes binarias e ternadrias. No caso bindrio, escolhemos as
mesmas fontes utilizadas anteriormente quando testamos os métodos Elias, Arvore Hiperbdlica e
Arvore Hiperbdlica com Inversdo de Poligono. Para essas fontes encontramos um poligono com
distribuicdo de probabilidades igual a da fonte. A fim de testarmos os métodos numa situacao
na qual o poligono escolhido tivesse uma distribuicao de probabilidades proxima mas nao igual a
da fonte, escolnemos mais 7 fontes. Essas 7 fontes extras escolhidas e os poligonos selecionados
podem ser vistas na Tabela 4.25. Observe que para cada fonte, escolhemos trés poligonos com
distribuicdo de probabilidades préxima a da fonte em cada caso.

Uma vez selecionadas as fontes, aplicamos os métodos CBH e Tunstall utilizando N = 3 e

r = 2. Os resultados iniciais mostraram que em varias situa¢des o método CBH ndo produziu
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Fonte | Poligono | § | p(0) | Fonte | Poligono 5 | p(0)
U1 VU3 (%] V3
16a 1/3 1/2 6 20a 5/16 | 1/3 | 48
16b 1/3 2/5 | 15 | 0.620 20b 5/11 | 1/2 22 | 0.843
16c | 1/4 | 2/7 | 28 20c | 1/3 | 6/17 | 51
17a | 2/11| 1/5 | 55 21a | 1/4 | 7/27 | 108
17b 2/9 1/4 |36 | 0.689 21b 1/5 | 7/34 | 170 | 0.873
17c 2/7 1/3 |21 21c 0/1 1/7 7
18a | 1/5 | 3/14 | 4 22a | 8/17| 172 | 34
18b 0/1 1/3 3 | 0.740 22b 0/1 1/9 9 0.897
18c 3/16 | 1/5 | 80 22c 9/19 | 1/2 38
19a | 3/7 | 1/2 | 14
19b | 1/3 | 4/11 |33 | 0.785
19c | 1/4 | 4/15 | 60

Tabela 4.25: Fontes binarias extras selecionadas.

bons resultados. Além disso, a razdo digitos do cddigo/digito da fonte ndo se mostrou um indice
adequado.

Observando os resultados vimos que a razdo entre a probabilidade maxima e minima da
fonte quando comparada com a razao entre a probabilidade maxima e minima do poligono inicial
selecionado poderia explicar uma parte dos resultados. Vamos chamar esse razao de PM. Quando
essa razao for referente a fonte, ela serd chamada de PMF e quando for referente ao poligono

selecionado de PMP. Ela serd dada por:

B Probabilidade Maxima

PM = Probabilidade Minima

Desde o inicio pudemos observar que quando escolhemos uma arvore referente a uma tesselacao
qualquer, a medida que aumentamos a profundidade nessa arvore, a razao PMP aumenta. No
caso das arvores obtidas pelo método de Tunstall, essa razao é a mesma em cada ramo. Assim,
quando escolhemos um poligono inicial cuja distribuicdo de probabilidades é parecida a distribui¢ao
de probabilidades da fonte, na verdade estamos escolhendo uma arvore onde apenas o ramo inicial
possui razao PMP parecida com a razao PMF.

Além de observarmos os valores das varidveis PMF e PMP para cada fonte, observamos o
nimero de folhas e a profundidade méxima das arvores obtidas em cada método. Uma vez
selecionado um valor para [,, cada método gerou uma drvore onde os [, ramos mais provaveis

foram estendidos. Em alguns casos, a arvore gerada teve algum ramo cortado a fim de adequar

H(¢)
E[Y] log 2
Seja F; o nimero de folhas da drvore antes de ter algum ramo cortado, F' o nimero de

a razao ao limite dado por
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folhas da arvore final (ap6s ter algum ramo cortado), Pf; a profundidade méxima da arvore antes
de ter algum corte em algum ramo e Pf a profundidade maxima da arvore final. No nosso
caso, somente estamos interessados nas alteracdes feitas da arvore do método Cédigo de Bloco
Hiperbdlico. Quando a arvore final de ambos os métodos tiverem os mesmos valores de Pf e F
isto indicara que ambas as arvores sdo iguais.

Os resultados para o caso binario podem ser vistos na Tabela 4.26. Note que somente teremos
valores para as varidveis P f; e I; quando a arvore tiver sofrido alguma alteragcdo. Para as 7 ultimas
fontes apresentamos apenas o resultado do poligono que obteve o melhor desempenho.

A partir dos resultados apresentados na Tabela 4.26 podemos ver que das 22 fontes testadas
em apenas 8 dos casos o método CBH produziu uma arvore bindria com as mesmas caracteristicas
das arvores produzidas pelo método de Tunstall. Nesses casos, vemos que a arvore inicialmente

gerada n3o sofreu alteracdes e o valor da varidvel PMF foi maior que 5.0.

Fonte | PMF | PMP | Tunstall CBH Fonte | PMF | PMP | Tunstall CBH

F{Pf|F | Pf | F|Pr FPf | F | Pfi | F|PrF
1 1.5 1.5 8 4 8 5 7 5 12 6.7 6.7 8 7 - - 8 7
2 2.2 2.2 8 5 8 6 7 5 13 7.3 7.3 8 7 - - 8 7
3 2.3 2.3 8 5 8 6 7 6 14 9.0 9.0 8 7 - - 8 7
4 2.8 2.8 8 6 8 7 7 6 15 1.2 1.2 8 3 8 5 7 4
5 3.2 3.2 8 6 8 7 7 6 16b 1.6 1.7 8 4 8 6 7 5
6 3.7 3.7 8 7 8 7 7 6 17b 2.2 2.3 8 5 8 6 7 6
7 4.0 4.0 8 7 8 7 7 6 18a 2.8 2.8 8 6 8 7 7 6
8 4.5 4.5 8 7 8 7 7 6 19c¢ 3.7 3.8 8 7 8 7 7 6
9 5.0 5.0 8 7 8 7 7 6 20a 5.4 5.3 8 7 - - 8 7
10 5.8 5.8 8 7 - - 8 7 21c 6.9 7.0 8 7 - - 8 7
11 6.2 6.3 8 7 - - 8 7 22c 8.7 9.5 8 7 - - 8 7

Tabela 4.26: Resultados da aplicagdo do método Cédigo de Bloco Hiperbdlico (CBH) e Tunstall
em fontes binarias.

Agora, vamos testar o método CBH em fontes ternarias e ver se podemos encontrar um
comportamento parecido. No caso das fontes ternarias, repetimos o mesmo procedimento feito
no caso das fontes binarias utilizando N = 3 e r = 2. Aproveitamos as 15 fontes anteriormente
escolhidas e acrescentamos 7 novas. Nessas Ultimas, a distribuicio de probabilidades apenas
aproximava da distribuicdo de probabilidades da fonte. As 7 fontes extras selecionadas podem
ser vistas na Tabela 4.27. Na Tabela 4.28 podemos ver os resultados da aplicacao do método de
Tunstall e CBH nas fontes selecionadas.

Agora no caso ternario, das 22 fontes testadas em apenas 4 o método CBH apresenta resulta-
dos diferentes do método de Tunstall. Observando o valor da varidvel PMF vemos que desses 18
casos, em 14 deles o valor dessa razao foi superior a 8 e a drvore nado sofreu alteracdes posteriores.

Observando novamente os métodos, vemos que no método proposto, a arvore de probabilida-
des é fixa. Cada tesselacdo produz uma tnica arvore onde a cada profundidade h, as probabilidades
variam de acordo com as variacGes da série de Farey. Uma particularidade dessa arvore é que con-

forme aumentamos a profundidade da arvore, a cada nd, a valor da razdo PMP vai aumentando.
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Fonte Poligono 5 | p(0) | p(1) | Fonte Poligono 5 | p(0) | p(1)
VU1 Vg Tipo U1 V4 Tipo

16a 1/7 | 1/6 FD 42 20a 7/22 1/3 FD 66

16b 1/8 | 1/7 FD 56 | 0.470 | 0.400 | 20b 7/15 1/2 FD 30 | 0.790 | 0.150

16c 1/9 | 1/8 FD 72 20c 1/3 8/23 FE 69

i7a | 3/13| 1/4 | FD | 52 21a | 1/7 | 2/i3 | FE | 91

17b | 3/10 | 1/3 FD 30 | 0.620 | 0.300 | 21b 0/1 1/2 FE 2 | 0550 | 0.150

17c | 3/7 | 12 | FD | 14 21c | 3/28 | 1/9 | FD | 252

18a 0/1 1/4 FE 4 22a 0/1 1/10 FE 10

18b | 5/46 | 1/9 FD | 414 | 0.715 | 0.250 | 22b | 11/100 | 1/9 FD | 900 | 0.835 | 0.070

18c 5/26 | 1/5 FD | 130 22c 1/3 10/29 | FE 87

19a | 1/3 | 6/17 | FE | 51

19b 1/4 | 6/23 | FE 92 | 0.740 | 0.200

19c | 1/6 | 6/35 | FE | 210

Tabela 4.27: Fontes ternarias extras selecionadas.

Fonte | PMF | PMP | Tunstall CBH Fonte | PMF | PMP | Tunstall CBH

F|PflF,|Pfi| F|Pf FIPflF|Pfi| F|Pf
1 2.5 2.5 9 3 9 3 7 2 12 36.4 37.0 9 4 - - 9 4
2 3.0 3.0 7 2 9 3 7 2 13 48.0 49.0 9 4 - - 9 4
3 5.0 5.0 9 4 9 4 7 3 14 4.2 4.2 9 3 9 4 7 3
4 7.0 7.0 9 4 9 4 7 3 15 2.7 2.7 7 2 9 3 7 2
5 9.0 9.0 9 4 - - 9 4 16¢ 3.6 2.8 9 3 - - 9 3
6 10.5 10.5 9 4 - - 9 4 17b 7.8 4.3 9 3 - - 9 4
7 11.0 11.0 9 4 - 9 4 18c 20.4 6.2 9 4 - - 9 4
8 13.0 13.0 9 4 - - 9 4 19¢ 12.3 6.8 9 4 - - 9 4
9 15.1 15.0 9 4 - - 9 4 20b 13.2 8.5 9 4 - - 9 4
10 19.1 19.0 9 4 - - 9 4 21c 3.7 4.1 7 3 9 4 7 3
11 28.3 29.0 9 4 - - 9 4 22b 12.0 12.1 9 4 - 9 4

Tabela 4.28: Resultados da aplicagdo do método Cédigo de Bloco Hiperbdlico e Tunstall em
fontes ternarias.

No método de Tunstall, a arvore de probabilidades é gerada de acordo com as probabilidades da

fonte, sendo assim a razdo PM de cada nd é sempre a mesma.

O método CBH sempre assume que um simbolo da fonte possui probabilidade muito maior que
os outros dessa forma gerando arvores que ao serem estendidas tendem a prolongar primeiramente
as folhas associadas ao simbolo de maior probabilidade. Sendo assim, a tendéncia do método CBH
é produzir arvores mais profundas. Isto pode ser observado nas Tabelas 4.26 e 4.28 onde vemos
que nos casos onde as arvores produzidas pelo método CBH tiveram que ter ramos cortados, as
arvores iniciais quando n3o tinham a mesma profundidade que as arvores do método de Tunstall,
eram mais profundas.

Quando o valor de PMF ¢ alto, o método de Tunstall naturalmente produz drvores mais
profundas ja que temos um simbolo com probabilidade maior que outros e esse fato é refletido no
momento de construcdo das arvores. Nesta situacao, a ordem em que os ramos sao estendidos
por ambos os métodos coincide e por esse motivo temos arvores iguais. Quando o valor de PMF

é baixo, o método CBH quase sempre acaba estendendo os ramos numa ordem distinta que o
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método de Tunstall.

No caso binario, este fato é mais evidente j& que as arvores produzidas pelo método CBH
mesmo apds terem alguns ramos cortados sdo distintas das produzidas pelo método de Tunstall.
No caso terndrio o método CBH teve um desempenho bem melhor. Para os casos 2, 15 e 21c
apesar da arvore inicial do método CBH ter sido mais profunda que a do Tunstall, apds o corte de
alguns ramos, ela tornou-se igual. Ja nos casos 1, 3 e 4, a arvore inicial produzida pelo método
CBH era igual a arvore de Tunstall mas o corte do ramo acabou gerando uma arvore distinta.
Nestes casos, vemos que o critério de corte dos ramos poderia ser aperfeicoado para melhorar o
desempenho do método.

De uma forma geral podemos ver que a razdo PMF ajuda a explicar um pouco a diferenca
observada entre ambos os métodos. Além disso, vemos que no caso ternario o método CBH
apresentou resultados bem melhores. Sendo assim podemos concluir que no caso onde temos
uma fonte cujas probabilidades dos simbolos é mais dispersa (ndo produz simbolos equiprovaveis,
mas uns bem mais provéveis que outros), o método CBH terd um desempenho bom, produzindo

arvores iguais ao método de Tunstall.
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Capitulo 5

CONCLUSOES

Neste trabalho apresentamos um novo conjunto de tesselacGes hiperbdlicas construidas a partir
de uma tesselacdo conhecida, a tesselacdo de Farey. As diversas propriedades dessas tesselacoes
permitiram a proposta de trés tipos de aplicacdes, sendo duas diretamente ligadas a 4rea de
telecomunicagoes.

Em geral, a construcao de tesselacdes hiperbdlicas conhecidas nio é realizada de forma trivial.
A componente algébrica por tras delas faz com que seja necessario um conjunto de conhecimentos
relacionados a teoria de grupos para sua construcdo. Isto porque, somente através do estudo da
acao combinada dos geradores sobre uma determinada regiao fundamental, é possivel a construcao
geométrica de uma tesselacdo. Neste trabalho ao invés de uma abordagem algébrica, é utilizada
uma abordagem aritmética/geométrica. Uma vantagem da abordagem realizada é que através das
propriedades da série de Farey, é possivel construir rapidamente as tesselagdes sem a necessidade
de se conhecer os geradores.

Um novo conjunto de tesselagdes é apresentado no Capitulo 3. Obtidas através da unido
sistemdtica de triangulos da tesselacdao de Farey, essas tesselacdes podem ser vistas como uma
das principais contribuicoes deste trabalho. Inicialmente é estabelecida uma notacdo apropriada
para representar cada tridngulo, referenciando-os por (P3)y™™®, onde v; e v3 correspondem aos
vértices mais distantes e o indice X separa os tridngulos em dois tipos de acordo com a distancia
entre seus dois vértices (Definicdo 3.2). O Teorema 3.4 é um dos principais teoremas deste
capitulo pois ele apresenta a principal caracteristica dos tridngulos: a presenca dos dois tipos de
tridngulos (segundo a Definigdo 3.2) abaixo de um tridngulo qualquer. O resultado deste teorema
é utilizado em quase todas as demonstracoes dos teoremas apresentados no capitulo.

Trabalhando com tessela¢Ges formadas por poligonos com um nimero de lados par e impar de
forma diferenciada, foi feito um primeiro estudo abordando a tesselacdo formada por poligonos
de 4 lados. O primeiro teorema relativo a essa tesselacdo, o Teorema 3.5, permite caracterizar
completamente essa tesselacdo através dos tridngulos da tesselacdo de Farey. Jd o Teorema 3.6
pode ser visto como uma expansao do resultado do Teorema 3.4 para poligonos de 4 lados.

Esses resultados mostraram ser possivel obter expressdes gerais para tesselacdes formadas por
poligonos de 2n lados. Nesse caso, os resultados principais s3o o Teorema 3.7, que estabelece a

regiao de Dirichlet para o caso geral e o Teorema 3.8. Note que para a construcao das tesselacdes
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formadas por poligonos de 2n lados é necessario a aplicacao da Propriedade 3.1 que estabelece o
tipo dos poligonos de 2n lados.

Com relag3o as tesselacdes formadas por poligonos com niimero de lados impar (ou seja 2n+1)
pode-se ver que sua construcao é similar a realizada no caso anterior. Ao invés de se juntar um
nimero par de triangulos, temos a juncao de um nimero impar sendo que agora eles nao sao
mais do mesmo tipo. Por esse motivo as férmulas para o caso impar tornam-se um pouco mais
complexas. No entanto, foi possivel obter férmulas gerais, tanto para a regidao de Dirichlet como
para os vértices dos poligonos, o que pode ser visto através dos Teoremas 3.9 e 3.10. Neste caso,
a Propriedade 3.5 estabelece o tipo dos poligonos.

Note que enquanto no caso da tesselacao formada por poligonos de quatro lados apresentou-se
uma forma de caracterizar totalmente a tesselacdo através dos triangulos da tesselacao de Farey
(Teorema 3.5), o mesmo n&o foi feito para os casos gerais. Isto deve-se ao fato das informagdes
fornecidas pelos resultados generalizados (Teoremas 3.7, 3.8, 3.9, 3.10 e Propriedades 3.1 e 3.5)
serem suficientes para a construcao de qualquer tesselacdo dado um valor de n, desde que n > 3.

No Capitulo 4 s3o apresentadas as outras contribuicoes deste trabalho, as aplicacoes das
tesselacoes estudadas. Na Secdo 4.1 pode-se ver a primeira aplicacdo, um novo método de
codificacdo de geodésicas. Em geral, os métodos de codificacdo de geodésicas sao complexos em
sua implementacao, principalmente quando o nimero de lados da regido de Dirichlet é superior a
4.

Nas tesselagdes sendo propostas, os vértices dos poligonos s3ao elementos da série de Farey.
Explorando a relacdo existente entre essas tesselacGes e a série de Farey, foi possivel propor um
novo método de codificacao de geodésicas que pode ser visto como uma extensao do método de
C. Series ([Seri 85]) para codificacdo de geodésicas. No método proposto, referenciado por CGPn
(Cédigo para Geodésicas em Poligonos de n lados), através da decomposigdo em fragdes continuas
do ponto atrator de uma geodésica pode-se encontrar sua sequéncia cortante em qualquer uma
das tesselacdes propostas. Nas Tabelas 4.5, 4.6, 4.9 e 4.10 pode-se ver como obter as sequéncias
cortantes (ou seja, o cédigo para geodésicas) em tesselagdes formadas por poligonos com n lados
a partir do cédigo CGP3 de uma geodésica. Ja no Apéndice A pode-se ver o algoritmo para a
obtencao das sequéncias cortantes diretamente a partir da decomposicio em fracdes continuas
do ponto atrator de uma geodésica.

Apds a implementacdo e testes do método CGPn pode-se verificar que o novo método de codi-
ficacao de geodésicas se mostrou eficaz na representacdo de uma geodésica no plano hiperbdlico.
Pela facilidade de implementacdo do método, tem-se uma nova perspectiva de construcdo de
cédigos para codificacdo de geodésicas.

Um dos maiores problemas encontrados no estudo dessas tesselagdes foi o fato das regides
de Dirichlet associadas terem todos os vértices na fronteira, situacao que nao é usual quando se

trabalha com tesselacdes hiperbdlicas. Além disso, estudos preliminares mostraram que a busca
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por geradores e relacoes que estivessem casados com o particionamento considerado ndao é um
problema trivial. Como para a implementacdo das aplicagdes o conhecimento dos geradores nao
era necessario, este problema foi deixado em aberto para estudos futuros.

A aplicacao das tesselacdes em codificacdo de fontes é realizada na Sec¢do 4.2 do Capitulo
4. Uma das motivagles iniciais que levaram a este tipo de aplicacdo foi a possibilidade da
construcdo de uma drvore de probabilidades a partir de cada tesselacdo. Um dos principais
resultados aparece no Corolario 4.2, onde se verifica que a probabilidade da geodésica tomar um
determinado caminho numa tesselacao corresponde a distancia entre os vértices mais distantes do
dltimo poligono cortado. Tal resultado permite a construgdo rapida da arvore de probabilidades.

A partir da arvore de probabilidades foi possivel propor dois novos métodos de codificacao, cada
um apresentando uma contribuicdo para uma aplicacdo distinta. Considerando cédigos de arvore
para codificacdo de fontes, propomos inicialmente dois métodos, o método Arvore Hiperbdlica
(AH) e uma variacdo deste, o método Arvore Hiperbélica com Inversio de Poligono (AHIP). A
diferenca basica entre esses dois métodos esta na forma em como é feita a associacao dos simbolos
da fonte aos lados de um poligono para a escolha da arvore de probabilidades. Esses dois novos
métodos, AH e AHIP, permitiram generalizar o método de Elias uma vez que n3o estdo mais
limitados ao particionamento do intervalo [0, 1].

Comparando ambos os métodos, vemos que em termos de implementacido o método AH é
bem menos complexo que o método AHIP. O fato do método AHIP levar em consideracdo o
tipo de poligono a cada etapa e eventualmente fazer a inversao do poligono, torna-o bem mais
complexo, uma vez que considerando a meméria introduzida, conduz a cédigos de trelica. No caso
de uma implementag¢do computacional, este método exige mais recursos (em termos de tempo de
processamento) que o método AH.

Através dos resultados dos estudos comparativos apresentados nas Secdes 4.2.2 e 4.2.3, pode
se ver que tanto no caso binario e terndrio, o método AH apresentou um desempenho ligeiramente
melhor que o método AHIP na maioria dos casos. Sendo assim, para aplicagdes futuras tanto em
termos de resultados como em termos de complexidade, o método Arvore Hiperbdlica (AH) é o
mais adequado.

As comparacoes realizadas entre os métodos de Elias e os métodos Arvore Hiperbdlica e Arvore
Hiperbdlica com Inversiao de Poligono mostraram que os métodos propostos s3o promissores
quando comparados ao método de Elias principalmente com o uso de uma estratégia simples
de escala. Acreditamos que o uso de uma estratégia de escala mais elaborada possivelmente
melhoraria o desempenho do algoritmo.

Considerando os cddigos do tipo variavel-fixo foi possivel propor um novo cédigo, o Cddigo
de Bloco Hiperbdlico (CBH), que pode ser visto como uma generalizagdo do método de Tunstall
para o caso hiperbdlico. Este novo método utilizou as tesselacdes estudadas para gerar arvores de

decisdo e, quando comparadas as arvores geradas pelo método de Tunstall apresentou resultados
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muito parecidos.

Sabe-se que o método de Tunstall produz uma &arvore étima. Sendo assim, considerando
o método de Tunstall como referéncia, vemos que o bom desempenho do novo método esta
relacionado a distribuicdo de probabilidades dos simbolos da fonte. Através dos resultados obtidos,
pode-se ver quanto mais assimétrica esta distribuicdo de probabilidades (ou seja, mais dispersas
as probabilidades), melhor o desempenho do método Cédigo de Bloco Hiperbdlico, igualando-se
ao método de Tunstall.

A partir desses dois novos métodos, temos entdo uma nova classe de cédigos de fonte, os
cédigos hiperbdlicos. Até onde é de nosso conhecimento, este trabalho contém propostas inova-
doras e n3o consideradas anteriormente na literatura.

O fato das probabilidades associadas aos vértices de cada poligono sofrerem pequenas varia¢Ges
a medida que a profundidade na arvore aumenta, sugere que talvez estes métodos sejam mais
adequados ao caso de fontes variantes com o tempo. Além disso, nos casos estudados nem sempre
as fontes possuiam entropia maxima (cujos simbolos s3o igualmente provaveis), evidenciando que
talvez estes métodos possam ser mais adequados a uma situa¢do onde esta suposicao nao seja

verdadeira.

5.1 Sugestoes para Trabalhos Futuros

Tendo em vista os resultados obtidos neste trabalho, apresentamos a seguir algumas sugestoes

para trabalhos futuros:

e Estudo dos geradores de cada tesselacao procurando verificar qual o género da superficie

associada em cada caso;

e Aprimoramento da estratégia de escala para os métodos AH e AHIP, comparando os resul-

tados com o método de Elias implementado com a estratégia de arredondamento e escala;

e Introduzir memdria na arvore de probabilidades dos métodos AH e AHIP. Tal abordagem,
levaria estes codigos a passarem de cddigos simples de drvores a cédigos de trelicas, aumen-
tando sua complexidade. Nessa situacdo seria interessante fazer um estudo da aplicacdo do

cédigo de Tunstall a esses cédigos de trelica;

e Fazer um estudo da dindmica simbdlica para fontes caracterizadas estatisticamente como

Gauss-Markov;
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e Buscar através do estudo das transformacdes de reflexdo, uma forma algébrica para a re-
alizacdo da codificagdo de geodésicas simples e fechadas. Uma alternativa de inclusdo do

“word problem”’;

e Fazer um estudo do “word problem” utilizando grupos de reflexdao com dois geradores para

o grupo de tesselagBes estudadas num trabalho parecido ao apresentado em [Mumf 02].

e Estudo da aplicacdo dessas tesselacoes na area de constelagdo de sinas, calculando-se o erro

associado a cada tesselacao.
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Apéndice A

ALGORITMOS PARA OBTENCAO DE CODIGOS NAS NOVAS

TESSELACOES

A.1 Tesselacoes constituidas por poligonos de 2n lados

Assumiremos que a tesselacdo serd constituida por poligonos de 2n lados (n > 3); que a

geodésica orientada pertence a PSL(2,7); e cujo ponto atrator tenha decomposi¢do em fragdes

continuas dada por 5 = [fig, i1, 122, - - -, Tp ).

Sabemos que o cédigo numa tesselacdo formada por poligonos de 2n lados serd dado por
EE;, E,E;, ... com i € {1,...,2n — 1}. Desejamos obter o cédigo a partir dos valores
ng, N1, N, . ... Afim de facilitar a obtencdo deste cédigo, vamos separa-los em sequéncias disjuntas
chamadas de palavras-cédigo, A, de forma que a unido de todos os valores de A, nos fornecerad

o cédigo. Isto significa que:

A[) U A1 @) AQ U-.-= E?OEilEigEig S

O algoritmo é dado por:
Passo 1 - A partir de ny obtenha Ay, fazendo Ay = EJ°;

Passo 2 - Considere os valores de n; e ny e selecione na Tabela A.1 o valor de A; correspondente.
Seja r tal que 2n = 2(r +1). Logo, r =n —1;

Passo 3 - Vamos definir as varidveis P, i e u;. A varidvel P, conterd a informac3o do tipo do
poligono, u,, serd a quantidade de n; que foi utilizada na elaboracdo da palavra-cédigo Ay

e a variavel ¢ serd uma varidvel auxiliar. Utilize a tabela A.2 para obter os valores iniciais
de P, 17, u; e k=1;

Passo 4 - Atualize os valores de k e n; fazendo k — k+1 e n; — n; —u,_,. Agora, tome o valor

atualizado de n; e verifique se é maior ou igual a 2n, caso seja verdade, faga t = [[n;/2n]]
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Aq
Ng =r Ey
n=1 ng >r FEs

ng <71 Er nyio
np=r+1| FEoq
nm>1n>r+1 Foriq
n <r+1 Er+n1

Tabela A.1: Valores de A; em uma tesselacdo formada por poligonos de 2n lados.

P1 (251
ng =r FD 0
ny =1 no >1r FD

ng <7 FE 1
n=r+11|FE 0
n>1|n>r+1]| FE | r+1
n<r+1|FD 1

Tabela A.2: Valores de P, i e u;.

N R N WN W=

e s =n; — 2n.t. Caso contrario, facat =0¢e s = n;;

Passo 5 - Obtenha o valor da palavra-cédigo Aj através da Tabela A.3;

Ak P, | ug 1
i impar | t=0 By FD | 0 | +1
P,y =FF |iimpar | t#0 E§r+1Es+1 FD | 1 | +1
i par E FD| 1 | +0
i impar Eoriq FE| 1 | +0
P._1=FD i par t=0 Fonti1—s FE 0 +1
ipar |t#0 | EtEy1-s | FE| 1 | +1

Tabela A.3: Valores de Ay, P, u; e incremento para 1.

Passo 6 - Atualize os valores de P, u; e i através da tabela A.3 e volte ao Passo 5 até o
cédigo formado por Ag U Ay U ... Ay apresentar uma periodicidade, fornecendo um cédigo

eventualmente periddico.

Observe também que o indice de n; esta relacionado ao cédigo CGP3 uma vez que os indices
impares de n; correspondem aos indices da palavra D e os indices pares de n; correspondem aos
indices da palavra E. Assim, apesar do algoritmo de codificacao nao depender do conhecimento

do cédigo CGP3, este estd sendo indiretamente utilizado no procedimento de codificacao.
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A.2 Tesselacoes constituidas por poligonos de 2n + 1 lados

Da mesma forma considerada no caso de poligono de 2n lados, descreveremos o algoritmo

para a obtencao do cédigo para poligonos de 2n + 1 lados.
Passo 1 - Obtenha o valor de A, fazendo Ay = EJ°;

Passo 2 - Calcule o valor de A; utilizando os valores de n, e ny na Tabela A.4;

Ay
ny>n Eon
n<leng=1 E2n1+1

n<leng>1 E2n1

Tabela A.4: Valores de A; em uma tesselacdo formada por poligonos de 2n + 1 lados.

Passo 3 - Inicialize as variaveis Py, i e u;, para k = 1 através das informacdes da Tabela A.5;

P1 (75} )

nyL>n FE | n |1
n<lenyg=1|FE 1 3
ni<leny>1]|FD 2 2

Tabela A.5: Valores de Py, 7 e uy para k = 1.

Passo 4 - Atualize os valores de k e n; fazendo k — k+1en; — n; — up_1;

Passo 5 - Se P, ; = F'FE, obtenha o valor da palavra-cédigo Aj;, diretamente da Tabela A.6.

Caso contrario obtenha o cédigo que serd da forma FE. através da mesma tabela e faca

Ak = E2n+177';
Ay P, | ug )
Ap > 2 By FD| 2 | +0
Ap>n—1 FEs, FE n +0
i impar A=n—1 Eoyx+1 | FD | 1 | 41
A<n—1e N+l =1 Eg)\kJrQ FE 1 +2
A<n—1lenip >1 EQ/\k_H FD | 2 | +1

Tabela A.6: Valores de Ay, Py, uy e incremento para 7.
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Passo 6 - Atualize os valores de P, u; e i através da Tabela A.6 e volte ao Passo 4 até o cddigo
formado por AgU A U. .. A, apresentar uma periodicidade.Devido a essa relagio existente
entre as tesselacdes e a série de Farey, foi possivel obter um novo método de codificacio
de geodésicas que pode ser visto como uma extensdo do método de C. Series ([Seri 85])
para codificagdo de geodésicas. No método proposto (apresentado no inicio do Capitulo 4)
através da decomposicao em fragdes continuas do ponto atrator de uma geodésica, podemos

encontrar sua sequéncia cortante em qualquer uma dessas tesselacoes propostas.
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