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Resumo

O presente trabalho tem como meta principal construir constelacdes de sinais
geometricamente uniformes no plano hiperbdlico, visando considerd-las como alfabeto para
geracdo de cddigos de espaco de sinais, em particular os cdédigos de classes laterais
generalizados. Para estabelecer estas constelagdes foi escolhido um conjunto de sinais
geometricamente uniforme, constituido pelos centros dos octégonos da tesselacdo {8, 8}.
Depois foi obtido um rotulamento para os elementos do grupo gerador dos conjuntos de sinais
geometricamente uniformes em cada classe lateral. Finalmente, a partir do isomorfismo rétulo

obtivemos um rotulamento isométrico para os elementos do conjunto de sinais.
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Abstract

Our goal in this work is to construct hyperbolic geometrically uniform signal constellations
(more specifically g-torus) that are able to act as alphabets for ge neration of codes. To obtain
these constellations we choose geometrically uniform signal sets consisting of the centers of the
p-gons of tessellations of type {p, q}. From these constellations we obtain labelings for the
elements of the generator group of the geometrically uniform signal sets in each coset. Finally, by

the label isomorphism we obtain an isometric labeling for the elements of the signal set.
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Lista de Simbolos

—

G, *) : grupo.

: grupo quociente do grupo G pelo subgrupo H.

T

D : o grupo diedral de grau m.

H < G : Hé um subgrupo normal do grupo G.

[G : H] : indice do subgrupo Hde G.

| G| : ordem do grupo G.

[ ]s

el : produto direto dos grupos G;.

Ker(f) : nicleo do homomorfismo de grupos f: G = H .
MPSK ouZ, : o grupo ciclico de ordem n.

R2*2 : o grupo aditivo das matrizes 2 x 2 sobre 0s niimeros reais.
GL (2,R) : o grupo linear geral das matrizes 2 X 2 sobre os niimeros reais.
SL*(2,R) : o grupo ortogonal.

SL(2,R) : o grupo ortogonal especial.

PSL*(2,R) : o grupo ortogonal projetivo.

PSL(2,R) : o grupo ortogonal especial projetivo.

G = H X, J o produto semi-direto de A por /.

G =({gi}icr; {Rj = 1}j¢;) : presentacio do grupo G
pelos geradores {gi};c; e pelas relagdes {R; = 1} ;.

d(x, y) : distancia entre os pontos x e y do espago M.

[ x Il : norma do vetor x.

B2: modelo do circulo unitario do plano hiperbélico

H? : modelo do semi-plano superior do plano hiperbélico.
S : conjunto de sinais.

C: constelacdo de sinais.



s ) L.
m:4 — o : rotulamento isométrico.

C : cédigo em geral.
R : taxa de um cédigo.
V,(s) : regido de Voronoi associada ao ponto de sinal s.

DP (s) : perfil de distancia global associado a um ponto s € S.
I' : grupo fuchsiano.

F : regido fundamental de um grupo G.

D,(T) : regido de Dirichlet de I' centrada em p.

C (Si,): c6digo de espaco de sinais.

U(S) : grupo gerador do conjunto de sinais geometricamente uniforme .5.

U'(.5) : subgrupo normal de 1/(.5).
Si,: particdo geometricamente uniforme.

{p, q} : tesselagio.

[p, q] : grupo de isometrias da tesselagcao {p, ¢}.
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Capitulo 1

Introducao

O presente trabalho tem como meta principal construir constelacdes de sinais

geometricamente uniformes no plano hiperbdélico.

Apesar do nimero infinito de tesselagdes existentes no plano hiperbdlico, as que se destacam
para nossos propositos sdo aquelas da forma {49, 49}, g > 1 ( neste caso g = 2). Estas se
mostraram ferramenta eficiente na constru¢do de constelacdes de sinais com importantes
propriedades algébricas e geométricas. As propriedades algébricas e geométricas apresentadas
por estas constelacdes € que tornam a implementagao de um sistema de comunicagdo digital mais
simples possivel, mantendo ainda assim seu bom desempenho. Destas tesselacdes podemos

afirmar que:

Os conjuntos de sinais S consistindo dos centros dos 4g-dgonos da tesselacdo {4g,<4g} sdo

geometricamente uniformes.

Cada grupo fuchsiano T gerado pelas isometrias que emparelham os lados do 4g-dgono (regido

fundamental F para T') € isomorfo ao grupo fundamental da superficie compacta do g-toro

F
resultante da relagdo de equivaléncia que identifica os lados de F ou seja, —
r

Durante esta dissertacdo, alguns trabalhos foram de grande importancia. Por exemplo, em [5]
encontra-se a idéia de representacdo geométrica de cddigos por meio de constelagdes de sinais,

ou seja, o conceito de codigos geometricamente uniformes em R”.

Em [10], Lazari estendeu os conceitos descritos por Forney [5] em R™ ao plano hiperbélico.

Em seguida obteve subgrupos normais do grupo fuchsiano

12



r =(A;,B; ,A;,B; 1Ay BiAT' Bi'A; B, A;' Byt = 1)

gerador da tesselacdo {8, 8}, possibilitando-nos particionar o plano hiperbdlico para construir as

constelagdes de sinais abordadas no capitulo 5.

A idéia de associar cada ponto de uma constelacdo de sinais um elemento de um grupo
iniciou-se com Slepian, introduzindo o conceito de cédigos de grupo. Estes sdo caracterizados
como conjuntos finitos de pontos do espaco euclidiano R"™ gerado por grupos G de matrizes

ortogonais R atuando em um ponto inicial Xy, ou seja, C = {R(xq) : R € G}.

Mais tarde, em [5], Forney introduziu uma classe de codigos de grupos mais geral que os
codigos de grupo do tipo Slepian, os assim chamados cédigos geometricamente uniformes. Para
este tipo de codigo, o grupo gerador G € considerado como sendo um grupo de isometrias

arbitrarias e ndo somente de transformagdes ortogonais.

Como as palavras-codigo sd@o sequéncias de simbolos sujeitas a algum padrdo, a forma de
padronizacdo que se mostrou mais adequada € aquela em que existe uma acdo transitiva de um
grupo no conjunto de sinais. Portanto, considerando constelacdes de sinais geometricamente
uniformes como alfabeto para geracdo de cddigo, o resultado sdo os cddigos geometricamente

uniformes.

A caracterizacdo algébrica e geométrica de uma constelagdo geometricamente uniforme,
consiste em uma ferramenta importante para trabalhar com cddigos tanto se em espagos
euclidianos como em espacos mais gerais, como no caso do plano hiperbdlico, onde ndo

dispomos da estrutura de espaco vetorial.
Este trabalho esta dividido da seguinte forma.

No capitulo 2 introduzimos os conceitos bdsicos de estruturas matematicas (grupos e espagos
métricos). Em seguida apresentamos nocdes da geometria hiperbdlica; tratamos de alguns
modelos para esta geometria e algumas de suas propriedades. Fazendo r = 0 no teorema de
Poincaré (teorema 2.5.12), obtém-se o resultado mais importante deste capitulo, este diz que o

plano hiperbodlico € o recobrimento universal de qualquer g— toro, g > 1.
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No capitulo 3, apresentamos alguns topicos referentes a teoria da informacdo e codificacdo,

em seguida, estudamos tesselagdes regulares nos planos euclidiano e hiperbdlico.

No capitulo 4, estudamos as propriedades de simetrias dos conjuntos de sinais

geometricamente uniformes.

O tema central da dissertacdo encontra-se no capitulo 5, nele construimos constelagdes de

sinais geometricamente uniformes obtidas da tesselacdo {8, 8}.

No capitulo 6 abordando o conceito de cddigos geometricamente uniformes. Em particular, os

codigos de classes laterais generalizado.
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Capitulo 2

Grupos e Espacos Métricos
2.1 Revisao de Teoria dos Grupos

Definicao 2.1.1. Um conjunto ndo vazio G, possui uma estrutura de grupo se existe uma
operac¢do bindria,
*:G X G — G, denotada por:(a * b) — a * b, satisfazendo os axiomas:
Gy:a *(bxc)=(axb)xc,paratodos a,b,c € G. (Associativa)
G,: Existe e €G talque a* e = e *a ,paratodo a € G . (Existéncia do elemento neutro)
G5 : Se para cada elemento a € G podemos determinar um elemento a’ € G tal que
a *a’' =a' *a = e . (Existéncia do elemento inverso).
Se em um grupo (G,*) ainda valer a propriedade adicional,

G,:Paratodo a, b € G, a *b = b * a, dizemos que G é um grupo comutativo ou abeliano.

2kmi

Exemplo 2.1.1. O conjunto MPSK = {e M :k =0,...,M — 1} é um grupo com a operagio

de multiplica¢do de nimeros complexos.

Iremos introduzir agora duas classes de grupo muito utilizadas no processo de modulagdo

codificada.

O grupo Z,, das classes de restos médulo n, com a operacdo de soma médulo n. (x xy € o

resto da divisdo da soma usual de x + y por n ). Como consequéncia temos que
Z,=1{0,1,2,..,n— 1}, paratodo n > 2.
Analogamente, define-se a operagcdo produto moédulo 7.

A outra classe importante de grupos, sdo os grupos diedrais que denotamos por Dy, com

M > 3, também conhecidos como grupo de simetrias de poligonos regulares planos de M lados.

15



A operacdo em Dy € dada pela composicao de funcdes. Seja r a rotagdo do poligono de %T

radianos em torno do eixo de simetria perpendicular ao plano poligonal, e s a reflexdo em torno

da mediana de qualquer aresta do poligono. Entdo os elementos de Dy, sao:
id,r,...r

As simetrias r e s podem ser representadas na forma matricial por:

21 . 2T T . T

COSW —smﬁ cosM SLnM

=1  o2nm 2 | S=|l .om T
Slnﬁ COSW SlTLM _COSM

Defini¢ao 2.1.2. Seja (G,*) um grupo. Um subconjunto / de G é um subgrupo de G, se H
munido da mesma operacdo de G, forma um grupo. Denotamos o fato de A ser um subgrupo de ¢
por H< G. Seja agora o subgrupo de G obtido da seguinte forma: dado g € G, o conjunto  (g) =
{ 9" : n€Z} é um subgrupo de G, é chamado de subgrupo ciclico de G gerado por g. Podemos
definir a ordem de um elemento g € G, como sendo o nimero |g| = [(g)| . Dessa forma, a ordem

de g € finita se for finita a ordem de (g) , caso contrario, dizemos que ¢ tem ordem infinita.
Exemplo 2.1.2. H = (r) = {id, r,r™~1} € um subgrupo ciclico de Dy, € |r| = M.

Definicao 2.1.3. Uma particdo de um conjunto X é uma decomposicdo deste conjunto em

subconjuntos X, tal que

(i) X; #= @ para todo i
(ii) XiN X; =@ paratodo i #j
(iii)) U X; = X.

Seja X'um conjunto e R um subconjunto do produto cartesiano X x X. Em outras palavras, ‘R é
a colecdo de pares ordenados (x + y) cujas coordenadas estdo em X. Dados x e y € X, dizemos
que x esta relacionado com y (e denotamos por xRy ) se o par ordenado (x,y) € R. Se ainda

valer as seguintes propriedades:
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(a) Paratodo x € X, xRx. (reflexiva)
(b) Se xRy entdo yRx, Vx,y € X (simétrica)

(c) Se xRy e yRz, entdo xRz. (transitiva).
Chamamos ‘R uma relacio de equivaléncia em X.

Para cada x € X a colecdo de todos os pontos que estdo relacionados com x € escrito por R(x)

e dito a classe de equivaléncia de x. Pode-se mostrar que R(x) = R(y) sempre que (x,y) € R.

Teorema 2.1.1. As classes de equivaléncias distintas de uma relacdo de equivaléncia em X

formam uma particdo de X.

Sejam H um subgrupo de Ge R={(x,y) EG X G : y~1 x € H}. Pode-se mostrar que R ¢

uma relacdo de equivaléncia em G.

A classe de equivaléncia de um particular elemento g € G consiste de todos aqueles x € G que
satisfazem g ~' x € H. Neste caso g ' x € H'se x = gh para algum h € H. Portanto, R(g) = gH =
{gh : h € H} . O conjunto gH é chamado classe lateral a esquerda médulo 4. Agora, se
R={(x,y) EG XG:xy~! € H.}, teremos novamente uma relagio de equivaléncia em G.
Neste caso a classe de equivaléncia de g é R(9) = Hg = {hg : h € H} denominada classe lateral a
direita modulo 4. Pelo Teorema 2.1.1, as classes laterais a esquerda e a direita de Hem G

constituem parti¢cdes para G.

Observamos que em geral g * H# H * ¢. No caso em que valer g * /= H * g para todo g € G,

G
dizemos que /€ um subgrupo normal de ¢ e indicamos por // < G. Neste caso, o conjunto — =

{g* H: g€ G} munido da operacdo (g * H) * (¢'* H): =(g * §) » Hé um grupo chamado grupo
quociente de ¢ pelo subgrupo normal A. Se ocorrer que o nimero de classes laterais 4 esquerda

ou a direita forem finito e iguais, entdo este valor comum € chamado indice de H em G e

Gl _ (e
| =G H].

indicamos por [G: H] . Segue que

17



Defini¢do 2.1.4. Um elemento de G da forma xyx~1y~1 é denominado um comutador de Ge

o subgrupo gerado por todos os comutadores € o subgrupo comutador de G, denotado por [ G, G]

Teorema 2.1.2. Seja G um grupo. As seguintes afirmacoes sdao verdadeiras:
(1) O subgrupo comutador de G é normal

(2) O grupo quociente G/ [ G, G] é abeliano

(3) Se Hé um subgrupo normal de G no qual G/H é abeliano, entdo [ G, G] C H.

O subgrupo comutador é o menor subgrupo normal de ¢ para o qual o correspondente grupo
quociente € abeliano. Quando formamos o grupo quociente G/[ G, G] , dizemos que abelianizamos

G.

Em um grupo G, um subconjunto S de elementos com a propriedade que, todo elemento de ¢
pode ser escrito como produto de elementos de S € chamado um conjunto de geradores de G.

Denota-se isto por G'=(S) e diz-se que G é gerado por S.

Defini¢ao 2.1.5. Uma aplicac¢do, definida entre dois grupos (G,*) e (G, o),tal que , ¢(a * b) =
@(a)o ¢(b),V a,b € G, é chamada de homomorfismo de G em G’. No caso do homomorfismo
ser ainda bijetor, diremos que , € um isomorfismo e os grupos G e G’ isomorfos. Usamos a
notagdo G = G’ para denotar este dltimo caso. Um automorfismo é um isomorfismo de um grupo

(G,*) nele mesmo, o qual indicamos por Aut (G).

Teorema 2.1.3. Se o indice [G : H] = 2, entdo H é um subgrupo normal de G e o grupo

quociente G/H é isomorfo a Z,.

Vamos agora apresentar um exemplo envolvendo os conceitos mencionados acima. Considere
o conjunto dos nimeros inteiros Z sob a operagdo de adi¢do usual. Claramente o conjunto 4Z €
um subgupo ( normal ) de Z.
0+4Z={...-8,74,0,4,8, ...}
1+4Z={...,-7,-3,1,5,9...}
2447 ={..,76,72,2,6, 10, ...}
34+44Z={-5-1,3,7,11...}.
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Cada classe lateral de 4Z em Z pode ser representada escolhendo um de seus elementos, o qual
denominamos representante da classe lateral. Neste exemplo os elementos 0,1,2,3 sdo os

representantes das classes laterais 0 + 4Z, 1+ 4Z, 2 + 47, 3 + 47Z respectivamente.

O conjunto das classes laterais % = {6 T,Z_,S_} forma um grupo isomorfo a Zi, com

operacgdo definida pela tabela abaixo.

Definicdo 2.1.6. Sejam X um conjunto nio vazio e G um grupo. Uma acdo de ¢ sobre X é uma
funcdo * : Gx X— Xsatisfazendo:
1)ex =x,

2) (91 92) (x)=¢:1(92x), paratodo x € Xe g, 2 € G.

2.2. Apresentacao de Grupos

Considere um conjunto S cujos elementos sdo simbolos distintos {x;};c;. Com esses elementos

podemos formar palavras, estas sdo expressas na forma:

W = xf(l)xg(z) ...x,i(k),

comx; €Seé(i) = +1, ou seja, do conjunto S = x;¢; obtemos um alfabeto {x},x;*;i € I}

com o qual formamos palavras. Com esta notagdo, dizemos que uma palavra € vazia se nao
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possui simbolo algum. Uma palavra é dita reduzida se nio contém x! seguido por x~1, ou

x " 1seguido por x! para todo x € S. Observe que cada palavra pode ser simplificada na forma
reduzida, desde que eliminamos os pares semelhantes x~! x*ou x! x lsempre que ocorrer na

palavra.

Usando justaposi¢do de palavras reduzidas como regra de composicdo, e reduzindo a palavra
resultante, se necessario (pois pode ocorrer que depois de feita a composicao, a palavra ndo esteja
mais na forma reduzida), isto torna o conjunto & das palavras reduzidas nos simbolos de S um
grupo. A palavra vazia € o elemento identidade de &, e para cada palavra

W= xEDLED

K : c
=X (9 € G sua inversa ¢ a palavra

W1 = 5§00, 8D

it
k k-1 .

w X
Entdo G com esta operagdo € chamado grupo livre gerado por S. Se, além disso, S € finito

com n elementos, dizemos que o grupo gerado por S € o grupo livre com n geradores.

Veremos agora uma forma mais conveniente de obter grupos livres, considerando classe de
equivaléncias de palavras sobre uma apropriada relacao de equivaléncia. Considere as seguintes
operagdes nas palavras:

(i) inserir xx "tou x~1x na palavra, com x € S

(ii) eliminar xx~! ou x~1x na palavra, com x € S.

Dizemos que duas palavras We W’ sdo equivalentes se, e somente se, W’ pode ser obtida de W
por um ndmero finito de operacdes do tipo (i), (ii). E facil ver que esta é uma relagio de
equivaléncia, e mais, o conjunto das classes de equivaléncia de palavras em S, com justaposi¢ao
como regra de composi¢do, forma o grupo livre formado por S, isto porque esta relagdo de
equivaléncia reduz cada palavra W na sua forma reduzida. Logo o elemento identidade deste
conjunto € a classe de equivaléncia da palavra vazia e a inversa da classe de equivaléncia da

. c A . 1
palavra reduzida W € a classe de equivaléncia da palavra inversa W .

Suponhamos agora que R seja um conjunto de palavras em S. Podemos considerar as seguintes
operacOes adicionais em S:
R . -1
(iii) inserir r ou r na palavra, onde r € R
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. . . _1
(iv) eliminar r ou r * na palavra, onde r € R

Entdo dizemos que as palavras W e W’ sdao equivalentes se, e somente se, W’ pode ser obtido
de W por um niimero finito de operagdes dos tipos (i), (ii), (iii) e (iv). Novamente isto nos d4 uma
relacdo de equivaléncia e como ji dissemos, o conjunto das classes de equivaléncias forma um
grupo. Este grupo é chamado grupo com presentacao (S;R) e denotado por (S;R). S € chamado
conjunto de geradores e R conjunto de relatores. As vezes é mais conveniente escrever os
relatores R do grupo (S;R) como um conjunto de relagdes. Isto significa que o conjunto

{r; r € R} é reescrito como {r=1;r€ R} .

Exemplo 2.2.1. A sequéncia (r,s: r™ =s? =¢,sr = r™ 1s) é uma presentacio para o

grupo diedral Dy,.

1

Exemplo 2.2.2. O grupo ({x,y}; {xyx~1y~1}) é isomorfo ao grupo (Z X Z,+). De fato,

usando as operagdes (iii) e (i) acima, obtemos xy = yx , visto que

xzy = (xyxly ™Dl xy = yxy Tt x7lxy = yxy~ly = yx

Segue imediatamente desta propriedade que x%y? = yPx% para quaisquer inteiros a, b. Logo
k
toda palavra g = x¢MyPM)  xak)ybk) pode ser reescrita como g = x*y?, onde a = ) a(i)
k 1

i=

eb= Zb(i) . Deste modo, definimos o isomorfismo
- B: ({x,y}; eyxty ™) » (ZX Z,+)
Por
g =x%"— 0(x*") = (a,b)

e disto segue o resultado.

Teorema 2.2.1.[12] (teorema de presentacdo de Quocientes). Sejam G grupo com presentacdo
G = ({Xi}iers {Tj = 1}]-61)

e N o subgrupo normal de G gerado pelas palavras {Sy }iek ,entdo:

G
N ((xidiers {1y = 1}j61{5k = Lheex)
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Uma consequéncia imediata deste teorema € que todo grupo € quociente de algum grupo livre.

Teorema 2.2.2.[12] Seja, G = (a4, ..., ap;r(aq, ..., a,) = 1) entd@o G tem um elemento (# 1)

de ordem finita, se r(ay, ..., ay,) € a k — ésima poténcia de alguma palavra do grupo livre nos

{ay, ...,an}.

Definicao 2.2.1. Dados grupos A, J e um homomorfismo ¢: J —Aut (/). Podemos construir
um novo grupo H X ¢ J clamado o produto semidireto de /A e J determinado por ¢, como

segue. Seus elementos sdo pares ordenados (x,y) onde x € H,y J, e multiplicacdo definida por:

() (x,y") = (x.o(x)y ¥).

Teorema 2.2.3. Se H, J sdao subgrupos de um grupo ¢ satisfazendo
(i)H< G

(ii) Hl = G

(ii) HN J = {e}.

Entdo G € isomorfo ao produto semidireto H X ¢ J, onde , ¢ : J — Aut (H) € o

homomorfismo definido por @(y)(x) = yxy~! paratodox € H,y € J.

Se f: G — G’ é um homomorfismo de grupos, dois subgrupos naturais de G e & sao
respectivamente; ker f = {g€G: f(g) =eg} e Imf ={f(g): g € G}.Pode-se mostrar

que ker f < G. Dessa forma podemos enunciar o

Teorema 2.2.4. (teorema do homomorfismo) Seja f : G — G' um homomorfismo, entdo,

Ker f =Imf

A seguir apresentaremos alguns subgrupos importantes dos grupos das matrizes reais de
ordem 2. Na secdo 2.5 mostraremos a relacdo que existe entre alguns destes subgrupos com as

transformacdes de Mobius e consequentemente com as isometrias do plano hiperbdlico.

Consideremos o conjunto das matrizes reais de ordem 2
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b
R2x? ={(Ccld>;a,b,c,d € R}

temos que (R?*?,+) forma um grupo com a operacdo de adicio de matrizes. O conjunto

GL(2,R) consistindo das matrizes A € R**? tal que o determinante é nio nulo
ab
GL(2,R) = {A = (c d) € R?**?2:ad — bc # 0}

¢ um grupo (GL(2,R),.), com a operagdo multiplicacio de matrizes. Este grupo é chamado
grupo linear geral das matrizes 2x2 sobre R. Ainda com a mesma operagio de GL(2,R) temos

0 grupo
SL*(2,R) = {A € GL(2,R) : detA = +1}
denominado o grupo ortogonal. Um subgrupo de SL*(2,R) é
SL(2,R) = {A € GL(2,R) : detA = 1}
chamado o grupo especial.
A partir destes grupos obtemos os seguintes quocientes:
PS*L(2,R) = SL*(2,R)/{*I}

PSL(2,R) = SL(2,R)/ {+I}

2.3. Espacos Métricos.

Seja M um conjunto. Uma funcdo d: M X M — R satisfazendo
(d1)d(x,x)=0

(dy) Sex # yentdaod(x,y) >0

(d3) d(x,y) = d(y,x)
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(dy) d(x,z) <d(x,y) +d(y,z) paratodo x,y,z € M

¢ chamada uma métrica para M. O conjunto M munido de particular métrica é chamado espaco
métrico e € denotado por (M, d) ou simplesmente por M.

1/2

Exemplo 2.3.1. O espago R" junto com a métrica Euclidiana, d(x,y) =[x —y || = [Z(xi —y,)?
i=1

€ um espago métrico.
Se X'é um conjunto finito, € sempre possivel definir uma métrica em M dada pela regra

{d(x,y)=Osex=y
dx,y) =1sex+y

A métrica resultante € chamada a métrica discreta em X .

Definicao 2.3.1. Uma bola aberta em M de centro a e raio ¢ > 0 € o conjunto, denotado por B

(a, &), dos pontos x € M que distam de a menos que ¢, isto é,
B(a,e) ={x € M,d(x,a) < &}

Dizemos que um subconjunto U de M é aberto em M, se para todo x € U existe uma bola
aberta B(x,&) € U. Um subconjunto V€ M é chamado de vizinhanca de x € V, se existe um

conjunto aberto Ucom x e U € V.

Dado um subconjunto X de um espago métrico M, dizemos que x € X é um pSnto interior de
X se existir ¢ > 0, tal que B(a, &) € X. Denomima-se interior de X o conjunto X formado pelos

pontos interiores de X.

Defini¢do 2.3.2. Uma aplica¢do f: M — M’ entre espagos métricos é chamada continua se,

para cada x € M e cada bola aberta B(f (x), &) S M’, existe uma bola aberta B(x,§) S M tal que
f(B(x,8)) € B(f(x),&). Um homeomorfismo f: M — M’ é uma bijegio continua cuja inversa

f~1:M — M' ¢ também continua.
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Definicao 2.3.3. Um ponto x € M ¢ dito isolado quando ele é uma bola aberta em M, ou seja,
quando existe ¢ > 0 tal que B(x, €) = {x}. Um espago métrico chama-se discreto, quando todos

0s seus pontos sdo isolados.

Sejam M um espaco métrico e G um grupo de homeomorfismo de M. Para cada x € M,
definimos a érbita de x por G como o conjunto Gx = {g(x): g € G}. A multiplicidade de um
elemento Gx € a ordem do estabilizador de x, ou seja, |E;(x)| sendo Ez(x) = {g € G: g(x) =

x} (subgrupo que fixa x).

Definicdo 2.3.4. Sejam M, M espacos métricos. Uma aplicacio p : M — M chama-se uma
aplicacao de recobrimento ( ou simplesmente, um recobrimento ) quando cada ponto x € M

pertence a algum aberto V < M tal que,

. p'(V) = U U« ¢ uma reunido de abertos U,
« seU, # Ug, entdo U,NUz = O
* cadaum dos U, € aplicado homeomorficamente por p sobre V.

O espaco M é chamado um espaco de recobrimento de M.

Definicdo 2.3.5. Sejam (M, d) ,(M’,d") espagos métricos. Uma bijecdo continua f: M — M'é
dita uma isometria se d’(f (x), f(y)) = d(x,y) para quaisquer x,y € M.

Definicao 2.3.6. Dado um subconjunto X de um espaco métrico M, definimos a fronteira de X,
denotada por 0X, ao conjunto formado pelos pontos x € X tais que toda bola B(x, €) contém pelo

menos um ponto x € X e um ponto de M — X.

Exemplo 2.3.2. Sejam os conjuntos HZ = {z=x+iy € C:y >0} eD? =z € C:|z| < 1},
entdo, JH? = Re dD? =S' ={z € C:|z| = 1}.

Definicao 2.3.7. Seja X um subconjunto de um espaco métrico M. Uma cobertura de X ¢é
uma colecdo C = (C, ),¢;, de subconjuntos de M tal que X € (U, Cs). Um espago métrico
chama-se compacto quando toda cobertura consistindo de conjuntos abertos possui uma

subcobertura finita.
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Definicao 2.3.8. Seja Xum conjunto J e uma colecdo de subconjuntos de X. Dizemos que 3
¢ uma topologia de Xe que o par (X, ) € um espaco topologico, se os seguintes axiomas forem
satisfeitos:

(i) 0,XESJ

(ii) Se {U;},, € uma familia de membros de J entao LLEJUL' €3

n
(iii) Se Uy, Us, Un € Jentdo (Ui e 3.
i=1

Os elementos U € 3 sdo chamados os conjuntos abertos do espago topolégico (X, ).

Seja I = [0, 1] o intervalo fechado unitdrio. Um caminho em um espaco topolégico M é uma
fungdo continua f:1 — M. No caso em que os extremos coincidem f(0) = f(1), chamamos f

de caminho fechado.

Se fi, f> sdo caminhos em M com f; (1) = f,(0) definimos o produto de f; € f, por:

1
([ f@D OStSE
(fi-f2)@) = {fZ(Zt— 1)% <t<1

Para cada x € M definimos os caminhos €,:1 — M por €,(t) = x (caminho constante) ; se f; é

um caminho em M, definimos o caminho inverso de f; por f;*(t) = f(1 — t).

Definicao 2.3.9. Dois caminhos f;,f;:1 — M entre espacos topoldgicos, sdo ditos

homotdpicos se existir uma aplica¢do continua f:1 X [ — M tal que
F(t,0) = fi(t) e F(t,1) = f,(t) para tE€l

A aplicag@o continua £ é chamada homotopia e os caminhos, f;, f;, chamados homotépicos

sdo denotados por f; = f,. Pode-se mostrar que a relagdo = no conjunto dos caminhos é uma

relacdo de equivaléncia.

Seja f; um caminho em M. Se f;(0) = f;(1) = x dizemos que f é um caminho fechado com
ponto base em x. Denotando por [f;] a classe de equivaléncia deste caminho, temos bem definido
uma operagdo no quociente por, [f1].[f2] = [fi- f2]- O conjunto de todos esses caminhos munido

desta operacdo forma um grupo chamado o grupo fundamental de M, com ponto base em x,

26



denotado por m(M, x). O elemento identidade de w(M, x) € a classe de equivaléncia do caminho

constante [€,] e, a inversa da classe [f] € (M, x) € a classe de equivaléncia do caminho inverso

de f,isto &, [f71].

Definicao 2.3.10. Uma superficie é um espago topolégico X com a propriedade que cada

o
ponto x € X possui uma vizinhanga aberta homeomorfa ao disco aberto D, = {x € R?:|| x lI<

1).

Uma superficie compacta orientavel de género g =1 € uma superficie construida da
seguinte forma: Considere um poligono regular de 4g lados, marcados sequencialmente por
biaibia;byayb,a; ...bgagbza,. Cada um dos lados € orientado por meio de uma seta, (ver
figura abaixo para o caso g = 2). Percorrendo o contorno do poligono no sentido horério,
marcamos as letras dos diferentes lados na sucessdo. Se a seta aponta na mesma dire¢cdo que
estamos percorrendo, entdo escrevemos a letra sem expoente. Por outro lado, se a seta aponta na
direcdo oposta, entdo escrevemos a letra para esse lado com o expoente -1. Assim obtemos uma
palavra w = bya;b; 'aiy'b,a,b;tazt ...byazby agt, a qual representa um caminho fechado na
superficie. Considerando, agora, a relagdo de equivaléncia que identifica (“cola”) os lados do

poligono rotulados por x e x~1

coerentemente com a orientagdo das setas e mantém 0s outros
pontos fixos, obtemos entdo a superficie, a qual é representada pela palavra w descrita

anteriormente.
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Figura 1 Identificac@o para g =2

A figura abaixo mostra o aspecto da superficie.

Figura 2 Bitoro

2.4. O Plano Hiperbdlico

O estudo de tesselagdes hiperbdlicas bem como os conjuntos de sinais geometricamente
uniformes obtidos através destas tesselacdes, baseia-se nos modelos euclidianos de Poincaré para

a geometria hiperbdlica. A seguir faremos uma breve exposicdo destes modelos.

Seja H?={z=x+iy € R%:Im(z) >0} cC o semi plano superior. Definimos para

|z—w|+|z—w|

z,w € H?;dyz(z,w) = log O conjunto H? com esta métrica constitui um espago

|lz—w|-|z-w|’

métrico (H?,dyz) chamado de plano hiperbdélico. Este modelo é conhecido como modelo de
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Lobachevski. Além deste modelo, hd também outro, considerando o conjunto B? = {z €

[1—zw|+|z—w]|

C:|z| <1} com a fungdo dpz(z,w) = log ,Z,w € B2, denominado modelo do

[1—zw|—|z—w]|

disco unitario de Poincaré.

A geometria hiperbdlica pode ser estudada com enfoque axiomadtico, admitindo a seguinte
negacdo do 52 axioma de Euclides, para a geometria plana: Dados uma reta r ¢ um ponto p nao

pertencente a r, existe mais de uma reta passando por p e que nio encontra r.

As semi-retas euclidianas de H? ortogonais a fronteira de H? e os semi-circulos euclidianos de

H? com centro na fronteira de H? sdo as retas de (H?, dyz2).

Figura 3 Retas no modelo do semiplano superior.

As retas do disco de Poincaré sdo dadas pelos didmetros de B2 e arcos de circunferéncias

euclidianas de B? ortogonais a fronteira de B2
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Figura 4 Retas no modelo do circulo unitario

Definicao 2.4.1. O angulo hiperbdlico entre duas retas hiperbdlicas que se encontram no ponto

z € H?, é o Angulo entre 0s seus vetores tangentes (como na geometria euclidiana) no ponto z.

Teorema 2.4.1.[2] (Gaus-Bonnet) Se /\ é um tridngulo hiperbélico com dngulos a, B,v;

entdo

drea (/\)=1—(a+p +7).

Como consequéncia deste teorema temos:

1) A soma das medidas dos dngulos internos de qualquer tridngulo hiperbdlico € estritamente
menor que T;

2) A drea hiperbdlica de qualquer poligono em H? é obtida através da decomposi¢do deste

poligono em tridngulos.
A seguir vamos caracterizar as isometrias em H? e B2.

Chamamos de transformacoes de Mobius ao conjunto formado pelas transformacdes lineares

N . az+b
fraciondrias complexas do tipo T(z) = o
Z

com a,b,c,d ER e ad —bc # 0. Note que

chamando A = ad — bc e fazendo
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podemos supor que ad — bc = 1. Logo, o conjunto de todas estas transformacdes munido da

operacdao composicdo de func¢des forma um grupo que denotamos por M. Associado a uma

~ ps b . . .
transformagio de Mobius T(z) = % ,existe um par de matrizes A e —A do tipo A = (Ccl Z), com

a,b,c,d €ER e det (4) =1, ouseja, com A e —A € SL(2,R). Isto nos induz a definicdo de um

homomorfismo (sobrejetor) entre os grupos SL(2, R) e M dado por:

@:SL(2,R) —> M

Como o (ker(¢p) = {tId}, pelo teorema do homomorfismo, temos que M :—S{LS;? =

PSL(2,R), entdo podemos definir

az+b
cz+d

PSL(2,R) = {T(z) = ‘a,b,c,d € R;ad — bc = 1}

O teorema seguinte identifica todas as isometrias do plano hiperbélico H?2.

Teorema 2.4.2. [2] O conjunto de todas as isometrias do plano hiperbdlico H? denotado por

Iso (H?) é isomorfo ao grupo PS*L(2,R), isto é:
Iso(H?) =~ PS*L(2,R) = PSL(2,R) X Z,

O trago de uma matriz qualquer 4 = (‘22 é definido por, tr(4) = a + d. Portanto, vale a

afirmacdo  tr(—A) = —tr(4), e entdo, tr?(A) =tr?(—A). Deste modo, dado

az+b

T(z) = € PSL(2,R) e sua correspondente matriz A = (Z Z), fica bem definida uma funcédo

cz+d

tr: PSL(2,R) — R por tr(T) = |tr(4)| = |a + d|
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O importante significado geométrico da fungdo tragco € que ela permite classificar as

isometrias em H? como sendo;

 eliptica se tr(T) < 2
+ parabdlicas se tr(T) = 2
 hiperbdlicas se tr(T) > 2.

Observacao 2.4.1. A aplicagdo f(z) = % ¢ uma isometria entre os modelos H? e B2

Portanto todos os conceitos e resultados que citaremos nas seccdes subsequéntes, para umdos

modelos, se estende naturalmente para o outro.

2.5. Grupos Discretos e Propriamente Descontinuos

Iniciamos este pardgrafo introduzindo o conceito de grupos discretos de isometrias.
Comegamos com a estrutura de grupo topolégico em PS*L(2,R). Uma norma em PS*L(2,R) é

definida por:

Seja T: H? — H?, talque acada z € H?, T(z) = % , entio

I T =+ a? + b2 + c% + d?

O grupo PSL*(2,R) com esta norma € um grupo topoldégico e a topologia é a induzida pela

norma.

Definicao 2.5.1. Um subgrupo I' de PSL*(2, R) ¢ discreto, se este ¢ um subespaco topolégico
discreto de PSL*(2, R).

Observacao 2.5.1. Dizer que I' é discreto, significa valer a seguinte propriedade: se T,, = id

em I', entdo existe m tal que T,, = id se n > m.

Definicao 2.5.2. Um subgrupo discreto I' de PSL(2, R) é chamado de grupo fuchsiano.
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Observacao 2.5.2. Vamos considerar os reticulados em R", os quais sdo grupos discretos de
isometrias euclidiana que preservam orientacdo. Estes possui a seguinte propriedade importante:
sua acdo em R™ é descontinua, no sentido que cada ponto em R" possui uma vizinhanca que é
carregada para fora dela por qualquer elemento do reticulado, exceto a identidade. Em geral, os
grupos discretos de isometrias ndo apresentam este comportamento descontinuo, visto que, se
algum elemento do grupo possui ponto fixo, este ponto ndo possuird tal vizinhanca. Entretanto

eles satisfazem uma condi¢do um pouco enfraquecida de descontinuidade. Veja defini¢do abaixo.

Definicao 2.5.3. Dizemos que um grupo & de homeomorfismo de um espaco métrico M é
propriamente descontinuo, quando para todo ponto x € M, existe uma vizinhanga V (x) tal que,
para qualquer g € G — {id},tem-se g(V(x))NV(x) # @ somente para um nimero finito de
gEaQa.

Teorema 2.5.1. [8] Seja T um subgrupo de PSL(2,R), entdo I é um grupo fuchsiano se, e

somente se, a agdo de T sobre H? é propriamente descontinua.

Observacao 2.5.3. Duas consequéncias do teorema 2.5.1, sdo:
(i) A acgdo de T' é propriamente descontinua em H?, se e somente se, para todo z € H?,T.z, a
[' — 6rbita de z, € um subconjunto discreto de H?:

(ii) Todos os pontos fixos de elementos elipticos de I' ndo fazem actimulo em HZ?.

Observacao 2.5.4. Consideremos & um grupo de homeomorfismo de M, % 0 espaco quociente

~ oA . ~ .y M
de M pela relacio de equivaléncia cujas classes sdo as Orbitas G.x,x EM e p: M — 2
aplicacdo que associa a cada ponto x € M sua Orbita p(x). Nestas condi¢des, se a agdo de G for

. . . ~ L M L .
livre e propriamente descontinua, entdo a aplicagdo p: M — - cuma aplicacao de recobrimento.

Teorema 2.5.2. [8] Seja T € PSL(2,R).
» Se Té parabdlica ou hiperbdlica, entdo (T) é fuchsiano

» Se Té eliptica e (T) é finito, entdo (T) é fuchsiano.
O préximo teorema mostra que todo grupo fuchsiano abeliano deve ser ciclico.

Teorema 2.5.3. [8] Cada grupo fuchsiano abeliano é ciclico.
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Observacao 2.5.5. O teorema 2.5.3 garante que ndo existe grupo fuchsiano isomorfo a Z X Z.

Neste trabalho estaremos interessados nas regides fundamentais dos grupos fuchsianos.

Entretanto comecaremos com uma defini¢do na situacdo mais geral.

Definicao 2.5.4. Seja X um espaco métrico, ¢ um grupo de homeomorfismo atuando de modo

propriamente descontinuo em X. Uma regido fechada F € X é uma regido fundamental de G se:

0 U T(F)=X

TEG
(i) FN T(F)= @ paratodoT € G — {id}
(@) {T(F): T € G} é atesselacdo de X.

Definicao 2.5.5. Uma familia {M,/a € A} de subconjuntos de X indexada por elementos de
um conjunto A é chamada localmente finita se para qualquer subconjunto compacto K c X,

tivermos M, N K # @ somente para um nimero finito a € A.

Teorema 2.5.4. [8] Sejam T um grupo discreto de isometrias de H?, e A um subgrupo de T de
indice finito n. Se T'= T{AU...UT,A é a decomposicdo de I' em classes laterais e F a regido

fundamental de T, entdo:

o F, = T(F)VU...UT,(F) ¢ a regido fundamental de A

e sedrea (F) < wedrea OF = 0, entdo area (F;) = n drea (F) .
Teorema 2.5.5. [8] Sejam F, e F; regioes fundamentais de um grupo fuchsiano T, tal que
drea (F;) < o edrea 0(F;) = d(F,) = 0, entdo drea (F;) =drea (F,).

Este udltimo teorema estabelece um resultado muito importante: a drea de uma regido

fundamental de um grupo fuchsiano, quando finita, € um nimero invariante do grupo.

Mais adiante, estaremos restringindo nosso estudo a grupos fuchsianos que possuem regioes

fundamentais de drea hiperbdlica finita e com um numero finito da lados.
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Defini¢do 2.5.6. Sejam I' um grupo fuchsiano e p € H? um elemento qualquer ndo fixado por
nenhum elemento de I — {id}; chamamos de regiao de Dirichlet de I' centrada em p, o

conjunto:
D,(I) = {z€ H?*: d(z,p) <d(zT(p)) paratodoT €T}.

Pode-se mostrar que toda regido de Dirichlet de um grupo fuchsiano em um ponto p € H? nio
fixado por nenhum elemento de I' — {id} € uma regido fundamental na forma de um poligono

convexo.

Chamamos dois pontos u, v € H? de congruentes se eles pertencem 2 mesma ['—orbita. Esta é
uma relacdo de equivaléncia e € claro, dois pontos congruentes na regido fundamental F devem
estar contidos em sua fronteira. A restricdo da relacdo de congruéncia tanto ao conjunto dos
vértices como ao conjunto das arestas de uma regido de Dirichlet também define uma relagcao de
equivaléncia. Comecemos estudando as classes de equivaléncias de vértices de uma regidao de

Dirichlet D,(I'). A essas classes chamamos de ciclos e definimos por: C ={T(x):T €

I'exeT(x) sdo vértices de D,,(I')}.

Se u € fixado por um elemento eliptico S, entdo v = T(u) € fixado pelo elemento eliptico
ST Assim, se um vértice do ciclo é fixado por um elemento eliptico, teremos todos os outros
vértices do ciclo fixados por elementos elipticos conjugado. Chamamos tal ciclo de ciclo eliptico
e os vértices de vértices elipticos. O nimero de ciclos elipticos € igual ao nimero de vértices

elipticos ndo-congruentes em F = D, (T').

Desde que a regido de Dirichlet € uma regido fundamental, cada ponto w € H? fixado por um
elemento eliptico S’ pertence a fronteira de 7{F) para algum T € I'. Portanto, u = T~ 1(w) esta
na fronteira de F e é fixado pelo elemento eliptico S = T~1S'T. Como dito anteriormente, oS
elementos elipticos tem ordem finita, digamos k. A seguir faremos uma andlise para os possiveis

valores assumidos por k;

1) suponhamos primeiramente que S tem ordem k > 3, entdo como S € uma isometria que fixa

u e mapeia geodésica em geodésica, u deve ter um vértice cujo angulo 6 atinge no maximo a
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medida 2m/k e sendo F limitada por unides de geodésicas, a interseccdo de F com essas
geodésicas ou € um simples ponto ou um segmento de geodésicas (ver figura 5);

2) se S tem ordem k = 2, seus pontos fixos devem estar no interior de um lado de F, e neste
caso, S permuta os dois segmentos deste lado separados pelo ponto fixo. Considerando estes

pontos fixos como vértices de F, o angulo nesses vértices possui medida m (ver figura 5 ).

O resultado seguinte relaciona a soma dos angulos de vértices elipticos pertencente a um ciclo

com a ordem deste ciclo.

Teorema 2.5.7. [8] Sejam D, (") uma regido de Dirichlet para , ', vq,V,,..., v, Vértices de

um ciclo e 64,0,,...,0, os angulos internos nos respectivos vértices. Entdo, denotando por m a

ordem do estabilizador em T de um dos vértices do ciclo, temos que 6, + 6, + -+ 0, = %T

Observacao 2.5.6.
i) Como os estabilizadores de dois pontos em um conjunto congruente sao subgrupos
conjugados de I, estes possuem a mesma ordem.

ii) Se nenhum vértice € ponto fixo, temosm = 1e 8, + 6, + ---+ 6, = 2m.

Vamos considerar agora congruéncia de arestas. Dizemos que duas arestas a;,a, de uma
regido de Dirichlet F sdo congruentes ou emparelhadas, se existe T - {id} € ', tal que a, =
T(a;). Se uma aresta de F possui um ponto fixo de um elemento eliptico S de ordem 2, entdo S
permuta os dois segmentos desta aresta e podemos entdo considerar estes dois segmentos como
arestas distintas de F separadas por um ponto fixo. Segue desta convengdo e do teorema abaixo

que se Fpossui um nimero finito de arestas, este € necessariamente um nimero par.

Teorema 2.5.8. [8] Cada classe de equivaléncia de arestas de uma regido de Dirichlet possui

dois elementos.

Teorema 2.5.9. [8] Seja {T:} o conjunto de T consistindo daqueles elementos que

emparelham as arestas de D, (I'). Entdo { T;} é um conjunto de geradores para T.
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Teorema 2.5.10.[8]
1 . Se um grupo fuchsiano T possui regido de Dirichlet compacta, entdo T' ndo contém
elementos parabélicos.

. . .. - - . HZ .,
2 . Se T possui uma regido de Dirichlet ndo-compacta entdo o espaco quociente T ndo ¢

compacto.
3. Se uma regido de Dirichlet F = D, (") para um grupo fuchsiano I possui drea hiperbdlica

finita, mas ndo compacta, entdo esta possui pelo menos um vértice no infinito.

Teorema 2.5.11. [2] O espaco quociente de um grupo fuchsiano , T, H? /T é compacto, se e

somente se, qualquer regido de Dirichlet para I' é compacta.

Seja I' grupo Fuchsiano com regido de Dirichlet D, (I') compacta. Vimos que se D, (I") possui

vértices que sao pontos fixos por elementos elipticos este nimero € finito. Considere m;, ....,m, as

,os ~ , . H?2
correspondentes ordens dos elementos elipticos e g o género da superficie compacta e O

conjunto ordenado (g,;my, ...,m,) € chamado assinatura de I'.
O préximo teorema € central para nossos propositos.

Teorema 2.5.12. [8] (Poincaré) Sejam g = 0; r = 0,m; = 0,(1 =i = r) nimeros inteiros

tais que:

(29—2)+Zr:(1—mii>>0

Entdo existe um grupo fuchsiano T cujo espaco das orbitas H? /T é uma superficie compacta

orientdvel com assinatura (g;my, ..... Jmy).

A figura 5 mostra a representagio plana de uma tal superficie H?/T. Nela temos considerado ¢
=2, r=4,m;>2parai=1,2,3emy=2. Neste caso a regido de Dirichlet € um poligono N
semelhante a uma estrela com 4g + 2 lados, obtido considerando o modelo do disco unitério B2
para a geometria hiperbdlica. Do centro de B? tiramos (4g + r) raios de igual angulo e

escolhemos pontos com distincia Euclidiana t do centro em cada raio, onde 0< t <I1. Unindo
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esses pontos por geodésicas obtemos um poligono hiperbdlico regular P. Nos primeiros r lados
de P construimos r tridngulos hiperbdlico isdsceles tal que os angulos entre os lados iguais dos
triangulos sdo respectivamente 2r/my,...,2m/m, (como m, = 2 o correspondente tridngulo é
degenerado ). Notamos que por contrucgdo osladosa; e a; tem o mesmo comprimento

hiperbdlico como tanbém os lados b; e b]f e cx e c,. Conforme [8], existem isometrias

hiperbdlicas que preservam orientacdo A, B;, e elipticas Xi (i, j=1, ..., g; k=1, ..., r) tal que

Ai(ai) = a;, Bi(bj) =b;, Xi(c)) =

Figura 5 Representacio planar de uma superficie H/T com g=2¢ r=4.

Seja I' o grupo fuchisiano gerado pelas isometrias 4, B;,X; descritas acima. Observa-se que as

' — imagens de N tessela B? e N é uma regido fundamental para I.

Se T' é um grupo fuchsiano que ndo possui elemento eliptico, entdo a agdo de I' em H? € livre,

. L H? L . .
ou seja, a proje¢do P: H? — + ¢uma aplicacdo de recobrimento. Neste caso, no teorema acima
vamos ter ¥ = 0 e disto segue o resultado mais importante para nossos propositos.

Teorema 2.5.13. [8] Para todo inteiro g > 1, existe um grupo fuchsiano atuando em H? sem

. ., . H?
pontos fixos tal que a superficie  fem genero g.
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Em outras palavras, o teorema 2.5.13 garante que toda superficie compacta de género g = 2
pode ser modelada pelo plano hiperbolico. De fato, temos 2g —2 > 0, logo, existe grupo fuchsiano

[' com assinatura (¢g;—) . Como I' ndo possui elementos elipticos, temos que a aplicacdo p :
2 HZ 4 : IH]Z 7z 'y e A H'Hz .
H* — - ¢ de recobrimento. Logo - ¢ superficie de género g e (?) =~ ['. Devemos deixar

claro que é neste ambiente que as constelagdes de sinais obtidas neste trabalho (capitulo 5) serdao

construidas. Neste caso as regidoes de Dirichet Fserdo sempre poligonos de 4g- lados, com g>1 e
L . . F ~ ~
as superficies resultantes do espaco quociente T Serdo sempre g-toros. Da tesselacdo de H?, por

{T(F): T eI'} obtemos constelacdes de sinais cujos pontos de sinais s@o os centros dos

poligonos dos 4g-lados.

A figura 2 mostra a representacao planar da superficie do bitoro, obtida pelo espaco quociente
de um grupo fuchsiano I' de assinatura (2,—) que conforme [8], € gerado pelas isometrias

hiperbdlicas B;,A4;,B2,4; descrita abaixo.

(%+%i)(2+\/§) —%%/E(ﬁ+2i+i\/§)
TVZ(NZ 420 + VD) (3-31)2+v2)

(%—%i)(2+\/§) —%‘{/E(—x/i+2i+i«/§)
%‘{/7(\/?+2i+i\/§) (%+%i)(2+\/7)

(%—%i)(2+\/§) %‘{/7(—\/7+2i+i\/7)

(%+%i)(2+\/§) %‘{/E(x/?+2i+i\/§)>
—%W(ﬁ+2i+i\/§) (%Jr%i)(zﬂ/f) >

B, =
<—%‘§/§(—\/§+ 2i + iv2) (%—%i)(2+\/7)
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Capitulo 3

Nocoes de Teoria da Informacao e Codificacao.

Tesselacoes Regulares.

Os sistemas de comunicacgoes digitais atualmente existentes surgiram da demanda ocorrida por

transmissio de dados confidvel em alta velocidade.

Em vista dos canais de comunica¢des serem geralmente limitados em faixa e os sinais
corrompidos pela agcdo de ruidos, a obten¢do no receptor de uma réplica da mensagem enviada €,
em geral dificil de ser conseguida. Portanto, existe uma grande necessidade de se elaborar
esquemas de codificacdo que permitam minimizar ou corrigir erros provenientes de canais
ruidosos. O marco inicial nesta dire¢do veio com o teorema da capacidade de canal de Claude
Shannon, mostrando que a diminuicdo da probabilidade de erro fica dependente apenas do
esquema de codificacao/decodificacdo do canal. A partir deste resultado, intensificou a pesquisa
em busca de apropriados esquemas de codificagdo/decodificagdo de canal. Atualmente usa-se a

concepcao moderna de codificacdo combinada com modulacdo.

Neste capitulo abordaremos alguns tdpicos sobre teoria da informacdo e codificagdo.

Estudaremos tesselagdes regulares no plano hiperbodlico e grafo de Cayley de um grupo G.

3.1 Topicos de Teoria da Informacao e Codificacao

Um sistema de comunicacdes digital pode ser resumido no seguinte diagrama:
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Codificador Codificador

Fonte de Fonte de Canal *
Canal
. Decodificador Decodificador ,
Destino : de Fonte - de canal —

Figura 6 Sistema de comunicacao digital

A seguir faremos um breve comentdrio sobre cada um dos componentes deste sistema de

comunicacao.

e Fonte: gerador da informacao a ser transmitida (ser humano ou maquina). Pode gerar um
sinal continuo ou uma sequéncia de simbolos discretos.

e Codificador de Fonte: Este codificador converte as sequéncias na saida da fonte em
sequéncias chamadas palavras-cédigo de fonte. O objetivo desta codificagao é reduzir a
redundancia da fonte, isto é, utilizar o menor niimero possivel de digitos por unidade de
tempo para representar a saida da fonte e de tal forma a garantir a eficiéncia da
transmissao.

e Codificacdo de Canal: introduz uma redundancia controlada na palavra cédigo fonte
transformando-a em uma sequéncia chamada palavra-cddigo de canal. Esta redundincia
tem por finalidade proteger a informacao de interferéncias e ruidos no canal.

e Canal: meio fisico que fornece a conexao entre a fonte e o destinatdrio.

e Decodificacdo de Canal: recebe o sinal do canal e faz uma estimativa deste sinal. Este
tentard recuperar a sequéncia de informacdo, corrigindo erros (se houver) no sinal
recebido.

¢ Decodificacdo de Fonte: transforma a sequéncia estimada na saida do decodificador de

canal em uma estimativa na saida da fonte a qual é enviada ao destinatario.

Cada sinal € uma fun¢do f: I € R -— R na varidvel t € I, onde I = [0, 7] para algum

T € R. T a duragdo do sinal em segundos. Desta forma, podemos supor que no canal transitam
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sequéncias de vetores que sdo somadas com outras sequéncias correspondentes do ruido. Existem
dois modelos ideais para canais:

1) O canal discreto sem memoria; onde destacamos pelas suas aplicacdes o canal bindrio
discreto sem memoria ( BSC ) e 2) O canal continuo; com destaque para o canal gaussiano

branco aditivo ( AWGN ).

No caso de canais AWGN, se o sinal a ser transmitido € f{(f), o sinal recebido é f(r) + n(¢),
sendo n(f) uma amostra do processo gaussiano com varidncia ¢?. Seja f € R" um sinal com
faixa W e duracdo 7'segundos, entdo a taxa de transmissdo é dada por

R = % log, M bits/seg

onde M denota a quantidade de sinais a serem transmitidos.

Agora, denotando por P a poténcia média do sinal, a qual € dada pela expressio P =

% fOT f(®)?dte C = Wlog, [1 + (g)] , a capacidade do canal, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.1.[6] (teorema da Capacidade de Canal AWGN ou 3° o teorema de Shannom).
Para cada taxa R <C fazendo T suficientemente grande, existe um codigo de taxa R cuja

probabilidade de erro é arbitrariamente pequena.

A defini¢do a seguir € suficientemente geral para englobar os diferentes casos de cédigos,

inclusive o caso em que os sinais estdo contidos no espago hiperbdlico.

Definicao 3.1. Dados os conjuntos A e I, um cédigo sobre A4 é um conjunto ndo vazio
ccA, (geralmente, A = R, A = H? A = [F;. Chamamos A de alfabeto do codigo ¢ os
elementos de € sdo chamados palavras-codigo. O conjunto I € suposto um conjunto enumeravel.
Com isso, dizemos que C é um codigo de bloco ou um coédigo convolucional (de treliga),

conforme I seja finito ou infinito.
A seguir faremos um breve comentdrio sobre cada um desses c6digos:

1) Codigos de bloco: é um subespaco de F7, ou seja, um conjunto ndo vazio de n—uplas sobre

Fq, chamadas palavras-cédigo. Cada sequéncia u; = (w1 , Ui, ..., ix) de comprimento k na saida
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da fonte estd associada bijetivamente a um sequéncia v; = (vj1 , ..., Vip) de comprimento n,
palavra-cédigo. Estaremos impondo as palavras-cédigo v; = (vi1, ..., vi,) a condi¢do k < n, para

que haja inser¢do de redundancias. Assim, um cdédigo de bloco € caracterizado por possuir taxa

k A
R = —ou parametros (n, k).

2) Codigos Convolucionais: sio caracterizados pelos parametros (n, k,m) , significando que
uma sequéncia de k bits que entra no codificador é codificada em uma sequéncia de n bits. Neste
caso, a sequéncia de entrada € suposta ter comprimento infinito enumerdvel, as quais sdo
divididas em blocos de comprimento k. O que diferencia esta classe de cédigos da classe dos
codigos de blocos ¢ a memdria. Esta é caracterizada da seguinte forma: uma sequéncia de
comprimento n resultante da codificacio de uma sequéncia de comprimento k depende deste

ultimo e dos m blocos de k digitos armazenados no codificador. Assim, como os cddigos de
L g . k .
bloco, os cédigos convolucionais possuem taxa R = en> k. A figura 7 ilustra um

codificador convolucional bindrio comk=1,n=2em=2.

/"‘la,-l: :

lUj]

. . . s 1
Figura 7 Codificador convolucional binério com taxa R = 2

Neste codificador a sequéncia 1001..., por exemplo € codificada na sequéncia 11 10 11 11 ...

A decodificacdo € feita pelo algoritmo de Viterbi.
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3.2. Tesselacoes Planares

Nesta secdo estaremos abordando o conceito de tesselagdo regular no plano hiperbdlico, e

mostrando a riqueza deste plano quanto ao nimero de tesselacdes regulares existente.

Definicao 3.2.1. Uma tesselacdo regular no plano euclidiano (hiperbélico) é uma particdao
deste plano por poligonos regulares nao sobrepostos, todos congruentes, sujeitos a restricdo de se
interceptarem somente em suas arestas ou vértices, e de modo a terem o mesmo nimero de
poligonos partilhando um mesmo vértice, independente do vértice. Um tesselacdo regular em que
q p—agonos regulares se encontram em cada vértice ¢ denotada por {p, ¢}. No casoonde p = g a

tesselacdo {p, p} é chamada auto-dual.

Poderiamos perguntar quantas tesselacdes existem em cada uma das geometrias em
consideracdo (euclidiana e hiperbdlica). Para responder a esta pergunta, consideremos uma
tesselacdo {p, g} primeiramente no plano euclidiano. Seja O o centro de um p—agono ¢ AB uma

de suas arestas, como mostra a figura 8. O angulo interior do encontro de ¢ p— 4gonos em um

s 2 . . A A 2 -
vértice mede 7” . Da figura 9 concluimos que o angulo AOB mede ?n e sendo %z O0AB =

OBA, temos entdo

2n 2w
?4‘7:7'[:}(29—2)(6[—2):4.

Desta dltima equacdo, apenas trés solugdes sdo possiveis, logo existem justamente trés

tesselacoes regulares no plano euclidiano; a saber: {4, 4}, {6, 3}, {3, 6}.

Considere agora uma tesselacdo {p, g} no plano hiperbdlico. Como neste plano a soma dos

angulos internos de um triangulo hiperbdlico € menor que ; devemos ter

2 21
?+7<7T$(p—2)(q—2)>4

Esta inequacdo possui infinitas solu¢des, portanto existem infinitas tesselacdes regulares no

plano hiperbdlico.
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q arestas
em A

Figura 8 Determinag@o das possiveis tessselacdes nas geometrias euclidiana e hiperbélica.

Associado a cada tesselacdo hiperbdlica {p, ¢} existe um grupo [p, ¢g] denominado o grupo
completo de simetrias de {p, ¢}. Este ¢ um subgrupo do grupo de todas as isometrias do plano
hiperbélico H?, gerado pelas reflexdes em torno de todas as retas (hiperbSlicas) que deixam

{p, q} invariante. Por [2] [p, ¢q] € gerado pelas reflexdes R;,R, e R3 nos lados do triangulo

hiperbdlico A com angulos internos , como mostrado na figura 9. A presentacido deste

NIE!
NE]

T
) 1_) )
grupo é

(Ro,Rz,R3 : Rf = R3 = R3 = (R;R1)P = (R3Ry)? = (RiR3)* = e)

R1

—

A3

Figura 9 Reflexdes geradoras
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No capitulo 5 estaremos extraindo constelagdes de sinais para uso em sistemas de
comunicacoes das tesselacdes regulares no plano hiperbdlico. Para tanto, vamos precisar do

conceito de tesselacdo dual. Comegcamos estudando o grafo de Cayley de um grupo G.

Seja G um grupo gerado por elementos aj, az, as, ..... Cada elemento distinto g; do grupo é
considerado um vértice do grafo de Cayley. O vértice g; é conectado por uma aresta a um vértice
g se, € somente se, g = a;g; para algum gerador ;. Rotulamos a aresta de conexdo entre os

vértices g e g; pelo mesmo simbolo do gerador a; . A figura 10 ilustra este conceito.

Figura 10 Tesselacdo dual mostrada em linhas tracejadas.

Sobrepomos na figura 10 o grafo de Cayley para o grupo fuchsiano I' = (4,, By, 4,, B,) de
assinatura (2,—) como descrito no final do capitulo 2. Isto resulta em um grafo de Cayley, o qual,

descreve a tesselagdo dual. Neste caso a tesselagdo dual tem a mesma forma da original.
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Capitulo 4

Conjuntos de Sinais Geometricamente Uniformes

Muitos dos conjuntos de sinais utilizados em sistemas de comunica¢des sdo obtidos a partir
das tesselacdes euclidianas (reticulados). Estes sdo subconjuntos discretos do espaco euclidiano.
O conhecimento do nimero infinito de tesselagcdes existentes no plano hiperbdlico possibilitou a
escolha de infinitos conjuntos de sinais hiperbdlicos. Desde entdo, esfor¢os estdo sendo
despendidos com o objetivo de obter constelagdo de sinais que resultem num bom desempenho
para sistemas de comunicacdes. No caso euclidiano os conjuntos de sinais que se mostraram
eficazes neste sentido, sdo aqueles em que existe uma agdo transitiva de um grupo no conjunto de
sinais. Este tipo de conjunto de sinais foi introduzido por Forney em [5] no contexto euclidiano, e
recebeu o0 nome de conjunto de sinais geometricamente uniforme. Lazari em [10] estendeu este
conceito ao plano hiperbdlico, construindo conjunto de sinais geometricamente uniformes, onde

os pontos de sinais considerados s@o os vértices da tesselacao dual.

Neste capitulo estaremos apresentando exemplos de conjuntos de sinais geometricamente
uniformes tanto no plano euclidiano como no hiperbdlico e mostrando as propriedades

importantes de simetrias que estes conjuntos possuem.

4.1 Introducao aos Conjuntos de Sinais Geometricamente Uniformes

Definicdo 4.1.1. Um conjunto de sinais S é um subconjunto discreto de um espaco £ que
pode ser tanto euclidiano como hiperbdlico. Um subconjunto finito de pontos de sinais €

chamado uma constelacio de sinais.

Como mencionado, os conjuntos de sinais de interesse sdo aqueles em que existe uma agao

transitiva de um grupo no conjunto de sinais. Para isto, consideremos a seguinte definicao.

Definicdo 4.1.2. Um conjunto de sinais S é geometricamente uniforme se para quaisquer

pontos s e s° € S, existe u € I'(S) tal que;
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ugsr(s) = s’ e ugr(S) =S

Equivalentemente, S é geometricamente uniforme se a acdo de seu grupo de simetrias I'(S) é
transitiva; ou se a 6Orbita de qualquer ponto s, € S por I'(S) é 5. Chamamos de constelacao
uniforme ao conjunto de sinais geometricamente uniforme finito e arranjo regular ao conjunto

de sinais geometricamente uniforme infinito.

Como veremos através dos exemplos apresentados a seguir, 0os grupos de simetrias de muitos
conjuntos de sinais geometricamente uniformes possuem mais elementos do que o necessario.
Para isto, vamos considerar o0 menor grupo que gera S. Veremos também, que muitos conjuntos
de sinais possuem mais que um grupo gerador minimo. O Exemplo 4.1.2 mostra as duas

representacdes geométricas da constelagdo de sinal 8 — PSK.

Definicao. 4.1.3. Seja S um conjunto de sinais geometricamente uniforme. Um grupo gerador

minimo U(S) de S¢é um subgrupo de I'(S) tal que, para todo s, € S,
S = {u(sg),u€eU(s)},

ou seja, S € a drbita de s sobre U(S) e a funcdo m : U(S) — S, definida por m(u) = u(sy) é

bijetora.

A aplicagio m : U(S) — S definida acima é de importincia fundamental, visto que, ela

induz em S uma estrutura de grupo isomorfa ao grupo gerador U(S).

Exemplos 4.1.1. Seja S = {+d} a constelagdo de sinais bindria uni-dimensional. Afirmamos
que S é geometricamente uniforme. De fato, seu grupo de simetrias I'(S) = V, onde V € o
grupo consistindo da identidade e e da reflexdo v em torno do ponto médio entre d e —d, isto €,

V = {e,v}. Como v € V satisfaz,
v(d) = —=d,v(-d) = d e v(§) =S

segue a veracidade da afirmacdo.
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Observacao 4.1.1. O conjunto de sinais S = {+d} € um exemplo de um conjunto de sinais

geometricamente uniforme que possui um tnico grupo gerador U(S) = I'(S).

Exemplos 4.1.2. A constelagdo de sinais M —PSK é um conjunto de sinais geometricamente
uniforme. De fato, seu grupo de simetrias € I'(S) = V.Ry = Dy, onde V.R,, denota o produto
semi-direto de V' por Ry. Um grupo gerador para S é o subgrupo das rotagcdes Ry = Zy. A

figura 12 ilustra como sdo gerados os elementos do conjunto M — PSK pelo grupo gerador R,

T
cos— —sin—\ - T . . L.
quando M = 8. Neste caso, r = ( A ,;*> ¢ a rotacdo de 4 ho sentido anti-hordrio e
Sin— COS—
4 4

_ 2 4 .5 .6 .7
Rg = {e,r, v, r*, 1>, 1r'}.

r2[5[|]

'3[5I] rlsp)

(<) els,)

r (Sp) r7[5|]]

rﬁ[su]

Figura 11 Representagdo geométrica da constelagdo 8 — PSK com grupo gerador minimo Rg.

Observacao 4.1.2. Sempre que M for par, o conjunto M — PSK possui um grupo gerador

alternativo U(S) = V.Ry,. Este € isomorfo ao grupo diedral Dm e € o grupo de simetrias do
2

unico outro tipo de constelacdo uniforme em duas dimensdes. Considere por exemplo M = 8.

Entdao U(S) = V.R, € o produto semi direto de V por R,, onde V = {e, s} consiste de dois

. . - 10 . .
elementos : a identidade e a reflexdo s = () _ 1) em torno do eixo x. Assim como no exemplo
T . T
. cos— —sin—\ | - T
anterior,r = 2% =] € arotacdo de — e, portanto,
sing  cosg 4
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R, = {e,v%, 7%, 1%} e V.R, = {e,r%,1r*,1° 5,512 sr* sr}.

srz[su] 2 (5)

rd[su] s ISn:

s rdlﬁu

€ (sp)

5(
r?lsg) s b

r [Sﬂ]
Figura 12 Representagdo geométrica para a constelagdo 8 — PSK, usando U(S) = V.R, como grupo gerador

minimo.
Exemplo 4.1.3. Conjuntos de sinais do tipo reticulado, dados por
S =17 + (1 1)
B 22

possui T(Z?) como seu grupo gerador, o conjunto de todas as transla¢des por inteiros em cada
coordenada. O grupo de simetrias é I'(S) = D,.T(Z?). Igualmente como no exemplo anterior, S

possui mais de um grupo gerador. Além de T (Z?) os outros grupos geradores, com ponto inicial
(1 1) ~
= ,=) sdo:
2’2
O grupo R,.T(Z?), rotagdes compostas com translagdes;

O grupo V2.T(2Z?), reflexdes compostas com translagdes onde V2.T(2Z?*) é o produto

cartesiano do grupo unidimensional V. T (2Z) por ele mesmo.

Exemplo 4.1.4. Na figura 10 mostramos a tessela¢@o hiperbdlica {8, 8} juntamente com sua

dual. Os vértices da tesselagdo dual ou equivalentemente, os centros dos octogonos da tesselagdo
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original formam um conjunto de sinais geometricamente uniforme. De fato, para cada x € S fixo,
temos que S = {T(x) : T €T}, com grupo gerador minimo I' (I' € o grupo fuchsiano gerado

pelas translagdes hiperbdlicas A4, B, A, B> descrita no final do capitulo 2).

Observacao 4.1.3. Em [5] Forney chama atencdo para o fato que o produto cartesiano de
conjuntos de sinais geometricamente uniformes € um conjunto de sinais geometricamente
uniforme. Fazendo uso deste resultado, podemos obter muitos conjuntos de sinais

geometricamente uniformes. O exemplo a seguir ilustra este conceito.

Exemplo 4.1.5. Seja S = {£d} a constelacdo de sinais bindria unidimensional. Como vimos
no Exemplo 4.1.1, S é geometricamente uniforme. Fazendo o produto cartesiano de S por S, n
vezes, obtemos a constelagdo hiper-cubo n-dimensional S = {(%d,=xd,...,+d)}. Pela

observacdo 4.1.3,S = {(£d, £d, ..., £d)} € geometricamente uniforme.

4.2. Propriedades de Simetria dos Conjuntos de Sinais Geometricamente
Uniformes

Um conjunto de sinais geometricamente uniforme S possui a importante propriedade de “ter o
mesmo aspecto quando visto de qualquer um de seus elementos”. Esta propriedade implica que
qualquer ponto arbitrdrio em S pode ser tomado como “centro do universo,’e que toda

propriedade geométrica relativa a um ponto ndo depende do ponto escolhido.
Em particular, duas importantes propriedades geométrica sdo descritas a seguir.

Definicdo. 4.2.1. Seja S um conjunto de sinais geometricamente uniforme. A regido de

Voronoi associada a um ponto s € S, denotada por Vs(s) € o conjunto
Vs(s) = {x €E: d(x,s) = min,sd(x,t)}

ou seja, Vs(s) € o conjunto de todos os pontos de E que estdo mais préximos de s que de
qualquer outro ponto de S. O perfil de distancia global, DP(s), associado a um ponto s € S, é
definido como DP(s) = {d(s,s’); s’ € S}.
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Teorema 4.2.1. [3] (uniformidade geométrica). Se S é um conjunto de sinais geometricamente
uniforme entdo:

a) Todas as regioes de Voronoi sdo congruentes. Matematicamente isto é descrito por:
5,5 €S = Vs(s) = ugs (Vs(5))

onde ug ;1 (s) € qualquer isometria que transforma s em s’.

b) O petfil de distancia global DP(s) é o mesmo para todo s € S.

O fato de que a forma de cada regidao de Voronoi € a mesma para a constelacao de sinais é uma
propriedade de simetria muito forte porque a forma da regido de Voronoi do conjunto de sinais S
€ que determina quase todas as propriedades de S que sdo importantes para um sistema de
comunicacdes. Dessa forma, o perfil de distancias e a probabilidade de erro associados a cada

sinal em S sdo determinados localmente.
Finalizamos este capitulo esbog¢ando a regido de Voronoi de alguns conjuntos de sinais.

Exemplo 4.2.1. Consideremos o conjunto de sinais S = {—d, d} e seja w = 0 o ponto médio

do segmento [—d, d]. A regido de Voronoi associada ao ponto d € S, Vs(d) = [0, ).

Exemplo 4.2.2. Consideremos agora o conjunto de sinais S= 8—PSK e o ponto s, = e® =
(1,0) € S. Aregido de Voronoi de s, € a regido interna entre as duas semi-retas (bissetrizes dos

N YA T .
angulos 2¢ 5 respectivamente).
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r3[s|]

r4sp)

r5[sﬂ

r’[sol

Figura 13 Regido de Voronoi.

Os conjuntos de sinais considerados no préoximo exemplo sdo de particular interesse para

Nnossos propositos.

Exemplo 4.2.3. Seja S o conjunto de sinais geometricamente uniforme determinado pelos

centros dos p-dgonos da tesselacdo {p, ¢}, entdo cada p — dgono €é uma regiao de Voronoi.
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Capitulo 5

Particoes Geometricamente Uniformes e Constelacoes
de Sinais Geometricamente Uniformes

O conceito de particdes geometricamente uniformes no plano euclidiano foi proposto por
Forney em [5]. Considerando os elementos do grupo gerador, como sendo isometrias arbitririas
deste plano, Forney generalizou particdes tais como as de Ungerboeck [14] e Calderbank &
Sloane [1]. A contribuicdo para o plano hiperbdlico veio como trabalho de Lazari [10], por
estender o conceito de particdes geometricamente uniformes ao plano hiperbdlico. Em [10] sdo
apresentados varios subgrupos (normais) do grupo
I =(A,,B;,A,,B,: A;B;A7'B7*A,B,A;'B;1 = 1) gerador da tesselacio {8, 8}. Nosso
objetivo € construir constelacdes de sinais geometricamente uniformes no plano hiperbdlico

fazendo uso destes subgrupos.

Neste capitulo estaremos apresentando alguns exemplos de particdes geometricamente
uniformes no plano euclidiano e construindo constelagdes de sinal geometricamente uniforme no

plano hiperbdlico.

Definicdo 5.1. Seja S um conjunto de sinais geometricamente uniforme com grupo gerador
minimo U(S). Uma parti¢io geometricamente uniforme S/S’, é uma parti¢do de S, induzida
por um subgrupo normal U’ de U(S). Os elementos de S/S’ sdo os subconjuntos de S que

correspondem as classes laterais de U’ em U(S).

O teorema a seguir garante que os subconjuntos na parti¢cdo de S também s3o geometricamente

uniformes.

Teorema 5.1 [5].(Particoes geometricamente uniformes) Seja S/S'uma particdo
geometricamente uniforme. Entdo os subconjuntos de S na particdo sdo geometricamente

uniformes, congruentes entre si, e possuem U'como grupo gerador comum.
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Exemplo 5.1.Se M'é um divisor de M, o conjunto de sinais M — PSK pode ser

M . .. ~
‘ = — conjuntos de sinais pelo subgrupo R,,sde seu grupo de rotacoes

Rm
!

particionado em ‘ —
R M

M

Rm O grupo quociente Ry / Ry, € isomorfo a Z m.
MI

Exemplo 5.2. Seja A’ um sub-reticulado de um reticulado A no plano euclidiano. Um

reticulado transladado S = A + a pode ser particionado em |%| classes laterais de pelo subgrupo

T(A)
T(A"

T(A") do grupo de translagoes T (A). O grupo ¢ isomorfo a %

O teorema 5.1 pode ser estendido para mostrar que se U(S)/U'(S)/U"(S) ... é uma cadeia de
particoes de grupos, entdo existe uma correspondente cadeia S/S'/S' .. de parti¢des
geometricamente uniformes, onde os subconjuntos em cada nivel sdo geometricamente

uniformes, mutuamente congruentes e possuem grupo gerador comum U’ (S).

Definicao 5.2. Sejam §/S’ uma particdo geometricamente uniforme e 4 um grupo isomorfo a
U(S)/U'(S). Um rotulamento isométrico é uma funcdo bijetora m: A — S/S’ definida pela
composi¢do de um isomorfismo entre 4 e U(S)/U'(S) chamado isomorfismo de rotulamento e a
fung¢do bijetora deU(S)/U'(S) em S/S’. O diagrama abaixo deixa claro a defini¢do da fun¢do m

ues) S

A=

a— u,U — m(a) =uy,(S") = {uu(sq:u € U'}

u(s)
u'(s)

O grupo A = € chamado grupo rétulo.

Exemplo 5.3. Nos exemplos 5.1.1 e 5.1.2 temos respectivamente A = Zm e A = %

MI
No exemplo 4.1.2 mostramos que o conjunto de sinais S sendo o 8 — PSK possui dois grupos
geradores distintos, a saber: U(S) = Rg e U(S) = V.R,, e portanto duas diferentes
representacoes no plano. O rotulamento isométrico proveniente de cada um destes grupos

geradores € mostrado nas figuras 15 e 17.
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Exemplo 5.4. Considere o conjunto de sinais 8 - PSK com grupo gerador U(S) = Rg =
{e,r,7%,73,rv%,15, 7% 17}, onde r é a rotacio de% no sentido anti-hordrio. Como R, = {e,r*} é
normal em Rg, podemos particionar a constelagdo 8 — PSK em quatro subconjuntos, digamos,
mgy, my, m, e my. O grupo quociente i—: ¢ isomorfo a Z,, entdo tomando A = Z, = {0,1, 2,3}

como grupo rétulo, este isomorfismo significa que para cada a € A, existe uma classe de

oA ) . . R . .
equivaléncia de isometrias R, no grupo quociente R—s , conforme ilustrado na tabela da figura 14.
2

0> R, ={e 1}
1> R ={r r%}
2> R, ={r? ré}
3> R;={rdr"}

Figura 14 Tabela do isomorfismo 4 = Rg/R,.

Para cada a € A, considere u, uma isometria fixa em R,. Como definimos a aplicacdo de
rotulamento m: A — %por m(a) = uy(S) = {ugzu(sy) : u € U'}, entdo

m(0) = {u(so):u € U" = {e(sp), *(so)}

m(1) = {r o ulso):u € U'} = {r(e(so), *(s0))} = {r(50),7(s0)}

m(2) = {r2 ou(sy):u € U'} = {r?(e(sy), 7*(s0))} = {r2(so), 7 (50)}

m(3) = {r® o ulso):u € U'} = {r*(e(so),7*(50))} = {r(s0), 77 (s0)}
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Figura 15 Rotulamento isométrico para os quatros subconjuntos na parti¢do do conjunto de sinais 8§ — PSK.

Exemplo 5.5. Como mencionado, o grupo U(S) = V.R, também gera o conjunto de sinais 8
— PSK. Na observagao 4.1.2 mostramos que este grupo € o produto semi-direto de V por R,,

onde V consiste de dois elementos: a identidade e a reflexdo s = (1)_01) em torno do eixo x.

T . T
- T cos— —sin—

Denotando a rotagcdo de — por r =| 21, temos
4 sing:  cosy

Ry={e,r%, 1%} e V.R,={er? r* 7185, sr?, srt, sr}

Considerando novamente U'(S) = R,, particionamos o conjunto 8 — PSK em quatro

V.R,

subconjuntos. O grupo quociente € isomorfo a Z, X Z,, entdo escolhendo A =Z, X Z,

2

como grupo rétulo, a aplicacdo de rotulamento m : Z, X Z, —8 — PSK/2 — PSK resulta nos
seguintes subconjuntos:

m(00) = {u(sy):u € U'} ={e(sy), 7*(s9)} = S’

m(01) = {sou(sy):u € U'} ={s 0 e(sy), 7*(s9))} = {s(s¢), s 0 r*(s0)}

m(10) = {r* o u(se):u € U'} = {r*(e(so), *(s0))} = { 7%(s0), 7°(s0)}

m(11) = {sr? o u(sg):u € U'} = {sr?(e(sy), r*(50))} = {s72(50), s7°(s0)}

57



00 > Ryp ={e 14}
10 > Ry = {r? 7%}
01 — Ry, ={s sr?}
11 —> Ry = {sr? s1°}

Figura 16 Tabela do isomorfismo 4 = V.R,/R,.

00 01

01 00

Figura 17 Rotulamento isométrico para os quatro subconjuntos na particdo do conjunto de sinais 8 — PSK induzido
pelo quociente V.R,/R,.

No exemplo 4.1.3 mostramos que o conjunto de sinais § = Z?2 + G,%) possui trés grupos

geradores minimos, a saber
U(s) =T(z?), U(S) = R,T(27Z%), e U(S) = V2T (2Z?).

Sendo assim, para cada grupo gerador considerado, o conjunto S = € particionado em 16

subconjuntos (classes laterais de 4Z?) pelo subgrupo 7(4Z?). Destes trés grupos geradores,

A . u(s " . Y

podemos obter trés grupos quocientes U’((S)) e, portanto, trés rotulamento isométrico para os
. S . . . . U(s) -
subconjuntos em o Como os rotulamentos isométricos provenientes dos quoc1entesu,(s) = Sao

de particular interesse, nos detemos a explicitar o rotulamento somente para estes dois casos. Em
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([3], pag. 1251) € mostrado o rotulamento para os subconjuntos na parti¢do % induzida pelo

. R
quociente .

Exemplo 5.6. Seja S =7?+ (5 %) o reticulado semi-inteiro com grupo gerador

U(s) = T(Z2). o -1

u'(s

em 16 subconjuntos. Tomando A =7Z, X Z, como grupo rétulo e aplicando a definicdo do

T(472) E isomorfo a Z4 X Z,, particionamos S

rotulamento m, obtemos o rotulamento isométrico para os subconjuntos na particdo de

CIERE!
%—422(—(2?2%)) como se

11 1

m(00) = id(sy) mod 4Z% = (0,0) + (— E) mod 47Z? = (E‘E) mod 47?2

31

m(10) = T(y,0)(so) mod 472 = (1,0) + (3,5) mod 422 = (2,3) mod 472

|

m(20) = T(,,)(sp) mod 4Z% = (2,0) + mod 472

) )

N

m(30) = T(3)(sp) mod 4Z* = (3,0) +

)

-

3 3
o o
[oB [oB
o o
N N
N N

m(01) = T(g4)(sp) mod 4Z% = (0,1) +

)

-

mod 472

)

-

m(11) = T(y4)(sp) mod 4Z% = (1,1) +

mod 472

)

-

m(21) = T(,1)(sp) mod 4Z% = (2,1) +

m(31) = T(31)(sp) mod 4Z% = (3,1) +

)

-

m(02) = T(g2)(sp) mod 4Z = (1,2) + mod 472

)

mod 47>

I I
AN N N N N N N N N N N N /N

m(12) = T(4,2)(sp) mod 4Z? = (1,2) +

)

3
o
Q.
N
N
[\S}
Il

)

m(22) = T(z2)(sp) mod 4Z? = (2,2) +

m(32) = T(z2)(sp) mod 4Z* = (3,2) + mod 472

)

Nlr—\ Nlr—\ Nlr—\ Nlr—\ Nlr—\ N|lRr NI|IRr N|IRr N|IRr NI, N]|r
Nlr—\ Nlr—\ Nlr—\ Nlr—\ Nlr—\ N|lRr NI|IRr N|IRr N|lRr NI, N]|r

3
)
Q.
NN
N
[\S}
Il

m(03) = T(g3)(sp) mod 4Z* = (0,3) +

)

3
)
Q.
N
N
[\S}
Il

m(13) = T(4,3)(sp) mod 4Z* = (1,3) +

)

mod 472

3

)

Q.

N

N
N
[

~

N N N N | U N | U N | U N | U N | W N | W N | W N | w N | = N |- N

)
)
)
)
)
)
) mod 477
)
)
)
)
)
3)
3)

N N N N N N N N N N N N /N
N— e v v v v v T N N N N N N
8 = = = = = = = = = = =
(@] (@] (@] (@) (@) (@) o o o o o o
8 & a4 a4 a4 a4 a4 4a a4 a 9 a A
N N N N N N N e N N S
N N N N N N N N N N N N
N N N [\S] [\S] [\S] [\] [\] [\] [\] [\S] N

N | N W N | = N N | N W N |- N N | N | W N | = NN

m(23) = T(z3)(sp) mod 4Z* = (2,3) +
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m(33) =7@3ﬂagnmd4zz=(&3)+(i%)nmd4ZZ=(;§)nmd4Zz

Desta forma, se escolhermos um elemento de cada classe lateral de S’ em S, obtemos um

. . .S S S
sistema completo de representantes para a particdo = denotado por [—] . Neste caso, [;] =

S,
1 1 31 51 7 1 1 3 3 3 5 3 7 3 15 3 5 55 7 5 1 7
22)'\272)'\272)'\272)'\272)'\272) ' \272) 2’2 )0 2’2 )\’ 2 ) \2 2 22 ) 22 )
1 1
s _ 2+(5 3)

3 7 5 7 7 7 . .
(E’ E) , (5, E) , (E’ E)} forma um conjunto completo de representantes de o= m A figura

~ Ly . S
18 mostra a representagdo geométrica de [—,]
s

30 31 32 33
20 21 22 23
10 11 12 13

op 01 02 03

. . ‘o . _— . - 11
Figura 18 Rotulamento isométrico para os 16 subconjuntos na particio do conjunto de sinais § = Z2? + (E’E)

Exemplo 5.7. Seja agora o conjunto de sinais Z? + (%,%) com grupo gerador V2. T(2Z?). Do

. . v2r(222 .. . .
isomorfismo Lt Z2) o Ly X 7L, X Z, X Z, podemos particionar este conjunto de sinais em 16
T (472)

subconjuntos. O rotulamento isométrico destes 16 subconjuntos pode ser obtido fazendo o

. S .
produto cartesiano do rotulamento de & por si mesmo, onde S = Z +% e S'= 4Z +% . De

fato, seja U(S) = V.T(2Z) o grupo gerador de S = Z +% , podemos particionar S em quatro

. Fren . uE) _ vrQm _ 2L _
subconjuntos pelo subgrupo U'(S) = T(4Z). O grupo quociente ve — Tan = V x i

{id, v} x {47, 2 + 47} onde:
e v ¢ areflexdo em torno por exemplo do ponto 1,
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e 47 ¢é aidentidade

e 1r=t, =2+ 47 ¢ atranslagdo gerada por [0,2].

Entdo UU,(:;) = {id,v,r,r o v} O diagrama abaixo mostra o efeito destas isometrias quando
aplicadas no ponto inicial s, = % .
0| . | .- | .. |3 -
So=5 bov =5 r(so) =3 rov(s) =7

Como: v ov = idmod4Z; r o r=idmod4Z; (r o v) o (r o v)= id mod 4Z,

u(s)
u'(s)

temos que ~ 7, X Z, entdo podemos tomar A = Z, X Z, = {00,10,01,11}. Aplicando o

. . . S . L, . .
isomorfismo rétulo m: A — o obtemos um rotulamento isométrico para os subconjuntos de S

em % A representagcdo geométrica deste rotulamento é mostrada na figura 19.
1
m(00) = id(s,) mod 4Z = 47 + 2
3
m(10) = v(sy) mod 4Z = §+ 47

5
m(01) = r(sy,) mod 4Z = 2 + 47

m(11) = (r o v)(sy) mod 4Z = g+ 47

00 10 01 L1
° | ° | ° | o

3 2 5 3 7
So = 2 v(so) = 2 r(so) = 2 rov(sy) =3

2

. . ‘- . .S
Figura 19 Rotulamento isométrico para os quatro subconjuntos na particao v

. s S ~
Sejam, agora, A2 =AX A e m:AXAﬁ?X?,entao
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AXx {11} ) ° o °
0011 1011 0111 1111

Ax {01} ) ® ° °
0001 1001 0101 1101

Ax{1 o ® ° °
{10} 0010 1010 0110 1110

AX {00 ) ® ° °
{003 0000 1000 0100 1100

. . o . . .. S _§
Figura 20 Rotulamento isométrico para os dezesseis subconjuntos na particao v Xy

2 (1 1 2 . 2 (1 1
. N ks . (S S Z°+\3 5
corresponde ao rotulamento dos subconjuntos na particdo ——5—< pois, () = —5 = 2=

422(5 5) S (0% 423(3 )

com grupos correspondentes:

[V.TQRL)?> =V2.T(2Z?) e T(47?)

Observacdo 5.1. O rotulamento dos subconjuntos de Z? + G, %) na particdo 422—(11) é

2
. e . s . . . ~ S P
isométrico, pois como mostraremos no proximo capitulo a aplicagio m : A2 — (?) ¢ uma

- L S . . o
extensao natural da aplica¢do de rotulamento m : A — & © portanto, € também uma aplicacdo

!

de rotulamento.

Observamos que os rotulamentos apresentados nas figuras 18 e 20 mesmo sendo diferentes

. . . . u(s
(em vista de possuirem grupos geradores distintos e, portanto, resultam quocientes ” ((s'))
isomorfos a grupos rotulos A diferentes), ambos possam

ST _ (f1 1\ (3 1\ (5 1\ (7 1\ (1 3\ (3 3) (5 3) (7 3\ (1 5\ (3 5\ (5 5\ (7 5

s W272)7\27 2/ \272)7\27 2/ 272/ " \272) " \27 2/ \272) " \27 2/ " \272) " \272) " \272)”
17 37\ (5 7\ (77 . .. S
220 \53) 53 )\53 como um sistema completo de representantes da particao - em
questdo. Considere, agora, um conjunto alternativo de representantes para estas mesmas
particdes, onde o elemento escolhido como representante de cada classe lateral € o que possui a

menor energia na sua classe. Desta forma, ambas as particOes possuem
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{(i %, + %) , (i %, + g) , (i Z, + %) , (i %, + Z)} como conjunto completo de representantes de

cada classe lateral, o qual representa a modulagdo 16 — QAM.

Exemplo 5.9. Considere o conjunto de sinais S com grupo gerador

U(S) =T = (By,A,B,,A,) . Seja, agora, U(S) = (B? A, B,, A,) o subgrupo normal de U(S).

S

u(s . . .
¢) Z, escolhemos o grupo rétulo A = Z, e do rotulamento isométrico m : A — 5

u'(s)

Como

obtemos os dois subconjuntos na particao %

m(0) = {(Az'Bi* A;Bpu(e) :u € U'(S)} = (A7'Bi' 41B,)(e) §

m(1) = {(A,B,A;'Biu(e) : u € U'(S)} = (4,B,43"By " )(e) §’

Neste exemplo, iremos construir algumas constelagdes de sinais geometricamente uniformes
no primeiro nivel da tesselacio {8, 8}. Comecamos com uma constelacdio de sinais
geometricamente uniforme C; em S com quatro pontos correspondentes as imagens de e pelas
isometrias

(47"Bi" AyB)(e), (A2B,43"Bi" ) (e)
e suas inversas
(Bi'A7* ByAy)(e), (B1A,B3 A7 ) (e)

conforme ilustrado na figura 21(a).
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Figura 21(a). Constelacao de sinais geometricamente uniforme €

Observacao 5.1. Estaremos sempre representando por e o centro do octégono fundamental de

tesselacao {8, 8}.

Podemos obter outra constelagdo de sinais geometricamente uniforme C2 em S, considerando
os quatro pontos de S correspondendo a
(Bi'A;B,A7%)(e), (B,A7 ' BT A1) (e)
e suas inversas

(A1B7'AT'By)(e), (A1"B1A;B; 1) (e)

A figura 21(b) mostra esta constelacdo.
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Figura 21(b) Constelacio €, geometricamente uniforme

A constelacdo de sinais geometricamente uniforme €3 mostrada na figura 21(c), é o resultado

da unido das constelagdes geometricamente uniforme C, e C,.

Figura 21(c). Constelacdo de sinais G U Cj resultante da unido das constelacdes Cq € C,
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Ainda neste exemplo podemos construir mais duas constelacdes de sinais geometricamente
uniformes C4 e Cs. A primeira delas C4 € obtida considerando os pontos de S correspondendo a:
(A513f1 A;B;)(e), (31_114131)(@); (AszAEIBfI )(e), (BzAngfl)(e)
(31_1‘4;131142)(6); (Bz_lAsz)(e); (B1A232_1A51)(3): (B1AI132_1)(3)

respectivamente. A visualizacdo desta constelacdo é mostrada na figura 21(d).

Figura 21(d). Constelag@o de sinais geometricamente uniforme C,

Uma constelacdo Cs, andloga a C4, é construida escolhendo os seguintes pontos de S:
(B,A3'Bi'Aq)(e), (B,A1BT ) (e), B{'A1 B, AT (e), (B3 1A7' By)(e)
B1AT'B; Ay (e), B1A;B;'(e), B;' A;B, A7 (e), Bi ' AT B (e)

A constelacdo C5 € mostrada na figura 21(e)

66



Figura 21(e). Constelacdo de sinais geometricamente uniforme Cs.

Vimos que a unido das constelacdes geometricamente uniformes C; e C, resultou em outra
constelagdo geometricamente uniforme C3. O mesmo ndo acontece com as constelacdes C, e Cs,

que tem unido ndo geometricamente uniforme conforme ilustra a figura 21(f).

Figura 21(f). Constelag@o de sinais ndo geometricamente uniforme.
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Observacao 5.2. Devemos notar que as constelacdes de sinais geometricamente uniformes
Cy,C,, C3,Cy,Cs, sdo todas obtidas da particao % induzidas pelo subgrupo normal U'(S) =

(B2,A4,B,,A,) de U(S) = (B, A4, By, A,). Pode-se verificar que estas mesmas constelacdes sio

também obtidas considerando o subgrupo normal U’(S) = (B;,A,,B3,A4,).

Exemplo 3. Sejam as constelagdes Cj, C,, C3,C4, C5 do exemplo anterior. Aplicando uma

rotacdo de %rad (no sentido horario) em cada ponto destas constelacdes, o resultado sdo outras

cinco constelagdes de sinais geometricamente uniformes C'y,C’,, C'5,C'4,C's, cujos pontos

US _ (B1,A1,B3,43)

= > . Observa-se que estas
urs (B1,A%,B3,A2)

N o~ S . .
pertencem a parti¢ao induzidas pelo grupo quociente

cinco tltimas constelagdes podem também ser obtidas usando o subgrupo normal U'(S) =

(BllAll BZ)AZI ) de U(S)
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Capitulo 6

Codigos de Espacos de Sinais Geometricamente

Uniformes

Vimos anteriormente que dado um conjunto de sinais S geometricamente uniforme com grupo

gerador U (S), podemos escolher subgrupos normais de U(S) para construir constelagdes de

u(s)
u'(s)

sinais geometricamente uniformes em S, induzidas pelas particdes de grupos A seguir

faremos uso das constelacdes de sinais construidas anteriormente para abordarmos o conceito de

codigos de espagos de sinais geometricamente uniformes.
Iniciamos com a seguinte defini¢do:

Definicdo 6.1. Um espaco de sequéncia A’ é o conjunto de todas as sequéncias a = {a, k €
I} de elementos a;, de algum alfabeto A, onde o conjunto de indice /€ um subconjunto dos

numeros inteiros, I € Z.

Considere (4,*) um grupo, entdo o espaco de sequéncias A’ é também um grupo com a
operagdo estendida para sequéncias no modo usual, componente a componente, ou seja, para

cada a,b € Al,

axb=C(ag*b) k€l

. . . .S . D
Desta forma, dados um conjunto de sinais S, uma parti¢do — um grupo rotulo 4, a aplicagdo de
s

S . ~ .
rotulamentom : A — 7 Possui extensdo natural da seguinte forma:



Chamamos de cédigo rétulo a qualquer subconjunto C € A’. A especificacdo de um cédigo

rétulo C'define um cédigo de espaco de sinais como segue:

Definicao 6.2. Um cédigo de espaco de sinais é a unidao

c(2.6)=Uneo

de sequéncias de subconjuntos m(c) = {m(cy, k € 1I},c € C, isto é, m(c) é a sequéncia de
subconjuntos de S selecionados pela sequéncia de rétulo ¢ € C via a aplicacdo de rotulamento

S
m:4— =
N

Como (C(%,C) =Um(6) = U{m (ck)}k €1 | temos que C (%,C) c S’ Nocasode S

cec cec
ser um subconjunto de R™, entdo S’ e C sdo subconjuntos do espaco de sequéncias (R")’ .

Devemos observar que H? ndo é um espaco vetorial, portanto, ndo existe uma forma padrio para

produtos.

Na figura 22, ilustramos um codificador para um c6digo de espagos de sinais.

Dados del Codificad Mapeamento
ados de oaimcadadon F4
: zgfaruiulns
entrada ara
P c subconjuntos
Sequéncias de
subconjuntos
m(c)={mlc ]}
Outros dados de entrada Seletor de sequéncias de
pontos de ontos Y
sinais p de sinais

Figura 22 Codificador para o cédigo C

Um codificador para o cédigo rétulo € gera uma sequéncia codificada de rétulos ¢ = {c;}

pertencente a C. A sequéncia individual ¢ € determinada por uma sequéncia adequada de dados na

. L S .
entrada do codificador. Agora, a aplicacdo de rotulamento m: 4 — i usada para determinar a
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sequéncia de subconjuntos m(c) = {m(cy),k € I} . Outros dados de entrada sdo usados entdo
para determinar um elemento (sequéncia) especifico de m(c) para que possa ser transmitido
através do canal. Esta dltima operacdo € de natureza secunddria, as propriedades de um cédigo

gerado por um codificador deste tipo dependem fundamentalmente das propriedades do cédigo

de espaco de sinais C (%, C ) que sdo determinados pela entrada a ser codificada por C.

. S .~ . . . .
Seja agora 7 Uma parti¢do geometricamente uniforme induzida pelos grupos geradores U(S) e

USYe A=U(S)/U'(S) o grupo rétulo. Entdo, um cédigo de classes laterais generalizado é o

subconjunto
S
C(E’C> ={sem(c):ceCc}cs!
onde C € A' é um subgrupo normal de A' .

P . S . ) o
Em suma, um cédigo de classes laterais C (S—,, C ) € o conjunto de todas as sequéncias de

pontos de sinais que pertencem a uma sequéncia de classes laterais de S’ especificada por uma

sequéncia de bits codificados de C.
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Capitulo 7

Conclusoes e Sugestoes

7.1 Conclusoes.

A proposta do presente trabalho foi a de construir constelacdes de sinais geometricamente
uniformes no plano hiperbdlico. Mais especificamente constelacdes de sinais obtidas no primeiro

nivel da tesselacdo {8, 8}. Como o grupo de isometrias

I'= {<BlJA1; BZ;AZ) : B1A1B1_1AI1B2AZBZ_1A51 = 1}

fuchsiano e sua ag@io é livre em H?, vimos que a projeg¢do P : H? — H%Z ¢ uma aplicagio de
recobrimento. No caso geral de qualquer g-toro, g = 2 temos que os grupos fuchsianos gerados
por isometrias hiperbdlicas que fazem o emparelhamento dos lados de uma regido de Dirichlet
(poligono de 4g-lados) sdo isomorfos aos grupos fundamentais das superficies compactas
orientdveis obtidas da identificacdo dos lados opostos da regido fundamental. Decidimos por
construir constelagdes de sinais contidas em g-toros (no nosso caso bitoros) por possuirem as

seguintes propriedades:

1. Apesar dos pontos de sinais estarem contidos topologicamente na superficie de um g-toro,
existem modelos euclidianos que permitem sua visualizacao no plano, o que nos possibilita lidar
com ferramentas convencionais para seu estudo.

2. Para qualquer g-toro, o grupo fuchsiano I' € conhecido, conforme mostra [3] pags. 171 e
172.

3. Homogeneidade de suas regides de Voronoi (Dirichlet).
Estas propriedades exercem fun¢des importante, tais como:

* O fato da uniformidade geométrica de uma constelacdo de sinais estar associada

diretamente a seu grupo de simetrias, torna necessario o conhecimento do grupo I'.
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* A homogeneidade de suas regides de Voronoi é que garante o mesmo perfil de

vizinhos para cada ponto e mesma probabilidade de erro em canais AWGN.

No capitulo 2 foram introduzidos os subsidios algébricos e geométricos basicos usados no

desenvolvimento deste trabalho.

No capitulo 3 foram fornecidos alguns conceitos basicos de teoria da informacdo, seguido do

estudo de tesselacdes no plano hiperbdlico.

A uniformidade geométrica de uma constelacdo de sinais bem como suas propriedades de

simetrias foram tratadas no capitulo 4. .

No capitulo 5, consideramos o conjunto de sinais S consistindo dos centros dos octégonos da
tesselacao {8, 8} para constru¢do de constelagdes de sinais geometricamente uniformes. A

escolha de elementos apropriados contidos nas classes laterais da particao de S induzida pela

- u(s ~ . )
particdo de grupos u'(_(s)) resultou nas constelagdes C;, C,, C3, C,, Cs geometricamente uniformes,

onde
I'={(By, Ay, By, Az) : B1A{By AT B,A;By A7 = 1) e
U,(S) = <B121 All BZI AZ)
Vimos que estas mesmas constelacdo de sinais também podem ser obtidas usando o subgrupo de

r,
U{ (S) = (B1;A1; B%;Az)

. . . ~ T . s .
Ainda neste capitulo, vimos que fazendo uma rotacao de Zrad (no sentido horério) em cada
um dos pontos destas constelacdes, o resultado sdo outras cinco constelagdes de sinais

: : . .S . :
geometricamente uniformes €'y, C’,, C'5,C'4, C's, cujos pontos pertencem a parti¢io 5, induzidas

U(S) _ (B1,A1,B2,A3)
U'(S)  (B1A%.B2.A2)

pelo grupo quociente . Observou-se também que estas mesmas cinco ultimas

constelagdes podem ser obtidas usando o subgrupo normal U’(S) = (B, A4, B,, A3) de U(S).
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7.2. Sugestoes para Trabalhos Futuros.

Durante o desenvolvimento desta dissertacdo, nos deparamos com alguns topicos que podem
ser considerado como um possivel caminho para novas pesquisas. Gostariamos, para finalizar, de

apresentar alguns destes topicos.

No processo de construcdo de constelacdes de sinais geometricamente uniformes,
consideramos .S como o conjunto de sinais formado pelos centros dos octégonos da tesselacao {8,
8}. Da uniformidade geométrica deste conjunto afirmamos que, a existéncia ou ndo, de
constelagdes de sinais geometricamente uniformes obtidas no primeiro nivel da tesselacdo,
escolhendo pontos na particdo de S induzida pelos quocientes de U(S) = (A4, By, A3, By) por
certos subgrupos normais, sao estendidas aos outros niveis da tesselacdo. Ou seja, se para um
determinado subgrupo normal U'(S) de U(S), for possivel obter uma constelagdo de sinais
geometricamente uniforme no primeiro nivel da tesselacdo, para este mesmo subgrupo serd
também possivel obter constelagcdes de sinais geometricamente uniformes nos outros niveis da
tesselacdo. A pergunta que se faz agora é: suponhamos que para um certo subgrupo U'(S), o
quociente nao induz particdo em .S em que seja possivel formar constelacdo geometricamente
uniforme com os pontos considerados no primeiro nivel da tesselac@o, esta impossibilidade sera

também estendida para os outros niveis da tesselagao?.

* Outra questdo que surge seria: suponhamos que para um certo subgrupo normal em

u(s)
u'(s)

constelacdo de sinais geometricamente uniforme em vdrios niveis da tesselagcdo, ou

U(S), o quociente induz uma particdo de S em que seja possivel construir uma

seja, se tanto no primeiro nivel da tesselacdo como no segundo e demais niveis existir
uma constelacdo geometricamente uniforme: serd que considerando pontos destes
vdarios niveis, obteremos outra constelagdo de sinais geometricamente uniforme?. A
escolha de pontos de sinais para formar esta nova constelagdo pode ser mais geral do
que considerar como pontos da nova constelacdo somente aqueles resultantes da unido

dos pontos de cada uma das constelagdes obtidas em cada um dos niveis considerados.

nao

* Esta mesma questdo € levantada novamente para o caso onde o quociente U

induz uma particio em S em que seja possivel obter constelacdes geometricamente
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uniformes nos niveis da tesselacdo. Entdo serd possivel ou ndo construir uma

constelacdo de sinais geometricamente uniforme escolhendo pontos nestes niveis?.
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