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Resumo

Desde que Gallager introduziu o algoritmo de decodificacdo Bit-Flipping (B F') com decisdo
abrupta para cédigos Low Density Parity Check (LD PC'), outras duas variantes foram propostas
por Sipser e Spielman para os c6digos conhecidos como “Expander Codes”. Posteriormente, uma
versao da decodificagcdo BF' por decisdo suave conhecida como decodificagdo Modified Weighted
BF (MWBF), foi investigada. Esta tese propde versdes modificadas dos algoritmos de Sipser e Spiel-
man. Resultados de simulag¢des para c6digos Low Density Generator Matrix (L DG M) sistematicos,
com comprimento longo mostraram um melhor desempenho da versdo proposta. Adicionalmente,
para um comprimento médio dos cédigos LDGM, resultados de simulagdes mostraram um desem-
penho similar a decodificagio MWBF com a vantagem de nao ser necessario o uso de operagdes em
ponto flutuante.

Palavras-chave: Cédigos Corretores de Erro, Codigos de Matrizes Geradoras de Baixa Densi-
dade, Algoritmos de Decodifica¢do, Decodificagdo por Decisao Abrupta.

Abstract

Since Gallager introduced Bit-Flipping (5B F’) decoding with hard-decision for Low-Density Parity-
Check Codes (LD PC"), other two variants were proposed by Sipser and Spielman for expander codes.
Later, a soft-decision version of BF decoding, known as Modified Weighted BF (MW BF') decod-
ing, was investigated. This thesis proposes modified versions of Sipser and Spielman algorithms.
Simulation results for long systematic Low-Density Generator Matrix (LDGM) codes show a bet-
ter performance of the proposed versions. Moreover, for moderate length systematic LDGM codes,
simulation results show performance similar to that of MWBF decoding with the advantage of not
requiring floating-point operations.

Keywords: Error correcting codes , Low density generator matrix codes, Decoding algorithms,
Hard decision decoding.
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Capitulo 1

Introducao

Gallager introduziu em [1] os cddigos de baixa densidade de verificagdo de paridade também
chamados cédigos LD PC' (do inglés Low-Density Parity-Check). Gallager também propds um al-
goritmo para decodificacdo por decisdo abrupta conhecido como decodificacdo BF' (do inglés Bit-
Flipping). Sipser an Spielman estudaram em [2] uma sub-classe de cédigos LD PC', chamados “ex-
pander codes”, e propuseram duas novas formas de decodificacdo BF' por decisdo abrupta. Kou et
al. propuseram em [3] uma versao por decisdo suave da decodificacio BF' conhecida como decod-
ificacdo W BF' (do inglés Weighted BF). Posteriormente, Zhang e Fossorier em [4] modificaram a
funcdo de troca de bits da decodificacio W B F' acrescentando um fator de corre¢do que depende de
um parametro, «, a ser optimizado. Esta variante da decodificacio BF' é conhecida como decodifi-
cacdo MW BF' (do inglés Modified WBF). Os desempenhos de todas as versdes de decisdo suave da
decodificagdo BF' em [4] foram obtidos para cédigos LD PC'. Estes mostraram um melhor desem-
penho quando comparados a decodificagdo BF' com decisdo abrupta. A decodificacdo por decisdo
suave requer operacdes de ponto flutuante que sdo computacionalmente custosas. Isto implica que em
algumas situacdes a decodificacdo por decisdo abrupta de codigos longos pode ser preferivel. Nesta
dissertacdo se investiga o desempenho da decodificacio BF' com decisdo abrupta para matrizes ger-
adoras LDGM (do inglés Low Density Generator Matrix) sistemdticas. Primeiro, propde-se uma
versao modificada do algoritmo de decisdao abrupta de Sipser e Spielman. Esta modificacdo na sua
versdo sequencial serd chamada de “serial hard BF™ e a versao paralela de “parallel hard BF' . Os
resultados das simulagdes para codigos longos mostram um melhor desempenho das versdes mod-
ificadas propostas. Também se compara o desempenho da decodificagdo MW BF' com algoritmos
propostos pela decodificagdo B F' por decisdo suave considerando um comprimento médio de cddigo.
Os resultados da simulagdo mostraram que nao ha melhora significativa do algoritmo MW B F' sobre

os algoritmos propostos de decodificagdo BF por decisdo abrupta.

1



2 Introducao

1.1 Organizacao da dissertacao

A tese estd organizada como segue:

No capitulo 2, sdo apresentados os fundamentos da teoria das comunicacdes, 0 modelo do sistema
de transmissdo digital usado e a notacdo das varidveis empregadas. Também se apresenta um estudo
da capacidade do canal e os modelos de canal usados e finalmente se faz uma introdug¢do a codificagao
de dados.

No capitulo 3, se faz um estudo dos cédigos corretores de erros usados nesta dissertacao assim
como um estudo das distintas formas de criar as matrizes geradoras e de verificagdo de paridade para
aos codigos de bloco empregados.

No capitulo 4, mostra-se os algoritmos de decodificacdo usados para os cédigos de bloco vistos
no capitulo 3, além de um estudo sobre a taxa de erro de bit e os limites mdximos possiveis a serem
atingidos pelos algoritmos de decodificacdo. Para finalizar este capitulo apresenta-se as simulacdes
para cada um dos algoritmos de decodificacio.

No capitulo 5, sdo descritas as conclusdes da dissertacdo de acordo com os resultados das sim-
ulacdes do capitulo 4 e se faz a andlise sobre os resultados comparando as distintas versdes dos
algoritmos B I’ existentes com a versdo modificada para decisdo abrupta proposta nesta dissertagao.

Para finalizar, no apéndice A pode ser encontrada uma pequena ajuda para o capitulo 3, onde
se explica um algoritmo para a geracdo de um campo de Galois. No apéndice B se descreve os

programas usados para a simulacdo assim como a forma de usar os mesmos.

1.2 Contribuicoes da dissertacao

As principais contribui¢des desta dissertag@o sdo:

* Uma modificagdo do algoritmo de decodificacao “bit-flipping” com decisdo abrupta. Este algo-
ritmo gerou resultados muito proximos aos obtidos com a versdo de decisdo suave, versdo esta
que possui maior custo computacional. Em alguns casos, para a versao paralela da modifica¢ao

do algoritmo, os resultados mostraram uma melhora no desempenho da taxa de erro de bit.

* Um estudo do comportamento das distintas variantes do algoritmo de decodificagao “bit-flipping”
para matrizes LDG M.

* Estudo do desempenho da versdo modificada do algoritmo “bit-flipping” para matrizes LDGM

sistemdticas e matrizes LD PC' regulares.



Capitulo 2
Fundamentos da Teoria das Comunicacoes

Numa transmissdo de dados se deseja enviar informacao entre dois pontos, 0 emissor e o receptor,
como mostra a Figura 2.1. Para conseguir isto se faz uso de um meio fisico de transmissao denomi-
nado canal fisico. Este meio pode ser o ar, a fibra 6tica, cabos condutores de eletricidade, etc. Dado
que o canal € um meio fisico, a informacdo enviada por ele tem sempre um carater analégico, pois

por ele transita uma onda eletromagnética, luz, sinais elétricos, etc.

!
() = { o=
)

Fig. 2.1: Diagrama de uma transmissao de dados.

2.1 Modelo de um sistema de transmissao digital

Se diz que se tem uma transmissdo digital de dados, quando o emissor codifica a informacao en-
viada de forma digital, isto é, num conjunto limitado e fixo de valores e sinais possiveis. Na Figura
2.2 se pode ver como o modulador recebe dados digitais (conjunto limitado e fixo de valores) e os
mapeia num conjunto limitado e fixo de sinais analdgicos. Esses sinais transitam pelo canal onde
sofrem transformacdes por causa da presenca do ruido. A saida do canal, o demodulador entrega

ao decodificador de canal os dados com alguns elementos errados. Este bloco € o encarregado de

3



4 Fundamentos da Teoria das Comunicac¢oes

diminuir a probabilidade de erro dos dados recebidos.

Modulador

IVLIOIAd TVYNVD

Demodulador

Fig. 2.2: Diagrama de uma transmissao digital de dados.

Em geral um dado digital, geralmente BCD (do inglés Binary Coded Digit), inicia seu percurso
saindo da fonte. Estes dados sdo recebidos pelo codificador de fonte encarregado de codificar para
retirar possivel redundancia .inerente aos dados da fonte. Dado um vetor bindrio U este é codificado
pelo codificador de canal onde ele sofre uma transformagdo obtendo-se um vetor V. Isto € feito para
acrescentar a ele redundancia com o fim de proteger a informacdo através do seu transito pelo canal.

Quando o modulador recebe os dados ele seleciona uma forma de onda de duracdo 7'. Para uma
codificagdo bindria o modulador gera um sinal Sy(t) quando ele recebe o bit 0 e um sinal .S} () quando

recebe o bit 1. Se temos um canal de faixa estreita, uma boa escolha sdo os seguintes sinais:

So(t) = ,/?sm(%ﬁ)t + g) 0<t<T 2.1)
Si(t) = \/?sin(%rfot - g) 0<t<T (2.2)

onde E € a energia de cada sinal e f;, é a frequéncia da portadora. Geralmente se escolhe f, de
tal forma que seja um mdltiplo de 1/7'. A este tipo de sinaliza¢do se chama BPSK ( do inglés Binary
Phase Shift Keyed ).



2.2 Capacidade do canal 5

Estes sinais analdgicos foram transmitidos pelo canal, sofrendo nele distor¢des. E o demodulador
produzira na sua saida um nimero real ou um conjunto finito e discreto de valores. Um demodulador
6timo sempre inclui um filtro casado, ou um correlator seguido de um seletor por amostragem. De-
pendendo da etapa de decisdo usada podem-se obter diferentes modelos de canal. Os dados recebidos
no vetor R sdo entregues ao decodificador de canal que usard os bits de redundéncia para tentar de-
tetar e corrigir os erros, obtendo neste processo um vetor U’ que se estima que é muito préximo ao

vetor U enviado. Este vetor U’ sera utilizado no destino.

2.2 Capacidade do canal

Antes falar dos modelos de canais de comunicagdes € necessario falar da capacidade do canal. A

capacidade do canal (C') € a maxima quantidade de informagdo que é possivel enviar por um canal de

(] e
A

Ruido

forma confiavel.

Fig. 2.3: Canal de comunicacdes.

Para um canal como o mostrado na Figura 2.3 onde a capacidade do canal ¢ a mdxima quantidade

de informagdo em comum existente entre sua entrada X e sua saida Y, a equacdo,

I(X;Y)=H(Y) - HY|X) (2.3)

mostra esta quantidade mediante a defini¢do da informacdo mitua /(X;Y') para duas varidveis

aleatdrias X e Y, onde as funcdes de entropia sdo dadas por (2.4) e (2.5).

H(Y) = —Elloga(Pr(y))]
— ¥, Priy)logs(5) 24

HY|X) = ~Ellogs(Pr(yl))
=20 2oy Priz y)loga(55m) (2.5)

=, %, Prie)Priyle)logs(prbs)

A patir das equacdes (2.3), (2.4) e (2.5) € possivel definir a capacidade do canal C' como a maxima



6 Fundamentos da Teoria das Comunicac¢oes

quantidade de informagdo mutua entre X e Y sobre um canal de comunica¢des com uma probabili-
dade de entrada Pr(x):

C =mazpy)1(X;Y) (2.6)

2.3 Modelos de canais

Neste ponto € importante definir os modelos de canal que serdo usados. Eles se distinguem pela

forma como o ruido € introduzido e o tipo de dados que aparecem na sua saida.

2.3.1 Canal BSC

Um canal bindrio simétrico (do inglés Binary Symmetric Channel, BSC) é um canal de comu-
nicacdo derivada da probabilidade de erro de bit na sua recepcdo. Como pode-se ver na Figura 2.4,
se o bit enviado € 0 entdo tem-se uma probabilidade 1 — p de receber um bit 0 na sua saida e uma
probabilidade p de receber um bit. Agora se é enviado um 1 se tem uma probabilidade 1 — p de

receber um bit 1 na sua saida e uma probabilidade p de receber um bit 0.

Fig. 2.4: Canal BSC.

Se definimos uma varidvel aleatéria X na entrada do canal BSC' e uma variavel aleatéria Y na

saida, obtemos as seguintes relagdes:

Pr(Y =0[X=0)=1—p 2.7)

Pr(Y=0X=1)=p (2.8)

Pr(Y=1X=0)=p (2.9)
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PrYy =1X=1)=1-p. (2.10)

Um ponto interessante a notar ¢ que num canal B.SC' com uma probabilidade de erro p, o valor p
tem que estar entre 0 < p < 0.5. Isto por causa da simetria do canal, pois se 0.5 < p < 1 bastaria
acrescentar uma etapa mais ao canal que invertesse os bits de 1 a 0 e vice-versa, para obter a mesma
incerteza que um canal com probabilidade de errar igual a 1 — p. Pode-se ver isto facilmente se
calculamos a capacidade do canal. Lembrando que num canal BSC' se transmite um sé bit por uso

do canal, temos,

C=1-H(p). (2.11)

A equacdo (2.11) mostra que a capacidade do canal BSC' € 1 bit diminuido pela quantidade de
informacdo do erro do canal H(p),

H(p) = —ploga(p) — (1 — p)loga(1 — p). (2.12)

A funcido entropia é simétrica em torno de p = 0.5, pelo qual C' também € simétrica em torno
deste ponto. Assim a capacidade do canal para transmitir informacao e igual para uma probabilidade

deerrodepel — p.

2.3.2 Canal AWGN

Um canal de ruido gaussiano aditivo branco ou AWGN ( do inglés Additive White Gaussian
Noise) € um canal de comunicagdes em que o ruido € adicionado linearmente a informagao transmi-
tida. Se definimos a entrada do canal como X real, a saida do canal como Y real e ao ruido gaussiano

adicionado como Z real a equacdo resultante seria a seguinte,
Y=X+72, (2.13)

onde Z tem a seguinte funcao de densidade de probabilidade,

2
fz(2) = ! exp[—é%Q

\V2mo?

A quantidade méaxima de informag@o que pode transportar o canal AW GN de forma confidvel

]. (2.14)

esta dada pela seguinte equacao,

1 S
C=- lOgg(l + N)

5 (2.15)
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S = E[X?] (2.16)

N = E[Z?] = ¢* (2.17)

onde C € a capacidade do canal, S € a poténcia do sinal na entrada do canal e N € a poténcia do
ruido presente no canal. Se consideramos agora um canal AW GN de faixa limitada a B, temos a

capacidade

S
C = Blogs(1+ ) (2.18)

N € agora o ruido AW GN contido na faixa B, e S € a poténcia de sinal nesta faixa.
Na pratica, existe uma restri¢ao fisica da maxima potencia Pj;q.imae possivel a ser enviada pelo

transmissor. A seguinte equagdo descreve esta relacao. Assim

S S PMaxima (219)

2.3.3 Decodificacao por decisao suave e abrupta

De acordo com o modelo de canal de transmissao empregado existem duas possibilidades para
obter-se dados na saida do demodulador; eles podem ser reais ou digitais. Pode-se obter qualquer
valor real na saida do demodulador, ou um dado pertencente a um conjunto limitado e fixo de valores.
No primeiro caso como a saida é real se diz que o demodulador do canal usaré decisdo suave (do inglés
“soft-decision”), Se utilizamos dados digitais falamos de uma decodificagdo por decisdo abrupta (do

inglés “hard-decision”).

Decodificacao por decisao suave

Um exemplo de decisdo suave € a decodificagdo feita ao final de um canal AWGN. Como se
viu na secdo 2.3.2, a saida do canal pode tomar valores reais negativos ou positivos. E entdo que o
decodificador do canal faz uma decisdo “soft” ou suave dos valores recebidos. E suave no sentido
que nio mexe nos dados, e os trabalha tal como eles safram do canal. E assim que neste modelo a
decodificagio se faz sobre um vetor R com elementos reais. E dele que ird se obter um vetor U’ de K
elementos bindrios, ver Figura 2.5.

Se pode ver que neste tipo de decodificacdo tem-se mas informacao para ajudar na obten¢ao do

vetor U’, dado que se tem um conjunto infinito de dados possiveis recebidos. Mas esta aparente
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N dados reais K dados binarios

UI

R

de Canal

Fig. 2.5: Decodificag¢do por decisdo suave.

vantagem gera o problema de fazer a decodificacdo mais complexa por causa do uso de operacdes

com ponto flutuante em todo o processo de decodificagao.

Decodificacao por decisao abrupta

Quando se diz que se vai realizar uma decodificacdo por decisdo abrupta quando na entrada do
decodificador de canal se tem dados digitais, geralmente bindrios. Dada a natureza analdgica de todos
os canais de transmissdo, obter dados digitais na saida do demodulador, depende de uma decisao
prévia sobre os simbolos da modulagdo. Esta decisdo € chamada decisao abrupta.

Considere um canal BI — AW GN onde na entrada tenha-se um bit com valor 1 que serd codifi-
cado como +A e um bit 0 como — A, Estes valores serdo enviados pelo canal AW GN e obteremos
na sua saida valores reais com uma distribui¢ao do ruido como na equacao (2.14). Assim, a probabil-
idade de receber o dado Y dado que o bit U; = 1 foi enviado é dada por

(12

FYU, =1) = e 27 (2.20)

[\

2o
e para o caso que seja enviado o bit U; = 0 a probabilidade é

1 —(y+1)?

FY|U, = 0) = e 5 (2.21)

2mo?

Neste ponto aplica-se uma decisdo mdximo a posteriori (M A P), que consiste em aplicar a seguinte

regra

L {1 fU=11Y) > f(Ui = 0]Y) 022)

0 caso contrario

isto é, nos perguntamos que tem maior probabilidade, que seja 1 ou que seja 0, dado que se

recebeu Y. Aplicado o teorema de Bayes pode-se chegar a uma expressao como as equacgoes
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fY|U = 0)p(U; = 0)

FU=0]Y) = Y (2.23)
_ JY[U = 1)p(U = 1)
fU=1Y) = l Y —, (2.24)

que s6 dependem das probabilidades f(U; = 0|Y) e f(U, = 1]Y) e das probabilidades de enviar
pelo canal um bit 0 ou um bit 1, p(U; = 0) e p(U; = 1), respectivamente.
Aplicando (2.23) e (2.24) na equagdo (2.22) obtemos:

L {1 fY|U, =DpU,=1) > f(Y|U =0)p(U; = 0) (2.25)

0 caso contrario

p(Ul=+1)

L o]

-A

+A

I
I
|
1
1
a
f

Fig. 2.6: Funcdes densidade de probabilidade.

A Figura 2.6 mostra de forma grafica a equacdo (2.25). Todos os valores de Y maiores a ag
indicam que foi enviado um bit U; = 1, caso contrario foi enviado um bit U; = 0, ficando a lei de

decisdo como:

1 Y >
2= st o (2.26)
0 caso contrario

Para o caso em que p(U; = 0) = p(U; = 1) o limiar de decisdo fica no valor ¢; = 0, onde
qualquer valor positivo de Y serd considerado como um bit z = 1 e qualquer valor negativo serd
considerado como um bit z = 0. Este tipo de decodificacio é chamada de “hard” ou abrupta, porque
a decisao do valor na saida do canal € feito de forma abrupta, pois € um valor ou outro, ndo tem pontos
intermedidrios.

Pode-se ver em [5] na equagdo (1.4) que no caso que se tenha um canal AW GN com uma etapa
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de decisdo abrupta na sua saida, pode-se relacionar o ruido introduzido no canal AW GN com a

probabilidade de erro p resultante através da seguinte equagao:

2R.E,
No

p=Q( ) (2.27)

onde

onde R, é a taxa do c6digo (veja equagdo (2.30)) e £,/ Ny € a razdo sinal ruido (com FEj, a energia
por bit de informacdo e /Vy a densidade espectral do ruido). A decodificacio por decisao abrupta tem
a vantagem que ao trabalhar s6 com um ndmero finito de valores, o célculo € feito em ponto fixo,
gerando algoritmos de decodificacdo mais rdpidos em tempo de execucdo. A decisdo abrupta feita
faz que muita da informacdo necesséria para uma decodificacio se perca. E pois ao final uma escolha
entre decisdo suave ou abrupta, um compromisso entre convergéncia e velocidade, ou quantidade de

informagdo e complexidade no célculo.

2.4 Codificacao

Como o canal de comunicagdo esta introduzindo continuamente erros aos dados enviados através
dele, é necessdrio proteger a informa¢do com a intencdo de diminuir na medida do possivel a taxa
de erro do bit ou BER, ( do imglés “Bit Error Rate”). Para este efeito, o codificador de canal intro-
duz bits de redundancia. Esses bits adicionais permitem detectar e corrigir alguns dos bits com erro.
Assim a eficiéncia na diminuicdo do BE R dependera da capacidade do canal, da quantidade e do

método de criac@o dos bits de redundancia e do método de decodificacdo dos dados.

Existem basicamente dois tipos de codificacdo do canal: cédigos de bloco e cédigos convolu-
cionais. No capitulo 3 se falard de forma mais extensa dos cédigos de bloco.

Neste momento € necessdrio entender o uso do codificador de canal. Para esta tese se trabalhard
com dados bindrios, entdo o codificador receberd um vetor U de dados binarios com comprimento K,
e apOs acrescentar a redundancia devolvera outro vetor V' de dados binarios de comprimento N. A
taxa de informacao do cédigo € dada por

K < (2.29)
R. =

. (2.30)

z2l= =
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Se consideramos que os bits recebidos no vetor U tem a mdxima entropia, entdo a equagdo (2.30)
nos diz que o vetor V' terd R, bits de informacao por bit enviado. Juntando esta idéia com a capacidade
do canal, pode-se considerar a taxa como a mdxima quantidade de informacao por bit e iguald-lo com
a capacidade do canal que é a maxima quantidade de informacgdo que € possivel enviar ( ver Figura
2.7). Se

R.<C, (2.31)

Entao € possivel recuperar toda a informacao enviada pelo canal.

C

Fig. 2.7: Relacdo entre taxa e capacidade, o cilindro representa um bit.

Aplicando esta idéia ao canal BSC' obtemos que o limite mdximo da probabilidade de erro do
canal (pqe), que permite ter a possibilidade de recuperar a totalidade dos bits enviados, estd dado

pelas seguintes equagdes:

R.<1-H(p) (2.32)

Prmae = H (1 = R,). (2.33)

Aplicando o mesmo critério ao canal AW GN obtemos que o valor minimo de SNR = S/N (do

inglés Signal to Noise Ratio) para ter a possibilidade de recuperar a totalidade dos bits enviados é
SN R

loga(1 + E) (2.34)

<
R, < N

N —

22 _ 1 = SNR,.in (2.35)



Capitulo 3
Codigos corretores de erro

No capitulo 2 se viu a necessidade de proteger os dados quando estes transitam num canal ruidoso.
No gréfico da Figura 3.1 pode-se ver que o codificador de canal é o encarregado de acrescentar
redundancia a informacdo enviada com a intenc@o de melhorar a possibilidade de incrementar a taxa
do erro de bits.

O cddigo corretor de erro usado transformard o conjunto de dados bindrios de K bits num sub-
conjunto do conjunto de todos os possiveis dados de NV bits. Para este efeito pode-se fazer uso dos

codigos de bloco.

N Palavras

2 de N bits
Palavras Palavras
de K bits de N bits

Fig. 3.1: Mapeamento feito pelo codificador de canal nas palavras codigo.

3.1 Cadigos de bloco

Um cédigo de bloco (N, K') associa uma palavra U onde u; € GF(2) e 0 < i < K, auma palavra
cdédigo V onde v; € GF(2) e 0 < i < N. O corpo de Galois bindrio GF'(2) é definido no apéndice
A.

13
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Para cédigos de bloco lineares, esta associacio € feita através da matriz geradora, G. Considere

as palavras

U=(uw wm w . ugo ), (3.1)
e
V= ( Vo U1 V2 ... UN-1 > . (32)
Entao,
V=UG, 3.3)
onde
go doo do1 Go2 . Jo(N-1)
g1 g10 g1 912 . gi(nN-1)
G = g2 = 920 go1 922 _ 92(N-1) (3.4)
gK-1 JKk-10 Y9EK-1)1 YK-1)2 --- GK-1)(N-1)

Na matriz geradora G, cada elemento g;; € GF(2),0<i< Ke0<j< N,ecadaumade
suas linhas sdo N — uplas linearmente independentes. O vetor V' é um elemento no espaco vetorial

formado pelos vetores g;, 0 < 7 < K, isto é,

V = upgo + w181 + Usg2 + ... + UK _18K—-1- (3.5)

O conjunto de todos os pontos V' formam um subespago vetorial de dimensao K do espaco veto-
rial de dimensdo N formado por todas as N — uplas com elementos em G'F'(2), também chamado
EG(N,2) (Geometria Euclidiana N — dimensional em GF'(2)).

Dado que os vetores g; sdo linearmente independentes, se tem uma relacdo univoca entre um ponto
U e um ponto V, pelo qual € possivel a decodificacdo do V' para obter novamente U. O hiperplano
F ={V :V = UG} de dimensdo K, tem em EG(N,2), N — K vetores linearmente independentes
ortogonais a cada ponto do plano F/, isto €, cada palavra cddigo V' e os vetores g; sdo ortogonais a
estes N — K vetores. Se chamard de h; € EG(N,?2) acadaum desses vetores,onde 0 < j < N — K.

Com eles se constroi a matriz H,
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hg hoo ho ho2 i, hov-1)
hy hio hiy hia e hiv-1)
H = h, = hao ha: Hy, e hon-1) (3.6)
hn k-1 hn-rk-10 hov-x-11 hv-Kk-12 - ©hNv-K-nHW-1)

Como a matriz H de N — K linhas e IV colunas é ortogonal a V' e (G, H pode ser usado como
uma medida de verificacdo de que um ponto R qualquer pertence ou ndo ao subespago F'. Primeiro

calcula-se S,

RH'=S. (3.7)

Se S = 0 entdo R pertence a F'. Também € possivel achar H a partir de GG, procurando seu espago

nulo, como segue,

GH' =0 (3.8)

Nas equacgdes (3.7) e (3.8) o simbolo ¢ representa a transposta da matriz. Neste ponto sé resta
procurar algum método para obter o vetor U a partir de 1/, a forma mais fécil € aplicando for¢a bruta
e gerar uma tabela de equivaléncias entre U e V. O problema inicia quando o vetor V' percorre um
canal ruidoso, na sua saida este canal entrega um vetor com erro que chamaremos de R. Dado que
R difere de V/, ja ndo € possivel obter o vetor de informacdo U a partir dele. A solugdo é comparar
o vetor recebido I com todos os vetores V' da tabela e escolher como vetor enviado no canal o vetor
que gere a distancia euclidiana minima, e logo escolher a partir dele a estimativa do possivel vetor
vetor de informagao U’. O problema deste método é o excessivo tempo de cdlculo empregado, pelo
cual geralmente se busca gerar uma matriz G de tal forma que seja mais fécil a obten¢do de U’ a
partir R. E possivel selecionar o vetor 1V mais provavel, a partir do vetor R, fazendo uso dos bits de

redundancia, isto serd estudado no capitulo 4.

3.1.1 Ceédigos LDPC

Os cddigos LD PC, do inglés “Low-Density Parity-Check”, foram publicados por Gallager [1]
em 1963, mas eles ndo receberam muita atencao até o redescobrimento por MacKay [6] em 1999.
Estes codigos sdo caracterizados por terem matrizes de verificacdo de paridade (H) com muitos “0”’s

e poucos “1”’s na sua composi¢do. Outra caracteristica de um cédigo (N, d,,d.) LDPC, é que tem
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uma quantidade d, fixa de “1”’s por coluna e uma quantidade d,. fixa de “1”’s por linha para uma
quantidade N de bits codificados. E ficil notar que ao considerar fixa a quantidade de “1”’s por linha
e coluna, pode-se calcular a quantidade total de uns na matriz H das seguintes formas:

d,N = d.(N — K). (3.9)

Da equacdo anterior se deduz a seguinte relacdo, chamada de densidade () da matriz, onde v <
L,

dy de

= =—. 1
TEN_K-N (3.10)
Além disso, também pode-se expressar a taxa do codigo (R.) com a seguinte equacao,
d N-K K
e=1-=1-"—= 3.11
h d. N N G-11)

3.1.2 Forma sistematica

Uma forma de construir a matriz G, que facilita a obtencdo do vetor U a partir do vetor V, é
fazendo com que dentro da palavra cédigo enviada esteja incorporado o vetor de informacdo U, e o

restante da palavra serd completada com os bits de paridade como mostra a Figura 3.2.

Paridade Informagao

=N-K bits=—t——k bits =]
Fig. 3.2: Cédigo sistemético.

Para fazer isto, se faz uso de uma matriz identidade de dimensao K (/) e uma matriz de paridade

de K linhas e N — K colunas (Pg(y—k)), dado por

Poo Po1 Po2 e Po(N—-K-1)
P1o P11 P12 e Pi(Nn-K-1)
P = D20 P21 D22 cee D2N-K-1) (3.12)
P(k-10 P(k-1)1 PK-1)2 --- PE-1)(N-K-1)

Assim, escrevemos G como
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go DPoo Po1 pe2 .- DPoN-k-1) 1 0
g1 P1o P P2 ...  piwv-k-1 0
G = g2 = D20 D21 P2 .. pnv-k-1) 0 0 1 ... 0 [,
gK-1 P(k-10 PE-11 PE-12 --- DPE-1)(N-k-1) 0 0 0 1
(3.13)
G =[P Ix]. (3.14)

Para obter a palavra codigo V' usa-se a equacdo (3.3). Note-se que com essa disposi¢cao na matriz
G o vetor V tem a forma da Figura 3.2, com os bits de informag¢do colocados a direita do vetor linha.
Outra vantagem de construir a matriz G desta maneira € que € facil obter a matriz H, que é ortogonal

a GG (ver equacdo (3.8)). H serd dada por

00 ... 0 Poo P1o D20 e P(k-1)0
Po1 P11 P21 e P(rx-11
H=| 001 ... 0 Doz P12 D22 e P —-1)2 (3.15)
000 ... 1 Po(N-K-1) Py(N-K-1) DP2(N-K-1) --- PE-1)(N-K-1)
H=[Iy_g Pt] (3.16)

3.1.3 Matrizes regulares e irregulares

Um ponto interessante a olhar é o desempenho das matrizes de baixa densidade quando se con-
serva fixo ou varidvel o nimero de “1”s por linha e coluna. Na se¢@o 3.1.1 viu-se o caso das matrizes
LDPC onde a matriz H tem um nimero regular fixo de uns por linha e coluna. Mas o fato de
ter uma matriz H regular ndo garante que a matriz GG seja regular. Para ver isto se tem que lembrar
que H € uma matriz formada por N — K vetores linearmente independentes que formam um hiper-
plano. Este hiperplano € ortogonal aos K vetores linearmente independentes que formam a matriz
G. Dado que estes K vetores também formam um hiperplano, é possivel escolher uma combinagao
linear qualquer desses vetores, de forma que se obtém um novo conjunto de K vetores linearmente
independentes. Nessa infinidade de vetores possiveis, estdo os casos em que os vetores escolhidos

para formar a matriz GG constituem matrizes regulares, sistemdticas ou simplesmente irregulares.
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Pelo visto até agora na literatura pode-se ter os seguintes tipos de matrizes: Uma matriz LD PC'
definida por Gallager [1] onde H tem um ndmero fixo de uns por linha e coluna. Esta matriz é
chamada de regular. O método de geracdo e o tipo de matriz geradora ((7), para estas matrizes,
dependerd do método empregado para gerar /. Um segundo tipo de matriz € a baseada no que foi
visto na secdo 3.1.2 acrescentando a isto a idéia de que além de ser uma matriz sistemadtica, P tem que
ser uma matriz regular e de baixa densidade. Quando as matrizes geradoras e de paridade cumprem
estas caracteristicas se diz que se tem uma matriz LD P(C' irregular e sistemdtica ou simplesmente
LDGM [7] [8], do inglés Low Density Generator Matrix.

Também € possivel ter variagdes das matrizes LD PC' e LDGM, como as LD PC' irregulares e
as LDGM irregulares na sua matriz P. Geralmente estas irregularidades na quantidade de uns por
linha e coluna nao sdo muito abruptas, e tendem a oscilar num intervalo estreito de valores, pois uma
desigualdade extrema nestes valores outorgaria maior protecao para uns bits que a outros. Isto € facil
de olhar se estudamos o caso das matrizes LDG M, dado que estas tem um irregularidade abrupta

entre seus bits de paridade e informacgdo. Por exemplo a matriz G

: (3.17)

— = O
O = =
— = = O
o O O =
o O =k O
o R O O
_ o O O

¢ uma matriz geradora sistemadtica e com matriz P irregular, que gera palavras cédigo V' de com-
primento N = 7 com K = 4 bits de informacdo e N — K = 3 bits de paridade. Pode-se ver que com
uma matriz deste tipo os bits de informagdo u; ficam codificados no vetor V' como mostra a Figura
3.3.

Vo

uo | Ul | U2 pUS

Fig. 3.3: Palavra cédigo V' formada por uma matriz GG sistematica (7,4) com matriz P irregular.

As equagdes de paridade que definem a palavra cédigo sao:
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Vg = Uy D ug D us
U1 = Uy D Uy D ug

Vg = U1 D Ug D us

U3 = Ug . (3.18)
Vg = Uy
Vs = U2
Vg = U3

Os bits u; estdo espalhados desigualmente em V', provocando que um erro em algum bit de V'
tenha maior ou menor repercussio na decodificagdo pra recuperar o vetor U, por exemplo de (3.18)

obtemos 3 equacdes que contem informagao do bit us,

Vo D (%] D Us = Usg, (319)
V9 D vy D Vs = U3 (320)
Vg =— U3. (321)

E evidente que se tivéssemos o caso em que o bit ug em (3.21) fora diferente dos demais, a maior
desconfianga recairia no bit vg, dado que um erro de um bit (vg), € mais provavel que dois erros
em (3.19) e (3.20), ainda assim € possivel que os bits errados estejam em essas equagdes, dado que
todos os bits de V' tem a mesma probabilidade de erro. Por isso € interessante ter uma distribui¢ao
homogénea de U em V' para que todos os bits tenham a mesma oportunidade de ser decodificados cor-
retamente. Ainda assim concentrar a distribui¢ao da informagao em uns bits mais que em outros pode
ajudar quando a quantidade de bits errados € baixa, para este caso quando s se erra um bit, mas se
tivéssemos uma probabilidade alta de erro de bit, ¢ muito provavel ter errado na decisd@o. Lembrando
que a matriz GG esta formada por um conjunto de vetores linearmente independentes, € possivel entao
aplicar uma transformacéo linear e obter outro conjunto de vetores linearmente independentes com

uma distribui¢do de U em V' mais homogénea.
Considerando (3.23) obtemos G’

5 (3.22)

_ o O =
o O = =
o = O O
e e =)
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G'=AQG, (3.23)
que também € ortogonal a H.
1011100
o 1100101 (3.24)
01 000O0T11
01 11001
Vo6
vo ULt wo | wo | wo | Ul
U2 U2
ul oS us s | u | TE

Fig. 3.4: Palavra c6digo V' formada por uma matriz G’ (7,4) irregular.

Em este caso uma decodificacdo como em (3.19), (3.20) e (3.21) € mais dificil, em geral € muito
dificil decodificar desse jeito, 0 comum € usar a matriz / como se vera no capitulo 4, onde na escolha
da matriz H se aplica um critério similar para a escolha entre matrizes H sistemaéticas, regulares e
irregulares.

A dificuldade de uso de uma matriz irregular reside no fato que as operacdes com as matrizes
geradoras e de paridade tendem a ser mais dificeis de trabalhar quando usamos estas matrizes dado
que a irregularidade na sua topologia dificulta sua implementacdo fisica. Ainda assim as matrizes
irregulares tem demostrado ter um melhor desempenho quanto comparado ao desempenhos das reg-

ulares.

3.1.4 Graficos de Tanner

Tanner introduziu uma forma grafica e eficiente de representar os cédigos LD PC. Um grafico
de Tanner tem dois tipos de nd, nds de varidvel representados por circulos e nds de verificacdo de
paridade representados por quadrados. Um exemplo disto € a Figura 3.5. Nos graficos de Tanner os
noés de paridade s6 estdo ligados aos nds de verificagdo, mas nao existe ligacdo nenhuma entre nés do
mesmo tipo. Por esta caracteristica se diz que os grificos de Tanner sdo bipartidos, em outras palavras
os nos estao divididos em dois conjuntos sé ligados entre sim por nds de distinto tipo. A Figura 3.5

representa o grafico de Tanner da matriz de verificacdo de paridade
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1001011
H=|10101110 (3.25)
0010111
O griéfico representa as ligagdes entre V e S (S = V H') seguindo as seguintes equagoes,
So = Vg B vy P U5 B vg, (3.26)
S1 = U 69113691)4691)5, (327)
Sog = Vg D v3 D vs D Vg, (328)

Elas mostram como cada um dos bits de verifica¢do s; estdo ligados aos nds de varidvel v;. Estas
ligacOes estdo representadas na Figura 3.5. Alem disso, o grafico também mostra como cada um dos
bits de verificacao tem 4 ligagdes, ou seja tem um d. regular, mas o nimero de liga¢des de cada nd

de varidvel d, € irregular.

SO S1 S2

VO V1 V2 V3 V4 Vb V6

Fig. 3.5: Gréfico de Tanner correspondente a matriz de verificacdo de paridade em (3.25).

3.2 Geometria finita

Uma geometria finita ¢ uma geometria com um nimero finito de pontos e por tanto um nimero
finito de linhas e planos. Sua importancia no estudo dos cédigos de bloco € por causa do fato que é
possivel usar suas caracteristicas para construir uma matriz com um nimero regular de 1’s por linha

e colunas, alem de se poder controlar a quantidade de 1’s das mesmas.
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DEFINICAO 3.2.1 Uma operagdo bindria ou 2-dria (operacdo com dois operandos) definida num
conjunto @ é uma funcdo que trabalha sobre dois operandos que pertencem a ¢, e cujo resultado
pertence também ao conjunto p. Para os operandos a € o e b € p se obtém um c € @ aplicando a

eles o operador x.

1O XO— 0

(3.29)
(a,0) = *(a,b)

Na equagdo 3.29 o simbolo x é o produto cartesiano. Um ponto interessante é que *(a,b) geral-

mente € representado como a * b.

3.2.1 Grupos finitos

Os grupos finitos s@o um caso particular da defini¢do de grupo quando este tem um niimero finito

de elementos. Um grupo estd definido como:

DEFINICAO 3.2.2 Um conjunto ( onde uma operagdo bindria x é definida, é chamado de grupo se

as seguintes condicdes foram satisfeitas para a, b e ¢ que pertencem a p.

i) A operagdo bindria x é associativa, quer dizer: a x (b c) = (a *b) x c.
ii) Existe um elemento identidade e onde a x e = ¢ x a = a, Va.

iii) Para a € p existe um elemento inverso o' tal que a xa' = a' xa =e.

Se alem de 1, i1 e i11. , temos
iv) A operagdo bindria x é comutativa: a xb =bx*a .
Se diz que é um grupo comutativo ou Abeliano.

O ordem de um grupo é o nimero de elementos que tem o conjunto que o forma. O grupo do
Exemplo 3.2.1 tem ordem 2, dado que a ordem deste grupo € finita entdo se diz que ele € um grupo

comutativo finito.

EXEMPLO 3.2.1 Dado o conjunto finito p = {0, 1} e a operag¢do bindria ® (OR exclusivo) obtemos
a Tabela 3.1.
Olhando a Tabela 3.1 vemos que cumpre os pontos (i), (ii), (iii) e (iv) da Defini¢do 3.2.2 pelo

qual o conjunto @ e o operador & formam um grupo finito comutativo.
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[albfacd]
0[0] 0
01| 1
T[o] 1
I[1] 0

Tab. 3.1: Operagao bindria OR exclusivo entre a e b.

0(0}| O
O(14| O
110 O
1)1 1

Tab. 3.2: Operagao bindria AND entre ae b.

EXEMPLO 3.2.2 Dado o conjunto finito o = {0,1} e a operacdo bindria - (AND) obtemos a
Tabela 3.2.
Olhando a Tabela 3.2 vemos que ndo cumpre a condi¢do (iit) pelo qual o conjunto p e o operador

- ndo formam um grupo.

Um tema interessante a tratar sdo os grupos gerados usando aritmética modular ou também
chamada aritmética do relégio. Esta aritmética envolve o conceito de congruéncia entre dois nimeros,
que € o nome que se dd quando dois nimeros tem 0 mesmo resto ao serem divididos por um terceiro,
este dltimo ndmero é chamado de médulo. Assim, os nimeros 1 e 6 mddulo 5 sd@o congruentes dado
que o resto ¢ 1 em ambos casos. Expandindo esta ideia pode-se fazer também operagdes bindrias
aplicando um médulo “m”. A soma 2 + 4 em médulo 5 gera o nimero 1. Os Exemplos 3.2.1 € 3.2.2

sdo operacdes de soma e multiplicagdo em médulo p = 2.

EXEMPLO 3.2.3 Dado o conjunto finito p = {0,1,2,3,4} e uma operagdo bindria B que é a soma
em médulo p = 5, obtemos a Tabela 3.3, nela vemos que cumpre os pontos (1), (ii), (i) e (iv) da

Definicdo 3.2.2 pelo qual o conjunto @ e o operador B formam um grupo finito comutativo.

EXEMPLO 3.2.4 Dado o conjunto finito p = {1,2,3,4} e uma operagdo bindria [ que é a mul-
tiplicacdo em médulo p = 5, obtemos a Tabela 3.4. E importante ressaltar que o elemento 0 foi
retirado do conjunto pois como se viu no Exemplo 3.2.2 evita que o ponto (iii) da Defini¢do 3.2.2
seja verdadeiro, olhando a Tabela 3.4 vemos que cumpre todos os pontos da Definicdo 3.2.2 pelo

qual o conjunto @ e o operador [-] formam um grupo finito comutativo.
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(BoJt]2]3]4]

0110|1234
11(2]3]4]0
212131401
313(4|10]12
414101123

Tab. 3.3: Operagdo bindria soma B em mddulo 5 sobre o conjunto p = {0, 1,2, 3,4}.

(O] 1[2]3]4]
T[1]2]3]4
22413
33142
i [a(3 21

Tab. 3.4: Operagdo bindria multiplicacdo [J em mddulo 5 sobre o conjunto o = {1,2,3,4}.

Do Exemplo 3.2.4 podemos concluir que a operagdo bindria de multiplicacdo em médulo p tem
problemas com o elemento 0 pelo qual € retirado do conjunto. Ainda assim, se nds escolhemos um
nimero p que nao seja primo teremos problemas devido a que na tabela gerada existe a possibilidade

de aparecer o nimero 0 como se vé no Exemplo 3.2.5

EXEMPLO 3.2.5 Dado o conjunto finito o = {1,2,3,4,5} e uma operacdo bindria [ que é a mul-
tiplicagd@o em mddulo p = 6, obtemos a Tabela 3.5, nela vemos que ndo cumpre o ponto (iii) da

Definicdo 3.2.2 pelo qual o conjunto o e o operador L] ndo geram um grupo.

(O t[2]3[4]5]

1 (112]3]4]5
212141024
313(013]0/3
414120412
51514 13]2]1

Tab. 3.5: Operagdo bindria multiplicacdo [J em mddulo 6 sobre o conjunto p = {1,2,3,4,5}.

3.2.2 Geometria Euclidiana

Dado que a geometria euclidiana [5],[9] estuda as propriedades dos pontos, linhas e planos em

um espago de dimensao m, este conceito pode ser tomado para trabalhar com espacos onde as m-



3.2 Geometria finita 25

uplas (ag, a, as, -+, an,_1) contém componentes a; € GF(2°). Cada m-upla é chamada de ponto
em EG(m,2°%), onde EG vem do inglés Fuclidean Geometry. Assim terfamos um espago de di-
mensao m com um nimero fixo de pontos como pode-se ver na Figura 3.6, onde se trabalha com uma

geometria de dimensdo 3 com eixos em G F'(2?), isto é uma geometria com pontos em EG(3, 2?).

Fig. 3.6: Pontos no espago de dimensdo 3 com elementos em G F'(2?).

A quantidade de pontos em EG(m,2°) é ficil de calcular: basta multiplicar a quantidade de
pontos por eixo (2°), um ndimero de vezes (m) de dimensdes da geometria, isto é,
Pontosggm,s) = 2. (3.30)
Para o caso da Figura 3.6 se tem 64 pontos em FG(3,2%). Uma linha em EG(m,2°) é definida
por:
L= {AO + b Al : Ao, Al S EG(TI’L, 28) VAN Al 7& OAND e GF(2S)}, (331)

onde Ay € um ponto de referéncia da linha, A; é um vetor de direcdo e b é um escalar que
multiplica o vetor A;. Dado que b pertence a GF(2°) ele s6 pode assumir 2° valores. Entdo, a

quantidade de pontos por cada linha em EG(m, 2°) fica definido pela equagao,

PontosPorLinha = 2°. (3.32)

Por exemplo para £G(3,2%) com um Ay = (0,1,1) e um A; = (1,1,1) uma linha L, teria 4

pontos,
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0 (0,1,1)
1 (1,0,0)
Lo: (0,1,1) + 1,1,1) = 3.33
o ) a ( ) (, 14+ a,1+ ) (3:33)
a? (@® 1+ a2 1+ a?)
Aplicando operag¢des em médulo p(x), com um p(x) como na Tabela A.3 obtemos (3.34).
(0,1,1) (0,1,1)
1,0,0 x 1,0,0
Lo : (1,0.0) 2, ] (1,0,0) (3.34)
(,1+a,1+0a) (a,0?,a?)
(@®, 1+ a? 1+ a?) (a2, a, )

Fig. 3.7: Linha L, com pontos em EG(3,2?).

Na geometria euclidiana pode-se definir as linhas paralelas. Duas linhas sio paralelas se compar-
tilham a mesma dire¢ao mas nao tem nenhum ponto em comum, isto €, ndo tem pontos de intersec¢ao.
Para uma linha como a definida em (3.31), ela tem uma quantidade de linhas paralelas igual ao nimero
de pontos Ay distintos. Dado que Ay é um ponto em EG(m, 2%), Ay pode tomar 2™ valores distintos.
Mas alguns dos valores de Ay formam a mesma linha. Como cada linha contem 2° pontos, entdo, a

quantidade de linhas paralelas entre si € como segue
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LinhasParalelas = —— = 2(m=1)s (3.35)

Fig. 3.8: Duas linhas paralelas 7 : {(0,1,1) +b(1,1,1)} e 77 : {(0,0,0) +b(1,1,1)} com b €
GF(2%) numa EG(3,2%).

Também ¢é possivel calcular a quantidade de linhas que passam por um ponto Ay qualquer. Da
equacdo da linha (3.31), dado que bA; pode tomar todos os vetores de FG(m,2°) menos o origem
(0,0,---,0), temos 2™ — 1 valores distintos. E conhecendo o fato de que muitos desses vetores
formam a mesma linha, e cada linha tem 2° pontos menos 1, dado que ndo pegamos o vetor gerado

para b = 0, obtemos a equacao.
ms _ |
25 —1°

Para calcular o nimero total de linhas possiveis basta multiplicar a quantidades de linhas que

LinhasPorPonto =

(3.36)

passam por um ponto qualquer pela quantidades de linhas paralelas que existem entre si, como mostra

a equacao

LinhasTotais = {LinhasPorPonto}{LinhasParalelas}
(2ms_1)2(m71)s
251 :

(3.37)

Também € importante calcular a quantidade de linhas que nao passam pelo origem de coorde-

nadas. Para isto basta diminuir a quantidade de linhas por pontos da quantidade de linhas totais
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LinhasTotaisSemOrigem = {LinhasTotais} — {LinhasPorPonto}

ms__ (m—1)s ms _
_ 2 215)_21 (223_11) ) (3.38)

(2ms_1)(2(m71)s_1)
25—-1

A quantidade de pontos totais em EG(m, 2°) descontando a origem (0,0, - - - ,0) é dada por

PontosTotaisSemOrigem = 2" — 1 (3.39)

A quantidade de linhas que passam por um ponto Ay € EG(m, 2*) descontando a linha que passa

pela origem, estd definida na equacao abaixo

2ms —1
25 -1

LinhasPor PontoSemOrigem = —1. (3.40)

Um tema importante é a relacdo que existe entre o campo de Galois GF(2™°) e a geometria eu-
clidiana EG(m,2*). Como exemplo podemos ver a Tabela A.4 onde cada elemento de um campo de
Galois GF(2%) com um polindmio primitivo de ordem 4, p(z) = z* + = + 1 pode ser representado
como um polindmio de grau 4 com coeficientes do polindmio em G F(2), também pode ser repre-
sentado como uma 4 — upla com elementos em GF(2) isto é elementos em EG(4,2). Seguindo a
mesma linha de pensamento podemos ver que cada elemento o' de um campo de Galois GF'(2°™)
com um polindmio primitivo p(x) de grau ms pode ser representado em um polindmio de grau m

com coeficientes a;; em GF' (2%),1 < 2™ — 2, como se V€ nas equagdes abaixo

Oéi = Q;p + a0 + ai2a2 + (Zigoé3 + 4 (J,Z'(m_l)Oém_l (341)
GF(2°) ={0,1,8,8%5°,--- .87} (3.42)
B =" =1 (3.43)

Também pode ser representado como uma m — upla com elementos em EG(m, 2°).

o = (ap, a1, G, agg, - - ) Gi(m—1)) (3.44)

EXEMPLO 3.2.6 Um campo de Galois GF(2*) pode ser representando numa EG(2,2?) com um
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m=2es=2. 0 campo GF(2%) usa como polinémio primitivo p(x) = z* + x + 1, cada elemento
o' € GF(2%) pode ser representando mediante uma 2 — upla com elementos em GF (2%). O campo
em GF(2?%) contem os seguintes elementos {0, 1, 3, 3*}. Usando a equagéo (3.43) obtemos 3> = a'®
pelo qual B = o®, o' = by + baa, by; € GF(2%), 0<i < 2.

Utilizando p(a) = 0 obtemos que o* = o+ 1 e B = o® + « e geramos a Tabela (3.6).

Representacdo | Representacao | Representagcdo
em poténcias polinomial vetorial
0 0 (0,0)
1 1 (1,0)
a o (0,1)
a? b+ « (6,1)
o B+ f*a (B8, 8%)
at 1+ (1,1)
o’ B (8,0)
a’ Ba (0,8)
a 3% + Ba (8% 8)
o B*+a (5%,1)
o’ B+ pa (8,8)
alO 62 (627 O)
all ﬁza (0, ﬁZ)
al? 1+ A% (1, 8%
al? 1+ Ba (1,8)
Oé14 52 + 52a (52’ 52)

Tab. 3.6: Representagdo de GF'(2*) com p(x) = 2* + 2 + 1 em uma EG(2, 2?).

EXEMPLO 3.2.7 Usando a Tabela 3.6 é possivel calcular as linhas em EG(2,2%),p(x) = z* + x +
1,3 = o’ m = 2,5 = 2, que passam pelo ponto Ay = o® = (3, 5%). Aplicando a equagdo 3.36

vemos que existem 5 linhas que passam por Ay, seguindo a defini¢do de linha de (3.31) obtemos,

0 a? 3

(&%
1 3 + 7 . 4
Lo Ag+bAi =a+{ ol = ° . ;‘ B R (3.45)
« « «
/82 a3 +/82a7 aﬁ

Na defini¢do de linha pode-se usar como ponto tanto a representagdo em potencias (GF(21))
como a representacdo vetorial (EG(2,2%)). A linha Ly usa os vetores direcdo bA, = {0,a”, a'? o}

que para gerar a seguinte linha tem que se usar um vetor diregdo distinto deles, por exemplo o
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0 o?
1 0
Li:a®+ =49 L0 (3.46)
(6%
52 aS

A linha Ly usa os vetores direcdo bA; = {0, a3, a®, a'3}, para gerar a seguinte linha tem que se

usar um vetor diregdo distinto deles e dos vetores direcdo de L, por exemplo o

0 ol
o?

3.47)
a

1
Ly:o?+ 5 o= )
52 a5

A linha Ly usa os vetores dire¢do bA; = {0, a,a o'}, como nos casos anteriores se usa um

vetor direcdo distinto dos jd usados em Lg, L e Lo, por exemplo o*.

0 o?

3 1 4 o
Ls:a”+ a” = (3.48)

&} ol

% 1

A linha Ls usa os vetores direcdo bA, = {0, a*, a®, o'}, e usaremos para L, o vetor direcdo o”.
3 ) ) )

0 o?
1 O[11
! 5 _
Ly:a”+ 5 a’ = 12 (3.49)
32 e

5

A linha Ly usa os vetores dire¢do bA; = {0,a5°, o'% 1}. E importante ressaltar que se usdssemos

como vetores de diregdo todos os pontos em EG(2,22), as linhas Lo, Ly, Lo, Lz e Ly teriam o ponto
o em comum, e os pontos que conformam estas linhas geram uma EG(2,22). A Figura 3.9 mostra

as linhas em sua representacdo vetorial para EG(2,2?%).

3.3 Tipos de matrizes

Até agora justificamos a necessidade de ter matrizes de baixa densidade e com alguma regulari-
dade na quantidade de uns na fila e coluna dela, para que a codificag¢do e decodificacdo sejam da menor

complexidade possivel e de igual protecdo a todos os bits do vetor enviado pelo canal. Neste sentido
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i
A
3 — =
Ly —e—

Fig. 3.9: Linhas L, Ly, Ly, L3 e Ly com pontos em EG(2,2?).

X

existem na literatura algumas regras de formacao de matrizes LD PC'. Entre as mais conhecidas estao

as matrizes de Gallager [1].

3.3.1 Cédigos de Gallager

Gallager propde um método para a formagdo de matrizes de verificagdo de paridade, H, do tipo
LDPC, O primeiro que ele faz é estabelecer sua notagdo da tupla (n, j, k), onde n é a quantidade de
colunas, j é o nimero de uns em cada coluna e k£ € o nimero de uns por linha de H. Para calcular
a quantidade de linhas da matriz de verificagdo H basta calcular nj/k. A idéia para projetar uma
matriz de Gallager reside primeiro em dividir as linhas da matriz de paridade em j divisdes. Em cada
uma das divisdes sO se terd um unico “1” por cada coluna. Para ordenar os uns na matriz o primeiro
que se faz é gerar a primeira linha da primeira divisdo colocando k£ uns. Logo se pula a segunda
linha e se coloca k uns novamente. E se pula a terceira linha, e assim até encher com £ uns todas as
linhas da primeira divis@o. As divisdes seguintes da matriz sdo permutacdes aleatérias da primeira, s6
deslocando o “1” de cada coluna. Este jeito de gerar a matriz tem como consequéncia que o nimero
de linhas e colunas cumpra a seguinte relacao

Numero de Linhas

- =5 (3.50)

No Exemplo 3.3.1 pode-se ver uma aplica¢do do método de Gallager para gerar matrizes.




32 Cédigos corretores de erro

EXEMPLO 3.3.1 No que segue se mostra como gerar uma matriz de paridade (n, j, k) = (20, 3,4).
Dado que temos 20 colunas podemos calcular a quantidade de linhas, aplicando (3.50), e obtemos
que no total temos 15 linhas. Estas linhas se dividem em 7 = 3 sessoes. A primeira sessdo serd o
padrdo das seguintes. Como pode-se ver a primeira so fica cheia de uns de forma ordenada até k = 4

“1”s por linha, como abaixo

11110000O0O0O0OO0OO0OO0OO0OOO0OO0O®O0O
06ooo0011110000O0O0O0O0O0O0O0O0
060000000011 11O0O0O0O0O0O0O00O0
060o0o0000O0O0OO0OO0OO0OO0O1T1T1TT1O0O0QO0O0
0o0000O0O0O0OO0O0O0O0O0O0OO0O0OO0O0O1T1T171
10001000100O01O0O0OO0O0OO0O®O0O®O
co1000100O01O0O0O0O0O0OO0OT1TTO0®O00O0
H=]100100010000001O0O0OO0OT1S0oQo0 (3.51)
coo0010000O0OO0O10O0O0OT1TO0OO0O0T1Q0
coo0oo0000010O0O0O1O0O0O0O1O0O0O0T1
10000100O0O0OO0O1O0O0O0O0O0OT1O0®O
co10000100O01O0O0O0OO0OT1TO0®O0O00¢O0
coo01000010O0O0O0O1O0O0O0OO0O0OT10Q0
coo001000010O0O0O0O01O0O01O0O00¢O0
coo0oo001000O01O0O0O0O01O0O0O0GO0T1

3.3.2 Cédigos de MacKay

Um método de geracdo de matrizes de verificacdo de paridade foi proposto por MacKay e Neal
em [10, 11]. Nele temos matrizes de tipo A e B, que sdo tipos derivados dos cédigos de Gallager.
Para achar as matrizes geradoras pode-se usar eliminagdo gaussiana e procurar a forma sistematica

da matriz de verificagao de paridade. A partir desta obtem-se facilmente a matriz geradora.

Matriz tipo 1A

E criada uma matriz de M linhas e N colunas. Cada coluna terd um peso por coluna igual a t
e um peso por linha o mais homogéneo possivel. A sobreposic@o entre duas colunas qualquer da
matriz ndo pode ser maior que 1, isto quer dizer que ndo pode existir duas colunas que tenham mais
de um tnico 1 na mesma posi¢ao. Outra forma de expressar isto, é, fazer o produto interno entre duas

colunas e ver que nio seja maior que um.
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Matriz tipo 2A

Dado uma matriz de M linhas e N colunas, se geram até M /2 colunas com um peso ¢ = 2. Cujos
produto internos sao nulos. O resto das colunas terd um peso ¢t = 3, e o produto interno entre todas as
colunas ndo pode ser maior a 1. As linhas tem que ser feitas de tal forma que o peso de cada coluna

seja 0 mais homogéneo possivel.

Matriz tipo 1B e 2B

As matrizes de tipo B sdo semelhantes as do tipo A s6 que se apaga uma pequena quantidade de

colunas. O objetivo é que o grafo bipartido das matrizes B tenha ciclos de comprimento / no minimo.

3.3.3 Coédigos de Geometria Euclidiana

Os c6digos LD PC' baseados em geometria euclidiana finita £G(m, 2°) [5, 9, 3], aplicam toda a
teoria vista na sessdo 3.2.2. Para conseguir isto, o primeiro ponto é lembrar que numa EG(m, 2%)
existe 2 pontos e (2™ — 1)2(m~1Ys /(25 — 1) linhas. Se descontamos o origem de coordenadas se
obtém EG*(m,2°) com N = 2™ — 1 pontos e J = (2™ — 1)(2(m~1s — 1) /(2° — 1) linhas que ndo
passam pelo origem de coordenadas. Cada uma das linhas de EG*(m, 2*) podem ser representadas
mediante um vetor de incidéncia que é uma representacao binaria de cada linha, de tal forma que
o vetor tenha IV elementos, onde cada elemento com valor 1 significa que o ponto da EG*(m, 2°)
representada em G F™*(2™*) pertence a linha, pelo qual pode entender-se como se cada elemento do
vetor de incidéncia estivesse mapeado a um elemento em GF*(2*). O * simboliza 0 mesmo que no
caso de EG*(m, 2°), isto é, o elemento 0 é excluido da geometria. Dado que numa FG*(m, 2°) todas
as linhas tem uma quantidade fixa de pontos, os vetores de incidéncia também terdo uma quantidade
fixa de uns igual a 2°. Um vetor de incidéncia € um vetor bindrio, onde cada bit do vetor representa a
um elemento de uma G F*(2™), isto quer dizer que pode-se representar os pontos de uma linha por
um vetor de incidéncia. Por exemplo, se pegamos as linhas que ndo passam pela origem do Exemplo
3.2.7 que é uma EG*(2,2?), obtemos

Lo={a3a* a'% a%} Ly ={a?ad’ a? o}

3.52

Cada uma destas linhas pode ser representada como vetores de incidéncia como mostra a Tabela
3.7.

E fécil ver na Tabela 3.7 que cada uma das linha L; para j = 0, 2, 3,4 € um deslocamento de bits
de uma linha padrio. Isto acontece por que o vetor de incidéncia representa uma linha L; = Ay +b A{
onde Ay e A} € EG*(m,2°) eb € GF(2°) param = 2 e s = 2. Esta linha indica um ponto de
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‘. HaO‘al‘QZ‘QS‘Q4‘Q5‘aﬁ‘a7‘a8‘a9‘a10‘all‘a12‘a13‘a14‘

Loy O 0011010001 0 0 0 0
Lyyojo;1ry1,0;1,010]0|1] 0 0 0 0 0
Lsy 11,011,000 1]0]0] 0 0 0 0 0
Lyfyojo;,o0;1,0,0,0,0]0]0]|O0 1 1 0 1

Tab. 3.7: Vetores de incidéncia das linhas de FG*(2,2?) que passam por o ponto o® do Exemplo
3.2.7.

partida Ay um escalar b e um vetor de direcdo A{. Se n6s multiplicamos esta linha representada em
GF*(2™) porum o! € GF*(2™*) obterfamos uma linha o' L; que é um deslocamento de [ bits de ;.
Mas também pode entender-se como uma nova linha com um ponto de partida em o' A e na direcio
alA{. Assim, se vé que existem a mesma quantidade de linhas que elementos em G F*(2™), e todas
sdo deslocamentos de uma linha qualquer deste grupo.

Cédigos EG-LDPC Tipo-I

Conhecendo a representacdo das linhas numa EG*(m, 2°) mediante vetores de incidéncia, pode-
se usar isto para modelar uma matriz de verificacdo de paridade H com N = 2™% — 1 colunas e
J = (2™ — 1)(2m=Ys — 1)/(2° — 1) linhas como o conjunto de todos os vetores de incidéncia
que representam a todas as linhas de FG*(m,2%). Deste jeito se obtém uma matriz H com uma
quantidade fixa de p = 2° uns por linha, ja que este valor representa a quantidade de pontos por
linha que € fixo. Para calcular a quantidade de uns por coluna s6 se tem que conhecer que 0s uns nas
colunas representam a quantidade de linhas que passam por um ponto em EG*(m, 2%), lembrando a
equagdo (3.40) vemos que temos v = (2™ —1)/(2° — 1) — 1 uns por coluna. As matrizes H geradas
deste jeito chamam-se codigos £G — LD PC' de tipo I, e contem em geral muitas linhas que nao sao
linearmente independentes, mas estas linhas ndo tem que ser apagadas porque elas cumprem a fungao
de homogenizar os pesos por coluna da matriz H, além disso dado que se tem N colunas em .J linhas
e as linhas correspondem aos /N deslocamentos ciclicos de uma linha padrao, entdo, pode-se calcular
a quantidade de linhas padrdes 1 como o quociente entre J e N.

n=J/N (3.53)

Cada linha padrao gera uma matriz quadrada H; de N colunas. Assim, a matriz H estard formada

como segue
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H= . (3.54)

n—1

Ja que € possivel obter a matriz H toda deslocando ciclicamente as linhas padrao, entdo H pode
ser representada mediante 7 polindmios /;(X), 0 < [ < n, onde h;(X) pode ser qualquer polindmio
linha de H;, mas, para manter uma notagao se usa a linha com o polindmio de menor grau.

Para obter o polindmio gerador g(X') da matriz G mediante a seguinte equagio
XN 41 =g(X)h(X), (3.55)

¢ necessdrio acha-se primeiro h(X), para isto se tem que colocar todas as linhas de H na sua repre-

sentagdo polinomial /;(X), ¢ =0, ..., J — 1. Obter o maximo divisor comum
h(X)=MDC {lo(X),11(X),....l1;—1(X)}, (3.56)
de todos os polindmios e logo calcular o polindmio reciproco
h(X) = X5h (X7, (3.57)

onde K é o grau do polindmio h,.(X). O objetivo disto é obter um polindmio ortogonal ao fator
comum de todos os polindmios linha de H. Este polindmio ortogonal serd nosso polindmio gerador
9(X).

Um método para obter o maximo divisor comum (MDC) de dois polindmios € realizado mediante
divisdes sucessivas. O MDC serd o dltimo dividendo que deixe um residuo igual a cero. Isto implica
que tenham que se achar par a par o M DC das J linhas, que para um valor de J grande pode
levar a um gasto desnecessario de tempo, dado que se pode utilizar o dado que as linhas de H sao
deslocamentos ciclicos, entdo o que se faz é obter os polindmios padrdo h;(X), e logo fazer p —
1 deslocamentos do polindmio de modo que o elemento de grau zero sempre esteja presente no

polindmio. Asim obteriamos apenas p linhas por cada H; que chamaremos da FAMILIA {h;(X)}
FAMILIA {h(X)} = {h{(X), b} (X),--- , {~ (X)}. (3.58)
A partir desta familia se obterd h!/P¢(X) que € o M DC' de todos os polindmios linha de H;

hMPC(X) = MDC {FAMILIA {h(X)}}. (3.59)
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Finalmente se achard o M DC' de todos os 1 polindmios 2P (X) com:

he(X) = MDC {h"™P°(X), )P (X), -, !0 (X)} (3.60)
EXEMPLO 3.3.2 Para uma EG*(m,2%) com m = 2 e s = 2 e um polinémio gerador p(X) =
1+ X + X* obtém-se uma matriz H com N = 15 colunas e J = 15 linhas, com p = 4 uns por linha
e v = 4 uns por coluna. Usando a defini¢do de Linha L; = Ay + bA, onde Ay, A} € GF(2™%) =
{0,1,a,0%, ..., 0"}, be GF(2°) ={0,1,,3%}, B2 = a'® =1en = J/N = 1, se inicia com um

valor qualquer de Ay = 1 e A} = a obtendo,

Lo ={1,0*, 0" o™} (3.61)

Dado que a linha Ly ndo contem o elemento zero entdo a linha pertence a EG*(m, 2%), e como

se tem n = 1 linhas padrdo Ly pode gerar toda a matriz H como mostra a equacdo abaixo

Lo
alLy
a’L,
L
a*Ly
a’ Ly
alL,
H= a’Lg =
a®L,
a’ Ly
a0 L,
a''L,
a'2L,
a3 L,

Oé14L0

(3.62)

S O O B O O O O o o o = O =
S O B O O O O O o O = = O = O
S = O O O O o o o = = O+ O O
_ O O O O O o O = = O = o o o
O O O O O O O = = O = O o O =
O O O O O O = = O = O o o = O
O O O O O = = O = O OO O = O O
O O O O = = O = O O O = O o O©
o O O = O B O O O = O o O O
S O = FH O =R O OO O = O o o o ©
S = =B O = O O O = O o o o o ©
— = O = O O O = O O O o o o o
_ O = O O O = O O O o o o o =
S = O O O B O O O O oo o O = =
_ o O O B O O O O O o O = = O

Para obter o polindmio gerador g(X) tem-se que colocar Ly na sua representacdo polinomial
Io(X) = 1+ X*+ X8 + X2 dado que ly(X) contem um “1” que é o elemento de grau zero,
entdo lo(X) pertence a familia de ho(X). Para obter a FAMILIA {ho(X)}, lo(X) serd deslocado
p — 1 = 3 vezes de tal maneira que todos os polindmios contenham um elemento de grau zero e
considerando que X~ = X5 = 1. A familia de ly(X) é dada por



3.3 Tipos de matrizes 37

(X)) =1(X)=1+ X"+ X" + X2 (3.63)
ho(X) = X"p(X) = XM 4+ 1+ X + X8 (3.64)
h(X) = X%o(X) = X2+ X0 +14 XM (3.65)

(X)) =X30(X)= X3+ X"+ X +1. (3.66)

Aplicando a equagdo (3.59) se obtém h)Y'PC(X) = 1+ X + X3 + X7 e dado que s6 existe um

polinémio padrao h,(X) = h}PC(X), para obter o polinémio h(X) se aplica a equacdo
h(X)=X"h (X ) =1+ X"+ X+ X", (3.67)
e logo se obtém g(X) mediante a seguinte equagdo
g(X)=(XP+1)/MX)=1+ X"+ X+ X"+ X5, (3.68)

Este polinémio sera usado para gerar a matriz G

9(X) 1000101110000 00
Xg(X) 0100010111000°00
X2%g(X) 0010001011 100°00
G=| X%(X) |=l000100010111000 (3.69)
X4g(X) 00001000101 1100
X5g(X) 0000010001011T10
X6g(X) 0000001000101 T11
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Capitulo 4
Algoritmos de Decodificacao

Nos capitulos 2 e 3 foram descritos os fundamento tedricos da transmissdo digital e os cddigos
corretores de erros utilizados nesta dissertacdo. Neste capitulo veremos os distintos algoritmos de
decodificagdo aplicados aos cédigos do capitulo 3.

Gallager [1] ao introduzir a classe de cédigos LD PC', também propds um algoritmo muito sim-
ples de decodificacdo por decisdo abrupta, isto €, um limiar de decisdo é usado no valor real observado
na saida do canal AW GN, gerando um vetor recebido binario. Este algoritmo ficou conhecido como
Bit-Flipping (BF). Sipser e Spielman estudaram em [2] uma sub-classe dos cédigos LD PC', chama-
dos “expander codes”, e propuseram duas formas novas de algoritmos B F' com decisdo abrupta. Kou
et al. propuseram em [3] uma versdo da decodificacio BF' para decisdo suave, isto é, um algo-
ritmo que trabalha com o valor real da saida do canal. Esta versdo € conhecida como decodificagdo
weighted BF (W BF'). Posteriormente, Zhang e Fossorier [4] modificaram a funcdo flipping do al-
goritmo W BF' introduzindo um fator de correcdo que depende de um parametro a ser otimizado.
Esta variante € denominada modified W BF' (MW BF’). Este capitulo propde e estuda duas versoes
modificadas dos algoritmos de Sipser e Spielman, denominadas Serial Hard Bit-Flipping (SHBF') e
Parallel Hard Bit-Flipping (PH BF).

4.1 Limites teoricos

Antes de iniciar-se o estudo dos algoritmos de decodificacio, € importante ter em mente que nem
sempre € possivel realizar-se uma transmissdo de informag¢do com uma taxa de erro de bit (BER,
do inglés, Bit Error Rate) préximo a zero, como visto na secdo 2.4. A possibilidade de decodificar
os bits com uma BER préxima de zero depende em principio da taxa de codificacdo, isto €, da
quantidade de bits de redundancia. A consideracdo disto nos levard a obter o nosso primeiro limitante

de desempenho.

39
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4.1.1 Limite de Shannon

O limite de Shannon para um canal de comunicagdes é a mdxima taxa tedrica de transmissao
de informacdo no canal para um nivel dado de ruido. Na equacdo (2.31) da secdo 2.4 foi visto que
para se ter uma comunicagdo livre de ruido € necessdrio que a taxa do cédigo, ., seja menor do
que a capacidade do canal, C'. Em outras palavras, que a quantidade de informago no bit codificado
(Rc) seja menor que a quantidade méxima de informacao (C') que o canal pode transportar de forma
confidvel . Entdo, o limite de Shannon € atingido quando igualamos a taxa do cédigo e a capacidade
do canal

R.=C 4.1

Dado que a capacidade de canal se obtém em funcdo da quantidade de ruido que tem no canal e

também da energia gasta por bit de informacao, ela pode ser escrita das trés maneiras seguintes

C = fi(Ey/o?) (4.2)
= f2(Ey/No) 4.3)

onde E, é a energia media por bit de informagdo , Ny/2 = o? é a densidade espectral de poténcia do
ruido de banda-dupla no canal AW GN e p € a probabilidade de erro do bit no canal BSC' derivado
do canal AW GN. A Figura 4.1 representa a melhor curva do desempenho de um cédigo corretor de
erro, como se vé para valores da relagcao sinal ruido menores que o limite de Shannon € impossivel

obter uma B E R igual a zero, o método para obter a curva serd estudado na secdo 4.1.3.

BER

Limite de Shannon

Eb/No

Fig. 4.1: Gréfico de BER versus £,/ N, atingindo o limite de Shannon.
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Limite de Shannon para um canal AWGN

A defini¢do de um canal AW GN foi vista na se¢do 2.3.2. Neste modelo de canal tem-se uma
entrada X € R uma saida Y € R e um ruido aditivo gaussiano e branco Z € R (veja Figura 4.2).
A capacidade deste canal € C' = % logs(1 + %) A partir desta expressao, e, usando a equagdo (4.1),

pode-se expressar o limite Shannon como segue

%p:?&—&. (4.5)

Na equagdo (4.5), a energia por simbolo enviado, E;, pode ser expressa como a energia do bit
de informacdo, £, multiplicada pela taxa R.. Esta expressdo € facil de deduzir se aplicamos o
critério de conservagdo da energia, e igualamos a energia do vetor de informagao a energia do vetor
de dados codificados, kE, = nFE, onde k é quantidade de bits de informacdo e n é a quantidade
de bits codificados. A densidade espectral de poténcia do ruido de banda-dupla pode ser trocada por
N = Ny/2 e combinando com Fs = R.Fj, vem

Ey, = E[X}]/R. (4.6)
Eb o 22Rc -1
Fo = 72}_{0 4.7
xp»%}»%
2
z; ~ N(0,0°)

Fig. 4.2: Canal AWGN.

Nas subse¢des seguintes se estudara os modelos de canais derivados do canal AWGN visto na

secdo 2.3.2, e além disso se achard o modelo equivalente para o canal BSC' visto em 2.3.1.

Limite de Shannon para um canal BI-AWGN

Uma variagdo do canal AW GN é o canal BI — AW GN (do inglés, Binary Input AW GN). Este é
um canal com ruido branco aditivo e gaussiano, mas na entrada do canal, X; s6 pode ter dois valores,
isto €, tem uma entrada bindria (ver Figura 4.3).

As probabilidades de transi¢do deste canal sao dadas por:

1 _ wFn?
2

20 4.
%ﬁf (4.8)

pylr = +£1) =
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x; € {£1} ﬂ?—)

ZZNNOU

Fig. 4.3: Canal BI-AWGN

E a probabilidade da saida é:

p(y) = plyle = +1)p(z = +1) + p(ylz = —1)p(z = 1) (4.9)
Se os simbolos de entrada sdo equiprovaveis, isto é, p(r = —1) = p(x = +1) = 0.5, entdo
1
p(y) = 5iplylz = +1) +plylz = —1)}. (4.10)

Neste caso, a capacidade do canal BI-AWGN, Cg;_awan, pode ser calculada como segue

+o0o
Cr—awen =M Z/ p(y|z)logs( ((|)))d 4.11)
r=+1Y "
+o0o
—~ | p)togalpls))dy - 05l0gs(27c0?), (“.12)

Note que a energia por simbolo foi normalizada para a unidade, isto é, Es = 1, e assim p(y) e
p(y|x) dependem apenas da variancia 0.

2

Mas é necessério chegar a uma relagio entre Fb/Ny e 0°. Podemos considerar que a energia

média do ruido é E; = E[Z%] = o2, pois como a densidade espectral de potencia é constante com

valor Sz(f) = No/2, temos para uma largura de faixa infinita

B
Ez = lim i/ (No/2)df = No/2 = o (4.13)
2B | _p

B—oo

De (4.6), (4.13) e lembrando que £}, = 1 obtemos

Ey/No = 1/(2R.0?). (4.14)

Aplicando R. = Cg;_awan, (4.11) a (4.14) vem

Ey/No =1/(2R.M(R,)), (4.15)

onde E; /Ny é o limite de Shannon para um canal BI-AWGN.
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Limite de Shannon para um canal BI-AWGN com decisao abrupta

O canal BI-AWGN com decisdo abrupta (do inglés, “hard-decision”) estd ilustrado na Figura
4.4. A saida do canal Bl — AWGN, Y, € aplicada a um decisor F' obtendo-se o valor X},

0 Y, <0
X =FY) = {1 Yl;o (4.16)
l

7] € {11}~>?—> F —m}k € {0,1}

Fig. 4.4: Canal BSC

Na Figura 4.4 pode-se ver como a decis@o abrupta torna o canal BI-AWGN num canal BSC

visto na secdo 2.3.1, onde a relagdo entre p da equagdo (2.8) e F, /N é dada por

p = Q(V2R.Ey/Ny). 4.17)

Juntando (4.17), dado que R. = C e que a capacidade de canal para um canal BSC é C' =
1 — H(p), onde H(.) é a entropia definida na equagdo (2.12), podemos obter a equagio abaixo para o

limite de Shannon

1
2R,

A Tabela 4.1 e a Figura 4.5 comparam os limites de Shannon para os trés canais descritos anteri-

Ey/No = 5 {Q"(H'(1 - R.)}*. (4.18)

ormente.

4.1.2 Analise do desempenho de cédigos LDGM sistematicos

No artigo de Garcia-Frias e Zhong [8] foi descrito um limitante inferior para a taxa de erro de bit,
BER (do inglés, Bit Error Rate), considerando uma matriz de verificacdo de paridade sistemadtica de
um c6digo LDG M com N — K n6s de verificacio paridade de grau Y + 1, e NV n6s de bits codificados
onde N — K deles tem grau 1 e os restantes /' nds tem grau X.

A Figura 4.6 mostra a matriz H transposta correspondente. Nesta classe de codigos pode-se
observar uma B E'R alta para um canal com razao sinal-ruido alta devido aos bits codificados de grau
um. Pode-se ver nestes nds que se aplicdssemos o algoritmo de passagem de mensagem, a mensagem

propagada do bit codificado de grau um para bit de verificacdo de paridade sempre serd a mesma, nao
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| Rc | (By/No)awen (dB) | (Ey/No)pi-awan (dB) | (Ey/No)psc (dB) |

0.05000 -1.44036 -1.440140 0.479204
0.10000 -1.28724 -1.285578 0.593859
0.15000 -1.13238 -1.127028 0.713921
0.20000 -0.97578 -0.963520 0.839975
0.25000 -0.81746 -0.794059 0.972710
0.30000 -0.65740 -0.617563 1.112949
0.35000 -0.49562 -0.432803 1.261682
0.40000 -0.33213 -0.238341 1.420119
0.45000 -0.16692 -0.032437 1.589760
0.50000 0.00000 0.187060 1.772501
0.55000 0.16861 0.422898 1.970789
0.60000 0.33892 0.678679 2.187866
0.65000 0.51090 0.959306 2.428168
0.70000 0.68455 1.271732 2.698015
0.75000 0.85986 1.626371 3.006897
0.80000 1.03683 2.039998 3.370134
0.85000 1.21542 2.542627 3.815174
0.90000 1.39565 3.197745 4.400136
0.95000 1.57748 4.191145 5.295271

Tab. 4.1: Limite de Shannon para os canais AWGN, BI-AWGN e BSC.

afetando o processo de decodificacdo. Além disso, um erro em algum destes N — K bits de grau um
se propagara aos nos de informagdo que estejam conectados ao mesmo né de verificacdo de paridade.
Na gréfico da Figura4.7 V;, ¢« = 0, ..., N — 1, sdo os bits codificados, U;, j = 0, ..., K — 1, sdo os
bits de informacao, C, k = 0,..., N — K — 1, s@o os bits de paridade, e, S5;, [ =0,.... N — K — 1,
sdo os bits de verificacdo de paridade. Seguindo as linhas com setas pode-se ver como um erro no bit

de paridade C'; se propaga aos nés de informacgao conectados ao né de verificacio de paridade S;.

Na Figura 4.8 pode-se ver que para que um bit de informagdo U, seja decodificado com erro
€ necessdrio que mais da metade dos X bits de paridade C}, ligados aos X bits de verificacdo de
paridade S;, estejam com erro. Em outras palavras, a probabilidade de errar um bit de informagao U;
¢ a probabilidade de que mais da metade dos X bits C}, ligados a ele estejam errados. Para um X

impar e uma probabilidade de erro p num canal BSC temos

X

X

BERLimite Impar(p) ~ § (k’ )pk(l - p)X_k' (419)
k=(X+1)/2

Se X fosse par a probabilidade de errar um bit de informacdo U; é a mesma probabilidade que
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Fig. 4.5: Gréfico do limite de Shannon versus a taxa do cédigo R..

(1000 --- 0]Grau1l
0100--- 0] :

00100
0001---0

H = 10000 .- 1|crau1
1001--- 0fGrauX
0010 .-+ 1]

0110---0

_U 101 .-+ 0fGrauX
Grau Y+1

Fig. 4.6: Grau das linhas e colunas de uma matriz LD PC' sistemdtica.
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VO Vvl w2 o V{K1} V{K} VO .o V{N-2} V{N-1}

uo Ul u2 .. U{K1} co c1 . C{N-K-2} C{N-K-1}

O

SO S1 ... S{N-K-2} S{N-K-1}

Fig. 4.7: Diagrama de Tanner de uma matriz LDGM com Y = 3.

mais da metade dos X bits C'; ligados a ele estejam errados somada a probabilidade de que exatamente

a metade dos bits estejam errados ( pelo qual terfamos uma probabilidade p de errar nessa decisdo).

Assim,
X X X
BERpimite par(p) = Y (k )p’“(l —p)¥ 4 p(X/2>pX/2(1 —p)X/? (4.20)
k=(X/2)+1
Yo} V1 V2 . V{K-1} V{K} VO .. V{N-2} V{N-1}

U{K-1} co .. C{N-K-2} C{N-K-1}

N

S{N-K-2} S{N-K-1}
Fig. 4.8: Diagrama de Tanner de uma matriz LDGM com X = 4.

As Figuras 4.9 e 4.10 mostram curvas BE R limite para um BSC tendo p e £, /Ny como pardmet-
ros, respectivamente. Sao mostradas curvas para distintos valores de X e também o limite de Shannon
para uma taxa do cédigo R, = 0.85.

E importante lembrar que as aproximagdes das equacdes (4.19) e (4.20) foram feitas considerando
que s6 acontece um erro nos bits de informacao, pelo qual as curvas obtidas experimentalmente me-
diante o uso dos algoritmos de decodificagao ficardo préximas a estas sé na regiao de baixa probabil-

idade de erro do canal.
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Fig. 4.9: Diagrama do BER limite para um canal BSC.
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Fig. 4.10: Diagrama do BER limite para um canal BI-AW GN com deciséo abrupta.

4.1.3 BER para canais AWGN com sinalizacdo binaria

Na secdo 4.1.1 mostrou-se o limite de Shannon para trés canais distintos. Ele mostra a razao

sinal-ruido minima necessaria para recuperar toda a informacao enviada pelo canal. Entretanto, isto
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ndo quer dizer que com uma razao sinal-ruido inferior, toda a informacdo estd perdida. Neste caso,
parte da informagao é recuperavel e a informagao restante corresponde a informagao gerada com uma
taxa de erro de bit. Na Figura 4.11 pode-se ver como na secao desenhada com quadros € onde o canal
tem uma razao sinal-ruido superior ao limite de Shannon, e a secdo desenhada com linhas € a regido
onde a razdo sinal-ruido ultrapassou o limite de Shannon. Neste ponto pode-se ver que se tem uma

BER minima que pode ser atingida.

BER

Limite de Shannon

(Eb/NO)shannon Eb/No

Fig. 4.11: Limite de Shannon; em quadros se¢ao onde é possivel ndo ter perda de dados; em linhas
secdo em que se tem perda de dados.

Como pode-se ver em [12], é possivel calcular-se este limite. Para isto é necessdrio primeiro
considerar que um bit de informagdo tem incluido nele uma BER, como mostra a Figura 4.12. O
cilindro U; representa um bit de informacado onde uma parte do bit estd cheio com a informacao do
erro expressada como H(BER) e o resto do bit corresponde a parte da informagdo que ficou sem
erro. Esta por¢do pode ser expressa por 1| — H(BER). Os k bits de informacdo sdo codificados
em n bits. Para k < n, esse novo bit codificado V; contem no seu interior o bit de informagdo. Na
Figura 4.12 pode-se ver que a taxa do cédigo R, corresponde a propor¢do do bit de informagao no bit
codificado. Entretanto, por causa do erro, sé uma por¢do dele € valida no bit codificado. Esta nova
por¢do gera uma taxa R’ virtual. Chamamos ela de virtual por que o bit V; s6 tem essa propor¢ao de
informagdo, isto é, o bit V; s6 tem R'.% dele preenchido com informago.

Assim definimos R’ como

R'.= R.(1 - H(BER)) (4.21)

R’. é a quantidade de informagdo de U; no bit codificado V;. Entdo lembrando que a capacidade
do canal C' € a maxima quantidade de informacao que € possivel enviar para um nivel de erro do canal,

podemos deduzir as seguintes relagcdes. Para uma transmissdo de dados livre erros, R. < C, e isto
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Fig. 4.12: Taxa R'. virtual no bit codificado V; gerada pela presenga do BF R no bit de informagéo
U,.

gera a regido cheia de quadros da Figura 4.11. Para recuperar parte do bit de informagdo, R'. < C,
e isto gera a regido cheia de linhas da Figura 4.11. Para achar a curva limite, se iguala a taxa virtual
R’ e a capacidade de canal C, isto é, R'. = C.

Dependendo do tipo de canal que se esteja considerando, C' poderd estar em fungdo de p (para um
canal BSC) ou E}, /Ny (para os canais AWGN e BI — AWGN). O gréfico da Figura 4.13 mostra
a curva limite e o limite de Shannon para um canal BSC' com uma taxa R, = 0.8 e uma capacidade
de canal C = 1 — H(p). Como pode-se ver, a curva limite (desenhada com uma linha) converge
assintoticamente para o limite de Shannon (desenhada com pontos). Assim, a equacao do gréfico da

curva limite ficaria definida como segue

C'=1-H(p) = R.(1— H(BER)). (4.22)
Ou seja
BER(p) = H {1 — 1_TH(p)}, (4.23)

a Unica restri¢do para as equagdes (4.22) e (4.23) é que a taxa do cédigo R, tem que ser maior que
a capacidade C', que € o mesmo que dizer que a informagdo contida no erro tem que ser maior que

Zero, isto €,

C<

R,

0 < H(BER).

(4.24)

(4.25)

Ambas restricdes podem ser facilmente deduzidas olhando a Figura 4.12.
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Fig. 4.13: Curva limite gerada pela presenca de erro no bit de informag¢do para uma R. = 0.8 e um
canal BSC.

4.2 Bit-flipping

O algoritmo de decodificacao bit-flipping (B F') foi idealizado por Gallager [1] como uma pro-
posta para identificar e corrigir os erros na transmissao de informacao num canal BSC'. Depois de que
o vetor codificado, V' = U G, transita através do canal com ruido, este chega a seu destino com erros.
Este novo vetor bindrio é chamado de Z, e, para corrigir possiveis erros nele, o algoritmo atribui a
cada bit z,, de Z uma confiabilidade E,,. Esta confiabilidade indica a menor ou maior possibilidade

de que esse bit esteja errado. O critério para atribuir as confiabilidades segue a equacao

meM(n)
A matriz H pode ser representada mediante M vetores bindrios h,, de comprimento /N, onde
m=0,1,...,M—1. Assim, s, = Z h! , onde h!, é um vetor coluna. Deste modo, definimos M (n)

como o conjunto de todos os valores que pode tomar m tal que h,, , = 1, ou seja,

M(n) = {m|hpn = 1}. 4.27)

Pode-se entender melhor M (n) mediante a Figura 4.14, onde M(1) € {1, 2} representa o con-
junto dos indices dos bits s,, que estejam ligados ao bit z;.
Ap6s estabelecer o critério de geracdo de confiabilidades F,, para cada bit z, € necessario gerar

também um critério para trocar os bits. O algoritmo BF troca todos os bits com £, > J. Na
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S0 S1 S2
Real: Z0 Z1 Z2 Z3 Z4 Z5
Binario: YO Y1l Y2 Y3 Y4 Y5

Fig. 4.14: Gréfico de Tanner de um cédigo (N,K)=(6,3).

implementag¢do que segue do algoritmo BF', se usa como limiar § o valor maximo de F, no vetor

atual. O algoritmo 1 descreve todo o procedimento.

Algoritmo 1 Decodificacao Bit-Flipping

1. Inicia-se com k = 0 e o vetor de decisdo abrupta Z*) = (zyf), c 2B z](\lf)) =z.
2. Calcule a sindrome s,,, = Zn hm,nz,(f) (mod 2) param = 1,--- , M. Se todos os valores sao

zero entdo pdra a decodificacdo e se retorna o vetor Z(*),
3. Paran =1,---, N Se calcula a funcao de flipping E,, em (4.26).
4. Identifica-se o conjunto {n*}, onde n* = arg max, FE,.
5. Troca-se de valor todos os bits z{* onde n € {n*}, e faz-se Z*+H) = Z*),

6. Se o nimero maximo de iteracdes nao € atingido, faz-se £ = k + 1 e continua-se no passo 2.
Caso contrdrio se det€ém a decodificacdo e se retorna Z .

Pelo visto no Algoritmo 1 a decodificacdo BF' pode-se entender como um algoritmo baseado
em confiabilidades, onde o conjunto de bits menos confidveis sdo considerados errados e seu valor
€ trocado. A confiabilidade de cada bit e calculada somando a quantidade de bits de verificagao
de paridade que ligados ao bit codificado indiquem a existéncia de um erro. Muito parecido a uma
votagdo, onde sé os votos em contra sd@o contabilizados para o bit em estudo, ao final o conjunto de

bits que tenham mais votos em contra serdo trocados.
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4.3 O Algoritmo Weighted Bit-Flipping

O algoritmo de decodificagdo weighted bit-flipping (/W BF') é uma variante do algoritmo BF' [3].
Ele esta orientado a trabalhar com um vetor real Y como dado de entrada. Este vetor Y pode ser
obtido por exemplo na saida de um canal AW G N. Para a geracdo das confiabilidades F,, de cada bit
usa-se uma ponderacao de |y, | e dos valores de s,,, usando o valor +1 para s, = 1 e o valor —1 para
sm = 0. Diferentemente do algoritmo B F', o algoritmo W BF usa os bits de verificacdo de paridade
corretos, com s, = 0, além dos bits de verificacao errados, com s,, = 1, e atribui a cada bit s,, um

fator de ponderacdo w,,, como segue

E,= > (250 — Dwn, (4.28)
meM(n)
onde
W = Ioin il (4.29)

O conjunto M n) de (4.28) é igual ao do algoritmo BF. N (m) é o conjunto de todos os indices
dos bits y; ligados a s,,. Por exemplo na Figura 4.14 o conjunto N (0) = {0,2,4,5}. Assim w,, é
o valor minimo derivado do valor absoluto dos y; ligados ao bit s,,. Obtidas as confiabilidades para
cada bit, o algoritmo W B F’ troca o bit que tenha o maior valor. Dado que a confiabilidade usa valores

reais, o mais provavel € que se troque um so bit.

Algoritmo 2 Decodificacio Weighted Bit-Flipping

1. Inicia k = 0 e o vetor Z*) = (z§k), e ,z,(f), e ,z]((;)) com a decisao abrupta do vetor Y.

2. Avalia o sindrome s,, = ) hmmzf(f) (mod 2) param = 1,---, M. Se todos os valores sdo
cero entdo se detém a decodificacio e se retorna o vetor Z®*).

3. paran =1,--- N Se avalia a funcao de flipping F£,, em (4.28).
4. Identifica o E7 que € o major valor de todos os E,.
k)

5. Troca-se de valor o elemento j — esimo de Z*), e Z*:+D) = 7 k),

6. Se o maximo nimero de itera¢des nao € atingido, coloque £k = k + 1 e va ao passo 2. Caso
contrario se detém a decodificagdo e retorna Z .
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4.4 Os algoritmos: Modified WBF e Improvement Modified WBF

O algoritmo Modified W BF' (MW BF') foi proposto em [4] como uma modificagdo ao algoritmo
W BF'. O algoritmo MW BF utiliza a funcao de flipping

E,(a)= Z (281, — L)wy, — a|yn]. (4.30)
meM(n)

Na equacdo (4.30) pode-se ver a confiabilidade descrita pelo bit de verificacdo de paridade e tam-
bém pelo bit do vetor recebido. Esta ultima é ponderada com um sinal negativo dado que o compor-
tamento desta € inverso ao da confiabilidade do bit de verificacdo de paridade. O fator de ponderagao
a > 0 é colocado devido ao fato de que é provavel que a matriz de verificagdo de paridade, H, seja
irregular e M(n) tenha distintas cardinalidades. Por isto é necessdrio obter experimentalmente o
melhor valor para a.

MW BF usa o algoritmo 2 para a decodifica¢do, com a diferenca de que usa a equacgdo (4.30) para
a geragdo de confiabilidades £,,. O algoritmo de decodifica¢do improvement MW BF (IMW BF') é
uma variante do MW BF propostaem [13]. IMW BF' vé a decodificacdo W B F' como uma primeira
aproximacdo do algoritmo de passagem de mensagem. Nesse algoritmo a confiabilidade enviada de
um bit de verificacdo de paridade exclui a mensagem do bit que recebe a informacgdo. Na equagdo
(4.32) pode-se ver como o n-ésimo elemento € excluido do célculo de w,, ,,, ficando a confiabilidade

E,, para o algoritmo /MW BF como

Ey0) = Y (25m — Dwpm — alyl, (4.31)
meM(n)
onde
m= omin il (4.32)

IMW BF usa o algoritmo 2 para a decodificacdo, com a diferenga que usa as equacdes (4.32) e
(4.31).

4.5 Algoritmos de Sipser e Spielman

Sipser e Spielman propuseram em [2] uma nova maneira de gerar o vetor de confiabilidade e a
estimacgdo dos bits errados para um canal com saida abrupta. O primeiro algoritmo que propuseram
foi um algoritmo de decodificacdo sequencial. Ele é mostrado como algoritmo 3.

O algoritmo 3 pode ser descrito como os algoritmos de bit-flipping. Por exemplo, o passo 1

¢ equivalente a: atribua uma confiabilidade +1 quando s,, = 1 e uma confiabilidade —1 quando
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Algoritmo 3 Decodificacdo de Sipser e Spielman
1. Se houver um bit z,, que tem mais bits de verificacao de paridade s,,, insatisfeitos que satisfeitos,
entdo troca-se este bit.

2. Repita o passo anterior até que nenhuma varidvel fique com bits de verificacdo de paridade
insatisfeitos.

sm = 0. Caso contrdrio, some as confiabilidades de todos os bits s,,, ligados a z,,. Se a confiabilidade

resultante F,, € maior que zero, troque o bit z,,. Assim, a fun¢ao de flipping é dada por

E,= > (28m—1), (4.33)
meM(n)
onde M (n) é como na equagdo (4.27).

Note que nao se fala nada sobre que bit deve ser trocado. Dado que o algoritmo € sequencial
se trocard um sé bit por vez e como no algoritmo BF' se procederd ao calculo da sindrome. Se ela
for zero, finaliza-se a decodificacdo. Se for distinta de zero, se aplica o algoritmo 3 até que todas
as sindromes sejam nulas, ou se atinja um nimero maximo de iteracdes. Sipser e Spielman também
propuseram um algoritmo paralelo que consiste em realizar a troca de bits (flipping) de todos os bits
com E,, > 0 numa unica iteracdo. A partir de agora denominaremos o algoritmo sequencial de Sipser
e Spielman como SSSBF (SequencialSipserSpielmaBit — Flipping) e o paralelo de PSSBF
(Parallel Sipser SpielmaBit — Flipping).

4.6 Algoritmos BF modificados com decisao abrupta

Nesta se¢@o propde-se uma modificagdo do algoritmo de decodificacdo SSSBF'. Esta modifi-
cacdo serd denominada P H BF' (do inglés, Parallel Hard Bit-Flipping). Ela trabalha sobre um vetor
de entrada bindrio Z e tem a mesma regra de geragdo de confiabilidade, F,,, do algoritmo SSSBF.
A regra foi vista na equagdo (4.33). A diferenca aqui estd no critério de troca dos bit errados: € igual
ao algoritmo BF'. Troca-se todos os bits com um F,, > §. Para a implementacio atual usou-se como
0 o maior valor de F,,. O algoritmo 4 detalha todo o procedimento para a decodifica¢do PH BF'.

Existe uma relacdo entre o algoritmos BF' e PH BF' pois ambos utilizam um regra de confia-
bilidade parecida. A primeira vista poderia parecer que a confiabilidade de PH BF' (veja equagdo
4.33) € simplesmente uma combinacao linear da confiabilidade de BF' (veja equacdo 4.26). Assim,
ndo deveria existir nenhuma diferenca quando se acha a confiabilidade do valor maximo. E portanto
também na decodificacdo de Z. Isto é verdade s6 no caso em que o nimero de elementos de M (n)

€ constante. A verificacao disto € facil de ver se consideramos a quantidade de bits por coluna de H,
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Algoritmo 4 Decodificacio Parallel Hard Bit-Flipping

1. Inicia-se com k = 0 e o vetor de decisdo abrupta Z*) = (z§k), 2P z](\lf)) =7
2. Calcula-se a sindrome s,,, = Zn hmmzf(f) (mod 2) param = 1,---, M. Se todos os valores

sdo nulos, entdo se det€ém a decodificacdo e se retorna o vetor £ (k).
3. Paran =1,---, N, avalia-se a func¢ao de flipping F,, em (4.33).
4. Identifica-se o conjunto {n*}, onde n* = arg max,, F,.
5. Troca-se de valor todos os bits 2\ onde n € {n*}, e faz-se Z*+1) = Z(*),

6. Se o maximo numero de iteracdes nao € atingido, faz-se k = k£ + 1 e vai-se ao passo 2. Caso
contrdrio, se detém a decodificacdo e se retorna Z.

X(n) =Y P (4.34)

X (n) também por ser interpretado como a quantidade de bits de verificagdo de paridade s, que

estdo conectados a z,,.

Se consideramos que se tem [ bits de verificacdo de paridade errados para o bit z,, entdo o valor
da confiabilidade segundo o algoritmo BF seria EPT = [. Por outro lado, a confiabilidade para o
algoritmo PH BF seria EVAPF = (+1)] 4+ (—1)(X(n) — 1) = 2l — X(n). Unindo ambas ideias,
obteriamos a equagdo

EPHBE — opBE _ X (n). (4.35)

A equagdo (4.35) mostra claramente que se todos os bits z,, possuem a mesma quantidade de bits
de verificacdo de paridade, isto é, se a matriz H possui um grau de coluna constante, os algoritmos

BF e PHBF levam ao mesmo resultado na decodificacao.

Uma variante do algoritmo PH BF' é o serial hard bit-flipping (SH BF'). Neste algoritmo, a
diferenca do PH BF estd na troca de um s6 bit por iteracdo e no fato de dar-se prioridade ao bit de
informagao para o caso de matrizes sistematicas. O algoritmo S H B F' esta completamente detalhado

no Algoritmo 5.
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Algoritmo S Decodificaciao Serial Hard Bit-Flipping.

1. Inicia-se com k = 0 e o vetor de decisdo abrupta Z*) = (sz), v 2P z](\lf)) = 7.
2. Calcula-se a sindrome s, = hmmzf(f) (mod 2) param = 1,---, M. Se todos os valores

sdo nulos, entdo, se detém a decodificacdo e se retorna o vetor Z (k)
3. Paran =1,---, N, se avalia a funcao de flipping F,, em (4.33).
4. Identifica-se o conjunto {n*}, onde n* = arg max, F,.

5. Troca-se o valor do primeiro bit de informacdo de 2 onde n € {n*}. Se este conjunto nio
contem nenhum bit de informacao, troca-se o valor do primeiro bit de verificacdo de paridade
achado.

6. Se o maximo ndmero de iteragdes ndo € atingido, faz-se k = k + 1 e vai-se ao passo 2. Caso
contrério, se detém a decodificacdo e se retorna Z.

4.7 Resultados de simulac¢oes

Nesta secio compara-se os desempenhos dos distintos algoritmos “bit-flipping”. E importante
lembrar que os algoritmos BF, SHBF, PHBF, SSSBF e PSSBF usam decisdo abrupta na
decodificagdo, isto quer dizer que o vetor de entrada para estes algoritmos € um vetor bindrio que
pode ser obtido usando um modelo de canal BSC ou um BI — AW GN com decisdo abrupta, ambos
modelos de canal serdo equivalentes usando a equagao (4.17). Por outro lado os algoritmos W BF' e
MW BF usam decisdo suave na decodificacdo, isto €, o vetor de entrada dos algoritmos tem valores
reais. Conhecendo as necessidades dos dados de entrada dos distintos algoritmos bit-flipping, se vé
que a melhor decisdo para poder simular todos os algoritmos e poder compari-los de uma maneira
justa, é usando como modelo de canal, um canal Bl — AWGN e usando sua saida de decisdo suave
para alimentar os algoritmos W BF' e MW BE'. A esta saida suave se aplicard uma decisdo abrupta
e o vetor bindrio gerado serd entregue aos algoritmos BF, SHBF, PHBF, SSSBF e PSSBF.
Outro ponto importante a ressaltar é que por causa de ter sido usado dois modelos de canal distintos, o
BI—AWGN com decisdo abruptae o BI — AW GN com decisdo suave, se tem também dois limites
de Shannon distintos. Como os algoritmos nesta tese sio o PHBF e o SH BF, e eles sdo simulados
num canal Bl — AW GN com decisdo abrupta ou BSC, se usara entdo o limite de Shannon para este
modelo em todos os graficos.

Nas simulagdes se usardo dois tipos de matrizes, as LDGM explicadas na se¢do 3.1.2 e EG —
LPDC nasecao 3.3.3. No caso das matrizes LDG M a matriz de paridade P de G = [P I| pode ser
obtida de trés maneiras. A primeira € utilizando uma matriz de verificagdo de paridade LD PC regular

como nossa matriz P. Todas as matrizes L P DC regulares usadas foram obtidas do site de MacKay
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[14]. A segunda maneira de obter-se a matriz P € gerando-a aleatoriamente com uma quantidade de
uns por linha constante. A terceira maneira é quase igual a anterior com a diferencga que além de tentar
conservar fixa a quantidade de uns na linha também se tenta conservar a quantidade de uns na coluna,
isto é, procura-se uma matriz P que seja LD PC' e regular. No caso das matrizes G — LDPC' se
usardo matrizes £G — LD PC de tipo 1. Diferentemente das LDG M, as EG — LD PC' sdo matrizes
regulares com uma quantidade de uns por linha e coluna da matriz de verificacdo de paridade muito
superior as LDG M e com a vantagem de que as £'G — LD PC' sdo matrizes ciclicas. Assim, a geracao
e verificacdo de paridade € mais simples de implementar. Com respeito a notagao, se usara d,, e d. para
indicar a quantidade de uns por coluna e linha respectivamente da matriz de verificacdo de paridade
H, e seusard d; e d para indicar a quantidade de uns por coluna e linha, respectivamente, da matriz de
paridade P. Além de obter-se os graficos dos distintos algoritmos bit — flipping também se mostrara
os graficos da curva estimada por Javier Garcia-Frias e Wei Zhong no seu artigo [8]. E uma curva para
a taxa de erro do bit (BE R) na regido inferior de erro para matrizes LDGM. Esta curva é chamada
nos graficos como “Lower Bound” e depende da quantidade de uns por linha d} da matriz P, e é
descrita pelas equacdes (4.19) e (4.20). Quando um algoritmo bit — flipping atinge uma quantidade
I'T"maxima de iteragdes, ao reparar os bits do vetor codificado recebido, o algoritmo desiste e entrega
na sua saida o mesmo vetor entregado a ele na sua entrada sem nenhuma modificacdo, e subtrai dele
o vetor de informacdo. Para cédigos LDG M isto é simples dado que o vetor de informagao é uma
por¢do do vetor codificado. No caso dos cédigos EG — LD PC' as simulagdes para mostrar a BER
contabilizam os bits errados no vetor codificado, nao do vetor de informacdo como € mais comum.
Isto, no caso dos cédigos G — LDPC' é uma boa aproximagdo estatistica dado que a matriz de
verificacdo de paridade é uma matriz regular e todos os bits descodificados por ela tem a mesma
possibilidade de serem descodificados corretamente. Assim a estatistica do total (vetor codificado)
¢ aproximadamente igual a estatistica de uma porcdo dele (vetor de informacao). Esta tendéncia é

maior quanto maior seja a quantidade /N de bits codificados.

Todos os programas utilizados nesta tese podem ser descarregados de [15] e seu funcionamento

estdo explicado no apéndice B.

A Figura 4.15 mostra o desempenho dos algoritmos BF, SHBF, PHBF, SSSBF, PSSBF,
WBF e MW BF, num canal Bl — AW GN, usando na codifica¢do uma matriz LDGM com N =
192 bits codificados e K = 128 bits de informacgdo e taxa do cédigo R. = 0.6667. A matriz P
da matriz sistematica foi gerada aleatoriamente tentando conservar constante a quantidade de uns
por linha e coluna obtendo d; = 9 e d; = 18. Para todos os algoritmos bit — flipping usou-se
uma quantidade méaxima de iteracdes I'I" = 6. Como pode se observar, o algoritmo PSSBF tem o
pior desempenho e os algoritmos W BF' e MW BF' tem o melhor desempenho, lembrando que estos

dois ultimos algoritmos necessitam dados em ponto flutuante para decodificar, o que implica numa
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Fig. 4.15: Simulagdo dos algoritmos bit-flipping num canal BI — AWGN com uma LDGM de
K=128 bits de informacdo, N=192 bits codificados, 6 iteracdes como méaximo, d;, =9 e d; = 18.

grande necessidade de computagdo, comparado em desempenho com os algoritmos SHBF e PHBF
que fazem uso de célculos em ponto fixo. SHBF e PHBF tem um desempenho aceitdvel mas
ndo melhor que W BF, isto acontece em parte pelo baixo numero de elementos no vetor codificado
(N = 192) e pela topologia da matriz de verificacdo de paridade H. No grafico da Figura 4.16 tem-se
o mesmo cédigo LDG M que na Figura 4.15 com a diferenca que a quantidade de iteragcdes maximas
€ 12. Pode se observar que as curvas nao recebem uma melhora significativa, isto porque as curvas ja
sdao o melhor que elas podem ser, e incrementar a quantidade de iteracdes ndo melhoraria muito seu
desempenho. Esta quantidade de iteracdes maxima obtida é experimental e depende da observacdo
do comportamento da curva. Outra forma de encontrar o momento em que as curvas chegam a ser
o melhor que elas podem ser, é observando os algoritmos SH BF e PHBF'. Dado que o primeiro
¢ um algoritmo de decodificacdo sequencial e o segundo de decodificagdo paralela, este dltimo tem
que chegar mais rapido a seu melhor desempenho. Uma boa forma de observar como se esta perto de

atingir a quantidade de itera¢cdes maximas 6tima, € observar como a curvade SH BF' e PH BF ficam
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proximas. Assim, a quantidade de iteragdes maximas (/7") usadas na decodificagdo é quase-6tima se
nao € mais possivel aumentar um pouco I7', isto €, em teoria os algoritmos sequenciais sao melhores

que os paralelos no desempenho s6 que convergem a este valor mais lentamente.
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Fig. 4.16: Simulagdo dos algoritmos bit-flipping num canal Bl — AWGN com uma LDGM de
K=128 bits de informacdo, N=192 bits codificados, 12 itera¢cdes como maximo, d;, = 9e d’ = 18.

Como pode-se ver na Figura 4.15 os algoritmos SH BF e PH BF' ja ficam muito préximos: nao
tinha muita necessidade de aumentar a quantidade de iteracdes méaximas.

No grafico da Figura 4.17 se usa a mesma taxa e a quantidade de uns por linha e coluna que a
Figura 4.15 com a diferenca que se incrementa a quantidade de bits de informacdo enviada. Pode-se
notar no gréafico que o melhor desempenho € do algoritmo P H B F' seguido pelos algoritmos W BF e
MW BF'. Outro ponto interessante a notar é que os algoritmos SH BF e W BF' ficam superpostos, e
ligeiramente distante de P H BF', o que quer dizer que a quantidade méaxima de itera¢cdes empregadas
na simulacio nao € o valor 6timo e pode ser acrescentado mais um pouco.

No gréfico da Figura 4.18 se observa o mesmo c6digo que na Figura 4.17 com a diferenca que se

aumenta a quantidade de itera¢cdes maximas para 12. Isto faz com que os algoritmos SH BF', W BF
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Fig. 4.17: Simulagdo dos algoritmos bit-flipping num canal BI — AWGN com uma LDGM de
K=256 bits de informacdo, N=384 bits codificados, 6 iteracdes como méaximo, d;, = 9 e d = 18.

e MW BF' fiquem com um desempenho melhor que o algoritmo de decodificagdo paralela PH BF'.
Isto indica que ja se estd proximo a quantidade de iteragdes maximas 6tima para estes trés algoritmos.

Até agora se tem trabalhado analisando de forma experimental o efeito da quantidade maxima de
iteragcdes sobre o desempenho da curva BE R dos algoritmos de decodificacdo, usando uma quanti-
dade de iteragdes méaximas entre 6 e 12, para una quantidade de bits codificados N entre 192 e 384.
Isto quer dizer que para o caso N = 192 se considera que como maximo nos algoritmos sequenciais
se podera reparar entre 3.125% (6/192) e 6.25% (12/192) dos bits. E para o caso N = 384 se consid-
era que como maximo nos algoritmos sequenciais se podera reparar entre 1.5625 % (6/384) e 3.125%
dos bits. Isto indica um método de achar a “queda de 4gua” nas curvas BE' R das distintas versdes dos
algoritmos BF' sequenciais. Dado um F£j,/N,, chamado w f*, que caracteriza o ponto onde acontece
a queda de 4gua da curva do BE'R dos algoritmos de decodificagdo sequencial, se acha a frac¢do de

erros que podem ser corrigidos:
IT
wf = —, 4.36
Puf =75 (4.36)
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Fig. 4.18: Simulagdo dos algoritmos bit-flipping num canal Bl — AWGN com uma LDGM de
K=256 bits de informacdo, N=384 bits codificados, 12 iteragdes como maximo, d; = 9e d} = 18.

e entdo se usa o comportamento de um sistema néo codificado para estimar w f*, isto &, p,,y em teoria
¢ a probabilidade de erro de bit do canal, ou pelo menos a méxima que € possivel de corrigir. Usando

a equacdo (4.17) se obtém

(@ (Puys))?
2R

onde Q(z) = 0.5er fc(x/+/2) com er fc(.) como a fungdo de erro complementar.

wft = (4.37)

Como exemplo pode-se ver na Figura 4.19, w f* tem um valor aproximadamente igual a 6.1dB
para o algoritmo de decodificagdo SH BF e cumpre com a equagado (4.37). Por outro lado na Figura
4.20, w f* aplicando a equacdo (4.37) tem um valor igual a 0.9 dB para a decodificacio SH BF'.
Este valor fica muito longe do valor mostrado na Figura 4.20. Isto pode explicar-se assumindo que
existe um ponto de saturacio, conclusdo ja obtida analisando o comportamento das curvas SH BF
e PHBF. E interessante notar que da simulacio da Figura 4.20 pode obter-se experimentalmente o

valor 6timo de 7. Nessa figura se indica que a queda de dgua acontece quando w f* é aproximada-



62 Algoritmos de Decodificacao

mente 4.5dB. Usando este valor nas equagdes (4.37) e (4.36) o valor de 7" € igual a 785. Este valor é
o I'T que otimiza o desempenho das curvas dos algoritmos sequenciais B F'. Qualquer valor superior
a este é desnecessario.

O grafico da Figura 4.19 apresenta as comparacdes de todas as versdes do algoritmos BF' estu-
dados nesta dissertacdo, incluindo a curva limite proposta por Javier Garcia-Frias e Wei Zhong [8],
e o limite de Shannon para um canal BSC ou BI — AWGN com decisio abrupta. E usado para a
codificacdo de uma matriz LDGM com N = 30000 bits codificados e K = 20000 bits de informagao
e taxa do cédigo R. = 0.6667. A matriz P da matriz sistemadtica foi gerada aleatoriamente tentando

conservar constante sé a quantidade de uns por linha, obtendo um d; = 9. Para todos os algoritmos
BF se usou uma quantidade méxima de iteracdes /7" = 300.
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Fig. 4.19: Simulacdo dos algoritmos bit-flipping num canal BI — AWGN com uma LDGM de

N=30000 bits de informagdo, K=20000 bits codificados, 300 iteragdes como maximo, d;; = 9 e
d’ = aleatorio.

Na Figura 4.19 se mostra que o melhor desempenho, € obtido pela decodificacio PH BF', e as
decodificacdes SHBF e W BF ficam longe deste valor para uma estimagdo de um 1% dos bits
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errados como méaximo por vetor codificado, ver equacdo (4.36). A Figura 4.20 é a mesma que a
Figura 4.19 com a diferenga que se usa uma estimacao de que 10% dos bits no maximo estdo errados

em cada vetor codificado.

10° ‘
i":- ) \‘Lx“
i \\}.' > \A\\
' \\3‘. / A‘A\
¥ 3 -,
a| ¥ x s " W
10 ¥ | i N
X ; .‘:\\
é X ¥ EE‘\\\. A
10 X - .
POX \
K Il
* . -
UNCODED — | ¥ |
BF - IT 3000 —4&— | ! 'I.\.
6| SHBF - IT 3000 v | _ -
10 PHBF - IT 3000 v | % ¥ .
WBF - IT 3000 8- | Yy -
Shannon L. AWGN Hard ------- n
107 Lower Bound X 3 -
° ? 4 6 8 10
Eb/No (dB)

Fig. 4.20: Simulacdo dos algoritmos bit-flipping num canal BI — AWGN com uma LDGM de
N=30000 bits de informagdo, K=20000 bits codificados, 3000 itera¢des como maximo, d;, = 9 e
d’ = aleatorio.

O grafico da Figura 4.21 apresenta as comparagdes de todas as versdes do algoritmos B F' e a curva
limite de Javier Garcia-Frias e Wei Zhong, além do limite de Shannon para um canal Bl — AWGN
com decisdo abrupta. E usado para a codificagido uma matriz LDGM com N = 306 bits codificados
e K = 204 bits de informacdo e a taxa do cédigo R. = 0.6667. A matriz P da matriz sistematica foi
obtida do site de Mackay [14], com um d}, = 5 e um d’ = 10. Para todos os algoritmos BF' se usou
uma quantidade maxima de iteragdes [7" = 3.

A Figura 4.21 mostra que o melhor desempenho foi da decodificacdo PH BF', e as decodificagdes
SHBF e W BF ficam longe deste valor, para uma aproximacao de um 1% dos bits errados (/7" = 3)

como maximo por vetor codificado. Isto é igual ao caso da Figura 4.19 onde também se tem uma
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Fig. 4.21: Simulagdo dos algoritmos bit-flipping num canal BI — AWGN com uma LDGM de
K=204 bits de informacdo, N=306 bits codificados, 3 iteracdes como méaximo, d;, = 5 e d; = 10.

estimacdo que um 1% dos bits errados (I7" = 300). A Figura 4.22 é a mesma que a Figura 4.21 com
a diferenca que se usa uma estimacao de 15% dos bits estdo errados como méaximo em cada vetor
codificado.

Pode-se ver que como na Figura 4.19 a tendéncia de vantagem do algoritmo PH BF', para um
baixo nimero de iteragdes maximas, se conserva. A diferenca fundamental é que por causa da
diminui¢dao do nimero de bits por palavra cédigo, entdo o desempenho do algoritmo na curva do
BER diminui também.

Um ponto de estudo importante € o comportamento dos algoritmos bit — flipping num canal
BI — AWGN, usando na codificagdo e decodificagdo cédigos de bloco com matrizes EG — LD PC
de tipo I. Como ja se tem visto na equagdo (4.35), é de esperar que os algoritmos BF e PHBF
tenham o mesmo desempenho. Isto pode ver-se na Figura 4.23, onde se usou um cédigo de bloco
gerado por uma EG*(m,2%), com m = 2, s = 2 e um polindmio primitivo p(X) = X* + X + 1.
O cd6digo de bloco assim obtido terd X' = 175 bits de informacdo, N = 255 bits codificados e um
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Fig. 4.22: Simulagdo dos algoritmos bit-flipping num canal Bl — AWGN com uma LDGM de
K=204 bits de informacdo, N=306 bits codificados, 15 iteragdes como maximo, d; = 5 e d; = 10.

d, = d. = 16. Para esta simulacdo se usaram uma quantidade /7" = 12 iteracdes como maximo,
correspondente a um 5% de N bits errados como méximo. Também pode-se ver como os algoritmos
SHBF,WBF e MW BF tem uma pequena melhora quanto comparados como BF e PHBF'. Os
algoritmos SSSBF e PSSBF tem o pior desempenho. Como se tem visto até agora os algoritmos
seriais s6 sdo superiores aos algoritmos paralelos como BF, PHBF e PSSBF, quando o nimero
de iteragdes méiximas € suficientemente grande, pelo qual pode-se intuir que é possivel diminuir
este nimero e conseguir um resultado ainda 6timo. Também se tem um desempenho melhor da
curva do BE R das decodificagdes bit-flipping, quanto comparados com os cédigos de bloco LDG M
simulados até agora. Isto €, por causa de que a quantidade de uns por linha € quase o duplo que os
codigos LDGM ja vistos. Esta caracteristica € tipica das EG — LD PC

O gréfico da Figura 4.24 mostra o desempenho dos algoritmos bit-flipping para um cédigo de
bloco com uma matriz geradora e de verificagdo de paridade criada a partir de uma EG(m, 2%), com
m = 2, s = 5 e usando o polindmio primitivo p(X) = X + X3 + 1. O cédigo terd K = 781,
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Fig. 4.23: Simulacdo dos algoritmos bit-flipping num canal B/ — AW GN com uma EG — LD PC' de

tipo I, com K=175 bits de informacdo, N=255 bits codificados, 12 iteracdes como maximo, d,, = 16
ed. = 16.

N = 1023 e J = 1023. Para a simulagdo se usa como maximo I7" = 50 iteracdes, equivalente ao
5% dos N bits codificados. Este cddigo tem um d,, = d. = 32, ndmero muito superior ao valor de 9
que foi usado nos coédigos LDG M, isto se vé refletido no melhor desempenho de todas as curvas na
simulacdo. E importante ressaltar que quanto maior seja o valor de d, melhor desempenho terdo os
algoritmos de decodifica¢do, mas também terdo maior complexidade na decodificagao.

Pelo visto até agora os algoritmos PHBF e SHBF tem um bom desempenho em matrizes
LDGM com um baixo grau de linha (d,,), superando em algumas situagdes a algoritmos com decisdo
suave. Isto ndo se conserva em matrizes G — LD PC' por causa da regularidade na quantidade
de uns por linha na matriz de verificacdo de paridade, o que origina que seu desempenho seja igual
ao algoritmo BF, isto é o incremento na complexidade de PH BF e S H BF nio outorga nenhuma

ventagem.
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Fig. 4.24: Simulacao dos algoritmos bit-flipping num canal B — AW GN comuma FG — LD PC' de
tipo I, com K=781 bits de informacao, N=1023 bits codificados, 50 iteracdes como maximo, d,, = 32
ed. = 32.
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Capitulo 5
Conclusoes

Esta tese apresentou os algoritmos de decodificacio PH BF e SH BF como modificagdes nas
formas paralela e sequencial do algoritmo de decodificagdo B F’, proposto por Gallager. Estas modifi-
cacdes também estido baseadas no método de geracao de confiabilidade do algoritmo modificado B F'
proposto por Sipser e Spielman.

Para um comprimento moderado dos cédigos LDGM se observa que o algoritmo de decodifi-
cacdo MW BF nio apresenta nenhuma melhora significativa no comportamento quanto comparado
com a decodificacao PH BF'. Isto pode ser atribuido ao fato de que estes codigos tem uma dis-
tribuicdo irregular no peso das colunas da matriz de verificagdo de paridade /1, com N — K colunas
de peso 1 e K colunas de peso d,, e o fator de ponderagdo da decodificacio MW BF' atua com o
mesmo valor sobre confiabilidades de distintos pesos por coluna de H.

Outro ponto importante é que os algoritmos de decodificacio SH BF' e PH BF apresentam um
desempenho semelhante com diminuicdo da taxa de erro quando comparados ao algoritmo W BF’,
este ultimo sendo mais custoso em complexidade computacional por causa de seus cdlculos em ponto
flutuante.

E interessante ressaltar que se apresentou uma forma de predizer a “queda de dgua” na curva da
taxa de erro para os algoritmos de decodificacdo sequencial.

Fica para futuros trabalhos investigar se existe uma maneira de decodificacdo MW BF' com mel-

hor desempenho quando comparado ao W BF e PH BF para matrizes LDGM sisteméticas.
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Apéndice A

Apéndice A: Representacao de um GF'(2'")

A.1 Campos de Galois

Um campo finito ou um campo de Galois ou simplesmente GF’ (do inglés Galois Field), € um

campo que tem um ntimero finito de elementos. Um campo estd definido como:

DEFINICAO A.1.1 Um conjunto ¢ onde as operacdes bindrias de soma B e multiplicacdo [-] sdo

definidas, é chamado de campo se as seguintes condicdes foram satisfeitas para a, b e c que pertencem
ap.

i) As operagoes bindrias B e -] sdo associativas:
aB(bBc)=(aBbHc AN al(bEc)=(alb)Hc
ii) As operacoes bindrias B e [] sdo comutativas:
aBHb=0Ha N aldb=0bLa
iii) Tem um elemento identidade para as operagées bindrias B8 e []
aBHeg=egBHa=a AN bleg=egb=1>
iv) Tem um elemento inverso a' e b’ para as operagoes bindrias H e []
alBd=dBa=eg N bEYV =V[Eb=eq

Para cada b # 0.

v) Existe distributividade de (-] com relacdo a B:

all(bBc)=(aldb) B (aBDe¢)
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EXEMPLO A.1.1 Dado o conjunto finito o = {0, 1} e definidas as operagées bindrias & (OR exclu-
sivo) e - (AND) obtemos as Tabelas 3.1 e 3.2, vemos que elas cumprem os pontos (i), (ii), (iii) (iv) e (v)
da definicdo A.1.1 pelo qual o conjunto o e os operadores & e - formam um campo de ordem 2 (finito),

pelo qual é um campo de Galois (GF(2)).

EXEMPLO A.1.2 Dado o conjunto finito o = {0,1,2,3,4} e definidas as operacdes bindrias B
(soma modulo 5) e [ (multiplicagdo modulo 5) obtemos as Tabelas 3.3 e 3.4, vemos que elas cumprem
os pontos (i), (ii), (iit) (iv) e (v) da defini¢do A.1.1 pelo qual o conjunto p e os operadores B e [

formam um campo de ordem 5 (finito), pelo qual é um campo de Galois (GF(5)).

Assim vemos que existe um G F'(p) para qualquer primo p, onde p representa o ordem do campo,
um caso particular de estudo é o GF'(2) que é o campo de Galois do exemplo A.1.1, onde as operagdes
de soma e multiplicagio sdo binarias. Alem dos campos do tipo GF'(2), também sdo motivo de estudo
os campos do tipo GF'(2™), que é o campo de extensdo de GF'(2). Uma GF'(2™) consta dos seguintes

elementos:

GF(2™) ={0,1,a,0%a®, - ,a*" 7%}, (A.1)

No GF(2™) as operagdes bindrias de soma e multiplica¢do sdo em médulo p(z), onde p(z) é um
polindmio irredutivel com coeficientes em GF'(2) e o é uma raiz de p(x) é dizer p(a) = 0, p(z)

recebe o nome de polindmio primitivo.

TEOREMA A.1.1 Um polinémio p(x) de grau m é irredutivel se ndo é divisivel por nenhum polinémio

de grau major que 0 e menor do que m.

TEOREMA A.1.2 Um polinoémio p(x) em GF(2) de grau m é chamado de primitivo se o menor dos

inteiros positivos n para p(x) que divide a " 4+ 1 é 2™ — 1, como se vé na seguinte equagdo
22" 1 = q(z)p(x). (A.2)

O fato de que « seja uma raiz de p(x) é consequéncia de que p(z) seja um polindmio primitivo e

que o campo G F'(2™) seja finito e fechado para a multiplicagdo. Avaluando o em (A.2) obtemos

"1 =q(a)0, (A.3)

a2 =1, (A.4)
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EXEMPLO A.1.3 Dado o conjunto finito ¢ = {0,1, o, &*} e definidas as operagdes bindrias soma
B e multiplicagdo 1 em médulo p(x) , para um p(z) = z* + x + 1 obtemos as Tabelas A.1 e A.2,

vemos que elas cumprem a definicdo A.1.1, pelo qual o conjunto ¢ e os operadores B e -] formam
um campo de Galois GF(2?).

(Bl 01 ] al]d ]

0 0 1 a | l+a

1 1 0 l+a | «
« « 1+ 1
| 1+a | « 1 0

Tab. A.1: Operagdo bindria soma B em médulo p(x) sobre o conjunto p = {0, 1, o, a?}.

(O 1 [ alo]
1 1 « l+a
« « 1+ 1
o2 | 1+a | 1 o

Tab. A.2: Operagdo binaria multiplicagdo [ em médulo p(x) sobre o conjunto p = {1, o, a?}.

Os célculos do residuo feitos nas Tabelas A.1 e A.2 podem ser facilitados se usamos distintas
representagdes para cada um dos elementos de G F'(2%), por exemplo se usamos uma representagio
polinomial. Representando a cada o’ de GF'(2™), 1 < 2™ — 2, mediante um polindmio f;(«) de grau
m — 1 da forma f;(o) = a0 + apna + ape® + aia® + -+ + @™ !, onde a;; € GF(2) e
7 < m — 1, obtemos a Tabela A.3.

Representando os o’ como f;(«r) bastaria com realizar somas e multiplicagdes sobre 0s polindmios

fi(a) mediante opera¢des em G'F'(2), também ajuda muito a simplificagdo se ajudar usando a pro-
priedade p(«) = 0.

Tab. A.3: Trés representagdes para os elementos de G'F'(2?) gerado por p(z) = 2° + x + 1.

Representacdo | Representacdo | Representacdo
em poténcias polinomial vetorial
0 0 ©,0)
1 1 (1,0)
a a (0,1)
a? 1 + « (1,1)
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Alem da representac¢do polinomial pode-se optar por trabalhar com uma representacdo vetorial,
que ndo € outra coisa que puxar os coeficientes a;; de f;(«) e gerar uma m — upla, o' = (a, a1, @iz,

©, Qi(m—1)), como se vé nas Tabelas A.3 e A.4.

Representacdo | Representacdo | Representagcdo
em poténcias polinomial vetorial
0 0 (0,0,0,0)
1 1 (1,0,0,0)
Q@ a (0,1,0,0)
a? a? (0,0,1,0)
a? a? (0,0,0,1)
at I+« (1,1,0,0)
ad a+a? (0,1,1,0)
al a’+a? (0,0,1,1)
al l+a+a? (1,1,0,1)
ab 1+a? (1,0,1,0)
o’ a+a’ (0,1,0,1)
al? l+a+a? (1,1,1,0)
all at+a’+a? (0,1,1,1)
al? I+a+o?+a? (1,1,1,1)
a’? l+a?+a? (1,0,1,1)
a't 1+a? (1,0,0,1)

Tab. A.4: Trés representagdes para os elementos de G'F'(21) gerado por p(z) = z* +x + 1.

A.2 Algoritmo para a representacao de GGF'(2") na forma poli-

nomial

Usando o Algoritmo 6 € possivel gerar as Tabelas A.3 e A.4, estas tem uma representacao poli-
nomial com coeficientes em GF'(2). Em geral este algoritmo serve para procurar a representagio
polinomial f;(a) = aj0 + ajna+ a;pa® + aja® + -+ + a1 @™ !, a;; € GF(2), de cada elemento

a' € GF(2™) com polindmio primitivo p(x) de grau m.
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Algoritmo 6 Algoritmo para a representacdo de GF'(2™) na forma polinomial em G F'(2).
Entrada: i =0, fo(a) = 1, p(a) e m < Grau {p(«)}.
Saida: fi(a) V 0 <i< 2™ —2.

1: repeat

22 i+ 1+1

33 my + Grau {fila)a}
4 fila) « fila)a

5. if my == m then

6: fila) < fi(e) @ p(a)
7:  end if

8: until 7 # 2™ — 2
9: return fi(a) V 0 <i<2m—2

A.3 Algoritmo para a representaciao de G F'(2"') na forma veto-
rial

Usando o Algoritmo 7 € possivel gerar as Tabelas A.3 e A.4 na sua representacdo vetorial com

elementos em G'F'(2), em geral este algoritmo serve para procurar a representagio vetorial
A = (a0, ann, aiz, @iz, - - - 7a'i(m—1))> a;; € GF(2) (A.S5)

de cada elemento o' € GF(2™) com polindmio primitivo p(z) de grau m. Para isso é importante

definir A como um vetor de grau m + 1.

A;k = (a’;‘k0>a’>‘k17a:27a:37 T 7a:(m—1) a; )7 CL;} < GF<2) (A.6)

7 ) im

P é arepresentac@o vetorial do polindmio p(«)

pla) = big + bia + bpa® + bisa® + - - - 4 byua™, b € GF(2), (A7)

P = (bi07 bilv bi27 bi37 R blm) (A8)

A fungdo Corrimientol Bit Direita { X } faz um corrimento de bits a direita de X, e o dltimo bit
da direita é perdido neste processo. A fungdo PrimeirosBits { X } copia os primeiros m bits de X a

outro vetor.
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Algoritmo 7 Algoritmo para a representacdo de G F'(2™) na forma vetorial em G F'(2).

Entrada: : =0, A} = (1,0,0,---,0), P.
Saida: A; V 0 <i<2™m —2,
1: repeat
11+ 1
A; < Corrimientol BitDireita { Af}
if a7, == 1 then
Af <~ A*® P
end if
A; < PrimeirosBits { A}
8: until i # 2™ — 2
9: return A;V 0 <7 <2™ — 2.

AR A o




Apéndice B

Apéndice B: Programas e formatos usados

nas simulacoes

B.1 Formato Alist

O formato Alist foi desenvolvido por David MacKay, Matthew Davey e John Lafferty para descr-
ever mediante um arquivo de texto plano uma matriz de verificacao de paridade de baixa densidade

(LDPC). A Defini¢ao B.1.1 descreve linha a linha um arquivo em formato Alist.

DEFINICAO B.1.1 (FORMATO ALIST) .
* A primeira linha do arquivo contem o niimero de linhas (L) e colunas (C') da matriz LD PC.

* A segunda linha do arquivo contem o peso mdximo de todas as linhas ( Pjy,..) € todas as colunas
(Pomaz) da matriz. Para obter o peso mdximo de todas as linhas, se calcula primeiro o peso de
cada linha, contando a quantidade de uns por linha, e logo se procura o mdximo peso achado
em todas as linhas. Para obter o peso mdximo de todas as colunas se procede da mesma

maneira.

* A terceira linha do arquivo tem o peso (quantidade de uns) de todas as L linhas da matriz,

iniciando pela esquerda com a primeira linha.

* A quarta linha do arquivo tem o peso (quantidade de uns) de todas as C' colunas da matriz,

iniciando pela esquerda com a primeira coluna.

» As seguintes L linhas do arquivo contem as posigcoes dos uns das L linhas da matriz, sendo
que cada linha do arquivo descreverd as posicoes dos uns de cada linha da matriz. Cada uma

das linhas do arquivo sempre terdo Py, elementos. Se a quantidade de uns por linha for
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inferior a Py, se enche com zeros para obter sempre Py, elementos por linha do arquivo.
O primeiro bit “1” da esquerda da linha da matriz tem a posigdo 1, o ultimo bit “1” da direita

da linha da matriz tem a posi¢do C.

* As seguintes C' linhas do arquivo contem as posi¢oes dos uns das C' colunas da matriz, sendo
que cada linha do arquivo descreverd as posicoes dos uns de cada coluna da matriz. Cada uma
das linhas do arquivo sempre terdo P, elementos, se a quantidade de uns por coluna for
inferior a P,,,.. se enche com zeros para obter sempre P.,,. elementos por linha do arquivo.
O primeiro bit “1” da parte superior da coluna da matriz tem a posicdo 1, o ultimo bit “1” da

parte inferior da coluna da matriz tem a posigdo L.

EXEMPLO B.1.1 Seguindo os passos descritos na Definicdo B.1.1 pode-se converter a matriz (B.1)

no formato Alist, obtendo assim o Arquivo B.1.1.

(B.1)

_ o O =B O O = O O o o o©
S B, O O = O O O o = o ©
_ O = O O O O o O = O O
_ o O O O = O O O o o =
_ R O O O O O O = O O O
SO O = O = =2 O O O O o ©
S O B B O O O O = O O O©
S B, O O O B O = O O O O©
S O O = O O = O O O O

S O B O O O O = O O O =
S O O O O = O O = O = O
o O O O = O = O = O o ©
S O O R O O O o o = = O
O O O O O O = = O O = O
S O O O O O R O O = O =
S B O O O O O O oo O = =

ARQUIVO B.1.1 (MATRIZ B.1 EM FORMATO ALIST.) .

12 16
43

444444444444
3333333333333333
3810 13

47913

25710

4611 14

391516
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16910
48 12 15
2612 16
17 14 16
35 12 14
211 13 15
15811
6 9 12
38 11
1510
247
310 12
468
239
1712
256
136
411 12
7810
1211
49 10
57 11
589

B.2 Dbf-tests-awgn-ldgm

O bf-tests-awgn-ldgm é um programa para a simulacido dos algoritmos de decodificacdo: bit-
flipping, serial bit-flipping, serial hard bit-flipping, parallel hard bit-flipping, sequencial Sipser Spiel-
man bit-flipping, parallel Sipser Spielman bit-flipping, weighted bit-flipping e modified weighted
bit-flipping. O programa usa como modelo de canal um canal Bl — AWGN. Usando o canal
BI — AWGN de decisdo abrupta para simular os algoritmos bit-flipping, serial bit-flipping, serial
hard bit-flipping, parallel hard bit-flipping, sequencial Sipser Spielman bit-flipping e parallel Sipser
Spielman bit-flipping, e um canal BI — AW G N de decisdo suave para simular os algoritmos weighted
bit-flipping e modified weighted bit-flipping. O programa simula os algoritmos de decodificagcdo us-
ando para a codificacio e decodificacdo cédigos com matrizes LDG M.

Durante toda a simulacdo o programa bf-tests-awgn-ldgm escreve sobre dois arquivos de saida,
o primeiro € “ArquivoOut” (—out ArquivoOut) que € o arquivo com o registro da taxa de erro do bit
(BER) para todos o algoritmos de decodificacdo habilitados na simula¢do. As primeiras 4 colunas

de “ArquivoOut” correspondem a :

10

20

30
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* Probabilidade de erro do bit do canal (/;), este valor € ideal pois dependendo de que tdo bem
esteja implementada a fungdo aleatéria usada para gerar o canal, melhor aproximagao terd a

simulacado.

* Probabilidade de erro do bit do canal (BE R ndo codificado), este valor é o mesmo que o an-
terior coma diferenca que foi obtido experimentalmente contando a quantidade de bits errados

nas iteracoes.
* Probabilidade de erro do pacote, este valor € ideal e se obteve mediante formula usando 7.

* Probabilidade de erro do pacote, este valor € experimental e se obteve contando a quantidade

de pacotes errados nas iteragdes.

As seguintes colunas s@o ocupadas pelo BER apos aplicar os algoritmos bit-flipping, respeitando o
seguinte ordem de esquerda a direita: bit-flipping, serial bit-flipping, serial hard bit-flipping, paral-
lel hard bit-flipping, sequencial Sipser Spielman bit-flipping, parallel Sipser Spielman bit-flipping,
weighted bit-flipping e modified weighted bit-flipping. Se algum dos algoritmos nao estd habilitado
entdo a coluna desaparece e o algoritmo da direita ocupa seu lugar. O segundo arquivo que € es-
crito constantemente pelo programa bf-tests-awgn-ldgm € “ArquivolLog” (-log ArquivolLog), que é
um arquivo onde se registra o desempenho do simulador e seu progresso em cada iteracdo. Alem de
estos dois arquivos o programa gera no inicio todos os arquivos necessarios para gerar um grafico em
OCTAV E, e com um pouco de retoque pode ser usado em M AT LAB. Algo interessante a tomar
em conta na simulagdo € definir o BE R minimo (—ber-min BERminimo) que cancelara a execucao do
algoritmo (ndo do programa) quando atingir um valore do B /R inferior. Outro pardmetro importante
na simulacdo € a quantidade de pacotes enviados (—pack-max Pacotes), esta quantidade de pacotes
estabelece o valor do BE R confidvel, para o qual se considera que qualquer valor do BE R superior a
BERon fiavel, corresponde a um valor com uma simulag@o confidvel. Se consideramos que o c6digo
tem [V bits codificados e sdo enviados M, pacotes como maximo, 0 BE R oy, fiaver fica expressado

como segue

100

BERcon idvel — 7 a5
! : N Mpack

(B.2)

O Programa ao inicio mostra 0 BER minimo e o BER confidvel. Deve-se verificar antes de

continuar com a simulacio que o BE R minimo seja maior ou igual ao BE R confidvel.

PROGRAMA B.2.1 (USO DO PROGRAMA BF-TESTS-AWGN-LDGM)
bf —tests—awgn—Ildgm [—v][——file Arquivo] [——log ArquivoLog]
[——out ArquivoOut] [——it—por porcentagem]
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[——=bf] [=bfs] [-—shbf] [-—phbf] [——sssbf]
[——pssbf] [-—wbf] [-—mwbf] [——alpha fator]

[——ber—min BERminimo] [——pack—max Paquetes]

-V Retorna a versdo atual do programa.

—file Arquivo Onde "Arquivo"é o nome do arquivo que contem a matriz de paridade P, no formato

AList de MacKay. http://www.inference.phy.cam.ac.uk/mackay/codes/alist.html

-log ArquivolLog Onde "ArquivoLog"é o nome do arquivo do log que contem os dados estatisticos

das iteracoes, por defeito se ndo se especifica este parametro se agrega um “.log” ao nome

dado em —file.

—out ArquivoOut Onde "ArquivoOut"é o nome do arquivo de saida que contém os dados das iter-
acoes na simulacdo, por defeito se ndo se especifica este parametro se agrega um “.bf” ao

nome dado em —file.

—it-por porcentagem Onde "porcentagem'é o porcentagem de N que serd usado como quantidade
de iteracoes mdximas (IT). Se ndo se especifica o valor é: 1.0e-02 equivalente ao 1% dos N

bits da palavra codigo codificada.
—bf Ativo o algoritmo bit-flipping.
—-bfs Ativo o algoritmo bit-flipping serial.
—shbf Ativo o algoritmo serial hard bit-flipping.
—phbf Ativo o algoritmo parallel hard bit-flipping.
—sssbf Ativo o algoritmo sequencial Sipser Spielman bit-flipping.
—pssbf Ativo o algoritmo parallel Sipser Spielman bit-flipping.
—wbf Ativo o algoritmo weighted bit-flipping.
—-mwbf Ativo o algoritmo modified weighted bit-flipping.
—alpha fator O "fator"é¢ o o usado no algoritmo mwbf. Se ndo se especifica, o valor é: 1.0e-01

—ber-min BERminimo Onde "BERminimo"é o valor minimo que tomard o BER dos algoritmos BF.

Depois deste valor o algoritmo se desativa. O valor por defeito é: 1.0e-07
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—pack-max Pacotes Onde "Pacotes"é a quantidade mdxima de pacotes enviados numa iteragdo,
este dado estd ligado a confiabilidade do BER minimo achado na iteracdo. Todo valor de
BER menor que 100/(N*Pacotes) é desconfidvel dado que no teve a suficiente quantidade de
iteragoes, o critério é que para uma probabilidade P, se tem que fazer 100/P, probas para

obter uma probabilidade experimental confidvel, o valor de por defeito “Pacotes” é: 70000

EXEMPLO B.2.1 O seguinte comando simula os algoritmos bit-flipping (—bf), parallel hard bit-
flipping (—phbf) e modified weighted bit-flipping (—mwbf), a partir da matriz de paridade P em
MatrizEmAlist.dat. O algoritmo weighted bit-flipping usa um o = 0.1 e a matriz P tem K linhas
e M colunas, a partir dela obtemos nossa matriz H de N colunas. Todos os algoritmos bit-flipping
usam como mdximo I'l' = 0.03333 = N iteracdes, os algoritmos sdo desativados sim se obtém na
sua saida um BE R menor que 1.0e — 7 e como mdximo para cada P, para sua simulagdo se envia

520833 pacotes (vetores codificados de N bits por palavra codigo).

bf-tests—awgn-1ldgm —-file MatrizEmAlist.dat —-—-it-por 0.03333
——bf —--phbf --mwbf --alpha 0.1 —--ber-min 1.0e-7 —--pack-max 520833

Se pode seguir em todo momento a simulacdo usando OC'T AV E aplicando o comando:

simulal

B.3 parity-matrix-alist-format

O programa parity-matrix-alist-format gera uma matriz de K linhase M = N — K colunas com
varios métodos, tem que se lhe indicar ao programa a quantidade de uns em cada linha de K, esta
matriz pode ser usada como matriz P = P,y de uma matriz G (LDGM), G = [Promlk.kl,

Vien = Uk * Ggan.
PROGRAMA B.3.1 (USO DO PROGRAMA PARITY-MATRIX-ALIST-FORMAT) .
parity—matrix—alist—format [—v][-k NumK][-m NumNK |[——ones NumUns]

[——semilla Semente][——intentos Intentos]
[——out Nome][——modelo Modelo]

-v Retorna o nome e versdo atual do programa.
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-k NumK Onde “NumK” é a quantidade de bits do vector de informacdo, ou que é o mesmo a

quantidade de linhas da matriz gerada.

-m NumNK Onde “NumNK” é a quantidade de bits de verificacdo de paridade, ou que é o mesmo

a quantidade de colunas da matriz gerada.

—ones NumUns Onde “NumUns” é a quantidade de uns em cada uma das K linhas. A quantidade

de uns por coluna dependerd do pardmetro — — modelo.

—semilla Semente Onde “Semente” é o niimero que se usard como semente na gera¢do da matriz

aleatoria P. Por defeito: 0

—intentos Intentos Dado que a matriz se gera aleatoriamente, “Intentos” é a quantidade de intentos

que se fardo em cada linha para conseguir NumUns*K/M uns por coluna na matriz. Por
defeito: 100

—out Nome Onde “Nome” é o nome do arquivo que contem a matriz de paridade P no formato AList
de Mackay. http://www.inference.phy.cam.ac.uk/mackay/codes/alist.html. por defeito usa-se os

dados de configuragdo para gerar o Nome.

—modelo Modelo Onde “Modelo” é o niimero de modelo para a geracdo da matriz, o modelo por

defeito é 0. Os modelos podem ser:

0 Gera uma matriz com “NumUns” uns em posicoes aleatorias uniformemente distribuidas
em cada fila, e intenta manter constante a quantidade de uns nas colunas. Os uns em

cada coluna sdao aproximadamente: NumUns*K/M.

1 Gera uma matriz da forma:
111000...0
011100...0
001110...0

2 Gera uma matriz de “NumUns” uns em posicoes aleatorias da fila pero ndo se interessa em

manter constante a quantidade de uns nas colunas.

3 Igual que el modelo 0 solo que la quantidade de unos por fila vai variando entre “NumUns”
e “NumUns-1".

EXEMPLO B.3.1 O seguinte exemplo gera uma matriz de K = 256 linhas e M = 128 colunas, cada
linha tem d, = 9 uns repartidos aleatoriamente com uma distribui¢do uniforme, se realizardo 77
tentativas em cada linha antes de desistir de obter d; = 18 = d! K /M uns por coluna. A matriz

gerada serd salvada no arquivo MatrizEmAlist.dat.
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parity-matrix—-alist-format -k 256 -m 128 —--ones 9 —--intentos 77
——out MatrizEmAlist.dat —--modelo O

EXEMPLO B.3.2 O seguinte exemplo gera uma matriz de K = 16 linhas e M = 16 colunas. Cada
linha tem d = 5 uns repartidos aleatoriamente com uma distribuicdo uniforme, se realizardo 77
tentativas em cada linha antes de desistir de obter d; = 5 = d:K /M uns por coluna. A matriz
gerada serd salvada no arquivo K16-NK16-5-5-S0-177-MO.dat.

parity-matrix—-alist-format -k 16 -m 16 —-—-ones 5 —--intentos 77

(B.3)

_ = O = O = O O O O o o = o o ©
S = O O O = = = O O O = O o o ©
S = = =B O O O O o o o = = o o o
o O O B O B O B O O o o o = = O
S OB B O B O O O = O O o o +—= O
_ = = O O O O O O o = O = O o ©
_ = O = O O O O O o o o = o o o
_ o = O B O O O O O = O O o o =

_ o O O O = =B O O O = = O o O =
SO O O O = O O = = = O OO o o = O
S O = O = O O O = O O = O O O =
O O O O O O O O FH H+H = OO = = O
o O O O = O = O O = O O = = O O
O O O O O O O R, B OO, O OO~ K
O O O O O O~ Rk FHF OO o0 o~ O
o O o o O = O O+ = OO = O O

ARQUIVO B.3.1 (K16-NK16-5-5-S0-177-MO.DAT : MATRIZ B.3 EM FORMATO ALIST) .

16 16

56
5555555555555555
5556555555545555
47 13 14 15

568913

6 911 15 16

1310 11 12
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234713
4910 14 16
589 11 16
57913 15
25613 15
2411 15 16
12468

57 11 14 16
136812
37810 14
12310 12
1410 12 14
411 13 15 16 0
591011150
4513 14 150
156 10 11 16
2789120
23911130
15812140
271113140
236780
46 14 1516 0
34710120
4131516 00
125890
1612 14 16 0
1389100
367 10120

B.4 Dbf-tests-awgn-egldpc

O bf-tests-awgn-egldpc trabalha igual que o programa bf-tests-awgn-ldgm visto na se¢do B.2,
com a diferenca que usa para a codificacdo e decodificagdo, nos algoritmos bit-flipping, matrizes
EG — LDPC de tipo 1. Os parametros de entrada do programa sio iguais que no programa bf-tests-
awgn-ldgm, com a diferenga que a op¢ao “— — file Arquivo” indica o endereco e nome do arquivo
que contem a matriz G — LPDC de tipo I gerado por o programa generator-matrix-egldpc. O

programa generator-matrix-egldpc € descrito na se¢ao B.5.

PROGRAMA B.4.1 (USO DO PROGRAMA BF-TESTS-AWGN-EGLDPC)
bf —tests—awgn—egldpc ~ [—v][——file Arquivo][——Ilog ArquivoLog]
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[——out ArquivoOut][——it—por porcentagem]

[——bf l[——bfsl[——shbf [[-—phbf ][ —sssbf ]
[——pssbf [[——wbf [[-—mwbf [[——alpha fator]

[——ber—min BERminimo J[——pack—max Paquetes]

EXEMPLO B.4.1 O seguinte comando simula os algoritmos bit-flipping (—bf), serial hard bit-flipping
(—shbf) e modified weighted bit-flipping (-mwbf), a partir da matriz geradora G e de paridade H
achadas no arquivo MatrizEmAlist.dat. Estas matrizes sdo EG — LDPC' de tipo 1. O algoritmo
weighted bit-flipping usa um o = 0.5. Todos os algoritmos bit-flipping usa como mdximo IT =
0.1 % N iteragées, os algoritmos sdo desativados sim se obtém na sua saida um BE R menor que

1.0e — 6 e como mdximo para cada P, se envia 600000 pacotes (vetores codificados).

bf-tests—awgn-egldpc ——-file MatrizEGLDPCl.dat —-—-it-por 0.1
——bf —--shbf --mwbf --alpha 0.5 —--ber-min 1.0e-6 —--pack-max 600000

Se pode seguir em todo momento a simula¢do usando OC'T AV E aplicando o comando:

simulal

B.5 generator-matrix-egldpc

O programa generator-matrix-egldpc gera um c6digo de bloco do tipo EG — LD PC tipo I com
uma matriz de verificacdo de paridade H de N colunas e J linhas, e uma matriz geradora GG de
K linhas e N colunas. Polindmios representardo as linhas. Estas matrizes sdo criadas a partir de

13 2

una £G(m,2°), que é uma geometria euclidiana de dimensao “m”, e “2°” pontos por dimensdo. E
necessario entregar como dados o valor “m” ou “s”, e o polindmio primitivo gerador da EG(m, 2°).
O polindmio primitivo tem que ter um grau n = m * s, para gerar uma matriz de verificacdo de

paridade com NN colunas, para N iguala N = 2" — 1.

PROGRAMA B.5.1 (USO DO PROGRAMA GENERATOR-MATRIX-EGLDPC) .

generator—matrix—egldpc  [—v][—m NumM][—s NumS][——pos—one Pos]
[——out Nome][——gf2n ArchivoGF2n]

[——help]
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-V Retorna o nome e versdo atual do programa.

-m NumM Onde “NumM?” é o valor “m” da EG(m,2?%). Se sé indicas “m”, entdo “s” calcula-se

como n/m onde “n” é o grau do polindmio primitivo.

-s NumS Onde “NumS” é o valor “s” da EG(m, 2%). Se sé indicas “s”, entdo “m” calcula-se como
n/s onde “n” é o grau do polindmio primitivo.

—pos-one Pos Onde “Pos” é a posicdo de um “1”(X'°%) do polinémio primitivo. m * s tem que

L3 »

coincidir com “n” o grau do polinémio.

—out Nome Onde “Nome” é o nome do arquivo que contem os dados da matriz EG-LDPC. Por

defeito usa-se os dados de configuracdo para gerar o nome.

—gf2n ArchivoGF2n Onde “ArchivoGF2n” é o nome do arquivo onde se escreve a GF * (2™°) na
primeira coluna e na segunda a EG % (ms,2) ( equivalente EG x (m,2%) ), para o polindmio

gerador indicado com — — pos — one. O * indica que o elemento zero no estd incluido.

-help Mostra esta ajuda.

EXEMPLO B.5.1 O seguinte exemplo gera uma matriz EG — LDPC' de tipo I, a partir de uma
EG(m,2%), com m = 2. Em cada linha tem-se d, = 2° uns. O polindmio primitivo usado é
p(X) = X*+ X + 1. O grau do polinémio p(X) é n = 4. A matriz gerada serd salvada no arquivo
mateg.dat.

generator-matrix—-egldpc —-m 2 —--out mateg.dat —--pos-one 0

——pos-one 1 —-pos-one 4

Obtendo como resultado o seguinte arquivo:

ARQUIVO B.5.1 (MATEG.DAT : MATRIZES EG — LDPC DE TIPO I) .

N= 15

K= 7

Rc= 0.4667

J= 15
LINHAS-PADRAO: 1
LINHAS: 4
0137

POLI-GERA: 5
0 46 78
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Onde “LINHAS-PADRAO: 17 indica que s6 uma linha padrdo gera toda a matriz de verificacdo
de paridade H. “LINHAS: 4" indica que a matriz H usa 4 pontos por linha. {0,1,3,7} € a repre-
sentagdo da linha padréo lo(X) = 1+ X + X* + X7 usada para gerar H.

(B.4)

=

Il
— O 2 O 0O O O 0 0 0 0 O O
O - O 0 O R OO0 0000 O K
_ O O O R O 0 000 0O R~ R~k O
O 00 = O 00 000 O R Pk O
O O R OO0 00 00O R FE OO
O R O 0 0 00 0O RO~ OO
_— O 0O 0O 0O 0 O O H KM ORKR OO O
O 0O 0 00 O HKMHORKOOO R~ O
O 0O 0o o0 HMH O R, O OO R~ OO
OO0 O H MR O MR OOORKROO O
e e R o S S S S < T e o S O e S e Y e B
OO R = O O 00K, OO OO O
O - 2 O O 0 0O K OO0 o0 oo O
—_ - O =2 O 0O 0O - O O 0O O o o O

O O O O O O O = O B OO O

O texto “POLI-GERA: 5” indica que o polindomio gerador G tem 5 pontos por linha, ¢ {0, 4,6,7,8}
¢ a representagdo da linha geradora l,(X) =1+ X* + X + X7 + X®&.

100010111000000
01 0001011100000
0010001011 1000°0
G=|1000100010111000 (B.5)
000010001011100
00000100O0101110
00000O0T1O0O0O0T1O0T1T1:1




