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Resumo

Este trabalho tem como objetivo identificar as estruturas algébricas e
geométricas associadas a canais discretos sem memoria. O procedimento
utilizado para alcancar tal objetivo consiste dos seguintes passos: através
do grafo associado a um canal discreto sem memoria, determinar o conjunto
das superficies no qual este grafo estd mergulhado; estabelecer o conjunto
das estruturas algébricas dessas superficies através do primeiro grupo de
homologia; e identificar as tesselacoes regulares que possam ser utilizadas no

projeto de moduladores e quantizadores.



Abstract

The aim of this work is to identify the algebraic and geometric struc-
tures associated to discrete memoryless channels. The procedure employed
to achieve this goal is based on the following steps: knowing the graph asso-
ciated to discrete memoryless channel, 1) to determine the set of surfaces in
which the graph is embedded; 2) to establish the set of algebraic structures
inherited by the surfaces through the first homology group; and 3) to identify
the regular tessellations which may be used in the design of modulators and

quantizers.
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Capitulo 1

Introducao

Antes de apresentarmos o problema que serd analisado neste trabalho iremos consi-
derar o modelo tradicional em diagrama de blocos do sistema de comunicacoes, mostrado
na Figura 1.1.

__________ Codificador __________ Y2, ()
m ! e m . i m s(t
DFonte : C((i)dllglcador Cccl)dl(fjlcadi)r : Modulador (4) Canal
iscreta {m[}: e Fonte {”31} e Cana i {ml} {Sl.(t)}

_______________________________

_________Decodificador Demodulador _ Y(0=s(0)721.(1
. [ Decodifica- | ;- [ Decodifica- |1 . i . 5(1) |
m- m [P 772 _ S |
Destinatério ; dor de < dor de ! ; Quaél(f;za R Filtro |,
{m;} i Fonte {7} Canal | i{m;} E {5:()} E

Figura 1.1: Diagrama de blocos de um sistema de comunicagoes

O sistema de comunicacoes da Figura 1.1 conecta uma fonte discreta a um destinatério.

Neste sistema, assume-se que a seqiiéncia m = (my, mg, -+ ,my) de simbolos da fonte
S ¢é tal que cada m; é selecionado aleatoriamente dentre os possiveis elementos do con-
junto S. Sem diuvida m sofre algumas transformacoes antes de ser enviada ao canal.
O codificador de fonte tem como objetivo representar a mensagem na forma mais com-
pacta, retirando redundéncia, transformando-a em palavras-cédigo fonte. Por outro lado,
o codificador de canal introduz redundéancia transformando-a em seqiiéncias denominadas
palavras-codigo; e o modulador converte cada sfmbolo da palavra-cédigo em um sinal
analégico. Como estamos considerando o canal discreto, o quantizador usado na saida
do demodulador, tem como tarefa transformar um sinal analégico em um sfmbolo dis-
creto. Este procedimento melhora o desempenho do sistema a medida que o nivel () do
quantizador aumenta.

No diagrama de blocos do sistema de comunicacoes da Figura 1.1, podemos considerar
duas maneiras de enviar a mensagem da fonte:

(1) cada digito na saida da fonte serd enviado um apés o outro;

(2) N digitos na saida da fonte sao agrupados formando a seqiiéncia m e esta é enviada.
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As condigoes (1), (2), mais o numero de niveis do quantizador e a condigao do canal ser
sem memoria sao os elementos que definem a representagao grafica do canal discreto sem
memoria. O termo sem memdria atribuido ao canal, significa, no caso (1), que nenhum
digito depende estatisticamente dos digitos enviados anteriormente; no caso (2), significa
que nenhuma seqiiéncia m enviada depende estatisticamente de qualquer outra seqiiéncia
m/ enviada anteriormente.

Supondo que a seqiiéncia m é composta por quatro digitos bindrios, entao a represen-
tagao grafica do canal discreto sem memoria terd uma das formas mostradas na Figura
1.2 (a). Sob a condi¢ao (1), cada digito bindrio “enzerga” o canal como sendo bindrio na
entrada e saida (canal BSC), como mostrada na Figura 1.2 (a). Sob a condigao (2) cada
seqiiéncia m de quatro digitos bindrios “enzerga” o canal como sendo 16-4rio na entrada
e saida, como mostra a Figura 1.2 (b).

0000
p00
0 @v@ 0 0001
Py, Py
%0 ©1 o0
p]]
(a)
1111

Figura 1.2: Canais discretos sem memdria satisfazendo as condigoes (1) e (2)

Note na Figura 1.2 que muitos canais apresentam o mesmo nimero de elementos na
entrada e na saida. Todavia, é possivel “refinar” tais canais pela introdugao de um
quantizador na saida do demodulador.

Sob a condigao (1) mais a hip6tese de que o quantizador é de 4-niveis, o canal BSC
mostrado na Figura 1.2 é identificado como o canal bindrio na entrada e 4-drio na saida
como ilustra a Figura 1.3.

Além das representacoes graficas do canais mostradas nas Figuras 1.2 e 1.3, estamos
interessados na obtengao das propriedades geométricas/topoldgicas inerentes a este pro-
cedimento. Tais propriedades estao relacionadas com o objetivo de estabelecer uma forma
de processar o sinal recebido r (t), de modo a produzir uma estimativa ¢tima m, do sinal
transmitido m, no sentido de que a probabilidade de erro Ple| = P[m # m]| seja minima.
Este procedimento estd diretamente relacionado com a determinacao do receptor 6timo.
Como resultado decorrente deste procedimento, o espago de sinais deve ser particionado
em um conjunto de M regides de decisio {I;}, ou regides de Voronoi, onde cada regiao
estd associada a um sinal s;. Cada I; consiste do conjunto de todos os pontos p do espaco



Figura 1.3: Canal segundo a condigao (1) com 4-niveis de quantizagao

que estao mais proximos de s; do que de qualquer outro ponto s, i # k.

O sinal analdgico s; (t) é visto como um ponto no espago euclidiano N-dimensional.
Por exemplo, se o conjunto de sinais {s;} tem trés elementos e os sinais modulados tém
a seguinte associagao: sp (t) = (1,3), s2 (t) = (3,0) e s3(t) = (—1,4), entdo o espago de
sinais, pode ter as particoes mostradas na Figura 1.4.

O receptor 6timo sob a hipétese de que as mensagens sao igualmente provaveis é
denominado receptor de mdzrima verossimilhang¢a. Neste caso, quando o ruido é gaussiano
branco aditivo, as regides de Voronoi sdo como na Figura 1.4 (a). Neste processo, a
tomada de decisao correta no receptor ocorre quando o sinal transmitido mais o ruido
s; + n pertence a regiao [;, caso contrario, ocorrerd um erro na tomada de decisao. Para
se medir este evento em termos de probabilidades, coloca-se uma gaussiana sobre o sinal,
isto ¢, a média da gaussiana ¢é igual a s; como ponto do R¥ e, assim, o volume definido
pela intersecao da gaussiana com a regiao I; serd a probabilidade de acerto p.(s;), e
1 — p. (s;) serd a probabilidade de erro p. em relagdo a s;. Mas a translacao simultanea
desses elementos, sinal s;, regiao I; e gaussiana com média s;, através do espaco de sinais,
nao afeta o cdlculo das probabilidades p. (s;) ou pe (s;) . Esta propriedade é freqiientemente
utilizada para particionar o espago de sinais em regioes {I;} . Deste particionamento define-
se, para cada regiao I;, uma regiao poligonal I! limitada, tendo o sinal s; como o baricentro
dessa regiao. Em seguida, as regides {I/} sao transladadas sobre o plano de tal maneira que
a intersecao entre duas regioes seja um lado, um vértice ou o vazio. Se este procedimento
recobre inteiramente o plano, dizemos que o recobrimento é uma tessela¢ao do plano. A
tesselacao do plano efetuada por regioes idénticas é denominada de tesselacao regular e,
por serem as mais simples, estas serao, provavelmente, as primeiras a serem utilizadas nos
processos de comunicacoes. Daqui em diante estamos considerando apenas as tesselacoes
regulares.

No processo de tesselacao do plano, cada sinal s; é associado a um conjunto infinito de
pontos do plano, denominado de classe de s;. Suponha que S é o conjunto cujos objetos
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12 N

Figura 1.4: Regides de decisao 6timas para o ruido gaussiano aditivo: (a) os bordos de {I;}
sao perpendiculares e passam pelo ponto médio dos lados do tridngulo dos sinais sempre
que P[mg] = P[my] = P[mg|; (b) os bordos de {I;} sdo deslocados quando P[m;] >
P[mo] > P[mg]

sao as classes de s;. Segundo [11], o préximo objetivo é determinar o grupo de simetrias,
['(S), que age transitivamente em S, isto é, um grupo de isometrias v : RN — RY
que deixa S invariante, ou seja, u (S) = S, para todo u € ' (S). O grupo de simetrias
['(S) sobre S é transitivo se, e somente se, S é um conjunto de sinais geometricamente
uniformes; ou, se a drbita de um ponto sy € S sob I'(S) é S. Em geral, o grupo de
simetrias I' (S) de um conjunto de sinais geometricamente uniformes S apresenta mais
geradores do que o necessario para gerar S. Neste caso, procura-se identificar um grupo
gerador U (S) de S dentre os subgrupos de I' (S) , que ¢ minimal dentre aqueles que geram
S, a partir de um ponto inicial s; € S. Ou seja, se U (S) é um grupo gerador de S, e
sp € S, entdo S ¢ a orbita de so sob U (S), S = {u(so),u € U(s)}. Assumiremos que
a aplicacdo m : U (S) — S é biunivoca. Os elementos de U (S) sado usados em sistemas
de comunicagoes como o alfabeto do cédigo. Certamente, U (S) nao é ainda o c6digo.
Este sera formado por seqiiéncias dos elementos de U (S) da seguinte forma: identifica-
se um subgrupo normal U’ de U (S) e efetua-se uma particio S/S’em S. Como S é
geometricamente uniforme, S/S’ é uma parti¢cio geometricamete uniforme. Os elementos
da partigao sao os subconjuntos de S que correspondem as classes laterais de U’ em U (5) .
Identifica~se um grupo G isomorfo a U (S) /U’ e rotula-se os pontos de S com elementos
de G através do rotulamento isométrico m : G — S/S’, induzido pelo isomorfismo entre
GeU(S)/S.

Considere um grupo (alfabeto) G, um conjunto de indices I, um cédigo C' (subgrupo
do espago de rétulos GT), uma parti¢io geometricamente uniforme S/S’ e um rotulamento
m: Gl — (5/8') (extensao do rotulamento isométrico m : G — S/S’). Entdao um cédigo
de classes generalizado, denotado por C (S/5’;C), é a uniao disjunta

C(5/5C) = Ugecm ()

do conjunto de seqiiéncias de subconjunto m (¢) = {m (¢x),k € I} ,c € C,isto é, m(c) é a



1.1. Descri¢ao do Problema 5)

seqiiéncia de subconjuntos selecionados pela seqiiéncia de rétulos ¢ € C' via o mapeamento
de rétulos m.

Os objetivos deste trabalho estao fundamentados no processo da identificacao do al-
fabeto do cédigo e, conseqiientemente, com a determinacao de cédigos. Enfatizamos a
questao das tesselacoes regulares porque elas estao relacionadas aos conjuntos de sinais
geometricamente uniformes, constelagoes priorizadas nos processos de comunicacoes.

No nosso caso, o grupo de homologia H; (€2) da superficie (2, aqui também associada
ao canal discreto sem memoria assumird o papel do grupo de simetrias I" (5). E ele que
ird agir transitivamente no conjunto de sinais S. E mais facil obté-lo do que o grupo de
simetrias. Além do mais, a identificacao das tesselagoes regulares com m regioes sobre a
superficie €2 pode ser usada para identificar o subgrupo do grupo de homologia que serd
utilizado como o alfabeto do cédigo. Para isto, basta identificar o subgrupo do grupo
H, (£2) de ordem m que atua transitivamente no conjunto de sinais S.

1.1 Descricao do Problema

Antes de enunciar o problema que serd analisado neste trabalho, descreveremos dois
motivos que culminaram em sua formulacao.

Fato 1. Das duas constelagoes de sinais mais usadas em sistemas de comunicagoes digitais,
isto ¢, o PSK e o QAM, as do tipo QAM (Quadrature Amplitude Modulation)
apresentam, sob condicoes de mesma energia média, melhores desempenhos do que
as constelagdes PSK (Phase Shift Keying). A Figura 1.5 ilustra as modulagoes
16-PSK e 16-QAM.

Fato 2. O canal €558, 2] quando comparado com o canal Cs 5 [2, 2] apresenta um ganho de
até 2 dBs. em relagdo ao canal BSC (Binary Symmetric Channel). A Figura 1.6
ilustra o canal resultante como sendo bindrio na entrada e 8-ario na saida.

O @) O O

O @) O O
16-QAM

Figura 1.5: Constelagoes de sinais 16-PSK e 16-QAM
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A justificativa para estes dois fatos existe e estd fundamentada na medida da proba-
bilidade de erro. Mas acontece que tanto as constelagoes PSK e QAM quanto aos canais
BSC e €55 [8, 2] certamente possuem diferencas geométricas que podem ajudar numa pos-
stvel fundamentagao. Nesta direcao, sabemos que as constelacoes PSK encontram-se sobre
esferas N-dimensionais e as QAM sobre o toro. A diferencga topolégica mais evidente é,
sem duvida, o género da superficie. Quanto aos canais discretos sem memoria, até onde
é do nosso conhecimento, nao existe na literatura a identificacao das superficies que os
caracterizam.

y
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] 1
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[} 1
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Figura 1.6: Quantizador de nivel-8 para um canal bindrio com rufdo gaussiano branco
aditivo. (p(111/s¢) = p(}y;) = probabilidade da saida do canal ser 111 dado que o sinal
S estava na entrada.)

O fato do desempenho estar relacionado com a superficie onde os sinais estao inseridos
e a necessidade de encontrar uma justificativa para o desempenho do “canal quantizado”
¢,.s quando comparado com o desempenho do canal BSC, nos levou a analisar a questao de
identificagao das superficies associadas aos canais discretos sem meméria. O procedimento
para a abordagem do problema pode ser resumido da seguinte maneira.

Através do grafo associado a um canal discreto sem memdria, determi-
namos o conjunto das superficies no qual tal grafo estd mergulhado, estabele-
cemos o conjunto das estruturas algébricas dessas superficies (primeiro grupo
de homologia) e identificamos as tesselagdes requlares que podem ser utilizadas
como modulacoes e quantizadores.

Até onde é do nosso conhecimento, este problema nao foi abordado anteriormente sob
este ponto de vista. Portanto, esta ¢ uma (nova) proposta no sentido de tornar sisteméti-
co o procedimento de projetar um sistema de comunicagoes (transmissor e receptor) a
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partir do processo de identificagao das estruturas algébricas e geométricas das superfi-
cies nas quais os canais encontram-se mergulhados. Neste processo, sao identificadas as
possiveis figuras/arranjos das regioes de decisao sobre as superficies. Os arranjos onde o
nimero de regides é igual a cardinalidade do conjunto de sinais (alfabeto do c6digo) serao
os candidatos para fornecerem as estruturas algébricas a serem utilizadas pelos cédigos
corretores de erros. Deixamos claro que o grupo de homologia da superficie no qual se
encontra este arranjo (modelo) ndo deverd ser a estrutura associada ao arranjo, mas sim
um subgrupo.

O estudo de mergulhos de grafos em superficies compactas sem bordo encontra-se
num patamar bastante desenvolvido, contudo, consideramos o mergulho de grafos em
superficies com bordos. Além disso, atendendo as necessidades préiticas da engenharia,
construimos exemplos nao-triviais de mergulhos em superficies.

Em geral, o grafo associado a um canal discreto sem memoéria é um grafo completo
biparticionado. Para estes, sao conhecidos os limitantes minimo e méximo dos géneros
das superficies onde estao mergulhados, porém, é bastante comum a existéncia de canais
que sao apenas subgrafos dos grafos completos biparticionados. Nao temos conhecimento
da existéncia de limitantes para o mergulho destes tipos de grafos. Diante disso, determi-
namos os limitantes minimo e maximo para muitos tipos de grafos que nao sao completos
biparticionados os quais estao associados aos canais utilizados em comunicagoes digitais
e para outros canais propostos. Determinamos todos os tipos de modelos com 4 regioes
provenientes de mergulhos de um grafo completo biparticionado. O método utilizado
também estabelece os tipos de modelos com um ntimero de regioes diferente de 4. Iden-
tificamos, a partir dos sistemas de rotacoes do grafo completo K33, todos os tipos de
mergulhos orientados. A estratégia adotada pode identificar os tipos de mergulhos para
outros grafos. Além de identificar as estruturas algébricas de um canal discreto sem
memoria e as tesselacoes importantes para uso em sistemas de comunicagoes digitais, in-
troduzimos o conjunto das superficies mifnimas no universo da Teoria de Comunicagcoes,
até entao nao consideradas.

Este trabalho é organizado em capitulos, da seguinte maneira:

No Capitulo 2, é feita uma revisao dos conceitos bédsicos dos quais dependem este
trabalho como um todo. Sao conceitos relacionados a Variedades Compactas e Poligonos,
Topologia, Grafos, Topologia Algébrica e Algebra Abstrata.

No Capitulo 3, apresentamos os poligonos das superficies com e sem bordos, defi-
nimos uma forma poligonal padrao bem como a construcao de superficies com bordo a
partir deste poligono. Mostramos ainda relagoes importantes de homeomorfismos entre
superficies nao-orientadas e, também, sao deduzidas as férmulas para a caracteristica de
Eiiler de uma superficie. Além disso, relacionamos o conjunto de todas as superficies que
sao geradas por poligonos com exatamente n-lados, o conjunto das superficies geradas por
poligonos com até n-lados e exibimos as cardinalidades dos seus principais subconjuntos.

No Capitulo 4, apresentamos, na forma de algoritmo, instrugdes para se obter o
primeiro grupo de homologia de uma superficie pelo método do complexo simplicial de
Betti, fornecemos um exemplo de aplicacao deste método e definimos uma triangulacao
sobre uma superficie da qual é deduzida o primeiro grupo de homologia.

No Capitulo 5, apresentamos os limitantes para o mergulho de um grafo completo bi-
particionado, propomos um método de construcao do modelo de mergulho sobre a repre-
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sentacao poligonal de uma superficie e fornecemos vérios exemplos. Definimos o mergulho
de grafos em superficies compactas com bordos, propomos algoritmos para construgoes
desse tipo de mergulho, seguido de exemplos. Determinamos o conjunto dos modelos
de mergulhos com 4 regioes de um grafo completo biparticionado sobre uma superficie e
calculamos a cardinalidade deste conjunto. Identificamos, a partir do sistema de rotacoes
do grafo completo biparticionado K3 3, o conjunto de modelos de mergulhos do K3 3 sobre
superficies orientadas.

No Capitulo 6, determinamos os conjuntos das superficies para o mergulho de um
canal discreto sem memoéria, estabelecemos o conjunto das estruturas algébricas e iden-
tificamos as tesselagoes regulares importantes para uso em sistemas de comunicagoes di-
gitais. Fornecemos uma justificativa geométrica para o ganho do quantizador de 8-niveis
quando comparado com o quantizador de 2-niveis. Mostramos também que os canais
discretos sem meméria podem ser mergulhados em superficies minimas, introduzindo esta
importante familia no universo da Teoria das Comunicagoes.

No Capitulo 7, apresentamos as conclusoes e temas para estudos futuros.



Capitulo 2

Conceitos Basicos

Em nossas exposigoes utilizamos muitos conceitos bésicos de Teoria da Informacao,
Teoria da Codificacao, Topologia das Superficies, Topologia Algébrica, Teoria dos Grafos,
Geometria Diferencial, Algebra Abstrata e termos comuns & teoria de mergulhos de grafos.
Para facilitar o entendimento relacionaremos neste capitulo os conceitos, definicoes e re-
sultados a serem utilizados ao longo deste trabalho.

2.1 Modelo do Sistema de Comunicacoes

A Figura 2.1 ilustra o modelo tradicional de um sistema de comunicacoes digital do
qual faremos uma breve descricao dos seus principais blocos. Este sistema de comunicagoes
conecta uma fonte a um destinatdrio através de um canal o qual poderd ser um cabo
coaxial, uma fibra éptica, uma fita ou disco magnético, o espaco, etc.

de Canal de Q-niveis Casado

Fonte u Codificador v E Modulador s(t) E

de Canal ! !

i Canal i

—— Demodulador ____ [r(t) !

Destinatario i Decodificador | v’ E E Quantizador o% Filtro Ei

Figura 2.1: Diagrama de blocos de um sistema de comunicacao

A fonte pode ser continua ou discreta. Descreveremos apenas o caso discreto, ou seja,
a fonte digital. Esta é composta pela fonte de informagao, que pode ser uma pessoa
ou uma méquina (por exemplo, um computador digital), cuja saida é uma seqiiéncia de

9
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simbolos discretos. Os dados que sao enviados neste sistema de comunicagao a partir
da fonte sao inicialmente processados pelo codificador de fonte, o qual tem como ob-
jetivo representé-las de forma mais compacta, retirando redundancia, isto é, transforma
a seqiiéncia de simbolos da fonte em uma seqiiéncia de digitos chamada a seqiiéncia
de informacgao u. Esta seqiiéncia é enviada ao codificador de canal o qual introduz
redundancia transformando-a em uma seqiiéncia com um nimero maior de bits denomi-
nada palavras-cédigo v. Cada simbolo de v é representado por bits (digitos bindrios)
no caso de sinalizacao bindria e, por digitos de um alfabeto ¢-ario, quando se usa mais
de dois sinais. A seguir, o modulador seleciona, para cada simbolo da palavra-cédigo,
uma forma de onda de duracao T segundos. No caso do c6digo bindrio, o modulador deve
gerar os seguintes sinais codificados

°F

so(t) = \/—sin<27rf0t+z>,0§t§T,
T 2
2E

s1(t) = TSiH(QWfot—%),OStST

onde fp ¢ um multiplo de 1/T" e E ¢é a energia média dos sinais. Esta é chamada uma
modulacdo BPSK (binary-phase-shift-keying), onde o sinal transmitido consiste de uma
onda senoidal cuja fase é +7/2 ou —7/2, dependendo do simbolo na saida do codificador.

A forma do ruido mais comum num sistema de comunicacao é o ruido gaussiano aditivo
branco (AWGN). Se o sinal transmitido ¢é s (), o sinal recebido é

r(t) =s(t)+mny(t),

onde n,, (t) ¢ uma amostra do processo gaussiano com densidade espectral de poténcia
Ny em apenas um de seus lados.

O demodulador deve ser projetado para produzir, sempre com a melhor estimativa,
uma safda correspondente ao sinal recebido em cada T-segundos de intervalo. Esta saida
deve ser um nmimero real ou um dos simbolos discretos pré-selecionados. Um demodu-
lador 6timo sempre inclui um filtro casado, ou detector de correla¢ao seguido por um
dispositivo de tomada de decisao. Na saida do demodulador existe um quantizador com
@ niveis cuja funcao é converter para a forma digital o valor amostrado do sinal recebido
r(t).

Finalmente, o decodificador de canal transforma a seqiiéncia recebida v’ em um
seqiiéncia bindria @ chamada seqiiéncia estimada. O ideal seria que @ fosse uma réplica
fiel da seqiiéncia de informacao u, mesmo que o ruido do canal tivesse introduzido erros.
A outra componente do decodificador, é o decodificador de fonte que transforma a
seqiiéncia estimada 7 em uma seqiiéncia estimada do mesmo tipo da saida da fonte e a
envia ao destinatario.

Neste trabalho, focalizamos apenas alguns aspectos dos cédigos corretores de erros
relacionados com os blocos modulador, canal e quantizador (Figura 2.1).

A teoria de cddigos corretores de erros teve origem com o trabalho de Shannon [39)].
Neste trabalho Shannon mostrou que associado a cada canal existe um valor C que possui,
em linhas gerais, o seguinte significado: sempre que a taxa de informagao R (expressada
em digitos por segundo) for menor do que C, entao é possivel se projetar um sistema de
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comunicagoes (usando cédigos corretores de erros) tal que a probabilidade de erro seja
tao pequena quanto se queira.

Desde entao, a procura por estes bons cédigos tem sido o objetivo de pesquisadores.
Em geral, o alfabeto associado aos cédigos corretores de erros provém da estrutura al-
gébrica inerente & constelacao de sinais, procedimento este que resultou em propostas e
resultados importantes, e que ainda continua sendo um tépico de intensas pesquisas.

2.2 Conjunto de Sinais Geometricamente Uniforme

Os conceitos sobre c6digos geometricamente uniformes no espago euclidiano de in-
teresse neste trabalho podem ser encontrados em [11]. Para um melhor entendimento do
assunto a ser tratado neste trabalho, faremos, em seguida, uma breve revisao dos conceitos
e defini¢oes necessérios para alcancar tal objetivo.

Uma isometria u do espaco Euclidiano N-dimensional é uma transformacao u : RY —
RN que preserva distancia euclidiana, isto é, |ju (z) — u (y)|* = ||z — y||*, para quaisquer
z,y € RN, onde u (z) e u (y) denotam as imagens de z e y sob a transformacao u.

Seja S um conjunto de pontos (finito ou infinito) do RY. Uma isometria u que deixa
S invariante, u (S) = S, é uma simetria de S. As simetrias de § formam um grupo sob
composi¢ao, o grupo de simetrias I' (S) de S.

Um conjunto de sinais S geometricamente uniforme (GU) consiste de um conjunto
de pontos em um espacgo Euclidiano N-dimensional tendo um grupo de simetrias que atua
transitivamente nestes pontos, isto é, dados quaisquer pontos s; e s, em S, existe uma
isometria que transforma s; em s,, deixando S invariante.

Um grupo gerador U (S) de S é um subgrupo de I' (S) , que é minimal no sentido de
que U (S) gera S a partir de um ponto inicial sy € S. Iremos assumir que o mapeamento
m : U (S) — S definido por m (u) = u (sg) € biunivoco.

Uma parti¢ao geometricamente uniforme S/S’ é uma partigdo de um conjunto de
sinais GU com grupo gerador U (S) que é induzida por um subgrupo normal U’ de U (S) .
Os elementos da particao sao os subconjuntos de S que correspondem as classes laterais
de U' em U (S) . Seja G um grupo isomorfo a U (S) /U’. Um rotulamento isométrico
m : G — §/§’ é um rotulamento de pontos de S por elementos de G, induzido pelo
isomorfismo entre G e U (S) /U’.

Considere um grupo (alfabeto) G, um conjunto de indices I, um cédigo C' (subgrupo do
espaco de rétulos G'), uma partigdo geometricamente uniforme S/S’ é um rotulamento
m = G — (§/S"), (extensdo do rotulamento isométrico m : G — S/S'). Entdao um
cédigo de classes laterais generalizado, denotado por C(S/S’,C) , é a unido disjunta

C(s/8,C)= U m(e)

ceC

do conjunto de seqiiéncias de subconjuntos m (¢) = {m(c¢x), k € I}, ¢ € C; isto &, m (c)
é a seqiiéncia de subconjuntos selecionados pela seqiiéncia de rétulos ¢ € C' via o mapea-
mento de rétulos m.

Uma seqiiéncia de sinais § é uma seqiiéncia cédigo em C (S/S’,C) se § € m (¢) para
algum ¢ € C, isto é, se {sy € m(c), k € I}. Portanto, cédigo de classes laterais genera-



12 Capitulo 2. Conceitos Basicos

lizado é um subconjunto do espaco de seqiiéncias S, o conjunto de todas as seqiiéncias
de elementos do conjunto de sinais.

E mostrado em [11], que C(S/S’,C) é geometricamente uniforme. Portanto, um
c6digo C, geometricamente uniforme, pode ser obtido via o mapeamento de palavras-
c6digo ¢ € C em seqiiéncias de sinais s € S de acordo com o mapeamento m estendido
componente-a-componente, isto é,

C:mﬁﬂz{seﬁwy:&:m@%ceC}. (2.1)

A igualdade (2.1) representa de fato uma construgao de como se obter cédigos geome-
tricamente uniforme em maiores dimensoes a partir de c6digos geometricamente uniformes
em dimensoes menores, isto é, codigos geometricamente uniformes elementares.

A regiao de Voronoi, Ry (s), associada com um ponto s € S é o conjunto de todos
os pontos em RY que estdo mais préximos de s do que de qualquer outro ponto s’ € S:

&4@:{xeRNqu—ﬂE:mm%ﬂu_yw}.

O perfil de distancia global, DP (s), associado com um ponto s € S é o conjunto
de distancias de todos os pontos em S:

DP(s)={||s— 5| ,s € S}.

Em [11] também é mostrado que se S é um conjunto de sinais geometricamente
uniforme, entdo: a) todas as regides de Voronoi tem a mesma forma e naturalmente
Ry (s') = us ¢ [Ry (s)], onde us ¢ € uma isometria que leva s em s'; b) o perfil da distancia
global DP (s) é o mesmo para todo s € S.

2.3 Conceitos de Topologia

Os conceitos envolvidos nesta segdo poder ser encontrados em [22].
Uma topologia T num conjunto X é uma colecao I' de partes de X, chamados de
abertos da topologia, com as seguintes propriedades:

(i) O conjunto vazio @ e X pertencem a Y;
(17) Se Ay, Ag,--- A, € Tentdo AyNAyN---NA, €T;

(4i7) Dada uma familia arbitréria (Ay), ., com A, € T para cada A € L, tém-se |J A, €
AEL
T.

Um espago topolégico ¢ um par (X, T) onde X é um conjunto e T é uma topologia
em X.

Um espago topolégico X chama-se um espago de Hausdorff quando, para cada par
de pontos distintos z,y em X, existem abertos U,V taisque x e U, y e VeUNV = 2.
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Uma métrica num conjunto A é uma funcao d : A x A — R que associa a cada par
ordenado de elementos z,y € A um nimero real d (z,y), chamado a distancia de z a y,
de modo que sejam satisfeitas as seguintes condicoes para quaisquer x,y, z € A:

dy) d(x,x)=0; d3) d(xz,y)=d(y,z);
dy) Sex #yentaod(x,y) > 0; dy) d(z,z) <d(z,y)+d(y,z).

Todo espaco métrico A pode ser considerado como um espago topoldgico, no qual a
familia T é geradas pelas bolas abertas de A. Uma topologia T em X se diz metrizavel
quando existe uma métrica em X em relacao a qual os abertos sao os elementos de Y.

Todo espago topolégico metrizavel é um espaco de Hausdorff.

Sejam X e Y espacos topolégicos. Um homeomorfismo de X em Y é uma bijecao
continua f : X — Y cuja inversa f~! : ¥ — X também é continua. Neste caso, diz-se
que X e Y sao homeomorfos.

Sejam X e Y variedades diferenciais. Uma aplicagao f : X — Y chama-se um
homeomorfismo local quando cada ponto x € X estd contido num aberto U tal que
V = f(U) é um aberto em Y e a restrigdo f|y ¢ um homeomorfismo de U sobre V.

Sejam X e Y espagos topoldgicos. Diz-se que X e Y sao difeomorfos quando existe
uma aplicacao diferencidvel ¢ : X — Y cuja inversa ¢! : Y — X também é diferencigvel.
A aplicagao ¢ é chamada difeomorfismo. Dizemos que ¢ é um difeomorfismo local
quando cada ponto x € X estd contido num aberto U tal que V' = ¢ (U) é um aberto em
Y e a restri¢do ¢|y ¢ um difeomorfismo de U sobre V. Quando ¢ é uma aplicagao de
classe C* dizemos que ¢ ¢ um difeomorfismo de classe C*.

Uma partigao de um espago métrico X é uma decomposicao X = AU B, de X
como reuniao de dois subconjuntos abertos disjuntos A e B. As condigoes X = AU B
e AN B = & equivalem a dizer que A = X — Be B = X — A. Por conseguinte, numa
particao X = A U B, os conjuntos A e B sao abertos e fechados em X. Por exemplo,
R — {0} = (—00,0) U (0, +00).

Uma particio X = AU B diz-se trivial quando um dos abertos, A ou B, é vazio (o
outro é igual a X). X = X U @.

Um espago métrico X chama-se conexo quando a tnica particao possivel em X é a
trivial.

Um subconjunto B de um espago métrico X diz-se conjunto conexo quando o sub-
espaco B C X é conexo. Quando B admite uma particao nao trivial, dizemos que B é
desconexo.

A existéncia de um homeomorfismo local f : X — Y faz com que X herde todas as
propriedades topoldgicas locais de Y como, conexidade local, compacidade local, etc. Se
for sobrejetivo, entao Y herda também as propriedades topoldgicas locais de X.

IA I

2.3.1 Homotopia

Sejam X e Y espagos topoldgicos e I = [0,1]. Duas aplicagoes f,g : X — Y sao
homotépicas quando existe uma aplicagao continua H : X x I — Y tal que H (z,0) =
f(x)eH(x,1) = g(z) para todo x € X. A aplicagdo H chama-se uma homotopia entre
f e g. Escreve-se, neste caso, H : f ~ g, ou simplesmente f ~ g.
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A esfera n-dimensional de raio 1 serd indicada por S (S™ C R™™!).

Uma aplicacao continua f : X — Y chama-se uma relagao de equivaléncia ho-
motdpica quando existe g : Y — X continua tal que go f >~ idx e f o g >~ idy. Diz-se
que g é¢ um inverso homotépico de f e que os espacos topolégicos X e Y tém o mesmo
tipo de homotopia. Escrevemos, X =Y ou f: X =Y.

Sejam X e Y espacos topoldgicos. A relacao de homotopia, f ~ g, € uma equi-
valéncia no conjunto das aplicacoes continuas de X em Y.

As classes de equivaléncia, segundo a relacao de homotopia, sao chamadas classes de
homotopia. A classe de homotopia de uma aplicagdo continua f : X — Y é indicada
pelo simbolo [f]. O conjunto das classes de homotopia das aplicagoes continuas de X em
Y é representada pelo simbolo [X,Y].

Quando X é metrizdvel ou localmente compacto de Hausdorff, as classes de homotopia
das aplicacoes continuas f : X — Y sao as componentes conexas por caminhos do espaco
topolégico C' (X,Y), formado pelas aplicagoes continuas de X em Y com a topologia
compacto-aberta.

Diz-se que um espaco topolégico X é contréatil quando ele tem o mesmo tipo de
homotopia que um ponto.

2.3.2 Homotopia de caminhos

Um caminho é uma aplicacao continua a : J — X, definido num intervalo compacto
J = [s0, $1]. Um caminho se diz fechado quando a (sg) = a (s1) .

Salvo quando dito explicitamente o contrario, I = [0,1]. Como X é contratil, todo
caminho a : I — X é homotépico a uma constante. Assumiremos também que os extremos
do caminho sejam mantidos fixos.

Dois caminhos fechados a,b : I — X dizem-se livremente homotépicos quando
existe uma aplica¢ao continua H : [ x I — X tal que H (s,0) = a(s), H(s,1) =b(s) e
H (0,t) = H (1,t) para quaisquer s,t € 1.

O caminho inverso de a : I — X &, por definicdo, o caminho a~! : I — X, dado por
al(s)=a(l-5),0<s<1.

Indicaremos e, o caminho constante, tal que e, (s) = z para todo s € [0,1]. Para
sua classe de homotopia usaremos a notagao e, = [e,] .

Indicaremos sempre com o = [a] a classe de homotopia do caminho o : [ — X isto
é, o conjunto de todos os caminhos em X que possuem as mesmas extremidades que a e
que sao homotodpicos a a com extremos fixos.

Sejam a,b : I — X caminhos tais que o fim de a coincide com a origem de b. Definire-
mos o produto ab como sendo o caminho que consiste em percorrer primeiro a e depois
b. Como o tempo de que dispomos para percorrer ab € igual a 1, isto nos obriga a dobrar
a velocidade em a e b. Assim, definiremos ab : I — X como

| a(2s), se 0<s<1/2
ab(s)_{b@s—l), se 1/2<s<1.

O conjunto dos caminhos num espaco topolégico X, munido da lei de composicao e
do inverso definidos acima nao cumprem nenhum dos axiomas de grupo. As propriedades
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desejadas para a lei de composicao ab sao encontradas quando se consideram classes de
homotopia de caminhos.

Notacao 2.3.1 Quando os caminhos a,b forem homotdpicos e tiverem extremos fixos
usaremos a notagao a >~ b.

2.3.3 Grupo fundamental

Seja X um espago topoldgico e o € X. Entao xy serd chamado o ponto basico
do espago topolégico X. Os caminhos fechados a : (I,0I) — (X, xg) serdo chamados
caminhos fechados com base no ponto . As homotopias (salvo quando explicitamente
mencionado o contrério) serao relativas a 01.

O subconjunto 7 (X, xg) formado pelas classes de homotopia de caminhos fechados
com base em 1z constitui um grupo, chamado o grupo fundamental do espaco X com
base no ponto xy. O elemento neutro desse grupo ¢ a classe de homotopia € = ¢,, do
caminho constante no ponto xg.

Uma aplicacao continua f : X — Y induz um homomorfismo

foimi (X, 20) = 71 (Yi%0) s o = f(20),

definido por f. (a) =[foa], onde a = [a]. Como a ~ a' = foa ~ fod, vemos que f,
estd bem definido. Além disso, f. (af) = f. (@) f« (B), isto é, f & um homomorfismo.

2.4 Conceitos sobre Grafos

Salvo menc¢ao em contrario, as definigoes, resultados e comentdrios que seguem podem
ser encontrados em [12].

Um grafo é um par (V, L) onde V' é um conjunto finito de pontos de um espaco e L é
o conjunto de pares nao-ordenados de elementos distintos de V. Entao um elemento de L
¢ da forma (v, w) onde v e w pertencem a V' e v # w. Os elementos de V sao chamados
vértices e o elemento (v, w) de L é chamado de lado unindo v e w (ou w e v).

Um grafo orientado ¢ um par (V, L) onde V' é um conjunto finito e L é um conjunto
de pares ordenados de elementos distintos de V' com a propriedade de que, se (v,w) € L
entdo (w,v) ¢ L. Os elementos de V' s@o chamados vértices e o elemento (v, w) de L é
chamado o lado unindo v a w. No que segue-se usaremos (vw) para indicar o lado (v, w).

2.4.1 Arvore maximal e nimero ciclotomatico

Um caminho sobre um grafo G de v; a v,y1 € uma seqiiéncia de vértices e lados

vietvge? -+ v,e", 1 onde e = (v1v7) , €% = (vaus), -+, e = (VpUng1) -

Aqui n > 0: se n = 0, temos exatamente v; e nenhum lado. Se G é orientado,
entdo €' = (v;v;41) ou (v;4qv;) para i = 1,--- ,n. O caminho ¢ chamado simples se os
lados e!,--- ,e™ sao todos distintos, e os vértices vy, -+ , v, sao todos distintos exceto

possivelmente quando v; = v,,1. Se o caminho simples tem v; = v,,1 e n > 0 ele é
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chamado um lago; entao, num laco, sempre temos n > 3. Dois lagos sao iguais quando
eles consistem dos mesmos vértices e dos mesmos lados.

Um grafo G é chamado conexo se, dado dois vértices v e w de G existe um caminho
sobre GG de v para w. Para um grafo nao-vazio G, uma componente de G consiste de
todos os lados e vértices os quais ocorrem em caminhos comecando em algum vértice
particular de G. Entao um grafo conexo nao-vazio tem exatamente uma componente. Um
grafo conexo e sem lacos é chamado de arvore.

Dado um grafo G, um grafo H é chamado um subgrafo de G se os vértices de H sao
vértices de G e os lados de H sao lados de G. H é chamado um subgrafo préprio de G
se H # G. Todo grafo G possui um subgrafo que é uma arvore (por exemplo, o subgrafo
vazio é uma drvore) entdo o conjunto 7 dos subgrafos de G os quais sdo drvores possui
elementos maximais. Isto é, existird pelo menos um 7' € 7 tal que T nao é um subgrafo
préprio de 7" € 7. Tal T' é chamado arvore maximal para G. (alguns autores dizem
arvore geradora).

Proposicao 2.4.1 [12/Seja G um grafo. Um subgrafo T de G é uma drvore maximal
para G se, e somente se, T' é uma drvore e contém todos os vértices de G.

Seja G um grafo conexo com oy = ap (G) vértices e a; = oy (G) lados. O niimero
ciclotomatico de G ¢é o inteiro

p=p(G)=a —ap+1.
Teorema 2.4.2 [12/Seja G um grafo com nimero ciclotomdtico p. Entédo
(1) p=>0;
(17) =0 se, e somente se, G é uma drvore;

(1ii) toda drvore mazimal para G tem ay — p lados. Isto é, toda drvore maximal para G
pode ser obtida de G pela remogao de j possiveis lados (e nenhum vértice). Como
T ¢é conezo, estes lados devem ser os lados internos (lados entre dois vértices);

(w) removendo menos que p lados de G nao produz uma drvore; removendo mais que ji
lados sempre desconecta G.

2.4.2 Cadeias e ciclos sobre um grafo orientado

Seja G um grafo orientado. Dado um caminho vielvse? - - - v,€"v, 41 sobre G podemos
associd-lo a soma formal

€16l 4+ €2€? + - - 4 €,e",

onde ¢; = +1 se €' = (v;v;11) e ¢ = —1 se €' = (v;11v;). Entao a soma formal é obtida
caminhando ao longo do caminho v; até v,, escrevendo o sinal menos & medida que o lado
é encontrado com orientacao oposta. Mais precisamente, temos a seguinte defini¢ao.
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1

Seja G um grafo orientado com lados e',--- ,e". Uma 1-cadeia sobre G é a soma

formal
el + e + -+ N\ e,

onde cada A; é um inteiro. Quando escrevemos uma 1-cadeia omitimos os lados com
coeficientes 0. A 1-cadeia na qual todos os coeficientes sao zeros é denotado por 0.
Definimos a soma das 1-cadeias Y e’ e Y A.e® por

S et 3 Net =3 (i + X)) €

a qual é ainda uma 1-cadeia. Com essa defini¢ao o conjunto das 1-cadeias sobre G é um
grupo abeliano, denotado por C; (G).
De modo similar, definimos uma 0-cadeia sobre GG como a soma formal

A1+ Aoug + -+ Aoy,

onde vy, vy, - -+ , v, sa0 os vértices de G. 0-cadeias sao obtidas pela adicao de coeficientes,
e o conjunto das O-cadeias é um grupo abeliano, denotado por Cj (G) .
Seja G um grafo orientado. Para um lado e = (vw) de G (visto como uma 1-cadeia),

definimos o bordo de e por de = w — v (visto como uma 0-cadeia). O homomorfismo
de bordo

0:C1(G) — Cy(G)

¢ definido por 9 (>~ \ie?) = >- N0 (e') . Um 1-ciclo sobre G é um elemento ¢ € C; (G) tal
que 0 (c) = 0. O grupo de 1-ciclos sobre G é denotado por Z; (G).

2.4.3 Base de lagos sobre um grafo orientado

Seja G um grafo conexo orientado com nimero ciclotomatico p. Se p(G) = 1 entdo
G tem exatamente um lago. Esta prova é vista em [12]. Sejam, e!,--- ,e* os lados que
removidos de G deixam uma drvore maximal 7. Denominaremos por T + ¢ o grafo obtido
de T anexando o lado e'. Entao u(T +¢€') = 1. Logo, existe um tnico lago I* sobre T + €.
Estes lagos geram todos os lacos de G. Denotemos o 1-ciclo associado a I* por 2%, a dire¢ao
do caminho através de [* sendo escolhido tal que e ocorre em z° com coeficiente +1. Com

essas condicoes temos os seguinte teorema.

Teorema 2.4.3 [12/Seja z € Z (G). Entdo sao tnicos os inteiros Ay, --- , A\, tais que

z=31 N

(se u =0 entio z = 0). De fato, \; é o coeficiente do lado €' em z.

Este resultado serd de extrema utilidade no cédlculo dos grupos de homologia.
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2.4.4 Complexo simplicial orientado

Sabemos que os grupos de homologia sao definidos nas classes de espacos chamadas
as classes de todos os poliedros, [14]. Um poliedro é um espaco que pode ser obtido
através da “construcao de blocos” com linhas, tridngulos, tetraedros e seus andlogos em
dimensoes maiores, por “colagem” de todos eles, ao longo de suas faces.

Um conjunto de pontos {vg, vy, - ,v,} € R" é chamado geometricamente inde-
pendente se para todos os escalares reais \;, as equacoes

DioAi=0 e I Avi=0

implicam que \g = A\; =--- =\, =0.

Um ponto é sempre geometricamente independente. Em geral, {vg, vy, -+ ,v,} € geo-
metricamente independente se, e s6 se, v; — vy, Vs — Vg, - - - , U, — Vg SA0 linearmente inde-
pendentes.

Dado um conjunto geometricamente independente de pontos {vg, - ,v,}, definimos

o n-plano p gerado por esses pontos como sendo o conjunto de todos os pontos x de R¥
tal que

n
T =) i Aivis

para alguns escalares A; com » . \; = 1.
O plano g pode também ser descrito como o conjunto de todos os pontos x tais que

T =v9+ Yo Ni(vi — ),

para alguns escalares Ay, --- , \,. Desta forma, nos referimos a p como o plano que passa
por vy paralelo aos vetores v; — vg.

Uma transformacio afim A de RV ¢ uma translacio do RY isto é, uma transfor-
macao da forma A(ac) — 2 + p, onde p é um ponto fixo do RY. Obviamente A ¢ uma
transformacao nao-linear e possui uma inversa.

Se A ¢ uma transformacéo afim, entdo A preserva conjuntos geometricamente inde-
pendentes, e leva o plano gerado pelos pontos vy, vy, - - - , v, sobre o plano gerado por

v v

Av), A(v), -, A(v).

Seja {vo, v, ,v,} um conjunto geometricamente independente em RY. Definimos
o n-simplexo o gerado por vy, v, - ,v, como o conjunto de todos os pontos x de R¥
tais que
n
T =) o Aivi,

onde Y " ;A =1 e\ >0, para todo . Os nimeros \;’s sdo unicamente determinados
por z; eles sao chamados coordenadas baricéntricas de pontos .

Um 0-simplexo é certamente um ponto. O 1-simplexo gerado por vy e v; consiste de
todos os pontos da forma

x =g+ (1 —X)vy,
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com 0 < X < 1; isto é justamente o segmento ligando vy e v1. Analogamente, o 2-simplexo
o gerado por vy, v; € vy é igual ao tridngulo tendo como vértices estes trés pontos.

Os pontos vy, vy, - -+ ,v, que geram ¢ sao chamados os vértices de o; o nimero n é
chamado a dimensao de o. Um simplexo gerado por um subconjunto de {vg, vy, - , v, }
é chamado a face de 0. Em particular, a face de o gerada por vy, vy, - -+ , v, é chamada a
face oposta a vy. As faces de o diferentes da prépria o sao chamadas as faces préprias
de o; sua uniao é chamada de bordo de o e é denotada por do. O interior de o é definido
pela equacao Intoc = o — Jo; o conjunto Int o é algumas vezes chamado de simplexo
aberto.

Seja s, = (vg - - - v,) um n-simplexo. Uma orientagao para s, é a colecio de ordens
para os vértices consistindo de uma ordem particular e todas as permutagoes pares delas.
Um n-simplexo orientado o, é um n-simplexo junto com uma orientacao para s,.

Uma ordem definitiva dos vértices de um simplexo resulta num simplexo ordenado.
Associado a um n-simplexo existem (n + 1)! simplexos ordenados distintos.

Um complexo simplicial & em R™ é uma cole¢ao de simplexos em R™ tal que:

(i) Toda face de um simplexo de K estd em R;

(77) A intersecao de dois simplexos de K ¢ uma face comum de cada um deles.

Um complexo simplicial orientado ¢ um complexo simplicial no qual todo simplexo
possui uma orientacao.

2.5 Grupo Abeliano

Todos os conceitos e resultados apresentados nesta secao podem ser encontrados em
[12].

Um grupo abeliano é um conjunto A, junto com uma operacao + definida sobre A
satisfazendo as seguintes propriedades:

(1) Para todo a,b,cem A, a+ (b+c¢)=(a+b) + ¢

)
(17) Existe 0 € A tal que, para todoa € A, a+0 =0+ a = a;
(174) Para cada a € A existe b € A tal que a +b =0+ a = 0;
)

(tv) Para todo a,bem A, a+b=>b+a.

Um subgrupo de A é um subconjunto de A que é também um grupo abeliano sob a
mesma operacao bindria.

Seja a € A. Se, para todo n € Z, n # 0, temos na # 0 entao dizemos que a tem
ordem infinita. Caso contririo, a ordem de a é o menor inteiro n > 0 tal que na = 0.
Entao a tem ordem 1 se, e somente se, a = 0 e, para um a, a € —a tem a mesma ordem,
ou ambos tem ordem infinita. A ordem de um grupo A é simplesmente o nimero de
elementos de A, este serd denotado por |A].
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Um grupo A é chamado ciclico se existe a € A tal que um b € A é da forma na
para algum n € Z. O elemento a é chamado gerador de A. Note que —a também é um
gerador.

Um homomorfismo f de A em B é uma aplicacao f : A — B tal que, para todo
a1,a2 € A, f(a1+az) = f(a1) + f(az). Isto implica que f(0) =0e f(—a) = —f(a)
para todo a € A.

Seja f : A — B um homomorfismo. Definimos

Nicleode f = kerf = {a€ A: f(a)=0};
Imagemde f = Imf = {be B:b= f(a) paraalguma € A}.

Esses conjuntos sao subgrupos de A e de B, respectivamente. Chamamos f de moénico
ou um monomorfismo se ker f = 0. Dizemos que f é um epimorfismo se Im f = B.
Se ker f =0 e Im f = B diremos que f é um isomorfismo.

Se f & um isomorfismo entao existe f~! que também é um isomorfismo. Se existe um
isomorfismo f : A — B diremos que A e B sao isomorfos, e indicamos isto por A = B. A
relacao = é uma relagao de equivaléncia. Escreveremos A = 0 para significar que A = 0.
Por exemplo, um grupo ciclico é isomorfo a Zj, para algum k£ > 1, ou isomorfo a Z.

2.6 Grupo Abeliano Livre e Finitamente Gerado

Os conceitos e resultados apresentados nesta se¢do podem ser encontrados em [12].
Suponha que aq,--- ,a, sao elementos de A com a propriedade de que todo a € A
pode ser escrito na forma

a = A\ai + Asao + - - - + A\pay,

com Aj, Ag,- -+, A\, inteiros. Entdo A é chamado finitamente gerado (f.g.) com gera-
dores aq,as, -+ ,a,. A expressao para a é chamada uma combinagao linear inteira de
a1,09, ", Qy.

Suponha que A é f.g. com geradores aq,as,--- ,a,. Suponha em adicao que, para
todos os inteiros A1, Ao, -+, Ay,

Aar+Xas+ -+ a, =0 = M= =---=),=0.

Entao A é chamado um grupo abeliano livre f.g. e ay,as, - ,a, sao chamados ge-
radores livres ou uma base para A. Como todos os grupos considerados sao f.g. nos
referiremos a eles como grupos abelianos livres, omitindo “f.g.” da descrigao. Por con-
vencao 0 é livre com base nula. Duas bases de um mesmo grupo livre abeliano f.g. contém
o mesmo nimero de elementos. Entao A é abeliano livre e f.g. com base aq,as, - ,ay,
se, e somente se, todo a € A pode ser expresso como uma combinacao linear inteira de
ai, as,--- ,a,. Os grupos abelianos livres sao andlogos aos espacos vetoriais de dimensao
finita.

Seja S = {x1, -+ ,x,} onde os z;’s sdo distintos. Seja F'S o conjunto de expressoes
dSoNix; = Mz + - + Ay, onde Aq, -+ )\, s@o0 inteiros. A denominagao F'S vem do
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inglées “free abelian group on S”. Dois elementos de F'S, Y A\iz; e > p,x; sao iguais se, e
somente se, \; = p,;, parat = 1,--- ,n. A adigao é definida por

Entao F'S é um grupo abeliano e chamamos F'S de grupo abeliano livre sobre S. Por
convengao F'@ = 0. Note que F'S = Z", um isomorfismo sendo dado por \jzy + --- +
Anxn - ()‘17 e 7>\n) .

Proposicao 2.6.1 [12/Seja A um grupo abeliano livre com base aq,- - ,a, e seja B um
grupo abeliano. Dados by,--- ,b, em B existe um tinico homomorfismo f : A — B com
fla;))=b; parai=1,--- n.

A condicao sobre f implica que o homomorfismo é definido por
fqar+ -+ Apan) = Aiby + -+ Apby,

para alguns inteiros Ay, -+, A,.

2.7 Grupo Quociente

A definicao de grupos de homologia depende do conceito de grupo quociente. Dado
um subgrupo A de um grupo abeliano B o grupo quociente B/A é um instrumento para
“ignorar” ou “zerar” os elementos de A.

Seja A um subgrupo de B. Para cada b € B o subconjunto

b=b+A={b+a:ac A}

é chamado a classe lateral a direita de A em B. O conjunto das classes laterais de A
em B é denotado por B/A e é um grupo abeliano sob a operacao

by + by = by + bs.

Este grupo é chamado o grupo quociente de B em A.
A projecao natural 7 : B — B/A (onde A é um subgrupo de B) ¢ definido por
7 (b) = b para todo b € B. Obviamente, 7 é um epimorfismo com nicleo A.

Teorema 2.7.1 (Teorema do Homomorfismo) [12/Seja f : A — B wm homomor-
fismo de grupos abelianos. Entao A/ker f = Im f, sendo o isomorfismo h definido por
T — f(x), para todo x € G.

2.8 Soma Direta

Sejam Aq,---, A, grupos abelianos. A soma direta A; @ --- ® A, dos grupos é o
conjunto das n-uplas (ai,--- ,a,) onde a; € Ay,--- ,a, € A, sob a operagao bindria

(a17"' 7an)+(a/1>"' ,a;):(al—}—a'l,--- >an+aln)'

Entao A; & --- @ A,, é um grupo abeliano.
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2.9 Presentacao

Seja A um grupo abeliano com geradores aq, - - - ,a,. Seja F' um grupo abeliano livre
de posto n com base z1,--- ,x, e sejat: F' — A o epimorfismo definido por

t(/\lxl 4 +)\nxn) = )‘lal + e +/\nan7

para todos os inteiros A, - -+, \,. (Note que t estd bem definido). A seqiiéncia exata
0 kert 5 F-5A—0

(7 sendo a inclusdo) é algumas vezes chamada uma presentagao de A. Observe que pelo
Teorema do Homomorfismo A = F'/ kert. Observe também que existe uma ampla escolha
para aq,--- ,a, € em particular para n.

O grupo de homologia neste trabalho é obtido precisamente deste modo, isto é, como
o quociente de um grupo abeliano livre por um subgrupo. Vamos analisar mais de perto
o que isto significa. Cada elemento de um grupo abeliano livre com base z1, - - - , z,, pode
ser escrito de maneira tinica como uma combinagao linear inteira de x4, - - - , z,. Dado um
subgrupo B de F, segue-se que B é livre; na préatica estaremos obtendo geradores para B,
entao seja y1, - - - , Yn esses geradores, nao necessariamente livres, para B. Um elemento de
F/B pode ser escrito como ATy + - - + A\, Ty, onde 0s \;’s s@o inteiros, mas a expressao
nao é dnica (a menos que B = 0). De fato:

Z)\zfzzz,ulzfz <:>Z(>\Z—,U,Z)TZ :0<:>Z()\1—/LZ>LUZ € B.

Agora, se x1,- -+, x, ¢ uma base para F, entao sao unicamente determinados os inteiros
a; (t=1,---,m; j=1,---,n) tais que
Yi =0y 4o+ Qipn, (=12 ,m)

é um elemento de F pertencente a B se, e somente se, ¢ uma combinacao linear dos 3/s.
Dessa forma, o grupo F'/B estd plenamente especificado, uma vez que Ty,--- , T, gera
F/Be

Oéil.f‘l—i—"'—{-&mfn:o, iZl,"' ,m. (22)

As equagoes em (2.2) sdo chamadas relagoes triviais e a descrigdo de F'/B por
geradores e relagoes é chamada de presentacao e denotada por

F/B = (x1,29, ,Tpn; a1 + Qoy + -+ + @ppx, =0, paral <i<m).

2.10 Grupos de Homologia

Formalizaremos nesta secao as idéias que definem os grupos de homologia para um
complexo simplicial orientado K. Para cada dimensao p, 0 < p < dim K, existe um grupo,
H, (R), que mede o nimero de lagos geometricamente independentes em R.
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2.10.1 Grupos de cadeias e homomorfismo de bordo

Seja & um complexo simplicial orientado de dimensao n, e seja o, o nimero de p-
simplexos de K; para cada p o p-ésimo grupo de cadeias de R, denotado por C, (R), é
o grupo abeliano livre gerado por {o}, -+, 0,7 }. Entdao um elemento de C, (R) ¢ uma
combinagao linear

)\10]1) + ot A, 0p7,

com os \’s inteiros. Isto é chamado uma p-cadeia sobre K e duas p-cadeias sao adicionadas
pela adicao dos coeficientes correspondentes.

Quando escrevemos uma p-cadeia, costumamos omitir os p-simplexos cujos coeficientes
sao zeros, a menos que todos sejam zeros, quando escrevemos justamente 0. Escrevemos
também o para lo. Para p > n ou p < 0 o grupo C, (R) ¢ definido por 0. (Observe que
C, (@) = 0 para todo p, desde que ndo existem simplexos em ).

Lembramos que o bordo 9 (vgv;) de um 1-simplexo orientado (vov;) € a 0-cadeia vq —vy.
Consideremos um 2-simplexo orientado (vov1v2). E bastante natural definir o bordo de
(vov1v2) como sendo a 1-cadeia

0 (U(ﬂ)ﬂ)g) = (1)102) + (UQU()) + (U()Ul) .

Portanto, se o 2-simplexo pertence a um complexo simplicial orientado R, os trés lados
do tridngulo também terao orientagoes especificas como elementos de R, e pode aconte-
cer, por exemplo, que o lado da base tenha orientacao (v?v!). Para evitar este tipo de
inconveniéncia convencionaremos que

(v1v9) significa a 1-cadeia (vive) se (vivy) € R e
(v1v9) significa a 1-cadeia — (v1vq) se (vovy) € R .

Seja (vg - - - vp) um p-simplexo orientado (p > 1). Seja & um complexo simplicial ori-
entado e suponha que o simplexo orientado o = — (vg---vp), isto &, 0 = (vﬂ(o) . -vﬂ(p))
¢ uma permutacao fmpar 7 dos fndices pertencentes a K. Entao convencionaremos que
(vo - - - vp,) significa a p-cadeia —o, isto &, a p-cadeia sobre K na qual o coeficiente de o &
—1 e todos os outros coeficientes sao iguais a zero. Entao para uma permutagao fmpar m

(V0 -+ Up) U = = (Vn(0) * * * Un(p))

ambos podem ser vistos como simplexos orientados e como p-cadeias sobre R.
Seja o = (vg - - - vp) um p-simplexo orientado de K para algum p > 0. O bordo de o ¢é
a (p — 1)-cadeia

do = 0po = f:O(—l)i(vO...@...Up>

onde o chapéu sobre v" indica a sua omissao. Para p = 0, 9,0 é definido como zero. O
homomorfismo de bordo § = 9 : C, (R) — C,_1 (R) ¢ definido como 9, (ZAiol) =



24 Capitulo 2. Conceitos Basicos

2.10.2 Definicao do grupo de homologia de um complexo sim-
plicial orientado R

Finalmente, com os conceitos introduzidos, podemos definir o grupo de homologia de
um complexo simplicial orientado.
Considere a seqiiéncia

Op+1 Op
Cpr1(R) - p (R) — Cp1 (R).

O ntcleo de 0,, ker 9,, é denotado por Z, ou Z, (R), e os elementos de Z, sdo chamados
p-ciclos. Z, ¢ um grupo abeliano livre. A imagem de 0,41, Im&,,4, é denotada por B,
ou B, (R), e os elementos de B, sdo chamados p-bordos. B, ¢ um grupo abeliano livre e
todo p-bordo é um p-ciclo. A reciproca em geral é falsa: podem existir p-ciclos que nao
sao p-bordos. Logo B, C Z, e podemos definir o grupo quociente

Hy (R) = 2, (R) /By (R),

chamado o p-ésimo grupo de homologia de K. Este grupo mede a quantidade de p-
ciclos que nao sao bordos, isto é, a quantidade de “lagos p-dimensionais” existentes em K.
Observe que H, (!) é um grupo abeliano.



Capitulo 3

Consideracoes sobre Superficies
Compactas com e sem Bordos

O objetivo central deste trabalho é realizar o mergulho do grafo associado a um canal
discreto sem memoria sobre uma superficie compacta. Além disso, desejamos determinar a
estrutura algébrica correspondente, como também identificar os tipos de modelos oriundos
dos mergulhos sobre a superficie através da representacao poligonal.

A representacao poligonal de uma superficie é o instrumento mais utilizado como
agente fornecedor das relacoes matematicas. Por isso, adotaremos uma forma padronizada
para a representacao poligonal visando os seguintes objetivos: (i) permitir identificar de
forma tnica uma superficie compacta; (i7) ndo diminuir as opgoes do mergulho do grafo
sobre a representacao poligonal e (7i7) ndo aumentar a complexidade do célculo do primeiro
grupo de homologia.

Importante aos nossos objetivos é, sem divida, a caracteristica de Eiiler de uma su-
perficie, pois o género da superficie para o mergulho e o nimero de regides do mergulho
de um grafo sobre uma superficie dependem desse invariante topolégico. Usamos a forma
poligonal padronizada para identificar a caracteristica de Eiiler de uma superficie.

3.1 Superficies Compactas com Bordos

Uma superficie com bordos ¢ definida, [27], a seguir.

Definicao 3.1.1 Uma variedade bidimensional com bordo é um espaco de Hausdorff
tal que cada ponto, ou tem uma vizinhanca aberta homeomorfa a um disco plano ou tem
uma vizinhanca homeomorfa a uma vizinhanga do semi-plano y > 0. O conjunto de
pontos que tém uma vizinhanga homeomorfa a um disco plano é chamado o interior da
variedade, e o conjunto de pontos que tém uma vizinhanga homeomorfa a uma vizinhanga
do semi-plano y > 0 é chamado o bordo da variedade.

Assumiremos que 2., r > 1, é uma variedade compacta bidimensional com r com-
ponentes de bordo. Cada componente de bordo é uma 1-variedade conexa (vista como
subespago), isto é, um circulo.

25
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Em principio, consideraremos as superficies topolégicas que sao obtidas da transfor-
macao geométrica de um poligono de n-lados. Para ser mais preciso, analisaremos a
seguinte questao: A representacao poligonal de uma superficie nao é unica, por isso,
adotaremos uma representacao padrao que, além de identificar cada superficie de forma
unica, reduz o nimero de lados dos poligonos representantes das superficies com bordos,
simplificando um pouco a complexidade dos cédlculos do primeiro grupo de homologia.

As superficies compactas orientadas sem bordo possuem uma representacao poligonal
padronizada e, salvo referéncia em contrério, esta serd a representacdo adotada (veja
subsecao 3.2.1). Nas superficies compactas orientadas com bordos usaremos a “forma
normal” de Massey com dois ou quatro lados a menos, visando a reducao dos célculos do
grupo de homologia.

Firby, em [10], mostra como fazer a transformagao geométrica do poligono de n-lados
no modelo espacial da superficie associada e prova que toda superficie compacta sem
bordo possui uma representagao poligonal. No mesmo estilo da demonstracao em Firby,
mostramos que o mesmo ocorre para a superficie compacta com bordo e apresentamos o
processo da realizacao geométrica para este caso.

De um modo geral, a identificacao de duas superficies homeomorfas é feita exibindo-se
uma aplicacao continua bijetiva, com inversa continua, entre as mesmas. Aqui, estudare-
mos o tipo de poligono associado a uma determinada classe de superficies e comprovaremos
que ele pode ser também um invariante topolégico.

O nosso objetivo requer somente a nocao intuitiva de superficie, por isso, devemos
imaginar uma superficie compacta sem bordo como um conjunto de pontos onde em cada
um deles existe uma vizinhanca idéntica ao plano da geometria Euclidiana.

Lima em [23], define superficie como sendo uma variedade topoldgica bi-dimensional
de Hausdorff localmente homeomorfa ao plano R2.

Denotaremos por M o conjunto de todas as superficies (variedades riemannianas bi-
dimensionais) e chamaremos de classe de superficies de M € M ao conjunto de todas
as superficies de Ml homeomorfas a M e a indicaremos pelo conjunto quociente M/ M =
{eM: Q= M}.

Um poligono de n-lados, n > 1, é um conjunto de pontos topologicamente equiva-
lente a um disco plano com n vértices sobre o bordo. Os arcos entre os vértices sobre a
fronteira sao chamados de lados do poligono. Se existir uma orientacao em cada lado do
poligono diremos que é um poligono orientado de n-lados.

Devemos imaginar uma superficie como sendo o resultado da transformacao geométrica
de um poligono orientado de n-lados, pela colagem dos lados que aparecem aos pares,
seguida de uma deformacao continua, que o transforma numa superficie representante
de uma classe de homeomorfismos. Denominaremos esta transformacao de realizagao
geométrica de ). O modelo espacial de uma superficie €2 é a representacao gréafica da
superficie no espaco euclidiano tri-dimensional

Chamaremos também de representagao poligonal de uma superficie €2, ao poligono
orientado de n-lados que serd representado pela palavra

w=ay'ay ---ay,  p € {£1},

onde a; denota o i-ésimo lado do poligono e o expoente p; de a; terd orientacao no sentido
horario se p; = 1 e, a; terd orientacao no sentido anti-hordrio se p; = —1.
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Uma superficie compacta com r componentes de bordo serd representada por €2, ou
Q —{p1,p2,- -+ ,pr} . Obviamente 2 é qualquer uma das superficies compactas bdsicas:
S (esfera), T (toro), K (garrafa de Klein), P (plano projetivo) e {p1,pa,--- ,pr} € um
conjunto finito de pontos sobre (2.

A superficie m{) denota a soma conexa de m cépias de uma superficie simples bésica.
Por convencao, 07" ¢ identificado como S.

Por exemplo, mP denota a soma conexa de m cépias do plano projetivo P, mT K
denota a soma conexa de m copias do toro 7T e da superficie de Klein K, mT P denota a
soma conexa de m cépias do toro T" e do plano projetivo P.

Assumiremos que {2, é uma superficie com r componentes de bordo isolados, r >
1. Escreveremos () para indicar uma superficie compacta sem bordo. Cada componente
de bordo ¢ uma variedade unidimensional conexa compacta, isto é¢, um circulo.

3.2 O Poligono Associado as Variedades Compactas
Conexas Bi-dimensionais

Apresentaremos as representagoes poligonais das superficies compactas com e sem
bordos, o processo de contagem dos vértices de um poligono de n-lados e as transformacoes
geométricas nos poligonos de uma superficie que nao alteram a classe de homeomorfismo,
indicando-as com igualdades algébricas através das palavras associadas aos poligonos.

3.2.1 Modelo plano de uma superficie compacta

E comum referir-se as representacoes poligonais de uma superficie como sendo o mo-
delo plano da superficie. Fazendo uso da topologia combinatorial, Seifert-Therlffall, em
[38], mostra que toda superficie compacta é o espaco quociente de um poligono por uma
relacao de equivaléncia segundo a qual os lados que constituem o bordo do poligono sao
identificados dois a dois, de acordo com os esquemas mostrados na Figura 3.1.

Esfera i Plano projetivo Toro

( género zero ) ( género zero ) ( género um)

Figura 3.1: Modelos planos das superficies compactas bésicas

Quando usamos setas para indicar a orientacao dos lados das representagoes poligonais
das superficies compactas bésicas, os modelos planos tém as formas dos esquemas da
Figura 3.2.

As demais classes de superficies compactas sao construidas a partir das superficies
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a Plano Garrafa de
projetivo Klein

Figura 3.2: Modelos planos das superficies bésicas orientadas com setas

bésicas. Quando compactas, sao obtidas como somas conexas' dessas superficies. Como
exemplo, considere o esquema do bitoro e o esquema de uma superficie nao-orientada
dada pela soma conexa de trés planos projetivos, conforme mostra a Figura 3.3.

A relagdo de homeomorfismo entre duas superficies €2 e ' serd indicada por Q = 0.

by

3P=KP=TP

(género dois )

Bitoro
(género dois )

Figura 3.3: Modelos planos de superficies de género 2

Observe, na Figura 3.3, a forma orientada das superficies conexas. Tal forma nos diz
como obter superficies conexas orientadas e nao-orientadas de qualquer género.

Note que o nimero de lados dos poligonos nos modelos planos das superficies com-
pactas ocorrem aos pares, formando um poligono de 2m lados.

A cada modelo plano de uma superficie podemos associar uma seqiiéncia chamada
palavra constituida pelos simbolos a1, as, b, etc. Entao dada uma palavra, podemos
esbogar o modelo planar de uma superficie e, em seguida, reconstituir o seu modelo
espacial. Tal representacao nao é nica, ja que uma rotacao no poligono, correspondente
a um ciclo na palavra, produz a mesma superficie. Logo, existem superficies homeomorfas
com palavras diferentes. As palavras das superficies compactas béasicas sao mostradas na
Tabela 3.1.

Cada palavra associada a superficie, mostrada na Tabela 3.1, é chamada de forma
normal da superficie.

!'Uma superficie S ¢ dita soma conexa das superficies S; e So, quando é obtida através da ’colagem’
das fronteiras de pequenos discos, um em Sy e outro em Ss.
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S P T K nT mP

aa~t | aa | abatb71 | aba=tb | aybia; by - anbya it | ajarasas - amam

Tabela 3.1: Forma normal das palavras das superficies bésicas

3.2.2 Modelo plano de uma superficie compacta com bordo

Em [27], Massey classifica as superficies compactas conexas com bordo. Essas super-
ficies sdo obtidas pela remocao de uma quantidade finita de discos fechados? disjuntos,
selecionados sobre uma superficie compacta. O nimero de componentes do bordo é igual
ao numero de discos.

Assumiremos que  é uma superficie com bordo e que o bordo tem k componentes,
k > 1. Cada componente do bordo é uma variedade unidimensional conexa compacta,
isto ¢, um circulo. E claro que se tomarmos k discos fechados e colarmos o bordo do
i-ésimo disco na i-ésima componente do bordo obtemos uma superficie compacta 0.0
tipo de topologia de ﬁ*, obviamente, depende apenas do tipo de topologia de . O que
nao é ébvio é que a reciproca dessa afirmacao seja verdadeira: o tipo de topologia da
superficie com bordo depende somente do mimero de suas componentes de bordo e do
tipo da superficie Q" obtida pela colagem de um disco em cada componente do bordo.
Massey formaliza este resultado no seguinte teorema.

Teorema 3.2.1 Sejam )y e Qs superficies compactas com bordos; assuma que seus bordos

tém o mesmo numero de componentes. Entao, 1 e o sao homeomorfas se, e somente se,
= = . .

as superficies ), e Qy (obtidas pela colagem de um disco em cada componente de bordo)

sao homeomorfas.

Na demonstracao do Teorema 3.2.1, usa-se o fato de que se €2y e )y sao superficies
homeomorfas, entao pode-se identificar os seus respectivos poligonos com uma certa pari-
dade de lados, chamada “forma normal”. A forma normal de um poligono é explicada
detalhadamente em [27]. Na préxima segao, descreveremos na integra, o tipo de poligono
representante de uma palavra na forma normal, mais conveniente para representar uma
superficie.

3.2.3 Forma normal da esfera com r componentes de bordo.

A esfera é representada por um poligono de dois lados identificados com a palavra
aa~!. Faga r furos no poligono, como mostrado na Figura 3.4(a) para o caso r = 5. Entao,
de um vértice sobre o bordo do poligono faca os cortes cq,co, - - - , ¢, correspondentes as
componentes de bordo By, Bs, - -+ , B,. Abra cada corte para obter o poligono mostrado na
Figura 3.4(b). Em geral, obtemos um poligono com 3r+2 lados, os quais s@o identificados
de acordo com a palavra

aa ‘e BicjteyBocyt -+ Byc)t (3.1)

2Um disco sobre uma superficie M se diz fechado quando consideramos o conjunto dos pontos de M
que sdo interiores de uma circunferéncia sobre M junto com os pontos da prépria circunferéncia.
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Figura 3.4: Esfera com cinco componentes de bordo

3.2.4 Forma normal da soma conexa de m toros com r compo-
nentes de bordo

Os diagramas (a) e (b) da Figura 3.5, mostram o procedimento para obter o poligono de
n-lados associado a uma superficie homeomorfa & soma conexa de m toros e r componentes
de bordo, mT,, caso particular quandom = 3 er = 5. A construcao é inteiramente andloga
ao caso da esfera. O resultado é um poligono com 4m + 3r lados, que deve ser identificado
com a seguinte palavra

arybra; byt - ambpma, b Yo Biep ey Bocy b - - . Byey (3.2)

Figura 3.5: 37 com cinco componentes de bordo
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3.2.5 Forma normal da soma conexa de m planos projetivos com
r componentes de bordo

Os diagramas (a) e (b), Figura 3.6, mostram o poligono da soma conexa de m planos
projetivos com r componentes de bordo, mP,, caso particular de m = 3 er = 5. O
resultado ¢ um poligono com 2m + 3r lados, que deve ser identificado com a seguinte
palavra

a1G10203 - - - Ambme1 Bicy ey Bocyt -+ - ¢, Bycy b (3.3)

Figura 3.6: A soma conexa de 3 planos projetivos com cinco componentes de bordo

Teorema 3.2.2 [27/Sejam Q1 e Qs superficies geradas por poligonos orientados. En-
tao )y e €y sao superficies homeomorfas se, e somente se, 0s poligonos associados sao
representados por palavras cujos pares de lados sao correspondentes.

As definigoes e resultados sobre mergulhos de grafos, por serem em niimero reduzidos,
encontram-se nos proprios capitulos onde estao sendo desenvolvidos os temas.

3.2.6 Contagem dos vértices de um poligono de n-lados

A contagem dos vértices do modelo espacial representantes dos vértices do modelo
plano da superficie €2, mostrada na Figura 3.7, é realizada do seguinte modo:

(7) Inicialmente, rotule por 1 o vértice final de a (lado superior); rotule também por 1
o vértice final do outro lado do poligono identificado por a. Este é o vértice final do
lado b; rotule por 1 o vértice final do outro lado identificado por b. Este é o vértice
inicial do lado ¢; rotule por 1 o vértice incial do outro lado identificado por c. Ele
também é o vértice inicial do lado b. Como o outro vértice inicial de b ja foi rotulado
por 1, o processo acaba;
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(17) Estes quatros vértices rotulados com 1 representam um tnico ponto no modelo
espacial da superficie 2;

(731) Escolha outro vértice que nao foi rotulado, rotule-o com 2 e repita o procedimento
em (7). Continuando assim, rotulamos todos os vértices do poligono de n-lados,
como mostra a Figura 3.7. Isto mostra que os vértices no modelo plano representam
trés pontos no modelo espacial de €.

Figura 3.7: Contagem dos vértices de um poligono de n-lados

3.2.7 Operacoes sobre uma palavra associada a uma superficie

Em [10], vemos que é possivel efetuar modifica¢oes na palavra da representagao de um
poligono de n-lados sem afetar, a menos de homeomorfismo, a superficie representada.
Tais transformacoes sao definidas na forma de operacoes, que podem ser manipuladas
no sentido contririo para a reobtengao da forma original da palavra. Em cada estdgio
da manipulacao, as palavras sao distintas, representantes de superficies diferentes, mas
pertencentes a uma mesma classe de superficies.

Operacao 1. A permutacao ciclica dos lados em uma palavra
Esta operagao é representada pela identidade
AB = BA, (3.4)
onde A e B denotam seqiiéncias de lados consecutivos do poligono de n-lados. Por exem-
plo, alblalbfl e bflalblal representam a mesma superficie (garrafa de Klein). Em geral,

uma permutacgao ciclica de uma palavra causa uma rotagao em seu modelo plano nao
alterando a superficie que tal modelo representa.
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1

Operacao 2. Introducdo ou remocado de um par de lados xx ' na palavra

Dizemos que as palavras Azz~'B e AB, a menos de homeomorfismos, representam a

mesma superficie, quando pelo menos uma seqiiéncia de lados consecutivos A ou B é nao
nulo. Representamos esta relagao pela identidade

Azz'B = AB. (3.5)

A interpretagao geométrica para esta operacao é mostrada na Figura 3.8.

A B A B A B A B
—> —> —>

Figura 3.8: Introdugao ou remocgao de lados consecutivos no modelo plano

Operacao 3. A substituicio de AxBCx~! por AyCBy ! e vice-versa.

Nesta operacao, escrevemos y = x B para significar que o lado y conecta o mesmo par
de vértices da seqiiéncia xB. De modo andlogo, a igualdade z—! = By~! significa que o
lado x~! conecta o mesmo par de vértices da seqiiéncia By~!. Esta operacao ¢ indicada
pela identidade

AzBCz™ ' = AyCBy ™. (3.6)

Entendemos esta operacao como sendo uma espécie de comutatividade em duas seqiiéncias
de lados do modelo plano de uma superficie envolvida por lados orientados. A interpre-
tagao geométrica é mostrada na Figura 3.9.

Figura 3.9: Comutatividade de seqiiéncias envolvendo lados orientados
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Operacao 4. Substituicio de AxBxC por AyyB~'C e vice versa.

Escrevemos y = xB para significar que y tem os mesmos vértices da seqiiéncia xB e
xr = yB~lpara significar que = tem os mesmos vértices da seqiiéncia yB~!. Indicaremos
esta operacao pela identidade

AzBxC = AyyB™'C. (3.7)

Esta operacao pode ser interpretada como sendo uma forma de comutatividade em
duas seqiiéncias de lados do modelo plano de uma superficie dominada por lados nao-
orientados. A interpretacao geométrica é mostrada na Figura 3.10.

Figura 3.10: Comutatividade de seqiiéncias envolvendo lados nao-orientados

Estas operacoes, aparentemente complexas, sao idéias que permitem manipular pala-
vras associadas ao modelo plano de uma superficie, tornando possivel a demonstracao do
teorema da classificacao de superficies.

Lembramos que, ao nos referirmos aos pares de lados nao significa que eles estejam
juntos na palavra. A situagao mais comum é a existéncia de lados entre os mesmos, como
no caso da palavra do m-toro.

Para atender os trés objetivos desejados, a representacao poligonal de uma superficie
deve, em primeiro lugar, ser representada por uma seqiiéncia padrao, porque senao ela
perderia a unicidade. Em segundo lugar, ela tem que representar uma superficie compacta
com bordo, caso contrario, terfamos menos opcoes para mergulhos de um grafo e, final-
mente, ela nao deverd ter excesso de lados, para nao aumentar a complexidade do cédlculo
do grupo de homologia. Chegamos a conclusao que a representagao poligonal de uma
superficie compacta com bordo, que atenda a estes trés objetivos, deverd ter a seguinte
forma.

Definicao 3.2.3 Chamaremos de forma minima de uma superficie (). com r compo-
nentes de bordo as sequintes palavras associadas aos poligonos de n-lados de €,.:

1 1 -1

w(S1) = b ew(S,) =c1Bicy caBacy -+ Cro1Bryc, By, T > 2,
1,1 171 ~1 1

mT,) = aibiay by - ambpa, b, c1Bic; - cr_1Br_1¢, 1 By,

-1 1
(mP.) = aaiazas -+ apbypceiBiey -+ ¢ 1Br_1¢, 1 B;.

€ &
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Pela Operagao (3.5), nao hd necessidade de acrescentar o par aa™' na palavra de

w (S,) quando r > 1, isto s6é aumentaria a complexidade do célculo do primeiro grupo de
homologia da superficie S, sem, entretanto, aumentar as opg¢oes de mergulho de um grafo
sobre a representacao poligonal de S,.

Quando €2 for gerada por um poligono de n-lados, identificado por uma palavra na
forma minima w, indicaremos esta relagao por 2 = n-lados= w ().

3.2.8 Realizacao geométrica de uma superficie com bordo

A superficie €2 representada pela palavra na forma minima w (2) da Defini¢ao 3.2.3 é
sempre uma superficie com r componentes de bordo isolados, correspondentes aos r lados
by, -+ ,b. de w. Por exemplo, a Figura 3.11 mostra a construgao do modelo espacial da
superficie 475, a soma conexa de 4 toros com 5 componentes de bordo, cuja palavra na
forma minima é

w (4T5> = alblaflbf1a2b2a51b51 s a4b4aZ1bZ101Blcf1 s C4B4CZlB5.

O termo “minima” é usado em relacao as componentes de bordo isoladas, porém, nao
implica na nao existéncia de uma representacao poligonal w’ de 475 com um nimero
menor de lados, s6 que, neste caso, w' teria, obrigatoriamente, pelo menos dois bordos con-
jugados, a intersecao entre eles seria um ponto. As palavras w (475) ,ws (475) e ws (47T5)
representam superficies homeomorfas a 475.

w1 <4T5) = alblaflbfl cee a4b4a;1b;101Blclegchgc§103B4cng5 (38)
w9 (4T5) = alblaflbfl cee CL4b4CLZ1b2161BlC;1B262B365134B5, (39)
w3 (4T5) = alblal_lbl_l cee a4b4aglbnglBngB4B5. (310)

Note que estas representacoes poligonais do 475 em wq, ws € wg possuem 27, 25 e 21 lados,
respectivamente, todas representacoes poligonais de superficies com bordos conjugados -
pelo menos dois bordos tém um ponto em comum. A forma minima do poligono do 475
é composta por 29 lados enquanto na forma normal de Massey, temos uma total de 31
lados. Se descartdssemos a hipétese “componentes de bordo isolados”, a forma minima do
4Ty seria certamente representada por ws. Neste caso, teremos necessariamente todos os
bordos conjugados, a intersecao dos bordos seria um ponto, correspondente aos 21 vértices
de 21-lados = 4T, apés a realizagao geométrica. Observe ainda que as componentes de
bordo de uma superficie sao geradas pelos lados sem os correspondentes pares de w. Cada
lado que nao tem um par em w representa uma componente de bordo.

Proposicao 3.2.4 Se a representagdo poligonal w ().) de uma superficie encontra-se na
forma minima, entdo os vértices do poligono de n-lados = w (£2,) , representam: 2 pontos
se Q. = S; apenas 1 ponto sobre uma superficie compacta sem bordo (r = 0); e r pontos
no modelo espacial de uma superficie com r componentes de bordo (r > 1).

Demonstragao. De fato, w estd na forma minima. Basta aplicar, nos respectivos
modelos planos de cada superficie, o critério de contagem de vértices de um poligono da
Subsecao 3.2.6. |

Usaremos a Proposicao 3.2.4 para determinarmos a caracteristica de Eiiler de uma
superficie em funcao do grau de conexidade e do nimero de componentes de bordo.
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Figura 3.11: Realizacao geométrica do 475

3.2.9 Superficies orientadas

As préximas afirmagoes sao resultados cldssicos, porém, insistimos nas demonstracoes
porque elas consistem basicamente do uso repetido das transformacoes preservadas por
homeomorfismos, definidas na Subsecao 3.2.7, de onde podem ser extraidas as estruturas
algébricas relacionadas as superficies.

Para efeito de simplificagao, as operagdes definidas em (3.4), (3.5), (3.6) e (3.4) serao
indicadas por (1), (2), (3) e (4), respectivamente.

Teorema 3.2.5 [10/Seja w a palavra de um poligono de n-lados representante de uma
superficie € que nao contém pares nao-orientados aa, entao 2 = mT,. ou ) = S,., para
alguns inteiros m,r > 0.
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Demonstragao. Sem perda de generalidade podemos supor que, apés algumas ro-
tagoes em w (equivale a operagao (1)), os lados z, 27! e y,y~! sao pares separados orien-
tados de wy = AzByCx~'Dy~!. Usando as operagoes (1) e (3), segue que:

3 3
w1 (—:) Az1yCBz*Dy™* (—:) Azy27 ' DC Byt

1 3 1
8 v, DC Byt Ay 2 Y175y PADC By S Toy1 15y PADCB.

Fazendo zoy175 1y1_ b — alblal_lbl_l, ws = ADCB e supondo que w, tem pares separa-
dos, repetimos o processo e obtemos wy = asbya; b, 'ws. Como n é finito, prosseguimos
até obtermos a forma w,, = (anbna, b)) wmi1, onde wy,, 1 ndo tem pares separados
orientados, isto é,

_ —17-1 —17-1 —17-1
Wy, = (ambmam b, - - asbsaz by asbas by )wm+1.

Como w,, 1 ndo tem pares separados e nem pares nao-orientados, ela s6 pode representar
as componentes de bordo, isto é, w11 = b121bozy 122b325 L. --zr_lbrz;_ll, para algum
inteiro positivo r. Como as operagoes (1) a (4) nao afetam, a menos de homeomorfismos,
a superficie 2, segue que 2 = mT,.. Por outro lado, se w nao contém pares separados (caso
m = 0), entdo, Q) = S,. [

Corolario 3.2.6 [10/Todo poligono orientado de n-lados é um modelo plano de alguma
superficie orientdvel.

Demonstragao. Segue diretamente do Teorema 3.2.5. [

3.2.10 Superficies nao-orientadas

A soma conexa de duas superficies compactas € e €2y é a superficie 2;{)y obtida
segundo a colagem dos discos D; € §2;, i = 1,2, conforme a construcao ilustrada na
Figura 3.12.

Por exemplo, se 3 = mT e 2y = K, escreveremos mT' K (ou (mT) K)para indicar a
soma conexa de €2; com €)s.

Uma superficie nao-orientada é do tipo m1T' K ou mT P. Verificamos que estas sao as
formas apropriadas para obtermos mergulhos de grafos, quando usamos a forma espacial.
Outra maneira de identificacao é encontrar a forma nP de uma superficie nao-orientada,
sendo esta bastante pratica para determinar a caracteristica de Eiiler e o primeiro grupo
de homologia de uma superficie ndo-orientada. As identidades em (3.11) permitem trans-
formar a forma nP em mT K ou mT P e vice-versa.

E muito simples justificar as seguintes relacées de homeomorfismos

2P=K, 2K=TK e TP=KP. (3.11)

De fato, 2P = aabb = cb~'cb = K. Por outro lado, 2K e TK sao superficies nao-
orientadas com caracteristicas de Eiiler y (2K) = x (T'K) = 0, logo, pelo Teorema 4.3.1
em [10], segue que 2K = T'K. De modo analogo, mostra-se que TP = K P.
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Vértices sobre o
modelo plano

It

‘\ Disco
sobre 7

Figura 3.12: Construcao geométrica da soma conexa de dois toros

Lema 3.2.7 [10/Para todo inteiro positivo m, tém-se
@) mTP = (2m+1)P (3.12)
(i) mTK = [2(m+1)]P. (3.13)

Demonstragao. Se m = 0, entao por definicao, 07" = S. Logo, 0TP = SP = P.
Como (204 1) P = P, o caso m = 0 satisfaz a relagdo em (3.12). Usando as formas
normais das superficies T' e P obtemos, para o caso m = 1, que

1 4 4 4
TP = aba b 'cc 2 a'b ccab 2 a b ab o e 2 y ly b b @ y ly lzzax = 3P
Como 3=2-1+1, o caso m = 1 satisfaz (3.12). Se m = 2, temos,
2P =TTP=TKP=TPPP=KPPP = PPPPP =5P.

Como 5 =2 -2+ 1, portanto da forma 2m + 1, entdo a relacao (3.12) é verdadeira para
m = 2. Suponha, por indugao, que mTP = (2m+ 1) P. Mas por (3.11), 2P = K e
KP =TP. Logo, para o caso m + 1, temos

(m+0)TP=T(mT)P=T(2m+1)P=(TP)2mP)=(2(m+1)+1)P.

Portanto, pelo principio de indugdo, a relacao em (3.12) é verdadeira.

Por outro lado, usando inducao sobre m na relagao (3.13), resulta que, se m = 0,
entdo: 0K = SK = K = PP = 2P = [2(0+ 1)] P. Logo ¢é verdadeira para m = 0.
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Se m = 1, entdo: TK = TPP = KPP = PPPP = 4P. Como 4 = 2(1+ 1), entao 4
é da forma 2 (m + 1), o que mostra a validade da relagdo em (3.13) para o caso m = 1.
Suponha, por inducao, que mTK = [2 (m + 1)] P. Temos

(m+1)TK =T (mTK)=T[2(m+1)]P=(TP)2m+1)P=2[(m+1)+1] P.

Portanto, a relacdo em (3.13) é verdadeira para m + 1 e, pelo principio de indugao, é
verdadeira para todo inteiro m > 0. [

Teorema 3.2.8 [10/Se Q é uma superficie nao-orientada com r componentes de bordo
entao 2 = mT P, ou 2 = mTK,, para alguns inteiros m,r > 0.

Demonstragao. Seja w uma palavra com pares nao-orientados aa. Da demonstragao
do Teorema 3.2.5, podemos escrever w = kTw;, onde w; nao tem pares separados ori-
entados. Mas pela operacao (4), w; = AaBaC = AzxB~'C = xjzw;. Apds esgotar
todos os pares nao-orientados, podemos escrever w = (k7') (hP) w’, onde w’' ndo tem pares
orientados separados e nem pares nao-orientados. Logo o’ = S, e daf, w = (kT') (hP) S,.
Pelo Lema 3.2.7, Q = (k+ h/2 —1)TK,, se h é¢ par, ou Q = (k+ (h—1)/2) TP, se h
é fmpar. Fazendo m =k + h/2 — 1, obtemos 2 = mTK, e fazendo m = k+ (h —1) /2,
temos 2 = mTP,. [ |

Proposicao 3.2.9 [10/Todo poligono nao-orientado de n-lados é um modelo plano para
alguma superficie nao-orientada.

Demonstragao. Suponha que wy = €2, §2 é nao-orientada. Entao wy = AaBaC'. Pelas
operagoes (1) e (4), resulta que wy = AyyB~'C = yyB~'CA = aya1w;, comw; = B71CA.
Se wi é nao-orientada entao wy = asasfly. Como n é finito, as aplicagoes sucessivas das
operagoes (1) e (4) nos dé: w1 = Amamw.,, onde w,, é nula ou uma palavra orientada.
Se w,, for nula, entao {2é a soma conexa da m planos projetivos, caso contrério, pelo
Teorema 3.2.5, ) pode ser expressa como a esfera menos r pontos ou como a soma conexa,
de n toros menos s pontos. Entao 2 é a soma conexa de m planos projetivos com uma
dessas superficies orientadas, portanto nao-orientada.

Como conseqiiéncia do Teorema 3.2.8, temos o seguinte resultado. [

Corolario 3.2.10 [10/Toda superficie conexa compacta nao-orientada com r componentes
de bordo é homeomorfa a mP,, para algum inteiro m > 0.

3.2.11 Exemplos de superficies compactas com bordos

A palavra na forma minima representante do poligono de uma superficie compacta
com bordo, a partir do modelo espacial da superficie serd apresentada. Para isso, basta
identificar o género, a orientabilidade e o nimero de componentes de bordo. Usaremos as
superficies minimas como exemplos de superficies compactas com bordos.

Na Figura 3.13, a superficie (1) representa o catendide; (2) corresponde a uma super-
ficie minima homeomorfa a esfera menos 6 pontos, Sg; (3) o trinéide de género 1, quando
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Figura 3.13: Exemplos de superficies compactas com bordos

0 seu género é zero ¢ conhecida como a superficie de Jorge-Meeks, e (4) a superficie de
Costa-Meeks.

Todos os exemplos mostradas na Figura 3.13 representam superficies orientadas. As
superficies (3) e (4) , embora nao paregam, pertencem a mesma classe de superficie do T3,
pois ambas tem género um e trés fins: (3) possui trés fins tipo catendides e (4) possui dois
fins tipo catendides e um fim tipo planar. Mas do ponto de vista de componentes de bordo,
ambas possuem trés componentes, logo sao superficies homeomorfas ao toro menos trés
pontos, portanto tém a mesma palavra na forma minima, conforme discriminagao abaixo:

w (Sg) = b()ClelCLl_l, w (Sﬁ) = boalblal_lazbgaz_lagbgag1&41)4@11&51)5@;1,

-1 -1 -1
w (T3) = W(STm'no'z’de de género 1) =w (SCosta) = alblalbl d161d201 C2d302 .

3.2.12 Caracteristica de Eiiler de superficies compactas

Um dos invariantes que auxiliam na classificacao das superficies é, sem duvida, a
caracteristica de Eiiler. Este invariante topoldgico é definido como: a caracteristica de
Eiiler de uma superficie compacta €2 é o nimero inteiro x (2) = v —n’ + 1, onde v e
n’ denotam o nimero de rétulos distintos associados aos vértices e lados do poligono de
n-lados de €2, respectivamente.

Lembramos que a contagem do nimero de vértices do poligono, é feita segundo os
critérios da Subsecao 3.2.6.

Teorema 3.2.11 (Teorema de Eiiler) A caracteristica de Eiler de uma superficie €
gerada pelo poligono de n-lados na forma minima é dada por

2—r, seQd =09,
2—2m, se Q=mT
xX(Q) =< 2—m, se Q=mP (3.14)
2—1r—2m, se Q) =mT,
2—r—m, se 2 =mbP,.
Demonstracao. Usando a forma minima da Defini¢ao 3.2.3, concluimos que o niimero
de lados distintos dos poligonos de n-lados das familias de superficies sao

n'(S.) = 2(r—1)41, n'(mT)=2m, n'(mP)=m,
n' (mT,) = 2m+2r+1 e n'(mP.)=m+2r —1.
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n|Q |w() X|n | |w() X
1 Sl aq 1 10 54 alblaflagbgaglagbga?jlm -2
218 alafl 2 |10 | 5P | a1a1a2a2030304G40505 -3
2| P a1aq 1 10 3P2 alalagagagagblclbzcl_l -3
3 P1 a1a1b1 0 11 T3 a1blaflbfldlcldQCflcgdgcgl -3
4 | T alblal_lbl_l 0 11 2P3 alalagagblclbgcfl@bgcgl -3
4 S2 alblaflbg 0 11 5P1 a1a1a2a2a3a3a4a4a5a5bl -4
4 | 2P CLlClelbl 0 12 | 3T alblaflbfl cee (Igbgaglbgl -4
5|1 | aibia; e -1 12 | 2Ty | arbiaitbtasbyast byt dicidacy! -4
5| 2P | aja1bibicg -1 12| 6P | a101a2020303040405050606 -4
6 | 3P 14102020303 -1 12 P4 a1a1b101bgcl_lcgbgcz_lcgb4c§1 -3
6 P2 alalblclbgcl_l -1 12 4P2 a1a1a2a2a3a3a4a4blclb20fl -4
7 Sg alblaflagbgaglbg -1113 S5 alblaflagbgagl cee a4b4aglb5 -3
7 3P1 (11(11(12(12(13(13[)1 -2 113 3T1 alblaflbfl cee (Igbg(lglbgldl -5
8 | 2T alblaflbflagbgaglbgl -2 113 3P3 ajay - -- agagblcleCflcgbgcgl -4
8 | 1Ts alblaflbflblclbgcl_l -2 |1 13 | 6P | ajaia0a2a303a4a405050606b1 -5
8 | 4P a1a1020203030404 2114 T4 alblal_lbl_ldlclcl_l cee 03d40g1 -4
8 2P2 alalagagblclbgcl_l 2114 2P4 a%a%blclb20f102b305103b4c§1 -4
9 2T1 alblaflbflangaglbglbl 3114 5P2 ai1aiao0asasas - - - a5a5blclbgcf1 -5
9| P3| ajarbicibac; teabscy ! 2114 | 7P a%a%a%aia%aéa% -5
9 4P1 a1a1a2a2a3a3a4a4bl -3 1|15 2T3 alblal A7) 1b 1d1 cee CQd302_1 -5

Tabela 3.2: Caracteristica de Euler das superficies do conjunto M4

Mas pelo critério da contagem dos vértices do poligono de n-lados da Subsegao 3.2.6,
temos que v (MT') =v(mP) =1 e v(S,) =v(mT,) =v(mPF,) =r. Logo,

J=r—Q2r-1+1)+1=2-r
x(mT) =1-2m+1=2—2m,
(mP) l-m+1=2-m
X (m )—7“—(2m+27“—1)—|—1—2—7’—2m
xX(mP.) =r—(m+2r—1)+1=2—r—m. u

X (Sr

Do Teorema 3.2.11, a caracteristica de Eiiler do conjunto das superficies geradas pelos
poligonos de n-lados, n < 14, sao mostrados na Tabela 3.2.

3.3 Conjunto das Superficies Geradas por Poligonos

Algumas vezes teremos que identificar conjuntos de superficies onde é possivel realizar
o mergulho de um grafo. Em outras, queremos saber qual é o conjunto das superficies
geradas pelos poligonos com até n lados. A primeira tarefa é simples pois depende da varia-
cdo do género da superficie. J4 a segunda ¢ um pouco mais complicada. E preciso dispor
de uma representagao poligonal unica para cada superficie. Para tal, usamos a forma
minima da Definicao 3.2.3 para identificar os conjuntos das superficies para em seguida
determinar a cardinalidade dos principais subconjuntos especiais destas superficies.
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O procedimento a ser utilizado é o seguinte: particionamos o conjunto das superficies
em subconjuntos conhecidos, relacionamos os seus elementos através dos poligonos de n-
lados representados na forma minima e exibimos férmulas para a cardinalidade de cada
um. O mesmo procedimento serd adotado para os subconjuntos das superficies geradas
pelos poligonos que tém até n-lados.

3.3.1 Definicoes

A fim de relacionar o conjunto das superficies, identificamos os subconjuntos das super-
ficies que podem ser geradas por todos os poligonos com exatamente n lados representados
na forma minima de modo que o conjunto das superficies geradas por poligonos na forma
minima seja a uniao desses subconjuntos.

Seja P o conjunto de todos os poligonos orientados na forma minima. Chamaremos de
conjunto das superficies geradas por poligonos, o conjunto M de todas as superficies
(variedades bi-dimensionais) que podem ser geradas por poligonos em P, isto ¢, M =
{2 =n — lados: n-lados € P} . Serao considerados os seguintes subconjuntos de M:

O ={Q eM:Q éorientada}

O = {Q € M : Q é ndo-orientada}

M, ={QeM:Q=glados=w (), Vqg<n}
N,={Q e M, :Q=qglados=w (), g=n}
Ol ={Q € M,:Q € 0eQ =t-lados, t < n}
OL ={Q e M,:Q e 0eQ = t-lados, t < n}
C ={Q e M:Q écompacta sem bordo}

C ={QeM:Q écompacta com bordo}
CO={QeM:QeCnO}
CO={QeM:QeCnO}
CO={QeM:QecCnO}
CO={0eM:QeCnO}

Usaremos, como notagao, um fndice n nos subconjuntos das superficies, quando qui-
sermos nos referir a um conjunto de superficies geradas por todos os poligonos com n-
lados. Usaremos o indice n e um expoente ¢ para indicar a familia de superficies gerada
pelo conjunto de todos os poligonos de t-lados, ¢ < n. Por exemplo, o conjunto das
superficies compactas orientadas com bordos geradas por poligonos com exatamente n-
lados, serd indicado por C'O,, e o conjunto da superficies compactas nao-orientadas sem
bordos geradas pelos poligonos de t-lados, ¢ < n, serd representado por COY.

O conjunto das superficies N,, pode ser usado para obter uma particao em M, pois
N, =N, & n=q.

Observamos que, se {2 é uma superficie gerada por um poligono de n-lados na forma
minima, entao () serd uma superficie compacta com bordo sempre que n for um inteiro im-

par. Isto decorre do fato de que n-lados terd pelo menos um lado sem o seu correspondente
par.
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3.3.2 Conjunto das Superficies geradas por poligonos com exa-
tamente n lados

Para identificar os elementos do conjunto V,, das superficies geradas por poligonos na
forma minima com exatamente n lados e o mimero desses, usaremos o fato de que todas
as particoes

N, = 0,U0,=C,UC,, 0,N0,=C,NC, =,
0, = C0,uUCO0,, CO,NCO, =2, O,=C0,JUC0,, CO,NCO, =2,
c, = C0,UCO,, CO,NCO, =, C,=C0,UCO,, CO,NCO, =2

sao particoes disjuntas e, portanto, o nimero de elementos de um desses conjuntos é a
soma dos elementos da partigao.

Para efeito de simplificacao escreveremos c.c. para significar ‘caso contrario’ e se ocorre
a condicao n = amod p ou n = bmod p escrevemos a forma simplificada n = a ou bmod p.

Observe que se () € CO,, entao, pelo Teorema 3.2.5, {2 = S ou 2 = mT. Pela Definicao
323, w(S) =aa"! e, w(mT) = arbia; by asboay *by ' - - - abpma; b Y logo S = 2-lados
e mT = 4m-lados. Assim, mT = n-lados se, e somente se, m = 4/n € Z, ou seja, se,
e somente se, n = 0 (mod4). Com isso, podemos afirmar que o conjunto das superficies

compactas orientadas geradas pelos poligonos com exatamente n lados é
CO, ={S},sen=2; CO, ={mT :m >1},se n=4me CO,, = &, c.c. (3.15)
Conseqiientemente, o nmimero de elementos do conjunto C'O,, é
#(CO,)=1,sen=2ousen=0mod4 en #0; #(CO,) =0,c.c. (3.16)

Pelo Lema 3.2.7, as superficies compactas nao-orientadas sao da forma mP. Pela
Definigao 3.2.3, w (mP) = ajaia2as - - - pap,; logo mP = 2m-lados. Assim, mP = n-
lados se, e somente se, m = 2/n € Z, ou seja, se, e somente se, n = 0 mod 2. Portanto, o
conjunto das superficies compactas nao-orientadas geradas por poligonos com exatamente
n lados é

CO, ={mP: m>1}, sen=0(mod2) e CO, = &, c.c. (3.17)
Conseqiientemente, o nimero de elementos de 05n é
#(CO,) =1, sen=0(mod2) e #(CO,) =0, c.c. (3.18)

Como C,, = CO,, U 05n e CO, N 05n = @, entao o conjunto das superficies com-
pactas sem bordos geradas por poligonos com exatamente n lados é a uniao dos conjuntos
indicados em (3.15) e (3.17). Portanto, o nmimero de elementos de C,, é

#(Cp) =0, sen=0o0ul(mod2); #(C,) =1, sen=2(mod4), n # 2

#(Cy) =2, sen=2ou0(mod4) en #0. (3.19)
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A forma geral de uma superficie compacta com bordo é do tipo mf2,.. Algumas vezes,
chamaremos o inteiro m de grau de conexidade de () (ou fator de conexidade) e o
inteiro r, de grau de compacticidade (ou fator de compacticidade) de .

O préximo lema tem como objetivo auxiliar na identificagao do conjunto das super-
ficies compactas orientadas com componentes de bordo, ou seja, este lema é parte da
demonstracao do Teorema 3.3.2.

Lema 3.3.1 Seja mS), uma superficie compacta orientada com bordo. Se mSQ, € CO,
entao Q=S ou Q=T e (n—4m+2) /3 é um inteiro > 1 satisfazendo as condigées:

m = 0(mod3) en=1(mod3), oum=1(mod3) en=2(mod3), ou
2 (mod3) en =0 (mod3)

m

Reciprocamente, se ocorrer uma dessas condigdes existe uma unica palavra na forma mi-
nima w (m$,) tal que w (MSY,.) = n-lados= m,. € CO,,.

Demonstragao. (=) Seja € CO,,. Pelo Teorema 3.2.5 (classificacio de superficies
orientadas), Q2 = S, (caso m = 0), ou 2 = mT,. Mas a forma minima de mT,. ¢

1,1 1,1 1 1 1
w(mT,) = arbyay by - - ambpa,, b, “cidicy cadacy ™ - cro1de_1c, 1 d,

Logo, se n-lados= w (mT), entdao n = 4m + 3r — 2, e portanto, r = (n —4m +2) /3,
V'm > 0.Mas Q € CO, se, e somente se, (n — 4m + 2) /3 > 0 estd em Z; logo, n—4m~+2 =
3q, ¢ > 1. Por outro lado, pondo n sob as formas 3t, 3t+1 ou 3t + 2, resulta nos seguintes
casos:

1) Se n = 3t, r serd um inteiro se, e somente se, m = 3k + 2. De fato,
(n—4m+2)/3=Bt—4Bk+2)+2)/3=t—4k -2 € Z.

Isto significa que m = 3k + 2 e n = 3t se, e somente se, r =t — 4k — 2 € Z. De modo
andlogo, concluimos que

2)Sen = 3t+1l,reZem=3ksr=t—4k+1€Z,
3)Sen = 3t+2,reZem=3k+1<r=t—4kecZ.

(<) Sejam m e n numeros inteiros como no Lema 3.3.1. Considere o poligono de n lados
com n = (4m — 3r + 2) /4. Identificando este poligono com a palavra na forma mfnima
de mT,, obtemos m7T, € CO,,. ]

Teorema 3.3.2 O conjunto das superficies compactas orientadas com bordos em N,, sao
dos sequintes tipos:

(1) Sem =0(mod3) en=1(mod3), isto é, m =3k, n =3t + 1, entdo:

{St4+1,3T1—3, -+, (3k) Ty—sp11, -+ ,3(a—1)T5,(3a) 11}, set =4a
UO _ {St_:,_l,?)ﬂ_g,,"' ,(3]€)7—;§_4k+1,"' ,3(a—1)T6,(3a)T2}, set=4a+1
" {St+1,3ﬂ_3,"' ,(3]{) ﬂ_4k+1,"' ,3(&— 1)T7, (3CL>T3}, set=4a+2
{St+1, 37;5,3, Ty, (3]{?) ﬂ74k+1, ,3 (CL — 1) Tg, (3@) T4} , Se t =4a+ 3.
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(17) Sem =1(mod3) en =2(mod3), isto é, m =3k + 1, n = 3t + 2, entao:
{E74ﬂ747”' 7(3k+1>ﬂ 4k, " " 73(a_2)T87 (CL— 1)T4}7 set=4da
70, = ) AT gy Bk + 1) Tiag, -+, 3(a = 1) T5,(3a) T}, set =4a+1
" {13,474, -+ 3k + 1) Tiap, -+, 3(a— 1) T, (3a) o}, set=4da+2
{T,, AT, 4, ,(B3k+ 1) Ty—yg, -+ ,3(a— 1) T, (3a) T3}, set =4a+ 3;
(171) Se m =2(mod3) en =0(mod3), isto é, m = 3k + 2, n = 3t, entao:
{27_;5_2, 5T;§_G, oty (3]€+2) T;g_4k_2, . (a 2) Tﬁ, (CL 1) T2} , §e t=4a
60 _ {QE_2,5ﬂ_6,"' ,(3k+2) T;g_4k_2," ( )T7, (CL 1) T3},S€t =4a+1
" 12T} 2,5T 6, , (Bk+2) Ty —ap—2,- - ,3(a-2) Ty, 3 (a-1) Ty} , set = 4a+2
{20, 5,5T} 6, -+, (3k+2) Ty_yp—2,--- ,3(a-1)Tx, (3a) T1 } , set = 4a+3.

Demonstragao. Pelo Lema 3.3.1, devemos analisar as seguintes condigoes de con-
gruéncias:

1°) Se m =0 (mod3) e n =1(mod3), entdo m =3k, n=3t+1er =t—4k+1. Por
definicio, CO,, = {mT, € N, :m,r € Z, m>0er > 0}. Como m > 0, os elementos de
CO,, sido definidos conforme atribuamos valores para k = 0,1,2,3---. Além disso, CO,, é
finito e, portanto, k é limitado. Seja k. 0 valor méximo que k assume para definir todas
as superficies mT, de CO,,. Como as primeira superficies desse conjunto sdo obtidas pela
substituicao de £ = 0,1,2,3,-- -, entao,

CO, = {S441,3T}_3,6T; 7, , (3k) Ty_aps1,- - }-

Notamos ainda que o fator de conexidade m € {0,3,6,--- ,3k,---}, enquanto o fator de
compacticidade r € {t + 1,t —3,--- ,t —4k+1,---}. Os elementos deste conjunto estao
em progressao aritmética, na ordem decrescente, com razao 4. Como r > 0, entao Ky
acontece quando t — 4k —2 ¢ minimo em Z* = {1,2,3,---},isto é, 4 <t—4kpax+1 < 1,
condicao equivalente a

(3—1) /4 < —kmax < —t/4 = (t—3) /4 < kyax < t/4.

Como kpax € Z, entao temos que: kyax € A ={(t —3) /4,(t —2) /4,(t — 1) /4,t/4} . As-
sim, devemos identificar para cada t, o nimero inteiro existente entre os quatro elementos
do conjunto A. Portanto, k. ocorre nos seguintes casos

t=0(mod4) = kpax =t/4, t=1(mod4) = kpax=(t—1) /4
t=2(mod4) = kpax = (t—2)/4, t=3(mod4) = kpax = (t —3) /4.

De fato,

1) Set = 0(mod4), entdo: t = 4a = kpax = t/4 = 4a/4 = a € Z. Note que nenhum
outro elemento de A diferente de t/4, pertence a Z, quando t = 4a, pois os numeradores
dos elementos de A sao nimeros consecutivos, e o conjunto de quatro nidmeros inteiros
consecutivos sempre contém um tunico miltiplo de 4. De modo andlogo concluimos os
seguinte casos:
2)Set=1(mod4),entdot =4a+1=kpax =(t—1) /4= (da+1-1) /4 =a € Z;
3)Set=2(mod4),entdot =4a+2 = kpax = (t —2) /4= (da+2—2) /4 =a € Z;
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4) Se t = 3(mod4), entdo t = 4a +3 = kpax = (t —3) /4 = (4a+3-3)/4 =a € Z.
Além do mais, como r =t — 4k + 1, segue que
t=4da=r=4a—4a+1=1, t=4da+2=r=4a+2—-4a+1=3,
t=4da+1=r=4a+1—-4a+1=2, t=4a+3=>r=4a+3—-4a+1=4.
Logo, se m = 0 (mod 3) e n = 1 (mod 3) , isto &, m = 3k, n = 3t + 1, entdo o conjunto das
superficies compactas com bordos, orientadas assume uma das formas de (7).
2°)Se m =1 (mod3) en=2(mod3),entdlom=3k+1,n=3t+2e

r=(n—4m+2)/3=(3t+2—4(3k+1)+2)/3=1t— 4k (3.20)
3°) Sem =2(mod3) en=0(mod3), entao m =3k +2,n=3te
r=Mm—-4m+2)=3t—4Bk+2)+2)/3=1t—4k — 2. (3.21)

Aplicando o mesmo procedimento na demonstragao da parte (7) , nos 2°) e 3°) casos acima,
provamos as partes (ii) e (iii) do teorema. |

A préxima proposicao garante a unicidade dos elementos dos conjuntos definidos nas
partes (i), (i¢) e (#i¢) do Teorema 3.3.2, e estabelece ainda que nao existem elementos co-
muns nestes conjuntos, condi¢oes que nao estao claras na demonstracao. Estes fatores sao
decisivos para relacionarmos univocamente todos os elementos do conjunto das superficies
compactas orientadas com bordos de N,,.

Proposicao 3.3.3 Os conjuntos em N,, sio conjuntos disjuntos.

Demonstragao. Sejam (3k;) T;_a, 2, (3k2) Ty_ar,_2 € CO,, superficies como no Teo-
rema 3.3.2 (i) . Entao (3k1) T3, —ak, —2 = (3ka) Tty —ak,—2, Se, € somente se,

{3]{31:311{32 € {k’lzk’g e

tl —_ 4]€1 — 2 = t2 — 4k2 — 2 tl — t2. (322)

Pode acontecer uma das duas hipéteses. Se estao no mesmo conjunto, entao t; =ty e ky #
ks; logo, por (3.22), (3k1) Ty—4x,—2 € (3ka) Ty_4x,—2 ndo sdo homeomorfas. Por outro lado,
se estao em conjuntos distintos, entao t; # t; e k1 = ko; logo nao devem pertencer a mesma,
classe. Conseqiientemente, todos os conjuntos sao disjuntos. A demonstragao é andloga
para as quatro formas assumidas do conjunto C'O,,, partes (ii) e (iii) do Teorema 3.3.2.
Assim, sao disjuntos os quatro conjuntos de (i), (i7) , e (4i7) . Resta mostrar que (7) , (i7),
e (i41) também sdo, ente si, subconjuntos disjuntos. De fato, suponha que existam duas
superficies iguais m7,, e myT,.,, pertencentes a duas parte diferentes quaisquer (7), (i7),
ou (i4i). Mas se isso ocorresse, os fatores de conexidades m; e my seriam diferentes, um
absurdo. Logo, os conjuntos das partes (i), (i), e (4i7) ainda sdo conjuntos distintos. =

Vimos na demonstragao do Teorema 3.3.2, que o nimero de superficies no conjunto
CO,, éigual a variacdo do inteiro k = 0,1,2,3, - - , kmax. Portanto, este conjunto possui
kmax + 1 elementos, ou seja, |60n‘ = kmax + 1. Conseqiientemente, se a,t sao inteiros
positivos tais que ¢ = a (mod 4), entdo o mimero de elementos de CO,, &,

#(CO,) =a, sen =3t+2,t=4a, oun = 3t, t #4a+ 3;
#(CO,) =a+1,sen=3t+1Vt oun=23t+2,t+#4a, oun=3t,1=4a+3.
(3.23)
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Corolario 3.3.4 Sejam a,t inteiros positivos tais que t = a (mod4). Entdo a cardinali-
dade do conjunto das superficies orientadas em N,, é dada por

#(0,) =1, se n=3t+2, out=4a e a=0;

#(0,) =a#(0,) =a, sen=3tet#4a+3, oun=3t+2et=A4aq;
sen=3tet=4a+3, ousesen=3t+1et#4a+1

#(On) = a+1, sen=3t+2et=4a+1out=4a+ 3;

#(O0,)=a+2,sen=3t+1let=4a+1, ousen=3t+2et=4a+2.

Demonstracao. Como O,, é uma unido disjunta de CO,, e CO,,, portanto disjuntos,

segue das igualdades em (3.16) e (3.23) que

sen =3 (4a) +2 = #(0,) = a, sen=3(4a+2)+1=#(0,) =a+
sen=3(4a+1) = #(0,) = a, sen=3la+3)+1=#(0,)=a+

sen =3(4a+2) = #(0,) = a, sen=3Ma+1)+2=#(0,) =a+

sen =3 (4a+3) = #(0,) = a, sen=34a+2)+2=#(0,) =a+

sen =3(4a)+1=#(0,) =a+1, sen=34a+3)+2=#(0,) =a+
sen=3a+1)+1=#(0,) =a+2, sen=34a+3)=#(0,) =a+1. |

A relacao dos elementos dos conjuntos das superficies compactas nao-orientadas com
bordos geradas por poligonos com exatamente n lados é determinada de forma idéntica
ao caso orientado. Por isso omitiremos as demonstracoes para este caso.

De forma semelhante & demonstracao do Lema 3.3.1, prova-se o seguinte lema, parte
integrante da demonstracao do Teorema 3.3.6.

Lema 3.3.5 Seja mS), uma superficie compacta nao-orientada com bordo gerada por um
poligono de n-lados. Entao Q = P, m,r > 0 e (n—2m+2) /3 é um inteiro maior ou
igual a 1 satisfazendo as condigoes:

m =0 (mod3) en=1(mod3),
m=1(mod3) en =0(mod3), ou
m =2 (mod3) en =2(mod3).

Reciprocamente, se ocorrer uma dessas condigoes, entao existe uma unica palavra na forma
minima w (M) tal que w (M) = n-lados= mQ, € CO,,.

De modo andlogo & demonstragao do Teorema 3.3.2, deduzimos que o conjunto das
superficies NV,, compactas nao-orientadas com bordos, sao como no seguinte teorema.

Teorema 3.3.6 Para cada inteiro positivo n, o subconjunto das superficies compactas
nao-orientadas com bordos em N,, é do sequinte tipo:

(i) Sem =0(mod3) en=1(mod3), isto é, m =3k, n =3t + 1, entéo:

6. — {3P,_1,6P,_3,--- ,(3k) Pr—og, -+ ,3(a— 1) P5,(3a) P}, set=2a
{3F1,6F 3, -+, (3k) Proog, -+ ,3(a — 1) P, (3a) P2}, set=2a+1;
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(1) Sem =1(mod3) en =2(mod3), isto é, m =3k + 1, n = 3t + 2, entao:

66 = {[)15743727"' 7(3k+1)[)1572k7 ,3(0/_2)P4,3(a/_1)P2},S€t:2a
") {P,4AP, 5, ,(3k + 1) P_gp,--- ,3(a— 1) Ps, (3a) P}, se t = 2a + 1;

(149) Se m =2(mod3) en =0(mod3), isto é, m = 3k + 2, n = 3t, entdo:

66 . {2Pt75Pt—27"' 7(3k+2)Pt—2k7 ,3(G_Q>P4,3(CL—1)P2},8€t:26L
" {2pt75pt—2a"' a(3k+2)Pt—2k7 ,3(a—1)P3,(3a)P1},set:2a+1.

Corolario 3.3.7 Todo os subconjuntos de superficies compactas nao-orientadas com bor-
dos, das partes (i), (it) e (iii) do Teorema 3.3.6, sGo conjuntos disjuntos.

Demonstracao. Suponha que €2y, ) € 6(3”. Temos os seguintes casos

M, Qs € (1) = N = (3k1) Pry—ok41 € Qo = (3k2) Pry—okyt1
Ql, QQ - (ZZ) = Ql = (3l€1 + 1) Ptl,le e QQ = (3]{}2 + 1) PtQ,QkQ
Ql, QQ € (ZZZ) = Ql = (3l€1 + 2) Pt1—2k1 e Qg = (3k2 + 2) Pt2—2k2‘

Em quaisquer dos casos, temos que 01 = Qs = k1 = ko e t; = t5. Se 0 e ()y estao
num dos dois conjunto de (7), (i7) ou (i), isto &, quando ¢ é fixo, entdo t; =ty e ky # ko.
Logo, €21 e €25 nao sao homeomorfas. Se 2; e {2y estao em dois conjuntos diferentes de
(1), (i1) ou (7i7) , entdo t; # to, e portanto, {21 e {23 ndo sdo homeomorfas. Resta analisar o
caso em que estas superficies estao em itens diferentes, por exemplo, €y € (i) e Qg € (ii) .
Neste caso, os fatores de conexidade sao sempre diferentes, o que implica k; # ko. Assim,
também nao seriam homeomorfas, o que prova o corolério. [

Observamos na demonstracao do Teorema 3.3.6, que o ntimero de superficie do conjun-
to CO,, ¢ igual a variacio do inteiro k. Se a, t sdo inteiros positivos, tais que ¢t = a (mod 2)
podemos deduzir que o nimero de elementos do conjunto U@n é

#(CO,) =a, sen=3t+1eVt ousen£3t+1,t=2a
5 (3.24)

#(CO,)=a+1,sen#3t+1, t=2a+1.

Como 6n = Cén U U@n e 05n N 65n = @ entdo usando as igualdades em (3.18) e
(3.24) e considerando a, t inteiros positivos tais que ¢t = a (mod 4), podemos concluir que
o numero de elementos do conjunto O,, é

#(0,) =a, sen=3(4a) + 1, t = 4a, ousen=34a+2)+1, t=4a+2 (3.25)
#(0,) = a+ 1, caso contrério. '

A cardinalidade do conjunto das superficies compactas com bordos geradas por poli-
gonos na forma minima com exatamente n lados, pode ser determinada através do seguinte
resultado.
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Teorema 3.3.8 Sen,p € Z,, sio tais quen = 4p+{1,2,3 ou 4}, entao, a cardinalidade
do conjunto das superficies compactas com bordos em N, é:

#(C,) =p, sen=4p+{00ou2}; #(C,)=p+1, sen=4p+ {1 ou3}.

Demonstragao. Nas igualdades (3.23), #(CO,,) ¢ calculado em fun¢ao de um inteiro
positivo a, tal que t = a(mod4) e n = t(mod3). Nas igualdades (3.24), #(CO,) é
calculado em fungdo de um inteiro positivo b, tal que ¢ = b(mod2) e n = ¢ (mod3).
Na primeira situagao, cada inteiro a produz 12 inteiros consecutivos, enquanto no cédlculo
de #(CO,), cada inteiro b produz apenas seis inteiros consecutivos gerados durante o
célculo de #(650 Logo, quando a percorre o conjunto dos inteiros positivos, b assume
os seguintes valores

a 0 1 2 3 S
bl0el|2e3|4eb|6eT | ---|25e2s+1

Assim, no célculo de #(C,,), os primeiros seis n's inteiros produzidos para cada valor
de a, #(CO,,) dependem da relacio b = 2a, enquanto nos tltimos seis inteiros, #(CO,,)
depende da relacao b = 2a + 1. Esta propriedade, igualdades (3.23), (3.24) e pondo n sob
a forma n = 4p + {0,1,2 ou 3} , mostram o desejado. |

O préximo teorema estabelece a cardinalidade do conjunto das superficies N,, gera-
das pelos poligonos na forma minima com exatamente n lados, como sendo obtida da
cardinalidade da unido dos conjuntos C, e C, do Teorema 3.3.8 e da igualdade (3.19),
respectivamente.

Teorema 3.3.9 Sejam n,p € Z,, tais que n = 4p + {0,1,2 ou 3} . Entdo o nimero de
elementos do conjunto N,,, é dado por:

= 0,sen=0

= 2,sen=2

= p+1,sen=4p+{1,2 ou 3}
= p+2, sen=4p.

Demonstracao. Como N,, = C,, UC, e C,, N C, = @, usando o Teorema 3.3.8,
igualdades (3.19) e escrevendo o inteiro n em func¢do de um inteiro positivo p médulo 4,
obtemos o desejado. [

3.3.3 Cardinalidade do conjunto das superficies geradas por poli-
gonos com até n lados

Nesta secao determinaremos o niimero de elementos dos subconjuntos das superficies
geradas pelos poligonos satisfazendo as condigoes: com exatamente n lados, e com até n
lados. Este é um dado importante porque, ao identificarmos um subconjunto de superficies
através da representagao poligonal, a sua cardinalidade nos diz quando devemos parar com
o processo. Lembramos que a representagao poligonal de uma superficie nao é tnica.
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Pela Definigao 3.3.1 (i), o conjunto M,, é composto por todas as superficies geradas
pelos poligonos na forma minima com até n lados. Assim, vamos obter o nimero de
elementos de M,, somando os mimeros de elementos de todos os conjunto Ny, k=1, ..., n.

Teorema 3.3.10 Sejam a;,p € Z., tais que i = 4p + a;, a; € {0,1,2,3}. Seja f :
{0,1,2,3} —{0,1} a funcao definida por f (a;) =1, sea; =0 e f (a;) =0, caso contrdrio.
Entao o nimero de elementos do conjunto M, é dado por:

#(M) =" KZ _4‘“ + 1) (1= f(a) + (Z _40” + 2> f (ai)] . (3.26)

Demonstragao. Temos que M,, = NgUN;UN,U- - -UN,,. Pelos Coroldrios 3.3.3 e 3.3.7
segue que N; N N; # @, Vi # j. Como #(Np) = 0, entao #(M,) = #(N1) + #(N2) +
s+ #(Ny) = D00 #(N;). Se n =1, entao

#) = | (S +1) 4= pa)+ (S 2) 1] = 1= 0w
Suponha por induciio que
#0n) = T (2 1) 0 s + (524 2) £ @) +1- S 0%,
Pela definigio de M,, por indugio e Teorema 3.3.9, segue que
#0e) = 5 | (1) (- F )+ (S 2) Fa)| 1

i=1
Desse modo, a férmula (3.26) é verdadeira para n + 1. |

Z.—(J,i

Lema 3.3.11 As cardinalidades dos subconjuntos importantes de M, sdo:

[n/4] ~ [n/2]
#(CO) =) 1, #(CO = 3 1,
— /4t 4o —~, [n/2] e
#(CO) =3 [=52], #(CO0L) = 3 [22242],
[n/4] /2] ., A /2]
CIED DUES DS TCARS W B )

Demonstracao. As cardinalidades de CO!, e C’é,ﬁ seguem, respectivamente, das
igualdades em (3.16) e (3.23), e implicam na cardinalidade de Cf. Se mf2, é compacta
orientada com bordo, entao r > 1, m > 0 e a forma minima de m71, nos dd: 3r =
n—4m+2 >0 = m < (n+ 2) /4. Conseqiientemente, m € {0,1,2,...,[(n + 2) /4]} . Mas
m nao pode ser (n + 1) /4 e (n + 2) /4, caso contrario, r < 1. Logo, m € {0,1,2,...,[n/2]}.
Como r = (n — 4m + 2) /2 entao

— n/4 —4 2
\Comzz[” {%]7 v .

m=1 3

De modo andlogo, mostra-se a cardinalidade de 65; A cardinalidade de U; resulta da
soma das cardinalidades de CO! e CO!, encerrando assim a demonstracio do Lema. m
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n|co,| Co, |co, co, n |CoO, co, co, co,

11o| S | o % 21| @ 2T, .57, @ 2P_.,5P, 8P, 11P,
218 @ | P % 22| @ S,.37T, 11pP P, 4P, 7P, 10P,
3|9 @ | O P, 23| @ T..4T, @ 3P.,6P, 9P, 12P,

4| T| S, |2P % 24|67 2T,.5T, 2P 2P, .5P,,8P, 11P,
5\o| T, | @ 2P, 2\@ | 8,.3T,.67, @ P,.4P_.,7P; 10P, 13P,

6l | @ |3pP P, 26| @ T,.47T, 3P 3P,,6P, 9P, 12P, 14P,
7\o| S, | o 3P, 27| @ 2T,.5T, @ 2P, 5P, 8P, 11P, ,14P,
sl\z2r| 1, |4P 2P, 28\ S,,.3T,.6T, |14P P, 4P, 7P, 10P, 13P,
9\@ | 21, | @| P,4P, ||29|\Q | T,.4T,.7T, @ 3P,.6P. 9P, 12P, 15P,
0| S, |sP 3P, 30| @ 2T,.5T, 15P 2pP,,.5P,.8P, 11P, 14P,
e | 17, | @| 2pP,5P, \|31|@ | S,.37,6T, | S| P,.4P,,7P. 10P; 13P, 16P,
12\ 3T\ 2T, | 6P| P,4P, |32(8T| T,,.4T,.7T, |I6P 3P,,.6P,.9P, . 12P, 15P,
13| @ |S;.3T,| @ | 3P,.6P, |33|@ | 2T,.5T,.8T, | @| P, .4P,.7P, 10P, 13P, I6P,
4\ o | T, |7P| 2P,5P, ||34|9 | S,37,6T, |I7P 3P, .6P, 9P, 12P, 15P,
15\ @ | 21, | @|P,.4P,.7P, ||35|@ | T,,.47..7T, | @| 2P, .5P,.8P..11P,  14P, . 17P,
16\ 4T\S,,3T,| 8P| 3P,.6P, ||36|9T| 2T,,.5T,8T, |18P| P,.4P,.7P, 10P, 13P, 16P,
17| @ \T, . 4T,| @ |2P,.5P,.8P,\|37| D |S,,.3T,.6T,.9T,| @ | 3P, .6P, 9P, 12P, 15P, 18P,
18| @ | 2T, |9P | P, 4P, 7P, |\|38|@ | T,,4T,.7T, |19P| 2P,.5P, . 8P 11P, 14P, I17P,
19| @ |S..3T,| @ |3P,.6P,.9P,||39|@ | 2T,,.5T,.8T, | @ |P,,.4P, .7P,.10P, 13P; ,16P, 19P,
20| 5T\T,.4T,|10P | 2P, 5P, 8P \|40110TS,,.3T,,.6T,.9T,|20P| 3P,,.6P,, 9P, 12P; 15P, 18P,

Tabela 3.3: Subconjuntos das superficies geradas pelos poligonos com exatamente n lados

Coroldrio 3.3.12 As cardinalidades dos subconjuntos O e Ot de M, sdo:

#O) =" [ —am+2) /341 e #(O) =3 {[n—2m+2) /3 +1}.

m=0
Demonstragao. Basta somar as cardinalidades de CO}, e CO?! no Lema 3.3.11 e as
cardinalidades de CO? e CO! no Lema 3.3.11. u

Teorema 3.3.13 A cardinalidade do conjunto M, das superficies geradas por poligonos
com até n lados, é dado pela férmula

|M,| = Z:/j {[(n—4m+2) /3] + 1} + Z:/j {l(n—2m+2) /3] + 1}, Vn.

Demonstragao. Temos que M, = O%, U 0L = COL U COL UTOL UTO!. Como sio
disjuntos, entao | M,| = |COL| +|COL| + [COL| + [COL|. A substitui¢io desses valores no
Lema 3.3.11, fornece o desejado.

[

O Teorema 3.3.13 fornece a cardinalidade do conjunto de todas as superficies que
podem ser geradas por poligonos de k lados 1 < k£ < n.

Os resultados da Se¢ao 3.3.2 permitem relacionar na Tabela 3.3 o conjunto das super-
ficies geradas pelos poligonos de n-lados na forma minima, 1 < n < 40 e, na Tabela 3.4, a
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quantidade de superficies existentes em cada subconjunto de N,, e de M,,. Na Tabela 3.3,
relacionamos, para cada 1 < n < 40, as superficies geradas pelos poligonos de n-lados na
forma minima pertencentes aos seguintes subconjuntos: a 1%coluna contém as superficies
de C'O,,, conjunto das superficies compactas orientadas; a 2*coluna contém as superficies
de CO,, conjunto das superficies compactas orientadas com bordos; a 3“coluna contém
as superficies de C'O,,, conjunto das superficies compactas nao-orientadas e, a 4“coluna
contém as superficies de CO,,, conjunto das superficies compactas nao-orientadas com
bordos. A uniao desses conjuntos é igual a N,, o conjunto de todas as superficies que
podem ser geradas pelos poligonos na forma minima com exatamente n lados. Os ele-
mentos de NV,, estao na n-ésima linha da Tabela 3.3 e os elementos de M, encontram-se
nas k-ésimas linhas, 1 < k < n, da Tabela 3.3.

Na Tabela 3.4, para cada 1 < n < 40, a n-ésima linha é composta pelas cardinalidades
dos seguintes subconjuntos: nas 8 primeiras colunas encontram-se as cardinalidades dos
subconjuntos das superficies que sao geradas pelos poligonos na forma minima com exata-
mente n lados; a 9%coluna contém a cardinalidade do conjunto N,, e, nas demais colunas,
constam as cardinalidades dos subconjuntos das superficies geradas pelos poligonos na
forma minima com até n lados, sendo a ultima coluna, a cardinalidade de M,,, conjunto
que relaciona todas as superficies geradas pelos poligonos na forma minima com até n
lados.
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Tabela 3.4: Cardinalidade dos subconjuntos de superficies em N,, e em M,
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Capitulo 4

Consideracoes sobre o Grupo de
Homologia de Superficies Compactas

Estamos interessados em identificar uma estrutura algébrica que esteja relacionada
com o mergulho de um canal discreto sem memoéria em uma superficie compacta. Como
todo canal discreto sem memoria estd associado a um grafo, o mergulho deste sobre uma
superficie pode ser visto como parte de um complexo simplicial orientado - veja Figura
7.1. Um complexo simplicial orientado sobre uma superficie é uma triangulagao que pode
ser identificado como um circuito elétrico. As relagoes triviais que compoem a presentagao
incial do primeiro grupo de homologia sao obtidas de forma semelhante quando sem aplica
a Lei de Kirshorff nas componentes de bordos de cada tridngulo do circuito elétrico.
Com isso, concluimos que a forma mais natural de associarmos a estrutura algébrica da
superficie, na qual ocorre o mergulho, serd através do primeiro grupo de homologia desta
superficie via complexo simplicial. O objetivo é entao identificar o primeiro grupo de
homologia de uma superficie gerada por um poligono.

Giblin, em [12], descreve detalhadamente o processo de cdlculo do grupo de homologia
de uma superficie através do método desenvolvido por Betti, isto ¢, o método do complexo
simplicial orientado sobre um modelo plano da superficie, superficie esta gerada por um
poligono de n-lados.

A forma poligonal adotada serd a da representagao de uma superficie através de um
poligono de n-lados na forma minima, estabelecido na Definicao 3.2.3. No lugar de um
complexo simplicial orientado, usaremos o diagrama triangular central estabelecida na
Definicao 4.3.1. Apesar de nao satisfazer todas as condi¢oes de um complexo simplicial
orientado, o diagrama triangular central produz o mesmo resultado do complexo simplicial
orientado, quando usado no célculo do primeiro grupo de homologia de uma superficie
compacta.

O primeiro grupo de homologia de uma superficie serd estabelecido, no caso orientado,
em funcao do género da superficie e do niimero de componentes de bordo e, no caso nao-
orientado, serd determinado em funcao do grau de conexidade' da superficie e do mimero
de componentes de bordo.

1O grau de conexidade ou fator de conexidade de uma superficie {2 é o valor de m quando ()
encontra-se sob uma das formas: Q = mT, ou Q = mP,.

95
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Para alguns dos subconjuntos das superficies estabelecidos na Subsecao 3.3.1, iremos
determinar o primeiro grupo de homologia.

4.1 Canal Discreto Sem Memoéria e Grupo de Ho-
mologia

Neste capitulo iremos considerar a relacao existente entre o processo de céalculo do
primeiro grupo de homologia de uma superficie através do método do complexo simplicial
orientado de Betti e a estrutura do cédigo usado num sistema de transmissao de sinais
para controle de erro do canal.

A mensagem recebida nem sempre coincide com a mensagem transmitida. Neste caso,
diz-se que o canal introduziu erros. O controle dos erros introduzidos pelo canal é feito
através da implementagao de um sistema de codifica¢ao/decodificagao, cuja fungao é re-
cuperar a mensagem enviada ao canal. Em um sistema de comunicacoes, a informacao é
codificada sob a forma de uma seqiiéncia de bits u, estes sao modulados e enviados através
do canal. No receptor, o sinal recebido é composto do sinal mais o ruido, isto é, u +r. O
objetivo é identificar a seqiiéncia enviada u.

A priori, duas estruturas algébricas sao implementadas num sistema de transmissao de
sinais. Um conjunto com uma estrutura de grupo, anel ou corpo é usado no sistema codi-
ficagao/decodificagao e, na modulac¢do/demodulagao, os sinais de transmissao geralmente
estao vinculados a grupos de isometrias.

De um modo geral, os cédigos corretores de erros sao conjuntos formados por seqiién-
cias de digitos de um alfabeto g-drio munidos de uma estrutura algébrica (sistemas de base
q) - a base bindria é evidentemente a mais usada. Na modulagao, os elementos do alfabeto
do cédigo sao associados a sinais de um espaco euclidiano n-dimensional, espaco hiper-
bélico ou outro qualquer - quando possivel, estes sinais sao distribuidos uniformemente
formando um conjunto de sinais geometricamente uniforme [11].

Aparentemente, nao existe nada em comum entre as estruturas algébricas dos sistemas
codificagao/decodificagdo e modulagao/demodulagio. Na pratica, foi constatado que a
funcionalidade do sistema depende da forma de escolha dessas estruturas. Loeliger, em
[25], estabelece as condigbes para o casamento de um conjunto de sinais a um grupo de
tal forma que resulte em uma constelacao de sinais geometricamente uniforme. Neste
caso, cada elemento do alfabeto do cédigo estd associado a um elemento do conjunto de
sinais e o rotulamento desses sinais é realizado através da agao do subgrupo do grupo de
simetrias do conjunto dos sinais.

Nao descarta-se o uso de uma constelacao que nao seja geometricamente uniforme, sé
que, neste caso, o processo de decodificacao torna-se bem mais complexo. Sao familiares as
tesselacoes do plano euclidiano e hiperbélico. Por exemplo, sabemos que o plano euclidiano
s6 pode ser tesselado por tridngulos, quadrados ou hexdgonos. No plano hiperbdlico
infinitas sdo as possibilidades. Por outro lado, os cédigos de Slepian (versao n-dimensional
do m-PSK) sdo tais que os sinais encontram-se distribuidos uniformemente na superficie
de n-esferas, enquanto que as modulagoes do tipo QAM (do inglés Quadrature Amplitude
Modulation) os sinais, topologicamente, encontram-se sobre toros.
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O uso de codificagao e modulacao em um sistema de transmissao de sinais, é um fator
preponderante para o desempenho do sistema. Por um lado, a estrutura algébrica usada
no processo de codificacao nos d4 a informacao a respeito da capacidade de correcao de
erro e, por outro, ela deve ser compativel com a estrutura geométrica do processo de
modulagao/demodulagao.

A estrutura algébrica associada a cada um dos blocos componentes de um sistema
de transmissao de sinais estd relacionada de forma bastante natural com o grupo de
homologia da superficie associada a cada um dos referidos blocos.

Ora, o grafo GG associado a um canal discreto sem memoria é um grafo completo bipar-
ticionado ou um subgrafo deste. Mergulhando-o numa superficie {2 como um mergulho de
2-células, temos um modelo sobre a superficie formado por regioes com um niimero par
de lados maiores ou iguais a quatro, ou seja, sao regioes do tipo quadréticas, hexagonais,
octogonais, etc. Podemos decompor cada regiao desta em subregioes triangulares, tracan-
do diagonais entre os vértices, até obter um complexo simplicial orientado sobre €2, e com
isso calcular o primeiro grupo de homologia de 2, H; (2). Como o mergulho de G nao é
todo o complexo simplicial, entdo G gera apenas um subgrupo H' de H; (2). Certamente
que H' é a estrutura algébrica que melhor descreve o comportamento do canal, sé que
nao é facil identificd-lo. Mas nada nos impede de usar o préprio H; (£2) como fornecedor
de cédigos corretores de erros, entao serd esta a nossa proposta de escolha do grupo que
ir4 fornecer, com o mesmo processo em [11], a estrutura algébrica a ser utilizada pelos
codigos corretores de erros.

4.2 Procedimento para o cilculo de H; (1)

Nesta secao, fornecemos instrugoes que permitem calcular o primeiro grupo de homolo-
gia de uma superficie, mostramos esta construcao através do cédlculo do primeiro grupo
de homologia da superficie de Klein e exibimos uma propriedade que identifica os ciclos
geradores deste grupo. Além disso, fornecemos relagoes importantes nos elementos de um
complexo simplicial orientado e construimos um diagrama triangular central sobre uma
superficie que permite simplificar o cdlculo do grupo de homologia.

4.2.1 Algoritmo para o cdlculo de H; (1)

Apresentaremos um resumo do método para o calculo do primeiro grupo de homologia
de uma superficie descrito em [12], na forma de instrugoes seqiienciadas, enunciadas nos
seguintes passos

Célculo de H; ()

O primeiro grupo de homologia H; (£2) de uma superficie €2, é determinado da seguinte
forma:

(a) Construa um complexo simplicial orientado & sobre o poligono orientado de n-lados
de 2
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Construa uma drvore maximal 7 sobre R;

Determine o conjunto Z; dos 1-ciclos z*’s associados aos 1-simplexos e’s ¢ 7 (cada
2" & determinado de modo tinico);

Encontre as relagoes de bordos de cada 2-simplexo de R, em funcao dos elementos
de Z;: sao relagoes dos tipos 2! = 0, 2! + 22 = 0 ou 2! + 22 = 23 = 0, as quais
denominaremos de relacoes dos tipos Fi, F» ou FEjs, respectivamente. O conjunto
dessas relagoes definem uma presentagao P para Hi (£2);

Em P, faca todas as substituigoes possiveis de varidveis:

(i) nas relagoes do tipo 20 = 22 = .- = 2 ) < iy < --- < i, substitua, em
Ej3, cada elemento do conjunto 22, 2% - - - 2" pelo elemento de menor indice 2",
obtendo um sistema Pq composto somente por relagoes do tipo Ej;

(1) nas relagoes do tipo z* = 22 = ... = 2% = (, considere 2,2, --- 2" como
elementos neutros e nao os inclua em Pq, pois todo 2" tem esta caracteristica;

Calcule postoPq, nimero de varidveis var Pq e determine a dimensao do espaco
solucao de Pq: dim P = var Pq — posto Pa;

Encontre as relagoes do tipo: §;¢" = 0,85¢° = 0,--- ,6,0" = 0;
A presentagao final do Z;/B; sera
<¢17 ¢25 ¢37 ¢47 ¢57 T ¢7‘L—2, ¢n_17 ¢n7 61¢1 - 07 62¢2 - 07 e 76k¢k - 0>

onde By = {d)l, PP, ¢"} ¢ o conjunto das varidveis livres de Pq (n =
dim Pg);

Assim, o primeiro grupo de homologia da superficie €2 serd dado pelo isomorfismo
H (Q)=2Zs @ ©Ls, LD --- DL,

onde existem n — k Z’s, isto é, posto Z1/B; = n — k.

A presentagao do primeiro grupo de homologia pelo método de Betti, é composta por
relacoes triviais do tipo 2! + 2%+ 23 = 0. Diremos que a relacao ¢ do tipo Ej se, e somente
se, o primeiro membro da relacao possui exatamente ¢ termos diferentes de zero. Por
exemplo, z! = 0, 2! + 22 = 0 e 2! + 22 + 2 = 0 sdo relagoes dos tipo Ei, Ey e Fj,
respectivamente.

4.2.2 Exemplo de aplicagao: Garrafa de Klein

A garrafa de Klein K tem como palavra na forma minima, w (K) = aba™'b. Logo,
é gerada por um poligono de 4-lados. Consideremos vy e v; como vértices do poligono de
4-lados e os demais vértices como componentes da triangulacao K sobre K. Os nimeros
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Figura 4.1: Complexo simplicial orientado K sobre a garrafa de Klein

de 0-cadeias, 1-cadeias e o nimero ciclotomético da triangulacao sobre K, mostrada na
Figura 4.1 sao, respectivamente,

ap(R) =12, oy (R)=36 ¢ p(R) =1 (R) —ap(R)+1=36—12+1 = 25.

Seja 7 o subgrafo em vermelho sobre o complexo K da Figura 4.1. Evidentemente, 7°
¢ uma arvore maximal sobre R.
Em particular, as 1-cadeias de K, que nao estao sobre 7, sao:

4 10 11 17 19 20 21 .22 .23 27 29 _31 _32 .33 34 35 36
,er e e }

{61762763;676176 T, e, e, e, e, e, 6,6 ,6,60,€

Os caminhos conexos no complexo simplicial orientado K , na Figura 4.1, que deter-
minam cada 1-ciclo z* associados ao uinico lago I* sobre o grafo 7 + €’, sao

=el+eS+eb, 22=e2—ef—€® B=e—eB—e" 2t =et+e" + b

23— P B0 28 I8 9 B4 B T o8 L9 L 18 (28 30
25 =3 e el 09 8 T 236 =36 1% L f e f e84 +el® e
Usando o Lema 4.2.1, obtemos:

Oy (t1) = et + b —el%=21 — 210 9, (1?)=€? — €0 — €5 = 22,0y (t3)=€b + " — el = —211
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B (119) = €2 + €32 4 ¢t = 228 4 232 4 21 9, (1) = 29 — €33 — 32 = 229 ;33 _ ;32

O (121) = €3 + €3 + 3 = 238 4 234 4 23 9, (1) = 30 — 3 — 3 = 2% _ ;3

By (123) = €35 4 €36 — el = 235 4 236 _ ;1 9, (124) = ¢3! — 2 — 36 = 231 _ ;2 _ 36,
Logo, os geradores de Z; (R) e suas relagoes triviais sao dados pela seguinte presentagao
(21,22, 23, 24, 210 oo 16 J1T L19 .. 123 27 129 31 .52 33 ;34 35 136 52 _ o3

— M 12 20 27 29 1 10 4 13 17 21 13,22 _ 19,23
21 2T 22 81 35 34 12 T 16 10 4 14 19 11 15 14

o154 16,20 _ .23 4 32 4 4 20 33 .32 .33 4 34 .3 _ .35, .36 _ .1
L )

As relacoes triviais formam um sistema linear homogéneo nas varidveis 2*’s. Este sistema
é equivalente a

52,3 Ll 12 14 15 16 1T .20 21 27 29

Plm p10 = 519 528 032 033 _ 034 35 4 13 22 31 _ .36

24 2B 4 232 = - 235 36—,

Portanto, substituindo as primeiras relacoes nas duas ultimas igualdades, a presentacao
do grupo Z;/B; (R) é equivalente a

<zl, A5 A A= 2 = O> o~ <z4, 2322 (—z4 — z32) = O> .

Conseqiientemente, o primeiro grupo de homologia da garrafa de Klein é, pelo Corolario
4.4.2, isomorfo a soma direta de Zy com Z, isto é, Hy (K) = Zy @ Z.

Como conseqiiéncia do célculo de H; (K), apresentaremos a seguir algumas consi-
deragbes sobre o célculo de H; ().

A primeira propriedade que se tornou evidente no calculo de H; (2) e que torna o
célculo dos 1-ciclos z%’s de Z; bastante simples, é enunciada na forma do seguinte resultado.

Proposigao 4.2.1 Sejam K uma triangulacao sobre uma superficie 2 e T uma drvore
maximal sobre K. Se t ¢ um 2-simplero de R, tal que Oy (t) = +e! + €? + €, entao
Dy (t) =X 42" se et ¢ T, onde 2 é o tinico 1-ciclo associado ao sub-grafo T + €.

A Proposicao 4.2.1 nao deve passar desapercebida para quem calcula os ciclos por este
processo, portanto ela provavelmente foi identificada e demonstrada pelo préprio criador
do processo, isto é, Betti.

Observacao 4.2.2 E importante destacarmos as sequintes particularidades de um com-
plexo simplicial R sobre uma superficie 2:

1) Um subgrafo 7 de um grafo G é uma drvore maximal se 7 é um caminho conexo
que passa por todos os vértices de G [12]. Em particular, um complexo simplicial K
sobre uma superficie €2 é um grafo;

2) Na realizagdo geométrica de ) os vértices de K tém como propriedades:

(i) Cada vértice de K no interior do poligono de n-lados corresponde a um unico
vértice de K no modelo espacial de §2;
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(b) Um vértice de K no modelo espacial de ) correspondente a vértices do bordo
do poligono de n-lados representa, pelo menos, dois vértices deste;

3) Se V; é o conjunto dos vértices do bordo do poligono de n-lados com o mesmo rétulo

i, entao a drvore maximal 7 sobre K, deve sair apenas de um unico desses vértice
de V.

4.3 Diagrama Triangular Central sobre uma Super-
ficie

Na Secao 4.3.1, fixaremos um diagrama triangular central ¥ sobre uma superficie €2 e
determinaremos invariantes em ¥ que compoem um conjunto de informagoes preliminares
fundamentais na identificagao de H; (£2), tais como, o nimero de componentes da drvore
maximal X sobre ¥, o nimero de 2-simplexos de ¥, a quantidade de rétulos distintos dos
1-simplexos de ¥ e o nimero das 1-cadeias ou varidveis da presentagao Pgq.

O objetivo é definir um complexo simplicial orientado sobre uma superficie com o
menor nimero possivel de vértices e lados. O diagrama triangular cental da Definigao
4.3.1 minimiza os nimeros de vértices e lados em uma superficie compacta sem bordo.
Quando com bordo, esta minimizagao s6 ocorre se todos forem isolados.

Observe que os complexos simpliciais &; e K2 da Figura 4.2, sobre o modelo plano
da soma conexa de cinco toros, encontram-se sobre poligonos de 20-lados e o nimero de
vértices ap ( ), de lados a4 () e nidmero ciclotomético p () sdo, respectivamente,

(7)) (.ﬁl) = 42, a1 (.ﬁl) = 150, 2 (ﬁl) = (.ﬁ1> — Q) (.ﬁl) —+ 1 =110.
Q) (ﬁg) = 22, (651 (ﬁg) = 907 % (ﬁg) = (Rg) — (ﬁg) +1= 70.

Segundo estes dados, no célculo do primeiro grupo de homologia do 5T a partir de £,
terfamos que determinar 109 1-ciclos que iriam gerar o grupo Z;/B; (&;) e 100 relagoes
triviais, sendo: 18 do tipo Fj3, 24 do tipo Fs e 58 do tipo F;. A partir de K,, precisariamos
achar os 69 1-ciclos geradores do grupo Z;/B; (R2), 60 relagoes triviais, sendo: 19 sao do
tipo Es3, 40 sao do tipo Es e 1 do tipo E;. Comparando os dados, observamos uma
diminuicao acentuada em R, no mimero de relagoes do tipo F;, uma pequena redugao
nas relagoes do tipo Es, enquanto as relacoes do tipo F3 permanecem estdveis. O certo
é que nao conseguirfamos diminuir este nimero, porque a palavra que identifica o 57
na Figura 4.2, encontra-se em sua forma minima, e portanto, nao existe um poligono de
n-lados que gere o 5T com menos de 20 lados. O outro motivo é porque nao existem
vértices de Ry sobre os lados do poligono diferentes dos vértices do poligono de 20-lados.

Motivados pela reducao das relacoes E; e F5 no complexo Ky da Figura 4.2, procuramos
determinar uma triangulacao sobre uma superficie que minimizasse as relagoes triviais da
presentacao do grupo de homologia. Chegamos ao seguinte complexo.

Definicao 4.3.1 Chamamos de diagrama triangular central T sobre uma superficie
Q, a triangulacao sobre o poligono de n-lados de ) formado por n+1 vértices, um central
e os n vértices do poligono, e 2n lados, os que saem do vértice central até os vértices do
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Figura 4.2: Complexos simpliciais sobre o 5T

poligono e os lados deste. Cada lado formado pelo segmento de reta unindo o vértice do
poligono ao vértice central, serd denominado de raio de %.

Exemplo 4.3.2 A triangulagdo mostrada na Figura 4.3 é um diagrama triangular central
sobre o 5T. A drvore maximal X sobre T é formada por um unico raio. Isto vale para o
diagrama triangular central sobre o m1T e o mP.

No diagrama triangular central sobre o 57, da Figura 4.3, temos: «y(K) = 21,
a; (K) = 30 e o nimero ciclotométicode ¥ é p (T) = oy (K)—ap (K)+1 = 30—214+1 = 10.
Além do mais, o nimero de relagoes triviais é dado por: |Ey| =0, |Ey] =2 e |Es| = 18.
Veja que o nimero de relagoes F3 ¢ o mesmo dos complexos da Figura 4.2.

Comprovamos ainda que se ¥ é um diagrama triangular central sobre uma superficie
(2, entao uma arvore X sobre T nao passa por mais de dois raios consecutivos de ¥, caso
contrario, X teria um laco, perdendo a sua condi¢ao de drvore. A préxima proposigao
caracteriza o tipo de drvore de um diagrama triangular central.

Proposicao 4.3.3 Toda drvore maximal X sobre um diagrama triangular central T é
formada por raios com nimero igual ao nimero de vértices sobre o modelo espacial de €,
que sao 1magens dos vértices do bordo do poligono de n-lados de §2.

Demonstracao. De fato, T estd definida sobre um poligono de n-lados na forma
minima representante de €2. Como w (£2) ¢ tinica entdo o nimero de vértices do bordo do
poligono de n-lados é constante. A transformacao geométrica do poligono de n-lados em
(2 também é tinica. Assim, os pontos sobre () que sao imagens dos vértices do bordo do
poligono de n-lados também sao tnicos por esta transformagao. Logo, sao constantes e,
pela Observacao 4.2.2, é igual ao nimero de raios de X. [
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Figura 4.3: Diagrama triangular central sobre o 5T

Proposicao 4.3.4 Seja ¥ o diagrama triangular central sobre uma superficies {1 = n-
lados. Se X é uma drvore maximal sobre ¥ que passa por r raios de T. Entdo:

(¢) se nenhum desses raios sdo consecutivos, entdo |Ei| =0, |Ey| =2r e |Es| =n—2r;
(77) se dois deles sdo consecutivos, entdo |Ey| =1, |Ey| =2(r—1) e |Es| =n —2r.

Demonstracao. A Figura 4.4 resume todas as situacoes possiveis de escolhas de
uma arvore maximal X sobre ¥. Entao a contagem das relacoes triviais nos diagramas
triangulares centrais (a) e (b) da Figura 4.4, fornecem, respectivamente, as igualdades (7)
e (i) . |

Observe que, pela Proposicao 4.3.4, o nimero de relagoes triviais do tipo Fs3 é sempre
igual a n — 2r, onde n é o nimero de lados do poligono de n-lados de €2 e r é o nimero de
raios da drvore maximal X. Portanto, o nimero de relagoes triviais F3 de um diagrama
triangular central T sobre uma superficies {2 nao depende da drvore maximal X sobre ¥.

Proposicao 4.3.5 O diagrama triangular central € é uma triangulacao sobre o modelo
plano de Q0 que minimiza o numero de relagoes triviais do tipo Fs5 e pode minimizar as

relagoes do tipo Ey e Ey conforme escolhamos, respectivamente, as drvores maximais sobre
% das formas (a) ou (b) da Figura 4.4.

Demonstragao. Suponha que exista um diagrama triangular ¥’ sobre €2 que minimiza
as relacoes triviais. Como o niimero de relacoes triviais depende do niimero de 2-simplexos
e este ¢ igual a n, entdao ¥’ devera ter menos tridngulos que T. Logo ¥’ tem menos vértices
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Figura 4.4: Relacoes triviais sobre um diagrama triangular central

que T. A primeira opgao ¢é eliminar um vértice do bordo do poligono de n-lados de €2 para
obtermos ¥'; logo (n-1)-lados = (2, o que é um absurdo, pois T’ estd sobre um poligono
de n-lados associado a uma palavra na forma minima. Ao tirarmos um vértice estamos
eliminando um lado do poligono de n-lados, com isso, a superficie ganha um bordo, se
eliminarmos um lado de um par, ou perde um bordo se eliminarmos um lado isolado. Se
retirarmos o vértice central, os trés vértices de cada 2-simplexo de ¥’ estariam sobre o
bordo, neste caso ¥’ nao seria um diagrama triangular central. Conseqiientemente, ¥ é um
diagrama triangular central com as condicoes de minimalidade descritas na proposicao.
|

Proposicao 4.3.6 Seja ¥ o diagrama triangular central sobre uma superficie (). Se T —
(a) (¥ — (b)), indicam as relagdes triviais da triangulagdo (a) (triangulagio (b)) da Figu-
ra 4.4, entao o numero de relagoes triviais é dado por

By = 0, se T — (a) 1By = 2r, se ¥ — (a) IBy| = dm-5r + 2, se Q = mT,
U7 LseT—(b), "2 2r-1,se T — (b)), TP T 2m-br +2,5eQ = mP,.

Demonstracgao. As relagoes triviais dos tipos F; e Fs s6 dependem dos 2-simplexos
que possuem lados sobre X; logo, pela Observacao 4.2.2, sé6 depende do nimero de com-
ponentes de bordo, pois cada componente de bordo tem rétulo diferenciado. As palavras
nas formas minimas w (m7,) e w (mP,) estao associadas a poligonos de n-lados tais que
n=4m—3r+2 e n = 2m — 3r + 2, respectivamente. Estas igualdades e as do Teorema
4.3.4, mostram o desejado. [

4.3.1 Relagoes do diagrama triangular central

Um diagrama triangular central é uma triangulacao sobre o modelo plano da superficie
que minimiza, em superficies compactas sem bordos e com bordos isolados, o nimero de
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relacoes triviais da presentacao do primeiro grupo de homologia H; pelo método de Betti
[12].

Seguindo a notagao da Se¢ao 4.4, denominaremos o conjunto de m-simplexos, m = 1, 2,
de um complexo simplicial sobre uma superficie €2 pela seguinte notacao

Li(Q) = {61,62,~-~ ,eh} e Ly () = {tl,t2,~-~ ,t”}.

No que segue, T serd sempre um diagrama triangular central sobre uma superficie com
arvore maximal X que nao passa por dois raios consecutivos.

Proposicao 4.3.7 Uma drvore maximal em um diagrama triangular central T sobre uma
superficie ) é constituida pelos sequintes nimeros de raios (1-simplezos):

2,5 2=S5 ouS;
IRl =< 1, se Q=mT oumP
r, se Q =mT, ou mP,.

Demonstragao. Uma drvore maximal sé passa por um unico raio de um conjunto
de raios cujos vértices no poligono de n-lados tém o mesmo rétulo. Portanto, o niimero
de componentes de T ¢é igual ao niimero de rétulos distintos dos vértices do poligono de
n-lados e, pela Proposigao 3.2.4, segue o enunciado. [

Proposicao 4.3.8 Num diagrama triangular central T sobre uma superficie ) o nimero
de 2-simplexos é:

4m, se Q =mT

2m, se ) =mP
Ly(Q)=<¢ 3r—2,s5Q=25,

dm + 3r — 2, se Q =mT,

2m + 3r — 2, se Q = mP,.

Demonstracgao. De fato, numa diagrama triangular central o niimero de 2-simplexos
é igual ao nimero de lados do poligono de n-lados, e como estd na forma minima, basta
calcular n em fungao de m e r para se obter o desejado. [

Proposicao 4.3.9 O niumero de rétulos distintos dos 1-simplexos de um diagrama trian-
gular central T sobre uma superficie {2 é

6m—1, se Q=mT
3m—1, se Q =mP

L1 ()| =<¢ 4r—3, se Q2 =S5,
6m + 4r — 3, se Q= mT,
3m + 4r — 3, se QQ = mP,.

Demonstragao. O nimero de 1-simplexos com rétulos diferentes de € é igual ao
nimero de rétulos distintos dos lados do poligono de n-lados mais o nimero de raios de
T que nao passam pela drvore maximal X. Se {2 = n-lados na forma minima entao, pela
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Proposicao 4.3.8, temos que:

Ly (mT)|=n/2+n—1=4m/24+4m —1=6m — 1,

|Ly (mP)|=n/24+n—1=2m/2+2m —1=3m — 1,

1L (S =Q2@r—-1)+1)+(n—r)=2r—1—7r+3r—2=4r — 3,

|Ly (mT)| = (4m/2+2(r—1)+1)+4m+3(r—1)+1—r =6m+4r — 3,

|Ly (mP.)| = 2m/2+2(r—1)+1)+2m+3(r—1)+1—r=3m+4r—3. |

As superficies S e S; s@o as unicas excegoes para as condigoes das Proposigoes 4.3.8 e
4.3.9, afirmacoes facilmente comprovadas nos diagramas triangulares centrais mostrados
na Figura 4.5, pois Ly (S) = 2, Ly (S1) =3, L1 (S) =1 e Ly(S1) = 3. J&d que Ly (P) =
2=3-1—1e Ly (P)=2=2-1, entdo a superficie P satisfaz as condi¢oes das Proposigdes
4.3.8 € 4.3.9.

Figura 4.5: Diagramas triangulares centrais sobre S, S; e P

Proposicao 4.3.10 Seja P a presentacao de Hy () apds as substituicdes das relagoes
de E5 em E5 da presentacao P. Entao o numero de 1-cadeias ou variduveis de Pq é:

6m — 3, se Q=mT

3m — 3, se Q) =mP
varBo =< 2r—3,se Q=S5,

6m +2r — 3, se Q=mT,

3m+2r —3, se Q=mbPb,.

Demonstragao. O nimero de varidveis da presentacao Pq ¢é igual ao nimero de
1-simplexos rotulados menos o nimero de relacoes do tipo FEs, pois cada substituicao de
uma relacdo de Fy em Ej, elimina uma varidvel. Sendo assim, varBq = |L1 ()| — | E2| .
Mas X é uma drvore maximal que ndo passa por dois raios consecutivos. Logo, |Fy| = 2r
(veja Proposicao 4.3.4(7)). Esta igualdade, mais os resultados do Lema 4.3.9, mostram a
proposicao. [ |

Lembramos que se uma arvore maximal X sobre um diagrama triangular central nao
possui dois raios consecutivos, entao o nimero de relagoes triviais do tipo E; é zero, sobre
mT ou mP, produz apenas duas relagoes triviais do tipo Ey (Proposicao 4.3.4).

4.4 Grupo de Homologia de Superficies Compactas

O Teorema 4.4.1 e o Coroldrio 4.4.2 identificam o tipo de presentacao dos grupos
abelianos finitamente gerados, contexto no qual se enquadra o primeiro grupo de ho-
mologia de uma superficie. Em seguida, particularizamos o teorema para o caso H; ()
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calculado em funcao do diagrama triangular central ¥ com a drvore maximal X. Na Figura
4.6, exibimos um diagrama triangular central ¥ com drvore maximal X que nao passa por
dois raios consecutivos de ¥ para cada superficie 27, S3, 273,4P;, e 4P, representantes
das familias do conjunto das superficies do conjunto Ml ={mT, S,, mT,., mP,,mP}, com o
objetivo de mostrar como sao os tipos de diagramas triangulares centrais nessas familias
de superficies. Com isso, exibimos, para cada triangulacao, as formas matriciais dos sis-
temas formados por relagoes triviais do tipo Fsy e E3 que constituem a presentacao P e as
respectivas presentacoes Pq. Na seqiiéncia, analisando o comportamento da variagao dos
sistemas nos elementos de cada familia, deduzimos a forma matricial da presentacao Pq.
Com isso, serd possivel determinar, para cada familia, a dimensao do espaco solucao do
sistema associado a presentagao Pq (Proposicao 4.4.3), o coeficiente de tor¢ao (Proposigao
4.4.3) e a presentagao final que identifica o grupo isomorfo ao primeiro grupo de homologia
de Q (Lema 4.4.5), reunindo os elementos necessdrios para obter uma férmula para cada
uma das cinco familias de superficies de M (Teorema 4.4.6), do qual extraimos imediata-
mente as condigoes para se colocar componentes de bordo em superficies sem alterar o
grupo de homologia (Corolério 4.4.7).

Consideraremos algumas conseqiiéncias diretas do Teorema 4.4.6, como as condigoes
de igualdades entre a soma direta dos grupos de homologia de duas superficies e o grupo
de homologia da superficie resultante da soma conexa destas (Teorema 4.4.8 e Coroldrio
4.4.9); uma outra forma de obter o posto da matriz P, através das matrizes associadas as
partes sem e com bordos do poligono de n-lados de €2 (Proposicao 4.4.10) é mostrar que as
representacoes poligonais na formas minima e normal de Massey representam superficies
de uma mesma classe de homeomorfismos.

4.4.1 Primeiro grupo de homologia de uma superficie

Consideramos ¥ como sendo uma diagrama triangular central sobre uma superficie §2.
Ja que Q e ¥ se confundem, pois 2 = T, entdo H; () ou H; () sdo formas distintas de
indicar o primeiro grupo de homologia de 2.

O célculo do primeiro grupo de homologia de uma superficie €2, pelo método do com-
plexo simplicial orientado descrito em [12], consiste basicamente em identificar duas in-
variantes: a dimensao n do espago solucao do sistema P formado pelas substituicoes das
relacoes Fy em Fj3 e a identificacao dos coeficientes de torcao.

O procedimento para manipular uma presentacao de um grupo nao é diferente do
tratamento dado aos sistemas lineares. O método descrito por Giblin [12] estd funda-
mentado no seguinte teorema, o qual serd apresentado sem demonstragao (para ver uma
discussao completa, veja por exemplo, Hartley e Hawkes [15], Capitulos 7 e 10, Cairns [3],
pp. 221-230).

Teorema 4.4.1 Seja F' um grupo abeliano livre finitamente gerado e B um subgrupo de
F. Entao F/B tem uma presentagao da forma

<a:1,x2,-~- o bt =0,0022 =0, -, 62" :O>

onde 61, -+ ,0r sGo inteiros > 1 e 61|02, 02|03, ,0x_1|0k, onde k < n. Se ndo existem
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relagdes dizemos que k = 0). O inteiro n — k e o 0; sao determinados pela classe de
isomorfismo de F'/B.

Como conseqiiéncia do Teorema 4.4.1, temos o seguinte resultado.
Corolério 4.4.2
F/IB=Zs @ OLsy DL D--- DL
onde existem n — k 7.’s, isto é, o posto F//B =n — k.

Em particular, a presentacao que identificard o grupo isomorfo ao primeiro grupo de
homologia da superficies €2, calculado sobre um diagrama triangular central ¥ com arvore
maximal X é da forma:

<¢17¢27¢37'“ 7¢n72,¢n717¢n; fl (gbl?'“ 7¢n) == .fs (¢17"' 7¢n) = O>7 (41)
onde ¢', @2, --- ,¢" sdo varidveis livres de Pq e f; (¢1,~-~ ,gb"), 1 = 1,---,s, €& uma
combinacdo linear de ¢*, ¢, - -, ¢", isto é:

fi (¢17¢27 e ,¢n) = al¢1 + CL2¢2 +oeee an¢n> a; € Z. (42)

Denominando por ES! os sistemas formados pelas relacdes do tipo E;,i = 1,2, e por
PBa a presentagdo de Hy (2) apds as substitui¢oes de Ey em Ej, temos, de acordo com os
complexos da Figura 4.6, os correspondentes sistemas de relagoes triviais que compoem a
presentacao dos respectivos grupos

De fato, a estratégia no célculo de H; (£2) é simplificar ao maximo as relagdes triviais
de bordos dos 2-simplexos. No sistema Pq ja foram feitas todas as substituigoes das
varidveis de Es, restando somente as substituicoes das varidveis livres. Como nao hd mais
nada para se fazer, esta deverd ser a presentagao final do grupo Hj (2). E claro que nas
substituicoes por varidveis livres as expressoes finais s6 poderao ser combinacoes lineares
dessas.

Para a obtencao do primeiro grupo de homologia de uma superficie, iremos fixar um
diagrama triangular central T sobre (), com &rvore maximal X que nao passa por dois
raios consecutivos de T e cujos lados sao rotulados como mostrado na Figura 4.6.

27 10 0 _ r
E, :{Z + z 07 E4P {24—1—2 0 ij:{z7+Z20_Z19:0, “BSY:{'ZO‘*‘Z?-FZS:O

2t 4+ z16=0 Aog6=0"
7P+ 718=0 z'+2z10=0 22+ z0 +z2'=0 224+ zZ0 +z2'=0
25 718 — 0 726_ 718 = Z2h-z2 4 7211 =0 zl- 724 7211=0
E‘QSK: zZ—z;—O,Ez'T E;'R'*: ZZ Z;Z: P, zz_zliﬂlj ZE:O"’B, : 2784 22
z°- 7 =0 = B4 g8 =0 T2r 4 g4 g3 =0
72- 722 =0 27- 72 =0 A A Y RTIT S V|
729-21=0 79-7221=0 -zt 25=0 Bt gt 5=
(72 + 711 - 710= 0 (22 4+ 721 +21=0 (7' + 711 zm*[) (7! 4+ z11- 71 =0
z'-z24+ 21 =0 2l -z12 4+ 21 =0 224+ z2-21=0 7224 2z12-711=0
P JRPAT BURAL S 22134 12— () 224 18 z —0 224 g3 12—
QTR TR B NI TR T S 24 g g3 24 M3
E’JZTA’:<Z4+Z 14*0,‘]3 <z +zl5—zl4:O,EfR’:<Z3+Z -z _0,‘434P 178+ 2P-2"=0
2716 4 415 — 25 716 4 715 = 2 16 415 — 21 16 415 —
z'- 21T+ 216 =0 z'-2"T+2%=0 zt+ 717 216—0 i+ 217-210=0
22+ 2z8-217"=0 2+20-21"=0 2P+ 2z18-21"=0 224+ 20-21"=0
27 7204 219 = 0 2T+ 25 25 =0 27+ 220~ 219 = 0 Z7+ 75 2= 0,




4.4. Grupo de Homologia de Supertficies Compactas 69

Figura 4.6: Diagramas triangulares centrais sobre 27, S5, 275,4P;5 e 4P

Note que cada diagrama triangular central da Figura 4.6 pode ser expandido, intro-
duzindo-se superficies do mesmo tipo ou componentes de bordo, sem alterar a forma
orientada original e o tipo de drvore maximal. Considerando-se que os diagramas trian-
gulares centrais sobre as superficies mT, mP, S,, mT, e mP, sao triangulacoes do tipo
mostrado na Figura 4.6, deduzimos que as matrizes na forma escalonada, relativas as
presentacoes do primeiro grupo de homologia da cada superficie, sao como nas Tabelas
4.1, 4.2, 4.3, 4.4 e 4.5. Concluimos diretamente dessas matrizes a seguinte proposicao.

Proposigao 4.4.3 A dimensdo dy,, do espaco solucio do sistema associado ¢ matriz P

7

e

d..=2m, dyp, ,=m—1dpg, =7—1,dy, ., =2m+r—1,dyg, , =m+r—1

m

Demonstracao. Como dy,, = var Py — postoPq, segue da Proposicao 4.3.10 e das
M (Q)’s das Tabelas 4.1 a 4.5 que:

dq_;mT:6m—3—(4m—3):2m, dqgmp:37’”—3—(27”)1—2):Tn_]_7
dgp,p, =6m+2r =3 —(4m+r—2)=2m+r—1,dp, =2r—3—(r—2)=r—1,
dyp,p, =3m+2r—3—(2m+r—2)=2m+r— 1. _

No conjunto das varidveis livres dos sistemas g, algumas varidveis possuem coefi-
cientes £2 e outras nao. Esta propriedade identifica o coeficiente de tor¢ao do primeiro
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S 0O - © O <H Mm A
1345678 9105 & &&&& &&_
1[111000000-00000000
21010-1-10000~00000000
310001 0-1-100--00000000
¥31000000000~00-101100
200000000000 00-1011

Tabela 4.1: Matriz M (S,) da presentacao Ps, de Hy (S;)

A N <A 0 < M m AN

127 .T1%2% 7.

- BRI £ 8 8 8 8§ E E 0 T M A -
1 100 00 0O0O0-220 000 0O
2 01ro0--0000O0-2-1+:0H0W0HU0F@0
3 oo0o1--00H00O0-2-2+-000W00
2m-7({0 OO -1 0 00 0-22 .2 00 0 O
2m-6 {0 OO -0 1 00O0-2-2--2-10 00
2m-5{0 0 0 -0 O 1 0 0 -2 -2 .- -2-20 0 0
2m-4 {0 0 O -0 O O 1 0 -2 -2 -~ -2-2-10 0
2m-3{0 00 -0 O OO 1-2-2 - -2-2-220 0
2m-2 (0 0O O -0 O O O O 2 2 - 2 2 2 2

Tabela 4.2: Matriz M (mP) da presentagao B,,p de H; (mP)

grupo de homologia de 2. Se escrevermos o conjunto solugao do sistema associado B¢ em
funcao das varidveis livres chegaremos a seguinte conclusao.

Proposicao 4.4.4 Seja*Uq o conjunto solugdo do sistema homogéneo Pq. Entao todos os
coeficientes das varidveis livres de Ugq sdo unitdrios se 2 = mT, e, se Q = mP,, existem

exatamente m varidveis livres com coeficientes 2 em pelo menos uma das coordenadas
de %Q

Demonstragao. Basta resolver os sistemas associados as matrizes M (€2)’s das Tabelas
4.1 a 4.5. A afirmagao referente a parte orientada segue das matrizes M (mT'), M (mT,) e

M (S,) . A matriz M (mP) nos fornece a relagao z3™ 2 = —2zm—2;m 1 —... —223 2,2
221, enquanto em M (mP,), z™2 = —zmtl —pm _2,m _9,ml L 923 222 221
o que justifica a parte nao-orientada. [ |

As superficies nao-orientadas sao caracterizadas pelo coeficiente de torcao 2. A ausén-
cia do coeficiente de torgao, ou relagoes com coeficientes +1 em B, identifica as superficies
orientadas. Das afirmacgoes acima, concluimos que a presentacao do primeiro grupo de
homologia de uma superficie €2 é da forma discriminada pelo lema abaixo.
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Tabela 4.3: Matriz M (mT') da presentacao B,,r de Hy (mT)
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Tabela 4.4: Matriz M (mT,) da presentagao B,,r, de Hy (mT,.)
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TAR TN
TITFY 92T cqmve cma-
EEEEE HEBEBEEEEE tTELtE s v
DN MM M MWW Mm MMM M _
1 [1-1000-0000000000-0000100-0000
2 101000--0000000000-~00-1-1-100+00 00
3 100100+0000000000~00-1-1-200-0000
4 100010-0000000000~00-1-1-2-10-0000
5 [00001+0000000000~00-1-1-220--000 0
6 [00000~0000000000~00-1-122-10000
2m-4 [0 0000100000000 0~00-1-1-2-2-2.-2-200
2m-3 [00000-0100000000+00-1-1-22-2+2200
2m2 [0 0000~0010000000+00-1-1-2-2-2-+-2-2-10
2m-1 (00 000-0001000000-00-1-1-22-2-+-2-2-20
2m [00000-+-0000110-100~0000000~0000
2m+1 {0 0000-+-000000110-1--0000000--0000
2m+r3[0 0000-0000000000-+110-1000-0000
2m+r-2 {0 0 0 0 00 00000O0O0O0 11222222 2]

Tabela 4.5: Matriz M (mPFP,) da presentacao B,,p. de Hy (mP,)

Lema 4.4.5 A presentacao do primeiro grupo de homologia de uma superficie é:

Sr . <¢1 ¢2 ¢3 ¢r71>

mT : (¢, ¢°,¢° - ,¢%n>
mTr : <¢1a ¢27 ) ) ¢2m+7‘—1>
mP ;0,60 g2 =0, gl = 2
mP, i (¢', 6%, ¢%, - 0"
onde ¢, ¢*, ¢, - - ,¢° € VL(Bq), conjunto das varidveis livres do sistema L.

Numa superficie nao-orientada mP,, existem relagoes que caracterizam o coeficiente
de torcao 2, por exemplo: 2z! = 222 = ... = 22™ = 0. Porém, podemos verificar direto
das matrizes M (mP) e M (mP,) que este ¢ o maior coeficiente existente em U,,p e
U,.p.; portanto, qualquer uma dessas relacoes poderia ser escolhida para a presentagao
de Hy (mP,) . Com isso, concluimos que o primeiro grupo de homologia de uma superficie
é da forma expressada pelo seguinte resultado classico.

Teorema 4.4.6 O primeiro grupo de homologia de uma superficie ) é dado por:

7>, se Q =mT

72 se Q = mT,
H Q)= Z seQ=S5,;

Ty ® 7ML, se Q = mP;

7M1 se Q= mP,

onde Z™ denota a soma direta de Z’s, m vezes.
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Além dos coeficientes de torcao distintos, as superficies orientadas e nao-orientadas
diferem ainda no seguinte comportamento: a introducao de uma componente de bordo
numa superficie sem bordo 2 altera o primeiro grupo de homologia de € se, e somente se,
() é nao-orientada.

Coroldrio 4.4.7 Seja Q0 uma superficie compacta sem bordo, entao, Hy (Q2) = H; ()
se, e somente se, 2 =m/T.

4.4.2 Conseqiiéncias do Teorema 4.4.6

Conhecidos os grupos de homologias de uma superficie, tornam-se simples as con-
clusoes apresentadas nesta sec¢ao, as quais nao foram identificados os seus autores.

Seria desejavel que a soma direta dos grupos de homologia de duas superficies 2 e
Q5 fosse igual ao primeiro grupo de homologia de €2, superficie igual a soma conexa das
superficies €27 e {25. Em alguns casos ocorre a igualdade e em outros nao.

Considerando-se todas as possibilidades para 2 e €9, a igualdade mTP = (2m + 1) P
do Lema 3.2.7 e do Teorema 4.4.6:

1) Hy, (mP) (nP)) = Hy (m +n) P) = Zy @ Z™ L £ Ty & Ty @ T2 = (Zy & Z71)
b (Z2 @anl) = Hl (mP) P Hl (nP) ;

2) HI ((mPT) (nps)) o Hl ((m + n) Pr+s) o Zm+n+r+sfl ?é Zm+n+r+sf2 (] Zerrfl@
Zn+s—1 = H1 (mP,n) D H1 (TLPS) )

3) HI ((mTr) (nTs)) o~ HI ((m + n) Tr+s) ~~ Z2(m+n)+r+s—1 ~ Z2m+r—l P Z2n+s # Z2m+r—l
@ZZn—i—s—l = Hl (mTr) D Hl (TZT) 3

4) Hy (mT,) (nPy)) = H, ((2m + n) Py,) & Z2mtntresl £ 72mir-l gy gnesl o [ (mT,)
@Hl (TLPS> .

5) Hy ((mT) (nT)) =

6) Hy (mT,) (nT)) = Hy ((m + n) T,) = 72 min+r—1 o2 72mir=1 g 720 o [ (mT,,) @
Hy (nT);

7) Hy (mT,) (nP)) = Hy ((2m +n) B,) = Zy @ Z2mntr=2 o (72mtr=1) o (7, @ Zn—t)
H1 (

8) Hi (

Hy ((m+n)T) =2 72m+n) = 72m q 720 = |, (mT) @ Hy, (nT);

mT,) ® Hy (nP);
(WJZT;) (nFy)) = Hy ((2m +n) By) = 22 ir=t = (22m) @ (277 7) = Hy (mT) &

Das oito relagoes acima, deduzimos que a igualdade entre soma direta dos grupos de
homologia de duas superficies e o grupo de homologia da superficie que é soma conexa
dessas, s6 ocorre segundo as condicoes estabelecidas no préximo teorema.

Teorema 4.4.8 Seja () a soma conexa de duas superficies 2y e s, com €y, # S,
Entao Hy () = Hy (1) @ Hy () se, e somente se,

(1) ambas sao superficies compactas orientadas sem bordo, ou;
(#7) apenas uma delas tem bordo e pelo menos uma tem que ser orientada.

Coroldrio 4.4.9 Se Q, é uma superficie compacta com bordo entio Hy (§2,.) = Hy () &
H, (S,) se, e somente se, Q=mT, m >0 (0I'=0P =5).
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Demonstragao. Pelo Teorema 4.4.6, para todo inteiro m > 0, temos que:

Hy(mT)® H, (S,) 27 ¢z x27>™"1 > H (mT,),
Hy(S,)® H, (S) 2Z 1ozt~ 2772 4 H, (S,.5:),
H; (mP) ¢ H; (Sr> = 7o ® Zm1 D 71 = Lo ® Zmtr—2 7& H; (mPT) . |
Quando 2 é uma superficie compacta com bordo e o primeiro grupo de homologia
¢ calculado sobre o diagrama triangular central ¥ com &rvore maximal X nao contendo
dois raios consecutivos, entao para determinar o posto da matriz Mg, dado importante
no célculo de H; (2), podemos recorrer ainda a

Proposicao 4.4.10 Seja §2 uma superficie com bordo e suponha que w (2) = wiwy onde
wy € a forma normal da parte sem bordo de ) e wy a forma normal da parte com bordo
de Q). Se My e M, sao submatrizes de Mg correspondentes aos 2-simplexos que contém
lados em w1 e wa, respectivamente, entao:

(1) posto Mg = posto M + posto Moy;
(17) se = mT, entdo posto M; = postomT +2 e posto My = posto S, + 1;
(13i) se Q = mP, entao posto M; = postomP + 1 e posto My = posto S, + 1.

Demonstracgao. Considere 2 = mT, ou 2 = mP,, r > 1 e os diagramas triangulares
centrais sobre mT, e mP, como mostra a Figura 4.7. Se @ = mT, entao M; e M,
correspondem as partes m1 e S, de mT,, respectivamente. Caso () = mP, entao M,
e M, correspondem as partes mP e S, de mP,, respectivamente. Assim, os sistemas
associados a M, e M, possuem apenas uma varidavel em comum, correspondente ao raio
e +2r=1 que faz fronteira entre o fim de w; e o inicio de w, associado ao 1-ciclo zm+27—1
da triangulagao sobre mT, (primeiro diagrama triangular central da Figura 4.7) ou, no
caso de mP,, a varidvel 2™+ ~! associada ao raio 32"~ (diagrama triangular central
a direita da Figura 4.7). Como nenhuma linha de M, é combinagao linear de linhas de
M e vice versa, pois essas matrizes tém apenas uma varidvel em comum, entao a soma
dos postos de M; e M, é igual ao posto de M, o que mostra (i). Por outro lado, no
diagrama triangular central sobre mT}., primeiro da Figura 4.7, o bordo do 2-simplexo 4™
gera uma relagado a mais do tipo E3 na parte mT de m7T,. Isto significa que o sistema
associado a M; tem uma varidvel e uma equacao a mais do que o sistema FE,,7, no mais
eles coincidem. Além disso, o bordo do 2-simplexo t*™*+! gera uma relacao do tipo F3 na
parte com bordo S, de mT,, enquanto em Ejg, , gera apenas uma relacao do tipo Es. Isto
representa uma equagao e uma varidvel a mais do que no sistema Fg., no mais ocorre
coincidéncia. Sendo assim, pela parte (i), deduzimos as igualdades em (i7). Com um
raciocinio andlogo mostra-se a parte (7). ]

Aplicando o Lema 4.4.10 e Proposicao 4.3.10 chegaremos as mesmas conclusoes da
Proposicao 4.4.3. De fato, da Figura 4.7 concluimos que o sistema FE,,; apresenta trés
varidveis diferentes dos sistemas E,,; e Eg: 22mt2 0m+2r=2 o ;6m+2r=1 Em FE,p as
varigveis diferentes de E,,,p € Fg, sao 2™ 12, z3mT2r=2 g ;6m+2r=1 Pela Proposicao 4.3.10 e

matrizes M (§2)’s das Tabelas 4.1 a 4.5, resulta que
dg var P — postoPq = var B, + var Es, + 1 — (postomT + 2 + posto S, + 1)

(6m—3)+(2r—3)+3—((4dm—-3)+(r—2)+3)=2m+r—1

mTy
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Figura 4.7: Diagramas triangulares centrais sobre m7, e mP,

(&

dg,., = varPBq — postoPg = var E,r + var Eg, + 1 — (postomT + 2 + posto S, + 1)
= Bm-3)+2r—-3)+3—-(Cm—-2)+(r—2)+2)=m+r—1.

Resultados estes que coincidem com o nimero de varidveis livres de ‘B,z ¢ P.p, da
Proposicao 4.4.3; portanto, podem ser usados para determinar o primeiro grupo de ho-
mologia de uma superficie com bordo.

Mostraremos, a seguir, que as formas minima e normal de uma palavra correspondem
a superficies de uma mesma classe de homeomorfismo.

Figura 4.8: Diagrama triangular central sobre S, associado a forma normal de Massey
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1] S | {0F [ 718 | Z* [10]|3R]| z* |14|2P | Z°
2 S | {0y |7 3P| 2Z* [12]|3T| Z° |14|5P| Z°
2| P Ly 8 | 2T VA 12| 275 z° 14| 7P | Zy®Z°
3| P Z 8 | Ty 73 12| 6P | Zy®Z | 15 | 215 A
41 T VA 8 | 4P | Zy 73 | 12| P, VA 15| Bs VA
4| Sy Z 8 | 2P, 73 12 | 4P, VA 15 | 4P; A
4\ 2P | Zo®Z | 9 | 2Th Z7* 13| Ss 7* 15 | 7P, 7"
5| T 72 9| B Z3 13 | 3T} VA 16 | 4T VA
5| 2P VA 9 | 4P VA 13 | 3P VA 16 | Se VA
6| 3P |ZydZ? | 10| Sy VA 13 | 6P~ 75 16 | 313 VAl
6| P 7? 10| 5P |Zo®Z* | 14| Ty 75 16 | 3Py 75

Tabela 4.6: Primeiro grupo de homologia de uma superficie

Proposicao 4.4.11 Seja w a forma minima de uma superficie compacta sem bordo. Se
Q e Q sao superficies associadas as palavras

1 1 1
w(Q) = wocrdicy cadacy” - - cp1dr_1c, 4 d,

/ 1 1 ~1 ~1
w () =woerdic] “eadacy -+ cr1dr1c, - 0pdyc,
entao ) = Q.

Demonstragao. Como 2 e ' contém wy, entdao sdo superficies com a mesma ori-
entacao e o mesmo grau de compacticidade. Como possuem o mesmo nimero de com-
ponentes de bordo, entao sao homeomorfas. Logo, basta analisarmos as partes com bor-
dos. Consideremos o diagrama triangular central da Figura 4.8 sobre S,, gerada por
w = €1€2€f1€3€4€§1 S+ Cor_3€2, €5, 3€2r_1€orCo 1.

Substituindo as relagoes Fy em FEj3, obtemos:

.

O (1Y) : =2t + 23+ 24 =0,
Oy (1) : =23+ 25+ 25=0,
_ Oy (t10) 1 =25 4+ 274 28 =0,

.82 (t37."—8) :.227"—7‘_’_ 227;_5 o 22r—4 =0
82 <t3r—5) . 227’—5 + 227’—3 _ Z2r—2 =0.

\

Mas Fs é igual a Bss, sistema gerado por w = elegeflege4e§1 e 627«_3627«_26277,1_3627«. Logo,
Hl (Q) :Hl (Sr> ]

Segundo o Teorema 4.4.6, o primeiro grupo de homologia das superficies geradas por
poligonos com até 16 lados é mostrada na Tabela 4.6.



Capitulo 5

Mergulhos de Grafos Completos
Biparticionados

Num processo de transmissao de sinais, chamamos a atencao para dois conjuntos: o
conjunto de sinais que sao usados para transmitir a informacao e o conjunto de sinais que
sao recebidos no receptor. Estes conjuntos nao sao, necessariamente, iguais. Por exemplo,
nos canais de apagamento o segundo conjunto tem mais elementos do que o primeiro.

Se o canal é ruidoso, a recepcao de um sinal nem sempre é feita de modo tnico. As
transicoes no canal indicam exatamente os possiveis sinais a serem recebidos no receptor
dado que um determinado sinal foi enviado. Logo, quando o canal é discreto e sem
memoéria o diagrama associado ao canal ou é um grafo completo biparticionado ou um
subgrafo deste.

Um dos nossos objetivos é identificar o tipo de modelo proveniente do mergulho do
grafo associado ao canal. E qual a importancia de se saber os tipos de regioes sobre uma
superficie de um mergulho do grafo? Sabemos que os conjuntos de sinais geometrica-
mente uniformes (GU) sdo os preferidos tanto para o processo de codificagdo de canal
quanto para modulacoes digitais. A identificacao de conjuntos de sinais geometricamente
uniformes no ambiente das superficies nao é facil de ser realizada. Numa superficie, o
conjunto de sinais GU corresponde aos complexos regulares, ou modelos sobre superfi-
cies constituidos por regioes do mesmo tipo. Portanto, se desejamos encontrar conjuntos
de sinais geometricamente uniformes sobre superficies devemos identificar os complexos
regulares.

Visando a identificacao de complexos regulares sobre as superficies compactas sem
bordos, construiremos na Secao 5.1 alguns exemplos de modelos de mergulhos de grafos
completos biparticionados, seguida de intrucoes sobre o processo de construcao e da de-
scricao desses modelos através de um sistema de rotagoes.

Na Segao 5.2 introduzimos a nogao de mergulho de grafos em superficies com bor-
dos e identificamos alguns modelos de mergulhos de grafos sobre superficies compactas
orientadas com bordos, descrevendo as principais caracteristicas e sistema de rotacao
associados.

Objetivando a identificacao de complexos regulares gerados pelos mergulhos de um
determinado grafo completo biparticionado, identificaremos, na Secao 5.3, o conjunto dos
tipos de tesselagoes provenientes dos mergulhos de um grafo sobre superficies compactas

7
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orientadas e relacionamos, na Secao 5.4, todos os modelos de mergulhos do grafo completo
biparticionado K3 3 sobre superficies orientadas.

5.1 Exemplos de Mergulhos de Grafos Completos Bi-
particionados

O nosso objetivo é construir o mergulho de um grafo completo biparticionado em uma
superficie compacta, descrevé-lo na forma de um sistema de rotacoes e identificar os tipos
de regioes provenientes deste mergulho. Com isso, estaremos fornecendo os elementos
para a construcao do mergulho do grafo sobre o modelo plano da superficie, bem como
permitindo a identificacao precisa dos tipos de regides que compoem o mergulho. Con-
seqiientemente, estaremos estabelecendo os possiveis tipos de complexos regulares que
poderao ser extraidos desse mergulho. Iremos considerar os mergulhos dos grafos comple-
tos biparticionados da forma K, ,, para 2 <n < 7.

5.1.1 Definicoes, caracteristica e género do grafo completo bi-
particionado

O primeiro procedimento a ser utilizado quando do mergulho de um grafo em uma
superficie é determinar o limitante superior da caracteristica de Eiiler da superficie [10].
Se nao existir a restricao de que o mergulho seja de 2-células, este podera ser realizado
em todas as superficies compactas orientadas com caracteristica igual ou menor ao li-
mitante da caracteristica de Eiiler, porém, quando o mergulho é de 2-células, sabemos de
[32], que existe também um limitante inferior. Salvo referéncia em contrério, estaremos
interessados nos mergulhos de 2-células, pois o nimero de superficies para o mergulho do
grafo é finito e é compativel com as condicoes de complexos regulares.

Nas construgoes dos mergulhos, levaremos em consideracao as seguinte definigoes e
resultados [10].

A caracteristica de Eiiler de uma superficie compacta €2 é o niimero inteiro y (2) =
v —n + 1, onde v é o nimero de vértices e n é o nimero de lados distintos do modelo
plano de €.

Um poligono é um conjunto de pontos topologicamente equivalente a um disco plano
com pelo menos dois vértices sobre a fronteira.

Um modelo sobre uma superficie compacta €2 € um mosaico de poligonos cobrindo
o modelo espacial de €2 de tal maneira que cada poligono pode ser contraido num ponto
sobre a superficie e

Py) dois poligonos distintos encontram-se em vértices, ao longo de lados completos, ou
nunca se encontram;

P,) um poligono nunca se encontra consigo mesmo.

Um complexo é um modelo sobre uma superficie compacta §2 satisfazendo as seguin-
tes condigoes: a) cada poligono tém pelo menos trés lados; b) cada vértice encontra-se
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pelo menos sobre trés lados e ¢) dois poligonos distintos encontram-se em vértices simples,
ou ao longo de lados simples incluindo os vértices associados, ou nunca se encontram.

Um complexo regular sobre uma superficie compacta €2 é um complexo no qual
cada poligono tem o mesmo nimero de lados e cada vértice encontra-se sobre o mesmo
nimero de lados.

Um grafo G sobre uma superficie {2 é um conjunto finito de pontos em €2, chamado
vértices de GG, e um conjunto finito de linhas em €2, chamado lados de G, ligando certos
pares de vértices diferentes, de modo que um par distinto de vértices determina nao mais
que um lado.

Dizemos que o grafo GG estd mergulhado em 2, quando os seus lados e vértices estao
em {2 e os lados encontram-se apenas nos vértices.

Os grafos G; e G sao ditos isomorfos se os seus vértices podem ser colocados sob
uma correspondéncia um-a-um de tal modo que um par de vértices em G estd ligado por
um lado se, e somente se, o par correspondente de vértices em G5 estd ligado também por
um lado.

Um grafo completo biparticionado sobre m e n vértices, denotado por K,,,, é o
grafo formado por dois conjuntos disjuntos com m e n vértices, onde cada vértice de um
conjunto esta ligado por um lado a todos os vértices do outro.

Seja G um grafo mergulhado numa superficie compacta orientdvel 2. Seja v (G) o
valor mdzimo de x (€2) para todas as superficies compactas orientdveis 2 na qual G pode
ser mergulhado. O inteiro par v (G) é chamado a caracteristica de G.

Seja G um mergulho numa superficie compacta orientdvel €2. Chamamos este mergu-
lho de mergulho minimo de G' (minimo em relacao ao género de ) se v(G) = x ().
Também (2 é dita uma superficie minima para G.

Um grafo pode ser mergulhado no plano se, e somente se, ele pode ser mergulhado na
esfera S. Um grafo se diz planar quando v (G) = 2.

Teorema 5.1.1 (Teorema de Ko6nig) Se o grafo conexo estd mergulhado minimamente
numa superficie compacta orientdvel, e se o grafo tem V wvértices, E lados e o mergulho
produz F' faces, entao

V-E+F=x(9). (5.1)

Teorema 5.1.2 [10/Para m,n > 3, a caracteristica do grafo completo biparticionado
Ky € dada por

v (Kpmpn) =2[(m+n—mn/2)/2]. (5.2)
onde [a] denota o maior inteiro menor ou igual ao nimero real c.
Pelo Teorema de Konig e pelo Teorema 5.1.2 resulta que
2-29(Q) =x(Q) =7 (Kmn) = 9(Q) =1—[(m+n—mn/2) /2],

portanto, o género da superficie compacta orientada €2 para o mergulho minimo do grafo
completo biparticionado K, , é:

g (Kpmn) =1—[(m+n—mn/2)/2]. (5.3)
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Seja G um grafo mergulhado numa superficie compacta nao-orientavel 2. Seja (5 (G)
o valor mdximo de x (£2) para todas as superficies compactas nao-orientaveis 2. O inteiro
B (G) é chamado a caracteristica de G.

Seja G um mergulho numa superficie compacta nao-orientdvel (2. Chamamos este
mergulho de mergulho minimo de G (minimo em relagdo ao género de ) ou ao ‘fator
de conexidade™ de ) se v (G) = x (). Q é dita uma superficie minima para G.

Um limitante inferior do género da superficie compacta nao-orientada para o mergulho
do grafo completo biparticionado K, ,, [35], ¢ dado por

B (Kmn) = [(m —2) (n—2)/2]. (5.4)

Sabemos de [42] que um grafo G é chamado um mergulho numa variedade orientavel
fechada 2, se a realizagao geométrica de G como 1-complexo é homeomorfa a um subes-
paco de 2. As componentes do complemento de G em 2 sao chamadas regioes. Uma
regiao homeomorfa a um disco aberto é chamada 2-células; se toda regiao é de 2-células,
o mergulho é dito um mergulho de 2-células. Sabemos que se G é conexo, um mergulho
minimo deverd ser de 2-células, [42].

Existem vdrios métodos para descrever o mergulho de um grafo, porém, usaremos
o método da construgao direta do sistema de rotacao, que associa cada mergulho
de um grafo a um tunico sistema de rotagoes. O sistema de rotagao de um grafo G
descreve as conexoes de cada vértice com os demais, adotando o sentido horario para tal
descrigao. Por exemplo, P, = (12,13,14), para dizer que o vértice rotulado por 1 estd
ligado aos vértices 2, 3 e 4, nesta ordem e no sentido horério, tendo o lado (1,2) de G
como referencial de partida.

5.1.2 Poligono orientado na forma natural

A dificuldade de construcao de um mergulho minimo de um grafo em uma superfi-
cie compacta, representada pelo poligono na forma minima de m7T, m > 2, leva-nos a
estabelecer alguns critérios que minimizam a complexidade de tal construgao.

Os mergulhos dos grafos K5, K¢ ¢ € K77 encontram-se em superficies de género maior
que 2. Nao conseguimos obter um mergulho sobre o modelo plano do caso mais simples,
que é a situagao desejada para a identificacao dos tipos de modelos. Para conseguir o
mergulho desses grafos sobre a representagao poligonal percorremos o caminho inverso do
processo de realizacao da superficie.

Identificamos a superficie de género minimo para o mergulho do grafo via
igualdade (5.2) , efetuamos o mergulho no modelo espacial da superficie, tragamos
as curvas de homologia, efetuamos um corte sobre tais curvas e obtemos uma
regiao conexa plana homeomorfa a forma poligonal da superficie.

!Como toda superficie ndo-orientada € é homeomorfa & soma conexa de k planos projetivos, entdao o
‘fator de conexidade’ de ) serd igual ao nimero inteiro k de planos projetivos se €2 é homeomorfa a soma
conexa de k planos projetivos, isto &, Q = kP. Assim, o género de € serd igual a k/2 se k for par e igual
(k—1) /2, se k for impar.
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As Figuras 5.3, 5.5 e 5.7 sao resultados deste processo. Verificamos que a forma
poligonal resultante é diferente da forma normal, ela é como na préxima definicao.

Definicao 5.1.3 Seja ) a superficie compacta orientada para o mergulho do grafo G.
Chamaremos de forma natural de € o poligono de 4m-lados cuja orientagdo é dada pela
palavra

~ 1 -1 -1 11 1 1 1
w(Q) =arbiay ay ag---a, b Ambyb,  Qm 1y - - - azbsby Tasbaby .

A Figura 5.2 mostra o corte sobre as curvas de homologia do tri-toro com o mergulho
minimo do grafo K55 e, na Figura 5.3, temos o modelo deste mergulho construido sobre
o poligono @ (3T) = aybia; *a; taz by tasbsby tasbob;t, forma natural do 37

As Figuras 5.5 e 5.7 representam os mergulhos minimos dos grafos completos biparti-
cionados do Kg ¢ e do K77 sobre os poligonos nas formas naturais de 47" e 77", respecti-
vamente, ou seja, sobre

& (4T) = a1blal_la;lagla;lb;1a4b4b§1a3bgbglagbgbfl,

w (7T> = a1blafla;lagla;laglbgla5b5b;1a4b4b§1agbgb§1agbgbfl.

As operacoes definidas na Secao 3.2.7, mostram que a forma minima representa uma
superficie compacta orientada. E o que faz a

Proposicao 5.1.4 Seja 2 uma superficie compacta representada por uma palavra na
forma natural @ (mT) , entdo 2 é homeomorfa a soma conexa de m toros.

Demonstragao. Se m = 1, nada temos a demonstrar. Se m = 2, aplicando as
operagoes definidas em [10], obtemos

0 (Q) = aybia;ta; by aghobyt = bia;tay by tasbobl tay

= blxl_lbl_laglb;lagbgm = wlblelbflaglbglagbg = 2T.

Logo, 2 = 2T. Se m = 3 entao

@ (Q) = arbiay fay ' (ag by ashs) by tasbsby ! = bray tay !t (a3 by lashs) by tasbaby ay

= b2y "0y 'ay ! (a3 by asbs) by tashext = (zibizy b t) ay ' (a3 byt asbs) by tashs
= (:clblelbfl)aglclcfl(aglbglagbg)bglagm = ;' (a3 b3l ashs) byl asby (w101 2701 ) ayt ey
= zl_lagbg(xlblxl_lbl_l)agl(aglbglagbg)bglzl = Zl_lagyg(aélbélagbg)(ZElblI’ilbil)CL—QlyélZl

= 23 'ay Y5 asya (a3 byl azhs) (w1121 by ) 20 = 2025 (a3 ' any) (a3 b5 asbs ) (21012707 )
= (a;lyg_lagyg) (aglbglagbg) (mlblelbfl) = 3T.
Logo €2 = 3T. A demonstracao segue por indugao. [

Dispomos agora da ferramenta necessédria para obtermos alguns mergulhos de grafos
sobre o modelo plano de uma superficie compacta orientada.
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5.1.3 Mergulhos minimos dos grafos Kj,, K33 € K44

Por simplicidade, os mergulhos mostrados na Figura 5.1 foram construidos sem a
utilizacao de um método especifico. Primeiro, foram realizados sobre o modelo plano e
depois sobre o modelo espacial da superficie. Conseguimos estes modelos colocando os
vértices sobre o poligono e fazendo as conexoes do grafo evitando a sobreposicao de lados.

O mergulho de um grafo K, , em uma superficie () serd indicado por K,,, — 1 e o
modelo referente a este mergulho serd representado por

Fmn = Q(a) = UL, R, (5.5a)

onde R’ ¢ a i-ésima regiao do mergulho K, ,, — . Escreveremos F} ou R}, para indicar
a t-ésima regiao com k-lados de § -
Para descrever os tipos de regioes do mergulho K, ,, — (2, escreveremos

Kmyn%ﬂ(a):alel—i—---—i—atRk, a1—|—~-~—|—ak:a,

onde a; Ry, significa a; regioes de k lados. Assim, os mergulhos mostrados na Figura 5.1
tém a seguinte composicao

K272 — S (2) = 2R4, K3’3 — T(g) = 2R4 -+ RS e K474 — T (8) = 8R4

E costume descrever uma regidgo de um mergulho tomando-se um de seus vértices
vp como referéncia, e descrevendo os demais vértices da regiao & medida em que eles
sao detectados quando percorremos o bordo da regiao no sentido hordrio até retornar ao
vértice vg. Por exemplo, F3 = 05210325430 ¢é a regiao de 10 lados do mergulho de K33
da Figura 5.1.

A descricao de uma regiao é simples e precisa quando é realizada sobre o mergulho no
modelo plano da superficie.

Para descrever uma regiao, escolha um de seus vértices vy, caminhe sobre o bordo da
regiao sempre no sentido horario até retornar ao vy e anote, a medida que for encontrado,
a seqiiéncia de vértices vgvivs - - - vjvg. Assim a regiao serd do tipo

R, = vgvivg - - - vyvg.

Lembramos que durante o processo, é possivel passar por um vértice mais de uma
vez, como também por um lado mais de uma vez e por regides aparentemente isoladas do
modelo do mergulho.

Para efeito de simplificacao, nao escrevemos o primeiro rétulo de cada par de uma
rotagao, pois ele € o mesmo do vértice. Assim o sistema de rotacao do vértice 5 do
mergulho do grafo K44 serd indicado por Ps = (4,0,6,2), em vez de P; = (54, 50, 56, 52).
Com o mesmo propdsito, nao indicamos o iltimo rétulo de uma regiao, ja que é sempre
igual ao primeiro rétulo. Desse modo, a regiao Fy do mergulho do Kj 3 serd indicada por
F3 = 0521032543.

Denotamos ainda por Rot G e Reg G o sistema de rotagoes e o conjunto das regioes
do grafo G.
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Figura 5.1: Mergulhos minimos dos grafos completos biparticionados Ks2, K33 € K4,
respectivamente

O grafo completo biparticionado K3 ¢ o tnico exemplar da familia K,,, que é um
grafo planar e é o tinico que nao forma um complexo, isto é, cada vértice estd conectado
a apenas dois lados.

Os sistema de rotagao e as regioes formadas em cada mergulho orientado dos grafos
Kyo, K33 e Ky4, Figura 5.1, sao descritos na Tabela 5.1.

Note que a regiao R do mergulho (2) da Figura 5.1, passa duas vezes pelos lados
14 e 36, significando que existem duas auto-intersegoes. Portanto, R nao satisfaz a
condigao (P,) da defini¢do de modelo, no entanto, ¢ um mergulho de 2-células, pois, sobre
a superficie, ¢ uma regiao homeomorfa a um disco aberto. Assim, o mergulho do grafo

| Rot Ko | Reg Ko | Rot K33 | Reg K33 | Rot K4 | Reg Ky |

P =(4,2)[RI=1234 [ P, = (1,5,3) | R, =0145 | P, = (1,3,5,7) | R} = 3674
P,=(3,1) | R3=1234 | P, =(0,2,4) | R7 =1234 | P, = (2,6,0,4) | R? = 1034
Py = (4,2) P, = (1,5,3) | R3=05210 | P, = (3,7,1,5) | R3 = 1650
Py = (3,1) Ps=(0,4,2) 32543 | P = (6,4,0,2) | R} = 1276
P, = (1,3,5) Py = (1,3,7,5) | RE = 2307

P, = (0,4,2) P, = (4,0,6,2) | RS = 4705

P; = (5,1,7,3) | R} = 1452

P = (6,2,0,4) | RS = 2563

Tabela 5.1: Sistemas de rotacoes e modelos dos mergulhos dos grafos Ky, K33 € Ky4
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completo K33, na Figura 5.1, apesar de nao ser um modelo sobre o toro, nao deixa de
ser, como os outros dois mergulhos, um mergulho de 2-células. Concluimos ainda, que
o mergulho mfnimo do grafo completo biparticionado K44 no toro, produz um complexo
regular formado por oito poligonos de quatro lados.

5.1.4 Construcao do mergulho de um grafo sobre o modelo plano
da superficie a partir do modelo espacial

O objetivo é recuperar o mergulho no modelo plano a partir do mergulho do grafo
sobre o modelo espacial da superficie. Se dispomos do mergulho de um grafo G' no modelo
espacial de uma superficie compacta orientada, podemos realizar uma série de cortes sobre
determinados caminhos fechados da superficie de maneira a transformé-los numa regiao
plana homeomorfa a um disco, portanto, homeomorfa & representacao poligonal de Q. E
quais seriam tais caminhos? Nos dois proximos pardgrafos responderemos esta questao.

Na realizacao do modelo espacial de uma superficie a partir do modelo plano, os lados
do poligono de n-lados transformam-se sempre em caminhos fechados sobre (2, [23]. Basta,
portanto, identificd-los e efetuar os cortes no modelo espacial sobre tais caminhos, para
reobter a forma poligonal, ou seja, uma regiao homeomorfa ao poligono de n-lados que
contém o grafo mergulhado.

Sabemos de [23] que, na realizagdo de uma superficie orientada m7', m > 1, por um
poligono orientado de n-lados, os lados sao levados em 2m caminhos fechados com um
ponto em comum. Na forma natural, os vértices do poligono de n-lados representam dois
pontos sobre o modelo espacial da esfera S, e apenas um ponto no modelo espacial das
demais superficies compactas orientadas, Proposicao 3.2.4.

Na Figura 5.2 mostramos o corte (linha marrom do esquema & direita) sobre um
caminho fechado v, homeomorfo & imagem do bordo do poligono de 12-lados apés a sua
realizacao.

Observe, que se percorrermos o caminho ~ a partir do lado a;, no sentido horario,
retornaremos ao ponto de partida; logo v ¢ um caminho fechado. Desse modo, podemos
dizer que o caminho fechado v é a composi¢ao dos seguintes caminhos

-1 -1 _—-1;—-1 -1 -1
v = ai1bia; "a, as by asbsby “azbib .

Portanto, coincide com a forma natural do poligono de 12-lados gerador do 37. Conse-
qlientemente, o esquema sobre a regiao poligonal devera representar o mergulho sobre o
modelo espacial da superficie.

5.1.5 Mergulho minimo do grafo Kj;;

Usaremos os procedimentos da Subsegao 5.1.2 para obter um mergulho do grafo Kjs 5
e descrever os tipos de regioes.

O mergulho minimo do grafo completo biparticionado K4 4 sobre o toro sé foi possivel
porque as formas minima e natural da representagao poligonal do toro coincidem.

Pela igualdade (5.3), o género minimo do grafo K55 ¢ 3, e portanto K55 < 37" mini-
mamente. Colocando os vértices do K5 sobre o modelo espacial do 37", conseguimos fa-
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zer todas as conexoes, através de caminhos sobre o 37, sem que houvessem sobreposicoes
de caminhos, conforme mostra o primeiro esquema da Figura 5.2. Logo, este esquema
representa o mergulho K55 < 37. Os caminhos com linhas cheias indicam que ele esta
percorrendo a parte visivel da superficie e os caminhos tracejados indicam o percurso na
parte encoberta.

Uma vez realizado o mergulho do grafo no modelo espacial da superficie, é possivel
determinarmos o sistema de rotacao. A dificuldade agora é como realizar a descrigao das
regioes poligonais. O sistema de rotacao do mergulho esquematizado na Figura 5.2 é dado
por

Rot K55 = {Py=(1,5,9,7,3),P,=(0,2,4,8,6),,=(1,7,9,5,3), P;=(0,8,4,2,6),P,=(1,3,7,9,5),
Ps = (0,6,2,84), Ps = (1,9,7,3,5), P = (0,2,6,4,8), Ps = (1,5,3,7,9) , P» = (0,4,6,8,2)}.

Figura 5.2: Mergulho minimo e corte do mergulho do grafo K55 no 37T

O segundo esquema da Figura 5.2 representa o corte sobre as curvas de homologia no
3T. A partir deste esquema reproduzimos o mergulho do grafo K55 no 317, como mostra
a Figura 5.3.

Infelizmente o sistema de rotacao no mergulho do K 5, Figura 5.2, nao ¢ o mesmo que
o sistema de rotacoes do mergulho mostrado na Figura 5.3. Na construgao deste tltimo,
ocorreram algumas inversoes nos lados causando tal diferenca. Veja que o sistema de
rotacao do K55 na Figura 5.3 é

Rot K5 s={ Py=(1,5,9,7,3),P,=(0,6,2,4, 8),P,=(1,7,9,5.3), Ps=(0,4,2,8,6),P,=(1,3,7,9,5),
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Figura 5.3: Modelo do mergulho minimo do grafo completo biparticionado K55 sobre o
modelo plano na forma natural do 37T

Ps=(0,6,8,4,2), Ps = (1,3,5,9,6), P; = (0,8,2,6,4), Ps = (1,5,3,7,9), P, = (0,2,4,6,8)}.

Portanto, os mergulhos nao tém o mesmo sistema de rotacoes.

Uma vez encontrado o mergulho sobre a representagao poligonal do 37T, podemos
perfeitamente determinar as regioes formadas pelo mergulho minimo do K55. Com o
auxilio da Figura 5.3, obtemos as seguintes regioes para o mergulho do grafo Kjs.

Reg K55 = {FY = 278325492, F2 = 09870, F = 15290, F} = 47694, F? = 0189650,
F§ =07430, FJ =12341, FS=38563, FJ=16721, Fi° = 14581, F}! =03610}.

Denotaremos a composicao do mergulho do grafo K55 no 31" por
§s5 — 31 (11) = 9Rs + Rs + Rs.

Assim, o mergulho do grafo K5, Figura 5.3, ¢ composto por 11 regioes, e como a regiao
F¢ nao satisfaz a condigdo P), este ¢ um mergulho de 2-células que nao é um modelo
sobre o tri-toro.
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5.1.6 Mergulho minimo do grafo K¢

Pela igualdade (5.3), o mergulho minimo do Kg¢ € realizado numa superficie compacta
orientada €2 de género 4, ou seja, sobre o 47. Um mergulho minimo do Kgg ¢ mostrado
na Figura 5.4, cujo sistema de rotacoes é dado por

Rot Kes = {Py = (1,11,7,9,3,5), P,=(0,8,6,4,2,10), P,=(1,3,9,11,7,5), P = (0,2,4,6,8,10),
P, =(1,5,7,11,9,3), Ps = (0,10,2,4,6,8), Ps = (1,3,9,11,7,5), P, = (0,8,6,4,2, 10),
Ps = (1,5,7,11,9,3), Py = (0,10,8,6,4,2), Py = (1,5,3,9,7,11), P;; = (0,10,2,4,6,8)}.

Figura 5.4: Corte no modelo espacial de um mergulho minimo do grafo Kg g

Usando o mesmo procedimento da Subsecao 5.1.4, efetuaremos o corte no mergulho do
Kg ¢ — 4T, Figura 5.4, sobre o caminho fechado 7 (linha marrom) homeomorfo a imagem
do bordo do poligono de 16-lados na forma natural do 47

E de se esperar que a transformacdo da regido, mostrada na Figura 5.4, na forma
poligonal conserve a orientacao, desde que nao haja alteracao na ordem dos caminhos que
saem de cada vértice. Se for possivel realizar o mergulho do K4g no modelo plano, na
forma natural do 47T, garantiremos que as regioes serao idénticas as do modelo espacial
mostrada na Figura 5.4, onde por regioes idénticas queremos dizer regioes com a mesma
ordem de rotulamentos.

Um mergulho minimo do Kg ¢ no modelo plano, na forma natural do 47, ¢ mostrado
na Figura 5.5.

Observe que o mergulho minimo do Kg ¢ no 47°, mostrado na Figura 5.5 (nesta figura
F} significa que a k-ésima regiao do modelo possui i-lados), possui como sistema de rotagao
o seguinte conjunto

Rot Kes = {P = (1,5,3,9,7,11), P,=(0,10,2,4,6,8),P»=(1,5,7,11,9,3),P3(0,10,8,6,4,2),
P, =(1,3,9,11,7,5), Ps = (0,8,6,4,2,10), Ps = (1,5,7,11,9,3), P, = (0,10,2,4,6,8),,
Ps=(1,3,9,11,7,5), Py = (0,2,4,6,8,10) , P,y = (1,11,7,9,3,5), Py = (0,8,6,4,2,10)}.

Este sistema é oposto, no sentido de percorrer o bordo na direcao anti-hordria, ao do
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Figura 5.5: Mergulho minimo do K¢ sobre o modelo plano na forma natural do 47

mergulho minimo sobre o modelo espacial do 47, exibido na Figura 5.4. Isto nao si-
gnifica que estes mergulhos sejam diferentes. Ocorre que o mergulho mostrado na Figura
5.5 ilustra a parte interna da superficie e o outro a externa. Se imaginarmos que este
mergulho foi desenhado sobre um papel que permite a sua visualizacao dos dois lados,
no verso do lado mostrado pela Figura 5.4, teremos um mergulho com o mesmo sistema
de orientacao do grafo Kg g, representado pela Figura 5.5. Essas afirmacgoes conduzem ao
seguinte resultado.

Proposigao 5.1.5 O mergulho do grafo Kgg sobre o 4T (Figura 5.4), é um complexo
reqular formado por 18 regides quadrangulares, isto é, §es — 4T (18) = 18Ry.

Demonstragao. Como as regioes do mergulho no verso da Figura 5.5, tem rotula-
mento no sentido hordrio dado por

Reg(Kgs) = {F* = 0.11.10.1, F = 1.10.5.2, F4=2.11.10.7,F#=0.7.10.9, F#=3.8.9.10,
F4=0.3.10.5,F4 =1.4.3.2,F4 = 6.9.8.11, F4 = 1.8.3.6, F4, = 2.9.4.11, F} = 6.11.4.7,
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F4=1.6.5.4,F4=0.5.8.1,F4=0.11.8.7, F4=3.4.9.6 F4=2.7.4.5 F*=0.9.2.3, FA=45.6.7},

entao estes rotulamentos também descrevem todas as regioes poligonais produzidas pelo
mergulho do K¢ esbogado na Figura 5.4, no sentido anti-hordrio. Mas cada vértice do
mergulho estd conectado a seis lados, e todas as regides possuem quatro lados, portanto
é verdadeira a proposicao. [ |

5.1.7 Mergulho minimo orientado do grafo K77

Pela igualdade (5.3), a caracteristica de Eiiler da superficie {2 para o mergulho do K77
¢ x (2) = —12. Portanto, o grafo K77 estd mergulhado minimamente numa superficie
compacta orientada de género 7, ou seja, K77 < 71. Um mergulho minimo do K77 sobre
o modelo espacial do 77" é mostrado na Figura 5.7, cujo sistema de rotacao é dado por,

Rot K7n={Py = (1,5,3,7,11,13,9), P, = (0,2,8,4,6,12,10), P, = (1,9,13,11,5,7, 3),
P; = (0,4,6,10,12,8,2), P,=(1,3,5,11,9,13,7) , P;=(0,10,12,2,6,8,4) , Ps=(1,7,5,11,13,9,3) ,
P;=(0,2,12,8,6,4,10), Ps=(1,3,11,9,13,5,7) , P»=(0,8,10,6,4,12,2) , Pio=(1,3,9,11,7,13,5) ,
Py =(0,10,8,12,4,6,2), P =(1,7,5,13,9,11,3), P =(0,2,12,10,4,6,8)}.

Para evitar fragmentacoes das regioes poligonais no modelo plano, o caminho v, ima-
gem do poligono de n-lados na forma normal da superficie, devera cruzar um lado do grafo,
o menor nimero de vezes. Devemos desviar os lados do mergulho, sempre que cruzarem a
parte de v que sai dos dois vértices a direita dos quatro vértices que estao alinhados, em
direcao aos quatro vértices seguintes, porque se um caminho cruzar esta parte de -, ele nao
sai do outro lado do caminho que se encontra emparelhado. Portanto, devemos desviar
estes caminhos de forma que eles passem antes do primeiro entroncamento formado pelos
seis pontos, a exemplo do que foi feito com os lados 75 e 76 do mergulho do K7 ;. Esta
¢ a melhor maneira de evitar a fragmentacao desnecessdria das regioes do mergulho do
K77 no modelo plano do 77

Na Figura 5.6, as linhas duplas representam o corte de v cujos lados estao se afastando
num processo de deformagao para a formagao do poligono de 28-lados na forma natural
do 7T. Veja que ~y é constituido por 14 caminhos fechados sobre o 77" com um vértice em
comum. FEste vértice é quem vai gerar todos os vértices do poligono de 28-lados, pois,
ao cortarmos um caminho fechado num vértice, ele gera outros dois que passam a ser os
vértices externos dos lados do poligono. Como sao 14 caminhos, daf a existéncia dos 28
vértices para o poligono gerador do 77

A Figura 5.7, indica o mergulho K77 < 71 sobre o modelo plano do 77" correspondente
ao mergulho sobre o modelo espacial do 7T mostrado na Figura 5.6. O sistema de rotacoes
mostrado no mergulho da Figura 5.7 é dado por

Rot(K+7) = {P, = (0,9,13,11,7,3,5), P, = (0,10,12,6,4,8,2) , P, = (1,3,7,5,11,13,9) ,
P3=(0,2,8,12,10,6,4) , P,=(1,7,13,9,11,5,3) , P;=(0,4,8,6,2,12,10) , Ps = (1,3,9,13,11,5,7) ,
P;=(0,10,4,6,8,12,2) , Ps=(1,7,5,13,9,11,3) , P,=(0,2,12,4,6,10,8) , P;o = (1,5,13,7,11,9,3) ,
Py =(0,2,6,4,12,8,10), P =(1,3,11,9,13,5,7), Pi3=(0,8,6,14,10,12,2)}.

Note que este tem orientagao oposta a do mergulho minimo sobre o modelo espacial
do 7T, exibido na Figura 5.6. Isto nao significa mergulhos distintos, mas que o mergulho
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Figura 5.6: Mergulho minimo do grafo completo biparticionado K7 7

representado na Figura 5.7 é a exibicao da parte interna da superficie mostrada na Figura
5.6.

Proposicao 5.1.6 O mergulho do grafo K77, Figura 5.6, é formado por 23 regioes e tem
a sequinte composicao: Frz — 71 (23) = 21R, + Rs + Re.

Demonstracao. Os modelos das Figura 5.7 e 5.6 deferem apenas porque um estd na
parte externa e outro na parte interna do 77, logo sao isomorfos. As regioes poligonais do
mergulho na parte interna da Figura 5.7, tem rotulamento no sentido horario dado por

Reg K7p={F}=0.1.2.9,F2=0.5.10.1, F$=0.11.10.7, F#=0.7.2.3, F5=4.7.10.13,F$=0.3.4.5,

FT=1832, F8=1.12.7.8.1.4.3, F)=1.10.3.12, F'=2.7.12.5, F}'=2.5.6.11, F12=2.13.12.9,
F13=0.13.2.11, F}4=4.11.6.13.8.5, F}*=4.13.6.9, F16=5.8.7.6, F.7=3.10.9.6, F.¥=0.9.8.13,
F}°=89.10.11.8, F20 = 4.9.12.11.4, F?' = 3.8.11.12.3, F??=5.12.13.10.5, F?3=1.6.7.4.1}.

Estes rotulamentos também descrevem todas as regioes poligonais produzidas pelo mer-
gulho do K77, Figura 5.6, no sentido anti-hordrio. Como Fj* é hexagonal e F§ ¢ uma
regiao octogonal homeomorfa a um disco unitdrio e as demais regioes sao quadrangulares,
estd provada a proposicao. [ |

Note que de cada vértice do mergulho partem 7 lados. Esta condicao satisfaz parte
da exigéncia para ser um complexo regular, porém, a existéncia das regiao Fy e Fg* sio
os Unicos impedimentos para que o mergulho do K77, Figura 5.6, nao seja um complexo
regular sobre o 77
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Figura 5.7: Mergulho minimo do grafo K7 sobre o modelo plano do 77’

5.1.8 Exemplos de mergulhos nao-orientados

Da equagao (5.4), deduzimos que os mergulhos minimos dos grafos completos biparti-
cionados Kj, K33 € K44 sao como mostrados na Figura 5.8. Os mergulhos minimos do
K55 e K33 sao realizados no plano projetivo, enquanto que o mergulho minimo do grafo
K4 4 € realizado no 2P, superficie homeomorfa a garrafa de Klein.

Os sistema de rotagao desses mergulhos e a descrigao da composicao dos modelos sao
mostrados na Tabela 5.2.
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o

Figura 5.8: Mergulhos minimos nao-orientados dos grafos Ks o, K33 € K44

| Rot Kgg | Reg K22 | Rot Kgg ‘ Reg K33 | Rot K44 | Reg K44 |

Po=(1,3) | FF=0123 | P, = (1,5,3) | FL=0145 | P, = (1,3,5,7) | Ff = 0123
P =(0,2) | FZ=0123 | PL=(0,2,4) | F2=1234 | P, = (2,0,4,6) | FZ = 2543
P, = (1,3) P =(1,5,3) | F3=0523 | B, = (3,1,7,5) | 2 = 4567
P; = (0,2) P; = (0,4,2) | FA=034521 | P = (4,6,0,2) | Ff = 0741
P, =(1,3,5) P, = (1,3,5,7) | Fy = 3416

Ps = (0,4,2) Ps = (2,0,6,4) | ES = 0527

Ps=(3,1,7,5) | F{ = 1672

P, = (6,2,0,4) | E5 = 0365

Tabela 5.2: Sistemas de rotagoes e modelos dos mergulhos nao-orientado dos grafos
K2,2, K3,3 € K4,4

5.2 Mergulhos de Grafos em Superficies Compactas
com Bordos

Em se tratando de tesselacoes, a incidéncia de complexos regulares em superficies
compactas com bordos é bem maior do que no conjunto das superficies sem bordos. Sé
para termos uma idéia, o mergulho do grafo Kj 5, Figura 5.3, ndao ¢ um complexo regular,
no entanto, podemos extrair, no minimo, 11 complexos regulares distintos deste mergulho.

A idéia que as superficies compactas com bordos nao sao boas para mergulhos de grafos
ou canais discreto sem memorias, também é falsa. Os canais que podem ser realizados
sobre superficies compactas sem bordos, sempre podem ser mergulhados em superficies
com bordos em proporcoes quase sempre superior, oferecendo mais opgoes para escolhas
de estruturas algébricas que possam ser utilizadas nos processos de mo- dulacao e de
codificagao.



5.2. Mergulhos de Grafos em Superficies Compactas com Bordos 93

5.2.1 Definicoes e exemplos

Comprovamos, nos mergulhos dos grafos K55 e K77, mostrados nas Figuras 5.3 e
5.6, respectivamente, a existéncia de sobreposicao de lados das regioes, porém, esta so-
breposicao ocorre completamente sobre lados, conforme a condigao P;). O mergulho sobre
o modelo plano da superficie, identifica com precisao o nimero de lados destas regioes.
Identificadas estas regioes, verifica-se a ocorréncia da relagao (5.1) do Teorema de Konig,
igualdade que nos interessa para conhecer o niimero de regioes de um mergulho. Por isso,
este tipo de mergulho também serd chamado de modelo sobre uma superficie.

Como os mergulhos de 2-células sao um recobrimento sobre a superficie por regioes,
poderemos dizer que este tipo de mergulho define uma tesselagao finita sobre a super-
ficie. Se as regioes do mergulho de 2-células tiverem o mesmo nimero de lados diremos
que a tesselacao é regular.

Salvo mensao em contrério, todos os mergulhos serao considerados como mergulhos
de 2-células de um grafo completo biparticionado K, .

Estamos interessados apenas em mergulhos de grafos sobre €2, que sejam mergulhos de
2-células e que preservam a caracteristica de Eiiler de €2,.. Como €2, é homeomorfa a uma
superficie compacta sem bordo menos r discos disjuntos, o nosso critério para o mergulho
de um grafo G sobre 2, serd a retirada do interior de r regidoes do modelo do mergulho
do grafo sobre . Se o mergulho G — 2 é de 2-células, cada regiao é homeomorfa a um
disco aberto, por isso, ao retirar o interior de uma regiao de um mergulho de 2-células,
estamos retirando o elemento topologicamente equivalente a um disco aberto no interior
da regiao.

Definigao 5.2.1 Seja §mn = Q (o) = UL, R" 0 modelo formado por o regides geradas
pelo mergulho do grafo K, , sobre uma superficie compacta orientada §). Chamaremos
de mergulho com r componentes de bordo do grafo K,,,, r < «, sobre Q,, um
mergulho obtido pela eliminagdo de r regioes de §pmn, denotado por §h. = Q. (a—71) =
UST R'. Chamaremos o mergulho K,,, — Q de mergulho de origem para o mergulho
na superficie com bordo K, , — .

Concluimos, da Defini¢ao 5.2.1, que do mergulho §,,, = Q () de um grafo K, ,, sobre
uma superficie sem bordo €2, podemos eliminar k regides, 1 < k < «, de §,., € obter um
mergulho em uma superficie compacta com bordo de §,., = Q. (o — k) . No caso extremo
a = k, o mergulho de K,,, é da forma §,, = Q,(0), onde £, (0) é uma variedade
unidimensional homeomorfa a soma conexa de « circulos.

Como no mergulho com k& componentes de bordo, podemos escolher k regioes num
conjunto de « elementos, entao, o nimero de modelos de mergulhos com bordos que
podemos extrair do modelo ., = 2 () do mergulho K, , — Q () é

‘§mn| = Zi:l Coc,i7 (56)

onde C,; denota a combinagao de o elementos tomados i a 1.
Consideraremos um mergulho minimo com bordo de um grafo G sobre 2., qual-
quer mergulho proveniente de um mergulho minimo G — (2.
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Na tentativa de definir um mergulho de um grafo GG sobre uma superficie compacta
com bordo €2,., nao tivemos outra opcao além das condigoes da Definicao 5.2.1, conseqiien-
temente, o género da superficie para o mergulho com bordo é o mesmo que o da superficie
do mergulho de origem.

Exemplos de mergulhos de grafos em superficies com bordo sao mostrados na Figura
5.9. O modelo (1) corresponde ao mergulho do grafo completo biparticionado K5 5 sobre o
plano, superficie homeomorfa a esfera menos um ponto S;. Aqui, o bordo do poligono 1-
lado = S; coincide com o bordo da tnica regiao proveniente do mergulho. Os modelos (2)
e (3) correspondem aos mergulhos minimos orientados com bordos dos grafos completos
biparticionados K33 e K44 sobre o toro, com uma componente de bordo 77.

Figura 5.9: Mergulhos mfnimos orientados com bordos dos grafos Kz, K33 € Ky4

Seja a;R; uma regiao com j lados que aparece a; vezes quando do mergulho do grafo
K, sobre a superficie {2, entao, quando desejarmos destacar os tipos de regioes do
mergulho, escreveremos

Su=Q(a) =aRy+ -+ aRyyos, a=ar+ -+ a.

Assim, as composicoes dos modelos de mergulhos de K3, K33 € K44, Figura 5.9, sao:
F220=51(1) =Ry, B33 =T1(2) =Ry + Rs e §aa = T1 (7) = TR4.

Os dois modelos mostrados na Figura 5.10, F33 = T (3) = 3Rg (modelo a esquerda) e
§33 = 11 (2) = 2R (modelo a direita), representam mergulhos minimos do grafo K 3 sobre
toro e sobre o toro com uma componente de bordo. Ambos sao exemplos de complexos
regulares.

O segundo modelo foi obtido do primeiro pela remogao da regiao F que se converteu
no bordo de T7.
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Figura 5.10: Mergulhos minimos orientados sem e com bordo do grafo K33 sobre T}

5.2.2 Algoritmo para a construcao de mergulhos de grafos em
superficies com um bordo

O primeiro passo para obtermos o mergulho de um grafo em superficies com bordo
Smn = 1 (a — 1), é identificar uma regido nao-fragmentada em §,,, = © (), na qual
um dos seus vértices possua um lado que intercepta o bordo do poligono de n-lados no
modelo do mergulho §,,, = Q(«), o mais préximo de um dos vértice do poligono de
n-lados.

Algoritmo 5.2.2 Suponha que Fpn = Q(a) = UR' é 0 modelo do mergulho do grafo
Ko sobre a superficie compacta orientada Q. Considere que l; € R', é o lado mais
prozimo do vértice vy pertencente ao poligono de n-lados de ). Nestas condigoes, para
construir o modelo do merqulho §; = Q1 (a—1) = Foun — R, o0s sequintes passos sGo
necessarios:

(P1) Transporte o lado l; da regigo R' para o vértice vy (a continuagao de l; poderd sair
de outro vértice do poligono de (n+1)-lados);

(P2) Abra a regiao R' no vértice vy de maneira a transformar o bordo de R num novo
lado do poligono de 2, transformando-o no poligono de (n + 1)-lados = Q4 ;

(P3) Transporte os vértices de R' para este novo lado, sequindo a orienta¢do oposta da
regiao R', de maneira que os extremos contenham o mesmo rétulo do vértice v;;

(P4) Coloque os demais vértices do grafo G sobre a regiao interior do poligono de (n+1)-
lados e faca as mesmas conexdes do modelo §n, do mergulho de G em ) até obter
um mergulho com o mesmo sistema de rotagoes de §pp-

As conexoes do mergulho com bordos do K, ,, sao as mesmas do mergulho de origem,
com excecao da conexao do lado [;, o qual é transferido para o vértice vy do poligono de n-
lados. Mas esta transferéncia nao interfere na ordem das conexoes dos lados do mergulho
com bordo de GG, porque [; é o lado mais préximo de vg e, portanto, nao hé outro lado do
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mergulho entre vy e [;. Assim, ao construirmos modelos com bordos a partir do modelo
sem bordos, estamos preservando o sistema de rotacoes e, naturalmente, conservando os
rotulamentos das regioes.

Figura 5.11: Mergulhos minimos com bordos do grafo Ky 4

5.2.3 Exemplos de mergulhos em superficies com uma compo-
nente de bordo do grafo K, 4

Por definigao, os mergulhos mfnimos com bordos e sem bordos do grafo K, 4 sao todos
realizados no toro. Usando o Algoritmo 5.2.2, construiremos todos os mergulhos com uma
componente de bordo, derivados de um mergulho sobre o toro do grafo K44. A Figura
5.11 mostra todos os mergulhos com uma componente de bordo extraidas do mergulho
com bordo, modelo central.
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Observe que todos os mergulhos com bordos indicados na Figura 5.11, possuem o
mesmo sistema de rotagoes do modelo original, modelo central.

5.2.4 Mergulhos de grafos em superficies com bordos

O objetivo é eliminar duas regides do modelo de mergulho de um grafo em uma
superficie compacta orientada. O procedimento serd o mesmo para a eliminacao de um
niimero maior de regioes. Descreveremos esta construgao na forma do seguinte algoritmo.

Algoritmo 5.2.3 Seja Fmn = Q (o) = UL R" 0 modelo do mergulho do grafo K,,,, sobre
uma superficies Q. Para se construir o modelo §ij = Fmn — (R'U RY), sio necessdrios os
sequintes passos:

(P1) Utilizando o Algoritmo 5.2.2, construa o modelo §; = Qi (o —1) = Foun — R de
Ko sobre Qq, cujo bordo serd exatamente o bordo de R;, isto é, 0 (Q) = O(RY);

(P2) Se a regiio R € Fmn tem pelo menos um vértice h € O(R?), a partir do vértice vy
percorra O(R') na dire¢ao anti-hordria até encontrar h. No ponto h, acrescente um
caminho, ampliando o bordo de R'. Caminhe agora sobre o bordo de R’ na diregdo
hordria até retornar a h e transporte os vértices de R;, na ordem encontrada, para
a parte ampliada de O(R'). Continue o percurso sobre (R") e, na medida que for
encontrando vértices comuns, proceda como em h até retornar ao vértice vy;

(P3) Manter fizos os vértices que ndo se encontram em O(R') e (R’) e fagca as mesmas
conexoes eristentes no modelo de §; conservando o sistema de rotacoes de G,

(P4) Se as regioes R' e R’ ndo possuem pontos em comum, aplique em cada regido o
Algoritmo 5.2.2 e acrescente um lado ¢ no poligono de n-lados, em um dos bordos
formados por essas regioes, acrescentar um lado ¢ no bordo R, por exemplo, significa
acrescentar dois lados com orientagoes opostas ¢ e c~t, um antes e outro depois do
bordo de R'. Este procedimento é para recuperar a forma minima do poligono de
n-lados de Q3 = Fij = Fmn — (R U RY).

E claro que as transformacoes efetuadas no mergulho dos grafos pelo Algoritmo 5.2.3
podem ser todas revertidas. Assim, podemos construir um modelo sem bordo de um
mergulho de um grafo G a partir de um modelo com bordo 2. O segundo modelo da
Figura 5.14 foi construido por este processo. A construcao através do Algoritmo 5.2.3
também preserva o sistema de rotacoes.

5.2.5 Mergulho minimo do K44 em superficie com bordos

Nos parece claro que cada regiao retirada de um mergulho com bordo de G sobre
Q provoque uma componente de bordo em Q. E facil comprovar que o mimero e tipo
de componentes de bordo de um mergulho formado pela eliminagao de r regides de um
mergulho sobre uma superficie €2, através do Algoritmo 5.2.3, satisfaz as condigoes do
seguinte teorema.
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Teorema 5.2.4 Seja Fomn = () = UL R* 0 mergulho do grafo completo biparticionado
K. n sobre a superficie sem bordo Q2 decompondo-a em o regioes. Seja S’il...i“ o mergulho
de K., sobre Q pela eliminacdo das regioes R™,- - R, entdo

Sil...i# = Q“ (a — ,u) = Smn — (Rzl UJ---u Rz”)

¢ um mergulho de K, ,, sobre £} com o — p regioes e p componentes de bordo. Os bordos
de Q,, sio isolados se, e somente se, )(R*)N---NI(R*) = &.

Figura 5.12: Mergulhos minimos do grafo K44 obtidos pela eliminacao de duas regices de

§1

Demonstragao. Como o mergulho K,,, — ) é composto por « regioes e as p regioes
retiradas transformam-se em p componentes de bordo (pois sao curvas fechadas), entao o
mergulho §; ..; = (2, é composto por a — p regiGes. Por outro lado, regices isoladas R
e R’, quando retiradas de um modelo, s6 podem gerar componentes de bordo isoladas,
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caso contrario, os seus bordos teriam pelo menos um ponto p em comum, e assim o
IR NI(RY) =p, R"N R/ = p, o que seria um absurdo. [

Consideramos o mergulho central (destacado em cores diferentes) mostrado na Figura
5.11. Escolhemos R! como uma das regides que serd eliminada. Isso nos permitird obter
todos os mergulhos com duas regioes eliminadas, sendo uma delas R!. Escolhemos orde-
nadamente as regioes R?,--- , R® e construfmos os modelos, §;, = § — RF, k=2,--- 8
(veja Figura 5.12).

Observe que todos os mergulhos do K, 4, Figura 5.12, possuem o mesmo sistema de
rotagoes. Sao todos mergulhos minimos com duas componentes de bordo nao isoladas do
grafo K 4, isto é, correspondem ao mergulho K4 — 75 (6) e a interse¢ao entre os bordos
d(RY) ed(R), j=2,---,8, ¢ sempre um vértice ou um lado, os bordos nao sao isolados.

5.2.6 Exemplo de um mergulho minimo do grafo K,, em super-
ficie com bordos isolados

O primeiro modelo mostrado na Figura 5.14 representa o mergulho mfnimo Ky 4 — 75,
construido por tentativa. S6 foi possivel realizé-lo porque o modelo correspondente sobre
o toro (segundo modelo da Figura 5.14) possui duas regides sem auto-intersegoes, que sao
transformadas no bordo de T5. Fizemos aqui o caminho inverso do Algoritmo 5.2.3, isto
é, construimos primeiro K44 <— 715 e depois obtivemos K4y — T.

Observagao 5.2.5 A existéncia da formacdao de duas componentes de bordo no modelo
Sij € equivalente a existéncia de pelo menos trés regioes consecutivas como mostradas na
Figura 5.13.

R‘l R.2 R 3

Figura 5.13: Condigoes para a existéncia de modelos com duas componentes de bordo

A experiéncia mostrou que é menos complicado obter o modelo sem bordo, tomando
como referéncia o seu correspondente modelo com bordo, do que o procedimento inverso.

Ambos os mergulhos do grafo K,4, Figura 5.14, apresentam o mesmo sistema de

rotagoes e as composigoes dos correspondentes modelos sao: Fyu = T2 (6) = 6Ry € Fyg =
T (8) = 8Ry.
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Figura 5.14: Mergulho do grafo K44 sobre T5 e o correspondente mergulho em 7'

5.3 Modelos das Regioes Oriundos de Mergulho de
Grafos em Superficies

A identificacao de complexos regulares como tesselacoes formadas por mergulhos de
grafos em superficies, implica em determinar o conjunto das superficies para o mergulho
de 2-células desse grafo e, para cada uma delas, relacionar todos os possiveis tipos de
modelos das regioes provenientes dos mergulhos desse grafo. No inicio, tentamos associar
a cada sistema de rotagao do grafo o tipo de modelo sobre a superficie. Por ser um
trabalho drduo e sem nenhum poder de generalizacao, optamos em identificar o conjunto
de todas as possiveis tesselacoes de uma superficie oriundas de mergulhos de um grafo,
usando relagoes matematicas que identificam a quantidade e os possiveis tipos de regioces
que compoem essas tesselagoes.

Cada definicao, notagao, proposicao, lema, teorema e coroldrio fazem parte de uma
seqiiéncia logica da demonstracao da férmula que estabelece o nimero de modelos com
4 regioes do mergulho de 2-células do grafo completo biparticionado K, , sobre uma
superficie compacta orientada €.

5.3.1 Caracteristica e género do grafo completo biparticionado

Qualquer tentativa de identificar modelos de mergulhos de 2-células de grafos em
superficies comeca com a identificacao dos géneros minimos e méaximos das superficies
nos quais estes mergulhos sao realizados.

Ringel [34] mostrou que o género minimo orientado do mergulho do grafo completo
biparticionado é dado por

Von (Kmn) ={(m —2)(n—2)/4}, para m,n > 2, (5.7)

onde {a} denota o menor nimero inteiro maior ou igual ao nimero real a.
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Ringeisen [32] mostrou que o género maximo para o mergulho do grafo completo
biparticionado é dado por

T (Kmn) = [(m =1) (n = 1) /2], param,n > 1, (5:8)
onde [a] é o maior nimero inteiro menor ou igual ao nimero real a.

Teorema 5.3.1 [33/Se um grafo G tem um mergulho de 2-células sobre superficies de
géneros v, e Yo, entao para todo inteiro k, v, < k < v, G tem um mergulho de 2-células
sobre a superficie de género k.

Porque mergulho méximo? Se 7y,, (G) é o género méximo de G, porque nao existe o
mergulho do grafo G em uma superficie de género maior ou igual a v,, (G) + 17 Bom
o mergulho existe, s6 que qualquer mergulho de G numa superficie compacta orientada
com género nessas condig¢oes possui, pelo menos, uma regiao nao homeomorfa a um disco
unitdrio, e portanto nao seria um mergulho de 2-células.

5.3.2 Conjunto das superficies para o mergulho do grafo com-
pleto biparticionado

O nidmero de regides de um modelo provenientes do mergulho de um grafo G em uma
superficie compacta orientada €2 é constante e depende da caracteristica de Eiiler de (2.
Para efeito de simplificagao, indicaremos por 9t o conjunto dos modelos §,,, de mergulhos
do grafo K,,, sobre uma superficie (2, isto &,

M = {Fmn : Ko — Qe Fpn = Q. (5.9)
Proposicao 5.3.2 Se ) = kT entdao o niumero de regioes de §mn €
|Gmn] =2 —2k—m —n+mn, ¥, € M.

Demonstracao. A caracteristica de Eiiler de Q é x (2) =V — E+ F. Mas, x (kT) =
2 —2k. Logo, F = |§mn| =2—-2k—V +E=2-2k—m—n+mn. [

Um grafo pode ser mergulhado em mais de uma superficie. O conjunto de superficies
para o mergulho do grafo completo biparticionado K,,, e o nimero de seus elementos
podem ser conseguidos através do seguinte teorema.

Teorema 5.3.3 Seja M., 0o conjunto das superficies compactas orientadas sem bordo
para o mergulho de 2-células do grafo completo biparticionado K, ,,, entao a cardinalidade
de M,,,, é igual a

mn/4, se m,n = (0,0),
mn/4+1/2, sem,n

(M| = mn/4+1/4, sem,n = (1,3),(3,1) mod 4;
mn/4—1/4, sem,n = (1,1),(3,3) mod 4,
onde m,n = (ay,b1), -, (as,bs) mod 4 significa que m = a;mod4 e n = bymod4, ---,

oum = as;mod4 en = b, mod 4.
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Demonstracao. Pelas igualdades (5.8),(5.7) e Teorema 5.3.1, o grafo completo bi-
particionado K,,, estd mergulhado no conjunto das superficies orientadas

My = {7, (v + )T, (v +2) T, (v — D) Ty T (5.10)

onde v e v;, sao os géneros minimo e maximo para os mergulhos orientados de K, .
Portanto, o nimero de elementos de M., é: |Myn| = Vs (Kn) =7 (Komn)+1. Escrevendo
m=4t+a,n=4s+0b, a,b € {0,1,2,3}, temos 16 casos a considerar:

1) a=b=0= Myl = [(m—1)(n—1) /2] — {(m—2) (n—2) /4} + 1= mn/4;
2Q)a=1leb=1= |M,,,| = [8ts] —{dts —t—s+1/4} + 1 =mn/4 —1/4;
3)a=1leb=2= [Mu| = [4t (45 +1) /2] — {(4¢ — 1) 4s/4} + 1 = mn/4 + 1/2;
Ha=1leb=3= |My,| =[4t(4s+2) /2] —{(4t —1)(4s+1) /4} + 1 =mn/4+ 1/4.

Os demais casos sao determinados de modo andlogo. [
Particularizando para o caso em que m = n no Teorema 5.3.3, temos o seguinte
resultado.

Corolario 5.3.4 Seja M,,,, o conjunto das superficies compactas orientadas para o mer-
gulho do grafo completo biparticionado K, ,, entao a cardinalidade de M,,, é:

IM,.,,| =n?/4, sen=0mod2 e |M,,| =n(n+2)/4, sen=1mod2.

5.3.3 Tipos de modelos de mergulhos de 2-células

As regioes obtidas através dos modelos de mergulhos de 2-células de um grafo com-
pleto biparticionado K, , sobre uma superficie compacta orientada, apresentam uma
caracterfstica em comum: todas as regioes possuem um nimero par de lados, Proposicao
5.3.5. Esta particularidade nos permitira descrever as regioes de um modelo de mergulho
de K,,, em fungao dos parametros m e n e do nimero de regioes.

Proposicao 5.3.5 Seja Fon = Q () € Fon = U?:l R;;, entdo i; serd sempre um inteiro
par maior ou igual a 4.

Demonstragao. Sejam A = {ay, -+ ,a,,} € B={by,--- ,b,} os conjuntos de vértices
com m e n elementos de um grafo completo biparticionado K, ,. Suponha que existe uma
regiao Ry € Tmn com um nimero fmpar de lados, entao Ry = aib; - - - agpborasgi1ay e,
assim, o lado agy+1a1 seria uma conexao entre dois vértices de A, e K, , nao seria um
grafo completo biparticionado. Esta contradicao mostra o desejado. [

Teorema 5.3.6 Se K,,,, — Q(a) é um mergulho minimo orientado entio o nimero de
regioes de §my €:

mn/2, se m,n = (0,0),(0,2) ),
mn/2 -1, sem,n=(0,1),(0,3), (1, ) (3,0) mod 4;
mn/2 —1/2, sem,n = (1,3),(3, )mod4

mn/2 —3/2, sem,n = (1,1),(3,3) mod 4,

onde m,n = (ay,b1), -, (as,bs) mod 4 significa que m = a;mod4 e n = bymod4, ---,
oum = as;mod4 en = b, mod 4.

L(1,2),(2,0),(2,1),(2,2),(2,3),(3,2) mod 4;
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Demonstragao. Usando o Teorema de Konig 5.1.1 e o Teorema 5.1.2, resulta que
X (kmn) =m+n—mn+pu=p=2[(m+n—mn/2) /2| +mn—m—n

Escrevendo m = 4k +a en = 4t + b, a,b € {0,1,2,3} e substituindo todos os casos
possiveis para m e n na expressao de a acima, obtemos as igualdades do teorema.

1)m=4ken =4t = F = 2((4k + 4t — 16kt/2) /2) + 16kt — 4k — 4t = 8kt = mn/2;
2)m=4dken=4t+1=F=2[(m+n—mn/2) /2] +mn—m —n=mn/2 — 1,
3Iym=4k+len=4t+1=F =2[(m+n—mn/2) /2] + mn—m —n =mn/2 — 3/2;
Hhm=4k+len=4t+3=F=2[(m+n—mn/2) /2] +mn—m—n=mn/2—1/2.

Os demais casos sao determinados de modo andlogo. [

Corolario 5.3.7 Se K, — Q(a) é um mergulho minimo orientado e Fnn = Q (),
entao o numero de regioes de Fpn, é:

a=n?/2, sen=0mod2 ou a=n?/2—3/2, sen=1mod2.

Demonstragao. Fazendo m = n na férmula de a do Teorema 5.3.6, obtemos as
igualdades: a = 2[(2n —n?/2) /2] + n?> — 2n = 2[n — n*/4] + n*> — 2n. Como n = 2k ou
n = 2k + 1 entao:

1) n=2k= pu=202k— (2k)*/4) + (2k)> — 2 (2k) = 2k> = n?/2;
Nn=2k+1=p=202k+1—2k+1)>/4+2k+1)°-202k+1)=n?/2-3/2. =

Corolério 5.3.8 Seja Fmn = Q2 () um modelo com a regides do mergulho do grafo K,
sobre uma superficie compacta orientada ). Entao o é par se, e somente se, m e n $Go
mnteiros pares.

Demonstracao. Suponha que m =4k+aen =4t+b, a,b € {0,1,2,3}. Analisando
todos os casos possiveis para m e n e substituindo a no Teorema 5.3.6, resulta que:
1)m=4ken =4t = a = mn/2 = 8kt = « é par;
2ym=4dken=4t+1=a=mn/2 —1=2k(1+4t) — 1 = a & impar;
J)m=4ken=4t+2 = a=mn/2 =4k (1 + 2t) = « é par;
dym=4ken=4t+3=a=mn/2 —1=2k(3+4t) — 1 = « é impar;

Os demais casos sao mostrados de forma anéloga, o que prova o desejado. [

Corolério 5.3.9 Seja §nn = Q () um modelo com « regides de um mergulho do grafo
completo biparticionado K, , sobre uma superficie compacta orientada ). Entdao o é par
se, e somente se, n é par.

Demonstragao. Pelo Corolério 5.3.7, temos que:
1) se n é par entdo: a = n?/2 = (2k)* /2 = 2k? = « é par;
2) se n ¢ fmpar entdo: o =n?/2 —3/2=2(k*+ k) — 1 = a ¢ impar. u
Concluimos assim que o ntimero de regioes de qualquer mergulho do grafo completo
biparticionado K, , sobre uma superficie compacta orientada €2 ¢ sempre o mesmo. Por-
tanto, quando nos referirmos ao conjunto de modelos § sobre 2 de mergulhos de 2-células
de um grafo GG, estamos falando de modelos com o mesmo nidmero de regioes.
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Proposicao 5.3.10 Seja §,., 0 modelo de um mergulho de 2-células de um grafo completo
biparticionado K,,, sobre uma superficie compacta orientada 2. Entao sao verdadeiras
as sequintes afirmacoes:

(1) O modelo §mn € formado apenas por uma regido se, e somente se, Fmn € 0 modelo
de um mergulho mdzimo de 2-células e m ou n é um inteiro impar;

(i7) O modelo §mn € formado por duas regioes se, e somente se, Fmn € 0 modelo de um
mergulho maximo de 2-células e m e n sao inteiros pares.

Demonstracao. Seja §mn = Q2 () o modelo do mergulho K,,,, — 2. Entao
a=x(Q)—m-—n+mn=2-2y,,(Q) —m—n-+mn.

Suponha que m =2k +aen=2t+b, a,b € {0,1}. Temos quatro casos a considerar:

)m=2ken=2t= |§mm| =2—-2[(m—-1)(n—1)/2] —=m —n+mn = 2;
Nm=2ken=2t+1= |Fon| =2—2[(2k —1)2t/2] — 2% — 2t — 1 + 2k (2t + 1) = ;
) m=2k+1len=2t= [Fpn| =2—2[2k(2t —1)/2] — 2k —1— 2+ (2k +1)2t = 1;
m=2k+len=2t+1= |Fon| = 2—2[2k2t/2) —2%—1—2t—1+(2k +1) (2t + 1) = 1.

O que prova o desejado. [

5.3.4 Modelos com «a regioes

Determinaremos o conjunto de todos os possiveis modelos com « regides, a € {2,4} do
modelo ., = Q2 () . A intengao é que a estratégia adotada nestes casos possa ser aplicada
para descrever o conjunto de modelos com « regioes, com « > 1. A decisao pelos casos
pares nao significa que os procedimentos sejam tipicos desses casos. Os procedimentos
também se aplicam aos casos impares.

Notacao 5.3.11 Denominaremos por My = {Fmn : Smn = () € Ky — Q} 0 con-
junto dos modelos com exatamente a regioes formados pelos mergulhos do grafo completo
biparticionado K,,, sobre a superficie compacta (). Denotaremos por §mn = U?Zl R;,,
i1 g <o <ig um modelo de My, onde R;; € uma regiao com i; lados.

A condicao i; <1y < --- < i, é fundamental aos nossos propésitos porque ao fixarmos
o primeiro indice, a variacao de iy serd conhecida e, ao fixarmos os dois primeiros indices,
saberemos determinar exatamente a variacao de i3 e assim por diante. Esta é a idéia
usada para realizarmos a contagem dos modelos com a regioes.

Lema 5.3.12 A cardinalidade do conjunto M, ¢é igual ao nimero de solugdes inteiras
positivas da equacao

2mn:4F4—|—6F6—|—8F8—|— (& Zi:() F4+27; = Q, (511)

onde Fj, é o niumero de regioes com k lados.
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Demonstracao. Por [10], pp. 85, se Fj, t = 3,4,5,--+ é uma regiao de §,,, com
t lados entao 2F = 3F3 + 4Fy 4+ 5F5 + - -+, onde E é o nimero de lados do K,,,. Por
outro lado, um grafo completo biparticionado K, , tem mn lados, pela Proposigao 5.3.5,
o seu mergulho nunca produz faces com um nimero fmpar de lados e, pelo Teorema 5.3.6,
> ieo Fatoi = o, portanto:

2E =2mn =4F, +6Fs+8Fs+--- e Y . oFii0=aq,

o que prova o desejado. [

No préximo lema mostraremos que se um modelo ., = 2 (a) é visto como a unido
de regioes simples R; de i faces, entao a soma dos indices de todas as regioes é igual a
2mn.

Lema 5.3.13 Se §,., € M, € tal que Fpmp = U Ri; entao Z?:l 1j = 2mn, ou seja,
Smn:Ri1URi2.'.URi2 :>21+22++za:2mn

Demonstracgao. De fato, pela Proposi¢ao 5.3.5, todo modelo de mergulho de um
grafo completo biparticionado K, , sobre uma superficie compacta orientada ¢ da forma
Smn = RyU---URyU---URyy9p U---U Ryi9;, onde o niimero de regioes do tipo R; é
igual 7. Portanto, pelo Lema 5.3.12, a soma dos indices é

S i = 4Fy +6Fs + - - + (4 + 2k) Fypor = 2mn,

como desejavamos mostrar. [

5.3.5 Modelos com duas regioes

Descreveremos a forma geral dos modelos de duas regioes de mergulhos de 2-células do
grafo completo biparticionado sobre uma superficie compacta orientada e calcularemos o
correspondente nimero de elementos.

Proposicao 5.3.14 Seja 9y o conjunto de todos os modelos de mergulhos de 2-células do
grafo completo biparticionado K,,,, sobre uma superficie compacta orientada €2 formados
por 2 regides. Entio My tem mn/2 — 1 elementos e

My = {F+t,, = RaU Ropn—a, T2 = R6 U Romn—6, Son = Bs U Royns, "+

mn mn

ko mn/2—2 mn/2—1
gmn - R2k+2 U R2mn72k727 Ty, V0mn - Rmn72 U Rmn+2; mn = Rmn U Rmn .

Demonstragao. Seja §2,, = Q(2), Ky, — Q. Como a = 2, pelo Coroldrio 5.3.8,
m e m sao inteiros pares. Suponha que 312 = Rj1 U Rjs estd em 9My. Logo, pelo Lema
5.3.13, 11 + 15 = 2mn. Mas pelo Lema 5.3.12, os modelos §,,, deverao ser necessariamente
como discriminados no conjunto g, acima. Como que i; = 4,6, --- , mn, concluimos que
existem (mn —4) /2 + 1 =mn/2 — 1 modelos distintos para §s. |
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5.3.6 Modelos com 4 regioes

Dedicaremos uma atencao especial ao estudo do modelo com quatro regioes porque
permitira tirar conclusoes sobre os demais tipos de modelos. Em principio estudaremos
alguns casos especificos de modelos com 4 regides, no intuito de descobrirmos leis de
formacoes que se apliquem ao caso geral.

Lema 5.3.15 Seja M4 (4) o conjunto de modelos de My que fizam a primeira regido
R;, = Ry, entdo o numero de regides distintas de My (4) é:

m/62 (4 4+ 6t), se mn = 0 (mod 3)
My (4)] = ;176/6_8/3 (54 6t) + mn/2 — 3, se mn =1 (mod 3)
?26/6_7/3 (3 +6t) +mn/2 — 3, se mn = 2 (mod 3) .

Demonstragao. Seja §.,,(4) = Ry U R;, U R;; UR;, € M, (4). Pelo Lema 5.3.13,
4 + iy + i3 + 14 = 2mn. A variacao méaxima de i3 ocorre quando i; = i, = 4. Fazendo
Som (4) = F4 temos os seguintes modelos:

i9=4=F;=R4UR4UR4URmn_12,53=R4UR4URcUR2mn 14, 73:1”"/2_3 =R4UR4URmpn—aURmn—4;
i2=6=>F1=R4URgURcUR2mn—16,5 3 =R4URsURSUR2mn—18," 3:1%/2_5 =R4URcURmn—6URmn—4;

in=(2mn—6)/3=>F 1 =RaUR 2mn_ 1) /3R 2mn 1) /3 R 2mn 1) /3,5¢ 2mn—4=0,1(mod 3), caso contrario,
temos: Fy=RaUR 2mn—1)/3UR(2mn—1) 3R (2mn—1) /383 =RaUR 2mn—1) /3UR 2mn 1) ;3R (2mn—1) /342
Portanto, o nimero de modelos distintos quando i; = 4 é:
(7) Se mn = 0 (mod 3) entao

T2(4)] = (mn/2-3)+ (mn/2-5)+(mn/2—-6)+---+8+T7+6+4+3+1
= SO 4 38) 4+ SO (3 4 38) = SO (4 + 6t)

(77) Se mn = 1 (mod 3) entao

1T2(4)] = (mn/2-3)+ (mn/2-5)+ (mn/2—-6)+---+9+8+6+5+3+2
— SS9 4 3) 4 SO 3 4 3t — mn /2 — 34 SO (5 4 6t) .

(7ii) Se mn = 2 (mod 3) entao

IT2(4)] = (mn/2-3)+ (mn/2—-5)+ (mn/2—-6)+---+8+T7+5+4+2+1
= YU 3t + T 243t = mn/2 - 3+ TP (34 6t).
Os casos (%) , (i7) e (i7i) provam o desejado. |

Lema 5.3.16 Seja M4 (6) o conjunto de modelos de M, que fitam a primeira regiao
R;, = Rg, entdo o numero de regides distintas de My (6) é:

mn/6=8 (3 4 6t)) +mn/2 — 5, se mn = 0 (mod 3)
904 (6)] = mn/6=8/3 (4 4 6t), se mn =1 (mod3)

t=0
mn/6T/8 (5 4 6t) + mn/2 — 5, se mn = 2 (mod 3).



5.3. Modelos das Regioes Oriundos de Mergulho de Grafos em Superficies 107

Demonstragao. Andloga & demonstragao do Lema 5.3.15. [

Lema 5.3.17 Seja M4 (8) o conjunto de modelos de M, que fitam a primeira regiao

z

R;, = Rg, entdo o numero de regides distintas de My (8) é:

mn/6-10/3 (4 1 6t), se mn = 0 (mod 3)
154 (8)] = Zi%/6_4 (54 6t) + mn/2 -7, se mn =1 (mod 3)
mn/61/3 (3 4 6t) + mn/2 — 7, se mn = 2 (mod 3) .

Demonstracao. Andloga a demonstracao do Lema 5.3.15. [

Apesar dos Lemas 5.3.15,5.3.16 e 5.3.17 descreverem modelos de M, do mergulho
Kpn — Q(4) que fixam a primeira regido, apenas os casos a; = 4,6 e 8, permitem
deduzir os tipos e nimeros de modelos para os demais casos de a;. Observe que a variagao
do indice i3 controla a quantidade de subconjuntos distintos de 9, cujos indices i; e
io sao fixos. Para determinados valores extremos de i3, obteremos uma seqiiéncia bem
comportada que revela o nimero dos possiveis tipos de modelos de y.

5.3.7 Seqiiéncia dos tipos de modelos com quatro regioes

No célculo do nimero de modelos com quatro regides, o conhecimento preciso das
seqiiéncias dos nimeros de modelos que fixam a primeira regiao, representa um fator
decisivo na questao da contagem. A seguir forneceremos as condigoes para as construgoes
dessas seqiiéncias e o correspondente niimero de elementos.

Definicao 5.3.18 SejaJ; = {4,6,8,--- ,mn/2} o conjunto correspondente & variagdo do
indice i1. Seja My (1) = {Smn € Ma : Fonn = Ry U R, UR;, UR;,, p € 31} o conjunto de
todos os modelos de M, que fixam o primeiro indice i1 = p. Chamaremos de seqiiéncia
dos numeros de modelos que fixam i, a seqiéncia Sy (n) = (ag, a1, - ,a), ap =
|9ty (44 2F) |.

Devido a ordem estabelecida nos indices das regides de um modelo (veja Notagao
5.3.11), existe uma interdependéncia entre os indices das regioes de um modelo.

Definicao 5.3.19 Se K., — Q € §mn = Q(a), chamaremos de Js, s € {1,2,--- ,a},
o conjunto dos indices da regiGo R, de um modelo §pn € M,. Se s > 1 chamaremos
de indice minimo relativo i, o menor indice do conjunto J, relativo aos indices
anteriores. Chamaremos de indice mdximo relativo ' o maior indice de T4 relativo

aos demais.

Notagao 5.3.20 Denotamos por J5 o conjunto dos indices da sequnda regico de um
modelo relativa & primeira regiao iy = u. Neste caso, iy .. € o indice minimo para a
sequnda regiao relativa & primeira. De modo andlogo, chamaremos de i5" o indice da
terceira regiao relativa as duas primeiras. Observe que o conjunto dos indices da s-ésima
regiao é Js = {4,6,8, - ,ismax] -
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Proposigao 5.3.21 Se §',,, = R;, U R, UR;; U R;, € M, entdo o maior valor inteiro
positivo assumido pelos indices é

1 max = MNJ2, Gomax = [(2mn —4) /3], i3max = mn — 4, igmax = mn — 6.

Demonstragao. O indice i serd médximo quando os demais fndices forem minimos.
Das condicoes 11 < 15 < i3 < i4 € do Lema 5.3.13, segue que:

1) 11 € MAXIMO = 1] = 19 = 13 = Iy = 411 max = 2MN = 1] max = mn/2,

2) 1o € maximo = 1; = 4, 19max = 43 = 14 = 3lomax + 4 = 2MN = lomax = [(an — 4) /3],

3) i3 € MAXIiMO = i1 = i3 =4 € I3max = 14 = 203 max + 8 = 2MN = i3 max = MmN — 4;

4) iy € MEaximo = i3 = iy = i3 = 4; 1080, I4max + 12 = 2mMN = Ggmax = mn — 6. [
No caso geral, os fndices minimo e méaximo relativos de J; podem ser determinados

conforme o lema.

Lema 5.3.22 Seja §° = R, UR, UR;,U---UR;, 0 modelo com a regides de um mer-
gulho de 2-células do grafo completo biparticionado K,,, sobre uma superficie compacta
ortentada €2, entao os indices minimo e mdximo relativos de T, sao

igeélin = iS—l € i;eélax = (2mn - Zj;i ZJ)/ (Oé — S+ ].) .

Demonstracgao. De fato, a escolha de i, depende dos indices anteriores, logo estes
ja estao fixados quando decidimos pela escolha de ¢s; € como 51 < i entao iy . = is_1.
Por outro lado, 75 ¢ maximo quando os indices posteriores sao minimos; logo, s < 51 <
-+ < iy, € pelo Lema 5.3.13, temos que

i1 e 4 (Bes 1) i = 2mn = @5 = (2mn = 3057145)/ (k-s+1). m

Proposicao 5.3.23 O nimero de modelos com 4 regides do conjunto My é
|| = ?20/4_1%-

Demonstragao. De fato, pela Definigao 5.3.18, My = (o5, M4 (1) € ay, € igual ao

nimero de elementos My (4 + 2k). Como p € Ty = {4,6,- - iy oxt hmax = MN/2, 0
valor maximo assumido por k é: 4 + 2k =i . =mn/2 = k =mn/4 — 1. Como todos
os conjuntos My (1)’s sdo distintos, segue o resultado. [

Coroldario 5.3.24 O mimero de termos da seqiiéncia Sy () é mn/4.

Demonstracao. De fato, Pela Defini¢ao 5.3.18, S; () possui ¢t + 1 termos e, pela
Proposigao 5.3.23, temos que t +1 = k + 1 = mn/4, o que mostra o desejado. [

Proposicao 5.3.25 O termo ay da seqiiéncia Sy (1) do nimero de elementos do conjunto
My (1) de modelos de My que firam a primeira regido p =iy € igual a

a, = S\ ([(mn, — 3t) /2] — 3 — 2K) .
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Demonstragao. De fato, pelas Definicoes 5.3.18 e 5.3.19 temos, para todo p € Ty,
que

a = 9)?4 (N) = m‘l (4 + 2k> = ZT)GJQ |jgm| = Znejg ((Z/?fr:]lax - iSmm) /2 + 1)
= Yo, ((2mn —p—n) /2 =) /241) = 709 (mn — 3t) /2 — 3 — 2k).
Como k é um nidmero inteiro, segue o resultado. [

Proposicao 5.3.26 Os modelos do conjunto My (p,n) C My que fitam iy = p e is =10
assumem uma das duas formas:

R, U Ry U Ry U Ry 2n R, U Ry U Ry U Ry u2n
Ru U Rn U RT]+2 U R2mnfa727772 R,u U Rn U Rn+2 U Ran7u72nf2

. . . ou . . .

R,LL U Rn U R2mn;u7*q U R2mn;ufn Rﬂ U R”) U R2mn7;2ifn—1 U RZmnfgfn+1

caso k seja par ou impar, respectivamente, onde n = j + 2k.

Demonstracao. Fixados iy = p e i3 = 1, o nimero de modelos de 91, depende da
variac@o do indice i5. Mas, pelo Lema 5.3.22, 7). =mn e 57 = (2mn — u—n) /2, logo
existem (401 — 57 ) /2 4+ 1 modelos distintos que fixam os indices i; e iy. Fazendo
n = p + 2k e as devidas substituicoes, obtemos
= (2mn —2u —2k) /2 =mn — p — k.

Z3 max ~

Mas pelo Lema 5.3.12, 4! deve ser par. Se k é par entdo is é par para todo s €
{1,2,3,4}, e o tltimo modelo serd da forma

in (H) = Uﬁleij =R, UR,U R(2mn7ufn)/2 U R(2mn*u*n)/2'

Como mn e p sao ndmeros pares, devemos subtrair uma unidade em 73 e somar uma
unidade ao indice i4, quando k for impar, para satisfazer a condicao da soma dos indices
do Lema 5.3.13 e a condicao de indices pares. Neste caso, o ultimo modelo serd do tipo

Fi (Oé) = U?:]_Rij = RM U RIH_Qk U R2mn7u7n71/2 U R(gmn,#,nJrl)/g. |

Proposicao 5.3.27 Seja Sy, (11,m) = (bo,b1,---,bn), bj = |9y (1, 0 +45) | a seqiiéncia
de numeros de elementos do conjunto My (u,n) de modelos de My que fixam iy = p e
19 =1, entao

Z,ueﬁl (mn —2u) /3, semn =pmod3 ey =qmod3 e p+ qg=0(mod3),
h=23 > (mn—2u—1)/3, semn =pmod3 ey =qgmod3 ep+q=1(mod3),
> uey, (mn—2p—2) /3, semn = pmod3 ep =gmod3ep+qg=2(mod3).

Demonstracao. Fixado p € J;, a variacao de h é medida por J5. Por definicao,
bj = |9y (n, pp+2k)|, j=0,1,--- , h, e portanto o nimero de elementos de S}, (1,7) serd
iguala h+1=73" 5 [J5]+ 1.

h=2 e (max = Tmin) /24 1) = 2, (Cmn—p) /3—p) /2+1).
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Porém, |J5| é um nimero inteiro e p = 4; ¢ um inteiro par maior ou igual a 4. Fazendo

um ajuste nos parametros da férmula de h para que |J4| € Z e tomando o devido cuidado
ao al i de el de 7%, ob

para nao alterar o namero de elementos de J;, obtemos

(

(2mn—p)/3—p)/2+1, se mn=0mod3 e p=0mod3
(Cmn—p+1)/3—p—1)/2+1, se mn=0mod3 e p=1mod3
(2mn—p—1)/3—pn—1)/241, semn=0mod3 e u =2mod3
(Cmn—p—1)/3—p+1)/2+1, semn=1mod3 ey =0mod3
135 =< (2mn—pu+1)/3—p—1)/2+1, semn=1mod3 ep=1mod3
((
((
((
((

DO
— — N —

2mn — ) /3—p) /241, se mn =1mod3 e u =2mod 3
2mn —pu—1)/3—pu—1)/2+1, se mn=2mod3 e u =0mod3
2mn —p) /3—p) /241, semn =2mod3 e p = 1mod3
2mn —pu+1)/3—pu—1)/2—1, semn =2mod3 e p =2mod 3

\

E fécil verificar que cada expressao acima é um nimero inteiro e representa exatamente
o nimero de elementos do conjunto J5 € Z. Como estes casos esgotam todas as possibi-
lidades para os inteiros mn e p, isto é suficiente para concluir a demonstragao. [

Corolario 5.3.28 Se Sy (1,m) € a seqiiéncia de nimeros de elementos do conjunto de
modelos My (p,n) que fixam iy = p e iy =1, entdao h € igual a

Z;":OM_Q (mn —8—45) /3, semn =pmod3 e (4+2j) =gmod3 e p+ q=0(mod3),
Zj:n()/‘l*z (mn—9—44) /3, semn =pmod3 e (4+2j) =gmod3 ep+q=1(mod3),
Z;.n:n()/élﬂ (mn — 10 —4j) /3, semn = pmod3 e (4+2j) =gqmod3e p+ q=2(mod3).

Demonstracao. Como p € J; = {i1min = 4,6, ,imax = mn/2}, substitua p por
4 — 27 na expressao de h na Proposicao 5.3.27. [

Proposicao 5.3.29 O k-ésimo termo da seqiiéncia Sy (p,m) = (bo, by, -+ ,by) €

mn —2u —3k) /2+ 1, se k =0 (mod 2
b —
Tl (mn—2u—3k—1)/2+1, se k=1 (mod?2).

Demonstragao. Por definicao temos que

b = 19 (,m)| = |9 (o 28)| = (et = tin?) /241, €T en e B,
= (2mn—p—p—2k)/2—pn—2k)/2+1=(mn—2u—3k)/2+ 1.

Como by € Z, resulta que b, = (mn—2u—3k)/2+ 1, se k = 0(mod2) ou by =
(mn—2u—3k—1)/2+1, se k = 1(mod2). Como mn e 2u sdo inteiros pares, ¢ facil
concluir que as duas expressoes de b, acima sao sempre nimeros inteiros. [

Proposigao 5.3.30 Sejam SP (11,m) = (bo, b2, -+ ,bay) € Si (1,m) = (b1, b3, -+ ,bapy1) as
subseqiiéncias de Sy, (u,m) formadas pelos termos de indices pares e impares, respecti-
vamente. Entdo os termos das seqiiéncias Sy (p,m) e Si (1,m) estao em progressio arit-
mética na ordem decrescente, ambas com razao —3.
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Demonstracgao. De fato, pela Proposicao 5.3.29, a diferencga entre dois termos con-
secutivos bay, bapio € Sy (1, 1m) , € a razao

r=boypis — by =(mn—2u4—-32p+2))/2+1—((mn—21—-32p))/2+1) = -3,

portanto, Sp (11,1) € uma progressao aritmética decrescente de razao —3. Por outro lado,
a diferenca entre dois termos consecutivos bay1, bapi3 € Si (1, 7m) €

r=mn—-2u—32p+3)—1)/2+1—((mn—2u—-32p+1)—1)/2+1) = -3,
logo os termos da seqiiéncia S} (11,n) estao em progressao aritmética de razao —3. [

Proposigao 5.3.31 Seja 35 o conjunto de indices relativos a u = iy da regido R;, de um
modelo de My. Entao o nimero de elementos |J4| de Ty é par se, e somente se,

mn =p(mod3) e p=gqg(mod3), p,g€Zs ep+qg=1(mod3).

Demonstragao. Temos que: |J5| =h+ 1= (2mn —p) /3 —p) /2 + 1. Além disso,
m,n e p sao inteiros positivos pares, logo 2mn = 24¢ 4+ 8p e yu = 6£ 4 2¢q. Substituindo
mn = pmod 3 e u = gmod 3 na expressao de |J5| obtemos:

1) mn=0(mod3) e u=0(mod3) = |T5| =2(p—2q) + 1= |3%4]| é impar;
2) mn =0(mod3) e =1(mod3) = |J5| =2(p—2¢—1) = T4 é par;
3) mn=0(mod3) e u=2(mod3) = |35 =2(p—2q) —1=|34| é impar;
4)mn =1(mod3) e u=0(mod3) = |35 =2(p—2¢+1) = |J%]| épar;
5)mn =1(mod3) e p=1(mod3) = |J5] =2(p—2q) — 1 = |J] é impar;
6) mn=1(mod3) e p=2(mod3) = |J5| =2(p—2q9)+ 1= 1|34]| é impar;
7)mn =2(mod3) e u=0(mod3) = |J5]| =2(p —2q) + 1= |JT4] é par;
8) mn =2(mod3) e p=1(mod3) = |J5] =2(p —2q) — 1 = |J| é impar;
9) mn =2(mod3) e p=2(mod3) = |J5| =2(p—2q) = |T4| é par. u

Coroldrio 5.3.32 O nimero de elementos da seqiiéncia Sy, (p,n) é um inteiro par se, e
somente se,

p=1mod3 e 2mn =0mod3, ou g =0mod3 e 2mn = 2mod 3, ou p = 2mod 3.

Demonstragao. Usando a Proposi¢ao 5.3.31, construiremos a seguinte tabela: os
numeradores representam a paridade (p = par e i = impar) do nimero de elementos
de 35, p =iy, quando p 4+ ¢ = 0,1,2mod 3 e o denominador indica a paridade da soma

j=a |75

p+q\“ 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36
0 p 1 % p % % p i 7 p 7 7 D % % p 7

p ¢ p P ( D D i D P ( P D ( p D i

1 2 P [ 3 P [ [ P A 1 P 3 2 P [ [ P

i P p i A p 7 A p % 7 P i i ) A 1

2 i i p i A ) 7 1 p % 7 ) i i ) A %

t p p i p p i D P ( p p i p p i P

Uma andlise na paridade dos denominadores da tabela acima mostra o enunciado. [
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Teorema 5.3.33 Se mn = p(mod3) e p = q(mod3), p,q € Zs entdo as seqiiéncias
de nimeros de modelos do conjunto My (p,n)|, que fitam os primeiros indices p € Iy,
n € Jy serd

(%—u—i—l 2 —ul 2 —,u2 -,8,7,5,4,2,1),sep—i—qEO(mod?))

Sh(:u): (%_M—i_l 2 _/1’1 2 ,1,02 >9>776747371>78€p+q51<m0d3)
(%—M—kl n;n—pl 5 -2, -,9,8,6,5,3,2),sep+q£2(mod3).
Demonstragao. Escrevendo mn = p(mod3) e p = ¢(mod3), temos 9 casos a

analisar:
1) Se mn = 0 (mod 3) e u = 0 (mod 3) entdo, pela Tabela do Corolario 5.3.32, |Sy (i, n)| é
fmpar, logo as subseqiiéncias dos termos pares e impares de Sy, (i, 1) sdo, respectivamente,

S}?/ (Ha 77) = (bOJ e th’) = (0,0, Az, - 7ah) € Sl” (M? T}):(COJ e 7Ch”):(a17 as,: - - 7a’h—1) .

Como [Sy (i,m)] = h + 1, entao h ¢é par; logo, ' = h/2+ 1 e h” = h/2. Como S, (11,7)
e St (1,m) sdo, pela Proposigao 5.3.30, ambas progressoes aritméticas de razao —3, o
conhecimento dos dltimos termos dessas seqiiéncias nos permite construir Sy (1,7). Em
particular 2mn = 0 (mod 3) , e portanto pela Proposi¢ao 5.3.31 temos que

by = by—3(t' —1)=ag—3t/2=mn/2 —6p+1—3(((2mn —6p) /3-6p) /4) =1 e
bpr = b —=3(t"—=1)=a;1—3(/2—1)=mn/2 — p— 1-3(((2mn-p) /3-p) /4-1) = 2,

desse modo temos que: SY, (u,m) = (mn/2 —p+1,mn/2 —p—2,---,13,10,7,4,1) e
Sti(p,m) = (mn/2 —p—1,mn/2 —p—4,---,11,8,5,2). Embaralhando os termos das
duas seqiiéncias, obtemos

Sy (u,m) = (mn/2 —p+1,mn/2 —p—1,mn/2 —pu—2,---,14,13,11,10,8,7,5,4,2, 1.

Os outros casos sao mostrados de forma semelhante. [

O Teorema 5.3.33, mostra como € o tipo de seqiiéncia Sy, (11, ) dos nimeros de elemen-
tos do conjunto My (1, n) de modelos com 4 regices, que fixam as duas primeiras regioes
i1 = p e i3 = 1, de mergulhos de 2-células de um grafo completo biparticionado K,, ,, sobre
uma superficie compacta orientada 2. Entao a cardinalidade de 94 (i, n) sera alcancada
quando determinarmos todas as seqiiéncias S; (11)’s, 1 percorrendo o conjunto dos indices
J,={4,6,8,--- ,mn/2}, e fizermos a soma de todos os seus elementos.

Corolario 5.3.34 Se a; € S; (1) entdo ay = Znej;h%k by, b, € Sy (4+ 2k, n) .

Demonstracao. Segue das Proposigoes 5.3.25 e 5.3.29. [

Observamos que os termos da seqiiéncia S; (i) s@o obtidos em fungao dos termos de
Sh, (u,m) segundo a relagdo ap = Enejg+2k ap,anp € Sp(4+2k,n). O certo é que cada
termo de S; (1) é igual ao somatério dos termos de uma seqiiéncia Sy, (i, 7). Foi esta a
melhor maneira que conseguimos para calcular o nimero de regioes de modelos com 4
regioes.
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lo Sl(mn/Q) 1

I8 S2(mn/2—2) 1 3

la S3(mn/2—4) 2 3 5

Is S5(mn/2—6) 1 2 4 5 7

ly Se(mn/2—8) 1 3 4 6 7 9

ls S7(mn/2-10) 2 3 5 6 8 9 11

I3k Syky1(mn/2—6k) 1 2 4 5 7 8 10 + 6k+1

l3k+1 Sipio(mn/2—6k—2) 1 3 4 6 7 9 10 12 : 6k+3

l3k12 Sikyz(mn/2—6k —4) 2 3 5 6 8 9 11 12 14 : 6k+5
lmn/a—1 Sp(4) IR S S S S B bd : mn/2—3

Tabela 5.3: Triangulo dos modelos de mergulhos de K, , com quatro regioes

5.3.8 Tridngulo dos modelos com quatro regioes

A fim de obtermos uma visao geral da quantidade de elementos do conjunto 9,
disporemos os termos da seqiiéncia Sy, (1,n) em uma forma triangular. Pelo Coroldrio
5.3.34, deduzimos que cada termo a; da seqiiéncia S; (i) € igual a soma dos termos by’s
da seqiiéncia Sy, (1, m) .

Definicao 5.3.35 Chamaremos de tridngulo dos modelos de 94 e denotamo-o por V,
o tridngulo de numeros inteiros formados pelas seqiiéncias dos tipos de modelos Sy, (u,1) ,

IUS {mn/27mn/2_27 74}7 St(ﬂﬂ?) = <blOL7bl1L7 7blit#> :

Observe, na Tabela 5.3, que as seqiiéncias que constituem o tridngulo dos modelos sao
ordenadas de acordo com a ordem decrescente de p € J1, portanto, denominando por /; a
i-ésima linha de V e se V. = {ly, 13, - , I}, entdo o tridngulo dos modelos de mergulhos
de K, ¢ como na Tabela 5.3.

5.3.9 Cardinalidade do conjunto dos modelos com quatro regioes

A cardinalidade do conjunto dos modelos com quatro regioes de mergulhos de 2-células
do grafo completo biparticionado K, , sobre superficies compactas orientadas serd igual
ao somatério dos elementos do tridngulo V. Inicialmente, determinaremos o somatdério
dos elementos de cada linha [; que corresponde ao elemento a; da seqiiéncia S; (1) e, em
seguida, indicaremos com uma Unica expressao, a soma total desses somatoérios.
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Teorema 5.3.36 Se mn = p(mod3) e u = q(mod3), p,q € Z3, entdo o nimero de
elementos de My (u) € igual a

mn/6il3 (1 4 3¢) 4+ SO (9 4 3¢) | se p+ ¢ = 0 (mod 3)
DMy ()| = Z:smf)m w(3-2(3 (14 3t) + Zmn/G n/3=2/3 (3+3t), sep+q=1(mod3)
m%/G K/3=1/3 (2 4 3t) —|—Zmn/6 H/3=4/3 (3+3t), sep+q=2(mod3).
Demonstragao. Pela Proposigao 5.3.30, os termos da seqiiéncia Sy (i, n) formam

duas subseqiiéncias SY (u,n) e S} (1,m). Pelo Teorema 5.3.33, temos trés casos para
serem analisados:
Se mn = 0(mod3) e u = 0(mod 3) entao

SO (u,m) = (L,4,---,1+3t,--- ,mn/2—p+1) e

Sh(p) = (2,5, ,mn/2—pu—1).

Mas os limites superiores para t’' e t” ocorrem quando 1 4+3t' =mn/2 —p+1e2+3t" =
mn/2 — p — 1, conseqiientemente, t' = mn/6 — pu/3 et” = mn/6 — u/3 — 1. Portanto, se

"

S (i) = (a3)g S5 (1) = (Bk)imo € St (1) = (en)co
entao o nimero de modelos com 4 regioes que fixam 7; = p serd igual a
DMy (1) = Z;‘zo a; = }im | + }mt” { = Zk 00k t Zt
= SO (430 + T (34 31).

De modo anélogo, concluimos que se p + ¢ = 1 (mod 3) entao o nimero de modelos com
4 regioes que fixam i; = p serd igual a

mn/6—u/3—2/3 mn/6—u/3—2/3
90 ()| = |99 ()| + |9 ()| = ;—Lo (1+3¢t)+ ;0 (34 3t)

e se p+ ¢ = 2(mod 3) entdo o nimero de modelos com 4 regides que fixam i; = p serd
igual a
mn/6—u/3—1/3 mn/6—u/3—4/3

1904 ()| = |9 ()| + |90 ()| = 3 (2 +3t) + 3 (3+3t).

t=0 t=0
Os casos acima provam o desejado. [

Uma forma mais simplificada de indicarmos a soma dos elementos da seqiiéncia S (1)
¢é através da classe de congruéncia moédulo 3 do inteiro p+¢q, segundo nos mostra o préximo
coroldrio.

Corolério 5.3.37 Semn =p(mod3) e =q(mod3), p,q € Zs, a classe de congruéncia
mddulo 3, entdo o nimero de elementos do conjunto My (1), de modelos com 4 regioes
que fixam a primeira regiao (i, é igual a

Z?Zé/ﬁfﬂ/g*l (34 6t) + mn/2 —pu+1, sep+q=0(mod3)
9y ()| = SOHIAT28 (4 L 6t), se p+q =1 (mod 3)

/634 (5 4 68) 4 mn/2 — p+ 1, se p+q =2 (mod3).
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al, 6t af al ol af ai af af af
3 11 10 8 7 5 4 2 1

11 9 8 6 5 3 2

9 7 6 4 3 1

7 5 4 2 1

5) 3 2

3 1

1

Tabela 5.4: Outro arranjo para o tridngulo dos modelos

Demonstragao. Analisando cada expressao de |S; (u)| do Teorema 5.3.36, obtemos:
1) Se p+ ¢ = 0 (mod 3) entao

mn/6—u/3 mn/6—p/3—1 mn/6—pu/3—1
S = S 1430+ S @43 =mn2—ptlt > (3+68).
t=0 t=0 t=0

2) Se p+ g = 1 (mod 3) entao

mn/6—u/3—2/3 mn/6—u/3—2/3 mn/6—u/3-2/3
Siwl=) (1436) + 3 (3+3) = (446t) m

3) Se p+ ¢ =2 (mod 3) entdo

mn/6—u/3—1/3 mn/6—u/3—4/3 mn/6—up/3-4/3
S, ()= S 2430+ > (3430 = mm/2-utlt S (5461).
t=0 t=0 t=0

Se m,n = 2, o modelo do mergulho de K,,,, possui apenas 2 regioes, logo nao faz sentido
falar de modelos com 4 regioes para o grafo K . |

Observagao 5.3.38 No caso particular dos grafos Ko 4 e Ky a expressao que fornece o
numero de modelos com quatro regioes é dada por

0
90y (Kou)| = |90 (Kyo)| = Zt: (1+3t) + Z (24 3t) = 1.

Afim de encontrar expressoes simples para |94, considere os elementos do triangulo
V da Tabela 5.4.

Teorema 5.3.39 Seja M, o conjunto dos modelos com quatro regioes de merqulhos de
2-células do grafo completo biparticionado K, ,, m,n > 4, sobre uma superficie compacta
Q. Entao o numero de elementos de MMy é igual a

Zmn/4 12 Zmn/12 ' (3i)*, se mn = 0 (mod 3)
D] = 4 ST 2 A () 48y ge i = 1 (mod 3)
Zmn/él 12 4 Zmn/12 5/3 (2 + 3@')2 , semn = 2(mod3).
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o\ 4 6 8 10 12 14 16 18 20

2 1 5 15 34 64 108 169 249 351

4 15 64 169 351 632 1033 1575 2280 3169

6 64 249 632 1285 2280 3689 5584 8037 11120
8 169 632 1575 3169 5584 8991 13561 19464 26871
10 351 1285 3169 6336 11120 17584 26871 38505 53089
12 632 2280 5584 11120 19464 31192 46880 67104 92440
14 1033 3689 8991 17854 31192 49920 74953 107205 147591
16 1575 5584 13561 26871 46880 74953 112455 160752 221209
18 2288 8037 19464 38505 67104 107205 160752 229689 315960

Tabela 5.5: Numero de modelos com quatro regioes de mergulhos orientados do grafo
completo biparticionado K, ,, m € {2,4,---,18} e n € {4,6,---,20}

Demonstragao. Suponha que ¢; seja a i-ésima coluna do tridngulo V da Tabela 5.4.
Como as colunas de V estao em progressao aritmética de razao 2, entao a soma dos
elementos de ¢; é
Se mn = 0 (mod 3) entéo

|col (mn/4—1)(1+mn/2—-4+1) /2= (mn/4—1)(mn/4—1)
lei] = (mn/4—-2)(1+mn/2—-4—-1)/2=(mn/4—2)(mn/4—2)
[y .2(2—|—4)/.2:2-3 |
leia] = 2(143)/2=2-2
] = 1(14+1)/2=1-1,

onde ¢ é o tltimo indice da seqiiéncia S; (4) . Veja que a soma dos termos de |¢;| é do tipo
a?, ou do tipo (a — 1)a + a(a + 1) = 2a?, portanto podemos escrever a soma geral dos
termos das colunas ¢; de V como sendo

Yicolal = (mn/4-1)
(mn/4 —5)* +

+ (mn/4 —2)* +2(mn/4 — 3)* + (mn/4 — 4)* +
e+ TP +2-62+ 50+ 42+ 232+ 22 4+ 12

Conseqiientemente, a soma dos modelos com 4 regioes é

Zmn/4 1 2+Zmn/12 1( )2‘

De modo andlogo, mostra-se os casos mn = 1 (mod 3) e mn = 2 (mod 3) . ]

Na Tabela 5.5 mostramos o nimero de possiveis modelos com quatro regices de
mergulhos de 2-células do grafo completo biparticionado K, ,, m € {2,4,---,18} e
n e {4,6,---,20}.

Apesar de termos considerado o problema do niimero de modelos distintos de mergu-
lhos de grafos completos biparticionados em superficies compactas orientadas, com duas
e quatro regioces, o método utilizado podera ser estendido para outros valores do niimero
de regioes.

|9y | =
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5.4 Conjunto dos Modelos Orientados de Mergulhos
do Grafo K33

Uma reacao natural daqueles que lidam com mergulhos de grafos é desconfiar da exis-
téncia de todos esses mergulhos. Quando determinamos o conjunto de todos os modelos
com 4 regioes na Sec¢ao 5.3, tivemos a impressao que existem modelos demais e que alguns
deles nao poderiam ser realizados. Tentando esclarecer esta divida, iremos identificar
todos os tipos de modelos de mergulhos do grafo completo biparticionado K 3.

5.4.1 Definicoes

Existem varios métodos para descrever o mergulho de um grafo, porém, usaremos o
método conhecido por construgao direta do sistema de rotagaol40]. O sistema de
rotagoes descreve a ordem em que cada vértice do grafo estd conectado aos demais quando
se percorre, no sentido hordrio, uma volta completa em torno do vértice no modelo do
mergulho do grafo sobre a superficie. Uma descrigao mais completa é encontrada em
[40]. Este método foi usado pela primeira vez por Heffter [16] para calcular o género
orientado de um grafo completo e também por Ringel para calcular o género de K,,
para n = 3,5,7,10 (mod 12) , como também o género nao-orientado do K, para todos os
valores de n. Outros pesquisadores também fizeram uso deste método para obter resultados
similares para outras familias de grafos. Dentre eles destacamos Youngs [36] que obteve
a férmula para o género orientdvel do grafo completo triparticionado K, ,. Estranho
que o género nao-orientdvel desse grafo é ainda desconhecido. White [41], também usou
este método para computar o género orientdvel de véarias familias de grafos completos
tri-particionados.

O proceso de identificagdo dos mergulhos de um grafo baseia-se no seguinte teorema
estabelecido sem prova por Edmonds [9]. A primeira prova foi publicada por Youngs [44].

Teorema 5.4.1 [}0/Existe uma correspondéncia um a um entre os sistema de rota¢ao do
grafo G e seus mergulhos sobre superficies compactas orientadas.

Nao ¢ dificil verificar que um grafo G' tem

[Leve) (valv —1)! (5.12)

sistemas de rotacoes distintos e, portanto o nimero de seus mergulhos é finito. Entenda
por V (G) como sendo o conjunto dos vértices de G e por valv a valéncia do vértice
v € G, isto é, o nimero de lados que saem do vértice v e estao conectados a outros
vértices de G.

Da igualdade (5.12), deduz-se, facilmente que o nimero de sistemas de rotagdes dos
grafos completos biparticionados K, ,, é

IRot| = [(n — 1)*". (5.13)

Uma maneira criteriosa de determinar todos os mergulhos de K,,, ¢, sem divida,
esbocar o modelo para cada sistema de rotacao. Mas af surge a seguinte pergunta: to-
dos estes mergulhos podem ser realizados numa superficie compacta orientada de género
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minimo? A resposta é nao. Depende do sistema de rotacoes. Alguns deles podem,
outros exigem superficies de género mais elevado e alguns parecem tipicos de superficies
nao-orientadas.

Pela equagao (5.12), existem

HUEV(Ks,s) <Va1 (U) - ]-)' = (3 - 1)6 =64

sistemas de rotacoes distintos do grafo K3 3. Em principio, determinar todos os modelos
do K33, representa obter os 64 modelos associados a cada sistema de rotagoes. Seria,
sem duvida, uma tarefa e tanto. Contudo, existem permutagoes nos rétulos dos vértices
do modelo de um mergulho do K33, munido de um sistema de rotagoes, que produzem
mergulhos com o mesmo tipo de modelo, porém, com sistemas de rotacoes distintos.

Definicao 5.4.2 Seja G um grafo com k vértices vy, vs, - - - vy e denote por valv; a valén-
cta do vértice v; (isto é, o nimero de vértices de G que se encontram cone- ctados a
v; por um lado). Seja & (G) o conjunto dos sistemas de rotagoes de G. Diremos que
P = (p1,p2, - ,pr) € uma permutagao agindo em R € & (G), se cada p; € Syary, € uma
permutacdo® atuando nas rotacoes do vértice v; de G.

Por exemplo, uma permutacao P agindo em um sistema de rotacoes do grafo com-
pleto biparticionado K33 é um conjunto formado por seis permutagoes de S3*. Em par-
ticular, se M; = (135024 135 024 153 042) e Ry = (135 042 153 042 135 024) sao dois
sistemas de rotacoes de mergulhos do grafo K33, entao a permutacao P que atua em R;
transformando-o em R, é

P j_ (123 123 123 123 123 123
= P1:P2:P3, P4 P5:Ps) = | 193 1392 132 132 132 132 )°

que corresponde a permutacao dos vértices 2 e 4 no modelo de R;.

Notacao 5.4.3 Indicaremos por Kss () o mergulho do grafo completo biparticionado
K33 em uma superficie compacta orientada, munido de um sistema de rotagoes *R.

5.4.2 Transformacao em um sistema de rotagoes

Estamos interessados em subconjuntos de Ss, cujas a¢oes em elementos de & (K3 3)
produzem uma particao diferente da particao trivial. Para isto, construiremos um mo-
delo de mergulho do K33 associado a um sistema de rotacoes R, consistindo na troca
das posicoes de dois vértices e na identificacao do novo sistema de rotagoes resultante.
Continuaremos com este processo até identificar todos os sistemas de rotacoes que sao
transformacoes de dois vértices quaisquer de R e de seus sistemas transformados. Veri-
ficamos que este processo, a partir de um certo instante, nao produz sistema de rotagao
diferente do que j4 foi obtido e nem produz todos os sistemas de rotagoes de & (K3 33) .

2Usamos a notagao Syaly,, para designar o conjunto das permutagoes dos elementos de um conjunto,
cujo numero de elementos e igual a valéncia do vértice v;.
A . ~
3S,,, 2 Conjunto das permutacoes de ordem m
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Definicao 5.4.4 Sejam & (K33) o conjunto dos sistemas de rotagées do grafo Kssz e
Ri,NRy € 6(G). Se Ry = Ry (Py;) é obtido pela permutagdo dos vértices i,j de Ry,
diremos que Ry é a permutacao dos vértices i,j de R;.

Se A = {p1,p2,p3} € B={aq1,q,q3} s@o os conjuntos dos vértices do grafo K3 3, entao
serd estabelecido que a permutacao da Definicao 5.4.4, serd realizada sempre em dois
elementos de A ou de B, nunca em dois elementos de conjuntos distintos.

E claro que a acdo de uma permutacio de um sistema de rotacoes R, deixa o modelo
fixo, sem alterar o tipo de regides, transformando-o apenas em outro sistema de rotacgoes
distinto R’ # R. Por exemplo, dado o sistema Ry = (135 024 135 024 153 042) , a permu-
tagao dos vértices 0 e 2 transforma R; em Ry = (135 042 153 042 135 024), cujos modelos
sao como mostrados na Figura 5.15, e portanto preservam modelos.

Figura 5.15: Permutagao nos rétulos dos vértices de um sistema de rotagoes de K3 3

5.4.3 Classes de equivaléncias do conjunto dos sistemas de ro-
tacoes equivalentes de um grafo

No caso de mergulhos orientados do grafo K33 em superficies compactas, os tipos de
modelos estao relacionados a subconjuntos especiais do conjunto dos sistemas de rotacoes.
Mostraremos que existe uma particao do conjunto dos sistemas de rotagoes do grafo Kj 3
em que cada conjunto estd associado a um determinado tipo de modelo.

Defini¢ao 5.4.5 Diremos que os sistemas de rotagoes Ry, Ry € & (G) de um grafo G
sio sistemas de rotacoes equivalentes de S (G) se os modelos de mergulhos de 2-
células de G (R1) e G (R2) em uma superficie compacta 2, sio formados pelos mesmos
tipos de regices. Chamaremos de classes de equivaléncia de R; € S (G) o conjunto
SG)/R ={R€6G):GR) =GR =Qa) =aRaU---Ua,R,; } de todos
os modelos de mergulhos de 2-células do grafo G (R;) sobre ) que sdo compostos pelos
mesmos tipos de regioes.
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Uma parti¢do em & (K3 3), conjunto de rotacoes do grafo G, em que todas as rotagoes
produzem o mesmo tipo de modelo, pode ser obtida através do seguinte algoritmo.

Algoritmo: Construcao das classes de equivaléncia de & (G)

Para construgao das classes de equivaléncia de & (G), siga os seguintes passos:

A;) Determine o conjunto & (G) dos sistemas de rotagoes do grafo G;

Ay) Dado um sistema fR;, construa o modelo plano de mergulho minimo de 2-células so-
bre () e determine todos os sistemas transformados por permutacoes de dois vértices
de 9%1,

As) Obtenha todos os sistemas transformados por permutagoes de dois vértices de cada
R, encontrado na etapa A,), até o instante em que ndo haja mais producao de
novos sistemas de rotacoes, além daqueles ja determinados nas etapas anteriores e
construa o conjunto dos sistemas de rotacoes gerados por Ry,

S(G)/Ri={R€6(G):GR)=GR)=Q(a)=aRyU---Ua R, };

Ay) Escolha, agora, Ry € & (G) tal que Ry ¢ S (G) /R, e construa, de modo andlogo,
o conjunto de geradores de Ry, S (G) /Ra;

As) Continue com o processo, até obter todas as classes laterais de &S (G), e assim

S (G) ={6(G) /R1,6(G) Rz, .6 (G) [P} e N, 6(G)/Ri=2;

Ag) Finalmente, verifique quais dessas classes laterais possuem modelos com o mesmo
tipo de regices. A unido dessas classes ird compor uma classe de equivaléncia que
cumpre as exigéncias da Definicao 5.4.5. Desse modo, o conjunto dos sistemas de
rotagoes de GG, visto como classes de equivaléncias, serd

8(6)={S(G)/ (R R, ) (G (R PR |-

Denotamos a classe de equivaléncia & (G) / (Rq,- -+ ,Rx) do conjunto & (G) dos sis-
temas de rotagoes de um grafo GG, gerada pelos elementos Ry, - - - , Ry, por

S (G)/ (R, -+, Ru) = Ry, -+, Rp)
O algoritmo das classes de equivaléncia de & (G) se baseia no principio de que o modelo

de um mergulho de um grafo nao se altera, quando trocamos dois rétulos dos vértices de
um dos conjuntos A ou B. Apenas o sistema de rotagao pode ser diferente com esta agao.
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RP=(HATATAT) RY=(HLATHT) RY=(FTATAHT) Rif=FLATAT) REO=HTATET) Ril=(HLATFT)
mm (HTAHTHL) REZ=(HLATHL) RU=FTATAL) RE2=(+LATHL) RII=(HTATFL) RiZ=(HLATFL)
RVD=(FTATET) RE=(FLATFT) RP=HTALAT) RPZ=(HLALAT) REe=(+-TALAT) REZ=(FLALAT)
RA=(FTATEFL) RB=(FLATFL) RL=HTALAL) RP=HLALAL) RE2=(+TAHLAHL) RE=(FLA4L-1)
RU=HTALET) RE=(HLALFT) REU=FTALET) RE=FLALET) REO=HTFTAT) RIU=(HLFTHT)
RIZ=(4THLF 1) Ri3= HL%LFL)%% (FTHLFL) RB=(FLALFL) RI=HTHFTAHL) RIZ=(HLFTHL)
RV=(+TETAT) RE=(FLETHT) RE=HTETET) RYe=HL-TET) RY=(+THTFT) RE=(FLFTFT)
RU=(FTHFTAHL) RE=(FLFTHL) RUA=HTFTFL) RB=HLFTFL) RY=FTFTFL) RZ=(FLFTFL)
RU=HTFLAT) RE=(HLFLAT) RU=F+TFLAT) RB= WLFLAT)mﬁ HTHELET) RZ=(HLELET)
RPYZ=(ATFLAL) RPF=(HLFLAL) REB=(-TFLHL) RE=FLFL-HL) RE=(HTFLFL1) RE=(HLFLF1)

RA=(+FTHLFT) RB=(+LFLFT) RB=(+THLFL1) RE=(FLFLF1)

Tabela 5.6: Conjunto dos sistemas de rotagoes do grafo K 3

5.4.4 Acao de transformagao de um sistema de rotacao do grafo
K3

Verificamos que existe uma relacao entre os tipos de modelos e o conjunto das per-
mutacoes. A rigor, os tipos de modelos dependem do nimero de permutacoes diferentes
da identidade efetuadas num sistema de rotacao, o qual serd escolhido como referencial
bésico. Testamos apenas um tipo de referencial, mas tudo indica que o uso de um outro
sistema de rotacoes como referencial basico conduz aos mesmos resultados.

Defini¢ao 5.4.6 Sejam A = {1,3,5} e B =1{0,2,4} os conjuntos dos rétulos dos vértices
do grafo completo biparticionado K3 3. Chamaremos de sistema referencial bdsico o
sistema

Ro = (135 024 135 024 135 024),

cujas rotagoes estao na ordem natural.

Definicao 5.4.7 Seja R; € & (Ks3), tal que R; = Ro (P). Se P é a permutagao iden-
tidade entao R; = Ry, e portanto R; tem o mesmo tipo de modelo de Ry. Se P contém
uma ou duas rotacoes na ordem nao-natural do mesmo tipo, diremos que o sistema de ro-
tagoes R; sofreu uma acao de transformacao do modelo, e finalmente, se P contém
trés rotagoes ma ordem nao-natural do mesmo tipo, diremos que R; sofreu duas acgoes
de transformagao do modelo do mergulho de K33. Denotaremos R, a,b € {0, 1,2},
para designar que o sistema de rotagdo R; sofreu a agoes no conjunto A e b agoes no
conjunto B.

A Tabela 5.6, mostra o conjunto dos sistemas de rotagoes do grafo completo biparti-
cionado K33. A rotagao RY? indica que, em relacdo ao sistema referencial bdsico, ocor-
reram p permutacoes em A e ¢ permutagoes em B. Os expoentes p e ¢ ainda nao traduzem
as acoes, estas sao identificadas aplicando-se os conceitos da Definigao 5.4.7.

Em notagao simplificada considere a seguinte simbologia para os sistemas de rotagoes
S3: 4=135,F=153, T =024 e L = 042.
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5.4.5 Teorema da particao

Provaremos no Teorema 5.4.8, que os sistemas de rotacoes dos mergulhos do grafo K 3,
representados pelos modelos da Figura 5.16, geram todas as classes laterais de & (K3 3).

Figura 5.16: Modelos de mergulhos do K33 cujos sistemas associados geram as classes
laterais de & (K3 3)

Teorema 5.4.8 Sejam A = {1,3,5} e B ={0,2,4} os conjuntos dos rétulos dos vértices
do grafo K33 com sistema referencial bdsico

Ro= (135 024 135 024 135 024).

Se R ¢ o sistema de rotagoes R; obtido de Ry através das a acoes em A e b agdes em
B, entdo o conjunto dos sistemas de rotagoes S (Ks3) é composto pelas quatro classes
laterais

6 (K33) = {(Ro), (R1), (Ra) , (Rs) }- (5.14)

onde Ro, R1, R e Ry sdo os sistemas de rotagdes associados aos modelos (i), (i) , (iii) e
(1v) dos mergulhos mostrados na Figura 5.16.

Demonstragao. A aplicacao do algoritmo das classes de equivaléncia nos sistemas
referidos, geram os seguintes conjuntos
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<‘ﬁ0> = {mgo’ m21’ 42a }

<%1> = { a s’[{167f’%m9““2079““4379%4679%47:9%58:9%59:9%

<9%2> = { 10= f)%2379%2979%3179%3279““:’,479%4079%5379{}‘5579{}‘23

(Rs) = { 9% 9‘{11,9%12,9%13,%14,9%15,9%18,9‘{19,9%22,9‘{24,9‘{25,9%26,9%27,%28,%30,

9%3379%3579%3679%3779%3879%3979%4179%4479&{4579%48’ 9%4979%5059%5179%5279%5479%5679%5779%

E fécil verificar que estas quatro classes laterais compoem uma particio do conjunto
S (K3 3) e, portanto vale a particao (5.14) . |
Como conseqiiéncia do Teorema 5.4.8 temos

Corolério 5.4.9 O numero de elementos das classes laterais de & (K3 3) sdo:
[(Ro)| =4, [(R)] = [(R2)| =12 ¢ [(Rg)] = 36.

Nao dispomos ainda de ferramentas necessdrias para justificar o fato de que os mer-
gulhos dos grafos K33 (M) e K33 (M) s@o diferentes. Vamos considerd-las como pro-
priedades intrinsecas dos modelos de mergulhos do grafo K33, detectadas apds exaustivo
trabalho de construcao das classes de equivaléncias e de alguns testes dos tipos de mo-
delos oriundos de mergulhos dessas classes.

No Teorema 5.4.10, os expoentes a e b em R indicam agoes nos conjuntos de vértices
A ={1,3,5} e B ={0,2,4}, do grafo K33, conforme a Defini¢do 5.4.7. A notacao tR;
significa que o modelo do mergulho associado ao sistema de rotagao é composto pela
uniao de ¢ regioes com s lados. Por exemplo, 2R U Ry representa os modelos compostos
por 2 regices de 4 lados e uma regiao de 10 lados. Usaremos, por exemplo, a notacao
Ri' = 2R4U Ry, para indicar que os modelos de mergulhos dos elementos da classe lateral
gerada por Rz sao todos do tipo 2R, U Ryg.

Sabemos de [42], que os mergulhos minimo e maximo do grafo K33 sobre superficies
orientadas sao realizados no toro e no bitoro. Logo, s6 existem estas duas possibilidades de
mergulhos orientados do K33 provido de um particular sistema de rotacoes R. Observe
que os modelos de mergulhos (i), (i), (i) e (iv) da Figura 5.16 sdo compostos, nesta
ordem, pelos seguintes sistemas de rotagoes

Ry=HTATAT) RY'=HTATAL) R =HTATEFT) Ry'=HTATF L),

Portanto, pelo Teorema 5.4.8, sdo os geradores das classes laterais de & (K3 3) e, por isso
existem, no maximo, trés modelos distintos para os mergulhos orientados do K33 (R3° é
nao orientado).

Se o modelo é realizado no toro, entao ele serd sempre formado por um dos tipos de
regioes, 3Rg e 2R4U Ryy. Se o modelo é realizado sobre o bitoro, a tinica possibilidade sera
um modelo com uma regiao. Logo, se pretendemos identificar o maior niimero de modelos
distintos gerados pelos mergulhos orientados de 2-células do K33, devemos determinar
o mergulho mfnimo orientado do K33 de cada um dos geradores de classe Ry, -, R4
(observamos que poderia ser escolhido qualquer elemento da classe, pois todos produzem
o mesmo tipo de modelos). Os modelos de Ry e R; sd@o mergulhos minimos, Ry nao é
méximo nem minimo (é nao-orientado). Nao foi possivel mergulhar o Ry e o 2R3 no toro,
portanto o bi-toro ¢ a unica possibilidade de mergulho orientado de 2-células para o K33
provido do sistema de rotagoes Rs, cujo modelo é formado por uma tnica regiao.
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Teorema 5.4.10 (Teorema da Classificagao dos Modelos do K33) Seja S (Ks3) o
conjunto dos sistemas de rotagoes do grafo completo biparticionado K33 com vértices em
A=1{1,2,3} e B=1{0,2,4}. Se R € G (K33) é um sistema de rotagdo com a agoes em
A e b agoes em B, entdo os tipos de modelos orientados associados a R sdo tais que

3Rg, se, e sdmente se, a e b sao pares
%gb =< Rig, se, e somente se, a e b tém paridades diferentes
2R4 U Ry, se, e sdmente se, a e b sao impares.

Demonstragao. Calculando a agao de transformagao utilizando a Definicao 5.4.7,
concluimos do Teorema 5.4.8, que os tipos de acoes R para cada classe lateral sao:

Tipos de acdes de (Ry) : R, K% R¥* e R*2;  Tipos de acdes de (Ry) : R e R,
Tipos de acdes de (Ry) : R e R, Tipos de acdes de (Rs) : K.
Pela Figura 5.16, os modelos orientados associados aos sistemas sao Rg = 3Rg, R1 = Ris

e R3 = 2R, U Ryp. Como todos os elementos de uma classe tem o mesmo tipo de modelo,
uma andlise nas agoes de transformacao, provam o desejado. [

Coroldrio 5.4.11 As classes de equivaléncia do conjunto & (K33) dos sistemas de ro-
tagoes do grafo completo biparticionado Ks3 sao:

S (K33) /Ro = (Ro) » 6 (K33) /Ri=(R1), 6 (Ks3) /Re=(R2) € S (K33) /Rs = (Rs) -
Demonstragao. Do Teorema 5.4.8, temos

K3’3 (%) = 4R6, seR € <%0> 3 K373 (%) = ng, sefR € <%1> 3
Kg’g (%) = R4+ Rg+ Rg, se’R € <%2> ; K3’3 (9{) =2R4U Ry, se R € <9{3> .

Isto encerra a demonstracao. ]

O modelo (ii7) , Figura 5.16, é do tipo R4 U Rg U Ry e representa o mergulho do grafo
K35 (MR2) na garrafa de Klein. Nao ¢ um mergulho méximo nem minimo, este encontra-se
no plano projetivo. Nao é méaximo porque nao é formado por uma tnica regiao.



Capitulo 6

Mergulhos de Canais Discretos sem
Memoria em Superficies Compactas

Um dos fatores de degradagao da confiabilidade em sistemas de comunicagoes sao,
sem duvida, os erros introduzidos pelo canal quando da transmissao de sinais. Quando
os sinais de informacao transitam no canal podem sofrer interferéncias de tal maneira
que o sinal recebido difira do sinal transmitido. Em muitas situagoes se faz necessario
a implementacao no sistema de transmissao, de dispositivos de controle de erros de tal
maneira que a comunicacao seja confidvel.

Diversos recursos sao utilizados para se recuperar a informagao transmitida. Os mais
relacionados com os nossos objetivos sao:

e o sistema codifica¢do de canal/decodificagdo é introduzido no sistema de comuni-
cagoes tem como funcao corrigir alguns tipos de erros;

e 0 quantizador € um refinamento do espacgo de sinais visando minimizar a probabili-
dade de erro através de informacoes extras dando maior confiabilidade ao processo
de demodulacao.

E onde se enquadram estes dois elementos no contexto de mergulho de canais em
superficies? Se o canal é discreto sem memoria, sabemos como associd-lo a um grafo
completo biparticionado ou a um subgrafo deste. De posse deste, podemos mergulha-
lo, via Subsecao 5.1.4, numa superficie, identificar uma estrutura de grupo associada ao
canal e escolher, entre os subgrupos deste, aquele que serd usado para rotular os vértices
do grafo (alfabeto a ser utilizado pelo modulador/codificador). Por outro lado, se o
mergulho é de 2-células, temos uma tesselagao sobre a superficie que, no caso de ser esta
regular, poderd ser usada no projeto do bloco modula¢ao/demodulagdo como também
um quantizador para o sistema de transmissao. Esta seria a maneira mais apropriada
de tornar os blocos codificacao de fonte, codificagao de canal, modulacao, demodulacao,
quantizador e decodificacao compativeis com o canal de comunicacao e entre os mesmos.

O grafo associado a um canal discreto sem memoria nem sempre faz parte das familias
de grafos cujos mergulhos minimos sao conhecidos. Quando é um grafo completo bipar-
ticionado, o conjunto das superficies para o mergulho de um canal é obtida das férmulas
de Ringel [34], [35] e Ringensen [32] e Segoes 5.1.2 e 5.1.3. Quando nao, introduzimos o
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conceito de classe de canais, a fim de reunir o maior nimero possivel de canais com uma
mesma caracteristica, analisamo-os caso a caso e determinamos o conjunto de superficies
para o mergulho dessas classes. Além das andlises em cada classe, as técnicas de mergu-
lhos introduzidas no Capitulo 5, permitirao solucionar casos mais complexos de mergulhos
de classes de canais cujos representantes nao sao grafos completos biparticionados. Neste
contexto, as férmulas de Ringel servem apenas como referéncia para os possiveis géneros
das superficies onde os mergulhos do canal ocorrerao.

Finalmente, respondemos as questoes fundamentais inseridas no contexto do objetivo
central desta tese, identificaremos o conjunto das estruturas algébricas para o mergulho
de um canal discreto sem memoria, que estd sendo operado com um conjunto de m sinais,
determinamos o conjunto das tesselacoes regulares com m regioes e, quando existir, as
tesselagoes regulares com tm regioes, seguido das cardinalidade desses conjuntos.

Com as definigoes e instrugoes da Secao 5.2, introduzimos o mergulho de canais dis-
cretos sem memdria em superficies com bordos, fornecendo opgoes de modelos que nao
sao encontrados nos mergulhos desses canais em superficies sem bordos. Este tipo de
mergulho permite, pela primeira vez, a implementagao de canais em superficies de cur-
vatura média zero (superficies minimas), introduzindo esta famosa familia de superficies
no contexto da teoria de comunicagoes.

6.1 Mergulho de Canais (DMC) em Superficies Com-
pactas

Nesta secao iremos identificar o conjunto das superficies compactas sobre as quais um
canal discreto e sem memoéria, visto como um grafo, poderd ser mergulhado. Todos os
mergulhos considerados sao mergulhos de 2-células, caso contrario, este serd referenciado.
Para tal iremos considerar os seguintes pontos.

Introduzimos o conceito de grafo associado ao canal, as férmulas do género de mergulho
de Ringel e Ringensen e a definigao de classes de canais. Tratamos dos canais que estao
associados a subgrafos do grafo completo biparticionado K, ,. O conjunto das superficies
para o mergulho do canal foi determinado nos seguintes casos:

1) canais associados a subgrafos de K, ,, 2 < n < 4, onde relacionamos ainda as
possiveis classes e niimero de canais de cada classe;

2) classes de canais associadas a subgrafos de K,,,, 5 < n < 8 cujos vértices do grafo
possuem a mesma valéncia com exce¢ao das classes com vértices com valéncias

57 67 Ty 77
3) classes de canais associadas a grafos completos biparticionados da forma K ,;

4) classes de canais m-drios com valéncias 1,2,3 e 4.

Para cada classe de canais &, ,| P, Q] tratada, no sentido da identificacao do conjunto
das superficies para o mergulho de 2-células, estabelecemos o conjunto das estruturas
algébricas com as correspondentes cardinalidades; o conjunto das tesselagoes regulares
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com m regioes com as correspondentes cardinalidades; e as tesselacoes regulares com tm
regioes, t > 2.

6.1.1 Definicoes

Um canal discreto sem meméria (DMC) é representado por um conjunto de entradas
X, um conjunto de saidas Y e o conjunto de probabilidades condicionais p (y/z), y € Y
e x € X. Esta estrutura permite uma representacao natural de um canal DMC através
de um grafo com vértices em X e Y e lados (transi¢oes) conectando os vértices em cada
um desses conjuntos.

Ringel [35] mostrou que o género para o mergulho minimo nao-orientado do mergulho
do grafo completo biparticionado K,,,, €

Y (Kmn) ={(m—2)(n—2)/2}, Vm,n > 2. (6.1)

Defini¢ao 6.1.1 Sejam X = {x1,- - ,xn} eY ={y1, -+ ,yn} dois conjuntos de vértices,
onde 0s x;’s ey;’s € Z. Seja &, , 0 conjunto formado por todos os canais com m vértices
em X en vértices em Y, satisfazendo as sequintes propriedades:

P1) Todo vértice de X estd conectado a pelo menos um vértice de Y e vice-versa;

P2) O segmento [x,y| é uma transicao (lado) do canal &, se, x € X estd conectado a

yey.

Suponha que P = {py,--- ,pm} e Q@ ={q, - ,qm} sd0 conjuntos de inteiros positivos
nao-nulos e que X = {z1, -, 2} e Y = {y1,- -+ ,yn} s@0 os conjuntos de vértices do
canal &, ,. Denotaremos por valz a valéncia do vértice x. Se valz; = p; e valy; = g;,
ie{l,---,m}, je€{l,---  n}, faremos as seguintes denominagoes:

(i) chamaremos de classe de canais com valéncias P e (), o conjunto

Con [P, Q] =Cun [{plv s 7pm}= {QI7 s an}] (6.2)

constituido de todos os canais em &, ,, tais que, para cada p; € P e cada ¢; € @
existem z; € X e y; € Y com valz; = p; e valy; = g;.

(1) Se os vértices de €, , sdo tais que valzy = --- =valz,, =pevaly; =--- =valy, =
q, entao

Conn [P 4] (6.3)
denotard a classe de canais com valéncias p e q;

(1ii) Sem =nevalx; =--- =valx,, = valy; = --- = valy, = p, entao €, [p] denotara
a classe de canais com valéncia p.
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Uma conseqiiéncia imediata da Defini¢ao 6.1.1 é que o conjunto de canais &, ,, [P, Q]
¢ uma classe de canais em €, , se, e somente se,

i Pi= ijl 5 (6.4)

com valg; > ¢, onde ¢ é o nimero de vértices de X com grau méximo.

A igualdade (6.4) é importante na identificacao das classes de canais do conjunto €, 4.

Uma classe de canais é formada por um tnico elemento se, e somente se, ela é do tipo
< [m).

Apesar da cardinalidade de &,,,, [P, Q] ser finita, para m e n fixos, a quantidade de
canais representativos ¢ pequena. Iremos considerar somente os mergulhos dos canais
comumente usados em sistemas de comunicagoes. Dentre estes, destacaremos as classes
de canais do tipo €, [p].

Invariavelmente, nos referimos ao canal como sendo o seu grafo associado. Inicial-
mente, estabeleceremos o género da superficie para o mergulho do canal &, [p], através
da identificagdo de um sub-grafo em K,,,, isomorfo ao grafo de &, [p] que esteja mergu-
lhado na mesma superficie. Este procedimento funciona para valores pequenos de m.

6.1.2 Mergulhos do canal binario simétrico

O canal bindrio simétrico, BSC, é o mais simples e também o canal mais utilizado
num sistema de comunicacoes. Como nao podia deixar de ser, o mesmo é apropriado
para a transmissao de um alfabeto bindrio. A estrutura deste canal corresponde ao grafo
completo biparticionado K> 5 e, como veremos, estd mergulhado, de modo tnico, na esfera
S como um mergulho de 2-células, decompondo-a em duas regioes de quatro lados, como
ilustra a Figura 5.1. Podemos ainda mergulhar o K> no plano em uma unica regiao de
quatro lados, ilustrada na Figura 5.9.

Como vimos na Se¢ao 5.3, o nimero de regioes do modelo de um mergulho de um
grafo numa superficie é constante, o que pode mudar é o tipo de regiao.

Se o mergulho de 2-células de um grafo G sobre uma superficie €2 recobre a superficie
com « regides, denotaremos esse mergulho por 2 () . Com esta notacao podemos fazer a
seguinte afirmacao sobre o canal BSC.

Proposigao 6.1.2 O conjunto das superficies no qual o canal BSC pode ser mergulhado
como um mergulho de 2-células, é

Demonstracao. O canal BSC corresponde ao canal &, [2], sendo portanto identifi-
cado pelo grafo completo biparticionado Ks . Pelas igualdades (5.7) e (5.8), os géneros
minimo e maximo para o mergulho do canal BSC sao, respectivamente,

Y (K22) ={(2=2)*/4} =0 = [(2—1)* /2] = yps (K32) = Kap = S.

Logo, o tnico mergulho do canal BSC ocorre na esfera. Pelos Teoremas 5.3.3 e 5.3.6,
o canal BSC estd mergulhado de forma tnica em S (2), isto é €3 [2] — S (2) = 2R,.
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Além disso, pela Defini¢ao 5.2.1, podemos ainda mergulhar o canal BSC no plano com a
seguinte composicao €, [2] — S; (1) = Ry4. Por outro lado, pela igualdade (6.1) o género
do mergulho minimo nao-orientado de Ky é

/B(KQ’Q) < [(2—2)2/2] :0:>g(K2’2) :0:>K272 — P.

De modo andlogo ao caso orientado, concluimos que €, [2] — P (2) = 2R4 e &, [2] —
Pl (1) = R4. ]

Os outros possiveis canais com duas entradas e duas saidas s@o o canal com ruido
representado pelo grafo €, [(1,2),(2,1)] e o canal sem ruido €, [1] . Como estes grafos nao
sao conexos, nenhum desses mergulhos serd de 2-células e, nem tao pouco produziria uma
Unica regiao sobre a superficie mergulhada.

Para conseguirmos um mergulho de €, [(1,2),(2,1)] ou €, [1], cujos modelos dividem
a superficie em regioes, teremos que utilizar as superficies compactas com bordos. Mesmo
assim, estes mergulhos nao satisfazem as condicoes da Defini¢ao 5.2.1, pois os bordos das
regides nao sao os lados do grafo. A Figura 6.1, ilustra os mergulhos &, [1] — S (3) =
2Ry + Ry, €3 [1] — S2(2) = 2R4 e €2[(1,2),(2,1)] — S2(3) = 2R3 + Ry. Observe a
presenca de regioes com um ntmero impar de lados.

Figura 6.1: Mergulhos dos canais €5 [1] e €3 [(1,2),(2,1)] no plano e no catendide

6.1.3 Classe de canal ternario

Este é um canal tipico para a transmissao de um alfabeto 3-drio. Quando p = 3, €3 [3]
coincide com o grafo completo biparticionado K3 3. Através desta identificacao, estamos
aptos a estabelecer as superficies naturais para o mergulho desse canal.

Mergulho de canais ternarios com valéncia 3

Esta classe é composta por um tnico canal, contudo, a cardinalidade do conjunto das
superficies onde o mesmo pode ser mergulhado, é a maior dentre qualquer outra classe de
0:3.

Para descrever o conjunto das superficies em que o canal €3[3] pode ser mergulhado,
devemos levar em consideragao a Definigao 5.2.1, isto ¢, se €3[3] — 2 (a) entdo €3[3] —
Q, (=), para todo 1 < r < a. Afim de simplificar a descrigdo do conjunto 3, escre-
veremos ({2 (o)) para designar o conjunto das superficies de mergulhos de €, gerado pelo
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mergulho em uma superficie compacta sem bordo &, ,[P, Q] — 2 (), ou seja,
(Q(a)) ={2(a), % (a=1),Q(a—2),  Q-2(2), Q1 (1)} (6.6)

Consideraremos o conjunto de mergulhos para uma classe de canais, o conjunto que
atende as condigoes da seguinte defini¢ao.

Definicao 6.1.3 Seja €,,,, [P, Q] uma classe de canais em €, ,. Se existe pelo menos
um canal conexo € € €, ,, [P, Q] que pode ser mergulhado num conjunto de superficies S,
sendo todos os mergulhos de 2-células, diremos que a classe esta mergulhada em §.

Diremos que o canal € referido na Definicao 6.1.3 é o representante da classe
Conn [P, Q], de tal forma que através dele podemos determinar o conjunto das superfi-
cies em que os canais de &, ,, [P, Q] podem ser mergulhados como mergulhos de 2-células.

Em geral, os canais de uma classe podem ser mergulhados em um mesmo conjunto
de superficies, como por exemplo, os canais da classe &, [p]. Convencionaremos que o
representante da classe serd o canal cujo conjunto das superficies em que ele pode ser
mergulhado, como mergulho de 2-células, apresenta a maior cardinalidade.

Proposigao 6.1.4 O conjunto de superficies em que o canal €3 [3] pode ser mergulhado
como um mergulho de 2-células é

$={(T(3)),27 (1), (P(4)), (K (3)), (3P (2)),2K (1)} .

Demonstracao. O canal € [3] ¢ identificado pelo grafo completo biparticionado Kj 3.
Pelas igualdades (5.7) e (5.8), os géneros minimo e méximo para o mergulho do canal €3 [3]
sao

Y (K32) ={(8=2)"/A} =1 e vy (Ky) = [3-1)"/2] =2.

Pelos Teoremas 5.3.3 e 5.3.6, os mergulhos do canal €3 [3] em superficies compactas ori-
entadas ocorrem no toro e no bi-toro com as seguintes composigoes: €3[3] — T (3) e
¢3[3] — 27(1). Logo, o conjunto das superficies orientadas para o mergulho do canal
¢3 [3] é, pela igualdade (6.6),

95 (0) = {{T'(3)),2T (1)} . (6.7)

Além do mais, o canal €3[3] estd mergulhado minimamente no plano projetivo P com
quatro regioes, como mostra a Figura 5.8. Usando o Teorema de Koénig concluimos que
€5 [3] estd mergulhado também em K (3), 3P (2) e 2K (1). Assim, pela igualdade (6.6),
deduzimos que o conjunto das superficies nao-orientadas para o mergulho de €3 [3] é

$3(0) = {(P(4)), (K (3)), (3P (2)) ,2K (1)} (6.8)

Da unido dos conjuntos em (6.7) e (6.8) chegamos a S3. |
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(1) (2) 3) (4) (5) (6)

Figura 6.2: Classe de canais €3[2]

Mergulhos de canais ternarios com valéncia 2

Pela Definigao 6.1.1, €3 [2] representa canais com 3 entradas e 3 saidas e a valéncia de
cada vértice do grafo é dois. A Figura 6.2 mostra todos os elementos dessa classe.

Observamos que os canais (1) e (4) , a menos de rotagdes, sao do mesmo tipo. O mesmo
acontece com os canais (2) e (6) . E facil comprovar que estes canais estdo mergulhados na
esfera com duas regioes. Portanto, dedugoes andlogas tiradas do canal BSC, sao vilidas
para os canais da classe €3[2], ou seja: o conjunto das superficies nas quais podemos
mergulhar um canal da classe €3 [2], como mergulhos de 2-células, ¢ o conjunto 93 em
(6.5).

A cardinalidade do conjunto de canais €3 é 104. A distribui¢ao dentre as diferentes
classes ¢é a seguinte:

€335 =9, |€353] = 18, [€5i1| =9, |€511| = 15, |€353] =9,

Mergulhos de canais terndrios com valéncia até 3

Verificamos que qualquer canal diferente do €3 [3] cujo grafo é conexo, pode ser mer-
gulhado na esfera. Na Figura 6.3, mostramos alguns mergulhos minimos de 2-células de
canais de classes diferentes. Com estes mergulhos, é possivel deduzir os conjuntos das
superficies para o mergulho de 2-células das classes de canais em €;.

Gostarfamos que todos os grafos associados aos canais fossem conexos e pudessem
ser mergulhados como mergulhos de 2-células. As vezes, estas duas condi¢oes nao sao
satisfeitas em um mesmo canal e tao pouco para todos os canais de uma mesma classe.
Todavia, é possivel encontrar um canal em uma classe, cujo mergulho minimo, seja um
mergulho de 2-células com o maior nimero possivel de regioes.

Proposicao 6.1.5 O conjunto das superficies para o mergulho de 2-células das classes
de canais em €3 é o sequinte:

(1) a classe €3[(3,3,2),(3,3,2)] estd mergulhada no conjunto composto pelas sequintes
superficies

G ={(5(4)),(T'(2)),(P(3)), (K (2)),3P(1)};
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o —0

(4) (5)

C,l(2,2,1),(2,2,1)] C,[1]

C,1(3,3.2),(3,3.2)] C,1(3.2,2),(3,2,2)]

Figura 6.3: Exemplos de mergulhos de canais €3 na esfera S

(17) a classe €3[(3,2,2),(3,2,2)] estd mergulhada no sequinte conjunto de superficies
95 ={{S(3)),(T (1)), (P (3)),(K(2)), (3P (1)}

(1ii) as classes €3[2] e €3[(2,2,1),(2,2,1)] estao mergulhadas no sequinte conjunto de
superficies

5 ={(5(2)),(P(2))};

(iv) as classes €3[(3,1,1),(3,1,1)], €3[(3,1,1),(2,2,1)], €5[(2,1,1),(2,1,1)] e a classe
de canais sem ruidos €3 [1] nao sao mergulhos de 2-células, portanto o conjunto de
mergulho é vazio.

Demonstracao. Andloga a demonstracao da Proposicao 6.1.2. ]

As Proposigoes 6.1.4 e 6.1.5, fornecem todos os possiveis conjuntos de superficies para
o mergulho de 2-células dos 104 canais que compoem o conjunto €3, de todos os canais
terndrios (canais com 3 entradas e 3 saidas). Quando o mergulho de um canal € néo é
de 2-células, convencionaremos que € estd sobre a superficie compacta de menor género
possivel, neste caso € € €3 estd na esfera S e no plano projetivo P, pois estas sao, pela
Proposicao 6.1.5, as superficies com os menores géneros em que podemos mergulhar um
canal de €3 como mergulho de 2-células.

6.1.4 Classes de canais quaternarios

A classe €, [4] é composta por um tnico canal e corresponde ao grafo completo bipar-
ticionado Ky 4.

Mergulhos de canais quaterndrios com valéncia 4

A razao de comecarmos a identificacao por esta classe é devido ao fato de dispormos
de resultados que permitem relacionar as superficies para o mergulho do grafo Ky 4.
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Devido a grande quantidade de canais a serem considerados é que iremos utilizar a
notagao introduzida no Lema 6.1.6 para descrevermos o conjunto das superficies para o
mergulho de um canal €.

Lema 6.1.6 Seja (Q2(a)) o conjunto das superficies geradas pelo mergulho €,[p| —
Q(a). Se €,[p] — kT () e €[p] — hP(B) sao mergulhos minimos, entao o conjunto
das superficies para o mergulho de 2-células do canal €, [p] serd:

1=

(k+9)T (o= 20)) V2 VUL ((h+ ) P(B— )20 b sea é dmpar.

o _ ] UEHDT =227 U () P(B=3) 0 p sea épar

Demonstracao. Segue das demonstragoes dos Teoremas 5.3.3 e 5.3.6 e igualdade
(6.6) . u

Proposicao 6.1.7 O conjunto das superficies para o merqulho da classe €4 [4] é

= {+nTE-20) ) u{(E+HPE-i),}

Demonstragao. O canal €, [4] ¢ identificado pelo grafo completo biparticionado K} 4.
Pela igualdades (5.7) e (5.8), os géneros minimo e maximo para o mergulho do canal &,[4]
sao, respectivamente

o (Kug) = {(4=2)° 4} =1, 7y (Ku) = [(4—1)? /2] = 4.

Pelo Lema 6.1.6, o conjunto das superficies orientadas para o mergulho do canal &, [4] é

$1(0) = {{(1+4) T (8 — 2i)) }iio-

Além disso, o canal €4 [4] estd mergulhado minimamente na garrafa de Klein, K, com 8
regioes, como mostra a Figura 5.8. Como K = 2P, pelo Lema 6.1.6, temos

SIO) = {2+ PB— N,

Da uniao dos conjuntos Sy (O) e S4(5), segue o resultado desejado. [

Gostariamos de lembrar que o conjunto das superficies (€2 (a)) , geradas pelo mergulho
minimo de 2-células € — (2 (a) , contém poucas superficies com bordos isolados. A maioria
é composta por superficies com bordos nao isolados.

Cardinalidade das classes de canais quaternadrios

Sejam X = {1, -+ ,24},Y = {y1, -+ ,ys} 0s conjuntos dos vértices do canal € € €,
e P={p1, - ,ps},Q =A{q1, - ,qu} tal que valx; = p; e valy,; = ¢;. Pela condigao (6.4),
Cal{p1, - ,pa},{q1, - ,qu}] ¢ uma classe de canal em €4 se, e somente se, Z?lei =
Z;zl ;. Por outro lado, p;,q; € {1,2,3,4} e portanto, existem classes cujas somas das
valéncias dos vértices podem ser 4,5,--- ,16. Como notagao, escrevemos, por exemplo,
“10) {4411,4321,4222,3331,3322}” para indicar que existem cinco tipos de classes cuja
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Cpaaq =1 Caaas =16 T35 =72 Cs =24 Cupp = 144 Cy333 = 96
CHB =16  Ci3 =144 Cup =36  Cu330 =720 Ca333 =24 1B =144
C388 =48 €2 =144 €335 =36 BB =144 33 =144 Cy3p0 = 720
Comy = 144 € =144 CFF =144 < =288 P =288 ¢ = 288
Cuzor =576 Cuopp =96 Ca33 = 112 Ca30 = 1224 €22 =24 B2 =72
Cii=2s8 Cffi=ss Ci=sor eil=96  Ci=300 Cif= 13
Coo1 = 288 Ca391 = 1296 C3000 = 816 €124 =288 €3320 =576 €3232 = 288
€321 =288 (€322 =576 €322 =1206 €y = 144 335 = 144 €399 = 3456
Comp =68 €l =144 € =288 CBE-T2 - 658 R =96
€222 =432 €1 =16 €01 = 1584 Cogp =744  C1H =144 €24 =144
€51 = 1248 Ca1y =16 Coppy = 1296 €51 =432 Copy = 384 Cjjf} = 24

Tabela 6.1: Numero de elementos das classes de canais em Cjy

soma das valéncias dos vértices em X ¢é 10. Seja C] ,, o nimero de combinagoes com
repeticoes do conjunto com m elementos, tomados dois a dois. Entao a cardinalidade das
classes é

16) {4444},C7 ,=1; 15) {4443},C7 ,=1; 14) {4442,4433},C5 ,=4; 13) {4441,4432,4333},C5 ,=9; 12) {4431,4422,4332,3333},
Cj ,=16; 11) {4421,4331,4322,3332}C} ,=16; 10) {4411,4321,4222 3331,3322},CF ,=25; 9) {4311,4221,3321,3222}C} ,=16;
8) {4211,3311,3221,2222}C ,=16; 7) {4111,3211,2221}C ,=9; 6) {3111,2211}C} ,=4; 5) {2111}CY ,=1; 4) {1111}CF ,=1.

Assim, o nimero de classes de canais em €4 é |€4] = 119. Fazendo as combinagoes
entre os elementos de cada conjunto acima obtemos:

4444 4443 4442 4433 54433 (54442 4441 4432 4333 4432 (4441 4333 4441 54333
Q:4444 Q:4443 (’:4442 €4433 Q:4442 0:4433 ¢4441 (’:4432 Q:4333 ¢4441 €4432 Q:4441 0:4333 ¢443;2

4432 4431 (4422 54332 53333 (54422 4431 (4332 4431 3333 (#4431 (4332 (4422 3333
0:4333 0:4431 €4422 €4332 0:3333 Q:4431 0:4422 0:4431 0:4332 €4431 ¢3333 0:4422 Q:4332 0:4422

4422 3333 (4332 (4421 4331 (#4322 3332 (4331 (4421 (4322 (4421 (3332 (4421 (4322
63333 Q:4332 Q:3333 Q:4421 €4331 Q:4322 Q:3332 Q:4421 Q:4331 0:4421 64322 €4421 Q:3332 Q:4331

4331 3332 (4331 (3332 (4322 (4411 (4321 (4222 53331 3322 (4321 (4411 4222 54411
Q:4322 Q:4331 ¢3332 6:4322 Q:3332 64411 64321 Q:4222 63331 ¢3322 64411 Q:4321 64411 64222

63331 64411 ¢3322 64411 @4222 €4321 63331 64321 @3322 ¢4321 63331 @4222 €3322 64222
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Mas pela condigao em (6.4), algumas dessas classes nao existem. Além disso, se um
419293494 Y Y o P1P2P3P4
canal € € (’:plmpgm ent‘ao uma rota({ao de 180° conduz a um canal € € ¢hibelsPe. Como
essa operacao €é de equivaléncia, entao o nimero de canais em cada uma dessas classes é
igual. A Tabela 6.1 mostra a cardinalidade das classes de canais €.
O conjunto de canais com 4 entradas e 4 saidas €, é composto por 66 classes distintas

de canais e 25647 canais diferentes.
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Mergulhos de canais quaternarios com valéncia 3

Os grafos associados aos canais da classe €4 [3] nao fazem parte dos grafos cujos mergu-
lhos ja foram classificados. Como sao grafos relativamente simples, resolvemos relacionar
todos os seus mergulhos minimos orientados na esfera S, veja Figura 6.4.

Observe que todos os grafos de canais da classe €4 [3] sdo conexos. Esta propriedade
permite identificar, sem restrigdes, o conjunto das superficies para o mergulho de €, [3].

0 10 10 10 10 10 10 10 1
2 32 32 32 32 32 32 32 3
4 54 5 4 54 5 4 5 4 54 5 4 5
6 76 6 7
TN TN TN TN TN TN TN
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
3@2 3@2 52 52 5 4 3 4 32 32
6 7 4 7 6 7 4 7 2 7 2 7 6 5 4 5
5 4 5 6 3 4 3 6 3 6 5 6 7 4 7 6
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
0 10 0 1
2 3 2 2 3
4 5 4 4 5
6 76 6 7
TN TN TN TN TN TN TN
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
34 36 3®4 3®6 5 2 5 2 7@2 72
6 5 4 5 2 5 2 5 4 3 6 3 4 3 6 3
7 2 7 2 7 6 7 4 7 6 7 4 5 6 5 4
S~ S~ S~ S~ S~ S~—— S~
0 10 0 1
2 32 2 3
4 5 4 4 5
6 76 76 7
N N N N - Y
0 1 0 1 0 3 0 3 0 3 0 3 0 3 0 3
5®4 74 52 52 7 2 7 2 5®4 74
2 3 2 3 6 1 4 1 6 1 4 1 2 1 2 1
7 6 5 6 7 4 7 6 5 4 5 6 7 6 5 6
S~—— S~——— S~—— S~—— S~—— S—— S—— S~———

Figura 6.4: Mergulho da classe de canais €, [3] na esfera S

Proposicao 6.1.8 O conjunto das superficies do merqulho da classe €4 [3] é

= {UT (6 —20)7o} U{{(1+) P (5 1)jo}-
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Demonstracao. Concluimos da Figura 6.4, que todo canal da classe €, [3] estd mer-
gulhado na esfera S com 6 regides, como um mergulho de 2-células. E fdcil constatar
que o mergulho minimo de €4 (3], nao-orientado de 2-células encontra-se sobre o plano
projetivo P, com 5 regioes. Aplicando o Lema 6.1.6 obtemos o desejado. [

Mergulhos de canais quaternarios com valéncia 2

Encontramos apenas dois tipos de mergulhos de canais da classe €4 [2] sobre superfi-
cies compactas orientadas: os mergulhos de 2-células em S, modelando-a em duas regices,
provenientes dos canais cujos grafos sdo conexos (mergulho (3) da Figura 6.5), e os mer-
gulhos correspondentes aos grafos desconexos em S (mergulhos (1) e (2) da Figura 6.5).
Este 1ltimo nao é um mergulho de 2-células, pois uma das trés regides nao é homotépica
a um ponto.

0 1 0 1 0 1
g OI:I1 OI:I5 0 3
2 33 2 7 2 2 1 2
® ©)
4X5 B0 O WA
7 6 3 6 7
7

6

[N
w
w

B

ot
Ot
D

Figura 6.5: Tipos de mergulhos de canais da classe €, [2] sobre a esfera S

Observacao 6.1.9 A classe €4 [2] é composta por 18 canais com grafos desconexos e 50
canais com grafos conexos. Todos os mergulhos dos grafos desconexos sio do tipo (1) ou
(2) da Figura 6.5 e os mergulhos dos grafos conexos sao do tipo (3) da Figura 6.5.

Portanto, em relagao a classe de canais €4 [2] temos o seguinte resultado.
Proposicao 6.1.10 O conjunto das superficies do merqulho da classe de canais €4[2] é

Observamos que os conjuntos das superficies para o mergulho de 2-células dos canais
da forma €4[m], 1 < m < 4, sempre possuem uma representagdo unica. Nas demais
classes, verificamos que a medida que a valéncia dos vértices aumenta a representacao
deixa de ser unica.

6.1.5 Classes de canais quinarios

Até agora foi possivel determinar o conjunto de mergulhos (orientados e néo-orienta-
dos) para as classes de canais €,,, m < 4. Entretanto, determinar o mergulho minimo
nao-orientado para um elemento da classe €5 [4] deixou de ser simples. Devido a essa
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complexidade iremos considerar somente os mergulhos orientados desses canais bem como
os casos triviais de mergulhos nao-orientados.

Chamamos a atencao para o fato de que €5[2] e €5[1] sdo as tunicas classes de €
que possuem canais desconexos. Os exemplos de mergulhos mostrados na Figura 6.6 sao
suficientes para descrever os conjuntos das superficies das classes de €5.

Figura 6.6: Mergulhos minimos de canais representantes das classes €5[3] e €5[4]

Definicao 6.1.11 Seja €,,[n] uma classe de canais de &,,. Se um canal conezo € € €,,[n]
estd mergulhado em 0 como um merqgulho de 2-células, diremos que € é o representante
de classe de €,,[n].

Proposicao 6.1.12 O conjunto das superficies para o mergulho da classe €5[2] é

Demonstragao. E facil comprovarmos que o mergulho de um representante da classe
¢5[2], a menos do nimero de vértices, nao ¢é diferente de qualquer um dos mergulhos
mostrados na Figura 6.5. Portanto S% = $3. ]

Proposicao 6.1.13 O conjunto das superficies para o mergulho da classe €5 [3] é
$={a+)T6-20) U {(a+7)P6 -2}

Demonstragao. Os mergulhos (1) e (2) mostrados na Figura 6.6 sao mergulhos
minimos compactos, orientado e nao-orientado, de um mesmo canal € (indicado na Figura
6.6), representante da classe €5[3]. Em particular, temos que

9:5[3] — T (5) = 2R4 + R6 + 2R8 (& 0:5[3] — P (6) = 5R4 + R10~

Concluimos do Lema 6.1.6, que o conjunto das superficies para o mergulho de €5[3] é da
forma enunciada na proposicao. [ |

As classes de canais €, [p], p < m, ndo podem ser representadas por grafos completos
biparticionados, mas por subgrafos desses. Portanto, o género do mergulho minimo nao-
orientado, (6.1), ndo identifica o mergulho minimo desses canais, servindo apenas como um
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limitante superior para os géneros das superficies onde se encontram os mergulhos minimos
de €, [p]. Com isso, surge a seguinte pergunta: Como iremos identificar o mergulho
minimo nao-orientado desses canais? A resposta a essa pergunta nao parece ser simples.
Todavia, nos casos onde foram possiveis realizar os mergulhos nao-orientados constatamos
o seguinte fato.

Observacgao 6.1.14 Se v é o género minimo para o mergulho orientado do grafo G, entdo
o género minimo para o mergulho nao orientado de G é v,, ou~y,, — 1.

Por exemplo, o grafo K3 3 estd mergulhado minimamente no toro e no plano projetivo.
Em vista disso, quando nao for possivel identificar o mergulho minimo nao-orientado do
canal €, [p], p < m, mergulharemos este canal numa superficie de mesmo género do
mergulho minimo orientado. E o caso das Proposicoes 6.1.15 e 6.1.22.

Proposicao 6.1.15 O conjunto das superficies para o mergulho da classe €y [4] é
$ =+ T (10— 20} U{((2+5) P (10— 1))i o} -

Demonstracao. Segue do mergulho (3) mostrado na Figura 6.6; da Observacao 6.1.14
e do Lema 6.1.6. m

Mergulhos de canais quindrios com valéncia 5

Proposicao 6.1.16 O conjunto das superficies para o mergulho de 2-células da classe
¢5[5] é

$£={B+TO -2} u{{G+i)PA2-2)L ).

Demonstracao. Pela igualdade (5.7) e pelo Teorema de Konig, sabemos que €5[5] —
2T (13) minimamente. Da equagao (6.1) e do Teorema de Kénig, sabemos que €5[5] <
4P (13) minimamente. O Lema 6.1.6 nos fornece o resultado desejado. ]

6.1.6 Classes de canais 6-arios

O objetivo em considerar o mergulho (2), mostrado na Figura 6.7, era construir um
mergulho de 2-células, no entanto, isto nao foi possivel pois a regiao RS nao é homotdpica
a um ponto. Este é um exemplo de um mergulho de um canal de €g[4] no bitoro que nao
¢ um mergulho de 2-células.

Observacao 6.1.17 O mergulho (2) da Figura 6.7 nao é um mergulho minimo da classe
de canais €q[4], esta encontra-se mergulhada minimamente sobre o toro decompondo-o
em 12 regioes quadradas conforme o mergulho ilustrado na Figura 6.9.

Proposicao 6.1.18 O conjunto das superficies para o mergulho da classe €q 3] é

% ={0r s -2} u {1+ PE-))]0}-
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Figura 6.7: Mergulhos de canais representantes das classes €4[3] e €4[4], respectivamente

Demonstracao. Lembre que 07" = S. Segue da Figura 6.7 que €4 [3] <— S (8) = 6 R4+
2Rg ¢ um mergulho minimo. Observe que este mesmo tipo de mergulho pode ser realizado
no plano projetivo. Aplicando o Lema 6.1.6, as demais superficies sao determinadas. m

Devido a simplicidade do mergulho nao-orientado da classe €4[4], iremos descrever o
conjunto das superficies para o mergulho dessa classe.

Figura 6.8: Mergulho nao-orientado do canal €4[4] em K (12).

Como nao foi possivel realizar um mergulho de 2-células no modelo (2) para a classe de
canais €4[4] mostrado na Figura 6.7, iremos considerar o canal €4[4], mostrado na Figura
6.8. Para este canal foi possivel realizar o mergulho minimo de 2-células do grafo €g[4].

Proposicao 6.1.19 O conjunto das superficies para o mergulho da classe €q[4] é

S={a+ora2-20),}u{(e+HPaz-n}.

Demonstracao. Pelas Figuras 6.9 e 6.8, a classe €4[4] estd mergulhada minimamente
no toro e na superficie de Klein, respectivamente, com as seguintes composicoes

Cg[4] — 2T (10) = 6Ry + 4R e Cg[4] — K (12) = 12R,.
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Figura 6.9: Mergulho minimo orientado da classe de canais €4 [4] sobre o toro

Aplicando o Lema 6.1.6, as demais superficies sao determinadas. [
Mergulhos de canais 6-arios com valéncia 6

Lembramos que esta classe de canais é composta por um tnico canal correspondente
ao grafo completo biparticionado K.

Proposicao 6.1.20 O conjunto das superficies para o mergulho de 2-células da classe
¢ [6] ¢

= (@) T8 - 20} U {(8+7) P8 =)L}

Demonstracao. Da igualdade (5.7) e do Teorema de Konig, sabemos que €4[6] —
AT (18) (observe na Figura 5.5 que &[6] — 47 (18) = 18R,). Por outro lado, o grau
de conexidade da superficie compacta nao-orientada para o mergulho do Kgg €, pela
férmula de Ringel (6.1), 7 (Kgg) = {(6 —2)* /2} = 8. Portanto, K estd mergulhado
minimamente em 8P = 4K. O Lema 6.1.6 fornece as demais superficies. [

6.1.7 Classes de canais 7-arios

Observamos que o mergulho minimo de um canal de €g[4] é realizado no bi-toro,
podendo gerar frequentemente mergulhos que nao sao de 2-células, enquanto que os mer-
gulhos de canais da classe €[4], por terem mais lados, geram menos mergulhos que nao
sao de 2-células. Na Figura 6.10 mostramos um mergulho minimo compacto orientado de
um canal representante da classe €;[3].
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Figura 6.10: Mergulho minimo de um canal representante da classe €;[3]

Proposicao 6.1.21 O conjunto das superficies para o mergulho da classe €; [3] é
$={(+)T 2007} u{(Q+)PE-)],}-

Demonstracao. Pela Figura 6.10, a classe €;[3] estd mergulhada minimamente no
toro, isto &, €;[3] < T(7) = 6Ry + Ris. B facil verificar (Figura 6.6), que podemos
ainda mergulhar €;[3] no plano projetivo com a seguinte decomposigao: €;[3] — P (8) =
7R4+ Ry4. Aplicando o Lema 6.1.6, as demais superficies do conjunto $2 sao determinadas.
|

Os modelos das Figuras 6.7 (2) e 6.11, foram realizados segundo o processo de cons-
trucao de mergulhos descritos na Secao 5.2.
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Figura 6.11: Mergulho minimo orientado da classe de canais €;[4] sobre o bitoro

Proposicao 6.1.22 O conjunto das superficies para o mergulho da classe € [4] é

G ={((2+4) T (12 — 20));_o} U {((4 + i) P (12 — 2i)) ;2



142 Mergulhos de Canais Discretos sem Memdria

Demonstracao. Pela Figura 6.11, a classe €;[4] estd mergulhada minimamente no
bitoro com a seguinte composic¢ao: €;[4] — 27 (12) = 10R4 + Rg + Ryo. Pela Observagao
6.1.14 podemos realizar o mergulho €;[4] < 5P (12). Aplicando o Lema 6.1.6, as demais
superficies de $2 sdo determinadas. [

Mergulhos de canais 7-drios com valéncia 7

Até aqui conseguimos exibir um exemplo concreto de um mergulho orientado de um
grafo completo biparticionado K77 no 71 (veja Figuras 5.6 e 5.7).

Proposicao 6.1.23 O conjunto das superficies para o mergulho de 2-células da classe
¢ [7] ¢é

= {T+aTE3-2) o {((13+7) P4—))E}.

Demonstragao. Da igualdade (5.7) e do Teorema de Kénig, sabemos que €[7] —
7T (23) (da Figura 5.7 resulta que: €;[7] — 7T (23) = 22R, + Rsg). Por outro lado, pela
férmula de Ringel (6.1), 7 (K77) = {(7 —2)* /2} = 12. Portanto, K77 estd mergulhado
minimamente em 12P. Como a caracteristica de Eiiler de 12P ¢é x (12P) = —10, entao
o nimero de regioes de um mergulho do K77 em 6K &, pelo Teorema de Konig, igual a
F=A-V—-10=49 — 14 — 10 = 25. Logo, o mergulho nao-orientado de &;[7] é sobre o
6K (25). Aplicando o Lema 6.1.6, as demais superficies de $7 sdo determinadas. |

6.1.8 Classes de canais 8-arios

Encerraremos a descricao dos conjuntos das superficies para os mergulhos dos canais
com as principais classes de canais de €g. Na Figura 6.12 os modelos (1) e (2) indicam
os mergulhos minimos orientados de 2-células de canais representantes das classes €3] e
Cs[4], respectivamente.

Proposicao 6.1.24 O conjunto das superficies para o mergulho da classe €g[3] é
= {0 —20) b u{(1+ ) P 0= )i}

Demonstracao. Pelo mergulho (1) da Figura 6.12, a classe €g[3] estd mergulhada
minimamente na esfera S. Mas todo mergulho de um grafo na esfera pode ser realizado
no plano projetivo com a mesma composi¢ao, isto é,

Aplicando o Lema 6.1.6, as demais superficies de $3 sao obtidas. [

Proposigao 6.1.25 O conjunto das superficies para o mergulho da classe €g[4] é

= {a+)Tas -2} U {(2+i) PA6—i)), |-
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Figura 6.12: Mergulhos minimos dos canais €g[3] e Cg[4]

Demonstracao. Do modelo (2) da Figura 6.12 e Figura 6.13 segue que a classe
de canais €g[4] estd mergulhada minimamente no toro e na superficie de Klein com as
seguintes composicoes

¢s4] — T (16) = 16R, = K (16) « €x[4].

Aplicando o Lema 6.1.6, as demais superficies de €g[4] s@o obtidas |
Mergulhos de canais 8-arios com valéncia 8

Usaremos a teoria de mergulhos dos grafos completos biparticionados para relacionar
o conjunto das superficies para o mergulho da classe €gl8]

Proposigao 6.1.26 O conjunto das superficies para o merqulho de 2-células da classe
Cs[8] ¢

S ={(O+)T 2202} u{(18+7) P32 )L}

Demonstracao. A classe de canais €g[8] é equivalente ao grafo completo biparticiona-
do Ksg, entao pela igualdade (5.7), deduzimos que €3[8] estd mergulhado no 97" com a
seguinte composicao: €g[8] < 97" (32) = 32R,. Por outro lado, das férmulas de Ringel
(6.1) e da caracteristica de Eiiler concluimos que €g[8] estd mergulhado minimamente no
8K do seguinte modo: €5[8] «— 8K (34). Aplicando o Lema 6.1.6, as demais superficies
de S§ sdo obtidas. m

6.1.9 Classes de canais passiveis de generalizagoes

A classe de canais €,,[t], t € {1,2,3,4}, pode ser representada com esquemas de mer-
gulhos bastante simples que permitem a generalizagao para alguns valores de m. Veremos
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Figura 6.13: Mergulho minimo da classe €g[4] sobre a garrafa de Klein

alguns resultados gerais para o conjunto das superficies desses canais.
Mergulhos de canais m-arios com valéncias 1 e 2

Proposicao 6.1.27 Para todo inteiro m, m > 2, o conjunto das superficies para o mer-
gulho da classe de canais sem ruido €,,[1] e da classe €,,[2] sao, respectivamente

S =15(0),P(0)} e $.={S(2),5(1),P(2),P(2)}.

Demonstracao. Os grafos associados aos canais sem ruido das classes €,,[1] nao
possuem caminhos fechados, logo os mergulhos em superficies compactas sem bordos
nao formam regioes poligonais, portanto o nimero de regides em qualquer mergulho é
sempre 0. Os canais do tipo €,,[2] sempre poderao ser mergulhados como na Figura 6.5.
Como estamos considerando apenas o mergulho de um representante de classe cujo grafo
¢ conexo, entao

Col2] = S (2) = 2Ram = P (2) < €[2].

Os outros mergulhos com bordos seguem da Definicao 5.2.1. |

Quando o representante de classe nao é um grafo conexo, o mergulho em uma superficie
compacta sempre produz uma regiao nao homotépica a um ponto, conseqiientemente nao
é mergulho de 2-células. Em particular, vale a seguinte afirmacao.

Teorema 6.1.28 Seja m > 4 e suponha que €,,[2] estd mergulhado minimamente numa
superficie compacta. Se o canal representante de classe é um grafo com r componentes
conezxas entio 2 < r < m/2 e €,[2] estd mergulhado minimamente em S e P com r
regioes de 2-células e 1 regiao que nao é de 2-células, isto é,

Cu2 = S(r+1) e €,2]— P(r+1).
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Demonstracao. Se € é o representante de classe de €,,[2] com r componentes conexas
entao, como os vértices de €,,[2] tém valéncia 2, uma componente conexa de € deve ter
pelo menos 2 entradas e 2 saidas e, portanto 2 < r < m/2 (r = m/2 se, e somente
se, m é par). Mas o mergulho de cada componente conexa de € forma uma regiao de
2-células, Figura 6.5. Por outro lado, cada componente conexa de € ¢ um grafo planar. J&
que podemos mergulhar infinitos grafos planares na esfera ou no plano projetivo, segue o
resultado desejado. [

Coroldrio 6.1.29 Se o canal representante da classe €,,[2] é um grafo comr componentes

z

conezxas entao o conjunto das superficies de €,,[2] é
P =(S(r+1)U(P(r+1).

Demonstracgao. Conseqiiéncia da Proposicao 6.1.28. Como nao é um mergulho de
2-células nao temos referencial para considerar mergulhos sobre mT ou mP. ]

Coroldrio 6.1.30 Seja € o canal representante da classe €,[2], m = 0(mod2), cujo
grafo correspondente tem r componentes conexas. Se r =m/2 entdao o mergulho de €,,[2]
tem a segquinte composi¢cao

Cnl2] = S(r+1)=rRy+R=P(r+1) < ¢,[2,
onde R é a regiao do mergulho que nao é de 2-células.

Demonstragao. Se r = m/2, entdo r é maximo e toda componente conexa de
¢ corresponde a um grafo completo biparticionado do tipo Kj3, cujo mergulho numa
superficie compacta ¢ uma regido do tipo Ry. Logo, o mergulho de €,,[2] é da forma
enunciada. [

Mergulhos de canais m-arios com valéncia 3

Veremos que é possivel descrever, num tnico teorema, o tipo de conjunto para o
mergulho de todas as classes de canais com valéncia 3.

A Figura 6.14 mostra o mergulho genérico orientado ou nao-orientado para o mergu-
lho de uma classe de canal do tipo €,,[3], m = 0 (mod2). Observamos que o esquema
representa o mergulho de €,,[3] sobre o plano projetivo P. E claro que, a menos da regiao
R (essa contém uma faixa de Mobius em P), este também ¢ um mergulho sobre a
esfera S, basta trocar a orientacao de um dos lados do poligono de 2-lados.

Observamos ainda que, no caso em que m = 1 (mod 2), o mergulho minimo orientado
da classe €,,[3] pode ser realizado como o mergulho mostrado na Figura 6.10. Assim,
¢ fécil concluir que neste caso, o mergulho minimo nao-orientado de €,,[3] estd sobre o
plano projetivo. Analisando os esquemas de mergulhos das Figuras 6.10 e 6.14, chegamos
a seguinte conclusao.
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Figura 6.14: Mergulho das classes de canais €,,[3]

Teorema 6.1.31 O conjunto das superficies para o mergulho da classe de canais €,,[3] é

o = {arm+2-20)T v {ia+ ) Pm+ 1= ), |
U{{((L+d) P (m—+2—i) it
caso m seja par. Se m é impar substitua, na expressio de ., {(iT (m + 2 — 2i)>};l/02_1
por {{iT (m +2 = 20))}“™/%.

Demonstracgao. Pelos comentdrios acima e andlises das Figuras 6.10 e 6.14. ]

6.1.10 Mergulhos de canais m-arios com valéncia 4

A dificuldade neste caso, em identificar mergulhos de algumas classes de canais de
¢,»[4] é bem superior aos casos anteriores. Contudo, conseguimos determinar um nimero
bastante expressivo de mergulhos de classes de canais com valéncia quatro.

Mergulhos minimos de canais ¢,,[4] sobre o toro

A nossa primeira afirmagao é sobre a generalizacdo do esquema de mergulho (3) da
Figura 6.6. Neste esquema podemos acrescentar um nimero par de filas verticais de trés
vértices entre a segunda e a terceira filas verticais, de tal modo que as conexoes entre
estes vértices conservam a estrutura do mergulho original. Analisando o esquema genérico
resultante, chegamos a seguinte conclusao.

Teorema 6.1.32 Para todo inteiro positivo k, a classe de canais €y, 3 [4] estd mergulhada
minimamente no toro com a Sequinte composicao

Demonstragao. Segue do comentério acima e analise do esquema genérico construido
a partir do esquema (3) da Figura 6.6, pelo incremento de um mimero par de filas verticais
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de vértices entre as segunda e terceira filas, de maneira que as conexoes entre os vértices
conservem a estrutura do mergulho original. ]

Procedendo do mesmo modo que na deducao do Teorema 6.1.32, concluimos, do es-
quema de mergulho (2) da Figura 6.12, o seguinte resultado.

Teorema 6.1.33 Para todo inteiro positivo k, a classe de canais € 4x[4] estd mergulhada
minimamente no toro com a sequinte composicao

Demonstragao. Podemos introduzir um niimero par de filas horizontais ou verticais
entre duas filas quaisquer do esquema de mergulho (2) da Figura 6.12. Uma simples
contagem nas regioes do esquema geral resultante nos dé4 a composicao de mergulho
desejada. [

Mergulhos de canais ¢,,[4] sobre o bitoro

Verificamos que nem todas as classes de canais com valéncia 4 estao mergulhadas sobre
o toro. Os mergulhos minimos orientados de muitas dessas classes se encontram sobre o
bitoros.

No esquema de mergulho da Figura 6.15, existem varios locais que permitem a intro-
dugao de um nimero par de curvas com quatro vértices de maneira que o grafo associado
corresponde a um canal de valéncia 4 - veja Figura 6.16.

Figura 6.15: Mergulho minimo orientado de €4[4] no bitoro

Lema 6.1.34 Para todo inteiro positivo k, a classe de canais Cqyqr[4] esta mergulhada
minimamente no bitoro com a sequinte composi¢cao

Q:6+4k[4] — 2T (10 + Sk) = (6 + 8k) R4 + 4R6 (69)

Demonstracao. Observamos que no esquema de mergulho do canal €g[4] sobre o
bitoro, Figura 6.15, podemos introduzir uma seqiiéncia de 2k curvas v;, j = 1,--- 2k,
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homotépicas a (3;, ¢ = 1,2,3, de tal modo que nenhuma das curvas (3, esteja entre esta
seqiiéncia. Para cada ;, podemos colocar 4 vértices sobre as 4 intersegoes com os lados
de &[4], construindo um mergulho sobre o 27" de um grafo conexo correspondente ao
canal €q4;[4]. Observe que os inteiros 6+ 4k sao distintos dos inteiros das formas 5+ 3k e
8 = 3k, portanto, €4 4x[4] estd mergulhado minimamente no bitoro. J& que o incremento
de cada curva produz 4 novas regioes do tipo R4 e o mergulho de €4[4] é da forma

Cg[4] — 27 (10) = 6R, + 4R,

deduzimos que o mergulho de €, 4x[4] é da forma (6.9). |

Constatamos que no esquema de mergulho da Figura 6.15, tanto podemos introduzir
um nimero par de filas sobre curvas homotopicas a 3; como também, por exemplo, entre
as curvas a; e as. O modelo de mergulho da Figura 6.15 foi inspirado no esquema da
Figura 6.15, construido a partir deste, com a introducao de duas filas sobre as duas curvas
fechadas entre a; e ay e, apenas para indicar o outro tipo de implemento, dispusemos duas
filas de vértices sobre curvas homotépicas a ;. E claro que o modelo plano do mergulho
nao considerou este implemento.

Figura 6.16: Mergulho de €g4;[4] sobre 27" com implemento de 2 filas

Lema 6.1.35 Para todo inteiro positivo k, a classe de canais o gr[4] estd mergulhada
minimamente no bitoro com a sequinte composi¢ao

Coren[d] — 27 (16 + 12k) = (12 + 12k) Ry + 4Rs.

Demonstragao. Considerando o mergulho do canal representante da classe €q ¢y [4]
da Figura 6.16, observamos que podemos introduzir 2k filas de 6 vértices como mostra o
local de implemento. Veja que a introducao de cada fila representa um acréscimo de 6
regioes do tipo R4, logo a introducao de 2k filas acrescenta 12k regioes. Como o mergulho
do modelo bésico €y[4] é composto por

Co[4] — 27T (16) = 12R, + 4R,

entdo o mergulho de €y 4x[4] tem a composicao enunciada. ]
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Teorema 6.1.36 Quaisquer que sejam os inteiros t > 2 e k > 0, a classe de canais
Ci(3+21 4] estd mergulhada no bitoro com a seguinte composi¢do

Cysam)[4] = 2T (6 + 6t + 4kt — 8k) = (2 + 6t + 4kt — 8k) Ry + 4Rs.

Demonstracao. Usando o mesmo artificio que nos Lemas 6.1.34 e 6.1.35 no mergulho
da Figura 6.16 deduzimos que a classe €2, 5:[4] estd mergulhada no bitoro com a seguinte
composicao

Escrevendo os indices dessas classes na forma fatorada, constatamos que elas sao classes

da forma €3 o) 4], t = 2,3,4,--- . Escrevendo o nimero de regides e a composi¢ao
do mergulho em fungao de t, concluimos, indutivamente, a composi¢cao do mergulho de
Cy(312k)[4]. u

Muitos dos mergulhos em €3491)[4] nao sdo obviamente minimos. Por exemplo, a
classe €14[4] é uma classe de €43, 91)[4]. Pelo Teorema 6.1.32, o seu mergulho minimo
encontra-se sobre o toro, pois é uma classe em €5, 3,3. Por outro lado, os mergulhos das
classes €4[4] e €y[4], representadas nas Figuras 6.15 e 6.16, sdo mergulhos minimos.

6.1.11 Mergulhos minimos de canais ¢,,[4] em superficies nao-
orientadas

Também nao identificaremos, como ocorreu no caso orientado, todas as classes de
mergulhos minimos nao-orientados das classes de canais com valéncia quatro, mas rela-
cionaremos uma grande parcela desse conjunto.

Mergulhos minimos de canais ¢,,[4] sobre a garrafa de Klein K

Antes de iniciarmos, gostariamos de lembrar que nao existem mergulhos de canais de
¢,.[4] sobre o plano projetivo e, conseqiientemente, também sobre a esfera. Isto porque
a menor classe em €,,[4] é €4[4], que corresponde ao grafo biparticionado Ky4, cujos
mergulhos minimos estao sobre superficies de género 1, toro e garrafa de Klein.

A Figura 6.17 é uma generalizacao do modelo de mergulho mostrado na Figura 6.8.
Descrevemos o caso em que k é fmpar.

Teorema 6.1.37 Para todo inteiro p = 1 (mod 2) e todo inteiro k > 2, a classe de canais
4] estda mergulhada minimamente na garrafa de Klein K com a segquinte composi¢ao

Corm@ran[d] = K (2(2+k) (3+2t)) = (2(2+k) (3+2)) Ra.

Demonstracao. Note que o esquema de mergulho da Figura 6.8 permite a imple-
mentagao de uma seqiiéncia de 2k filas, tanto no sentido horizontal quanto no vertical.
Considerando o modelo genérico da Figura 6.17, fixemos o nimero de filas horizontais em
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Figura 6.17: Mergulho da classe €,;[4] cobre a garrafa de Klein K

3,6,9,--- . Implementado 2k filas verticais de vértices que preservam a forma do modelo,
deduzimos as seguintes composi¢oes de mergulhos minimos de classes:

Coraneireannld] — K (124 80) + 6+ 41) k) = (12 + 86) + (6 + 41) k) R

onde t =0,1,2,--- . Escrevendo na forma fatorada, temos a seguinte composicao
Corneran(d] =K (2(2+k) (3+2t) = (2(2+k) (3+2t)) Ry m
Apesar do Teorema 6.1.37 ser bastante abrangente, todavia nao contempla a classe
que parece ser bem simples, isto é, a classe €5[4]. Verificamos que o mergulho minimo
dessa classe nao pode ser realizado sobre a garrafa de Klein, portanto sendo realizado
numa superficie nao-orientada de género 2.

6.1.12 Canais ¢ ,[n, 2]

Os canais com nimero de entradas e saidas iguais a poténcias de 2 sao muito utilizados
em comunicacao. Descreveremos o conjunto de mergulhos daqueles que estao associados
a grafos completos biparticionados.

Como vimos anteriormente, os canais € ,[n,2] s@o todos planares, portanto os mer-
gulhos minimos desses canais encontram-se na esfera e no plano projetivo. A diferenca
estd nos mergulhos méximos.

Proposicao 6.1.38 O conjunto das superficies para o mergulho do canal €54[4,2] é

$ = {(T (4= 20} U+ P A=)},
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Demonstracao. Como o grafo associado ao canal €54[2, 4] é o grafo completo bipar-
ticionado K54, segue do Teorema 5.1.2, férmulas de Ringel (6.1) e da caracteristica de
Eiiler, que o K34 estd mergulhado em S (4) e P (4). Aplicando o Lema 6.1.6 obtemos o
desejado. [

Com a teoria que dispomos, ¢é facil descrever esses tipos de mergulhos, como mostra o
teorema a seguir.

Teorema 6.1.39 O canal € ,([n,2|, esta mergulhado minimamente na esfera S (n) e

no plano projetivo P (n). Se n é par, entdo o mergulho mdximo encontra-se sobre o
n/2—-1)T(2) e(n/2)K(1).

Demonstracao. De fato, o grafo associado ao canal €, ,[n,2] é o grafo completo
biparticionado Kj,,, entdo o Teorema 5.1.2, férmulas de Ringel (6.1) e a caracteristica de
Eiiler provam o desejado. [

6.1.13 Uma justificativa para o ganho de decodificagao de canal
com o uso do quantizador

Sabe-se que o uso de quantizador num sistema de comunicagoes tem como objetivo
tornar o sistema mais eficiente no sentido de fornecer maior confiabilidade no processo de
decodificacao.

Um quantizador com () niveis é um refinamento no espago de sinais no qual a regiao
de decisao de um sinal é dividida em () subregioes iguais, caso a distribuicao de sinais
seja uniforme. O nimero de niveis de um quantizador corresponde ao nimero de degraus,
como mostra a Figura 6.18.

y D y
C 1 b—
X X
B
A . —
— 4-niveis 2-niveis

Figura 6.18: Quantizadores de 4-niveis e 2-nfveis

Ao decidirmos por um alfabeto m-drio, podemos perfeitamente usar o canal €,,[m]
para transmitir a informacao. O grafo completo biparticionado K, ,, é o grafo associado.
Um quantizador de Q-niveis (Q = mF) corresponde ao canal €, ,.x[m*, m| o qual estd
associado ao grafo completo biparticionado K, .

No caso do alfabeto bindrio, devemos analisar os canais BSC e &, s [2%,2]. Em par-
ticular, se o quantizador tem 8-niveis, €55[8,2] serd o canal usado no sistema e A4 =
{000,001, 010,011,100, 101,110,111} serd o alfabeto na saida do canal.

No diagrama do quantizador mostrado na Figura 6.19, as dreas hachuriadas estao
relacionadas com as probabilidades de transi¢ao do canal, isto &, p(j/so) e p(j/s1) para
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(SQ)

Paoo

111

Figura 6.19: Quantizador de nfvel-8 para um canal bindrio com ruido gaussiano branco
aditivo
g € {000,001, ---,111} . Em particular,

p(111/sg) = pg‘sﬁ) = probabilidade da saida do canal ser 111 dado que o sinal s

estava na entrada

Sendo assim, o canal resultante serd como o indicado na Figura 6.20.

Figura 6.20: Canal discreto sem memoria €5 g[8, 2] relativo ao quantizador de 8-niveis

Sabe-se que o ganho de codificacao aumenta a medida que o refinamento aumenta,
isto é, quanto maior for o valor de (), maior é o ganho. No caso do canal BSC, para um
quantizador de 8-niveis correspondente ao canal €,5[8,2] mostrado na Figura 6.20, um
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ganho de decodificagao da ordem de 2 dBs em relacao ao canal BSC é obtido. Verificou-se
ainda que, a partir de 8-niveis, a taxa de crescimento do ganho de codificacao é muito
pequena comparando com a complexidade computacional e de implementacao.

Todavia, o objetivo é encontrar um argumento matemadtico que justifique este ganho.
Com os resultados obtidos nesta secao, apresentaremos uma conjectura de que o ganho
de codificacao quando do uso de quantizador em um sistema de comunicagoes, estd rela-
cionado com o género da superficie na qual se encontra mergulhado o grafo associado ao
canal. Mais precisamente temos:

Quanto maior for o mimero de niveis Q (= mF

, k> 1)do quantizador,
maior é o género da superficie na qual o canal &, o|Q, m| estd mergulhado,
cujo modelo é formado por m regides, pois o quantizador representa um alfa-

beto m-drio, implicando que a probabilidade depende do género da superficie.

Tomemos como referéncia o caso bindrio. Suponha que usemos um quantizador com
8 nifveis, isto é, €25[8,2] é o canal usado no sistema e Ky é o grafo associado. O canal
@,[2] estd associado ao grafo Ky o qual, pela Proposi¢ao 6.1.2, estd mergulhado na
esfera com duas regides, portanto, numa superficie de género zero. Por outro lado, o
canal €54[8,2] pode ser mergulhado em S (8),7(6),27 (4) e 37 (2). Note que tanto
o Ky como o Kyg podem ser mergulhados na esfera. Somente este fato nao conduz
a uma resposta conveniente. Por outro lado, os mergulhos do €;[2] e €55[8,2] sobre a
esfera sao realizados com duas e oito regides, respectivamente. Mas o canal €,5[8,2] é
usado para transmitir digitos bindrio, logo o espaco deve conter duas regioes, ou seja,
C25[8,2] — 37 (2) é o unico mergulho que representa esta situacdo. Supondo que o canal
C25[8,2] estd mergulhado na S e no 37, como mergulhos de 2-células, e considerando
distribuigbes uniformes dos vértices de €458, 2] sobre tais superficies, temos razdes para
afirmar que, sobre o 3T, o comprimento do lado que liga dois vértices do canal €55[8,2] é
maior do que o comprimento do lado que liga dois vértices correspondentes sobre a esfera,
propriedade esta que implica na diminui¢ao da probabilidade de erro de decodificacao do
canal, justificando o ganho de decodificacao. Por inducao, chegamos a conclusao que a
probabilidade de erro diminui & medida que aumenta o niimero de niveis do quantizador.

Do ponto de vista intuitivo é facil convencer-se da justificativa apresentada no para-
grafo anterior, porém, uma demonstracao formal requer mais do que isso. Nesta direcao,
teremos que fazer uso de conceitos pertinentes & geometria riemanniana, tema que ex-
trapola o aspecto topolégico abordado neste trabalho.

6.2 Canal DMC, Estruturas Algébricas e Tesselacoes
Regulares

Como foi visto, todo canal discreto sem memdria possui uma representacao através de
um grafo. Identificado este, podemos mergulhéd-lo em uma superficie, como um mergulho
de 2-células. Mas os modelos destes mergulhos, pela Proposicao 5.3.5, s6 possuem regioes
com um nuimero par de lados, nao sendo uma triangulagao sobre a superficie, porém sendo
parte desta triangulagao. Conseqiientemente, existe um subgrupo do primeiro grupo de
homologia associado ao grafo, e conseqiientemente associado ao canal DMC.
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Canal | Conjunto das Estruturas algébricas H,,,, | # (H,,) # (Smn)
BSC {0},Z,,7Z 3 4
AR T2, 73,70 Lo, Loy ® T, Loy & T2, Ty & T 7 14

Coy[4,2] {0},2,722, 7,2y DL, -+ |7y D L3 7 16
AR 01,2, 22,73, 25 1, Lo B T - 1 L @ 12 10 27
Bl | 2528, 052000 0 LT B 12, Za B 25| 11 30
Bl | 10,2, 2525, 25,00, Tn G L, La B L 15 56
CB | 2525, 5l la© L, T B 12, LB Z' | 15 52
Bl | (00,2, 2277, 15,72, 00 B Ly T B L 19 85
¢4 [4] 2273, - I3 T DL, Ty L2, Ly DL 15 56
GA | 525, 20,20 2, s & 12, L & LD 19 85
Gl | ZL25, - I 2 B L, L B 12, Lo B LT 21 108
CA | 7525, I T 0 P L B I, Ty D I 23 120
] | 2223, 25 0 B 1,70 ® 12, Ty ® L 31 208
Bl | 25,27, I8, 7, 0 28 2 B 10, 7a B D 23 114
Cg[6] 287°, - I L L Ly BB, - Ly BT 35 261
S | 2570, I T & L 7 ® 25, T & 15 18 469
8| | ZBZ°, - IR L @ LI @ L, I ® LT 63 300
SR | (0V.Z, 27 270, B L, LB LT om I+ m
o3 | {0V,Z,- - 2™ Lo, Ly DL, -+ Lo ® L™, mpar | 2m~+2 | Sm*4+3m+3
C,n[3] [{0},Z, 2" 2y Lo ® Ly -+ Ly ® L™, mimpar | 2m+3 | 3m’+3m+22

Tabela 6.2: Estruturas algébricas das classes de canais

Determinaremos a seguir o conjunto dos grupos de homologia das superficies em que
o grafo associado ao canal pode ser mergulhado como mergulho de 2-células.

Além disso, estamos interessados também em identificar as tesselacoes regulares prove-
nientes de mergulhos de 2-células do canal com tm regides, ¢ > 1. Note que ao identificar-
mos as tesselacoes regulares com m regioes, caso t = 1, atendemos as condigoes para que
os conjuntos de sinais sejam geometricamente uniformes. As tesselacoes regulares com tm
regioes, t > 1, podem ser usadas para projetos de quantizadores com ¢ niveis, isto é, cada
sinal do conjunto de sinais é representado por ¢ novos simbolos.

Definigao 6.2.1 Seja €, ,[P, Q] um canal com valéncias P e Q. Seja Sy, 0 conjunto
das superficies para o mergulho de 2-células do canal &, ,[P,Q|. Entdo o conjunto
das estruturas algébricas de C,,,|P,Q] denotard o conjunto do primeiro grupo de
homologia de cada uma das superficies de Sy, r.

Nas condigoes do Lema 6.1.6, ou seja, se (2(6)) é o conjunto das superficies geradas
pelo mergulho €, ,[P,Q] — Q(6) e se €, [P, Q] — kT (a) e € 0[P, Q] — hP ()
sao os mergulhos minimos orientados e nao-orientados, entao podemos fazer as seguintes
dedugoes sobre o mergulho de 2-células de um canal DMC.

Teorema 6.2.2 (Teorema Principal) Se §,,, é o conjunto das superficies para o mer-
gulho do canal discreto sem memdria €, [P, Q], com valéncias P e Q, entdo:



6.2. Canal DMC, Estruturas Algébricas e Tesselagoes Regulares 155

(1) a cardinalidade de SP, é
# () = T2 (e =20 + 3575 (8- ) (6.10)
se « é par, caso contrdrio, substitua (o —2) /2 por (o — 1) /2;

(17) o conjunto das estruturas algébricas de €, ,|P, Q] que ndao estio sobre superficie
nao-orientadas com bordos é

Hmn — {ZZk Z2k+1 L. Z2k+a—3 ZZk+a—2 Z2 D Zh_l ZQ ® Zh . Z2 ® Z}H_ﬁ_g}
se a é par, caso contrdario, substitua 2k + o — 2 por 2k + a — 1;

(1ii) o conjunto das tesselagdes requlares com m regides idénticas é

Emn = {kTacin (M), (k+ 1) Tao_py (m), -+, (k+ 252)T (m),
hPg_pm (m),(h+1)Ps_1_pm(m),--- ,(h+B—m)T (m)};

se o e m tém a mesma paridade (isto é, se ambos forem pares ou se ambos forem

impares), caso contrdrio substitua (k+ 252) T (m) por (k + 2=%=2)T (m).

(iv) se m,n >4 existem pelo menos duas tesselagdes requlares com m regioes em =, .

Demonstracao. Cada conjunto (k7T («)) é composto por a elementos, assim a parte
(1) segue da soma das variagdes dos indices i e j do Lema 6.1.6.

Para a parte (ii) basta identificar, via Teorema 4.4.6, o grupo de homologia dos
conjuntos (kT (a)) e (hP(3)), onde €, ,[P,Q] — kP (a) e € [P, Q] — hT () sao
os mergulhos minimos orientados e nao-orientados de €, [P, Q]; levar em consideragao
a condicao de igualdade do Coroldrio 4.4.7 e observar que este conjunto nao é diferente
do conjunto do grupo de homologia de (kT («)) se « € par, e é formado pelo grupo de
homologia de (kT («)) e das superficies (kK + a — 1) T (1) no caso em que « é fmpar. Em
relacdo aos mergulhos nao-orientados de €, ,[P, @], o conjunto do grupo de homologia
das superficies é formado pelo grupo de homologia de (hP (5)) .

Por outro lado, se a,3 > m, entao existem tesselacoes regulares provenientes de
mergulhos de 2-células do canal €, ,[P,Q]. Se a e m tém a mesma paridade (ou a e
m sa0 parares ou sao simultaneamente fmpares), para cada i, 0 < ¢ < (a —m) /2, o
mergulho (k + i) T, _2;—, (M) de €, [P, Q] é€ uma tesselagdo regular com m regides; como
sao k + 25™ 41 conjuntos ((k + i) T' (o — 2i)), aplicando o Lema 6.1.6 conclufmos que as
tesselagoes regulares com m regioes sobre superficies orientadas sao as superficies de =, ,,
relacionadas na primeira linha. De modo semelhante deduzimos o caso em que o e m tém
paridades diferentes (o e m nao podem ser simultaneamente pares ou simultaneamente
fmpares). No caso nao-orientado, as tesselacoes relacionadas na linha inferior de 2, ,,, é
deduzido com raciocinio andlogo, o que mostra a parte (7ii) .

A dedugao de (iv) segue dos mergulhos de canais determinados nesta segao. ]

Observacao 6.2.3 Em geral, as estruturas algébricas associadas as superficies nao-ori-
entadas com bordos do conjunto Sy, sao as mesmas geradas pelo conjunto das superficies
orientadas. A diferenca é pequena. Nas classes de canais enumeradas na Tabela 6.2 foram
wdentificadas as sequintes estruturas que nao constam na relagao da tabela.

Le$ 88 L'ely Lesy Les LPef el e,
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Observe que a expressao da cardinalidade de S, ,, mostrada na igualdade (6.10), pode
ainda ser representada por
1

1 1 1
Za2—|—§(x+ 552—1— §ﬁ, se « é par

# (Sh) = ' L

“(a+1)* 4 =% + =8, se a é fmpar.

4 2 2
Coroldrio 6.2.4 Se 3,,,, é o conjunto das superficies para o merqulho do canal discreto
sem memoria €, [P, Q] com valéncias P e Q, entdo as cardinalidades de H,,,, € =0
5G40

5 7 a—3m+4 4
a—+ 3, se a é impar T+ﬁ,sea+mepar

# (Hm,n> - € # (Erh,n) -

a+ -1, sea épar %—f—ﬂ,sea—kméz’mpan

Demonstracgao. Pelo Corolério 4.4.7, as superficies k7" e kT possuem o0 mesmo grupo
de homologia, conseqiientemente, o conjunto do grupo de homologia de (kT (a)) possui
a — 1 elementos; este fato e as condigoes de « justificadas na demonstracao do Teorema
Principal, parte (i7), resultam na cardinalidade de H,,, de (i) enquanto que (hP (3))
possui 3 grupos de homologias distintos. Pela demonstragao da parte (iii) do Teorema
Principal, o mergulho (k + i) Th—2i—m (m) de €, ,[P, Q] ¢ uma tesselacao regular com m
regioes nos seguintes casos:

1) sea+mépare0 <i<(a—m)/2; logo existem (o —m) /24 1 tesselagoes regulares
com m regioes em superficies orientadas;

2) sea+m & impar e 0 <i < (a—m—1)/2; logo existem tesselagoes regulares com m
regioes em superficies orientadas.

Por outro lado, para cada j, 0 < j7 <  —m, o mergulho (h+1%) Ps_;_, (m) de
Conn[ P, Q] é sempre uma tesselacao regular com m regides; logo existem 3 —m + 1 tes-
selagoes regulares em superficies nao-orientadas. Conseqiientemente, a cardinalidade do
conjunto =, , €

(a—m)/2+1+B—m+1=3a—3m+2+0,sea+mépar
(@—m—1)/241+3-m+1=3a—3m+3+ 0, se a+m éimpar,
o que mostra o desejado. [

Coroléario 6.2.5 Se a e 3 denotam o nimero de regioes dos merqulhos minimos orienta-
dos e nao-orientados sem bordos do canal €, ,, entao a razao entre o nimero de estruturas
algébricas de H,, ,, e o nimero de superficies de Sy, €

d(a+p-1) /
#(H ) a2+2a+2ﬁ2+2ﬁ, se o é par
#o) 6.11

3 , se a é ‘mpar.
a? 4+ 2a+1+26°+206
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Demonstracao. Segue da férmula da parte (i) do Teorema Principal e da primeira
férmula do Coroldrio 6.2.4. ]

E facil verificar que as expressoes das igualdades em (6.11) sio sempre menores ou
iguais a 1. Sao estritamente menores que 1 sempre que « e (§ sao diferentes de zero. Isto
significa que o conjunto H,, ,, sempre tem menos elementos do que o conjunto S, . Esta
diferenga é mostrada nos graficos da Figura 6.21.

A Tabela 6.2 contém o conjunto das estruturas algébricas de uma classe de canais, sua
cardinalidade e a cardinalidade do conjunto das superficies nas quais o representante da
classe de canais pode ser mergulhado como mergulho de 2-células.

Estas foram as classes de canais em que foi possivel determinar os mergulhos ori-
entados e nao-orientados. A menos das classes €5[4] e €;[4], conseguimos exibir, para
todas as classes de canais relacionadas na Tabela 6.2, os mergulhos minimos orientados
e nao-orientados, condigoes essas que permitem identificar as demais superficies onde se
encontram mergulhadas as classes de canais.

Analisando a evolugao dos dados da Tabela 6.2, concluimos que a quantidade de estru-
turas algébricas de um canal DMC é bem inferior ao niimero das superficies do conjunto
para o mergulho do canal. O certo é que, se o canal € estd mergulhado minimamente em
2 (a) entdo o conjunto das estruturas algébricas de € é igual a:

(i) conjunto das estruturas algébricas de (€2 («)) se 2 é orientada e « é par;

(i7) conjunto das estruturas algébricas de (2 () e (t + (a—1)/2)T (1) se Q =tT e «
é impar;

(73i) conjunto das estruturas algébricas de (€2 («)) se 2 é ndo-orientada.

Portanto, se € — ) () minimamente, o conjunto das estruturas algébricas de (2 (a))
oude (2 (a)) e (t+ (o —1)/2)T (1) é uma amostra para o conjunto das estruturas al-
gébricas do canal €.

Observamos que as classes de canais €,,[p| possuem mergulhos orientados simples, em
superficies de género baixo, nos casos em que m é par e p é fmpar, conforme mostram
os mergulhos de €,,[3], m = 2,4,6,8, na Tabela 6.2. Isto seria um indicativo para o
mergulho minimo de canais com esta caracteristica?

O objetivo do grafico da Figura 6.21, é confrontar a quantidade de elementos do
conjunto das superficies para o mergulho da classe de canais €,,[p], com a quantidade de
estruturas algébricas distintas que podem ser extraidas desse conjunto. A medida que os
pardmetros m e p crescem, a diferenca entre as cardinalidades desses conjuntos aumenta
significativamente.

Por questao de clareza, no grafico da Figura 6.21, o nimero préximo a bola preta,
indica a cardinalidade do conjunto para o mergulho da classe de canais e o nimero pré-
ximo ao quadrado verde, indica a cardinalidade do conjunto das estruturas algébricas da
respectiva classe de canais.
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Figura 6.21: Cardinalidades dos conjuntos das superficies e das estruturas algébricas de
uma classe de canal €, [p]

6.2.1 Mergulhos de canais DMC e tesselacoes regulares

Num processo de transmissao de sinais através de um canal ruidoso, parece-nos rele-
vante identificar os possiveis espagos métricos naturais onde o conjunto de sinais/alfabeto
do cédigo estao inseridos. As estruturas algébricas inerentes a tais espacos podem ser
determinadas através dos correspondentes grupo de homologia. Como conseqiiéncia dis-
to, pelo menos teoricamente, sabemos como realizar a decomposicao de tais grupos. Este
passo é importante no sentido de prover cadeias de decomposicoes de grupos. Dentre
essas cadeias existe uma que estard casada ao conjunto de sinais decorrente do processo
de mergulho do grafo associado ao canal. Com isso, acabamos de obter o rotulamento
casado e conseqiientemente a propriedade de que tal conjunto de sinais é geometricamente
uniforme. Como resultado deste procedimento, obtivemos o particionamento deste espaco
em regioes cujas dreas representam as regioes de decisao e que estao associadas as proba-
bilidades condicionais de acerto de cada sinal. Quando tais sinais tém uma distribuicao
uniforme, o arranjo correspondente é regular. Por outro lado, se existe um grupo de
isometrias que age transitivamente no conjunto de sinais, dizemos que este forma um
conjunto de sinais geometricamente uniforme.
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Mas se o ambiente considerado para o conjunto de sinais é uma superficie, a condicao de
constelacao de sinais geometricamente uniforme é equivalente a uma divisao na superficie
em regioes com o mesmo numero de lados, isto é, corresponde a um recobrimento da
superficie por uma tesselacao regular.

Relacionamos, na Tabela 6.3, o conjunto das tesselagoes regulares =, , provenientes
dos mergulhos de 2-células do grafo associado a um canal representante da classe de
canais €,,[p|, cujo conjunto das superficies de mergulhos foram identificados na Segao
6.1. Estas tesselacoes foram identificadas a partir das condigoes de existéncia do conjunto
Emn, mostradas na demonstracao da parte (iii) do Teorema Principal. O nidmero de
lados das regioes de uma tesselacao regular é determinado em funcao das relagoes sobre
as componentes de bordo da Secao 5.2 e das relagoes sobre o niimero de lados das regioes
da Secao 5.3.

Na construgao da Tabela 6.3, usamos a notacao €2, [mRy] para indicar a tesselagao
regular sobre a superficie 2, com m regioes, todas com k lados.

Vimos que cada conjunto das superficies de mergulhos (2(n)) de S, gera uma
tesselagao regular com m regioes, caso n < m. Quando 17 = m existe apenas uma opgao
para o modelo de tesselagao regular, é aquela cujas regioes possuem o maximo de lados
possiveis. Quando 1 é estritamente menor que m, identificamos apenas o modelo de
mergulho sobre 2 (7) em que cada regido possui o nimero méximo de lados. Vale ressaltar
que se mRy ¢ o modelo sobre 2 (1), algumas das seguintes tesselagdes regulares

mR4, ng, ng, ce ,mRk,g, (612)

podem ainda ser realizados sobre (7). Isto ocorre quando n nao divide exatamente
2mp. Nao relacionamos essas tesselagoes na Tabela 6.3 porque nao dispomos de meios
para identificd-las.

Determinaremos somente as tesselacoes regulares das classes de canais €,,[p], 2 < m <
8,2 < p<4ep=m, cujas regioes possuem o maximo de lados, por termos a certeza da
sua existéncia. O certo é que nao existem muitas opgoes para a realizacao desses modelos.
Nos casos em que m e p sao pares, s existe uma tnica opgao para este tipo de mergulho.

Definicao 6.2.6 Sejam kR; e hR; tesselagoes requlares provenientes de mergulhos do
grafo representante de uma classe de canais €, [P, Q). Se k # h ou se stt, diremos que
kERs e hR, sao tesselacoes regulares distintas de =, ,,.

Na construgao da Tabela 6.3, a coluna =,,, Orientadas refere-se ao conjunto das
tesselagoes regulares com m regices sobre superficies orientadas, a coluna =,,, Nao-
orientadas relaciona as tesselagoes regulares com m regioes sobre superficies nao-orien-
tadas. Cada nimero inteiro na coluna # representa a cardinalidade do conjunto Z,,,
que ¢ igual ao nimero de tesselacoes regulares relacionadas nas correspondentes linhas
das segunda e terceira colunas. Cada nimero inteiro na coluna # representa o nimero
de tesselacoes regulares distintas em relacao aos tipos de regioes; sob este aspecto, as
tesselagoes 77T [6Rs] e 8Ty [6Rs] sdo do mesmo tipo, pois ambas s@o recobrimentos por
octégonos, enquanto que 87 [6Rs] e 9T, [6Ryp] sdo tesselagoes diferentes, pois uma é um
recobrimento por octégonos e a outra por decdgonos.

Analisando os elementos da Tabela 6.3, destacamos imediatamente duas propriedades:
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Canal =m.n Orientadas =Zm.n Nao-orientadas # | #
BSC S[2R,] P[2Ry] 2 1
(3] T [3Rq] Py [3Ry], K [3R] 3 12
€4[3] Sy [4R4], Si[4Rs] Py [4Ry], K [4Rs) 412
¢5[3] T [5Rs) Py [5Ry], K [5Rs) 312
¢o[3] S5 [6R4], T [6Rs] P [6R4], K [6R4], 3P [6Ry] 5| 2
¢ [3] T [7Re] Py [TRy], K [TRs] 312
¢s[3] S[8R4],T SRy P, [8Ry], K1 [8R4], 3P [SRy] 512
ea4] Ty [AR4], 215 [4Rs], Ky [4R4],3P3[AR4] ,2K5 [4Rs] 3|3
3T [4Rs| 5P, [4Rg| , 3K [4Ry)
&l T [5R4], 275 [5Rg] K5 [5R4], 3P, [bR4],2K5 [5Rs), o |3
3T} [5Rs] 5P, [5Rg) ,3K1 [5Rs|, 7P [5Rs|
K [6R4],3Ps [6R4], 2K, [6R4],
Cs[4] 214 [6%] ’g’% [6F] | 5P;1 [6R4][, 3K]2 [6R6][, | 10 | 3
[6F%] 7P, [6Rs], 4K [6Rg]
&l 2T [TR4] , 3T [TRg] 2K [TR4], 5P, [TR4], 3K3 [TRg], o |3
AT, [7Rs] 7P, [TRg] , 4K [TRs|, 9P [7Rs]
Ts [8R4], 2T [SR.], Ks [8R4],3P; [8R4], 2K [8Ry,
Cs[4] 3Ty [8Rg] , 4T [8Ry) 5Ps [8R4], 3K, [8Rs, 7Ps [8Rg) , 14 | 3
5T [8Rs| 4K, [8Rg] , 9P [SR¢] , 5K [8Rs]
5P; [5R4],3K¢ [5R4], 7Ps R ,
¢5[5] 351;9 [[55%]]’ gﬁ [[55}};6]]’ 4K, [5Rg],9Ps [5Rs], 5K, [5Rg] 12 | 4
215l 10 11P; [5Rg], 6K [5Ryq)
4K12 [6R4] ,9P11 [6R4] 5 5K10 [6R4] 5
46T:;2 %gﬂ ’?ﬁé‘iﬁd ’ 11P, [6Rs] , 6 K3 [6Rg] , 13P; [6Rs)
(6] 8L M6l S0 8D 7Kg [6Rs], 15P; [6Rs] , 8K4 [6Rs] 20 | 5
8T [6Rs] , 9T [6Ry0] ,
10T [6R12] 17P3 [6R10] 5 9K2 [6R10] 5
19P, [6Ry0] , 10K [6R;5)
13Py7 [TRy], 7K1 [TR4] , 15P5 [TR4]
97516[[775] ’18(;‘;14 [[77%]]’ 8K 14 [TRs] ,17Py3 [TRg] , 9K 15 [TRg] ,
e e 19P;; [TRe], 10K [7TRs] , 21 Py [TRg]
¢,[7] 1175 [TRg] , 12T [TRy0] LK TR 93P (TR ] 19K [TR 27 | 6
13Ty [TRyo] , 14T [TRy) o [7Bsl , 235% [T ol , 12K [Tl
15T [7R ] 25P5 [7R10] ) 13Kv4 [7R10] 727P3 {7R12] )
1 14K, [TRy5),29P; [TR14) , 15K [TR14)
9K24 [8R4] y 19P23 [8R4] 5 10K22 [8R4] 5
9T24 [8R4] y 10T22 [8R4] y 21P21 [8R4] y 11K20 [8R6] ,23P19 [8R6] s
11Ty [8Re], 12T1s [8Rs], | 12K15[8Rs],25P,7 [8Rg], 13K 14 [8Rs],
1376 [8Rs] , 14T 14 [S Ry 27Pi5 [8Rs] , 14K 14 [SRs] ,29Pi5 [SRy] ,
(8] 15K [8Ry0] ,31 P11 [8Ryg) , 16 K10 [SRyo] |38 | 7

15T12 [8R10] ,16T10 [8R10]

17T [8R12] , 18T¢ [8Rys] ,

197} [8R14] , 2075 [8Ry4] ,
21T [8Ryg)

33P, [8Ryo], 17Ks [8R13] , 35P; [8Rya]

18K [8R1a] , 37Ps [8Rya] , 19K, [8R14]

39P; [8Ry4], 20K5 [8Ry4] , 41P; [8Ry4]
21K [8 Ry

Tabela 6.3: Tesselagoes regulares associadas as classes de canais
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1) o conjunto das estruturas algébricas do conjunto das tesselagoes regulares com m
regioes de uma classe de canais possui no maximo quatro elementos;

2) O numero de tesselagoes regulares distintas com m regioes originadas por mer-
gulhos da classe de canais €,,[p] é igual a p — 1.

Para sermos mais precisos, vamos descrever a primeira propriedade na forma do
seguinte teorema.

Teorema 6.2.7 Seja =P o conjunto das tesselacoes requlares com m regioes existentes
no conjunto dos modelos de mergulhos do canal Cy,[p]. Se €,[p] — tT (a) e €,[p] —
hP (B) sio os mergulhos minimos orientados e nao-orientados, respectivamente, do grafo

7

representante de €,,[p|. Entao o conjunto das estruturas algébricas de =P, é
H (Ep ) _ {ZQk—l—a—m—l Z2k+a—m Zg D Zh+ﬁ—m—1 Zh+[3—m—1} ]

Demonstragao. Pela parte (ii7) da demonstragdo do Teorema 6.2.2, o conjunto das
tesselacoes regulares de €,,[p] é

H(Z2,) = {(k + 1) Tacai-m (m) 1™ 2 U{(h+ 5) To—jom (m) Y3 (6.13)

J

Por outro lado, o grupo de homologia das superficies desses conjuntos é da forma

H (E+1i)To-2i-m) = 72(k+i)+a—2i—m—1 _ r2kt+a—m-1
Hy(h+§) Pyyom) = ZMHH8-5-m—t _ gptp-m=1

Y

e, quando o = 2i —m, e i = (o —m) /2, entdo (k+14) Ty _2;_m(m) é uma superficie
compacta orientada, logo, o primeiro grupo de homologia ¢ H; ((k+ (o —m) /2)T) =
Z2++a=m - Comprovamos, na Tabela 6.3, que os canais BSC e €,,[2] possuem tesselagoes
regulares apenas em S e P; logo s6 tem dois elementos, o que mostra o desejado. [

Coroldrio 6.2.8 Seja H (ZE)) o conjunto das tesselagoes requlares de €,[p] entao:

(1) # (H(ZP)) =2 se, e somente se, p = 2;

(17) =P, contém exatamente duas tesselagoes requlares sobre superficies compactas sem
bordos, uma orientada e outra nao-orientada, a saber:

(k+ (a = m) /2) T[mRy,] e (h+ B —m) PlmRy,);

(173) Seja Hy (2) € H(ZR)). Entdo

Z2kta—m=1"se Q) ¢ compacta orientada com bordo
Hy (Q) = Z*+o™ se Q é compacta orientada sem bordo (6.14)

ZP=m=1 " se Q) é ndo-orientada.
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Demonstracao. Suponha que p > 3. Entao mp > 6, para todo m > 2. Se m = 2,
@,[3] — S(3) e €,[3] — P (3) sao minimos; logo Z5 = {S1[2R4], Pi[2R4), K [2R¢]}, por-
tanto, possuindo trés tesselacoes regulares. Este é o caso em que poderia haver coincidén-
cia do numero de tesselagoes regulares com os canais da forma €,[2]. Portanto, se p > 3,
para todo m > 2, conclufmos por indugao que # (=2 ) > 3, o que mostra (i) ;

Segue da igualdade (6.13) que as tesselagOes regulares (k+ (o —m) /2) T[mRs,| e
(h+ 8 —m) PlmRy,| de ZF sdo as tnicas que se encontram sobre superficies sem bordos,
isto mostra (i7);

A vparte (i7i) segue de demonstragao do Teorema 6.2.7. |
Justificaremos a propriedade 2) na forma da seguinte proposicao.

Proposicao 6.2.9 FExistem p—1 tesselagoes requlares distintas com m regioes no conjunto
dos modelos de mergulhos da classe de canais €, [p], isto é,

#((Eh)=p— 1

Demonstragao. O grafo representante da classe de canais €,,[p] tem 2mp lados.
Entao o mimero méximo de lados de uma tesselagao regular com m regides da classe
de canais €,,[p|] é 2mp/m = 2p. Como existem tesselagoes regulares com m regices de
4,6,8,---,2p lados, entao existem (2p —4) /2 + 1 = p — 1 tesselagoes regulares distintas
com m regioes. [

6.2.2 Canais associados a grafos completos biparticionados

Muitas das classes de canais relacionados na Tabela 6.2 estao associadas a grafos com-
pletos biparticionados, por exemplo, as classes do tipo €,,[m] estdo associadas aos grafos
K, m- Nao podemos deixar de incluir o estudo dessas classes porque vérios tipos de canais
usados em sistemas de comunicagoes estao associados a grafos completos biparticionados.

Consideraremos €, ,[n, m] o canal discreto sem memdria cujos vértices em P e @
tém valéncias n e m, respectivamente. O Teorema Principal e Coroldrio 6.2.4 podem ser
usados para determinar o conjunto das estruturas algébricas de &, ,[n, m|, relativo aos
conjuntos das superficies de mergulhos ou em relacao aos mergulhos que sao tesselagoes
regulares, com as correspondentes cardinalidades. Iremos a seguir descrever as estruturas
algébricas relativas ao conjunto dos modelos de mergulhos &, ,[n, m] que sdo tesselagoes
regulares.

Verificamos que alguns mergulhos de grafos nao-orientados nao satisfazem as condi¢oes
da igualdade (5.1) do Teorema de Kénig, por exemplo, os mergulhos do tipo mostrados na
Figura 6.14, os quais nao usam os bordos do poligono de n-lados. Mas notamos a existéncia
de mergulhos de grafos em superficies nao-orientadas onde se verifica a igualdade (5.1). Se
os grafos completos biparticionados K, , possuem mergulhos de 2-células em superficies
nao-orientadas satisfazendo a condi¢ao do Teorema de Konig, entao podemos considerar
o seguinte resultado.
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Teorema 6.2.10 Sejam &, ,[n, m] um canal DMC associado a um grafo completo bipar-
tictonado K, ,, € En., 0 conjunto das tesselagoes requlares de €, ,. Entao o conjunto das
estruturas algébricas de €, ,, €

— o mn—2m—n-+1 mn—2m—n-+2 mn—2m—n-+1 mn—2m—n-+1
H (Zpn0) = {Z 7z T ® T 7 1.

Demonstragao. Da igualdade (5.7) e do Teorema de Konig resulta que

2k+a—m:2{(m_2)4("_2)}+2[er";m"/Q} Ymn—2m—n. (6.15)

Escrevendo m e n sob a forma 4t + s, s € {0, 1,2,3} e calculando os 16 casos em (6.15),
verificamos que todos conduzem ao mesmo resultado, mais precisamente, temos que:

2k+a—m=mn—2m—n+2. (6.16)

Por outro lado, da igualdade (6.1) e da relacao x (2) =V — A + F segue que

h+pB—-—m—-1 = [(m—2)(n—2)/2|+2—[(m—2)(n—2) /2] +mn—2m —n—1
= mn—2m-—n+1. (6.17)
Aplicando as igualdades (6.16) e (6.17) em (6.14), obtemos o resultado desejado. |

Em particular, para os canais associados aos grafos K,, ,,, vale o seguinte resultado.

Coroldrio 6.2.11 O conjunto das estruturas algébricas de = é

H (Sp) = {22, 2250, 2y @ ZMP1 201}

—m

Demonstragao. De modo andlogo a demonstracao do Teorema 6.2.10, deduzimos

que
~2)* -2 2\ 1
2k+a—m = 2{%}+2[(2m—%)§1+m2—2m—m

= m?—3m+2, se m é par.
O caso em que m é impar conduz ao mesmo resultado. Além disso, temos:
htB-—m—1=[(m—-2)7°/2]+2—[(m—2)7°/2] +m*—2m—m—1=m? —3m+ 1.

O conjunto em (6.14) nos dé o desejado. |
Deduzimos, do Teorema 6.2.10 e do Coroldrio 6.2.11, que o nimero de estruturas al-
gébricas distintas no conjunto das tesselagoes regulares de uma classe de canais €, ,[ P, Q]
nunca é superior a 3. Estas estruturas estao associadas as seguintes tesselagoes regulares:
1) uma estd associada as tesselagbes sobre superficies compactas com bordos;
2) outra a tesselagao sobre a superficie compacta orientada sem bordo;
3) uma terceira estd associada a tesselagao sobre superficie ndo-orientada sem bordo
4) e a outra esta associada as tesselagoes sobre superficies nao-orientadas com bordos.
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% § @ Tesselagoes regulares com m regioes Distintas com m regioes

32 1 @ Tessclacoes regulares com 2m regioes Distintas com 2m regioes
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Figura 6.22: Tesselacoes regulares com km regides, k > 1, da classe de canais &,,[p]

Notamos ainda que uma classe de canais &, ,[P, @], pode possuir apenas uma unica
tesselagao regular sobre uma superficie compacta orientada sem bordo. H4 casos em que
nenhuma tesselacao regular de =, , encontra-se sobre superficies compactas orientadas
sem bordo, por exemplo o Z7 4.

Por outro lado, sempre existe uma tnica tesselagao regular sobre uma superficie nao-
orientada compacta sem bordo. Se m é par e n é impar, a tesselagao estd em uma superficie
homeomorfa & soma conexa de planos projetivos, caso contrério, estd em uma superficie
homeomorfa & soma conexa de superficies de Klein. A tnica excecao a regra é o canal
BSC, a sua tesselagao regular encontra-se sobre o plano projetivo.

6.2.3 Projetos de quantizadores para canais DMC

Um quantizador com () niveis é um refinamento no alfabeto m-ario do cédigo em que
cada simbolo é representado por () novos simbolos de um outro alfabeto mQ-ario. Isto
significa que cada regido associada a cada elemento da constelagdo de sinais (alfabeto
m-~ario) deve ser particionada em () subregioes, resultando numa parti¢do do espago em
m() subregioes.

O refinamento que vamos propor, atende esta condicao de divisao da regiao e conserva
a estrutura de canal, pois esta particao é extraida do conjunto das tesselacoes regulares do
mergulho do canal. Estas condigoes, sob o ponto de vista de superficies, nao é diferente
daquela do quantizador usual no qual a estrutura do canal é modificada. Em ambas as
situagoes ocorrerda uma alteracao do grafo associado e, conseqiientemente podendo alterar
o género da superficie. Como exemplo, considere o refinamento do canal €3[3] por um
quantizador de 3 niveis. Observe que o grafo completo biparticionado K33 associado ao
canal €3[3] estd mergulhado minimamente na esfera, enquanto o grafo completo bipar-
ticionado K3g associado ao quantizador estd mergulhado minimamente sobre o bitoro,
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Canal Zm.n Orientadas Zm.n Nao-orientadas # | #
¢4 [4] T [8R4]" K [8R,)? 2 |1
¢5[4] T [10R4]" K [10R,)? 2 |1
Csl4] o K [12R4]" 1]1
¢, [4] o K[14R,)? 1]1
Csl4] T [16R,)™ K [16R4]" 2 |1
5P; [10R(]™ | 3K, [10R,]™®
&[5 375 [10R,]? 4T, [10R,]2 3LEUIal 5 ofa [TUM) 5y g | g
s15) s [1074 1107, 7P1[10R4][2],4K[10R4][2]
4Kg [12R,) 9P [12R,
ATy [12R))? 5T [12R,], o L2t 908 | ]m
Cs[6] 6T [12R4)? | 7T [12Rg)? oKy [1234] ’HP s |12 13| 3
° 2 44T [ R 12 6 6K [12Rg)? ,13P; [12R, ][2]
4 [2]
TK [12Rg|" , 4K [18R4]
o o 13P1o[14R4)1Z 7K [14R4) P,
2 2 15P1[14R4]? 8K+ [14R }[21,
7Ty [14R4][2] , 8T [14Ry)] of TR P iy
¢ [7] 975 [14R4] , 1075 [14Re] ™, 19P4[14R6] 21 10K3[14R6][2], 23 | 3
" 11T [14R] 2, 775 [21R), bRl
8T [21R4] g 7K [21R:][3],15P13[21R:} (81,
8K[21R4]P!
9K16[16R4][2],19P15[16R4][2],
9T16 [16R4)? , 10714 [16R4)? 10K14[16Ra] 2] 21 P15 [16 Ry ] 2
1171”162[[16é] 2 12T1f0[[161§j] & tkallsrdasn an
5 12K10[16R4](?),25 P [16Ra]1?,
1373 [16Re] > , 1475 [16 Rg]” E?EZ?E zggﬁggﬁﬂi
Q: [8] 15T4 [16R6][2] 5 16T2 [16R6][2} 15Ki[16R2][2] 31PZ[16R2}[2], 49 6
i 17T [16Rs]? | 9T [24R4)P 16K OR3P 1R
i3] ’ [3}’ 17K[16Rs]? 9K [24R4)13
1075 [24R4)™ , 11Ty [24R4] 1977 [24R4) 31 10Ke[24Ra)3
1275 [24R,)® 13T [24R,]" 2155 [24R 11K 4R,
(4] 23P3[24R4] 12K2[24R4}[
9T [32R4] 25P; [24R4)% 13K [24Rg)1%,
9K[32R4]4

Tabela 6.4: Tesselagoes regulares para projetos de quantizadores

portanto, conduzindo a superficie com género diferente.

A nossa proposta é identificar, no conjunto dos modelos de mergulhos do grafo re-
presentante do canal &,,[p|, aqueles que possuem m() regides com o mesmo nimero de
lados e projetar o quantizador com () niveis sobre este tipo de tesselacoes regulares. E
por que usariamos este ao invés do quantizador usual? Quando nao ocorre a mudanca de
ambiente, dispomos da mesma estrutura algébrica no canal e no quantizador, podendo
esta propriedade ser utilizada para melhorar o desempenho do sistema.

Na Tabela 6.4, identificamos as possiveis tesselacoes regulares que podem ser usadas
como quantizadores com () niveis, existentes nos conjuntos de modelos de mergulhos das
classes de canais relacionadas na Tabela 6.3. Usamos a notagao €2 [£ Rk][Q} para indicar a
tesselacao regular sobre a superficie €2, oriunda do mergulho do canal &€,,[p], com & regioes
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de k lados, onde £ = m@ e [] representa o nivel do quantizador.

As classes de canais da Tabela 6.3 que nao estao relacionadas na Tabela 6.4 sao tais
que nao possuem tesselacoes regulares com m(@) regioes, ) > 1.

Do mesmo modo que foi determinado o nimero de tesselagoes regulares distintas com
m regioes de uma classe de canais €,,[p|, podemos concluir que existem

(2mp/km —4) /2+1=p/k—1 (6.18)

tesselagoes regulares distintas com km regides na classe de canais €,,[p].

Analisamos a Tabela 6.3 e identificamos, na Figura 6.22, a cardinalidade de =} _,
conjunto das tesselagoes regulares com km regides da classe de canais €,,[p|, e 0 nimero
de tesselacoes regulares distintas, para os casos 2 < m < 8,2 < p <4 e p = m. Estas
classes de canais nao contém tesselacoes regulares com km regioes, quando k£ > 5 e, nem
tao pouco, existem tesselacoes regulares com regioes com um nimero de lados superior
a 16. Caso desejamos encontrar tesselacoes regulares com km regices, k > 5, devemos
procuréd-las nos canais m-drios com m > 9. A mesma condicao vale para tesselagoes
regulares com km regioes, cujas regioes possuem um nimero de lados superior a 16.

As afirmacgoes do pardgrafo acima, sao verdadeiras porque estamos considerando ape-
nas as classes de canais €,,[p], onde 2 < p < 4 e p = m. Pelo Teorema 5.3.6, uma classe
de canais €,,[p] contém tesselagbes regulares com 6m regides se, e somente se p > 12,
logo nas condigoes estabelecidas, a primeira classes de canais a ter uma tesselagao regular
com 6m regides serd €15[12]. Por exemplo, a tesselagio 80T [R (72)]6) estd em Z1915. Além
disso, o nimero de lados é superior a 16 se, e somente se, n > 8. Assim, devido a essas
restricoes, tesselagoes regulares com tais caracteristicas, existem somente nas classes de
canais &,,[m|, m > 9.

6.3 Mergulhos de Canais Discretos Sem Memodria em
Superficies Minimas

Nesta secao iremos considerar mergulhos de canais DMC em superficies minimas como
uma proposta de possiveis superficies para a alocacao de constelagoes de sinais.

A abordagem realizada nas segoes anteriores permite, de maneira direta ou indireta,
estabelecer procedimentos para as construcoes de mergulhos de canais DMC de tal forma
a incluir o conjunto das superficies minimas como ambientes naturais de cada um dos
blocos que compoem um sistema de comunicagoes, tais como modulador, codificador de
canal, codificador de fonte e quantizador.

Nesta secao consideramos as superficies minimas como sendo variedades riemannianas
bidimensionais. Em seguida, descrevemos modelos de mergulhos de subclasses de canais
sobre superficies minimas da familia n-néide, sobre superficies minimas de género 1 com
r componentes de bordo, generalizando os mergulhos dessas classes.

A técnica usada para identificar os mergulhos das subclasses é diferente do processo
utilizado na Segao 6.1, onde o mergulho é obtido a partir do canal. Nesta se¢ao optamos
pelo caminho inverso. Este procedimento permitird identificar estruturas de canais e
modelos diferentes daqueles obtidos na Segao 6.1.
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6.3.1 Superficies minimas: conceitos e definicoes

Uma superficie minima n-dimensional é uma variedade riemanniana de dimensao n cu-
ja principal propriedade é a de minimizar a drea local. Dentre as diferentes possibilidades
de superficies minimas, aquelas que servirao aos nossos propdsitos sao as que apresentam
componentes de bordo. Esta caracteristica é constatada por Osserman [31], na forma do
seguinte teorema.

Teorema 6.3.1 (Teorema de Osserman) [31/Seja Q2 uma variedade riemanniana bi-
dimensional orientdvel completa cuja curvatura gaussiana K satisfaz as condigoes: K <0
e [o|K|dA < oo. Entao existe wuma variedade riemanniana bi-dimensional Q tal que Q e

0 =0- {p1,p2, "+ , Dk} s@o isométricas. Em outras palavras, existe um difeomorfismo
entre ) e Q0.

Por definigao, uma superficie minima é toda variedade de Riemman com curvatura
média nula. Conseqiientemente, se uma variedade riemanniana bi-dimensional tem cur-
vatura total finita, o equivalente para superficies minimas do Teorema de Osserman seré,
conforme a referéncia [17], o seguinte teorema.

Teorema 6.3.2 Seja ¢ : Q — R3 um mergulho minimo conforme_completo nao planar
com curvatura total finita. Entdo § é conformemente difeomorfo a § —{p1,- = pr} onde
Qi é uma superficie de Riemman de género k e py,pa,- -+ ,pr SGo pontos em S, r > 2.

Uma superficie  em R? ¢ chamada de superficie minima quando a sua curvatura
média ¢é zero, [30].

Na nossa notacao, as classes de superficies que podem ser representadas por superficies
minimas sao as superficies compactas com componentes de bordo da forma mf2,, r > 2. No
que segue, os representantes de classes para o mergulho de canais discretos sem memoria
serao sempre superficies minimas, uma vez que um canal discreto possui a representacao
de um grafo. Segue, da Definicao 5.2.1, que todo canal associado a um grafo conexo pode
ser também mergulhado em uma superficie compacta com bordo como um mergulho de
2-células.

6.3.2 Mergulho de canais sobre o n-néide

A familia n-néide foi descoberta por Jorge e Meeks e tornou-se uma das mais famosas
familias de superficies minimas. Esta familia é formada por todas as superficies minimas
orientadas de género zero com n fins tipo catenéide. Sua definicao algébrica e algumas
de suas propriedades podem ser encontradas em [2]. Indicaremos um elemento da familia
n-néide por n/N. Na verdade, n/N é o representante da classe de superficies .S,,, isto é, a
esfera S com n componentes de bordo.

Usaremos o termo canal tipico da superficie n/N da familia n-néide, no sentido de
designar um canal que s6 pode ser realizado numa nica superficie dessa familia. E claro
que existem superficies que nao fazem parte da familia n-néide onde estes canais podem
ser mergulhados como mergulhos de 2-células, por exemplo, as superficies compactas.
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Definicao 6.3.3 Denominaremos de canal a-totem o canal resultante da torre de «
canais €y n[P, Q], a > 3.

Como exemplo considere o canal mostrado na Figura 6.23. O canal 3-totem consiste
da torre de 3 canais C3[(2,2,2),(2,2,2)].

Para efeito de simplificacao, eliminaremos as virgulas da notagao do canal a-totem,
isto &, em vez de C5[(2,2,2),(2,2,2)] escreveremos C3[(222), (222)].

Para cada inteiro o > 3, existem dois tipos de canais a-totens:

(i) se o é fmpar temos o canal com « torres mergulhado no (« — 1)-ndide
Criaias)[(2232323 - - 3232322) , (2232323 - - - 3232322)];
(77) se a é par temos o canal com « torres na forma cilindrica mergulhado no (a — 2)-
noide
Csra(a—a)[(323232- - - 323232) , (323232 - - - 323232)].

A forma desta torre é cilindrica porque ela encontra-se consigo mesma formando um
cilindro.

Mergulhos de canais no catendide

O catendide é a primeira superficie minima da familia n-néide. Os demais s6 foram
descobertos recentemente por Jorge e Meeks. Veremos aqui dois tipos de canais tipicos
do catendide. As Figuras 6.23 e 6.26 sao suficientes para deduzirmos os possiveis tipos de
canais DMC cujos mergulhos ocorrem no catendéide.

0 1
2 3
4 5
6 7
8 9
10 11
12 13

Figura 6.23: Canal 3-totem mergulhado no catenéide

A Figura 6.23 mostra um canal 3-totem cujo mergulho é de 2-células. O mergulho do
canal mostrado na Figura 6.23 pode ser descrito por

¢,[(2232322) , (2232322)] — 2N (2) = S (2) = Rg + Rua.
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Analisando a Figura 6.26, identificamos o canal 8-totem cujo mergulho também ocorre
no catenside, o canal €g[(32323232),(32323232)]. Seu mergulho tem a seguinte com-
posicao

¢s[(32323232) , (32323232)] — 2N (5) = S, (4) = 2Rs + 2Rs.

Além desses dois canais totens, podemos ainda mergulhar no catenéide uma sub-classe
de canais de €,,[3], conforme veremos na préxima proposicao.

Proposigao 6.3.4 Para todo nimero inteiro k > 2, a sub-classe de canais €a1[3] de €,,[3]
estd mergulhada no catendide do sequinte modo

Cor[3] — 2N (2k) = S, (2k) = (2k) Ry.

Demonstracao. O mergulho (1) mostrado na Figura 6.25 representa o mergulho do
canal €3[3] no catenside com a seguinte composi¢ao

Cs[3] — 2N (8) = S, (8) = SR

Este é o caso em que k = 4. A condi¢ao minima de vértices para um mergulho deste tipo
é, naturalmente, quando k£ = 2, daf a condicao k > 2. De fato, se k = 1, cada componente
de bordo define uma transicao dupla entre dois vértices. A existéncia do mergulho da
sub-classe €9[3] em 2N é devido ao fato de que o modelo do mergulho (1) mostrado
na Figura 6.25, permite a inclusao de 2t vértices em cada um dos bordos do catendide,
conservando a forma original do modelo. Portanto, o conjunto das entradas ou das saidas
do canal é composto por 2k vértices, k > 2, e o modelo do mergulho é constituido por 2k
regioes do tipo Ry. [

O tnico canal da sub-classe €3], £ > 2, que é tipico do catendide é o canal &4[3],
pois os demais canais podem ser mergulhados, como veremos nas proximas secoes, em

0 1 |y
2 3
4 5
6 7
8 9
10 11
12 13
14 15
16 17 dy13
18 19
20 21

Figura 6.24: Canal 5-totem mergulhado no trinéide

outras superficies da familia n-néide, tais como trinéides, 4-ndides, etc.
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Mergulhos de canais no trinéide

A Figura 6.24, ilustra um exemplo de um canal 5-totem mergulhado no trinéide, 3N,
a superficie de Jorge e Meeks. Chamamos a atencao para o fato de que nao foi possivel
realizar o mergulho de 2-células desse canal em uma outra superficie da familia n-néide
que nao fosse o trinéide. Disso, podemos dizer que o canal 5-totem, mostrado na Figura
6.24, ¢ um canal tipico do trinéide.

O mergulho mostrado na Figura 6.24 estd definido pela seguinte composicao

¢11[(22323232322) , (22323232322)] < 3N (4) = S5 (4) = 2R + Roo.

Observamos que existe um outro canal tipico do trinéide, o canal 6-totem. O mergulho
deste canal, realizado de maneira andloga ao mergulho mostrado na Figura 6.26, conduz
a seguinte composicao

¢1,](323232323232) , (323232323232)] — 3N (5) = S5 (5) = 3Rs + 2R10.

De modo anélogo a demonstracao da Proposi¢ao 6.3.4, podemos concluir do mergulho
(2) da Figura 6.25, que existe uma sub-classe de canais em €,,[3] que pode ser mergulhada
no trinoide.

Proposigao 6.3.5 Para todo nimero inteiro k > 3, a sub-classe de canais €[3] de €,,[3]
esta mergulhada no trinoide do sequinte modo

Cox[3] — 3N (2k — 1) = S5 (2k — 1) = (2k — 3) Ry + 2Rs. (6.19)

Demonstracao. O mergulho (2) mostrado na Figura 6.25 representa o mergulho do
canal €g[3] sobre o trindide com a seguinte composigao

s3] — 3N (5) = S5 (5) = 3Ry + 2Rs.

Este é o caso em que k = 3, e que é a condicao minima do nimero de vértices para
um mergulho deste tipo. Observe que a inclusao de cada dois vértices de entrada e dois
vértices de saida no modelo do mergulho, preservando a sua forma original, corresponde
a formacao de duas novas regioes do tipo Ry, logo, a inclusao de 2t vértices de entrada e
2t vértices de saida conservando a forma original do modelo, corresponde a formacao de
2t regioes quadrangulares R,’s. Conseqiientemente, o mergulho da sub-classe de canais
Cox[3], £ > 3, no trindide, é da forma descrita em (6.19). |

A sub-classe de canais €y[4] originada pelo mergulho (2) mostrado na Figura 6.25
nao ¢ uma sub-classe tipica do trindide, pois qualquer um de seus elementos pode ser
mergulhado no catendide na forma indicada no mergulho (1) da Figura 6.25. Além disso,
com excegao do canal €4[3] (este s6 pode ser mergulhado no catendide e no trinéide), os
demais podem ser mergulhados no 4/N.
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Figura 6.25: Sub-classes de canais em €,,[3] tipica do catenéide e do trindide

Canal Superficie Composicao | Canal Superficie Composicao

¢7 2N (2) = SQ (2) R6 -+ R14 Q:QO 5N (7) = 55 (7) 5R6 + 2R20

€8 2N (4) = SQ (4) 2R6 + 2R8 Q:23 6N (6) = Sﬁ (6) 5R6 + R46

¢ 3N (3) =53 (3) 2Re + Raa Coy 6N (8) = Se (8) 6Rs + 2Ro4

@12 3N (5) = Sg (5) 3R6 + 2R12 627 TN (7) = 87 (7) 6R6 + R54

615 4N (4) = S4 (4) 3R6 + R30 Cag TN (9) = 87 (9) TRe + 2Rog

Cis 4N (6) =5, (6) | 4Rs + 2Ris | €s | SN(3) = S5(8) | 7Rs + Re
(5) = 55 (5)

¢ |ON (5 4Rs + Rag ¢y | 8N =519 [ S8R+ 2R,

Tabela 6.5: Composicao dos mergulhos dos canais alfa-totens na familia n-néide

Generalizacao

Os mergulhos dos grafos correspondentes ao canais €o;[3] no catendide (para k > 2) e
no trindide (para k > 3), nos dao a idéia de como deve ser um mergulho de um elemento
qualquer dessa familia.

Antes da generalizagao desses modelos, gostariamos de observar que a Figura 6.26
também indica, como nas Figuras 6.23 e 6.24, um mergulho tipico de uma canal a-totem
sobre uma superficie da familia n-néide, porém, convém destacarmos que o canal mostrado
na Figura 6.26, utiliza melhor os espagos (coloca mais vértices e lados) da superficie do
4N do que os canais mostrados nas Figuras 6.23 e 6.24.

A generalizacao do canal a-totem &, ,| P, (] serd feita considerando o mergulho padrao
da Figura 6.26. Quando o = 8, consideraremos o mergulho de €, 4 como sendo da forma
mostrada na Figura 6.26. Se a = 7, o mergulho de &€, 4 serd o mesmo que o mostrado
na Figura 6.26, menos dois vértices e lados que saem desses vértices. Em particular,
eliminarfamos os vértices 30 e 31 e lados adjacentes do modelo da Figura 6.26, para
obtermos o mergulho do canal €;5[(223232323232322), (223232323232322)] sobre o 4N.

Verificamos nos mergulhos de canais a-totens sobre o catendide e o trinéide, que cada
superficie do n-néide, s6 admite o mergulho de dois canais dessa natureza, ou seja, para
cada inteiro £ > 0 os canais €7, 4 e Cg 4 podem ser mergulhados numa mesma superficie,
a saber, a superficie (2 4+ k) N. Com isso, temos o seguinte resultado.



172 Mergulhos de Canais Discretos sem Memdria
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Figura 6.26: Canal 8-totem mergulhado no 4-néide

Teorema 6.3.6 Seja €, 4[(2,3),(2,3)], a = 7,8, um canal a-totem. Entao

Q:7+4k[(2, 3) s (2, 3)] — (2 + ]{I) N (2 —+ ]{3) = S2+k (2 + ]{7) = (1 + k) R6 + R14+8k
Cs:4x(2,3),(2,3)] — (2+k)N(A4+k)=Sokx(d+k)=(2+k)Rs+2Rs 4.

Demonstragao. Tomando como base o modelo do mergulho da Figura 6.26, é fa-
cil constatarmos por indugao, que o mergulho do canal €g, 4 encontra-se no (2 + k) N,
decompondo-o em 4 + k regioes: 2+ k regioes hexagonais e 2 com 8 + 4k lados. Mas €741
também estd no (2 + k) N e como o modelo elimina dois vértices e lados adjacentes do
modelo do €g, 4%, podemos verificar que as 2 regioes Rg.4r do €g,4; transformam-se na
regiao Rysigr do mergulho do €7, 4. Assim, os mergulhos do €, 4, a = 7,8, sdo os das
formas enunciadas no teorema. [

Observe, na Tabela 6.5, a composicao do mergulho dos canais a-totens nas superficies
da familia n-néide, construida através das composigoes do Teorema 6.3.6.

Usaremos, agora, os modelos de mergulhos dos canais da Figura 6.25 para generali-
zarmos os mergulhos das sub-classes de €,,[3] sobre a familia n-néide.

Teorema 6.3.7 Seja n um inteiro positivo maior ou igual 2. Para todo nimero inteiro
k > n, a sub-classe de canais Cox[3] de €,[3] estd mergulhada no nN com a seguinte
composicao

Cop[3] = nN (2(k+1)—n) =S (2(k+1) —n) = (2k —n) Ry + 2Ry,.
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Canal | Superficies e modelos
@4[3] 2N( ) =4Ry4

Co[3] = 6R4, 3N (5) = 3Ry + 2Ry
s [3] 8) = 8Ry, 3N (7) = 5Ry + 2Re, 4N (6) = 4R, + 2Rs
Co[3] ) = 10Ry, 3N (9)=7Ry + 2Re, 4N (8)=6R4+2Rs, 5N (7)=bRs+2R10

C15[3] ) = 12Ry, 3N (11) = 9R; + 2R,, 4N (10) = 8R4 + 2Rs,
9) = TR, + 2Ry, 6N (8) = 6Ry + 2Rz

) =
) =
0
2
)
4) = 14R,, 3N (13) = 11Ry + 2Rg, 4N (12) = 10R, + 2Rs,
1
6
2
8
2

) =

) =9R4 4 2Ry, 6N (10) =8R,+ 2R3, TN (9) =TR,+ 2Ry
)=16R4,3N (15)=13Rat2Re, ANTI=12R, 12 Rg,5 NP =11 Ry + 2 R,
) = 10Rs+2R1s, TN (11) = ORs12R1s, 8N (10) = 8Rs+2Rig
) =
) =

C16[3]

C1s[3] — 18Ry, 3N (17) = 15R, + 2Rs, 4N (16) = 14R, + 2Rs,
= 10R,; + 2R16,5N(15) = 18R, + 2R10, 6N (14) = 12R; + 2Ry,

N(13) = 11R4 + 2R14, ON(11) = 9R, + 2Rys.

N (6
N(
N (1
N (1
N(
C14[3] N (1
N (1
N (1
N (1
N (1
N (1

Tabela 6.6: Mergulho de uma sub-classe de canais de ordem 3 sobre a familia n-néide

Demonstracao. Se n = 2, temos que
Cor[3] — 2N (2(k+1) —2) = 2N (2k) = (2k — 2) Ry + 2R, = (2k) Ry.

Portanto, pela Proposigao 6.3.4, vale a composi¢ao para n = 2. De modo anélogo, podemos
concluir, da Proposicao 6.3.5, que a composicao também vale para n = 3. Suponha, por
inducao, que a férmula seja vilida para um inteiro n. Para todo inteiro £ > n+1 podemos
concluir, do mergulho (2) da Figura 6.25, que

Cox[3] — M+1)NQ2((k+1)—n+1)=2k—n+1)Ry+2Ra,2
< M+ DN@(k+1)—n+1) =2k —n+1) Ry + 2Rsny1).

Como 2k —n+1+4+2=2(k+1) —n+1, entao
2(k+1)—n+1=2(k+2)—(n+1)e2k—n+1=2(k+1)—(n+1).
Por inducao, segue o resultado enunciado. [

Usando o Teorema 6.3.7, a Tabela 6.6 mostra algumas composicoes de mergulhos de
canais das sub-classes de €,,[3].

6.3.3 Mergulhos de canais sobre o toro com bordo

Iremos considerar um exemplo de uma sub-classe de canais de €,,[4] cujo mergulho é
tipico da familia do toro, o conjunto das superficies orientadas de género um. Convém
esclarecer que a condi¢ao de mergulho tipico s6 ocorre porque iremos considerar apenas
os mergulhos em que os vértices estao sobre as componentes de bordo.
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Mergulho de canais sobre o toro com 3 componentes de bordo

A Figura 6.27 mostra o mergulho do canal €4[4] sobre uma superficie compacta orien-
tada de género um com trés componentes de bordo, denotada por T3. E usual referirmos
a esta superficie como sendo uma superficie com trés fins.

1011d38 o7 S

Figura 6.27: Mergulho do canal €g[4] sobre T3

Apesar de termos adotado a forma de fins tipo catendide, poderiamos ter decidido por
dois fins catendide e um fim do tipo planar. Neste caso, terfamos a superficie de Costa e
Meeks. Dessa forma, a Figura 6.27 descreve também um mergulho sobre a superficie de
Costa e Meeks, veja superficie (4) na Figura 3.13.

Devido ao grau de complexidade, recorremos ao método de obtencao do modelo de
um mergulho através do corte na superficie sobre as suas curvas de homologia, segundo os
exemplos dos modelos de mergulhos dos grafos completos biparticionados K, m, m = 5,6
e 7, Secao 5.1. A tnica diferenca é que optamos pelo poligono de n-lados, caracterizado
pela forma normal de Massey [27], ao invés de um poligono de n-lados em sua forma
minima.

Por inspecao da Figura 6.27 sobre os tipos de poligonos formados pelo mergulho do
canal €4[4] sobre a superficie T3, comprovamos a seguinte composigao

66[4] — T3 = 9R4

Proposicao 6.3.8 O mergulho do canal €g[4] sobre Ty estabelecido na Figura 6.27 satis-
faz a relagao do Teorema de Kénig.

Demonstragao. De fato, o grafo associado ao canal €¢[4] é formado por 12 vér-
tices e 24 arestas. Como o mergulho é composto por 9 regioes quadrangulares, entao a
caracteristica de Eiiler tem valor

V-A+F=12-24+9=-3.
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Por outro lado, pelo Teorema 3.2.11 a caracteristica de Eiiler de T3 vale
x(T3)=2—r—2m=2-3-2=-3.
Logo x (T3) =V — A+ F, como desejdvamos mostrar. [
Mergulho de canais sobre o toro com 5 componentes de bordo
Na Figura 6.28, mostramos o mergulho do canal €;4[4] sobre uma superficie compacta
orientada de género um com cinco componentes de bordo. Poderiamos identificar a com-

posicao desse mergulho usando o processo demonstrado na Figura 6.27. Com isso, seria
possivel ter uma amostragem precisa do tipo de regioes. Por simplicidade, iremos utilizar

a relacao de igualdade do Teorema de Konig.
U m
{
18 16
17,

12

>
N e13 NESUE
Dot
Jo17 3
19

Figura 6.28: Mergulho do canal &€4[4] sobre T5

6
7
2

>J

Proposigao 6.3.9 O mergulho do canal €14[4] sobre o toro com & componentes de bordo
tem a segquinte composi¢cao

@10[4] — T5 = 15R4

Demonstragao. O grafo associado ao canal €y[4] é formado por 20 vértices e 40

arestas. A caracteristica de Eiiler do toro com 5 componentes de bordo, pelo Teorema
3.2.11, vale

X(Ts)=2-2m—r=2-2-5=—5.
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Canal | Composicao | Canal | Composicao | Canal | Composicao

¢4 [4] T5 (6) = 6R4 Cio[4] | T (18) = 18Ry | €o0[4] | T (30) = 30Ry4
Ce[4] T5(9) = 9Ry Ciu[4] | T7(21) = 21R, | Coo[4] | T11(33) = 33Ry4
Cg[4] Ty (12) = 12Ry | €16 Ts (24) = 24Ry | Co4[4] | T12(36) = 36R,
Ciol4] | T5(10) = 10Ry | Cyg] To (27) = 27TRy | Cog[4] | T33(39) = 39R,

Tabela 6.7: Mergulho de um subclasse de canal de ordem 4 sobre a familia do toro

Pelo Teorema de Konig, resulta que o niimero de regioes do modelo do mergulho de €;4[4]
em Ty é

F=A-V+x(Ts) =40 — 20 — 5 = 15.

Agora, pelo Teorema 3.2.1, se colarmos cinco discos nas cinco componentes de bordo do
Ty, obteremos uma superficie compacta homeomorfa ao toro. Assim, cada disco colado
transforma-se em uma regiao quadrangular sobre o toro, pois cada componente de bordo
possui 4 vértices. Logo, sobre T, o mergulho da Figura 6.28 passaria a ter 20 regioes.
Como o toro é uma superficie compacta, vale a igualdade do Lema 5.3.12, cuja tnica
solucao é 2F = 80 = 20 - 4, implicando nas seguintes composicoes

610[4] — T = 20R4 e @10[4] — T5 = 15R4 . |

O proximo teorema exibe uma sub-classe de canais da classe com valéncia 4, onde

cada um de seus elementos estd mergulhado em uma superficie da familia do toro, como

um mergulho tipico. Chamamos a atencao ao fato de que estamos nos referindo a um
mergulho da forma esquematizada na Figura 6.28.

Teorema 6.3.10 O canal €x[4], k > 2 esta mergulhado no toro com k componentes de
bordo com a sequinte composicao

Demonstracao. O grafo associado ao canal €y;[4] é formado por 4k vértices e 8k
arestas. Colocando 4 vértices em cada componente de bordo de um toro, como existem
4k vértices, eles ocupam k componentes de bordo. Portanto, pela Figura 6.28, o mergulho
de €9[4] & realizado sobre Ty, cuja caracteristica de Eiiler ¢, pelo Teorema 3.2.11, dada
por x (Tx) = 2 — 2m — k = —k. Logo, o nimero de regidves do modelo do mergulho de
Cox[4] sobre T} é

F=A-V+x(Ty) =8k — 4k — k = 3k.

De forma andloga & demonstragao da Proposicao 6.3.9, podemos concluir que todas as
regioes sao da forma quadrangular, o que mostra a composicao do teorema. [
Pela composigao apresentada no Teorema 6.3.10, os modelos de mergulhos dos canais
Cor[4], k = 2,3,4 e 5, sobre a familia do toro sdo mostrados na Tabela 6.7.
Lembramos que sempre é possivel escolher superficies minimas como representantes de
classes das superficies do mergulho de qualquer um dos canais considerados neste capitulo.



Capitulo 7

Conclusoes

0s objetivos deste trabalho estao fundamentados no processo de identificacao das estru-
turas algébricas e geométricas associadas aos canais discretos sem memoria. A estrutura
geométrica estd relacionada com a identificacao das superficies que os canais discretos
sem memoria poderao ser mergulhados bem como com a determinacao das tesselagoes
regulares associadas aos canais mergulhados. Enfatizamos a questao das tesselagoes regu-
lares porque elas estao relacionadas aos conjuntos de sinais geometricamente uniformes,
constelacoes priorizadas no processo de comunicagoes.

A estrutura algébrica estd relacionada com a determinagao do primeiro grupo de ho-
mologia das superficies decorrentes dos mergulhos dos canais discretos sem meméria. No
nosso caso, o grupo de homologia H; (2) da superficie (2 associada ao canal discreto sem
memoria, assumird o papel do grupo de simetrias I' (.S). E ele que ird agir transitivamente
no conjunto de sinais S. E mais facil obté-lo do que o grupo de simetrias. Além do mais,
a identificacao da tesselagcao regular com m regioes sobre a superficie 2, pode ser usada
para identificar o subgrupo do grupo de homologia que serd utilizado como o alfabeto
do cédigo. Para isto basta identificar o subgrupo do grupo H; (£2) de ordem m que atua
transitivamente no conjunto de sinais S.

O procedimento para a abordagem do problema pode ser resumido da seguinte maneira.

Através do grafo associado a um canal discreto sem memdria, determi-
namos o conjunto das superficies no qual tal grafo estd mergulhado, estabele-
cemos o conjunto das estruturas algébricas dessas superficies (primeiro grupo
de homologia) e identificamos as tesselagoes requlares que podem ser utilizadas
como modulagoes e quantizadores.

Ao longo do desenvolvimento deste trabalho foram observadas as seguintes conclusoes.

O Capitulo 3, introduzimos uma representagao poligonal padrao, a forma minima,
minima em relacao as componentes de bordos isolados da superficie, que permitiu a iden-
tificacao dos subconjuntos das superficies geradas por estes poligonos e ilustramos um
exemplo da realizacdo geometrica de uma superficie compacta com bordo, (475), a partir
da sua forma poligonal.

177
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No Capitulo 4, construimos um diagrama triangular central sobre o modelo plano
de uma superficie, aplicamos o método do complexo simplicial e calculamos o primeiro
grupo de homologia de uma superficie em funcao do género e do nimero de componentes
de bordo.

No Capitulo 5, obtivemos o mergulho do grafo sobre a forma poligonal de uma su-
perficie, a partir do mergulho sobre o modelo espacial. Construimos o modelo de um
mergulho de grafo, como um mergulho de 2-células sobre uma superficie compacta com
bordo. Com isso, incluimos uma importante classe de superficies no contexto da Teoria
de Comunicagao: as superficies minimas. Além disso, identificamos o nimero de mode-
los com 4 regioes provenientes de mergulhos de um grafo completo biparticionado, cujo
processo de identificacao, fornece os elementos para a identificacao das tesselacoes regula-
res. Determinamos ainda os tipo de mergulhos do grafo completo biparticional K33 sobre
superficies compactas sem bordos orientadas.

No Capitulo 6, introduzimos o conceito de mergulho de canal e identificamos o conjun-
to das estruturas algébricas (grupo de homologia) das superficies compactas com e sem
bordos provenientes de mergulhos de um canal discreto sem memdria, identificamos as tes-
selacoes regulares para projetos de modulacoes e quantizadores, processo no qual permitiu
justificar o ganho proveniente do uso de um quantizador. Verificamos que o conjunto das
estruturas algébricas associadas ao conjunto das tesselacoes regulares é formado por dois
ou quatro elementos: uma estrutura estd associada ao conjunto das tesselagoes regulares
sobre superficies compactas orientadas com bordos, outra estd associada a tesselagao so-
bre a superficie compacta sem bordo, esta quando existe é tinica, e outra, ao conjunto das
superficies compatas nao-orientadas. Introduzimos o conjunto das superficies minimas no
contexto da Teoria de Comunicagoes, como elementos fornecedores de estruturas algébri-
cas para composicao de cédigos corretores de erros, espacos para modulagoes de sinais e
para projetos de quantizadores.

7.1 Propostas Para Futuros Trabalhos

No desenvolvimento dos temas, foram identificados védrios problemas de interesse &
teoria da codificagao, dentre eles, destacamos aqueles que sao conseqiiéncias imediatas de
resultados expostos neste trabalho e que podem ser solucionados a partir das informacoes
e técnicas apresentadas. Os tépicos que despertaram a nossa atencao e que podem ser
objetos de pesquisas futuras sao:

e Analisar, sob o aspecto da propriedade de correcao de erros, o cédigo associado a
matriz da presentacao do primeiro grupo de homologia de uma superficie.

e Mergulhar o grafo K,, ,, associado ao canal DMC sobre uma superficie €2, construir,
conforme Figura 7.1, um complexo orientado sobre o modelo plano de 2 a partir
deste mergulho e determinar o subgrupo de H; (2) gerado somente pelos ciclos
associados ao lados do grafo K, .

e Seja €, [P, Q] — Q[mRg] o mergulho do canal DMC sobre uma superficie €2,
decompondo-a em m regioes idénticas: isto é, uma tesselacdo regular sobre ().
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Figura 7.1: Triangulagao sobre o modelo plano de K, construida a partir do mergulho do
grafo K, 4 sobre K

Suponha que esta tesselacao seja uma modulagdo com m elementos, ou seja, ca-
da regiao de 2 contém um tnico sinal s; € S em seu centro. Neste caso, identificar
um subgrupo de H;(2) de ordem m que atua transitivamente no conjunto de sinais

S.
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