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Resumo

Neste trabalho define-se inicialmente o que é caos e mostram-se as principais
particularidades dos sistemas dindmicos cadticos, bem como a terminologia usada nestes
estudos. Destaca-se entio a importincia da identificacio de comportamento cadtico nos
sistemas de engenharia.

As principais ferramentas para identificacao de caos que s3o: respostas no tempo;
planos de fase; mapas de Poincaré; expoentes de Lyapunov; e transformada rapida de Fourier
sio apresentadas e suas qualidades e limitagGes sdo discutidas por meio de aplicagdes em
sistemas dindmicos simulados.

Ao final utiliza-se destas ferramentas para identificar os diversos tipos de com-
portamentos que aparecem em sistemas dinamicos reais que foram implementados, onde
sdo feitas consideracoes sobre a presenca de ruido, que nestes sistemas pode dificultar ou
limitar o emprego destas ferramentas.



Abstract

In this work if is initially defined the concept of chaos. The main characteristics
of chaotic dynamic systems are shown, and the terminology used in such studies. The
importance of identifying chaotic behavious on engeneering systems is pointed out.

The main tools used to identify the chaos, such as: time series, phase portrait,
Poincaré maps, Lyapunov exponentes, and fast Fourier tramsforms are presented, and its
qualities and limitations are discussed through aplications on simulated dynamic systems.

Finally, such tools are used to identify the various types of behaviours occurring
in the real dynamic systems implemented. Considerations about the presence of noise,
which can limit or make difficult the use of these tools, are made.
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Capitulo 1

Caos

Neste capitulo pretende-se definir 0 que € caos bem como alguns termos que
sdo usados freqiientemente no estudo dos fenémenos cadticos. As defini¢des feitas aqui
nio tem rigor matemdtico e visam dar ao leitor um vocabuldrio e uma visao intuitiva do
significado dos termos utilizados. Defini¢oes rigorosas podem ser enconiradas no trabalho
de Mahla [39]. Ao final deste capitulo apresentamos os fatos que motivaram este trabalho
e a importancia do estudo experimental do caos.

1.1 Uma defini¢ao de caos

Podemos definir caos como uma evolugao dindmica temporal hipersenivel as
condigdes iniciais [17] [18]. E um comportamento extremamente complexo que aparece
em sisternas dinamicos obrigatoriamente nao lineares. O comportamento cadtico pode ser
confundido com um comportamento aleatdrio {acaso ou ruido), mas ndo o é, pois origina-se
de sistemas deterministicos onde se conhece o modelo e as entradas e cuja simplicidade as
vezes chega a ser intrigante. E chamado também de ruido deterministico.

O comportamento cadtico pode aparecer em sistemas dinamicos continuos, como
por exemplo os sistemas reais ou os modelos descritos por equagdes diferenciais, ou entao
em modelos discretos, descritos por equagbes a diferencas.

Um sistema cadtico tem um comportamento que jamais se repete ao longo do
tempo, fato que assegura a este sistema uma riguneza infinita de estados. A natureza estd
cheia de sistemas cadticos como o sistema climatico, o escoamento turbulento da dgua,
reagoes quimicas, sistemas biologicos e organicos, etc. Certamente boa parte de toda a
criatividade da natureza se deve as possibilidades infinitas de estados dos sistemas cadticos,
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1.2 Atratores e base de atragao

Veja a figura 1.1, onde temos um sistema dinimico formado por wma canaleta
onde uma esfera pode mover-se

~— Esfera

Capaleta —

C

Figura 1.1: Sistema dindmico formado por uma canalela e uma esfera.

Este sisterna possui trés pontos de equilibrio: A, B e €, sendo que o ponto B é
de equilibrio instavel, enquanto A e C sao estdveis.

Se soltarmos a esfera em algum ponto da canaleta, ela vai rolar, oscilar, e ao
final de algum tempo vai parar em um dos pontos A, B ou . Estes pontos sio entio
chamados de atratores do sistema. As regides da canaleta onde soltamos a esfera e esta
acaba por parar no ponto A4, chamamos de base de atragdo do ponto A. Idem para B e

C.

O atrator de um sistema dinamico pode nio ser simplesmente um ponto, mas
uma outra figura geométrica como ciclos limites em sistemas periédicos, superficies toroidais
de N dimensdes nos sistemas quase periddicos ou regides do espago nos sistemas cadticos.

Em um sistema cadtico, os sucessivos valores de suas varidveis ao longo do tempa,
descrevem uma trajetdria que fica confinada em uma regido do espago. A esta regiio damos
o nome de atrator cadtico ou atrator estranho. Em um espaco de trés dimensfes a
trajetdria de um sistema cadtico forma uma figura de aspecto sélido, semelhante a um
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emaranhado novelo de barbante.

E importante salientar que o nome atrator estranho é mais geral que atrator
cadtico, e abrange também os atratores complicados (e de aparéncia cadtica) de sistemas
nao cadticos [19] [20] [21] [22]

O fato de um sistema cadtico ter suas trajetdrias confinadas em um atrator
estranho, e também o fato desta trajetdria jamais se repetir, isto €, a trajetdria nunca
passar por um ponto onde ja passou antes, leva o sistema a ter um comportamento muito
complexo e cuja complexidade nos leva a supor uma desordem total no interior do atrator.
Porém quando fazemos um corte neste, vemos que ele possui uma estrutura interna de
grande organizagio e com um arranjo fractal.

1.3 Fractais

Uma estrutura fractal é aquela que se repete independente da escala na qual é
observada. A palavra fractal, criada por Benoit Mandelbrot, um matematico que estudou
as formas fractais, vem do Latin fractus do verbo frangere que significa quebrar, fraturar.
Fica mais facil entender o que é uma estrutura fractal olhando para as figuras 1.2, 1.3 e 1.4.

Figura 1.2: A curva de Koch
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Na figura 1.2 temos a curva de Koch, construida a partir de regras muito simples.
Toma-se um tridngulo equildtero, no meio de cada lado acrescenta-se outro tridngulo cujo
lado serd de % do lado do primeiro, repete-se a opera¢io para estes novos tridngulos sucessi-
vamente até o infinito. Cada nova operacido multiplica a extensao total do perimetro da fi-
gura em %, ou seja, se o tridngulo, original tem lado igual a 1 o perimetro serd 3x % % %x 45 -
infinito, wm resultado paradoxal, pois se inscrevermos o tridngulo inicial em um circulo a
area da figura, mesmo depois de infinitas operagdes, nunca ultrapassa este circulo. Uma

area finita limitada por uma curva de perimetro infinito.

Figura 1.3: O tapete de Sierpinski

Na figura 1.3 temos o tapete de Sierpinski que é contruido a partir de um
quadrado que € dividido trés por trés em nove quadrados iguais, deixando-se um buraco no
quadrado central. Repete-se a operacao nos quadrados restantes, deixando um buraco no
meio de cada um, sucessivamente até o infinito. Seguindo a idéia do tapete de Sierpinski
temos na figura 1.4 a esponja de Menger, que é uma estrutura de aparéncia sélida com
caracteristicas muito interessantes: estende-se por uma regiao finita do espaco, possui uma
area superficial infinita e um volume zero.

A curva de Koch, o tapete de Sierpinski e a esponja de Menger, cujas carac-
teristicas fractais de repetirem-se em escalas cada vez menores até o infinitamente pequeno,
sdo construtos matematicos que desafiam nossa capacidade de entender coisas como uma
érea finita cercada por uma curva infinita, ou uma superficie infinita contida em uma regiio
limitada do espago, surpreendem a nossa intuigdo, parecem frutos da pura abstracio ma-



Capitulo 1: Caos 5

4
b
a
~
.
LN
&

Figura 1.4: A esponja de Menger

temadtica sem similares na natureza, mas nio, a natureza ests repleta de formas fractais.
Um exemplo é o sistema circulatério. O sangue é um recurso escasso 1o organismo, bem
como O espago, e a natureza teve que comprimir uma enorme drea de superficie em um
espaco limitado. O sistema circulatério é uma estrutura fractal formada por duas drvores
de veias e artérias que opera com uma eficiéncia tal que nenhuma célula estd a mais de trés
ou quatro células de distdncia de um vaso e no entanto o sistema circulatério todo, incluindo
sangue e vasos nao ocupa mais de 5% do corpo. Outro exemplo sio os pulmées. Os pulmdes
humanos tipicos possuem uma superficie interna com drea maior que uma quadra de ténis.

Na figura 1.5 temos uma foto de um molde em resina por corrosao de rtins
humanos {12], onde podemos observar a complexa rede de artérias que irriga este 4rgio.

Na figura 1.6 temos a foto de uma folha de samambaia. Observe o aspecto fractal destas
estruturas.

Os seres vivos estao cheios de estruturas fractais por um motivo dbvio: O DNA
apesar de sua capacidade monstruosa de codificar informagbes nio poderia especificar a
formacao de cada vaso do sistema circulatério ou alvéolo pulmonar, mas pode codificar
algumas regras mais simples que repetidas muitas vezes levam a construcio destes sistemas.
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Figura 1.5: Molde em resina por corrosdo de rins humano. Em vermelho: Aorta, artérias
renais € seus ramos. fom amarelo: Ureter, pelve ¢ cdlices.

Figura 1.6: Uma folha de samambaia.
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1.4 Bifurcagoes

Chamamos de bifurcagdo a mudancga brusca que ocorre na natureza do com-
portamento de um sistema dindmico quando fazemos variar um de seus parametros. As
bifurcacoes sdo um indicio da possibilidade de ocorréncia de comportamento cadtico.

Um exemplo clissico de sistema onde podemos observar a cascata de bifurcagoes
gue levam a um comportamento caético, é a Equagao Logistica (1.1). Trata-se de um modeio
discretu e muito simplificado da dindmica de crescimento populacional [11].

Tnd4l = )‘:312(1 - :-'l'n)

o~
oy
-

S

Nesta equacdo, o parimetro A pode representar a fecundidade dos individuos,
enquanto Z,4; pode representar a populagdo atual, que é uma funcdo da populagio z,, do
ano anterior. O nimero de individuos é um valor normalizado entre 0 e 1.

Na figura 1.7 podemos observar a cascata de bifurcagtes e as regidoes onde ocorre
caos para esta equacao. A figura foi obtida fazendo variar o parametro A com passos de
0,001, gravando para cada passo de A, 50 valores de 2,4;. Em cada passo de A, antes de
armazenar os valores de z,.44, realizou-se 500 iteracdes visando eliminar o transitério da
mudanca.

Observe que as regides cadticas estdo recheadas de zonas de estabilidade. Na
figura 1.8 temos a ampliacio da regido do retingulo da figura 1.7. Esta figura foi obtida
de maneira similar a anterior, usando um passo de 0.0001 para A e armazenando 20 pontos
em cada passo. Observe a caracteristica fractal deste diagrama. O programa utilizado para
obter este diagrama estd no apéndice a.

1.5 Dependéncia sensivel as condigoes iniciais

Estamos acostumados a lidar com modelos dindmicos lineares ou entao a fazer
simplificacoes em sistemas nao lineares de modo a tratd-los como lineares. A idéia de que
um pequeno erro no modelo ou nas condicdes iniciais nos vai fornecer uma previsao do
comportamento deste sistema apenas um pouco errada nos € familiar, estd na base da nossa
ciéncia, € algo intuitivo. Se estudamos uma bola que rola por uma ladeira nio precisamos
levar em consideragdo um meteoro que estd caindo no solo lunar, nem mesmo a presenca
da lua. Na verdade para muitos dos sistemas fisicos reais isto funciona.
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Figura 1.7: Diagrame de bifurcagées para e equacdo Logistica.
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Figura 1.8: Ampliacdo do retangulo assinalado no diagrama de bifurcagées da figura ante-
rioT.
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Um sistema cadtico é extremamente sensivel as condigbes iniciais. Neste se
partirmos de dois pontos muito préximos, isto é, de duas condigdes iniciais bem préximas,
em pouco tempo as duas trajetdrias, que representam a evolugdo no tempo dos estados do
sistema a partir das duas condiges iniciais, serao totalmente distintas. Aquela idéia, que
sempre nos acompanhou, de que uma pequena diferenca de insumo produz uma pequena
diferenca no resultado naoc vale para um sistema caodtico. Na figura 1.9 temos o resultado
da simulagao no tempo da eqguagao de Dufling que apresenta comportamento cadtico para
certos valores de seus pardmeiros. Partindo-se de dois pontos inicialmente muito préximos,
pode-se chservar que as duas sequéncias no tempo rapidamente se separam.

Os sistemas cadticos sdo determisticos, no entanto nao & possivel fazer previsoes
a respeito do comportamento futuro, a médic ou longo prazo, destes sistemas. Parece
paradoxal, mas isto se deve a sensibilidade as condigbes iniciais. Mesmo que tenhamos um
modelo matemdtico exato que representa um sistema cadtico real, ao tentarmos fazer uma
previsio de um estado futuro deste sistema temos que integrar as equagoes diferenciais, que
representam este gistema, em um computador e aliments-lo com uma condigio inicial. Ao
fazermos a medicdo no sistema real de modo a obter as condig¢des iniciais para a simulagao do
modelo, sempre cometemos algum erro, que por menor que seja ird fazer com que a solucao
do modelo, depois de algum tempo de simulagio, se diferencie totalmente do sistema real,
frustrando nossa tentativa de fazer previsdes neste sistema.

Observe tabém que estamos integrando as equagdes em um computador que
trabalha com um nimero limitado de casas decimais e que usamos um método iterativo
em passos discretos. A cada passo de integracio numérica um novo ponto é obtido, e
este ponto ¢ uma aproximacao tio melhor quanto menor for este passo, no entanto por
menor que ele seja, entre cada par de pontos obtidos na integracdo existirao infinitos pontos
desprezados no cdlculo. Tudo se passa como se a cada passo de integragao tomassemos
novas condicdes iniciais, tao mais erradas quanto maior for este passo. Esta influéncia do
passo de integra¢ido pode ser vista na figura 1.10. O sistema simulado se afastara do sistema
real em pouco tempo, e com isso s6 vamos conseguir previsdes aproximadas a curto prazo.
As figuras 1.9 e 1.10 foram obtidas pela simulagio digital da equagdo diferencial de Duffing
pelo método de Adams Bradforth.

O sistema climatico da terra é um exemplo de sistema caético e todos nés conhe-
cemos a "fragilidade” das previsbes do tempo. Sabemos também que se trata de um sistema
muito complexo cuja modelagem matematica , mesmo aproximada, talvez seja impossivel.
Mesmo que tivéssemos o modelo matemadtico exato, ainda assim terfamos problemas com as
condicoes iniciais e a simulagfo feita em saltos. A dependéncia sensivel as condi¢fes iniciais
na previsido do tempo foi chamada de efeito borboleta, que ilustra muito bem a idéia da
dependéncia as condigdes iniciais nos sistemas cadticos: Uma borboleta agitando suas asas
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Equacio de Duffing : X+005x+x=75cost

Casot A

X
t Passo: 0.08

Partida: x=3 e x=d

W X Caso: B
t t Passo: 6.08

Partida: x=3.01 ¢ x=4.01

45

Pigura 1.9: Dependéncia sensivel as condigées iniciais. Fquagdo de Duffing integrada a

partir de dois pontos prérimos.
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Equagio de Duffing: X +0.05 X+ x = 7.5 cos ¢

Partida: x=3 e x=4

Caso: A
Passo: 0.08

i,

Caso: B
Passo: 6.07
Partida: x=3 ¢ x=4
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Figura 1.10: Depéndencia sensivel as condigoes iniciais.

Influéncia do passo de integragdo.
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hoje em Pequim pode modificar no més seguinte sistemas de tempestades em Nova York.
Talvez um exagero, mas ndo um absurdo, afinal nada mais adequado ao infinito repertério
de quadros climaticos da terra que o caos e o efeito borboleta.

1.6 Importancia e motivagoes do estudo do caos

O objetivo principal deste trabalho é estudar métodos para a comprovacio da
existéncia de comportamento cadtico em sistemas cuja resposta possua componentes de
amplitudes e frequéncias varidveis, impossiveis de serem identificadas por métodos tradicio-
pais. Frequentemente confunde-se comportamentos cadticos com ruido, fato que leva a uma
abordagem inadequada do problema, com perda de tempo e solugbes que acabam sendo
precarias.

O significado do termo caos, como abordado neste trabalho {nio o significado
encontrado nos diciondrios) ainda é bem pouco conhecido e por isso é muitas vezes associado
a sistemas aberrantes, apenas um comportamento curioso e raro, sem maiores interesses para
a engenharia. Caos é apenas mais um dos comportamentos possiveis de aparecerem em um
sistema dindmico nio linear e como tal é de se esperar que se torne algo bastante comum,
a medida que utilizarmos mais os sistemas niio lineares.

Observamos, em nossos dias, uma tendéncia cada vez maior de utilizacio de
dispositivos nao lineares na composicio de sistemas elétricos, eletronicos e mecanicos, de-
vido a alguma de suas qualidades especiais, como por exemplo o controlador PLL (phase
locked-loop), ou entdo devido a inclusdo de ndo linearidades pela utilizagdo dos materiais
mais proximo de seus limites, como por exemplo, o uso de materiais magnéticos na regiio
de saturacfio, ou mesmo nao linearidades devido a caracteristicas intrinsicas ao sistema,
como por exemplo, nos sistemas robéticos. Tais nao linearidades complicam bastante os
problemas, uma vez que solugdes analiticas de equacdes diferenciais nio lineares sdo quase
sempre impossiveis de serem obtidas. Assim, nestes casos, torna-se necessario o uso da forca
bruta do computador, simulando as equacdes nao lineares do sistema, explorando o espaco
de parametros e determinando os diferentes tipos de comportamentos, permitindo que se
escolha uma regiao conveniente de operagio.

Nos sistemas reais, como montagens experimentais e protétipos, é de funda-
mental importancia conhecer as técnicas para comprovacio de caos, pois comportamento
caodtico pode aparecer devido a néo linearidades que ndo foram previstas no modelo ou entéo
devido a discrepincias entre os valores tedricos e reais dos componentes. A nao confusio
de caos com ruidos e interferéncias externas € portanto de fundamental importincia para
que se faga nma abordagem correta do problema, com uma avaliacio segura dos resultados
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experimentais.

Como é sabido, o cacs aparece em sisternas nao lineares e tende a estar mais
presente toda vez que o modelo dindmico do sistema tem sua dimensao aumentada, por
exemplo, pela inclusio de filtros. Para os casos onde o caos é confundido com ruido existe
uma tendéncia a se tentar incluir filtros na tentativa de eliminar as altas frequéncias. Cer-
tamente os ruidos de alta frequéncia serio eliminados, porém se o sistema for cadtico é
provavel que a presenca deste comportamento seja mais acentuada com a inclusio de tais
filtros. Neste caso & importante que antes de projetar os filiros se faga uma andlise, no
espago de pardmetros, do modelo filtrado de forma a garantir que se estd operando em
regides ndo cadticas.

O comportamento cadtico pode ser desejavel, e utilizado por exemplo, na codi-
ficagao de um sinal de comunicagio, de modo a tornar uma transmissdo sigilosa [4]. Outro
exemplo seria o de chaveamento cadtico em um conversor de corrente continua, com o
propdsito de amenizar harmonicas [23].

1.7 Histérico

Devemos a E. N. Lorenz, um cientista que trabalhava com estudos metereoldgicos
no MIT, a divulgacio da existéncia de solugbes ndo periddicas em equacgbes diferenciais.
Lorenz estudava um modelo, criado por ele, de convecgio térmica em um fluido, em um
trabalho que foi publicado em 1963 [15]. Foi a insisténcia deste cientista que evitou gue o
crédito & solugio ndo periddica de seu modelo fosse dado ao precirio computador a vilvulas,
que ele usava. Ao contrario, Lorenz percebeu que se tratava de uma qualidade intrinsica ao
modelo, que apesar de simples era capaz de retratar uma caracteristica muito interessante
do sistema real que ele tentava descrever.

E importante observar que o prdprio Lorenz credita a descoberta de solucoes
nio periddicas a Saltzman (1962) que também usava um modelo de convecgio em fluido,
comm um sistema formado por cinco equagdes diferenciais de primeira ordem. O sistema
proposto por Lorenz possuia apenas trés equagdes de primeira ordem e sua simplicidade
levou os matematicos a adotarem este modelo para estudo, tornando-o um dos exemplos
mais citados de dinamica cadtica.

Lorenz percebeu em seu modelo simplista da convec¢do atmosférica a hipersesi-
bilidade as condigdes iniciais, umn forte argumento contra a preditibilidade dos movimentos
atmosféricos. A questdo da sensibilidade as condigOes iniciais ja havia sido observada a
muito tempo antes de Lorenz. No final do século XIX o matematico francés Jacques
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Hadamard provou um teorema sobre a sensibilidade as condicbes iniciais. Q fisico Plerre
Duhem foi um dos que na época perceberam a importincia filosdfica das conclusdes de
Hadamard, ou seja, a impreditibilidade a longo prazo para certos sistemas.

Outro matemadtico francés: Henri Poincaré, em seu trabalho Science et Méthode
editado em 1908, também analisa o problema da impreditibilidade, 56 que de maneira nao
técnica. Uma das observagfes mais interessantes feitas por Poincaré é de que o acaso e o
determinismo se tornan compativeis mediante a impreditibilidade a longo prazo. Poincaré
acreditava no determinisme clissico (o principio da incerteza ainda nio havia sido desco-
berto) e procurava uma explicacio para o acaso. FEle destaca a dependéncis sensivel as
condi¢des iniciais como um dos mecanismos capazes de levar um problema deterministico a
merecer um tratamento probabilistico.

Lorenz nao conhecia os trabalhos de Hadamard, Duhem ou Poincaré, porém seu
trabalho tinha uma aplicagdo concreta e podia ser usado em estudos realistas da atmosfera.
O que hoje chamamos de caos ndo se beneficion do conhecimento de Hadamard, Duhem
e Poincaré, estas idéias surgiram muito cedo e tiveram que ser redescobertas. O nome
caos fol dado por Jim Yorke, um matematico da Universidade de Maryland em trabalho
publicado em 1975 [16]. O artigo mostra que, para uma classe extensa de aplicacdes de um
intervalo de reta em si mesmo, a existéncia de um ponto periédico de periodo trés implica
na existéncia de pontos periddicos de todos os outros periodos. Essa situacio complicada
que foi chamada de caos. Esse nome teve um sucesso extraordindrio e cobre hoje uma
situagdo diferente da tratada no artigo. Chamamos hoje de cadtica & evolugido temporal
hipersensivel as condicdes iniciais.

Na UNICAMP a observagao de fendmenos caéticos em sistemas de engenharia,
iniciou-se pelos estudos dos Professores Celso Pascoli Bottura e Yaro Burian Jr., em um
trabalho sobre regulacio de tensao por comutagio publicado em 1972 [24], onde oscilagoes
ndo periédicas foram observadas em simula¢Ges. No desenvolvimento da tese de doutorado
do Professor Bottura [35] apresentada em 1973, também foram observadas oscilacoes nio
periédicas em um sistema de controle de torque de motor série para tracao elétrica, usando
modula¢do em largura de pulso. Na época o nome caos ainda nio existia e estas oscilagbes
eram chamadas de pseudo aleatérias.

No trabalho de doutorado de Alvaro G. Badan Palhares, que teve orientacao do
Professor Celso Pascoli Bottura e Yaro Burian Jr e foi apresentado em 1980 {40], foi feita uma
analise das oscilagtes instaveis presentes em um servo posicionador atuado por uma valvula
eletro hidraulica controlada por largura de pulso. Virias condigdes de comportamento nio
periédico foram observadas.

Seguindo esta linha de pesquisa em sistemas ndo lineares, o Professor Badan
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Palhares orientou e ralizou diversos trabalhos: Tese de mestrado de Aluizio Fausto Ribeiro
Araujo apresentada em 1988 [37], na qual é feito um estudo de caos em sistemas dindmicos
discretos; Tese de mestrado de Paulo Roberto Brero de Campos apresentada em 1991 [36],
que implementou um sistema de controle de motor CC pela técnica PLL/Dual, no qual
foram observadas oscilagGes ndo periddicas que dificultavam o controle; Tese de mestrado
de Adelheid Ingeborg Mahla Alvarez apresentada em 1991 [38] que fez um estudo analitico
das possiveis regides de comportamento cadtico em um modelo continuo de um controle
PLL de motor CC; Tese de doutorado de Adelheid Tngeborg Mahla Alvarez apresentada em
1994 [39] na qual foi feito um estudo analitico para obtencdo da regido de comportamento
estavel de um modelo discreto de um sistema de controle de velocidade de motor CC por
PLL; entre outros [27], [28], [31], [32], [33], [34].

Este trabalho, que agora se apresenta, surgiu da necessidade de conhecermos
as ferramentas disponiveis para identificacdo de caos, que fossem apliciveis a sistermnas re-
ais, permitindo assim a identificagio das respostas observadas na prética, fornecendo os
subsidios necessdrios a experimentacao e verificacdo de resultados analiticos.
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Ferramentas para estudo experimental de

caos

2.1 Observacao da resposta no tempo

O primeiro indicio de comportamento cadtico em um sistema pode ser obtido

pela observacao da resposta no tempo de uma de suas varidveis. Esta ndo ¢ uma prova con-

clusiva, uma vez que comportamentos aparentemente nao periddicos podem ser periddicos

de periodo muito longo ou entdo pode tratar-se de um comportamento quase periédico que
¢ uma soma de dois ou mais sinais periédicos cuja razio entre suas frequéncias é um valor

irracional.

24 mH
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Figura 2.1: Clircuito ndo linear onde aparece caos

Na figura 2.1 é apresentado um circuito cldssico que foi implementado para

ilustrar este método. Este circuito possui uma variedade muito grande de comportamentos
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periédicos e cadticos que podem ser obtidos pela variacao da frequéncia e amplitude da
tensio senoidal de excitagio para um dado conjunto de pardmetros do circuito. Neste
circuito, a nao linearidade responsavel pelo comportamento cadtico esta no diodo retificador
de silicio 7 N 4004 que faz aqui a fun¢ao de um diodo varicap (diodo de capacitincia variavel).
Na figura 2.2 temos uma resposta periédica para este circuito e na figura 2.3 temos uma
resposta nao periddica (caética). Estas figuras foram obtidas com um osciloscopio digital
Tekironix modelo 2230 pela observagio da corrente no circuito (tensdo no resistor de 200
), sendo que a onda mostrada acima é a tensao de excitagio e a onda mostrada abaixo ¢
a corrente para ambas as figuras.

#ﬁ?*%*% &?3- »
M» £ %m&

e SRUPLE  18en '

Figura 2.2: Resposta periédica para o circuito da figura 2.1, excitado com uma lensdo
senoidal de 10V, 90 kH =

A observacio da resposta de uma variavel no tempo nao permite concluir que um
sistema tem comportamento cadtico, porém em uma primeira andlise permite-nos separar
as respostas periddicas das possivelmente nio periddicas.

2.2 Espacos de fase e planos de fase
Seja o sistema dinimico representado pela equacdo abaixo:

i= f(z) (2.1)

onde z € IR™ e f(z) € I K", podemos representar a histéria deste sistema no tempo pela
trajetéria do vetor de estados solugao da equagao 2.1 em um espago de n dimensoes, que



Capitulo 2: Ferramentas para estudo experimental de caos 19

Figura 2.3: Resposta cadtica para o circuilto da figura 2.1, ezcitado com uma tesio senoidal
del0V, 113 kHz

chamamos de espago de fase do sistema.

Em sistemas onde temos uma funcio forcante periédica que varia com wt (onde
w é a frequeéncia da funcao forcante), wi torna-se mais uma dimensao do espago de fase.
Por exemplo, um oscilador for¢cado com dois graus de liberdade com posi¢des generalizadas
representadas por (g1, ¢2), tem um espaco de fase com as coordenadas (g1, 91, g2, 92,wt). Um
plano de fase classico pode ser obtido representando, em um plano cartesiano, uma varidvel
pela sua derivada. Por exemplo, (g1,91) ou (g2,42), no entanto uma proje¢io do espago
de fase ern um outro plano qualquer deste espaco pode ser igualmente 1itil na diagnose do
comportamento do sistema

Um sistema com resposta periédica produz no plano de fase uma curva fechada,
o que indica que os estados representados se repetem ao longo do tempo. Como exemplo
de plano de fase de um sistema periddico temos na figura 2.4 o resultado da simulacdo da
equacido do péndulo simples. Esta figura foi obtida por por simulacio digital. Observe
que em um sistema dindmico continuo de segunda ordem, que representa um sistema no
espaco de duas dimensoes, pode gerar no seu plano de fase (que é o préprio espago do
sistema), como figura mais complicada possivel uma curva fechada ou espiral crescente ou
decrescente cuja trajetdria jamais se cruza. O comportamento cadtico s6 é possivel em
sistemas continuos gquando estes estdo no espago de trés dimensdes ou mais. Ja os sistemas
dinamicos representados por equacoOes discretas apresentam comportamento cadtico mesmo
com uma dnica dimensdo. Um exemplo é a equagao logistica apresentada no capitulo 1.

Um sistema com resposta cadtica mostra no plano de fase uma trajetéria que
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Péndulo simples ndo amortecido
X+ 4n°x = 0
Partida em x=1 ¢ x=0

Passo de integracio: 0,01 §

T T
Série no temps

Plano de fase

1.5

Figura 2.4: Plano de fase para um péndulo simples
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jamais se fecha e que depois de algum tempo preenche toda uma drea deste plano. Na
figura 2.5 temos o plano de fase resultado da simulagido da equagao de Duffing-Holmes que
é cadtica. B importante observar que o fato da trajetdria de um sistema dindmico produzir
sobre o plano de fase uma trajetéria que nao se fecha, indica necessariamente que o sistema
é nao periddico, porém nao implica que seja cadtico.

X=y

a de Duffing-Hoimes:
Fquagio de Duffing y=-015y+085(1-x)+0.25cos (0.3¢t)

Intervalo de integracio: G a 200 s com passo de: 0.05s

0.8
0.6

0.4
0.2

0.2

Figura 2.5: Plano de fase para a equacdo de Duffing-Holmes com resposta cadtica.

Quando analisamos um sistema dindmico real geralmente ndo temos acesso a
todas as varidveis do sistema. Frequentemente apenas uma varidvel pode ser medida, e
neste caso temos que usar alguns artificios. Se for um sistema cuja varidvel estd sendo
amostrada digitalmente, poderemos obter nma reconstrugao do espago de fase como serd
discutido no item 2.2.1, ou se for um sistema onde se estd fazendo uma medida de um
sinal analégico, 2(t), que pode ser por exemplo um deslocamento em um sistema mecamico,
podemos obter a derivada deste sinal, (%), que representaria entdo o sinal de velocidade,
usando um circuito eletronico diferenciador e dessa forma obter um plano de fase para



Capitulo 2: Ferramentas para estudo experimental de caos 22

este sisterna representando z{f) por & (i), usando um osciloscépio analdgico. Circuitos
diferenciadores sao problemdticos pois amplificam ruidos de alta frequéncia e neste caso
serd necessdario um filtro de boa qualidade, que elimine o ruido. Poderfamos ter um sinal de
velocidade, entdo usariamos um circuito integrador para obter um sinal de deslocamento.

Em um sistema fisico onde existe uma func¢ao forcante, podemos usar um método
de andlise similar & técnica do plano de fase. Por exemplo no circuito da figura 2.1 po-
derfamos obter um plano de fase entrando com o sinal de corrente (tensio no resistor de
200 ) no eixo X de um osciloscopio analdgico e com a derivada da corrente pelo eixo Y.
Porém, nin sinal proporcional a derivada da corrente é dificil de ser obiido para a faixa de
frequéncias em que este circuito opera, e um derivador infroduziria muito ruido no sinal.
Podemos entio entrar com a funcio forcante no eixo X do esciloscdpio e com o sinal de
corrente no eixo Y. Obtemos assim uma figura na tela do osciloscépio similar a uma figura
de Lissajous. Com isso comparamos a resposta de corrente com a fun¢io forgante. Se a
figura obtida for uma curva fechada a resposta é periddica, esta sincronizada com a fungao
forcante. Se a resposta for nao periddica, ndo sincronizada com a funcio forcante, talvez
cadtica, entao a trajetéria descrita preenche toda uma area na tela do osciloscopio. Este
método é 1til em montagens experimentais e permite uma visualisacdo do comportamento
do sistema como duplicagdes de periodo (bifurcagtes) e passagens de regime periddico para
nio periddico quando variamos os parametros do sistema. As figuras 2.6, 2.7 e 2.8 foram
obtidas através de medi¢des no circuito da figura 2.1, realizadas com um osciloscépio Tek-
tronix modelo 2230. A esquerda de cada figura temos as formas de onda da fancao forcante
(acima) e da corrente no circuito (abaixo), obtidas com o osciloscépio no modo digital. A
direita de cada figura temos o resultado visto na tela quando entramos com o sinal da tensao
de excitagdo no eixo horizontal e o sinal de corrente no eixo vertical, com o osciloscépio no
modo analégico,

Na figura 2.6 a resposta (corrente no circuito da figura 2.1) é uma sub-harménica
de periodo trés. Quando aumentamos a frequéncia de 143 kH z para 148 kH z observamos
uma duplicagao de periodo ou bifurcacdo e a resposta passa a ser uma sub-harmoénica de
periodo seis. Aumentando ainda mais a frequéncia da tensio de exitagido de 148 kH z para
153 kH z a resposta passa a ser cadtica.

2.2.1 Reconstrugao de um espago de fase

Em um experimento pratico é frequente nio termos acesso a todas as variaveis
do sistema. Torna-se necessario fazermos a reconstrucio do espaco de fase deste sistema a
partir de uma de suas varidveis. Vamos supor entio um experimento onde se estd fazendo
uma medigao digital através da amostragem de uma varidvel em um intervalo de tempo
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Figura 2.6: Resposta periddica para o circuito da figure 2.1 excitado com uma tensdo se-
noidal de 10V, 143 kH 2. Sub-harménice de periodo trés

m I.ilf Sﬂ'ﬂl’lﬁ. Tﬁsa ‘3“1&—

Figura 2.7: Resposta periddica para o circuito da figurae 2.1 ezcitado com uma tensdo se-
noidal de 10V, 148 klf z. Sub-harménica de periodo seis
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Figura 2.8: Resposta cadtica para o circuiio da figura 2.1 excitado com uma tensio senoidal
de 10V, 153 kH =2

constante 7. Obtém-se assim uma sequéncia da forma z(t;) = z(t1), 2(£2), z{t3), ..., =(tm)
onde 2(2x41) = z(fx + 7). Podemos entdo reconstruir um espago de fase com n dimensdes
a partir destes dados amostrados, criando a sequéncia de pontos com a seguinte regra de
formacgio

[2(tx), z(tx + T), 2(ts + 27), ...2{tp + (n — DYT)] (2.2)

ou de maneira similar

[(t), 2(t — T, 2(tp — 2T), ox(ts — (n — 1)T)] (2.3)

onde k=1,2,3,..,meT éum multiplo de r.

A escolha do intervalo de tempo T nao é critica [11] [7] {25], mas naturalmente
altera o aspecto original do espago de fase, porém nio destrdi sua caracteristica periédica ou
cabtica. Observe que, caso o sinal seja periédico, nio podemoé escother T igual ao perfodo
do sinal amostrado. Na figura 2.9 temos a sequéncia no tempo e um plano de fase para a
equacdo de Lorenz obtida por simulacdo da equagéo diferéncial. e na figura 2.10 temos uma
série de planos de fase reconstruidos a partir da sequéncia no tempo da varidvel z, que estd
representada na figura 2.9.
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Equacio . Condigoes iniciais: x=0; y=1; z=0
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Figura 2.9: Sequéncia no tempo e plano de fase para e equacdo de Lorenz.

2.3 Mapas de Poincaré

No estudo de sistemas dindmicos um mapa € uma seqiiéncia de dados amostrados
no tempo {z(t1),2(t2),---,2(tx),- -, z(ty) com a notagio zx = 2(2)} . Um exemplo
simples de mapa unidimensional é aquele em que o valor de z.,, pode ser determinado a
partir do valor z; , com z e zx4+1 pertencentes a JR". podemos escrever:

Trer = flzk) (2.4)

A equagdo 2.4 é conhecida como equacio de estado discreta ou recorréncia.

Vamos considerar por exemplo, o plano de fase {2(¢),Z (¢)) representando um
sistema dinamico qualquer. Agora ao invés de olharmos a dinimica continua da trajetdria
neste plano de fase, vamos olhar para a dinadmica discreta da 6rbita obtida pela amostragem
periddica dos estados (z(t), (¢)) sobre o plano de fase. Temos entdo uma colegdo de pontos
sobre este plano, ou seja, temos um mapa bidimensional. Esta idéia esta ilustrada na figura
2.11.

O mapa de Poincaré é uma ferramenta de estudo qualitativo do comportamento
dindmico de um sistema. Podemos ter mapas de Poincaré de n dimensdes, porém um mapa
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Figura 2.10: Reconstrugdo de um plano de fose da equacdo de Lorenz através da sequéncia
no tempo da varidvel z obtida por simulaggo (ver figura 2.9)
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Figura 2.11: FEsbogo da idéia de um mapa de Poincaré bidimensional: Amostragem de

pontos sobre um plano de fase

com trés ou mais dimensdes nio permite a observacio visual de um estrutura fractal, caso
ela exista. Recorremos sempre a mapas de Poincaré bidimensionais, nos guais uma simples
inspecao visual nos permite tirar algumas conclusbes sobre o comportamento do sistema em

estudo.

A existéncia de uma estrutura fractal, observada em um mapa de Poincaré, é
uma prova da existéncia de um atrator estranho, o qual pode ser o atrator de um sistema
cadtico. Veja, no entanto, que atratores estranhos podem ter origem em sistemas nio
cadticos.

Atratores estranhos ndo cadticos tem sido observados, apenas para certas regides
dos espagos de parametros, de sistemas nao lineares, excitados por fung¢des quase periédicas
[19] [20] [21} [22].

Nos sistemas onde ndo existem funcdes forcantes quase periddicas, a visualizagdo
de uma estrutura fractal em um mapa de Poincaré é prova qualitativa de comportamento
cadtico deste sistema.

2.3.1 Mapa de Poincaré de sistemas dinamicos forgcados

Em sistemas onde existe uma fun¢do forgante é natural escolhermos o periodo
de amostragem para a obtengdo do mapa de Poincaré ignal ao periodo da fungao forgante.
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Se a saida amostrada for periddica com periodo igual a da funcdo for¢ante e for sincronizada
com ela, entio o mapa de Poincaré serd um ponto. Se for uma sub-harménica de periodo
dois ent&0 o mapa serd dois pontos sobre o plano. Diz-se entao qgue o sistemna tem um ponto
fixo ou dois pontos fixos, respectivamente.

No caso do sistema ser cadtico o mapa de Poincaré serd uma colecdo infinita de
pontos, podendo revelar uma estrutura fractal que é uma prova qualitativa da ocorréncia
de caos, desde que ndo se trate de um sistema com excitagdo guase periddica, nos guais
podemos ter atratores estranhos nio cadticos.

Na figura 2.12 temos como exemplo o resultado da simulacdo da equagdo de
Duffing para dois conjuntos de paridmetros diferentes. No caso A, o comportamento &
periddico (sub-harménica de ordem trés) e o mapa de Poincaré é constituido de apenas
trés pontos sobre o plano. J& no caso B o comportamento é cadtico e o mapa de Poincaré
revela um atrator estranho, cuja estrutura fractal pode ser melhor apreciada na figura 2.13.
Os resultados vistos nos casos A e B foram obtidos através da integracio da equacgio pelo
método de Runge-Kuta de quarta ordem, usando um passo de integragao de 0.01. Os
mapas de Poincaré foram obtidos pela amostragem quando da passagem de cos(t) por zero,
de positivo para negativo, para ambas as figuras. O programa ufilizado para a obtencao
deste mapa de Poincaré estd no apéndice b.

2.3.2 Mapa de Poincaré de um sistema com saida quase periddica

Um tipo de comportamento interessante e que pode ser observado em sistemas
fisicos, é a movimentacio quase periddica cuja equacio matematica é da forma

z(t) = Crsen{wit + 61) + Casen{wqt + 63) (2.5)

Quando w;/wy for um valor irracional temos o que se chama comportamento
quase periddico, que nao é cadtico, mas que pode ser facilmente confundido quando obser-
vado sua representacdo no tempo ou no plano de fase.

O mapa de Poincaré de um sistema quase peridédico, é um conjunto infinito de
pontos sobre uma curva fechada. Na figura 2.14 temos os planos de fase e mapas de Poincaré
relativos a simulagao da equagao 2.5.

E possivel também uma saida quase periddica com mais de duas componentes
senoidais, cuja razao entre suas frequéncias é um valor irracional, e neste caso, o mapa de
Poincaré é uma nuvem de pontos de aspecto aleatdrio. Para podermos tirar conclusdes
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Figura 2.12: Plano de fase ¢ mapa de Poincaré da equagdo de Duffing para dois conjuntos
de pardmetros
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Figura 2.13: Mapa de Poincaré da equagio de Duffing ( 30.000 pontos).
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sobre a natureza do comportamento de um sistema deste tipo devemos usar, por exemplo,

a transformada de Fourier que sera estudada neste capitulo.
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Figura 2.14: Planos de fase e mapas de Poincaré para a equagdo 2.5, com solucio pericdica

e quase periodica

2.3.3 Mapa de Poincaré de um sistema com pouco amortecimento e en-

tradas aleatdérias

Sistemas fisicos com entradas aleatdrias e com pouco amortecimento geram ma-

pas de Poincaré que sao nuvens de pontos com distribuicao aleatdria; neste caso fica dificil
uma andlise olhando para o mapa de Poincaré, e para comprovar a natureza do comporta-
mento de um sistema deste tipo é necessario fazer uso combinado das diversas ferramentas.

Nem sempre ¢ possivel concluir a natureza do comportamento de um sistema deste tipo.
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2.3.4 Mapa de Poincaré de sistemas autéonomos

Sitemas dindmicos auténomos sao aqueles que ndo possuem entradas externas
(funcées forcantes ou entradas randomicas) e cujo comportamento depende apenas das
condigbes iniciais. Um sistema autoénomo pode ter um comportamento oscilatério em re-
gime permanente e como exemplo em sistemas eletronicos podemos citar aqueles onde exis-
tem resisténcias negativas ou elos de realimentagdo. Um sistema autdnomo é definido por
equagoes de estado da forma da equagao 2.6

T f(’};) R m(iu) = Iy (26\}
A solugio da equagio 2.6 é chamada de trajetdria no espago de estado e é
denotada por [¢:(xg)]. Veja a figura 2.15.

O mapeamento ¢; : TR® — IR"™ é chamado fluxo do sistema, e representa o
conjunto de todas as solugbes. veja a figura 2.15.

Os sistemas sujeitos a agbes externas ou fungGes forgantes sdo ditos ndo auténomos
e sao representados por equagdes de estado variantes no tempo da forma

T= f(xat) ’ $(t0) =g (2'7)
Como f depende de t, seu valor dependerd sempre do instante inicial g que néo

pode ser feito igual a zero arbitrariamente, como no caso de sistemas auténomos.

A solucdo da equagdo 2.7 serd entdo a trajetéria denotada por [¢4{zo, t6)]. Cuja
representacdo pode ser vista na figura 2.15.

Se existir T° > 0 tal que

flz,t)= f(z,t+T) Va,t (2.8)

dizemos que o sistema é periddico no tempo.

Um sistema nao auténomo de ordem n peridédico no tempo,sempre pode ser
transformado em um sistema autdénomo de ordem n 4 1, definindo-se o estado adicional

_ 2wt

¢
T

(2.9)

sendo que o sistema autonomo resultante serd dado por
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¢’t (x,) Xosto) ¢ : IR'-> IR

Figura 2.15: (a) Trajetoria de um sistema auténomo; (b) Trajetdria de um sistema ndo
autonomo; (c) Fluzo de um sistema.

r = f(m"z‘}f) x([}):.'l)()
(2.10)
6 = F, 6(0)=2k

Um exemplo de sistema auténomo s3o as equagdes de Lorenz que sao baseadas
em simplificacdes das equacdes que descrevem a mecanica de convecgio térmica em fluidos.

z = o(y-z)
Yy = rz—y—zz2 (2.11)
z = —bz+uzy

Com o = 10,b = 8/3, r = 28, (0,%0, 20) = (0,1,0), integrando a equacio 2.11
temos o espago de fase de trés dimensdes mostrado na figura 2.16.

Uma maneira de obter um mapa de Poincaré deste sistema é construir uma
superficie de duas dimensdes neste espago e amostrar os pontos onde as trajetdrias da
equagdo furam a superficie em uma dada diregao; isto é, escolhendo como superficie o plano

x4+ ney + naz =c (2.12)

cujo vetor normal é N = (ny,ny, n3), vamos entio marcar os pontos sobre o plano 2.12 tal
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Figura 2.16: Espago de fase para a equacdo de Lorenz.
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que S(#n).N tenha sempre o mesmo sinal. 5(%,) é um vetor unitdrio tangente a trajetéria
t,,, no ponto onde esta fura o plano. A figura 2.17 ilustra esta idéia.

Planc de Poincaré

Figura 2.17: Mapa de Poincaré de um sistema auténomo

A idéia de mapa de Poincaré para sistemas auténomos pode ser aplicada também
para sistemas nao auténomos com excitacio periédica. Por exemplo, para a equacio de
Duffing

{m:‘ - (2.13)

T —:c? — Kzo 4+ B cos(wt)

Il

Fazendo 23 = wt + 2n7, onde n é um inteiro tal que 0 < z3 < 27, temos &3= w
e a equacio de Duffing na forma auténoma fica

Ty = 3
To = wx:f - Kzy+ Bcos(zs) (2.14)
l‘l3 - W

Como z3 esta limitado ao intervalo [0, 27] a trajetéria do sistema estd confinada
em um espaco de fase cilindrico, e um mapa de Poincaré pode ser obtido fazendo-se um
corte neste espago de fase, por exemplo em z3 = 0. A figura 2.18 ilustra esta idéja.
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Figura 2.18: Mapa de Poincaré de um sistema ndo auiénomo transformado em sistema
auténomo

2.4 Mapas de Poincaré de sistemas N —dimensionais

Quando estudamos um sistema no espago de trés dimensoes, um mapa de Poin-
caré pode ser obtido fixando um valor para uma de suas varidveis de estado e amostrando
as outras duas sempre que a variavel escolhida atinja o valor fixado. Temos assim uma
colecio de pontos no espago bidimensional, que é facil de visualizar e analisar.

Suponhamos agora que estamos trabalhando com um sistema no espaco de qua-
tro dimensdes. Um mapa de Poincaré obtido fixando o valor de uma varidvel de estado
e amostrando as outras trés, gera uma colecio de pontos que estd no espago de trés di-
mensdes, 0 que nao nos permite visualizar uma possivel estrutura fractal, caso ela exista.
Uma proje¢io desta nuvem de pontos no espaco sobre um plano terd provavelmente um as-
pecto de distribuicao aleatdria e nao sera possivel concluir se o comportamento do sistema
é cadtico ou quase periédico.

Um mapa duplo de Poincaré, é um corte no mapa de Poincaré tridimensional
obtido a partir do sistema de quatro dimensoes. A figura 2.19 ilustra esta idéia. Observe
que na prética o corte da nuvem de pontos por um plano dificilmente conterd algum ponto,
é necessario que se corte uma fatia de largura é, projetando entao os pontos contidos nesta
em um de seus planos laterais. Quanto menor o valor de 4, maior a resolu¢cio do mapa
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Fatia de espessura &
no maps tridimensional Mapa daplo de Polncaré
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Figura 2.19: Hustra¢do da idéia do mapa duplo de Poincaré

duplo de Poincaré obtido e menor a probabilidade de se ter pontos dentro da fatia. Um §
muito grande pode mascarar uma possivel estrutura fractal, se ela existir.

Da mesma forma que obtivemos um mapa duplo de Poincaré, podemos obter
mapas triplos, quidruplos, eic para sistemas de cinco, seis, etc dimensoes, fazendo cortes
sucessivos até chegarmos a um mapa de duas dimenstes. Observe que a cada corte que se
faz para chegar aoc mapa bidimensional os pontos contidos na fatia vio ficando mais raros,
o que limita o emprego deste método [11].

2.5 Analise Espectral

A andlise espectral de um sinal no tempo é o primeiro método de andlise quan-
titativa que usaremos como ferramenta para diagnose de comportamemto caético. Planos
de fase e mapas de Poincaré nos dio uma evidéncia grafica da natureza do comportamento
de um sistema. Nos sistemas dindmicos reais onde estio envolvidas frequéncias muito al-
tas fica dificil a obtencdo de um mapa de Poincaré ou entao nos sistemas dindmicos com
muitos graus de liberdade, ruido ou pouco amortecimento, onde um mapa de Poincaré é
uma nivem de pontos que nio revela uma estrutura fractal, é necessiria uma ferramenta
de analise quantitativa.
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2.5.1 Transformada de Fourier

Um sinal no tempo, periédico ou nio, pode ser decomposto em uma soma de
sinais senoidais ou cossenoidais,

flt) = %LF(w)ej”tdw (2.15)

Onde e7“* = cos{wt) + jsen(wt).

O valor de #'(w) é geralmente uma fungio complexa de w e seu valor em médulo é
que ¢ usado nos grificos. A integragdo 2.15 a0 longo de T é bastante demorada e geralinente
se faz uso de um algoritmo mais rapido chamado Transformada Réapida de Fourier (FFT -
Fast Fourier Transform).

A partir de uma série de dados amostrados no tempo f(tz) = fo, f1, fo, ooy fo s JN
aplicando a formula

N
T(J) =3 f(I)ePr t-Nu-1/N (2.16)

I=1

obtemos o espectro de frequéncias do sinal analisado. Este algoritmo é geralmente usado nos
analisadores eletronicos de espectro e é importante observar algumas de suas caracteristicas
e limitacoes.

O sinal f(t) é amostrado com um intervalo de tempo 75 e dessa forma perde-se

informacoes das frequéncias acima de '2"];5 O cilculo é feito para um ndmero de amostras

N = 2™ onde n é um mimero inteiro, e dessa forma perde-se informagdes das frequéncias
abaixo de ﬁ. Nao se tem informacgdes sobre f(f) antes de t = {y e depois de t = In
e como geralmente f{#g) # f(in), isto é tratado como uma descontinuidade e acrescenta
informacgOes espiirias ao espectro de frequéncias. E importante observar que a gualidade
(resolugao) da FFT estd diretamente relacionada com a quantidade de pontos utilizados no
cdlculo. Outro problema importante com o calculo da FF'L, é o erro de aliasing, onde as
frequéncias presentes no sinal analisado, que sdo maiores que a metade da frequéncia de
amostragem, aparecem no espectro como frequéncias mais baixas devido ao fendmeno de

batimento entre estas frequéncias.

Uma andélise detalhada da transformada de Fourier foge ao interesse deste traba-
lho; precisamos saber interpretar os espectros de frequéncias obtidos seja com um analisador
eletrénico ou com um algoritmo computacional, o que serd feito através dos exemplos que
se seguem.
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2.5.2 Aplicando FFT em um sinal periédico

Para que possamos verificar as qualidades e limitagoes da FF'T, vamos aplica-
la a um sinal senoidal puro: sin(62, 86t), que corresponde a uma senéide de 10 Hz com
amplitude igual a 1.

Na figura 2.20 temos a esquerda o resultado da FFT aplicada a 256 amostras
espacadas igualmente sobre 10 perfodos da sendide, ou seja, a amostragem cobrin um ndmerc
inteiro de peridos e f(tp) = f(tn). A direita temos o resultade da FF1 aplicada a 256
amostras espagadas igualmente sobre 10,25 periodos da sendide. Neste caso f(io) # f{tn).
Observe a guantidade de informacdes espirias que aparecem no espectro para o segundo
caso, quando a série é truncada. Na pritica, quando analisamos um sinal, ndo temos como
trabalhar com nimero inteiro de periodos, o sinal analisado pode ser inclusive nio periédico
ou cadtico. Para amenizar este efeito de truncamento devemos aumentar o nimero de pontos
amostrados ou usar janelamento do sinal.

¥FT de 236 amostras espacadas igualmente FFT de 256 amostras espacadas igualmente
sobre 10 perfodos de sen(62.83 t) sobre 10,25 periodos de sen(62.83 1)
0 ¥ T g T : T T T T
.20 - [dB] i {dB}
40 - J
-60 - 4
80 b 4
-100 [Hz] |
-120 ’ - y ’ . : -50 y ’ : * :
] 20 40 60 89 100 120 0 20 40 60 8¢ 106 120

Figura 2.20: FFT de um sinal periddico onde, a direita, pode-se observar o aparecimento
de informagdes espirias devido ao truncamento na série de amostragem.

O efeito do nimero de pontos utilizados no cdlenlo da FFT pode ser visto
na figura 2.21. Observe que com o aumento do ndmero de pontos temos uma melhora na
resolucdo do espectro obtido, a vareta correspondente a frequéncia do sinal fica mais definida
e as informacdes espiirias ficam em um nivel bem mals baixo. O aumento do nimero de
pontos usados no cdlculo também melhora a qualidade da informacao de amplitude das
compenentes do sinal.

Qutra forma de melhorar o espectro obtido com a FFT é utilizar janelamento da
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¥Ft de 512 pontos de sen{62.83 1)

FFt de 4096 pontos de sen(62.83 t)

espacados de 0.03 s espacados de 0.03 s.
-10 - {;ﬂ;l] ‘ ‘ j . ' ; i ! ' ‘ r
-30 .
sl — ]
-70 i [Hz] ]

Figura 2.21: FFT de um sinal pericdico onde, a direita, pode-se observar a melhoria do
especiro obtido a partir de um ndmero maior de pontos.

série de amostras usadas no calculo. O janelamento consiste em multiplicar cada amostra
por um valor entre () e 1, obtidos a partir de uma expressio matemitica de modo que o
sinal amostrado assuma o perfil da janela.

Na figura 2.22 temos alguns exemplos de janelamentos usados no cilculo da FFT
e que geralmente sio disponiveis nos analisadores eletronicos de espectro e softwares para
andlise de sinais. A esquerda da figura temos o formato de cada janela, obtido pela aplicagio
do janelamento em 20 ciclos da sendide sen{(2710t), e a direita temos o espectro obtido a
partir da FI'T de 256 pontos desta sendide amostrada em passos de 0, 03 s com o respectivo
janelamento aplicado a série de amostras. Observe que o janelamento retangular significa
utilizar o sinal exatamente como ele é obtido. Como pode ser observado, os janelamentos
triangular, Hanning, Welch, Hamming e Blackman que estio mostrados na figura permitem
a obtencao de espectros com bem menos informacoes espiirias e com exegiao do janelamento
triangular que acrescenta infirmagdes espirias ao espectro, todos podem ser usados para
pesquisa de sinais cadticos. Observamos em nossas experiéncias com a FFT, como ferra-
menta para comprovagao de caos, que o uso de janelamento do sinal é desnecessdrio pois o
Jjanelamento nao muda o aspecto qualitativo do espectro obtido.

Na figura 2.23 temos dois exemplos do fenémeno de aliasing, que ocorre quando
usamos uma frequéncia de amostragem menor que o dobro da maior frequéncia presente no
sinal analisado. Quando isso ocorre temos as componentes de frequéncia mais elevada que a
metade da frequéncia de amostragem rebatidas para dentro do espectro calculado. Observe
na figura o espectro obtido pela FFT de uma sendide de 10 Hz, a esquerda usando uma
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Figura 2.22: Alguns tipos de janelamento usados no cdlculo da FFT.
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taxa de amostragem 16,67 Hz e a direita com uma taxa de 7,69 Hz. Veja que no primeiro
caso o espectro mostra uma componente em 6,67 H 2, e no segundo caso, uma componente
em 2,30 I z. O erro de aliasing é facilmente eliminado usando-se um filtro passa baixa com
frequéncia de corte igual a metade da frequéncia de amostragem.

¥IT de sen(62.8¢ {) com 512 pontos

amostrados em intervalos de 0.6 s

FFT de sen(62.86t) com 512 pontos

amostradoes em intervalos de 6.13 s

[dB}

-16

Figura 2.23: Erro de "aliasing” no cdlculo da FF'T.

2.5.3 Aplicando FFT em um sinal quase periédico

Um sinal guase peridédico é formado pela soma de dois ou mais sinais senoidais
ou cossenoidais cuja razdo entre suas frequéncias é valor irracional. O comportamento guase
periddico € facil de ser confundido com um comportamento cadtico, quando observamos sua
sequéncia no tempo, plano de fase e eventualmente também seu mapa de Poincaré, quando
este sinal possuir mais de duas componentes senoidais. Come exemplo de aplicacio da FFT,
foi utilizada a seguinte equagfo para gerar um sinal quase periédico

x = Cysin(wit) + Cy sin(wyt) + Cqsin(wst) + Cysin(wat) (2.17)

COH}W}:1,&)2:\/5,&)3:2\/3',0.7422\/5,Clm3,cgﬁ2,03:1,04:4. Na

figura 2.24 sdo apresentados a sequéncia temporal de z, o plano de fase z por %%’ 0 mapa

de Poincaré sobre o plano de fase x por -‘% e a FFT de x(1), a esquerda com as amplitudes

das componentes em médulo e a direita com as amplitudes em decibéis [dB].

Observando a série no tempo, plano de fase e mapa de Poincaré do sinal gerado
pela simulagdo da equagdo 2.17 fica fdcil entender que um sinal quase periédico pode ser
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Sistema Quase Periédico

x = 3 sen(t) + 2 sen((2) ") + sen(2(3) 1) + 4 sen(2(5)"° 1)

Série temporal - 1060 pontos, passo de 0.1 5.

e b o o »

r | IW}{% %ﬁwﬁ}w\ﬂw M\Lﬁw : =

80 00

Mapa de Poincaré em sen(t)=0 de + para -
5000 pontos

4 T T T T T T 7 T 40 T T 7 T T T
3+ .
35 4
1- 4
'y L 1 1 L L i .JKM{HZET
0 0.2 8.4 0.6 0.8

Figura 2.24: Sequéncia no tempo, plano de fase, mapa de Poincaré e espectro de frequéncias

para um

sistemna com resposta quase periodica.
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confundido com um sinal caético. O mapa de Poincaré com aspecto de nivem aleatéria de
pontos é tipico de um sistema quase periédico com mais de duas componentes periodicas,
mas também pode ocorrer em sistemas cadticos com mais de trés dimensbes, ou mesmo em
atratores cadticos onde sua estrutura fractal esteja mascarada por ruido.

Na parte de baixo da figura 2.24 temos o espectro de frequéncias que compodem
o sinal guase periédico gerado pela equagio 2.17. A FFT nao deixa ddvidas de que este é
um sinal quase periddico, pois fica claro que & composto por apenas quatro frequéncias, e a
FFT de um sinal cadtico se caracteriza por apresentar regides contendo infinitas frequéncias.
O espectro apresentado i direita tem as amplitudes em decibéis, gue é uma escala com
pioporgdes logaritmicas e portanto enfatiza visualmente a presenca das componentes com
pequenas amplitudes, que neste exemplo sao inexisientes.

2.5.4 Aplicando FFT em sistemas cadticos

O espectro de frequéncias de um sinal cadtico apresenta faixas continuas con-
tendo infinitas frequéncias, que sio responsiveis pela natureza nio repetitiva deste si-
nal. Outra caracteristica importante do espectro cadtico é que ele exibe uma ou mais
frequéncias de amplitude dominante, eventualmente a frequéncia da funcao forcante se o
sistema for forcado, e suas harmdnicas ou sub harmoénicas, cuja amplitude é muito maior
que as frequéncias das faixas continuas. Este fato pode levar a interpretar ou confundir as
faixas continuas com ruido. Quando estamos analisando um sistema real, devemos estar
atentos a possibilidade da presenca de ruidos na faixa de frequéncias de interesse do sis-
tema. Na priatica a presenca de ruido pode limitar a eficiéncia da FFT como ferramenta
para diagnosticar caos.

Na figura 2.25 temos um exemplo de aplicagdo da FFT em um sinal cadtico
que foi obtido pela integragio da equagdo de Duffing. A integragao numérica foi feita pelo
método de Runge-Kutta de quarta ordem com passo de 0.01s. Os espectros a esquerda
da figura estdo em modulo e a direita em decibéis. Na parte superior da figura temos o
resultado da aplicagdo da FIF'T ao sinal amostrado em intervalos de 0.2s (20 passos de inte-
gragio). Observe como a amplitude da func¢ao for¢ante e suas harménicas de ordem impar
se destacarn no espectro de frequéncias. Observe também a caracteristica de continuidade
do espectro de um sinal cadtico, isto €, o espectro é composto por infinitas componentes de
amplitudes diversas que conferem a este um aspecto bastante singular. Na parte de baixo
da figura temos o primeiro tergo (2730 pontos) do espectro obtido pela FFT da série de
z(t), da equagao de Duffing, com 16384 pontos e passo de 0.2 segundos com os janelamentos
retangular, Welch e BlacKman. Observe que os espectros obtidos com janelamento do sinal
tem suas componentes de frequéncias com amplitudes atenuadas, porém hd pouca mudanca
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gualitativa no espectro. O janelamento do sinal para cialculo da FFT, como ferramenta de
comprovacgao de caos, € desnecessdrio, uma vez que s6 aumenta a quantidade de operacoes
envolvidas no cidlculo sem trazer beneficios.

Note que as ampliagdes do espectro mostradas na figura 2.25 foram feitas mos-
trando-se apenas parte do espectre calculado a partir de uma série temporal obtida com
ama. frequéncia de amostragem maior que o dobro da maior frequéncia presente no sinal.
Para que pudéssemos ter uma boa reselu¢io da parte ampliada, foi utilizada no cdlculo uma
série de dados bastante longa. Uma maneira melhor de obter esta ampliagdo do espectro na
parte das baixas frequéncias, sem incorrer no erro de aliasing, seria amostrar o sinal com
ama frequéncia menor, eliminando-se por filtragem as frequéncias maiores que a metade da
frequéncia de amostragem.

Na figura 2.26 temos um exemplo de aplicacao do célculo da FFT a um sinal
peridédico obtido pela simulagdo da equacio de Duffing. Observe como o espectro de um
sinal periddico obtido por FFT, em termos qualitativos, é muito diferente do espectro de um
sinal cadtico. As componenies espirias que aparecem no espectro do sinal periédico, com
amplitudes consideraveis as vezes, nao sao confundidas com as componentes de um espectro
de sinal cadtico, pois se apresentam distribuidas de maneira suave entre as componentes
efetivas do sinal, ao passo que as componentes de um espectro cadtico tem uma distribuicio
de amplitudes bastante irregular.

Outro exemplo de sistema dindmico onde aplicaremos FFT como ferramenta de
comprovacao de caos é a equagio de Rossler que descreve a dindmica de uma reagao quimica
em um tangue de agitagdo [11] e [25]. A equagado de Rossler é a seguinte:

T = —(y+2z)
Y = z+4ay (2.18)
z = b+z(z—c)

Para os parametros a = 0.15, b = 0.20 e ¢ = 10.0 este sistema apresenta com-
portamento cadtico. Na figura 2.27 temos o espaco de fase, sequéncias temporaisde z e y
e FFTs de z(t) e y(f) em médulo e decibéis. A integracio da equacao 2.18 foi feita pelo
método de Runge-Kutta de quarta ordem em um programa Fortran.

Observando os espectros de frequéncia apresentados na figura 2.27 vemos a
banda continua de frequéncias que caracterizam um sinal cadtico. Podemos ver que o
sistema de Rossler possui uma componente de frequéncia com amplitude muito maior que
as demais componentes do espectro. Este exemplo nos mostra que a FFT pode ser uma
ferramenta limitada quando estudamos um sistema onde existe muito ruido na faixa de
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Equacio de Duffing: x + 0.05x+x=75cos t
FFT de x (t) - 4096 pontos com passo de 0,2 5
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Figura 2.25: Espectro de frequéncias para a resposta cadtica da equagdo de Duffing.



Capitulo 2: Ferramentas para estudo experimental de caos 47

Equagio de Duffing: % + 0.08 X +x = 0.2 cos(t)

Série de x(1) FFT de x(t) coin 4096 pontos com passe de 0.5 5.

0.4
6.2

0.2

-0.4

Figura 2.26: Espectro de frequéncias para a resposta pericdica da equag¢do de Duffing.

frequéncias de interesse {(fato que ndo ocorre neste caso, onde as frequéncias que compdem
0 espectro sao muito baixas e o sinal é obtido por simula¢ao e portanto isento de ruido).

Quando analisamos um sinal por meio de FFT, devemos sempre realizar a amos-
tragem da funcio temporal com uma frequéncia alta o suficiente para que todas as compo-
nentes do sinal sejam incluidas no espectro, ou entdo eliminar as frequéncias mais altas que
a metade da frequéncia de amostragem de modo a evitar o erro de aliasing. Os analisadores
eletrdnicos de sinais fazem a filtragem digital do sinal analisado e eliminam as frequéncias
maiores que a metade da frequéncia de amostragem, sendo portanto bastante praticos para
a pesquisa de sinal cadtico em sistemas reais.

Um terceiro exemplo de aplicacao de FFT para diagnosticar caos surgiu de
experiéncias feitas a partir de uma variagao do oscilador forcado de Van der Pol [11]. Na
figura 2.28 temos o circuito do oscilador forgado, e na figura 2.29 temos a curva caracteristica
do elemento nao linear, responsavel pelo comportamento cadtico deste oscilador for¢ado.

O elemento nio linear do oscilador de Van der Pol foi trocado pelo elemento nao
linear da figura 2.30, que podemos chamar de resistor trilinear com regido de resisténcia
negativa.

Equacionando o circuito da figura 2.28, obtemos

CRC 4 i)+ = 0
{ 0t + 11 + 12 (2‘19)

—L%—Ril-{-ﬂ—{-vc w {}
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Figura 2.27: Espaco de fase, sequéncias temporais e espectro de frequéncias para o sistema

de Rossler.
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Figura 2.28: Circuite do oscilador forcado de Van der Pol.
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Figura 2.29: Clurva caracteristica do elemento ndo linear do oscilador forcado de Van der
Pol.
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/
/ ‘

Figura 2.30: Curve ceracteristica do elemento ndo linear do oscilador forcade de Van der
Pol modificado.

Reescrevendo em forma de equagdes de estado, chamando a tensdo no capacitor (v¢) de
zy,e a corrente no indutor (¢;) de z2, obtemos:

B

: 1 1
ry = —F5ITyg~ —I(&?l)
Ty = lC B y E (2.20)

2 = T%T1— FZ2+ peoswt

onde I{z1) é a caracteristica tensdo corrente do elemento no linear.

A simulacao deste modelo foi feita usando o método de Runge-Kutta de quarta
ordem em um programa Fortran. Os parimetros utilizados foram: R = 462Q, L = 8 2 H
e (' = 0.00002 F. Na figura 2.31 temos a curva [{z;) que foi usada nas simulagdes.

Este oscilador for¢ado apresenta uma variedade muito grande de tipos de com-
portamentos, que dependem dos pardmetros usados na simulagio (R, L, C), da carac-
teristica tensdo corrente do elemento nao linear e da amplitude e frequéncia da fungio
forcante. Nas figuras 2.32, 2.33 e 2.34 sio apresentados trés tipos de respostas obtidas deste
circuito, alterando-se apenas a amplitude e frequéncia da funcio forcante. Em cada figura
é apresentado um plano de fase, um mapa de Poincaré, um espectro de frequéncias obtido
por FFT, e uma ampliacio da parte de baixas frequéncias deste espectro.

Os mapas de Poincaré foram obtidos para o dngulo de 30 graus, ou seja, trans-
formando a eguacdo 2.19 do oscilador for¢ado em um sistema aunténomo, temos:
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~-=— m= 0.0023

m= ~0.08235

-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 2.31: Curva caracteristica do elemento ndo linear usado nas simulagées. (('m é a
inclinagdo da reta y=mz+k ).

f1 = —%$2 - "é“f(ﬂ?l)
3,:2 = %1?1 - %&'}2 + % COsS &3 (221)
I3 = w

nde z3 = wt + 2n7, e n € um inteiro tal que 0 < z3 < 27. Assim temos a trajetéria do
sistema confinada no espaco cilindrico formado pelos eixos z1, 2 e 0 dngulo z3. Os mapas
de Poincaré mostrados nas figuras, podem entao serem entendidos como cortes neste espago
para 3 = % (30°).

As ampliagoes dos espectros foram obtidas fazendo-se a FFT de um grande
ndmero de pontos, para obter uma boa definicao, com o cuidado de trabalhar com uma
frequéncia de amostragem alta o suficiente para ndo ocorrer erro de aliasing. Apresentou-se
entao o espectro obtido até a frequéncia de interesse.

Na figura 2.32 temos o resultado da simulagdo da equacao 2.20 com os pardmetros
indicados na figura. Observando o plano de fase ja podemos concluir que se trata de resposta
periddica e o mapa de Poincaré nos mostra que ¢ uma sub harménica de periodo quatro,
ou seja, o periodo da resposta € quatro vezes maior que o periodo da funcao forgante. Ob-
serve agora a FFT de v.; podemos ver que o sinal é composto por vérias componentes. A
componente de menor frequéncia do espectro é a fundamental do sinal v, e corresponde 3
frequéncia quatro vezes menor que a frequéncia da fun¢io forgante, como era de se espe-
rar. A frequéncia da funcao forcante aparece como o segundo pico no espectro. As demais
componentes sio harmoénicas das duas primeiras.

Na figura 2.33 temos um segundo caso simulado com os pardmetros indicados na
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Figura 2.32: Oscilador ndo linear forcade com resposta periddica.
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Figura 2.33: Oscilador nde linear forcado com resposta quase pericdica.
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figura. O plano de fase nos mostra que a resposta v, é nao peridédica e o mapa de Poincaré
j3 nos permite afirmar que se trata de uma resposta quase periddica. O mapa de Poincaré
em forma de curva fechada é prova de que a trajetéria, solucio da equacio do sistema,
caminha na superficie de um toroide de trés dimensoes, caracteristica do comportamento
quase periddico. Observando agora o espectro de frequéncias podemos ver que existem duas
componentes com amplitude predominante, a segunda coincide com a frequéncia da fungao
forcante. A razd3o entre estas duas frequeéncias predominantes, se verificada, nos daria um
valor irracional. Observe também que o espectro de um sinal quase periddico é parecido
com o especiro de um sinal periédico. Verificar se um sinal é quase periédico simplesmente
fazendo a razdo entre suas duas componentes principais (ou mais se existirem), com base
nos valores de frequéncias obtidos por FFT ndoc tem precisdo, uma vez gue as componentes
de frequéncia do espectro estdo discretizadas.

Na figura 2.34 temos o terceiro caso simulado com os parametros indicados na
propria figura; pelo plano de fase nota-se que a resposta é nio periddica e o mapa de
Poincaré jd nos da um bom indicio de que seja cadtica, apesar de ndo exibir uma estrutura
fractal clara. Neste caso a FFT nos da uma prova definitiva de que se trata realmente de
resposta cadtica, pois o espectro do sinal v, revela faixas contendo infinitas frequéncias, que
sdo tipicas de um sinal caético.

2.6 Expoentes de Lyapunov

Os sistemas cadticos tém cormo sua principal caracteristica a dependéncia sensivel
as condicdes iniciais. Ou seja, dado dois conjuntos de condigbes iniciais muito préximas,
as trajetérias que partem destes pontos, inicialmente préoximas, divergem rapidamente, e
de maneira exponencial. Os expoentes de Lyapunov dio uma medida de quio rdpida estas
trajetdrias se separam, medem a sensibilidade as condices iniciais.

Lyapunov foi um matemdtico russo (1857 - 1918) que introduziu esta idéia em
torno da virada do século.

Vamos supor um sistema dindmico continuo com um espago de fase de n di-
mensoes. Se observarmos a evolucio neste sistema de wma esfera n-dimensional e infini-
tesimal de condic¢fes iniciais, ao longo do tempo, esta se tornard wn n-elipséide devido as
caracteristicas deformantes do fluxo no atrator caético. O i-ésimo expoente de Lyapunov
unidimensional é definido em termos do comprimento do eixo principal, F;(t), do elipséide

1 R
A; = lim =1
; m — log, P(0)

(2.22)

t—co
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Figura 2.34: Oscilador ndo linear forcado com resposta cadtica.
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onde os A; sdo os expoentes de Lyapunov, ordenados do maior para o menor [25].

Os expoentes de Lyapunov estdo relacionados com as tendéncias para contragoes
e expansoOes nas diferentes diregdes do espago de fase. Uma vez que a orientagdo do elipsdide
varia continuamente, a direcao associada a um dado expoente varia de maneira complicada
no interior do atrator cadtico e portanto néo podemos falar em uma diregdo associada a um
dado expoente de Lyapunov.

Observe que um comprimento do elipséide cresce como 2M!. A 4rea definida
pelos dois primeiros eixos principais cresce como 222t O volume definido pelos trés
primeiros eixos principais cresce como 2{*1+r2tdM o assim por diante. Podemos entdo
definir os expoentes de Lyapunov assim: A soma dos primeiros j expoentes de Lyapunov
¢é definida como a taxa de crescimento exponencial, ac longo do tempo, de um elemento
j-volume [25].

2.6.1 Interpretando os expoentes de Lyapunov

Em um sistema dindmico, uma dimensao que sofre uma dilata¢io ao longo do
tempo corresponde a um expoente de Lyapunov positivo, ao passo que uma dimensao que
se contrae corresponde a um expoente negativo.

Um sistema dindmico dissipativo possui pelo menos um expoente de Lyapuvov
negativo, e se a soma de seus expoentes for negativa, ou se seu maior expoente for negativo,
apds o transitdrio este sistema tenderd a um ponto de equilibrio estdvel (ponto fixo no
espaco de fase).

O maior expoente de Lyapunov de um sistema com oscilagao periddica ou quase
periddica, sera igual a zero, correspondendo a uma lenta mudanga na dimensio perpendi-
cular ao fluxo do sistema.

A idéia de nm expoente de Lyapunov positivo parece incompativel com um
atrator limitado no espago de fase, no entanto, ela é possivel em um atrator caético, onde
complexos processos de dobramento e expansao permitem isto. Assim podemos classificar
um sistema limitado como cadtico se ele possuir pelo menos um expoente de Lyapunov
positivo.

Um sistema dinamico continuo no espago tridimensional pode ter quatro espec-
tros de Lyapunov possiveis: (4,0, —) atrator estranho, sistema cadtico; (0,0, ) o atrator
é a superficie de um tordide, o sistema tem um comportamento quase periédico; (0, —, —)
o atrator é um ciclo limite, o comportamento é periédice; (—, ~, —} o atrator é um ponto
fixo [25].
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| Sinal do expoente Natureza do sistema
Positivo Sistermna cadtico
Zero Cliclo limite ou sistema quse periddico
- Negativo Ponto fizo

Tabela 2.1: Classificacdo de um sistema dindmico com relagdo ao seu muaior ezpoente de
Lyapunov

A magnitude do expoente de Lyapunov expressa a taxa com a qual o sistema
cria ou destrdi informacao. Assim os expoentes de Lyapunov sdo expressos em bits de
informacao por segundo ou bits por 6rbita num sistema continno, e em bits por iteragdo em
um sistema discreto [25].

2.6.2 Calculo do maior expoente de Lyapunov

Para caracterizar o comportamento de um sistema dindmico é suficiente conhe-
cermos © valor de seu maior expoente de Lyapunov (A;). A tabela 2.1 classifica um sistema
dinamico em fungio do sinal de sen maior expoente de Lyapunov.

Neste trabalho foi utilizado um programa para o cdlculo do maior expoente de
Lyapunov a partir de uma resposta no tempo, desenvolvido por Wolf et al [25]. O programa
usado esta no apéndice ¢. Foram feitas algumas alteragoes nas entradas e saidas de dados,
porém a logica do programa nido foi alterada. Damos a seguir uma explicagao de como
funciona o programa.

Dada uma resposta no tempo z(t) (que pode ser obtida de uma simulagdo
numérica, ou de um sistema real, através de um sistema de aquisicdo de dados), o pro-
grama faz a reconstrucdo do atrator de dimensdo m com coordenada de defasamento (1), e
um ponto do atrator é entdo dado pela expressao:

[2(1),z(t+ 7), z(t + 27), ...zt + (m — 1)7)] (2.23)

Partindo do ponto inicial
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Figura 2.35: Cdlculo do maior expoente de Lyapunov.
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[x(to), 2(t0 + T), 2(to + 27), ..z {lo + (m — 1)7)] {2.24)

localizarnos o ponto mais préximo. A distancia euclidiana entre estes pontos é L{tg); apds
certo tempo de propagacio (1 ), a distadncia inicial evolui para L'(;). Veja a figura 2.35. O
ponto é propagado através do atrator por um curto intervalo de tempo, de modo que apenas
uma pequena porg¢ao do atrator seja examinada. Se o ponto for propagado por um tempo
muito longo, veremos a distancia L’ encolher novamente devido as dobras do atrator cadtico.
Isto levaria a um cdlculo subestimado do expoente de Lyapunov. Procuramos agora por
um novo ponic que satisfaca aos critérios: distdncia L do ponto propagado da trajetéria
principal pequena e pequena separa¢io angular. Se um ponto que atende o requisito de
mudanca angular nio for encontrado o critério é relaxado até'que se encontre um ponto, A
cada passo de propagacio o valor médio do expoente de Lyapunov é atualizado pela férmula

1 L)
A= log, ———7_ 2.25
T - to g:‘; 82 L(tg—1) ( )

e gravado em um arquivo, onde se tem a evolucio do valor do maior expoente de Lyapunov({A;)
em funcao do nidmero de passos de propagaciao (n). O cilculo é realizado até que todo ar-
quivo de dados seja percorrido, e ao final esperamos obter um valor estabilizado para o
expoente de Lyapunov.

2.7 Exemplos de calculo do maior expoente de Lyapunov a
partir de séries temporais

O programa Fortran usado nos cilculos que se seguem estd no apéndice a, e
possui 0s seguintes parametros de entrada:

— NPT - Niamero de pontos da série temporal.

— DIM - Dimensio da reconstrucio do atrator.

— TAU - Defasamento da reconstrugio [s|.

— DT - Tempo entre amostras da série [s].

-~ SCALMX - Valor méximo de distincia entre dois pontos nio propagados.

— SCALMN - Valor minimo de distancia entre dois pontos nao propagados. (Onde se
espera que aparega ruido).
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— EVOLYV - Tempo de propaga¢aoc {em nimero de passos da série].

O primeiro teste foi feito para a sequéncia temporal de y(¢) da equagao de Ros-
sler 2.18. Observou-se que o calculo dos expoentes de Lyapunov é bastante sensivel aos
valores de alguns pardmetros. Devemos procurar por valores dos parimetros de calculo que
nos proporcionem um valor estivel do expoente [25]. Esta procura é dificil e cansativa,
nao existem regras definidas para fazé-la. Na figura 2.36 temos diversos planos de fase
reconstruidos com diferentes valores de TAU e os respectivos valores dos expoentes estima-
dos, tendo-se os valores de DIM, SCALMX, SCALMN e EVOLYV fixos. Para os valores de
TAU=0.3s e TAU=0.5s nao foi obtido um valor estivel para o expoente estimado, quando
outros parametros eram variados. Para valores de TAU entre 1s e 5s o valor do expoente
calculado ficou razoavelmente estavel. Na figura 2.37 temos a variagio do valor do expoente
calculado em fungao do tempo de propagacio EVOLV, com valores fixos para os outros
parametros. O valor 0.13 bits/s representado pela linha pontilhada da figura, é o valor
correto do maior expoente de Lyapunov para este sistema [25]. Finalmente na figura 2.38
temos a evolugdo do célculo do maior expoente de Lyapunov para quatro valores diferentes
da dimens&o de reconstrugao do atrator. Observou-se que a dimensiio da reconstrucio tem
pouca influéncia no célculo.

Parimetros fixados: NPT= 8000; DIM= 3; DT= 0.1s; SCALMX= 0.9
SCALMN= 0.0001; EVOLV= 60

T= 034 A= 0.676 maw T= 054 A= 0.676 ey T=10c¢ A= 0.124 tuey

T
|

Figura 2.36: Planos de fase reconstruidos para diferentes valores de TAU, a partir da sulugdo
y(t) da equagdo de Réssler, e os respectivos expoentes de Lyapunov calculados.
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Parimetros fixados: NPT= 10000; DIM= 3;
TAU= 1.25; DT=0.1s; SCALMX= 0.9;
SCALMN:= 0.60601

0.3 T ; ,
0.25

015 - 13 ]

T
i

0.05

Figura 2.37: Variagde do valor do ezpoente de Lyapunov calculado a partir da solugdo y(t)
da equagdo de Réssler, em fung¢do do tempo de propagacio (EVOLV).

Qutro exemplo onde se aplicou o cileulo do maior expoente de Lyapunov foi
a sequéncia temporal de z(f), obtida pela simula¢do da equagio de Lorenz 2.11 com os
parametros o = 16, r = 45.92, b = 4.0. Na figura 2.39 temos os planos de fase reconstruidos
com diferentes valores de TAU. Observou-se que o cilculo 86 produziu um valor aproxima-
damente estivel para TAU em torno de 3s. Na figura 2.40 temos a varia¢do do valor do
expoente calculado em func¢io do tempo de propagacao EVOLV. A linha pontilhada em 2.16
bits/s representa o valor correto do expoente para este sistema [25]. O sistema de Lorenz
mostrou-se bem mais dificil de ser analisado que o de Rossler; isto se deve provavelmente
4 natureza mais complicada do atrator de Lorenz. E interessante observar também que,
para o sistema de Lorenz, o valor de 'TAU que proporcionou um cdlculo mais estivel geroun
um atrator bem mais emaranhado que o atrator original. O valor de TAU que produzia
um atrator mais parecido com o original n3o proporcionou um cilculo estdvel. Também
foi observado que a dimensao do atrator reconstruido nao teve influéncia significativa no
célenlo.

O terceiro exemplo de aplicacido do programa para cdlculo do maior expoente
de Lyapunov foi para o sinal quase peridédico gerado pela simulacio da eguagio que estd
na figura 2.24. Na figura 2.41 temos os planos de fase reconstruidos para diferentes valo-
res de TAU, e os valores dos expoentes calculados em cada caso, tendo-se fixos os demais
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Parémetros fixados: NPT= 16009; TAU= 1.2s; DT= 0.1s; SCALMX= 0.9
SCALMN= 0.0001; EVOLV=70
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Figura 2.38: Evolugdo do cdlculo do maior ezpoente de Lyapunov em fungdo da dimensdo

de reconstrugdo do atrator de Réssler a partir da solugdo y(t).
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Parameiros Nixados: NPT 1066¢; DIM= 3; DT= 0.01s; SCALMX =2
SCALMN: 0.0001; EVOLV= 60

T=0.1: le 7.730 Duss) T= 05 7Ll: 7.730 ibitss

Figura 2.39: Planos de fase reconstruidos para diferentes valores de TAU, a partir da solucdo
z(t) da equacdo de Lorenz, e os respectivos expoentes de Lyapunov calculados.
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Parametros fixados: NPT= 10000; DIM= 3
TAU= 3s; DT=0.01s; SCALMX=2.0
SCALMN:== 0.0001

is]
¢ 0.5 1 1.5 2

0 L L I

Figura 2.40: Variacdo do valor do expoente de Lyapunov calculade a partir da solugdo z(t)
da equacdo de Lorenz, em funcdo do tempo de propagacio (EVOLV).

parametros do cdlculo. Note que os valores calculados sdo positivos e de valores significati-
vos, Como ja foi dito, um atrator limitado no espago, que possui pelo menos um expoente
de Lyapunov positivo é caético (atrator estranho). Sabemos que o sinal analisado aqui nao
é cadtico. Neste exemplo nao foi encontrado um conjunto de parimetros que proporcionasse
um valor de expoente de Lyapunov igual a zero ou bem préximo de zero.

O programa para calculo do maior expoente de Lyapunov, a partir de uma
sequéncia temporal, que foi usado neste trabalho, mostrou-se dificil de ser aplicado. Com o
ultimoe exemplo foi constatado que ele pode ser confundido com um sinal quase periddico, e
portanto nao é uma ferramenta confiivel para ser empregada na identificagao de comporta-
mento cadtico. Salientamos ainda que os cdlculos feitos aqui utilizaram respostas temporais
isentas de ruidos, dados experimentais com ruidos certamente dariam resultados ainda pi-
ores. No trabalho de Wolf et al [25} sdo citados védrios programas que calculam o maior
expoente ou a soma dos dois primeiros expoentes de Lyapunov, com tempo de propagacio
varidvel, e programas iterativos, onde o operador decide pelo tempo de propagagio em cada
passo e escolhe 0 momento do repasse. Nenhum destes programas foi experimentado neste
trabalho, mas é provavel que produzam melhores resultados que esta versio mais simples
que foi usada aqui.
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Parimetros fixados: NPT= 20000; DIM= 4; DT= 0.02s
SCALMX= 2.0; SCAMN:= 0.0001; EVOLV= 400

t=05. A= 0270 [vwa T=L0. A= 0.184 wn T=20: A= 0143 oy
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Figura 2.41: Planos de fase reconstruidos para diferentes valores de TAU, a partir da solugdo
z(t) do sistema quase pericdico da figura 2,23, e os respectivos erpoentes de Lyapunov
calculados.




Capitulo 3

Aplicagao das ferramentas em sistemas
reais

A aplicagio pratica das ferramentas para identificacdo de caos serd exemplifi-
cada através de dois sistemas dindmicos reais implementados em bancada, nos quais serdo
obtidos os diversos tipos de comportamentos observaveis. Nestes sistemas tem-se uma clara
discriminacgao entre situacoes onde se tem um completo isolamento com o ambiente ex-
terno, ou seja, onde a presenga de ruido seja muito pouco significativa e situacoes onde se
introduz sinais espirios exatamente para poder identifici-los e discriminéd-los dos comporta-
mentos deterministicos proprios do sistema, tais como, oscilagbes cadticas, sub harmoénicas
e oscilagbes quase periddicas.

A importancia destes exemplos fica clara por se poder mostrar que tais ferra-
mentas tem papeis de maior ou menor relevincia dependendo do tipo de oscilagao observada
na montagem experimental.

O primeiro exemplo é uma versio modificada do oscilador forgado de Van der
Pol, que j4 foi tratado no capitulo anterior através de modelagem matemadtica e simulagdes
numéricas. O segundo exemplo é de um circuito com diodo de capacitancia varidvel.

No primeiro exemplo mostraremos que a andlise do plano de fase experimental
j& é suficiente para separar as respostas periédicas (sub harmoénicas) das respostas nao
periddicas (quase periddicas e cadticas). O mapa experimental de Poincaré é uma ferramenta
mais poderosa que o plano de fase e neste caso suficiente para determinar os trés tipos de
comportamentos possiveis do sistema. Mostraremos também que o espectro de frequéncias
obtido a partir do cdlculo da FFT é também uma ferramenta muito eficiente para comprovar
caos e bastante pritica, uma vez que para a sua obtencao sé é necessario medir a variacao
temporal de uma grandeza. Veremos que a analise do espectro de frequéncias nao permite
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separar uma resposta periodica de uma quase periddica e que a combinagao das ferramentas
é importante para uma andlise mais confidvel.

No segundo exemplo usaremos um circuito com diodo de capacitincia varidvel,
no qual foram feitos diversos experimentos exitando o circuite com sendides puras ou in-
jetando perturbagoes em forma de sendides de pequena amplitude ou ruido branco. Mos-
traremos como caos pode ser confundido com ruido ou vice-versa. Mostraremos também a
propriedade que os sistemas ndo lineares possnem de processar os ruidos de alta frequéncia
presentes em sua entrada, transformando-os em ruidos de baixa frequéncia (sub harmonicas)
e sua resposta.

3.1 Oscilador Forcgado

Na figura 3.1 temos o circuito do oscilador forcado que foi implementado, bem
como os demais circuitos utilizados para realizar as medi¢des no oscilador. A escolha deste
circuito como um primeiro exemplo de aplicacio das ferramentas de comprovagio de caos se
deve a sua simplicidade, o que permite um bom controle das medigdes que se estd realizando.
Temos assim um exemplo bastanie adequado para uma primeira aplicacio pritica destas
ferramentas. '

Na tabela 3.1 temos as expressoes para o calculo dos pardmetros do elemento
nao linear [6] E importante observar que os valores dos componentes indicados no circuito
sao valores nominais, que ndo correspondem exatamente ao valor real do componente. O
indutor utilizado possui um nicleo de ferro e provavelmente nio é um elemento totalmente
linear. Em virtude das discrepdncias entre os valores nominais e reais dos componentes,
os valores aqui indicados, quando utilizados em uma simulagio numérica com o modelo
descrito no capitulo anterior ndo produziram as mesmas regides observadas no protétipo,

no entanto, os comportamentos observados foram qualitativamente os mesmos.

3.1.1 Obtengao de um plano de fase

Nas simulac¢des numéricas feitas anteriormente com este circuito, obteve-se um
plano de fase representando no plano o valor da corrente no indutor como fun¢io da tensao
no capacitor. No protdtipo esta medigdo fica um pouco dificil de ser feita, uma vez que
um plano de fase experimental é feito usando um osciloscopio de dois canals, cujos terras
sao comuns. Neste caso obteve-se um plano de fase no osciloscopio entrando com o sinal
da tensdo no capacitor (saida do buffer) no canal correspondente ao eixo z e a derivada da
tensao no capacitor (salda do diferenciador) no canal correspondente ao eixo y. Veja no
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Figura 3.1: Circuilo do oscilador forgado, buffer, derivador e gerador de pulsos.
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Ponto Valor
Circuite
R
S A -V/g
v |
£
— B Vig
R2
v -V C -(VIR)((g-1)/e)
R1
D (VR)((g-1)/g)
Curva caracteristica E WV
i P v
<o D
: ® ®
® ® é v
(o)) S Onde g=(R1+R2)/R1

Tabela 3.1: Frpressées para a obiencdo da curva caracteristica do elemento ndo linear.
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bloco do meio da figura 3.1, que mostra o circuito do buffer e derivador usados. Circuitos
derivadores sio bons amplificadores de ruidos de alta frequéncia, o que pode dificultar seu
emprego em alguns casos. O derivador usado foi projetado para ter ganho maximo igual a
10 de modo a limitar a amplificagio de ruidos de altas frequéncias externos {5].

Osciloscépio analégico

Camera fotografica

Cone de protegao
da luz ambiente

Gerador Oscilador
senoidzl forgado

Buffer Derivador

Figura 3.2: Diagrama da montagem usada para a obtencdo experimental de um plano de
fase a partir da resposta de tesdo do capacitor do oscilador forcado.

Uma vez que as frequéncias envolvidas neste oscilador sio muito baixas, obser-
vamos 0 feixe de eletrons do osciloscépio correr pela tela sem formar uma figura estavel.
neste caso a pequena remanéncia da tela de um osciloscédpio comum j4 permite, com uma
certa dificuldade, verificar se a curva formada é aberta ou fechada, porém para se obter uma
figura estdvel é necessario um osciloscdpio com tela de remanéncia ou entdo fixar o traco do
osciloscopio por meio de fotografia, método n&o muito pratico, mas que foi empregado para
obter os planos de fase que serdo mostrados adiante. Osciloscépios de meméria digital ndo
armazenam pontos suficientes para se obter um plano de fase com qualidade razodvel. Na
figura 3.2 temos o diagrama da montagem utilizada para a obten¢do de um plano de fase a
partir de um osciloscépio comum. O osciloscopio usado foi um Tektronics modelo 2465 B e
a cimera fotografica era uma reflex 35 mm comum com o controle do obturador na posicao
B (tempo de exposi¢io manual)
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3.1.2 Obtengao de um mapa de Poincaré

Um mapa de Poincaré de um sistema forcado pode ser obtide amosirando-se
pontos sobre um plano de fase em um dado dngulo da funcao forcante. Para o caso deste
oscilador obteve-se um mapa de Poincaré amostrando-se pontos sobre o plano de fase que

foi descrito anteriormente.

Osciloscopio apalogico

Camera fotogrifica

T EioX FEhoY EbeZ

Cone de prolq;ﬂ:)” * * b
da luz ambiente
r
Tensdo no

Gerador Oscilad i

ader capacilor Derivador
sencidal forgado

Gerador
de
pulsos

Figura 3.3: Diagrame da montagem usada para a obtengdo ezperimental de wm mapa de
Poincaré a partir da resposta de tesdo do capacitor do oscilador forcado.

A amostragem dos pontos foi feita usando o gerador de pulsos que estd na
figura 3.1, parte de baixo, conectado ao canal Z do osciloscépio. Toda vez que a funcio
forcante passa por zero, mudando de sinal de mais para menos, um estreito pulso negativo é
aplicado ao canal Z do osciloscépio, intensificando o feixe de elétrons por um tempo muito
curto, marcando um ponto sobre a tela. Estes pontos sio entio armazenados em um filme
fotografico. Na figura 3.3 temos o diagrama da montagem utilizada para a obten¢io do
mapa de Poincaré experimental. Este processo para obtenco do mapa de Poincaré é muito
pouco pritico, uma vez que s6 veremos o resuliado apés revelar o filme, no entanto esta,
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idéia pode ser implementada através de um sistema de aquisi¢io de dados formado por um
conversor analdgico/digital acoplado a um computador, que poderia entdo exibir os pontos
em uma tela a medida que fossem amostrados.

3.1.3 Obtencao do espectro de frequéncias

Para a obtencdo do especiro de frequéncias, a partir do sinal de tensaoc no
capacitor, foi utilizado um analisador de espectro H P 35660 A, que faz andlise especiral
usando FI'T de 1024 amostras do sinal. Os resultados mostrados neste trabalho sao fotos
obtidas diretamente da tela do instrumento.

3.2 Resultados obtidos

Fazendo variar a amplitude e a frequéncia da onda senoidal forcante, pode-se ob-
servar uma variedade muito grande de tipos de comportamentos, como respostas periddicas
sub harmdnicas de diversas ordens, respostas quase periddicas e caos. Destas regides de
comportamentos dindmicos, foram selecionados trés casos, para os quais foram obtidos um
plano de fase, um mapa de Poincaré e dois espectros de frequéncias.

O primeiro caso é para o sistema com comportamento periédico sub harménico
de ordem dois, que foi obtido usando uma sendide forcante de 11 Hz com amplitude de
10V. Na figura 3.4 temos o planc de fase onde podemos observar a curva fechada (ciclo
limite) que caracteriza um comportamento oscilatério periédico. Na figura 3.5 temos o
mapa de Poincaré, que é formado por apenas dois pontos, mostrando que se trata de uma
sub harménica de ordem dois, ou seja, a resposta volta a repetir-se a cada dois ciclos da
fun¢do forgante. Na figura 3.6 temos o espectro de frequéncias, para o sinal de tensio
do capacitor, abrangendo até a frequéncia de 200 Hz. Observe a grande quantidade de
harménicas presentes no sinal. A figura 3.7 mostra um espectro abrangendo até 50 H z, onde
podemos observar com mais clareza a natureza discreta da distribuicio das componentes
de frequéncia de um sinal periédico.

O segundo caso é para o sistema com comportamento quase periédico, e foi
obtido usande uma sendide forgante de 36.25 Hz com amplitude de 10V. Na figura 3.8
temos o plano de fase, onde ja se percebe a natureza nio periddica da resposta. Esta foto
foi obtida usando um tempo de exposi¢io de 1s. Tempos de exposicio muito maiores que
este produzem um borrdo sobre a tela do osciloscépio, mostrando que a trajetéria ocupa
toda uma drea do plano de fase. Na figura 3.9 temos temos o mapa de Poincaré para esta
resposta. Veja que o mapa de Poincaré revela uma curva fechada, o que nos mostra que
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as trajetérias dos estados no espago de fase do sistema estdo confinadas 3 superficie de
um objeto toroidal, que é tipico de um sistema quase periédico. Esta foto foi obtida com
um tempo de exposicao de 3 min. Na figura 3.10 temos o espectro de frequéncias do sinal
de tensdo no capacitor, abrangendo até a frequéncia de 100 Hz, e na figura 3.11 temos o
espectro de frequéncias abrangendo até a frequéncia de 25 H z. Observe que a caracteristica
de distribui¢io discreta das componentes no espectro, que também é caracteristica de uma
resposta quase periddica, fica mais evidente no espectro que vai até a frequéncia de 25 H z,
figura 3.11. O aspecto de coniinuidade observado no espectro que vai até 100 H z, figura
3.10, é devido a grande quantidade de componentes presentes no sinal e a resolu¢io limitada
do aparelhc. Deve-se estar atento a estes fatos, evitando-se assim cenfundir um sinal cadtico
¢com um guase peridgdico.

No terceiro caso temos o sistema com comportamento cadtico, que foi obtido
usando a funcéo forcante com frequéncia de 9.25 H z com amplitude de 3V. Na figura 3.12
temos o plano de fase, onde podemos constatar a cararacteristica de nao periodicidade de um
sinal cadtico. Para a obteng¢io desta foto foi usado um tempo de exposigio de 5 5. Na figura
3.13 temos o mapa de Poincaré para esta resposta. Observe que este mapa nao revela uma
estrutura fractal, porém podemos notar que a trajetéria tem preferéncia por algumas regides
do atrator, as quais podemos supor, serem formadas pelo colapso de varias superficies,
exibindo talvez uma estrutura fractal em escala microscopica. Esta foto foi obtida usando
um tempo de exposigio de 10min. Na figura 3.14 temos o espectro deste sinal cadtico,
abrangendo até a frequéncia de 50 Hz. na figura 3.15 temos o espectro abrangendo até a
frequéncia de 12.5 Hz. Observe a caracteristica de continuidade do espectro de frequéncia
que caracteriza um sinal cadtico.

3.3 Circuito nao Hnear com diodo

Na figura 3.16 temos o diagrama da montagem usada para fazer as medicoes
no circuito nao linear com diodo. A nao linearidade deste circuito esta no chaveamento
realizado pelo diodo, que se comporta hora como um curto circuito, hora como um capa-
citor controlado por tensio. Temos assim um sistema que pode ser descrito no espago de
trés dimensdes, duas dimensdes devido aos armazenadores de energia que sio a indutincia
e a capacitancia da jun¢io do diodo e uma terceira devido a funcio forcante. Observe que
neste caso obteve-se um plano de fase entrando com o sinal de tensdo no resistor (que é
proporcional a corrente no circuito) pelo eixo X do osciloscépio e com a integral com sinal
trocado da variacao da tenséo no resistor pelo eixo Y. O circuito integrador é bastante con-
veniente pois ¢ imune a ruidos de alta frequéncia. Note que apenas um circuito integrador,
realizando a integral da tensdo no resistor nio seria adequado, pois a componente continua
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Figura 3.4: Plano de fase para a resposta periodica sub harménica de ordem dois do oscilador
forgado.

Figura 3.5: Mapa de Poincaré para a resposta periddica sub harménica de ordem dois do
osciledor forgado.
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Figura 3.6: Espectro de frequéncias para o sinal de {ensdo do capacitor do oscilador com
resposta periédica sub harmonica de ordem dois, abrangendo at¢ a frequéncia de 200 Hz.
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Figura 3.7: Espectro de frequéncias para o sinal de tensdo do capacitor do oscilador com
resposta periddica sub harménica de ordem dois, abrangendo até a frequéncia de 50 H z.
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Figura 3.8: Plano de fase para a resposta quase periédica do oscilador forcado.

Figura 3.9: Mapa de Poincaré para a resposta quase periédica do oscilador forcado.
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Figura 3.10: Espectro de frequéncias para o sinal de tensdo do capacitor do oscilador com
resposta quase periddica, abrangendo até a frequéncia de 100 H z.
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Figura 3.11: FEspectro de frequéncias para o sinal de tensdo do capacitor do oscilador com
resposta quase periodice, abrangendo até a frequéncia de 25 H z.
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Figura 3.12: Plano de fase para a resposta caotica do escilador forcado.

Figura 3.13: Mapa de Poincaré para a resposta cadtica do oscilador forcado.
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Figura 3.15: Espectro de frequéncias para o sinal de tensdo do capacitor do oscilador com
resposta cadtica, abrangendo até o frequéncia de 12.5 H 2.
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de tensao presente no resistor acabaria por saturar rapidamente o integrador. Para evitar
a satura¢io, a componente continua fol eliminada por meio do filtro passa altas formado
pelo capacitor de 33 nF e pela resisténcia de entrada do amplificador operacional.
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Figura 3.16: Diagrama da montagem usada para a obten¢do experimental do plano de fase
e espectro de frequéncias do circuito ndo linear com diodo.

Nas figuras 3.17 e 3.18 temos uma sequéncia de bifurcagoes observadas na res-
posta de corrente no circuito com diodo para valores diferentes de amplitude da sendide
de excitacdo. A esquerda temos os planos de fase e a direita os espectros de frequéncias.
Estas respostas foram obtidas excitando o circuito com uma sendide de 60 kH z e variando a
amplitude, sendo que os valores de pico de tensdo utilizados foram: 2V, 2.3V ¢ 2.35V para
a figura 3.18. Nos espectros de frequéncias, a frequéncia de excita¢io aparece como o pico
maior. Observe o crescimento no nimero de componentes harménicas e sub harmdnicas
que aparecem apods cada bifurcacio.

Na figura 3.19 temos a continuagdo da sequéncia de respostas da figura 3.17
anterior, com o sistema entrando em uma regiao de comportamento cadtico. A primeira
resposta, de cima para baixo, foi obtida usando uma amplitude de excitagio de 2.37V e a



Capitulo 3: Aplicacdo das ferramentas em sistemas reais 81

60kHz/23V

Figura 3.17: Sequéncia de bifurcacées no circuito do diodo.
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60kHz / 235V

Figura 3.18: Continuagdo da sequéncia de bifurcagdes no circuito do diodo.

segunda com uma amplitude de 2.45V, mantendo-se para ambas a frequéncia de 60 kH =.
Observe que na primeira temos uma situa¢do de caos menos pronunciado que na segunda.
Na primeira temos uma série de harmonicas e sub harmoénicas que se destacam bastante com
relacdo as componentes das faixas continuas que caracterizam o comportamento cadtico.
Respostas cadticas, como estd mostrado na parte de cima da figura 3.19, podem even-
tualmente serem confundidas com respostas periddicas contaminadas com ruido, quando
olhamos apenas para o espectro de frequéncias.

Chamamos de ruido, neste trabalho, a resposta que origina de um processo
multidimensional {eventualmente com infinitas dimensdes) cuja origem é desconhecida ou
cuja modelagem é impossivel, enquanto que caos é uma resposta gerada por um processo
deterministico em um espago de finitas dimensdes. Q ruido pode ter origens diversas, como
por exemplo: ruido de jungbes semicondutoras, contatos elétricos, chaveamentos, escovas
de motores elétricos, atrito, folgas mecénicas em engrenagens, etc.

Nos sistemas dindmicos reais as fontes de ruidos estao sempre presentes e podem
ter infludncias significativas em alguns casos. E importante conhecer estas fontes e a maneira
pela qual o ruido estd perturbando o sistema ou as medigoes que se estd realizando. Ruidos
nos sistemas de medi¢bes podem na maioria das vezes ser eliminados por filtragem. J4 os
rufdos devido a componentes do sistema sao mais dificeis de serem eliminados e neste caso a
inclusdo de filtros nao é a solu¢do adequada, pois altera o sistema, mudando sua dimensio.
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60 kHz/245V

Figura 3.19: Comportamento caélico no circuito com diodo.
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Na figura 3.20 temos o plano de fase e o espectro de frequéncias para o circuito
do diodo excitado com uma sendide de 2.0V na qual foi somado um sinal de ruido branco
com amplitude de 200 mV. Exceto pelo sinal de ruido somado a sendide de excitagdo, esta
situacio é semelhante & mostrada na parte de cima da figura 3.17. Observe como esta
resposta pode ser confundida com uma resposta caética. Respostas cadticas e respostas
contaminadas com rufdo sio, qualitativamente e quantitativamente, muito semelhantes,
porem do ponto de vista da engenharia sio problemas distintos e devem ter portanto solugdes
distintas.

BT AR
genter: saiz itz

60 kHz / 2 v + 200 mV de ruido branco

Figura 3.20: Circuito com diodo ezcitado com sendide mais ruido.

Reconhecer e distinguir respostas cadticas de respostas contaminadas com ruido
nao é tao simples, exige um bom conhecimento do sistema dinimico que se estd estudando,
das possiveis fontes de ruidos e sua eventual importancia dentro do sistema. Um bom indicio
de que uma resposta de um determinado sistema nio estd contaminada de ruido pode ser
obtido observando o plano de fase ¢ mapa de Poincaré desta resposta. Planos de fase e mapas
de Poincaré isentos de ruidos revelam atratores com estrutura organizada, mostrando gue
O processo gue os origina estd em um espaco de poucas dimensdes. O contrario, ou seja,
planos de fase e mapas de Poincaré que nio revelam estruturas organizadas ndo implica
necessariamente em presenca de ruido, pois o ntimero de dimensées do espago em que este
processo ocorre pode ser tal que uma simples projecio do atrator em um plano ¢ insuficiente
para que se verifique alguma ordem. Observe e compare os planos de fase da figura 3.19 onde
temos resposta cadtica, com o plano de fase da figura 3.20 onde temos o sistema perturbado
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com ruido. Veja o aspecto borrado do plano de fase da resposta com ruido.

Outra observagio importante a se fazer a respeito dos sistemas dindmicos nio
lineares é a capacidade destes sistemas de processar ruidos de uma dada faixa de frequéncias
em sua entrada transformando-os em ruidos de outras frequéncias em sua resposta. Para
flustrar esta caracteristica veja a figura 3.21. A situacio mostrada nesta figura é semelhante
4 situacdo mostrada na parte de cima da figura 3.17. Na parte de cima da figura 3.21 o
circuito do diodo foi excitado com nma sendide de 60 kH 2-2V somada a uma sendide de
70 kH z-260 mV. A resposta mostrada na parte de baixo foi obtida excitando o circuito com
uma sendide de 60 kH 2-2V somada a mais duas sendides, uma de 70 £ 2-200 mV e outra
de 355H 2-50mV. QObserve as harménicas e sub harmonicas que aparecem no espectro
devido a introdugdo das perturbacdes na entrada do circuito. Observe também que nio se
trata de superposicdo de efeitos pois o principio da superposicio s é valido para sistemas
lineares.

Na figura 3.22 temos os espectros de frequéncias dos sinais usados para a ex-
citagao do circuito com diodo. Da esquerda para a direita, de cima para baixo: sendide pura;
sendide mais ruido; sendide mais nma perturbagio senoidal; sendide mais duas perturbacoes
senoidais.

Na figura 3.23 temos um plano de fase de um sinal de ruido branco (o sinal
de ruido pela sua derivada) e o espectro de frequéncias deste sinal. Observe o aspecto de
borrao do plano de fase caracteristico de um processo com muitas ou infinitas dimensoes

Na figura 3.24 temos dois casos de excitacdo quase periddica do circuito com
diodo. Na parte de cima da figura temos nma resposta quase periddica, obtida usando um
sinal de excitacio quase periddico obtido pela soma de uma senéide de 60kHz — 2V com
uma sendide de 80.125kH 2z — 200mV. Na parte de baixo da figura temos uma resposta
cadtica obtida usando a excitagdo quase periddica anterior, com a amplitude da componente
de 60 b H » aumentada para 2.5V . Observe que, olhando apenas para o plano de fase, pode-
se facilmente confundir a resposta cadtica com a quase periddica.

3.4 Controlador PLL para motor de corrente continua

3.4.1 Descrigao geral

O dispositivo de controle PLL (Phase Locked-Loop) é um sistema eletrdnico
composto basicamente de um comparador de fase-frequéncia, um filtro passa-baixas e um
oscilador controlado por tensdo. Sua fungao é fazer com que a saida de seu oscilador seja
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Figura 3.21: Clircuito com diodo ezcitado com sendide mais perturbacées senoidais.
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Figura 3.22: Alguns dos sinais usados para a excitacdo do circuito com diodo.
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Figura 3.23: Plano de fase e espectro de frequéncias para o sinel de ruido branco.

mantida igual, em fase e frequéncia, ao sinal de referéncia na sua entrada.

O PLL, idealizado inicialmente para demodulagio de sinais de telecomunicacio
com modulaggo sincrona, atualmente tem muitas outras aplicacdes, tais como sintetizadores
de de frequéncia , sincronizagdes de sinais de video, corre¢io do efeito Doppler na comu-
nicagdo com satélites, controle de velocidade de motores, entre outras. Na figura 3.25 é
apresentado o diagrama do PLL como é usado em comunicagiio e na figura 3.26 é apresen-
tado o diagrama bdsico de um PLL usado para o controle de velocidade de motor.

Observando as figura 3.26 pode-se ver que o motor faz o papel do filtro passa
baixas, enquanto que o encoder desempenha o mesmo papel do oscilador controlado por
tensdo do PLL usado em comunicacio. O controle PLL de velocidade de motor pode ser
visto como um controle de posigdo, onde o controle continuo da posicio leva a um controle
muito preciso da velocidade [13].

3.4.2 O sistema de controle PLL implementado

Na figura 3.27 é apresentado o diagrama do controlador PLL implementado. Do
circuito integrado 4046 foi usado apenas o detetor de fase-frequéncia, cuja saida é dada na
tabela 3.2, onde wy € a frequéncia do sinal de realimentagio ys(t) e wres é a frequéncia de
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Figura 3.24: Dotis exemplos de respostas para o circuito do diodo com ezcitagdo quase
perigdica. Na parte de cima resposta quase periddica e na parte de baizo resposta cadtica.
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Figura 3.25: Sistema FLL usado em comunicagdo
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Figura 3.26: Sistema PLL usado no controle de motores
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l Condig¢ao Saida do detetor de fase-frequéncia
Wy < wWref | BV
wg > Wrey | 0 V

Wy = wres | Saida pulsada com ciclo de trabalho proporcional a diferénca de fase dos sinais

Tabela 3.2: Saida do detefor de fase-frequéncia.

referéncia yres(t)

Frequéncia
de
referéncia 16

.
3 4046

Safda da
tensao de controle

__g

Canal Ado
encoder

Figura 3.27: Diagrama do controlador PLL implementado

Na figura 3.28 é mostrado o diagrama do amplificador linear de poténcia que faz
o acionamento do motor. Este amplificador é alimentado por uma fonte simétrica formada
por duas baterias de chumbo-dcido de 13.8V e fornece ac motor uma tensdo maxima de
aproximadamente 12.4V devido a queda nos transistores em associac¢io Darllington.

Foi usado um encoder de 1000 pulsos por volta, modelo HEDS-6310 fabricado
pela HP, cujo diagrama de ligacido e formas de onda de saida estdo mostradas na figura
3.29. Para a obtencio de outros valores para o nimero de pulsos por volta do encoder, foi
usado o divisor de frequéncia que estd na figura 3.30.
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Equipamentos para medigoes no sistema

Para a obtencao de um sinal analégico proporcional a velocidade do motor
utilizou-se um conversor frequéncia-tensio baseado no circuito integrado 2917. Os compo-
nentes periféricos ao circuito foram calculados usando as indicagdes do manual do fabricante.
O diagrama do conversor estd na figura 3.31.

+5V +5V
lI' L ]
L
IN 4148 12 11 {186 8 9
Canal A s Saida de tensao
an
2917 3 i F;
do 1 I 1 O proporcions] a
encoder 10k 7 velocidade

_Lz 3

;Esso pFE —1 ﬂFEiok
P e

Figura 3.31: Diagrama do conversor frequéncia-tensdo

Para a obtencio de um plano de fase a partir do sinal de velocidade fornecido
pelo conversor frequéncia-tensio foi utilizado o circuito cujo diagrama esta na figura 3.32.
O sinal de velocidade passa primeirc por um filtro passa faixa, composto por um filtro de
primeira ordem passa altas com ganho unitdrio e frequéncia de corte em 0.72 H z que tem a
fun¢io de eliminar a componente continua do sinal e um filtro passa baixas tipo Chebyshev
de segunda ordem com ganho igual a 4 e frequéncia de corte em 400 H z, necessdrio para
eliminar o ruido de alta frequéncia presente no sinal fornecido pelo conversor frequéncia-
tensao. O segundo sinal para compor o plano de fase foi obtido pela integracdo do sinal
de variacio da velocidade. Este sinal é proporcional a diferénca de fase entre o sinal de
referéncia e o sinal do encoder, para o sistema operando na regido de trancamento ou

oscilando em torno dela.

3.4.3 Modelo discreto do PLL

Apresentamos agora o modelo discreto tal como foi obtido no trabalho de Mahla
[39]. Em um trabalho anterior Mahla [38] obteve um modelo continuo de um controle PLL de
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velocidade de motor CC, onde o comportamento cadtico aparecia devido a uma perturbacgao
periédica causada por uma excentricidade no eixo do encoder. Posteriormente verificou-se
que o sinal pulsado do encoder ji é suficiente para causar comportamento caético do sistema
PLL, e esta parece ser a causa principal. Este modelo é portanto mais realista que o modelo
continuo. As equacoes 3.1 e 3.2 sao as recorréncias que descrevem o modelo discreto do
controle PLL de motor CC, tal como esta representado na figura 3.26.

wolk +1) = e 7 [wo(k) = KA(L — )] (3.1)
3\,—” = K Aton(k+1)47[— K A FF _eF wo(B)+ K Ac™ = K Ale ™ 4 o (k) - K Ale ™2
(3.2)

Onde wy é a velocidade angular de saida do motor no inicic do k-ésimo pulso do sinal de erro
e t,n{k) é o ciclo de trabalho do k-ésimo pulso do sinal de erro; {,,(k+ 1) é o minimo valor
tal que 3.2 seja satisfeita, e onde assume-se que {,,[T. As demais grandezas consideradas
nas equacoes 3.1 e 3.2 sao:

— T'... Periodo do sinal pulsado de referéncia y,.s(t).
- 7... Constante de tempo do motor.

— K ... Ganho proporcional.

— A... Amplitude dos pulsos do sinal de erro y.(?).

— N... Ndmero total de ranhuras do encoder.

3.4.4 Regiao de estabilidade do sistema PLL

A partir do modelo discreto do sistema PLL dado pelas equacgbes 3.1 e 3.2
Mahla [39], faz um estudo analitico para determinar as regiao onde estio os pontos estiveis
de periodo 1. Esta regido ¢ definida pela intersecio das regides definidas pelas equagdes:

1
T =T (3.3)
er A e T -2

*

T <

1492+

=T T
4—€e7 +e7

(3.4)



Capitulo 3: Aplicacdo das ferramentas em sistemas reais a7

onde z* que € o ponto de periodo 1, vale:

¥ = e WANT (3.5)

Substituindo a equacdo 3.5 nas equagdes 3.3 e 3.4; e aplicando logaritmo natural em ambos
os lados das equagdes, temos:

27 1 i
i 3.6
KANT © ”(e-§+e=§_2) (3.6)
o 1427
> In — . (3.7
KAN (4 —eT 4 e%)
e chamando:
2 e
KANT K (3.8)
temos:
— 1
K < In(gp———) (3.9)
er +er —2
T
— 1 2er
K > n(—27 (3.10)
4—e7 Jer

Observe que K tem valor sempre maior que zero, o que nos d4 um limite possivel
(prético) para K.

Olhando agora para o sistema que foi implementado podemos ver que o valor
do ganho proporcional K do modelo discreto, incorpora os diversos ganhos proporcionais
da malha do sistema, ou seja:

K = KKK, (3.11)

onde K, é o ganho do potencidbmetro, e pode assumir valores entre 0 e 1. K, é o ganho
do amplificador linear de poténcia, e vale 5.4 no sistema implementado. K,, é o ganho do
motor.

A funcao de transferéncia admitida para o motor é:



Capitulo 3: Aplicagio das ferramentas em sistemas reais 98

Ko

Gn(S) = 57 (3.12)

com:

Kr y
Kor = Rio + Kokr 1)
[

JR \
"~ REp t K.E7 349

onde

— Ko ... Constante de torque [Nm/A].

— R ... Resisténcia da armadura [2].

— Kp ... Coeficiente de atrito viscoso da armadura mais carga [Nm/(rad/s)].
— J ... Momento de inécia da armadura mais a carga [kgmZ].

— K¢ ... Constante de for¢a contraeletromotriz [V/(rad/s)].

As equagtes 3.9 e 3.10 definem a regido onde o sistema tem comportamento
periddico de periodo um, no entanto, verificamos que s&o necessarias mais duas restrigoes
de ordem pratica que limitam a regiao onde o sistema opera como um controlador PLL.
Observe que em fungio de T/7 temos um valor maximo possivel para K tal que o sistema
consiga entregar ao motor um valor de tensao que permita que este atinja a velocidade de
trancamento. Substituindo 3.11 em 3.8, temos:

— 27
K = 3.1
K K, AKmNT (3.15)

onde K, K, A é o valor méximo de tensao que o sistema consegue entregar ao motor. Para
que o sistema possa operar como PLL devemos satisfazer a condigio:

Fro
K K A > m (3.16)

onde F.s é a frequéncia de referéncia em [Hz]. Substituindo 3.16 em 3.15, temos:
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— 2
K< (3.17)
RL)KmNT
que nos fornece a restrigio:
— T

A ouira restri¢iio no sistema real é dado pela tensio maxima que o amplificador
de poténcia pode entregar ao motor, que no sistema implementado vale Vig, = 124 V.
Tste valor de tensdo limita a velocidade méximma que o motor pode alcangar, ou seja:

Fref
— < Vmaa: 3.
NKm ™ (3.19)
1 .
7 < NEmVa (3.20)

invertendo e dividindo por T ambos os lados da equagdo 3.20, temos:
T 1
-

P .
2 Vo NEKmr (3.21)

Com base nas equacOes 3.9, 3.10 e 3.18, lembrando também que K é maior que
zero, obtemos o diagrama que estd na figura 3.33, que nos da a regiao onde o sistema PLL
de controle de motor CC descrito pelo modelo discreto tem comportamento periddico de
periodo um.

Do manual [13] obtivemos os dados do motor EC 576, os quais estdo na tabela
3.3.

A partir dos dados da tabela 3.3 substituidos nas expressoes 3.13 e 3.14, obtemos
para o sistema implementado:

ds_
Km = 24.25 [T“V‘g b (3.22)
T = 35.6 x 1073[s] (3.23)

Para que fique compativel em unidades com o desenvolvimento do modelo dis-
creto, mudamos a unidade do ganho do motor para [H2/V], ou seja:
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Figura 3.33: Regido de comportamento periddico de periodo um para o sistema FPLL de
controle de motor CC descrito pelo modelo discreto.

Parametro Valor Unidade
Ky 0.04096 L
R 1.55 Q
Kp 6.7432x 107° | Am
K, 0.04097 —
J 3.884 x 107° kgm?

Tabela 3.3: Dados do motor EC 576 usado na montagem.
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Km =3.86 [%3] (3.24)

3.4.5 Resultados dos experimentos com o PLL implementado

Com a regifao de comportamento periédico de periodo um definida pelo diagrama
da figura 3.33 e com o sistema implementado, experimentou-se pontos de operagao dentro e
fora desta regido. A variagdo do ponto de operacao no eixo K foi feita por meio da variacio
do ganho do potencidmetro (K,) e pela variagio do nimero de pulsos do encoder (N). A

T

variagdo no eixo = foi feita por meio da variagio da frequéncia de referéncia (Frcr). Para

avaliar o tipo de comportamentc observado fez-se uso do plano de fase obtido a partir do
sinal de velocidade e pela andlise espectral deste sinal, obtida com um analizador eletronico.

Os pontos de operagdo do PLL que foram experimentados estdo na tabela 3.4 e

suas respectivas posi¢bes no plano % x K estdo na figura 3.34.

Figura 3.34: Pontos do plano K x ;‘:— do sisterna PLL implementado que foram verificados.

Os planos de fase que serdo apresentados aqui foram obtidos por fotografia da
tela do osciloscépio, usando um tempo de exposicdo de aproximadamente 4s. Nos cantos
inferiores dos planos de fase temos, da esquerda para direita, os valores de volts/divisdo
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Ponto | K, N [FylH] £ I K
1 ]0.0693 |3.125 | 28.09 1.0 | 768
2 0.178 | 3.125 28.09 1.0 2.99
3 0.0809 | 3.125 46.82 0.6 6.58
4 ] 0249 | 3.125 | 46.82 06 | 213
5 10450 | 625 | 517 0.55 | 0.59
6 | 0237 | 625 | 517 0.55 | 1.12
7 ] 0.152 | 125 | 56.18 05 | 0875
8 10450 | 125 | 56.18 05 | 0.295
9 10160 | 50 | 56.18 0.5 | 0.208
10 [ 0450 | 50 | 5618 0.5 | 0.0739
11 | 0.450 | 1000 | 500 | 0.056 | 0.00369
12 | 0.450 | 1000 | 5000 | 0.0056 | 0.00369
13 | 0112 | 50 140.4 0.2 | 0.296
14 (3.354 | 6.25 140.4 0.2 0.750

Tabela 3.4: Pontos de operacdo do PLL que foram verificados. Os demais dados do sisterna
implementado usados para obtencdo desta tabela foram: K,, = 3.86[%?»], K, =55 A=
5[V].
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dos eixos X e Y do osciloscopio. No eixo Y temos a variagdo de velocidade do motor e
sabendo que a relacdo entre a velocidade no eixo do motor e a tensdo do sinal de variacao
de velocidade na safda do filtro vale 0.092273%2—, podemos medir a variagio maxima de
velocidade, medindo o comprimento em Y do atrator.

Para verificar se o sistema estava operando em uma regiao com trancamento de
fase, fez-se uso de uma lampada estroboscépica para congelor a imagem de um disco com
uma marcacio radial, preso ao eixo do motor. Com a imagem do disco congelada aplicava-se
nm pequeno atiite ao eixo e observava-se a estabilidade da marca no disco.

Na figura 3.35 temos os planos de fase e os espectros de frequéncias que foram
obtidos para os pontos de operacao 1 e 2. Observe que estes pontos de operagio estao em
uma regido onde o PLL nao apresenta comportamento peridédico de periodo um, o que de
fato foi verificado varrendo-se a reta 7'/7 = 1. Comportamento cadtico s6 foi observado
acima da linha que define a regido onde o PLL pode alcancgar o trancamento de fase (veja
o ponto 1 da figura, que é um exemplo de comportamento cadtico observado nesta regiao).
Na regifo de trancamento observou-se que o PLL realmente operava no trancamento, porém
sempre exibindo comportamento sub harménico (veja o exemplo do ponto 2). Observe que
no caso do ponto 2, bem como em todos os outros casos, o plano de fase ndo exibe um
ciclo limite definido. Suspeitamos que isto se deva a processamento, pelo sistema, de ruidos
mecanicos de frequéncias mais altas pelo sistema, causando o aparecimento de muitas sub
harménicas, impedindo que um ciclo limite seja evidenciado. Eventualmente alguns destes
pontos também podem ser de comportamento quase periddico produzido pela soma da
perturbacio periddica da referéncia do sistema mais uma perturbacao periddica devido a
uma excentricidade do disce ranhurado do encoder. Observe que uma excentricidade no
encoder faz com que o sistema seja submetido & uma perturbacio periddica.

Na figura 3.36 mostramos os comportamentos observados nos pontos 3 e 4. No
ponto 3 que estd fora da regido de trancamento temos comportamento cadtico similar ao
observado no ponto 1. No ponto 4 temos uma resposta sub harménica e o controle esta em
trancamento, como era de se esperar.

Na figura 3.37 mostramos os comportamentos dos pontos 5 e 6, que estdo na
regido de estabilidade prevista pelo modelo. Observe que nestes dois pontos o comporta-
mento € qualitativamente o mesmo e é préximo a um comportamento periddico de periodo
um, exceto por uma grande quantidade de componemtes de pequena amplitude, gque acre-
ditamos seja ruido processado pelo sistema, e uma componente de frequéncia (em 8.3 H z)
um tanto mais pronunciada, que tem a mesma frequéncia de rotagio do motor e reforcando
a hipotese de uma perturbacio periddica, introduzida pela excentricidade do encoder. Ob-
serve que se a resposta fosse de periodo um, como era de se esperar para esta regido do
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espaco de parametros, terfamos apenas a componente de frequéncia na frequéncia do enco-
der, que é igual a frequéncia de referéncia. Para estes pontos também foi observado que o
PL1 operava na regido de trancamento de fase.

Na figura 3.38 mostramos os comportamentos que foram observados nos pontos
7 e 8 veja que o comportamento observado agui continua muito semelhante ao que foi visto
nos pontos 5 e 6, exceto pela componente na frequéncia de referéncia que nao aparece no
espectro devido a escala de frequéncias adotada. Observe que a componente de frequéncia
na frequéncia do eixo do motor (4.5 Hz) continua a aparecer. Com o aumento de K, do
ponto 7 para o 8 pode-se observar nos espectros que as diversas componentes tem suas
amplitudes modificadas, porem suas posi¢oes sio mantidas. Estas componentes do espectro
nio podem ser explicadas pelo modelo discreto que estamos usando.

Na figura 3.39 mostramos os comportamentos dos pontos de operagao 9 e 10.
Veja que apesar destes pontos estarem em uma regido onde o PLL deveria ser bastante
estdvel, encontramos no ponto 9 uma enorme quantidade de sub harmoénicas de pequena
amplitude e no ponto 10 temos uma situacao cadtica. Pelo modelo que estamos usando
esperavamos comportamento estdvel. Temos duas hipdteses para explicar estas observagoes:
1) A existéncia da excentricidade do encoder; 2) Aumento da sensibilidade do sistema a
ruidos devido a reducdo no tempo de amostragem [41]. Eventualmente os dois fendmenos
podem estar ocorrendo simutaneamente.

No sistema que implementamos, quando usamos N = 100 ou N = 1000 obtive-
mos sempre respostas do tipo da resposta do ponto 10. Veja a figura 3.40, onde mostramos
as respostas dos pontos 11 e 12. Para os pontos 9, 10, 11 e 12 o sistema nao opera na
regiio de trancamento de fase. E provavel que uma excentricidade no encoder tenha uma
influéncia maior, no sentido de causar instabilidade, para velocidades maiores do motor,
uma vez que o sistema terd maior dificuldade para responder a perturbagoes mais rdpidas. '
Nio encontramos regides de comportamento estavel para N = 100 ou N = 10600 com ne-
nhum valor de velocidade, o que é um argumento a favor de que o aumento de N também
aumenta a sensibilidade do sistema a ruidos. Esta constatagio de que o sistema é menos
estivel com o aumento de N contraria a conclusdo de Mahla [39], que esperava obter uma
maior estabilidade do controle PLIL aumentando o nimero de pulsos por volta do encoder.
Acreditamos que a ocorréncia desta contradi¢ao entre a previsdo feita com base no modelo e
o que foi constatado no sistema real se deva ao ruido, que sempre estd presente nos sistemas

reais.

Na figura 3.41 mostramos o comportamento do PLL para os pontos de operagao
13 e 14. No ponto 13 temos uma situagio estdavel usando N = 50, que foi obtida para
um valor bastante baixo de K,. Valores mais altos de K, nao produziram comportamento
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estavel, possivelmente por aumentar a sensibilidade do sistema a ruidos ou a perturbacio
devido a excentricidade do encoder. No ponto 14 temos uma situagao cujo plano de fase
revela um comportamento bem proximo a um ciclo limite. Observe que estes pontos (13 e
14) a frequéncia de referéncia tem um valor razoavelmente alto (140.4 H z) e o motor prati-
camente n&o responde a ela. As componente que aparecem no espectro provavelmente tem
origem na perturbagao produzida pela excentricidade do encoder. Nio devemos confundir
este ciclo limite como uma evidéncia de comportamento periédico de periodo vm comeo pre-
visto pelo modelo, pois se fosse este 0 caso deverfamos ter no espectro a menor componente
de frequéncia na frequéncia de referéncia (140.4 H z), veja que nao é este o caso.

Em nosso sistema de controle PLL observamos que para valores de N < 25
e velocidades nao muito altas, obtivemos comportamento estavel, do tipo observado nos
pontos 5 e 6, sempre que o sistema operava dentro da regido estdvel de periodo um prevista
a partir do modelo discreto. Nestes casos a componente de mesma frequéncia que a rotagao
do motor sempre foi observada, o que reforca nossa hipdtese de excentricidade do encoder.
A excentricidade do disco do encoder, gue é responsdvel por uma modulacio em frequéncia
do sinal gerado, é um valor muito pequeno e dificil de medir, mas que parece ter um efeito
bastante pronunciade quando o sistema opera em trancamento de fase.

Apesar do modelo real ser visivemente mais complicado que o modelo discreto
dado pelas equagdes 3.1 e 3.2, verificamos que este modelo é razodvel para valores pequenos
de N e velocidades nio muito altas. Porém em um estudo mais apurado visando a imple-
mentagao de um sistema de controle PLL real de grandes propor¢des devemos buscar por
um modelo mais completo, que leve em consideracio a excentricidade do encoder. Faz-se
necessario também o desenvovimento de uma metodologia para medi¢io da excentricidade
do encoder, bem como de uma metodologia para levar em considera¢io a presenca de ruido,
gue limitard o valor miximo de N que poderd ser usado na implementacao.
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Figura 3.35: Comportamentos do controle PLL implementado que foram observados nos
pontos de operacdo 1 e 2.
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Figura 3.36: Comporiamentos do conirole PLL implementado que foram observados nos

pontos de operacdo 3 e 4.
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Figura 3.37: Comportamentos do controle PLL implementado que foram observados nos
pontos de operacdo 5 e 6.
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Figura 3.38: Comportamentos do controle PLL implementado que foram observados nos
pontos de operacdo 7 e 8.
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Figura 3.39: Comportamentos do controle PLL implementado que foram observados nos
pontos de operagio 9 e 10.
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Figura 3.40: Cemportamentos do controle PLL implementado que foram observados nos

pontos de operagdo 11 e 12.
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Ponto 13

Ponto 14

Figura 3.41: Comportamentos do controle PLI implementado que foram observados nos
pontos de operagdo 13 e 14.
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Apéndice a

Programa em FORTRAN para obtencao
do diagrama de bifurcacoes da equacgao
Logistica

PROGRAM LOGIST3

Cokskskkdkok ok # k% *kk . c
¢ PAULD ROGERID COMIN c
CHerskdk P ¢
c CAMPINAS ~ UNICAMP - (2/12/94 c
ook ek * * * B
C PROGRAMA PARA GERAR A CASCATA DE c
c DUPLICACGES DA EQUACAD LOGISTICA C
(ke gbmmk Rk koK *HEH X ek ke
C

REAL LAMB,LAMB2

DIMENSION XAUX(1000)
UPEN(10,FILE='mapa.dat’)
WRITE(*,*)*INICI0O DO INTERVALO DE LAMBDA®
READ (* ,+) LAMB

WRITE(*,*) ’FIM DO INTERVALDO DE LAMBDA’
READ (%, *)LAMB2

WRITE(*,*)}’INICIO DO INTERVALD DE X(N+1)°’
READ(*,*)}XN11

WRITE(#,#) FIM DO INTERVALD DE X{(N+1)°®
READ (*,%)XN12

WRITE (#,*) PASSO DE CALCULO’

READ (#,%)H

WRITE (*,%) *PONTDS SALVOS POR PASSD:
READ(*,*)N

WRITE(*,1)
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c

20

16

40

30

&0

60

10

FORMAT(//)
WRITE(*,*)?CALCULARDD....... ’
TBL=0.00001

XN=0.8

KCONT=1

NCONT=INT ((LAMB2-LAMB)/H}

Do 10 I=1,NCONT

DO 20 EK=1,500

CALL EQ{LAMB,XH§,XN1)

XN=XK1

CONTINUE

CALL EQ(LAMB,XN XN1)
IF(XN1.LE.XN12.AND.XN1.GE.XN11) THEN
XAUX (KECONT)=XN1
KCONT=KCONT+1

ENDIF

XN=XN1i

IF(KCONT.LE. (N+1))THEN

GO TD 100

ENDIF

XX=XAUX (1)

DO 30 I1=2,30

IF(ABS (XAUX(I1)~XX).LE.TOL)THEN
Do 40 J=1,(I1~1)
WRITE(10,*)LAMB, XAUX(D)
CONTINUE

GB TO €0

ENDIF

CONTINUE

Do 50 Ji=1.K%
WRITE(10,*)LAMB,XAUX(J1)
CONTINUE

KCONT=1

LAMB=LAMB+H

XN=0.8

CONTINUE

WRITE(*,1)

WRITE(*,x) ’CALCULD CONCLUIDO’

WRITE(*,%) ’RESULTADD NO ARQUIVD: "mapa.dat"’
STOP

END

CxexxxEQUACAC LOGISTICA**%*%

c

SUBROUTINE EG(LAMB,XN,XN1)



Apéndice a: Diagrama de bifurcagbes da equacio logistica 118

REAL LAMB
IN1=LAMB*XN+(1.0-XN)
RETURN

END



Apéndice b

Programa em FORTRAN para obtengao
do mapa de Poincaré da equagao de
Duffing

PROGRAM POINC

o s e o e ok ol A ook ok 3k ok ook ok sk ook e ok ok ook ok Aok dkeake
C PAULS ROGERI® COMIN 4
C CAMPINAS-UNICAMP 09/06/94 C
(ot sk o e o o e ek ko ok ok *kk *xkkkk
¢ PROGRAMA PARA OBTENCAO DO MAPA DE POINCARE c
C DA EQUACAD DE DUFFIKG H
Gk sk sk 300 3 ol R ol ke e e e e ok o ok ek
C
CaxxkxDIMENSIONAMENTO DE VARIAVEISsskkakkdokdokksokksidk(
c
DIMENSION Y(10),DYDX(10),YOUT(10)

c
e e e ok i e o 0 38 0 o o oo o 0 e e ek ke o okt ks ok sk ok ok D
c

OPEN(10,FILE=’poinc.dat’)

WRITE(*,5)

5 FORMAT(//)
WRITE(*,*)’ MAPA DE POINCARE DA EQ. DE DUFFING’
WRITE(*,6)
6 FORMAT (/)

WRITE (#,*) ’ERTRE COM 0 NUMERO DE PONTOS DESEJADOS’

WRITE (*,%)? N0 ARQUIVD DE SAIDA?

READ (*,*)NP

WRITE(*,%)’ ENTRE COM 0 NUMERC DE DIVISOES DO °*
WRITE(*,*}’ PERIODG DA FUNCAQD FORCANTE’
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READ (*,*)NDIV
WRITE(*,#)* ENTRE COM 0 ANGULO DE AMOSTRAGEM’
READ (*,#) ANG
WRITE(*,#) ’ENTRE COM AS COND. INICIAIS Y1(0), Y2(0)®
READ(*,#%)Y(1),Y(2)
WRITE(*,6)
WRITE(*,*)’ CALCULANDO..... ’
NT=NP+NDIV
WRITE(*,8)
WRITE(*,7)NT
7 FORMAT{’SERAD REALIZADOS *,110,* PASSOS DE INTEGRACAD?)
WRITE(*,*)’ AGUAEDE. . ... ’
WRITE(*,6)
N=2
X=0.0
ICONT=1
ARC=2+ACAS(~-1.0)
H=ARC/FLDAT{NDIV)
AARG=(FLOAT(NDIV)*ANG)/360.0
AANG=ANINT (AANG)
NANG=INT (AANG)
ANGA=AANG*H#360.0/ARC
WRITE(*,8)ANGA
8 FORMAT (’ANGULO DE AMOSTRAGEM => °,F14.7,’ GRAUS’)
DO 20 I=1,NP
Do 10 J=1,NDIV
CALL DERIVS(X,Y,DYDX)
CALL RK4(Y,DYDX,N,X,H,YOUT)
Y{1)=YOUT(1)
Y(2)=Y0UT(2)
TIF(KANG.EQ.J)THEN
WRITE(10,#)Y(1),Y(2)
ENDIF
X=X+H
10 CONTINUE
X=0.0
ICONT=1
20 CONTINUE
WRITE(*,%)'CALCULD CONCLUIDO’
WRITE(*,%) 'RESULTADO NO ARQUIVD "poic.dat™’

STOP

END
C .
ke e e e e o ok Ik ek ofe s e ke o ok ok e e ok ok ok ke ok R
[ SUBRUTINA PARA RESOLVER UMA EQUACAD c
c DIFERENCIAL PELD METODO DE RUNGE -~ KUTTA G

ok e e ok o A A ok ok * *%
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SUBROUTINE RK4(Y,DYDX,N,X H,YOUT)
¢
C#4*xDIMENSTONAMENTO DE VARTAVEIS##dakkhadkhskrrss(
c

DIMENSION Y{(10),DYDX(10),YOUT(10)
DIMENSION YT(10) ,DYT(10),DYH(10)

1+
DT * A A A B R R o R AR S A
c
HH=H#*{.E
H6=H/6.0
XH=X+HH
CxsxxxPRIMEIRD PASSO*k*x * Ak k(]
DO 11 I=1.¥
YT{I)=Y(I)+HH«DYDX(I)
i1 CONTINUE

CrkxkxSEGURDD PASSD deokedkaokcskok sk ook sk ok sk dok hok ok ok o (0
CALI. DERIVS(XH,YT,DYT)

Do 12 I=1,¥
YT(I)=Y{I)+HH*DYT(I)
12 CONTINUE
Cxxxx*TERCETRO PASSO*¥*k%sn **C
CALL DERIVS(XH,YT,DYM}
DO i3 I=1,R

YT(I)=Y{1)+H*DYM(I)
DYM(I)=DYT{I)+DYM(I}
13 CONTINUE
CrrkxkQUARTO PASSO#kkkidkkidikitris i kit sirreed*(
CALL DERIVS(X+H,YT,DYT)
DO 14 I=1,N
YOUT{I)=Y{(I)+H6*(DYDX(I}+DYT(I)+2 0«DYM(I))
14 CONTINUE

RETURN

END
Cc
(e 3 e o e e o ol ae sl e ok o o s ol e o o s ok ke o o s ke ke e e o el ke o ok ook o A K ok ok ok
C CALCULE DAS DERIVADAS DA EQUACAU c
C DE DUFFING C
ek - * ok e bl b *H(
H

SUBROUTIRE DERIVS(X,Y,DYDX)
C

CH*xx*DIMENSIONAMENT] DE VARIAVEIS#®#wkssdhsirdrkrk(
C
DIMENSION Y(10),DYDX(10)
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c

3 o e e ok e e i s ol o i ol ke ook ok ok Sk e ok ek sk ok kA
G

DYDX (1)=Y(2)

DYDX(2)= - Y(1)*%3 ~ 0.05%Y(2) + 7.5+C03{X)
RETURN

END
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Programa em FORTRAN para calculo do
maior expoente de Lyapunov de uma
sequéncia no tempo

PROGRAM FET1

c
¢ Aok ek *AX G
C PAULO RDGERIC COMIN c
¢ CAMPINAS-UNICAMP 25/05/94 c
c * RN EREERERERRREEHERRK]
C PROGRAMA PARA CALCULU DO MAIOR EXPOERTE C
¢ DE LYAPUNOV DE UMA SEQUENCIA NO TEMPO c
Co sk e skok s sk ok ok o T e 1 s
c

INTEGER DIM,TAU,EVOLV

DIMERSION X(16384),PT1(12),PT2(12)
c

C****xx*DEFINE A COORDENADA DE ATRASO COM UMA
C#*#*%+xFUNCAD DE INSTRUCAO Z(I,J)=J-ESIMO COMPONENTE
C#«xxxxD0D I-ESIMO PONTO DO ATRATOR RECONSTRUIDO

C
Z(I, D=X(I+(J-1)+TA)

C
WRITE(*,5)

5 FORMAT(/ /)
WRITE(*,#*) PROGRAMA PARA CALCULD DB MAIOR EXPOENTE’
WRITE(*,*)’ DE LYAPUNOV DE UMA SEQUEKCIA NO TEMPD®
WRITE(*,5)

c

OPEN(1,FILE=’serie.dat?)
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OPEN(10,FILE=’lyap.dat’}

WRITE(=,*)’a SEQUENCIA NO TEMPO SERA LIDA ND ARQUIVO "serie.dat"’
WRITE(*,6)

FORMAT (/)

WRITE(*,%) ’ENTRE COM 0S PARAMETROS DO CALCULD’

WRITE(*,6)
WRITE(*>,*)’ NPT
READ(* ,*)NPT
WRITE(*,6)
WRITE(*,*)’ DIM ~ DIMENSAQ DD ESPACOD RECONTRUIDQ'
READ(*,*)DIM

WRITE(*,6)

WRITE{*,*}’ TAU ~ COORDENADA DE ATRASO’

READ (* ,*) TAU

WRITE(*,6)

WRITE(#,%)> DT - TEMPO ENTRE AMOSTHAS DA SEQUENCIA’
READ (% ,%)DT

WRITE(*,6)

WRITE(*,%)*  SCALMX - COMPRIMENTOD CONSIDERADD MUITO GRANDE’
READ (% ,*)SCALMX

WRITE(*,6)

WRITE(#*,%)’ SCALMN - COMPRIMENTO CONSIDERADO MUITG PEQUENO’
READ(*,#) SCALMN

WRITE(*,6)

WRITE(*,%)’ EVOLV - CONSTANTE DE PROPAGACAD’
READ(*,*)EVOLV

WRITE(%,5)

NUMERO DE PONTOS DA SEQUENCIA!?

CexxxxxIND PONTOS DA TRAJETORIA PRINCIPAL
CH** 4% IND2 PONTOS DA SEGUNDA TRAJETORIA
CexxwxSUN ACUMULA O EXPOENTE CALCULADOG
CoxxxxxITS NUMEROD TOTAL DE PASSGS DE PROPAGACAOD

G

c

IND=1
SUN=0.0
ITS=0

Cxex2xxLENDO A SEQUENCIA NO TEMPO

c

10

WRITE(*,=*) ’LENDD ARQUIVO "serie.dat"’
DG 10 I=1,NPT

READ (1,%)X(I)
CONTINUE

WRITE(*,5)
WRITE(*,%) CALCULANDO ....°
WRITE(*, %) *AGUARDE’
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WRITE(#,6)
c
Caxr»xxCALCULD DO TAMARHO UTIL DO ARQUIVO DE DADOS
¢
NPT=NPT-DIM*TAU-EVOLV
¢
Cr+4xxxENCONTRE O VIZINHO MAIS PROXIMO DO
Cx*ex2xPRIMEIRD POGNTO
[
DI=1.E38
c
Cewxx2xNAG PEGUE UM PONTO MUITO PROXIMO DD
CrxxxxxPONTO PRINCIPAL
c
D0 30 I=11,NPT
¢
Cxxxxx+COMPUTE A SEPARACAC ENTRE D PONTO
Cxxxxx:PRINCIPAL E O PONTC CANDIDATO

c
P=0.0
po 20 J=1,DIM
D=D+(Z{IKD, D ~Z(T, T} ) #x2
20 CONTINUE
D=SQRT (D)
C

Crxx2x ARMAZENE 0 MELHOR PONTD ENCONTRADO ATE AGORA
Caexkkk(QUE NAO ESTEJA POREM NA ESCALA DE RUIDO
C
IF(D.GT.PI.CR.D.LT.SCALMN) GO TO 30
DI=D
IND2=I
30 CONTINUE
4
C##*%*xxPEGUE AS CDORDENADAS DOS PONTOS PROPAGADDS
G
40 po 50 J=1,DIM
PT1(Iy=Z (IND+EVOLV, )
PT2(1)=Z(IND2+EVOLV,])
50 CONTINUE
C
CH*»%#+COMPUTE A SEPARACAG FINAL ENTRE O PAR
CrxxxxxATUALIZE O VALOR DO EXPOENTE
c
DF=0.0
DO 60 J=1,DIM
DF=DF+(PT1(3)~PT2(J) ) #%2
60 CONTINUE
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DF=SQRT(DF)
ITS=ITS+1
SUM=SUM+ALOG(DF/DI1}/ (FLOAT(EVOLV) *DT+ALOG(2.))
ZLYAP=SUM/FLOAT(ITS)
WRITE(10,#)ZLYAP, ,EVOLV*ITS,DI,DF
c
Cx#*x#xPROCURE PONTOS DE REPACE
CaerxZMILT E 0 MULTIPLICADOR DE SCALMX
c
INDGLD=IND2Z

ZMULT=1.0
ANGLMX=(.3
70 THMIN=3.14
¢
Cxxxx*xPROCURE SOBRE TODGS 05 PONTOS
G

D@ 100 I=1 NPT

c
CxwxxxxNAD PEGUE PONTOS MUITO PROXIMOS RO TEMPQD
Cxx*x+*xD0 PONTO PRINCIPAL
c

III=IABS (I-(INDH+EVOLY))

IF(ITII.LT.10) GO TO 100
c
CxxxkxkCOMPUTE A DISTANCIA ENTRE
Cxxsx+x% PONTO PRINCIPAL E 3 PONTO CANDIDATD
C

DEEW=0.0

Dy 80 J=1,DIM

DNEW=DHREW+(PT1(I)-Z(1,J) )%%2

80 CORTINUE

DEEW=50QRT (DNEW)
c
Caakw4xPROCURE FORA DA ESCALA DE RUIDD, POREM
Caxkx*2xPROXIM0 DE ZMUL*SCALMX
c

IF (DNEW.GT.ZMULT*SCALMX . OR.DREW.LT.SCALMN) GO TO 100

c
Crxexx+ENCONTRE A MUDANCA ARGULAR
C+*+x+ENTRE 0 VETOR NOVO E 0O ANTIGO
c
DOT=0.0
pg 80 J=1,DIM
DOT=DOT+(PT1(JI)~Z(I,J) )« (PT1{1)-PT2(I))
20 CONTINUE
CTH=ABS (DOT/ (DNEW*DF) )
IF{CTH.GT.1.0) CTH=1.0



Apéndice c: Calculo do maior expoente de Lyapunov

127

TH=ACOS (CTH)
C
CrxdnxxSALVE OS5 PONTCS COM AS MENORES
Cakxk+MUDANCAS ANGULARES ATE AGORA
¢
IF(TH.GT.THMIN)GO TO 100
THMIN=TH
DII=DNEW
IND2=Y
100 CONTINUE
IF({TEMIN.LT.ANGLMX) GO TO 110
<
CraawxxNAD ENCUNTRA PONTO DE REPACE
Cxx2x+xPROCURE COM DISTANCIA MAIOR

c
ZHULT=ZMULT+1
WRITE(*,*) "ZMULT’ ,ZMULT
IF(ZMULT.LE.5.) GO TG 70
¢

CxwxxxxSEM REPACE ATE 5%SCALE, DOBRE 0 ARGULO
CexxxsxDE PROCURA, REINICIE DISTANCIA
c
ZMULT=1.0
ANGLMX=2 . *ANGLMX
WRITE(*,*) ANGLMX’ ,AKGLMX
IF(ANGLMX.LT.3.14) GO TD 70
INDZ2=INDOLD+EVOLY
DII=DF
110  CONTINUE
IXD=IND+EVOLV

CxwxxxxTERMINE QUANDD A TRAJETORIA PRINCIPAL
C**%*xxxATINGIR © FIM DO ARQUIVC DE DADOS
C
IF(IND.GE.NPT) GO TO 120
DI=DIIX
GO TO 40
120 WRITE(*.5)
WRITE(*,*)’CALCULD TERMINADOD®
WRITE(=*,5)

WRITE(=*,%)’A EVOLUCAD DO CALCULC DO MAIOR EXPGENTE’
WRITE(*,*) DE LYAPUNOV ESTA ARMAZENADA NO ARQUIVO "lyap.dat"’
WRITE(#*,*)’CUJAS COLUNAS REPRESENTAM RESPECTIVAMENTE:’

WRITE(*,*) *ZLYAP,EVOLV*ITS,DI,DF’
STGP
END



