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Resumo

Neste trabalho pesquisamos metodologia para analise e sintese de sistemas de con-
trole automatico com incertezas estruturadas introduzida por Doyle. Objetivando o
controle robusto multivaridvel 6timo no espago de frequéncias, utilizamos o conceito
de valor singular estruturado (1) que complementa o enfoque H,, e permite atender
especificagbes conjuntas de desempenho e robustez. Representamos os sistemas in-
certos por Transformagbes Fracionais Lineares (LFTs), que unificam naturalmente as
formulagGes nos espagos de estado e de frequéncias. Para projetar, programar e imple-
mentar o controle étimo H,, optamos por uma estrutura com Modelo Interno (IMC).

Aplicages ao controle robusto de plantas mal condicionadas através do algoritmo que
pesquisamos e programamos sao realizadas.

Abstract

In this work a methodology for analysis and synthesis of automatic control systems
with structured uncertainties introduced by Doyle is studied. With the objective of
optimal multivariable robust control in frequency domain we use the concept of struc-
tured singular value (u) that complements the H,, approach and allows joint robust-
ness and performance specifications achievement. Uncertain systems are represented
by Linear Fractional Transformations (LFTs) which naturally unify the state-space
and frequency domain formulations. An Internal Model Control (IMC) structure for
designing, programming and implementing the Ho, optimal control is chosen. Appli-
cations to the robust control of ill-conditioned plants through the algorithm that we
studied and programmed are done.
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Capitulo 1

Introducao

O controle por realimentacio obtendo sistemas estdveis e robustos constitui um pro-
blema fundamental e muito importante, tanto na teoria como na pratica de controle

e automagao.

Qualquer descricdo matemaética de um fendémeno fisico é uma abstragio do pro-
cesso. Como consequéncia, havera diferencas entre a formulag¢io matemiatica e a
planta real. Assim, uma descricdo completa de um sistema fisico consiste nido so-
mente de um modelo matematico nominal, mas também de uma descricio dos erros
de modelamento.

Estes erros de modelamento levam a introdugdo do conceito de robustez, e em
decorréncia, ao conceito de controle robusto.

Sendo asim, é desejavel que um sistema apresente um nivel razodvel de desempenho
mesmo quando operando na presenga dos erros de modelamento, ou como chamaremos
de uma forma genérica, das incertezas. Com outras palavras, espera-se que o sistema
nominal seja robusto.

Um procedimento de projeto consiste de dois passos distintos: anélise e sintese.
Analise permite acessar quantitativamente o desempenho do sistema em termos de
alguma ferramenta matemdtica. Sintese € a criacio de um sistema com caracteristicas
de desempenho desejadas.

Neste trabalbo, trataremos o problema de controle robusto de sistemas lineares
multivaridveis com énfase na sintese de controladores robustos, priorizando o emprego
da estrutura de modelo interno.

O problema de sintese de controladores robustos seré abordado segundo a meto-
dologia introduzida por Doyle - {15]. O objetivo é projetar um sistema realimentado
com desempenho e estabilidade em malha fechada em face de incertezas modeladas.
Este problema € conhecido como “sintese-u”. Convergéncia para a solu¢ao global nio
€ garantida gracas & ndo convexidade inerente do problema. A solucio utilizada é
baseada num procedimento iterativo, conhecido como iteragio D-K, que envolve uma,
sequeéncia de problemas de projeto H...

A estrutura de Controle com Modelo Interno {IMC) sera introduzida como uma
alternativa para a estrutura clissica de realimentagdo . Sua principal vantagem é
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que a estabilidade em malha fechada é garantida simplesmente pela escolha de um
controlador IMC estével. Além disso, h4 a facilidade de tratar o problema de robustez

de uma forma bem simples e explicita.

1.1 O Problema de Sintese

1.1.1 Introducao

Nosso objetivo é situar o problema geral de controle.

Qual é o propdsito da realimentagio ? Num nivel bésico, deseja-se que a resposta
dinémica de algum processo fisico tenha certas caracteristicas ou esteja em algum
conjunto de respostas desejadas. O objetivo de um compensador é gerar as entra-
das apropriadas (controles) para o processo fisico tal que a resposta desejada seja

alcancada.

A algum tempo vem se tornando dbvio que controle via realimentacio (como
oposto a malha aberta) é necessirio em face a plantas instdveis em malha aberta,
incertezas na dindmica da planta e perturbacbes externas ndo-mensuraveis. Esta
situagdo € vista na Figura 1.1.

COMPENSADOR =

controle medidas

entradas PLANTA FISICA respostas

exogenas

Figura 1.1: O problema genérico de realimentacio

A planta incerta serd modelada como um sistema nominal conhecido mais algum
erro ou perturbagdo modelada. A exata perturbagio da planta nio é conhecida;
entretanto, ela pertence a um conjunto conhecido de perturbagbes possiveis.

O problema de sintese ¢ especificar um compensador para:

¢ obter a estabilidade em malha fechada:

¢ satisfazer as especificagdes de desempenho;
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e proporcionar robustez na estabilidade e desempenho com respeito
as perturbacdes possiveis.

1.1.2 Estabilidade Nominal

O primeiro requisito de um controlador é estabilizar o sistema nominal em malha
fechada. Estabilidade implica que entradas limitadas produzirio saidas limitadas.
Além disso, o compensador também deve alocar todos os polos de malba fechada no
semi-plano esquerdo.

1.1.3 Desempenho Nominal

Desempenho é um conceito muito amplo, com uma grande variedade de definigées e
interpretagoes . O objetivo mais basico de um controlador via realimentagéo é manter

0 erro entre a saida e a referéncia pequeno quando todo o sistema é afetado por sinais

externos. Com o intuito de quantificar desempenho, temos de definir uma medida
para qudo pequenoc © erro é.

1.1.4 Incerteza

Nenhum modelo de projeto nominal pode representar perfeitamente uma planta fisica,
nao podendo assim ser considerado completo, sem alguma referéncia aos seus erros.
Chamaremos estes erros de “incertezas de modelo” e qualquer mecanismo utilizado
para expressa-los sera chamado de “representacio de incertezas”.

Incertezas sobre o modelo da planta podem ter vérias origens. Sabe-se que existem
parametros no modelo linear que sdo conhecidos apenas aproximadamente. Também,
sabemos que os dispositivos de medida tém imperfeicdes . Além disso, em altas
frequéncias, a estrutura e a ordem do modelo ndo sio conhecidas. E por fim, devemos
considerar as nio-linearidades e as mudangas das condigdes de operagio .

A representagdo da incerteza serd feita ndo por um tnico modelo linear invariante
no tempo, mas sim por uma familia IT de modelos lineares invariantes no tempo.

1.1.5 Robustez

Independente da técnica de projeto utilizada, controladores sio projetados baseados
em informagdes (necessariamente incompletas) sobre o comportamento dinamico do
processo. Esta informagao (modelo) pode ter a forma de um sistema composto por
equagdes diferenciais parciais ou simplesmente ser o ganho do processo. A precisao
desta informagdo varia mas nunca é perfeita. Além disso, o comportamento da planta
muda com o tempo e estas mudancas raramente sio consideradas no modelo. B muito
desejavel que o controlador seja insensivel a este tipo de incerteza de modelo, isto é,
que o controlador seja robusto.
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1.2 Estrutura Formal do Projeto

Projetos de sistemas de realimentagdo cléssicos lidam com o problema de incerteza
na planta descrevendo margens de estabilidade. Implicito a este uso de tais margens,
ha um modelo de incerteza ao qual a planta estd sujeita.

De uma forma prética, sempre é possivel representar a informacéo sobre a incerteza
muito precisamente, no seguinte modo. Considere a planta como tendo trés conjuntos
de entradas e trés de saidas, como a Figura 1.2.

K
COMPENSADOR
(1e) (1s)
r
(2e) ———om o3 (28}
——— PLANTA,

(3e) (38}

N -
INCERTEZA

Figura 1.2: Uma representagao padrao para o projeto via realimentacio

O primeiro conjunto de entradas (le) consiste de todas variaveis de controle mani-
pulaveis, e o segundo (2e), de todos os outros sinais externos, tal como perturbagoes
e ruidos de medidas. O primeiro conjunto de saidas (1s) contém todos os sinais me-
didos, que estdo disponiveis para o compensador, enquanto que o segundo (2s), sdo
quaisquer outras saidas cujo comportamento possa ser de interesse.

O terceiro conjunto de entradas (3e) surge do seguinte: como podem ocorrer incer-
tezas em algumas partes da planta, podemos imagind-las, sempre que possivel, sendo
representadas localmente. Temos entdo um diagrama de blocos da planta com varios
blocos perturbagdo A;(s) distribuidos. Assim, cada um desses blocos tem uma en-
trada e uma saida. Vamos coletar todas as entradas e isto formard o terceiro conjunto
de entradas (3e). Procedimento anilogo é feito para o terceiro conjunto de saidas
(3s). Desta forma, todos os blocos A;(s) sao “tirados” da planta.

Visto como uma matriz de transferéncia, este A(s) externo tem uma estrutura
especial: é bloco-diagonal, e estes blocos sio os pequenos Ai(s) “tirados” da planta.

Pode-se fazer mais um refinamento a este modelo: pode-se inserir escalares na
planta tal que todas as incertezas sejam normalizadas para Al < 1.

Se o compensador K(s) é conhecido, este pode ser incorporado & parte certa da
planta P(s) e formar o sistema G(s) (Figura 1.3).

E claro que qualquer incerteza associada com o compensador pode ser modelada
da mesma forma que as da planta, o que resultard na adicdo de alguns blocos a A(s).
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A

Figura 1.3: Uma representacio padrdo para o projeto via realimentagao - planta P(s)
e compensador K (s) combinados, formando G(s)

1.2.1 Transformacao Fracional Linear - LFT

E uma classe de malhas de realimentacio lineares geral. Para introduzir este conceito,
considere a matriz complexa G{s), particionada em

oo [ Gule) Gl ]

e suponha que hd uma estrutura bloco, definida através de um conjunto A de ma-
trizes bloco-diagonais, compativel com a dimenséo de G2(s) (para todo Ai(s) € A |
G2(s)Ai(s) é quadrada). Para A(s) € A, considere as equagdes de malha

¥(s) = Guls)r(s) + Gra(s)w(s)
z(s) = Gau(s)r(s) + Gals)w(s)
w(s) = Ays)z(s)

que correspondem ac diagrama da Figura 1.4.

r E y

A,

Figura 1.4: Estrutura de um modelo genérico incluindo incertezas

Se a estrutura bloco A,(s) é compativel com as dimensées de Gh1(s), entdo para
Au(s) € A, existe uma estrutura analoga, onde a malha superior de G(s) é fechada
com a matriz A,(s).

Para ambos os casos, em termos da entrada r(s) e saida y(8), pode-se obter as
fungbes (matrizes) de transferéncia.

Para a Figura 1.4

y(s) = F(G, Ar(s)
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= 2(s) = Go(8)r(s) + Gaa(s)w(s) = G (s)r(s) + Goa(8) Ay(s)z(s)
= (I = Gaa(s)Ai(s)) x(s) = Gaa(s)r(s) = a(s) = (I = Gaa(8)A(8)) ™" Gy (s)r(s)

y(s) = Gu(s)r(s) + Gua(8)Ai(s) (I — G (s)Ai(5)) ™ Gua(s)r(s)
y(s) = (Gu(s) + Grals)Au(s) (I — Gal(8)Ar(s)) ™ Ga(s)) r(s)
g F(G, A[) = G}](S) -+ Gm(S)A](S) (I — GQZ(S)AI(S))—l Gzl(s)

Esta fungéo (matriz) de transferéncia de malha fechada é definida como uma LFT.

Perceba que a existéncia da inversa é um fator muito importante. Note também
que a férmula LFT surgiu naturalmente ao se descrever sistemas de realimentacao
através do calculo da fungdo de transferéncia da entrada para a safda.

Uma propriedade fundamental das LFT’s que contribui para sua importancia na
teoria de sistemas lineares é que a interconexao de LFT"s é novamente uma LFT [16].

Por exemplo, considere a situacio com trés elementos (trés LFT's), conforme a Figura
1.5,

¥y, Fy
P T— b
G, IS G, <
1 i 2
l; )
Al AZ
Ty
o
= G3 Cel
¥
L A3

Figura 1.5: Exemplo de interconexao de LFT’s

Reorganizando o diagrama, coletamos todos os sistemas conhecidos e todas as per-
turbagbes A;(s), e chegamos ao diagrama da Figura 1.6, onde G(s) depende somente
de G1(s), Ga(s) e Ga(s). Vale ressaltar que a dlgebra utilizada para este processo &,
na grande parte dos casos, nao-trivial.

1.2.2 A Estrutura M-A

Considere o problema geral de um sistema linear interconectado com mdltiplas per-
turbagdes, limitadas em norma, independentes. £ possivel isolar as perturbagdes como
uma Unica grande perturbacio bloco-diagonal A(s), onde a perturbagio A(s) satisfaz
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r.,r
Y, - 17 '3
¥y, € G LI
A, 0 O
0 A, 0
0 0 A,

Figura 1.6: Representacdo macroscdpica da interconexio de LFT’s

A

— M

Figura 1.7: Diagrama de blocos representativo da estrutura M - A

7(A) £ 1, onde F(A) € o valor singular maximo de A, e reorganizar o sistema na
estrutura da Figura 1.7.

Esta estrutura é conhecida como estrutura M-A. Neste caso, M(s) é o sistema
nominal em malba fechada visto através das vérias incertezas, e é estivel se o sisterma
nominal é suposto estével. Mais precisamente, M(s) é a matriz de interconexio
dando as fungdes de transferéncia nominais das saidas das perturbagdes A,(s) para
suas entradas. A(s) é uma perturbacio que pode desestabilizar o sistema.

Queremos ressaltar que a matriz M(s) apresentada é identificada com a particao
G11(s) ou Gaz(s) (secao 1.2.1) de acordo com a compatibilidade da estrutura bloco
perturbagdo . Por exemplo, se a estrutura bloco A(s) é compativel com Gy;(s) (Figura
1.4), entéo a matriz G2(s) pode ser identificada como a matriz M(s) aqui apresentada.

1.3 A Estrutura IMC

Como uma alternativa para a estrutura classica, iremos introduzir a estrutura de
.Controle com Modelo Interno (IMC).

Considere a estrutura de controle via realimentagio da Figura 1.8, onde o pro-
cesso é representado por uma funcio de transferéncia P(s), com referéncia r(s) e
perturbacdo d(s).

Sendo a fungéo de transferéncia do modelo P(s), pode-se subtrair e adicionar
o efeito da entrada u(s) no sinal de medida y,.(s) (linhas tracejadas na Figura 1.8),
produzindo um comportamento inteiramente equivalente. Se considerarmos o bloco de
controle K(s) com a realimentagao de modelo como nosso novo controlador, obtemos
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d
+
lE-;-"?-;’O—» K m.,...ﬂ.....:,.,...g. P 2 =
- A b *
1 .
Ym| —1 4 - Yo |
teed P legt tmeml P hemeaw- 0
d

Figura 1.8: Controlador via realimentagéo com modificagdes no modelo (linhas trace-
jadas)

a estrutura basica IMC, vista na Figura 1.9.

d
r_+ K u + y
-a-?—> e =l >0 c
+
~ Y Y.
d

Figur-a 1.9: Estrutura béasica IMC

Desta forma, controladores via realimentagio convencional podem ser reestrutura-
dos para levar ao IMC. Além disso, todo IMC pode ser colocado na forma convencional
de realimenta¢io ao se definir

K(3) = [I = Kine(s)P(5)] " Kiel(s)

Se as duas estruturas sao equivalentes, qual é a vantagem de se usar IMC? Vamos
entao discutir qualitativamente as vantagens de tal estrutura sobre a classica.

O efeito do ramo paralelo com o modelo é de subtrair o efeito das variaveis manipu-
ladas da saida do processo. Se for suposto que o modelo é uma perfeita representacgio
do processo, entéo o sinal de realimentagio ¢ igual a influéncia da perturbagio e nio
é afetado pela agdo das variaveis manipuladas. Assim, o sistema ¢ de malha aberta e
os problemas usuais de estabilidade via realimentacio desaparecem: o sistema como

um todo serd estavel se e somente se o processo e o controlador IMC forem estiveis
(Capitulo 3).
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Ainda mais, o controlador IMC faz o papel de controlador feedforward, sem sofrer
suas desvantagens, e pode, entio, ser projetado como tal. Além disso, pode cancelar
a influéncia de perturbagdes pois o sinal de realimentagio é igual a esta influéncia e
alterard o nivel da referéncia de acordo.

Se o modelo nao representa perfeitamente o comportamento dinamico do processo,
entao o sinal de realimentagao expressa a influéncia da perturbagio e o efeito do erro
do modelo.

Diante das propriedades desta estrutura, existe o sentimento de que o controlador
IMC é muito mais ficil de se projetar que o controlador classico e que a estrutura IMC
permite incluir robustez como um objetivo de projeto de uma forma bem explicita.

1.4 Conhecimentos Matematicos

1.4.1 Valor Singular

Os valores singulares de uma matriz complexa Augm, denotado por o:i(A), sdo as k
maiores raizes quadradas nao-negativas dos autovalores de A*A, onde k = min{n,m},
ou seja

O“;(A)Z A,'(A*A) ;= 1,2,---,k (1.1)

onde supomos que os o; estdo ordenados de forma que 0; > Fit1.
Podemos entdo definir os valores singulares méximo (#) e minimo (g):

_ | Az]
Al = = .
o(A) = max S = ll4lls (1.2)
A 2| 17" i 1
a(A) = [111;3{ B I = |JA"Y5", se A1 existir
. uA-ixn}“* SN R L

=il {———| = min-—— = min +—o-n- 1.3

=#0 { llll =20 [A-lz| =0 |z t3)
Aqui, || - || é a norma Euclideana de vetores

ol = |$a]
e || - ||s é a norma Espectral de matrizes

1Alls = max [\(A%A))2

Seja A(A) um autovalor de A e r, seu correspondente autovetor. Entdo, para
normas compativeis de vetores e matrizes vale

[Az]| = [AA) - el < lAlls-fleff (1.4)
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ou
[A(A)] < ||Alls (1.5)
Ainda mals, sejam A(A) e z 0 menor autovalor de A e seu respectivo autovetor.
De (1.4)
Azl _ . |lAz|]
MA) = 7=+ > min ~—*F = g(A
A= T 2 g =2

Do resultado acima, de (1.5) e de (1.2), podemos montar os limites sobre a mag-
nitude dos autovalores :

2(A4) < (A)] < 7(4) (1.6)
Assim, T e ¢ podem ser interpretados geometricamente como o menor limitante
superior e o maior lHimitante inferior do aumento de um vetor por um operador A.
O menor valor singular g(A) indica quio préximo a matriz A est4 da singularidade
ou da posto deficiéncia (uma matriz é posto deficiente se ambas linhas e colunas séo
linearmente dependentes).

Um modo conveniente de representar uma matriz que expée sua estrutura interna é

conhecido como Decomposicao em Valores Singulares (DVS). Para uma matriz Anzm,
a DVS de A é dada por

k
A=ULV* = ZO‘,’(A)’U,,"U: (17)

=1
onde U e V sdo matrizes unitérias com vetores colunas dados por

U = (uhub"';un)

Vo= (v, ,0m)

e X contém uma matriz £; diagonal definida nao-negativa de valores singulares ar-
ranjada em ordem decrescente como em

po— El - -
SW(O)’ n>m

ou
Y=(%; 0); n < m
e
L1 = diag{oy, 09, -, 04 }; k = min{m,n}
onde

C=012022-205=0a
Esta decomposi¢io ndo é dnica, j4 que podemos ter varios U e V, entretanto, os
o; sdo 1nicos.
Note que posto(A) = posto(E), j4 que as matrizes U e V sdo unitdrias. Entio

se 0 posto(A) = k, somente os primeiros & valores singulares de A so positivos; os
restantes sido zero. -
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Pode ser mostrado que as colunas de V e de U sao autovetores unitirios de A*A e
de AA” respectivamente. Sio conhecidos como vetores singulares a direita e 4 esquerda
da matriz A. ‘

A DVS ¢ 1til em muitas aplicagbes em sisternas lineares. Pode-se utilizé-la para
encontrar realizagées irredutiveis. Também pode ser usada para encontrar modelos
aproximados ou simplificados de sistemas. :

Considere H = VE~-1U*. Entio
HAH = (VE'U*)USV)(VEU*) = H
AHA = (USV*)(VE U USV*) = A

que mostra que H ¢ a pseudo-inversa de A.
Uma caracteristica 1til de um sistema é sea mimero condicio

7(4)

cond(A) = o(A)

o qual depende da frequéncia. Em andlise numérica, o nimero condicio mede a
dificuldade de se inverter uma matriz. Tem-se comentado que tem um significado
tedrico em controle: mede a dificuldade inerente de controlar uma planta dada.

1.4.2 Valor Singular Estruturado

Vamos definir o valor singular estruturado, uma fungdo de matrizes denotada por
#1(-). Considere matrizes M € C™". Na defini¢io de u(-), hd uma estrutura A (um
conjunto de matrizes bloco-diagonais), da qual depende tudo na sequéncia.

Esta estrutura pode ser definida diferentemente para cada problema dependendo
da incerteza e dos objetivos de desempenho. Definir a estrutura envolve especificar
trés coisas: o nimero total de blocos, o tipo de cada bloco e suas dimensdes.

Consideraremos dois tipos de blocos: escalares repetidos e blocos “cheios”. Dois
inteiros nao-negativos, S e F, denotardo o nimero de blocos de escalares repetidos e o
ndmero de blocos “cheios”, respectivamente. Para as dimensoes, utilizaremos inteiros
positivos 11, ,rg;my, -, mp. O i-ésimo bloco escalar repetido é r; x r;, enquanto
0 j-ésimo bloco “cheio” é m; x m;. Podemos asim definir A como

A = {diag[bi];,, -, 6503, Mgy, -, Agyr]
§: € C,Agy; €EC™™ 0<i< 8,0<j<F)
Como precisaremos de subconjuntos limitados em norma de A, seja a notagio
Ba={A e A:5(A)<1}
Definigdo 1.1 Para M € C™**, u(M) ¢ definido:

1
wM) = min{z(A) : Ae A, det(lI — MA) =0}

a menos que nenhum A € A torne I — MA singular, caso em que (M) = 0.
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# foi introduzido por J. Doyle em 1982. M.G.Safonov introduziu na mesma época
uma medida de robustez k, = 1/u relacionada. Este k,, é chamado de Margem
de Estabilidade Multivaridvel. kn(M(s5)) é o tamanho do “pior caso” ou menor
perturbagdo A a mover um polo de M para sy. A razido para definir 4 em fungéo de
1/5(A) é fazé-lo proporcional ao tamanho de M quando medido por valores singulares
ou autovalores.

Algumas vezes, serd encontrada a notagdo u(M) = pa(M). Isto seré feito para
explicitar a dependéncia nao sé de M mas também da estrutura bloco A no céleulo
do valor singular estruturado.

E instrutivo considerar uma interpretagdo de “realimentacdo” de ua(M). Seja
M € C™" e considere a malha M — A. Ela deve representar as equages de malha
z(s) = M(s)w(s) e w(s) = A(s)z(s).

Para o caso em que I - M A € néo-singular, as vnicas solugdes z, w para as equagoes
de malha 880 # = w = 0. Na analise de estabilidade de sistemas, chamaremos esta
matriz sistémica de realimentagao M de estivel. Da mesma forma, quando I — MA

e singular, entéo ha infinitas solucdes para as equacdes , e as normas llzl], el das
solugbes podem ser arbitrariamente grandes. Neste caso, chamaremos M de instivel.
Neste contexto, ua(M) nos di a medida da menor estrutura A que causa “instabili-
dade” da matriz de realimentacio de malha mostrada acima.

£ imediato da definicdo que para todo o € C,

plaM) = |a|u(M).

Entretanto, para todas as estruturas bloco nio-triviais, a fungéo g : C™" 5 R nio é
uma norma, ja que nao satisfaz a desigualdade triangular.
Uma expressao alternativa para pua(M) vem direto da definicéo :

Lema 1.1
#a(M) = max p(AM).
Podemos relacionar pa(M) com quantidades familiares da algebra linear quando
A é um dos seguintes extremos:
¢ A={l:6€C}= pa(M)=p(M)
¢ A=(C"" = ups(M)=75(M)

Assim, direto da definigio de u(-) e dos dois casos especiais acima, conclufmos que:

p(M) < pa(M) <5(M) (1.8)

Estes limites por si s6 nos ddo pouca informacao sobre o valor de #(), pois o “gap”
entre p(-) e () pode ser bem grande. Eles sio refinados com transformagdes sobre
M tal que ua(M) ndo seja afetado, mas p(-) e 7() sim. Para fazé-lo, defina dois

subconjuntos de C™*";

Q={Qea:QQ=1}
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D = {dza’g{{Dli ”!DSBda-l-lImn"' 3dS+FImF],D|‘ —_— D: > g,d,_i.j > 0},
Note que paratodo A€ A, Qe QeDeD:

Q'eQ , QAeA , AQeA

7(QA) = 7(AQ) = 7(A)
DA = AD ou DAD1=A

Teorema 1.1 Paratodo Q € Qe De D
#a(MQ) = pa(QM) = ua(M) = pa(DMD™)

Assim, os limites podem ser reescritos

glggﬂ(QM ) < max f(AM) = ua(M) < Jnf 5(DMD™) (1.9)

Grande parte dos resultados tém suas demonstracdes apresentadas no Apéndice
A. Caso discussoes mais amplas sejam desejadas, pode-se recorrer a [14] , [40].

Perceba que a definicdo 1.1 ndo é itil na computagio de p(-), j4 que o problema de
otimizagdo envolvido ndo parece ser de simples resoluciio . Felizmente, as propriedades
de p(-) apresentadas formam um bom ferramental para a solucio deste problema.

A base das aproximagdes para a computagio de u(-) ¢ a relacio (1.9). Em [14],
Doyle mostra que a primeira desigualdade em (1.9) pode ser levada & identidade

max p(QM) = pa(M)

mas o problema de maximizagéo nos levard a miltiplos maximos locais, os quais ndo
sao globais. Assim, busca local ndo garantird a obtencio de #(+), mas apenas nos dars,
um limitante inferior. De fato, a segunda inequagio em (1.9) é um ponto de partida
mais adequado, particularmente pelo fato de que é perigoso subestimar #(:}) e mais
seguro superestima-lo.

Para o caso em que ndo hé mais que trés blocos em A, sem repeticbes , [14] mostra
que

N 1
pa(M) hég%a(DMD )

Além disso, ¢ problema de otimizacio do limitante superior é convexo e tem somente
minimo global. Este fato torna o limitante superior uma forma muito 4til para a
computacao .

Note que a dimenséo de cada bloco A; aqui nao é restringida. Para o caso com mais
de trés blocos, experimentos numéricos indicam que os limitantes inferior e superior
de (1.9) ndo diferem em mais do que 5 % um do outro, chegando, no maximo,a 15 %
em alguns casos. Assim, a evidéncia é que infpep F(DM D) é uma boa estimativa
de p(M).
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Qutra aproximagdo deve ser feita. Vamos aproximar o problema anterior pelo
seguinte:

pa(M) = inf IDMD™|r

Pode ser mostrado que este problema leva a boas aproximacdes para o étimo D
que minimiza F(DMD™). Assim, um D que causa uma reducio significativa em
| DMD||F também causaréd uma redugao significativa em (DM D).

Ainda assim, com todas estas aproximagdes , o problema nio é de facil resolugio.
Podemos entéo reescrevé-lo na forma de um GEVP (Generalized Eigenvalue Problem).
Portanto:

: -1
#a(M) = inf |DMD™||

=inf{y | (DMD™')(DMD™) < 4’1 para algum D diagonal}
=inf{y | M"D"DM < ~+°D*D  para algum D diagonal}
= inf{y | M"PM <4*P para algum P = P* > () diagonal}
Assim, ga{M) é o valor étimo do GEVP

minimize ¥
sujeito a P >0 e diagonal
M*PM < 4P

1.4.3 As Normas || s e || - ||~ de Operadores G

Anteriormente s6 consideramos o ganho de uma funcio de transferéncia em frequéncias
individuais. Mas, é possivel, e 1itil, ter uma outra medida do ganho associada & fungao
de transferéncia. Vamos definir duas medidas, ou normas, sobre G/(s), e denoté-las

por [|Gllz e || Gllco-

Definigdo 1.2 Seja G(s) uma fungdo de transferéncia prdpria sem polos no eizo
imagindrio. Entdo

L] L

61 =[5 [ Tr[Gw)6! (e ]

Gl = sup7 (G(jw))

Pode ser mostrado que ||G||; e ||Gl|co satisfazem as propriedades usuais de normas:

Gl = o com ||G| = 0 se e somente se G = {
leGll = lof-|G|

IG+H| < |Gl +|H]
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MDC1 dlz e d|y.
MDC2 c|z, cly = cld.

Na defini¢ao acima esta implicito que d # 0, j4 que d divide um elemento diferente
de zero em MDC1. Note que d nao é dnico. Sed é um m.d.c. de z e ¥, —d também
o serd. Na verdade esta é apenas uma observagio que conduz a um resultado mais
forte: suponha que d seja 0 m.d.c. de z e y; du também serd um m.d.c. de z
e y sempre que u for uma unidade. Supondo ainda que R é um dominio, entio
todo m.d.c. d; de z e y pode ser escrito na forma d; = du para alguma unidade u

([Vid85]).

Definigdo 2.12 - Dominio Euclidiano
Um dominio R ¢ chamado de dominio euclidiano se existir uma fungao grau

6: R —0— Z, que satisfaz os seguintes axiomas:

DE1 Para todo 2,y € R com y # 0, existe um elemento g € R tal que r = z — gy é
zero ou 6(r) < &(y), isto é, o grau do resto r é menor que o grau do dividendo

y.
DE2 Se zly, entdo é(z) < §(y).

Pode-se imaginar o elemento ¢ como um quociente e r como um resto de uma,
divisdo de z por y. O axioma DE1 afirma que sempre se pode obter um resto r que
€ igual a zero ou que possui grau menor que o seu divisor y. Note que g € r Nao sao
necessariamente inicos, a ndo ser que condicdes adicionais sejam impostas & funcao
grau é.

O axioma DE2 implica que 6(1) < §(x), VY # 0, ja que 1 divide todo e qualquer
elemento diferente de zero. Com isso, pode-se assumir sem perda de generalidade
que 6(1) = 0 (o grau de uma unidade é 0).

Definigao 2.13 - Dominio Euclidiano Préprio
Um dominio Euclidiano R com fungio grau é(-) é chamado de dominio euclidiano
prdprio se R nao for um campo e §(-) satisfizer: 6(zy) = §(z) + &(y).
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2.5 O Anel § como Dominio Euclidiano

Seja R[s] o conjunto dos polinémios na varidvel s com coeficientes no campo
dos reais ®. Note que R[s] é um dominio euclidiano se o grau de um polinémio for
definido da maneira usual. O campo de fracdes associado a ®[s] é denotado por
R(s), e consiste das fungdes racionais em s com coeficientes reais. Pode-se pensar
em R(s) como o conjunto de todas as possiveis funcdes de transferéncia de sisternas
escalares, lineares, invariantes no tempo e a parametros concentrados, estiveis ou
nao.

Agora seja § um subconjunto de R(s) que consiste de todas as funcées racionais
limitadas no infinito, e cujos pélos possuem parte real negativa; em outras palavras,
S €& formado por todas as fungbes racionais estéveis préprias. Uma funcio P, per-
tence a S se e somente se Fy for uma fungéo de transferéncia de um sistema BIBO

estavel ([Chen84]).

Como de costume, seja Uy o semi-plano direito fechado {s : R{s} > 0}, e C,.,
o semi-plano direito estendido, ou seja, Cy mais um ponto no infinito. Entio uma
fungao racional pertence a S se e somente se ndo possuir pélos em C,..

Sob as definigdes usuais de adi¢do e multiplicagio no campo R(s), é faci verificar
que o conjunto S é um anel comutativo com identidade, e que também é um dominio.
Mais ainda,.o campo de fragdes associado a S é precisamente R(s). A razdo de dois
elementos quaisquer a,b € § com b # 0 pertence a R(s). De maneira inversa,
suponha que ~ € R(s), e que h = o/f, onde o, B sio polinémios. Seja n o maior
grau dentre os graus de o e 3, e defina

afs)

56) = o

g(s) =

Entao h(s) = f(s)/g(s) é a razéo de dois elementos de S. Também é ficil mostrar
que uma fun¢do de § é uma unidade de S, isto é, possui inversa em S , S¢ e somente
se n&o possuir zeros no semi-plano direito estendido C.. As unidades de S sio
muitas vezes chamadas de fungées de fase minima (ver [Vid85], [DLM80)).

A seguir, define-se uma fungio grau sobre o anel S, de tal forma que S se torne
um dominio euclidiano.

Teorema 2.2
Defina a fungio é : § — 0 — 2, da seguinte forma:
Se f € 8§~ 0, entdo 6(f) = n? de zeros de f em C,,
= n? de zeros de f em C, mais o grau relativo de f.
Entéo S é um dominio euclidiano com funcéo grau é.

d
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2.6 Fatoragoes Coprimas

Nesta segdo, faz-se uso do termo anel para designar um anel comutativo com
identidade.

Definicdo 2.14 - Dominio Ideal Principal

Um anel R é dito ser um anel ideal principal se todo ideal em R for um ideal
principal. R é um dominio ideal principal (d.i.p.) se R for dominio bem como um
anel ideal principal. '

Teorema 2.3
Seja R um anel ideal principal. Entio todo par de elementos z,y € R, ambos
diferentes de zero, possui um m.d.c. d que pode ser expresso na forma

d=pr+qy (2.8)

para p,¢ € R apropriados. Mais ainda, se R for um dominio, entdo todo m.d.c. de
z, y pode ser escrito da forma (2.8).

3

Definicao 2.15 - Elementos Coprimos
Dois elementos z,y € R sao relativamente primos ou coprimos se todo m.d.c. de
z, y for uma unidade.

Teorema 2.4
Seja R um dominio ideal principal. Entdo z,y € R sio coprimos se e somente
se existirem p,q € R tais que pr + gy = 1.

m

Corolario 2.1

Dois elementos z, y sao coprimos se e somente se seus divisores primos forem
distintos.

N

Teorema 2.5

Seja R um dominio ideal principal e F o campo de fragbes associado a R. Dada
qualquer fragdo a/b em F, existe uma fragio equivalente flg tal que f e ¢ séo
coprimos.
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Prova

Se a e b ja sdo coprimos, entdo nio ha nada a fazer. Caso contrario, seja d um
m.d.c. de a,b, e defina f = a/d, g = b/d. Entéo claramente f/g = a/b, e s6 resta
mostrar que f e g sdo coprimos. A partir do Teorema 2.3, existem p, ¢ € R tais que

d = pa+ gb=pfd + ggd (2.9)

Cancelando d nos dois lados de (2.9) tem-se 1 = pf + gg, 0 que mostra que [, g
S40 COpPTIMOS. 0

Note que o Teorema 2.5 leva a um procedimento para a reducio de uma fragio:
basta extrair o m.d.c. do numerador e do denominador. Este resultado ¢ muito
importante, como sera visto no Capitulo 3.

2.7 Anel de Matrizes

O objetivo desta secdo é estender os resultados algébricos anteriores de tal forma
a ser possivel considerar sistemas multivaridveis. Esta extensio leva naturalmente
ao conceito de Anel de Matrizes.

Seja R um anel, e seja R™™ o conjunto de matrizes de ordem n x n cujos
elementos pertecem a R. Se a soma e o produto de duas matrizes em R™*" sio
definidas da maneira usual, isto é,

(A+B)i; = a;+by,
(AB)y = Y aiby,
) k=1

entdo R™*" torna-se um anel, usualmente chamado de um anel de matrizes sobre R.
Se R contém uma identidade e n > 2, entdo R™ " nao é comutativo. Por exemplo,

se n = 2, tem-se
10 0 0 00 10
00 190 # 10 0 0

Exemplos similares podem ser construidos para n > 2. Note também que R"™*"
nao ¢ um dominio pois

Diag{1,0,...,0}Diag{1,0,...,0} = Opxy.

O determinante de uma matriz A € R**"_ denotado por |A|, é definido da
seguinte forma:
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]

Al = 3 (—1) aymy;(A). (2.10)
2]
onde m;;(A) é o ij-ésimo menor de A, definido como o determinante da matriz de
ordem (n — 1) x (n — 1) obtida a partir da elimina¢io da i-ésima linha e j-ésima
coluna de A. '
Se A € R™™", a sua matriz adjunta, denotada por A*Y, é definida por

(A&dj),—j = (w})i-"‘im‘,‘g(A). (211)
Note que para qualquer A € R™ ",
A A = 44 A= AL, (2.12)

onde [, representa uma matriz identidade de ordem n.
Uma matriz A € R™*" é chamada de unimodular se possuir inversa em R"*"
isto é, se for uma unidade do ane] R™*",

Teorema 2.6
A € R™™ é unimodular se e somente se |A} for uma unidade de R .

Prova
Suficiéncia: Suponha que |A| seja uma unidade de R e seja b = JA]"! ¢ R.
Entdo bA*H € R™™ e A-bA* = pA*I . A = I, Entdo A é unimodular.
Necessidade: Suponha que A seja unimodular, e seja B € R™ ™ a inversa de A.
Entédo 1 = |I,| = |A|- | B|, o que mostra que |A| é uma unidade de R.

|

Agora considere o conjunto F™*" das matrizes com elementos de um campo F.
Como todo campo é também um anel, o que foi discutido acima também se aplica
aqui. Mais ainda, como todo elemento diferente de zero em F é uma unidade,
verifica-se que todo A € F™*" tal que |A] # 0 possui uma inversa em F™". Se
|Al # 0, a matriz A é chamada de néo singular e sua inversa é dada por

(A7) = (=) m;(A)/|Al. (2.13)

Seja R um dominio comutativo com identidade e F o campo de fragoes associado
a R. Define-se M(R) como o conjunto das matrizes com elementos em R. Quando

for necessario explicitar as dimensées de uma matriz, a notagio equivalente é A €
R™™. Os simbolos M(F} e F™*™ 5o definidos de forma analoga.
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Defini¢do 2.16 - Divisor & Direita

Seja A € M(R); entdo uma matriz quadrada D € M{R) é um divisor & direita
de A, e A é um mailtiplo @ esquerda de D, se existe C € M(R) tal que A = OD.
Suponha que A, B € M({R) e que possuam o mesmo ntimero de colunas. Entio uma
matriz quadrada D € M(R) é um maior divisor comum d direita (m.d.c.d) de A, B
se

MDCD1 D é um divisor & direita de A e de B;

MDCD2 D é um miltiplo 4 esquerda de todo divisor comum & direita de A e de
B.

Duas matrizes A, B € M(R) que possuam o mesmo nimero de colunas sio
coprimas a direita se todo m.d.c.d. de A, B ¢ unimodular.

As definigbes de divisor a esquerda, muiltiplo a direita, mdzimo divisor comum &
esquerda (m.d.c.e.) e matrizes coprimas & esquerda séo anélogas A definicio anterior.
O resultado a seguir estende o teorema 2.4 para o caso de anéis de matrizes.

Teorema 2.7
Suponha que A, B € M(R) tém o mesmo ntimero de colunas. Entio A e B sio
coprimas a direita se e somente se existem X,Y € M(R) tais que

XA4+YB=1 (2.14)
Este resultado pode ser interpretado da seguinte maneira: reescrevendo a e-

quagao anterior como
A
[x v ] [ B} =1

entdo A, B sao coprimas A direita se a matriz

<[4

possuir uma inversae d esquerda em M(R).
A equagao (2.14) é chamada de identidade de Bezoul 4 direita ou de identidade
de Diophantine d direita.
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Parametrizacao 9

3.1 Introducao

O objetivo deste capitulo ¢ fornecer uma idéia do poder da abordagem por fato-
rizagao da maneira mais simples possivel. Um exemplo numérico serd discutido no
Capitulo 5. Utilizando os conceitos fundamentais apresentados no capitulo anterior,
a parametrizagao de todos os controladores que estabilizam uma determinada planta
€ apresentada.

Neste capitulo, o simbolo S é usado para denotar o conjunto de fungdes racionais
estavels proprias e i denota o conjunto de unidades de S, isto ¢, funcbes em S que
possuem inversa em §.

3.2 Parametrizacao de Todos os Controladores
Estabilizantes - Caso SISO

Suponha Py € R(s), tal que Py(s) seja uma fungio de transferéncia de um sistema
escalar, linear e invariante no tempo. Suponha que um controlador X € R(s) seja
conectado a planta na configuragao de malha fechada como mostrado na figura 2.1.
A matriz de transferéncia 2 x 2 em malha fechada H de (r,n) para (e1,eq) é

[ Q+RE)T —P(1+ BE)

Diz-se que o par (Py,K) € estdvel ou que K estabiliza Py, se e somente se
H ¢ 8%, Esta nociio de estabilidade requer que cede um dos quatro elemen-
tos de H (dos quais dois sdo iguais), representem um sistema BIBO-estivel. Nio &
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suficiente apenas ter-se Fo(1 + PoK)™! € S, como é usualmente definido o conceito
de estabilidade entrada-saida. Existem duas razées para isso:

1. Se o controlador K é por si préprio estdvel, entio H € §%*? ge e somente se
Py(1+ P K)™ ' € 8. Com isso, se estiver assegurado o uso de um controlador
estavel, a estabilidade do sistema em malha fechada como definida acima,
reduz-se ao simples e familiar caso segundo o qual FPo(1 + PoK)™! deva ser
uma funcio racional estavel;

2. Atingir estabilidade em malha fechada, normalmente significa que se deseja
atingir seguramente tanto a estabilidade interna quanto a ezterna. Em outras
palavras, é aconselhdvel assegurar que, sempre que r e n forem quaisquer
entradas limitadas, todos os sinais resultantes no sistema de malha fechada

sejam hmitados.

Com isso, tem-se que H € S**? é uma condigio necesséria e suficiente para se
garantir a estabilidade interna e externa do sistema.

Teorema 3.1
Suponha Fy, K € R(s), e seja Pp = N/M, K =U/V,onde N, M, U, V € §;
N, M sdo coprimos e U, V sdo coprimos. Defina

A(Po,K)= NU+MV. (3.2)
Entao o par (Fy, K) é estavel se e somente se A(FPy, K) € U.

Prova .
Suficiéncia: Suponha A(Py, K) € U; entdo 1/A(Py, K) € 8. Com isso, é s6
verificar que

H =

1 [MV —NV} (3.3)

APy, K) | MU MV

pertence a §?*, e portanto o par (Py, K) é estavel.

Necessidade: Suponha que (Pp, K) seja estével. Entéo certamente 1+ FPo K # 0.
Note também que M # 0, V # 0 pois ambos sio denominadores de fracées. Com
isso A(Fy, K) = MV(1 4+ BK) # 0, e a equacio (3.3) é véilida. Como H € §x2,
segue que, a partir de (3.3) tem-se

MV MU NV
s, 2l es Vs .
APy K AP K) €% AmE) €6 (34)

Também é verdade que

MV NU

1— =
AP0, K) ~ AP K) ©

s. (3.5)
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Uma forma compacta de se expressar (3.4) e (3.5) é

M 1 2x2
{N}Kmﬁﬂ[vu]es. (3.6)

Como N, M séo coprimos e U, V séo coprimos, entio existem X, Y., Xo, Y. €8
tais que X, N + Y,M =1, X.U 4+ Y.V = 1. Agora (3.6) implica que

[ amwly oG] smmes o

o que mostra que A(Fy, K) € U.

Corolario 3.1
Suponha Py € R(s), e seja Py = N/M onde N, M € § sao coprimos. Entao
K € R(s) estabiliza Py se e somente se K = U/V para U, V € § que satisfacam

NU + MV = 1. (3.8)

N

O resultado central deste capitulo, que leva a parametrizacio de todos os com-
pensadores que estabilizam uma dada planta pode agora ser enunciado.

Teorema 3.2
Suponha Fy € R(s) e seja Py = N/M onde N, M € S sao coprimos. Selecione
X, Y € & tais que
' XN+YM=1. (3.9

Entdo o conjunto de todos os controladores que estabilizam F,, denotado por
Q(Fo), é dado por

_ _ X+ EHM
Q(PD)_{KM},__RN.RESeY—RN#O}. (3.10)
Prova
Suponha que K seja da forma
X+ RM :
K=vy_mv (3.11)
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para algum R € &, Entdo, como
(X+RM)N+ (Y —RN)M = XN 4+ YM =1, (3.12)

segue a partir do Corolario 3.1 que K estabiliza P,.

Do modo contrario, suponha que K estabilize Py. Entdo a partir do Corolario
3.1, K =U/V onde U, V € § satisfazem (3.8). Com isso, a prova estard completa
se puder ser mostrado que toda solugdo de (3.8) é da forma

U=X+RM, M=Y — RN (3.13)
para algum R € 8. Subtraindo (3.9) de (3.8) e arrumando os termos,
({U-X)N=(Y -V)M. (3.14)

Como M e N sao coprimos, a partir do Corolario 2.1, tem-se que M divide
(U~ X) e que N divide (M —Y). Seja Rigual a (I ~ X)/M. Entao U = X + RM.
Agora (3.14) mostra que V =Y — RN,

D .

Em geral, existe uma descrigao do conjunto H,... das matrizes de tramsferéncia
em malha fechada H realizdveis através de controladores estabilizantes {ver Cap.
4). Este conjunto € descrito em fungio de um pardmetro livre @} e sera e assunto da
secao seguinte.

3.3 Parametrizagao de Todos os Controladores
Estabilizantes - Caso MIMO

Considere uma planta multivaridvel P, particionada em termos das varidves
w, u, z ey, que representam vetores de sinais exdgenos, de controle, re;zalados e
medidos, respectivamente:
P — { Pzw ‘qu }

wa Pyu
Neste caso,
z = Pzww”i’“quu
y = Paw+ Pu
u = Ky

As matrizes P e K sfo, por hipdtese, racionais e proprias. Por simiplicidade,
assume-se também que a matriz de transferéncia P,, é estritamente proprria.



3.3  Parametrizacao de Todos os Controladores Estabilizantes - Caso MIMO 27

Teorema 3.3
Para cada matriz racional propria P existem oito matrizes pertencentes a M(S)
que satisfazem as equagbes

P=NM"1'=M"N

X -¥ MY]_,
-N M ||N X|~

0

As equagdes anteriores constituem a chamada fatoragdo duplamente coprima de
P. Note que N e M séo coprimas a direita e N e M sao coprimas a esquerda. Veja

[Fran87] para a obtengio de férmulas explicitas para as oito matrizes envolvidas,
utilizando-se realizacbes em espago de estados.

A definigao de estabilidade interna exige que as quatro matrizes de transferéncia
P, Py, Py, Py, em malha fechada, pertencam a M(&). A forma usualmente
utilizada para se chegar a este resultado, é introduzir ruidos de atuacio e de medidas
no modelo da planta conforme ilustrado na figura 3.1.

w z
D a—RR
P
" ]
K
y vy

Figura 3.1: Definicio de Estabilidade Interna - Sinais Externos

Neste caso diz-se que K estabiliza P se e somente se as nove matrizes de trans-
feréncia que relacionam w, vy e v; com z, y e u pertencem a M(S).
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W z
Y S Ry
5| tu
i V-t
i Y U2

Figura 3.2: Definicio de Estabilidade Interna - Sinais Internos

Teorema 3.4

As nove matrizes de transferéncia da figura 3.1 pertencem a M(S) se e somente
se as seis matrizes de transferéncia na figura 3.2 também pertencem a M(S).

Prova
Suficiéncia: Observe que P = NM™! ¢ K = UV~ sdo as fatoracbes coprimas &
direita de P e K respectivamente. Diretamente a partir da figura 3.1 tem-se que

HELIN

‘U,ﬂU"?“i"Ul

e como as matrizes de transferéncia de w, v; e v, para £ e 1 sio estiveis, o mesmo
ocorrendo com N e U, conclui-se que as matrizes de transferéncia de w, vy e vy para
z, y e u sao também estaveis.

Necessidade: Como N e M sao coprimas & direita, existern matrizes X, V ¢
M(S) tais que
XM+ YN =]

Portanto
£E=XM{+YNE

Da figura 3.1 tem-se que

2] e[

Substituindo na equagio anterior obtém-se

S HEIHEIHEIR
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Consequentemente as trés matrizes de transferéncia de w, v; e v, para £ perten-
cema M(S). A demonstragio envolvendo o sinal n é similar.

Em seguida, as condigbes para que K estabilize a planta P sio analizadas em
termos das seis fungdes de transferéncia de w, v, e v; para £ e . Note que

Mg:[:]m[vlf%}

que pode ser escrita na forma matricial como

ERHUIHEH
[ijz}:N‘f

e apos algumas manipulagbes algébricas, pode-se demonstrar que

Do mesmo modo,

—{0 IINE+Vn = v,

Agregando estes resultados na forma matricial, tem-se que

Lo R[]

0 IIN Vv
Note que as seis fun¢des de transferéncia serdo estiveis se e somente se a matriz
do lado esquerdo da equacdo anterior possuir inversa em M(S). Reescrevendo esta
matriz na forma

[—[M n[g}ﬂ ) _mK“ﬂ{fH (3.15)

il

0NN Vv o P
A
= | o 1 _g [J‘G‘[ 3]
“Pp —~Pp I

Observe que a matriz
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¢ nao singular dado que M e V sdo nao singulares. Por cutro lado,

I 0 0
det 0 I K | = det] det [
—P,, —-P, I

e como P, é estritamente prépria, em s = oo,

I <K
det{__Pyu ] ]—1

© que mostra que a matriz (3.15) é nao singular.

I -K
~P, I

Teorema 3.5
K estabiliza P se e somente se

v
~[0o NNV

Uma planta P ¢ estabilizdvel se existe uma matriz racional prépria K que a
estabilize. Do ponto de vista do conceito de estabilizabilidade, o principal resultado
pode ser enunciado como a seguir.

Teorema 3.6
K estabiliza P se e somente se K estabiliza P

L

A demonstragdo deste teorema pode ser encontrada em [Fran87). Observe que
a parte necessaria do teorema ¢é trivial. A parte suficiente baseia-se no fato de que
P e Py, compartilham os mesmos pélos instéveis e que portanto para estabilizar P
¢ suficiente estabilizar P,,. Finalmente, note que K estabiliza P,, se e somente se
as quatro matrizes de transferéncia, de v; e vy para u e y pertencem a M(S). Estas
condigdes sao devidas a Desoer e Chan ([DC75]) e serfo utilizadas posteriormente
no Capitulo 4.

Teorema 3.7

O conjunto de todas as matrizes racionais préprias K que estabilizam P, estd
parametrizado pelas equacoes

K = (Y +MQ)X + NQ)™ (3.16)
= (X+QNY ¥ +QM), QeM(®S) (3.17)

L
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Sabemos que Gaa(s) é estdvel (j4 que K(s) estabiliza P(s)) e vamos supor que
Aj(s) é estivel. Entdo o sistema realimentado pode se tornar instével somente se
um ou mais dos lugares caracteristicos ([35]) de —Ga2(s)A(s) envolver o ponto —1
(Critério de Nyquist Generalizado).

Seja A(G22A;) qualquer autovalor de Gay(s)A(s). Entdo

IMGa2A0)| < p(Ga i) < F(Gnl))
onde p(-) = max; |Ai(-)] é o raio espectral. O envolvimento de —1 pode ocorrer se
T(GaA) <1 (2.17)

em cada frequéncia, ou equivalentemente, se

G224 < 1.
Agora,
1G22 Ale0 < 1IG2leo | Atlloo
e
1Al < 1
entao
Gl <1 (2.18)

¢ certamente uma condigdo suficiente para garantir que instabilidade nio ocorrers
para todas as perturbagdes permitidas.

Se todas as perturbacdes possiveis para as quais vale Al < 1 puderem ocorrer,
a condigdo (2.18) serd necessiria e suficiente para estabilidade robusta. Este é o caso
onde a descrigio de incerteza é feita através de incertezas ndo-estruturadas.

Uma suposigio crucial feita no inicio do desenvolvimento é que A(s) € estavel.
Para alguns modelos de incertezas pode-se relaxar a suposigio sobre a estabilidade
da perturbagio . Pode-se permitir A;(s) ser instivel, mas impor como suposi¢io
alternativa que a planta nominal P(s) e a planta perturbada P(s) tenham o mesmo
numero de polos instdveis. -

Ja que a malha é estavel para Ai(s) = 0 e, por suposicio , P(s) ¢ P(s) sempre terio
o mesmo numero de polos instdveis, entio a malha continuars estavel, na condico
de que o ndmero de envolvimentos de —1 pelo lugar caracteristico de P(s)K(s) nao
mudard. Isto acontecerd se nenhum lugar passar por —1 quando P(s) variar; em
outras palavras

det[I + P(jw)K (jw)] # 0
para todo w e P(s) permitidos.

A condigdo de estabilidade (2.18) é um caso especial do Teorema dos Ganhos
Pequenos, que afirma que uma malha realimentada composta por operadores estiveis

certamente continuaréd estivel se o produto de todos os ganhos dos operadores for
menor que a unidade.
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Agora, suponha que a representacio de incerteza é feita através de incertezas
estruturadas. A(s) tem uma estrutura bloco-diagonal, onde cada bloco Ay, (s) satisfaz
lALllee < 1. Vamos também supor que cada A, (s) é estdvel.

Utilizando a mesma representacio da Figura 2.4, a condigio ||Gaz|e0 < 1 é certa-
mente suficiente para estabilidade robusta, mas nio ¢ mais uma condi¢io necesséria:
muitas perturbagdes que satisfazem |[|A/llc < 1 ndo sio mais permitidas. Nesta
nova representagao , as inicas perturbagbes possiveis sio aquelas que tém a estrutura
bloco-diagonal apropriada.

Como uma alternativa para 7(-) (condigéo (2.17)), vamos utilizar o valor singular
estruturado (secdo 1.4.2), que leva em consideracio a estrutura da perturbagdo Ay(s).

Uma perturbagio permitida desestabiliza o sistema se e somente se

det[T — Gp(jw)Ai(jw)] = 0 (2.19)

para algum w e algum A; € Bs. Com a condigdo anterior e com a definigio de 1+,
temos o seguinte teorema para estabilidade robusta.

Teorema 2.2 Suponha que o sistema nominal da Figura 2.4 ¢ estdvel ¢ que a per-
turbagdo A(s) € de tal forma que o sistema perturbado em malha fechada € estdvel se
e somente se 0 mapa D do. contorno de Nyquist de det(] — Gya(s)Ai(s)) néo envolve
a origem. Entdo, o sistema em malha fechada € estdvel para todas as perturbacdes
A; € Ba se e somente se

MAI(Gzz(jw)) <1 Vw. (220)

Este resultado é apresentado em [36]. A origem desta formulagio ¢ citada como
vindo de [19]. A demonstragio deste resultado pode ser encontrada em uma das
referéncias citadas. Outra fonte para consulta é [40).

O Teorema 2.2 pode ser interpretado como um “Teorema dos Ganhos Pequenos
Generalizado”, que também considera a estrutura de Ay(s). Esta condicio formulada
com o valor singular estruturado é bem menos conservativa que a apresentada em
(2.18). Nossa condigdo para estabilidade robusta serd testada atraveés de (2.20) para
qualquer estrutura perturbagio A(s) apresentada.

Para finalizar, vamos ressaltar que o critério (2.20) pode ser encontrado na notagéo

pM(w)) <1 Yw

0 que é completamente equivalente, j4 que a matriz Gy3(s) pode ser identificada como
a matriz M(s) apresentada na secio 1.2.2.

2.3.3 Desempenho Robusto

Na segdo anterior estdvamos envolvidos com a robustez da estabilidade em face das
varias perturbagées . Na pratica, estamos normalmente interessados em manter mais
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do que estabilidade. Também seria desejivel manter um certo nivel aceitével de
desempenho em face de uma classe pré-especificada de perturbacoes .

Vimos na segdo 2.2.3 que é possivel formular as especificacdes de desernpenho no
dominio frequencial em termos da norma || - ||, de operadores. Utilizando novamente
a representacao padrao de incerteza (Figura 2.4), particionamos a matriz de trans-
feréncia G(s) tal que

BRI

e definimos as varidveis y(s) e r(s) tais que
Gl < 1

se torne a especificagdo de desempenho na auséncia de perturbacoes.
Com a perturbagdo A(s) presente, a relagio entre r(s) e y(s) se torna (secdo 1.2.1)

y(s) = F(G, A)r(s) = (Gu(s) + Crals)Auls)(] = Gral(s)Ad(5)) " Gia(s)) r(s)

e o critério para desempenho robusto pode ser formulado como

G114+ GraAiT = G ) G lee < 1 (2.21)

ﬂal(azz(jW)) <1 Yiw (222)

onde (2.22) vem do Teorema 2.2.

Suponha que, ao invés de impor uma especificagio de desempenho, nés adiciona-
mos um bloco incerteza A,(s) entre y(s) e r(s), com A, € Ba, como na Figura 2.5, e
formulamos o problema de forma a requerer a estabilidade robusta em face de todas
perturbagbes possiveis, incluindo a ficticia Ay(s).

Vamos entédo apresentar um resultado de grande importancia na analise de siste-
mas realimentados, que garante condicdes necessérias e suficientes para a robustez do
desempenho em termos do valor singular estruturado.

Teorema 2.3 O sistema nominalmente estdvel G(s) (Figura 2.4) sujeito a incerteza
bloco diagonal A; € By satisfaz a condigdo de desempenho robusto ||F(G, Ap)|e < 1
se € somente se

pal(G) <1 Yw

onde pa(-) € computado com relagio a estrutura bloco diagonal

A(s) = diag{Ao(s), Ai(s)}.
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Figura 2.5: Troca da especificacio de desempenho pela incerteza ficticia A,

Este resultado é apresentado em [36]. A origem desta formulagéo é citada como
vindo de [19]. A demonstragio deste resultado pode ser encontrada em uma das
referéncias citadas. Outra fonte para consulta & [40].

Assim, vemos que é possivel expressar desempenho robusto em termos de estabi-
lidade robusta e testd-los de uma maneira nio-conservativa ao se calcular gal).

Para finalizar, vemos que A(s) = diag{A,(s),0} e Da(s) = diag{0,As)} séo
casos especiais de A (A € By). Entéo

#a(G) 2 max{pa,(G2), pa,(Gu) = (G )} (2.23)

A inequagdo (2.23) implica que para desempenho robusto (ra{G) < 1) é necessério
que um sistema seja robustamente estivel (4, (G;) < 1) e que satisfaga a especi-
ficagdo de desempenho na auséncia de incerteza (F(G11) < 1).



Capitulo 3
Projeto IMC

Existem muitos enfoques para abordar um projeto de controle. Neste capitulo, ado-
taremos o principio do modelo interno. Sua origem ndo pode ser precisada, mas a

esséncia vem desde os métodos pioneiros de projeto via realimentacio .

A idéia é colocar no compensador informagdes (modelos) sobre dinimicas que
desejamos controlar ou evitar. Por exemplo, podemos colocar informacées sobre a
planta e/ou informacdes sobre as perturbagoes .

Este principio geral € encontrado em muitas referéncias. Podemos citar: [1],[5],
(71 8], 101, [17], [23], [36], [50], [51], [53].

Nossa abordagem serd feita considerando o modelo da planta como a informagio
interna. Esta apresentacio é muito bem feita em [26] - {28] e em [38].

A presenga do modelo no compensador tornard possivel que o sistema em malha
fechada seja insensivel a variagdes nos pardmetros da planta. Em outras palavras, a
utilizagdo do modelo interno criard o fator necessirio para o cancelamento de modos
indesejiveis. Assim, este procedimento de projeto é dito ser robusto.

3.1 Introducao

Nosso objetivo aqui é apresentar a estrutura de Controle com Modelo Interno (IMC)
e reformular os resultados apresentados para a configuracio classica.

O rastreamento de referéncia (y =~ r) certamente é um objetivo de projeto de
sistema de controle. Para tal, os efeitos de perturbagdes externas devem ser corrigidos
e minimizados tdo eficientemente quanto possivel. Ainda mais, se uma condicio de
robustez for imposta, deve-se também assegurar uma certa insensibilidade a erros de
modelamento (incertezas). _

Tendo como meta estes principios, vamos apresentar a estrutura proposta nesta
parte.

A estrutura em malha aberta - Figura 3.1A - assegura o rastreamento da referéncia
na auséncia de perturbagdes e mudancas no sistema, permite tratar a estabilidade
de uma forma bem direta (o sistema é estével quando o compensador e o sistema
sdo estveis) e permite projetar o compensador com relativa facilidade; entretanto,
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as questOes da correcdo de perturbagdes e da sensibilidade a incertezas ficam muito
fragilizadas.

Por outro lado, com a estrutura de malha fechada (via realimentagdo ) - Figura
3.1B - acontece o inverso. As diferencas entre modelo e planta e o efeito das per-
turbacbes sdo tratadas com eficiéncia, mas as questdes de desempenho e compensador
sao relativamente complicadas.

r
u |
N K_1 P > >0 K P |2O—T—>
i + ~ ~ +
P —>(YJ P P ————a—c‘g
d d
(C) (D)

Figura 3.1: Evolu¢éo da estrutura IMC

A idéia entdo é aproveitar as qualidades dos dois casos citados anteriormente. Con-
sidere os sistemas aumentados das Figuras 3.1C e 3.1D. Em termos de desempenho,
para o caso onde o modelo é exato, néo houve alteragio : na Figura 3.1C, d(s) = 0,
e assim, o sistema ainda estd. em malha aberta na Figura 3.1D, os dois blocos P( )
se cancelam.

Por simples dlgebra de blocos nas Figuras 3.1C e 3.1D, chegamos & estrutura geral
na Figura 3.2, que tem as vantagens das estruturas de malha aberta e fechada: quando
o modelo da planta é perfeito (P( )= P(s)) e nao ha perturbacio {d(s) = 0), a
realimentagio ndo é necesséria e héd um comportamento idéntico ao da estrutura 3.1A.
Como o modelo }5(3) da planta aparece explicitamente na Figura 3.2, esta estrutura é
chamada estrutura de Controle com Modelo Interno (IMC). De uma forma grosseira,
podemos dizer que o IMC apenas é de malha fechada quando necessrio. Costuma-se
afirmar que o controlador IMC pode ser projetado com a facilidade da malha aberta
mas com as qualidades da malha fechada.

Do diagrama de blocos para a estrutura IMC podemos derivar as relagbes mais

importantes:

u(3) = Kime(s) (r(s) - J(s)) s d(s) =y(s)— P(s)u(s) e y(s)=d(s) + P(s)u(s)
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Figura 3.2: Estrutura basica IMC

u(8) = Kime(s) (r(s) —d(8) — P(s)u(s) + ﬁ(s)u(s))

u(s) = Kine(s)(r(s) = d(s)) — Kane (P(s) = B(s)) u(s)
= u(s) = [T+ Kine(s) (P(s) = P(5))] " Kanels) (r(s) = d(s))
Utilizando o lema para inversio de matrizes
(A+BC) ' = A 4 AT'B(I+ CA'B)'CA™?
pode-se chegar & propriedade
(I+BC)Y*'B=B{I+CB)™. (3.1)
Veja:
(I+BC)"B=B-B(I+CB)"'CB=B(I-(I+ CB)7CB)

=B(I+CB)"(I+CB~CB)= B(I+CB)™.

Temos entdo
u(s) = Kine(s) [T + (P(s) = P()) Kime(s)] " (r(s) ~ d(s))  (3:2)

Além disso,
y(s) = d(s) + P(s)u(s)

y(s) = d(s) + P(8)Kime(s) [T + (P(s) = P(8)) Kime(s)] ™" (r(s) - d(s)) =
= d(s) + H(s)(r(s) — d(s)) (3.3)

e finalmente

~e(s) = r(s) = y(s) = 1(s) = H(s) (r(s) = d(s)) ~ d(s) = (I = H(s)) (r(s) — d(s))
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- { I = P(8)Kime(s) [T + (P(s) = P(s)) Kine(s)] "“1} (r(s) — d(s))
Fud [I -+ (P(S) — P(S)) K{mc(s) - P(S)K(S)] )
1+ (P(s) = P(5)) Kine(9)] " (r(s) = d(s))

e(s) = (I = P(8)Kimc(s)) [I + (P(s) = B(5)) Kimols)] " (d(s) —r(s))  (3.4)

Para a estrutura IMC, a fungio sensitividade E{s) e a funcio sensitividade comple-
mentar H(s) sao apresentadas como:

E(s) = (I = P(s)Kine(3)) [T + (P(s) = P(8)) Kimels)] ™"
H(s) = P(s)Kime(s) [T+ (P(5) = P(s)) Kime(s)]

Para o caso onde o modelo é perfeito (P(s) = P(s)), podemos reescrever as expressdes
como

E(s) =TI~ P(s)Kimc(s) e H(s) = P(8)Kimc(s)

Embora as estruturas classica ¢ IMC sejam equivalentes e qualquer critério possa
ser alcangado ao se projetar K(s) ou Kim(s), a estrutura IMC tem certas propriedades
que facilitam o procedimento de projeto.

3.2 Propriedades do IMC

Seja a estrutura IMC vista na Figura 3.2. }5(3) € a matriz de transferéncia do modelo
da planta, Kim.(s) é a matriz de transferéncia do controlador, d(s) é o vetor de
perturbagdes e r(s) é o vetor de referéncia.

Se observarmos as Figuras 3.1D e 3.2, constataremos uma analogia completa entre
as implementacdes do controlador via realimentacio e via IMC:

Kime(s) = [I+ K(s)P(s)] " K(s) = K(s) [1 + P(s)K(s)] ™ (3.5)

K(s) = [I = Kine($)P(5)] ™ Kime(s) = Kime(s) [T - P(s)Kime(s)] T (3.6)

Como comentado, a presenga ou nio de incertezas, assim como de perturbagdes,
¢ um fator importante na determinagio do comportamento da estrutura IMC, facil-
mente observavel pelo sinal de realimentagio da Figura 3.2

d(s) = d(s) + (P(s) = P(s)) u(s).

Isto reforga a colocacdo de que o IMC se torna um controlador via realimentacio
somente quando necessério.
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Para o caso em que trabalha “em malha aberta”, o controlador pode ser projetado
como tal e a analise da estabilidade do sistema IMC é extremamente simples. Estas
sdo duas das propriedades que iremos apresentar:

Propriedade 1 - Critério de Estabilidade Dual : Suponha P(s) = P(s).
As estabilidades do controlador Kin.(s) e do processo P(s) sdo suficientes para a
estabilidade do sistema como um todo.

Para estabilidade devemos ter u(s) e y(s) “estiveis”. Sejam as relagdes (3.2) e
(3.3):

u(s) = Kinc(s) [1 + (P(s) = P(8)) Kine(5)] " (r(s) - d(s))
y(s) = d(s) + P(s)Kime(3) [ + (P(s) = B(5)) Kime(s)] " (r(s) — d(s))

Quando P(s) = P(s), as equagdes ficam:

- u(s) = Kime(s) (r(s) — d(s))
y(s) = d(s) + P(s)Kime(s) (r(s) — d(s))

Se os polos do controlador e 0s do sistema estiverem no semi-plano esquerdo, ou seja,
Kime(s) e P(s) forem estiveis, teremos também a estabilidade de u(s) e y(s).

O mesmo tipo de andlise pode ser feita com o conceito de estabilidade interna ja
apresentado. Vamos substituir K(s) dado em (3.6) na expressdo (2.8), e considerar
P(s) = P(s). Com as manipulacdes intermedidrias

-1

(I+PK)™ = [I+P(I- I{fch)“lK‘-mc] T {I + [(PKime)™? -~ PP'I]H] =

1

= [[(PEin) ™~ 1] [P 1+ 1| =1~ P

PK = P(I“‘“ Kimcp)*lKimc = (I"' PKimc)_IPKimc 3

temos

(40 = ("R I (1) e

Novamente, ao se aplicar a propriedade 1, teremos a estabilidade interna garantida.
Como consequéncia, vamos ressaltar a restricio de que plantas instaveis nio po-
derdo ser controladas através da estrutura IMC. Existem duas alternativas sugeridas
para contornar este fato: uma é estabilizar a planta através de controle convencional e
depois utilizar no sistema estabilizado o IMC; a outra é aproveitar dentro do possivel as
caracteristicas de projeto do IMC e implementar o controlador classicamente através

de (3.6).
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Uma primeira facilidade oferecida por esta estrutura jd fica transparente: para
a estrutura IMC, quando P(s) = P(s) e o processo ¢ estavel em malha aberta,
a estabilidade do controlador Ki.(s) é suficiente para estabilidade em malha fe-
chada, enquanto a estabilidade do sistema convencional serd testada pelas raizes de
det (I + P(s)K(s)) = 0 (supondo P(s) e K(s) estiveis), mesmo quando o modelo ¢
exato.

Propriedade 2 - Controlador Perfeito : Suponha que o controlador
Kime(s) = P7(s)

leva a uma estrutura IMC estdvel em malha fechada. Entéo, este controlador rastreia
perfeitamente a referéncia, mesmo em face de qualquer perturbagdo d(s) e qualquer

diferenga entre modelo e planta (P(s) # f’(s))

Com este controlador, a relagao (3.3) fica:

y(s) = d(s) + P(s)P~(s) [T + (P(s) = P(s)) P~(s)] " (r(s) — d(s)) =

= d(s) + P(s)P~}(s) [I + P(s)P(s) ~ 1] H(r(s) - d(s)) =

= d(s) + P(s)P7(s) (P(:)P7(s)) ™ (r(s) = d(s)) = d(s) +(s) = d(s) = r(5),

comprovando a propriedade 2.

Devemos ressaltar que esta propriedade é primaria,mente de interesse teérico. Com
este controlador, o sistema em malha fechada serd muito sensivel a qualquer incerteza.
Além disso, P~ 1(s) frequentemente nao serd realizivel. Entretanto, o controlador
perfeito serve como um conveniente ponto de partida para o projeto do controlador.

Uma terceira propriedade pode ser obtida. Apesar do controle perfeito nio ser
possivel em todas as frequéncias, pode-se obté-lo em regime. No procedimento de
projeto, pode-ser acrescentar a condi¢do de se ter erro de regime zero.

Propriedade 3 - Erro de regime zero : Qualquer controlador Kime(s) tal que
Kime(0) = P7Y(0)

e que produza uma malha IMC estivel, proporciona erro de regime zero ¢ entrada
degrau.

Estas propriedades recebem um tratamento polinomial em [8]. A forma aqui vista
¢ apresentada no conjunto [26] - [28], tendo como base, [7], [10], [42], [45] e e [53].
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3.3 Procedimento de Projeto IMC

Ja vimos, através da propriedade 2, que o controlador Kim.(s) = f’“”“l(s) nos daria a
melhor resposta possivel para um bom desempenho (E’(s) = ( para este K,-mc(s)).
Entretanto, este controlador perfeito ndo pode ser implementado pelas seguintes
razoes:

(i) Se P(s) contém atrasos de transporte, sua inversa envolve termos preditivos,
tornando o controlador irrealizavel.

(ii) Zeros da matriz de transferéncia no semi-plano direito levam a um controlador
perfeito instdvel. Assim, pela propriedade 1, a malha como um todo serd instével
quando P(s) = P(s), como geralmente é suposto para o inicio de projeto.

(iii) Polos de Kim (s) préximos ao eixo imaginirio (mesmo estaveis) podem pro-
duzir um comportamento oscilatério nas varidveis manipuladas e, consequentemente,
oscilacbes indesejaveis nas saidas.

(iv) Se o modelo é estritamente préprio, entdo o controlador perfeito é impréprio.

Isto implica que perturbagbes de alta-frequéncia infinitamente pequenas produzirio
excursdes infinitamente grandes nas varidveis manipuladas, o que o torna praticamente
irrealizavel.

(v) Um sistema equipado com controlador perfeito é extremamente sensivel a erros
de modelamento.

Apesar de no podermos implementar este controlador, podemos e vamos utilizé-lo
como ponto de partida. Dentro das caracteristicas da estrutura IMC, a estabilidade
nominal estara garantida através de um controlador estavel. Com relagao i robustez,
a formulacao utilizada até o momento nos permite acessar diretamente estabilidade e
desempenho robustos através da solugio do problema

Ir?in sup pia (G (13(.5), K,»mc(s))) (3.8)

e W
Portanto, nosso objetivo € resolver (3.8). Técnicas eficientes que resolvam direta-
mente este problema ainda ndo estdo disponiveis. A saida serd adotar um procedi-
mento iterativo em dois passos. Embora nao tenhamos algum principio de separacéo
que torne este enfoque “6timo”, o procedimento a ser adotado é simples e direto.

Passo 1 : Desempenho Nominal

Neste primeiro passo, vamos tratar do desempenho sem nos preocupar com robus-
tez ou limitacdes nas entradas. K .(s) serd escolhido para dar uma “boa” resposta
do sistema a uma entrada de interesse. A obtencdo deste controlador serd baseada na

propriedade 2.

Passo 2 : Estabilidade e Desempenho Robustos

O controlador obtido no passo 1 é melhorado de tal forma a satisfazer os requisitos
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de robustez. Por este motivo, Kin.(s) é aumentado por um filiro F(s) de estrutura
fixa

Kime(8) = Kime (Kimc(s), F(s)) (3.9)

e 0s parametros do filtro sdo ajustados para resolver (3.8).
Na maior parte das vezes, F(s) se relaciona com Kip,.(s) de uma forma bem simples

:mc(s) :mc( ) : F(S)

como pode ser visto na Figura 3.3.

d
+ K, u &“' y

r—a-?——.> F e = ) 2
- +

filtro controlador processo

R
]
&
o
(=]

Figura 3.3: Estrutura IMC com Filtro

Algumas vezes, uma maneira mais complicada pode ser necessaria.
Em geral, ndo serd possivel alcangar o requisito para desempenho robusto

a (G (P(s), Kime(s)}) < 1.

A razdo pode ser que o procedimento de projeto em dois passos adotado falhe em
produzir um Kjn.(s) aceitdvel. Nestes casos, os critérios de desempenho devem ser
relaxados e/ou a incerteza do modelo reduzida.

3.4 Desempenho Nominal

Neste primeiro passo, vamos tratar a questio do desempenho nominal. Baseado na
propriedade 2, o controlador K/, (s) = P~!(s) nos dar4 a melhor resposta possivel,
Mas, por motivos ja vistos, poderemos ter dificuldades de implementacio de tal con-
trolador. Para contornar esta limitagdo , vamos adotar a seguinte fatorizacgio

B(s) = P (s)P_(s) (3.10)

onde P,(s) contém todos os atrasos de transporte (sua inversdo pode necessitar
predi¢io) e todos os zeros no semi-plano direito (sua inversa leva a um controlador
instével) de P(s), tal que P_(s) tenha uma inversa estivel e realizavel.
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Utilizando i
Kl .(s)= P l(s) (3.11)

| 11114

como controlador, o problema de implementacio estaré resolvido. Ainda mais, pode-
se acrescentar a propriedade 3

P(0)=1 : (3.12)

de modo a evitar erro em regime.

Para o controlador (3.11), (3.3) fica
y(s) = Pu(s)r(s) + (I = Py(s)) d(s) (3.13)

Esta tltima relacio nos mostra que a matriz de transferéncia em malha fechada
é limitada pelas caracteristicas de fase nio-minima do processo (f@(s)). Estas li-
mitagbes sdo inerentes ao sistema fisico e ndo podem ser retiradas por nenhum sis-
tema de controle, tendo que aparecer de alguma forma na resposta em malha fechada
(3.13). '

Nosso proximo passo sera entao, mostrar um procedimento para obter a fatorizacio
(3.10). As limitagdes que dificultam este processo estio ligadas diretamente & presenga
de atrasos de transporte e zeros no semi-plano direito. A forma por nés utilizada é
baseada em [9].

Seja P(s) = C (sI — A)™' B + D a realizacso minima da matriz de transferéncia
quadrada P(s), e suponha que P(s) ndo tem zeros no eixo jw. Temos entdo

P(s) = N(s)M~(s) (3.14)
onde N, M séo estdveis e N*(jw)N(jw) = I. N(s) e M~(s) sao dados por

N(s)=(C = QF)(sI— (A~ BR'F))” BR™ +Q (3.15)
M™(s)= F(sI - A)'B+ R (3.16)
onde
D=QR

¢ a fatorizagdio QR de D em uma matriz ortogonal Q (Q'Q = I ) € uma matriz
triangular superior R, e

F=Q'C+ (BRY)X
com X solucao simétrica real da seguinte equacio de Riccati (X estabiliza (A ~

BR'F):
(A— BRT'Q'C)'X + X(A~ BR'QC) — X(BRY)YBR WX =0

Ao se comparar (3.14) com (3.10), vemos que P, = Ne P = M1,

Um P(s) que representa um sistema fisico é normalmente estritamente proprio
(D = 0). Para aplicar o procedimento acima neste caso, deve-se adicionar a P(s)
um pequeno D = el. Repetidos experimentos confirmam que este ¢ um enfoque
satisfatorio. Qutro fato: se desejarmos fazer P. (0) = I, basta pré-multiplicar N (8)
por N7'(0). N(s) é invariante a pré-multiplicacdes por matrizes unitarias constantes.
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3.5 [Estabilidade e Desempenho Robustos

Apenas a escolha do controlador baseado na inversa da planta nio é suficiente para
garantir a estabilidade do sistema, mesmo a pequenas incertezas. Assim, o controlador
K}n.(s) é melhorado através de um filtro F(s), de forma a atender as especificacOes

de estabilidade robusta

Hay (GZZ(-P(S)aKimc(s))) <l Vw (3.17)
e de desempenho robusto
pa (G (f’(s),K,-mc(s))) <1 Vw , A =diag{Ay, Ai}. (3.18)

Como (3.18) implica em (3.17), nosso objetivo serd minimizar Ha (G(f’, K,-mc))
como uma funcao dos pardmetros do filtro.
Inicialmente vamos escolher o tipo de filtro que iremos utilizar, e entdo, discutir

um algoritmo para a minimizacio .

3.5.1 A Estrutura do Filtro

Para manter o niimero de variaveis do problema de otimizacio pequeno, vamos adotar
uma estrutura para F(s) simples. Embora seja possivel utilizar qualquer estrutura
complexa, vamos fazer uso de uma estrutura diagonal com termos de ordem B. Na
maior parte dos casos, utilizaremos termos de primeira ou segunda ordem. Isto nio
€ restritivo pois o controlador K/, .(s) obtido no primeiro passo é uma matriz cheia
com elementos de ordem maior.

Seja entédo

F(‘S) = diag{fl('s)a"'sfn(s)} (319)
uma funcao diagonal racional. Vamos adotar para o elemento fi(s) do filtro a seguinte

esfrutura .
;8" + -+ a5+ ag

fils) = (bs + 1)vt7

onde 7 ¢ o excesso polo-zero e ¥ 4+ v = .

Esta estrutura apresenta uma restricio . Filtros diagonais dificilmente conseguem
afetar os valores singulares da matriz de transferéncia. Como consequéncia disto,
teremos que nossos controladores K (s) projetados a partir de plantas P(s) mal
condicionadas tenderdo a ser mal condicionados. Portanto, deve haver uma atencdo
especial nestes casos. )

No sentido de tratar este problema, é sugerida uma estrutura alternativa para
o filiro em [38]. Uma forma mais complexa para ele sers utilizada, visando atuar
diretamente nos valores singulares de Kne(s), na frequéncia wepng maz onde se obtém
o maior nimero condigio de K} (s).

Seja.

(3.20)

K:mc (jwcond,maz ) = U1 g Vi
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a DVS de K (s) em weond,maz € s€jam R, € R, matrizes reais que resolvem o problema
de pseudo-diagonalizagao

UgiRy =1
Ve, =21
Entéo, o controlador Kip.(s) incluindo o filtro F(s) é escolhido ser da forma
Kime(s) = Ry Fi(s) R K, (5) Fa(s) (3.21)
ou
Kime(s}) = Kinc(s)Ro F1(s) R, Fo(s) (3.22)

onde Fi(s), F2(s) sdo filtros diagonais, dados em (3.19),(3.20).

Vamos levantar um tltimo fato. Para se usar o valor singular estruturado efeti-
vamente para o projeto de F'(s), é necessario reescrever a estrutura da Figura 3.2 na
forma padréo em que todos os resultados foram obtidos (Figura 1.3).

Por exemplo, a estrutura da Figura 3.3 pode ser transformada na Figura 3.4A,

onde v(s) = d(s) — r(s), e(s) = y(s) — r(s) e

0 -1 ~I
Gls)= | P(&)Kipo(s) T 1 (3.23)
Kils) 0 0 |
onde os blocos 0 e I tém dimensées apropriadas.
F e ' F o
v - e v - lnc e
> 6 > ——l G i
— —
P.P fee— A e
(A) (B)
v" GF e’
E A P —
(C)

Figura 3.4: Diagrama de Blocos para Incertezas no Modelo

Vamos supor que o conjunto de plantas Il pode ser modelado tal que permita a
Figura 3.4A ser transformada na Figura 3.4B, onde A(s) € Ba. O indice inc em
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G*™¢(s) representa a dependéncia de G*™(s) néo somente sobre G(s) mas também na
descrigao da incerteza disponivel para o modelo P(s). Vamos dar alguns exemplos de

Gine(s).
I- Incerteza Aditiva - (2.14),(2.15)

10 0
G (s) = GA(s) = ( 071 0 ) G(s)
0 0 Ta(s)]

TA(S

2- Incerteza Multiplicativa de Seida - (2.14),(2.15)

10 0
G (s) = GM3(s) = ( 0 1 0 ) G(s)
0 0 Io(s)P(s)

3- Incerteza Multiplicativa de Entrada - (2.14),(2.15)

: Io 0
G‘“C(s>wGME(s)=G(s)(0 I 0
0 0 I(s}P(s)

Todas as relagoes anteriores levam a um G*¢(s) particionado em

_ Gii(s) Gix(s) Giz(s)
G™(s) = | Gi'(s) Gy’s) Gy(s)
G3i'(s) Ga'(s) Gg(s)

Entéo, a Figura 3.4B pode ser escrita como a Figura 3.4C, com €'(s) = Wy(s)e(s)
e v(s) = Wi(s)v'(s). Assim (por simplicidade, ndo explicitaremos a dependéncia da
frequéncia)

F_ [ WaGHeW, WoGiy W2Gyyre me 2\ ™1 ([ prine inc
G m( Giew, G )t e F(I-GYF)” (Gywh GYY)
g((?i}(s} sz(S))

Gzz(s) G’g;(s)

Caso o sistema seja mal condicionado, devemos utilizar a estrutura alternativa ja

sugerida. Neste caso, o procedimento para obter G™°(s) é um pouco diferente. Vamos
definir:

(3.24)

F(s) = diag {Fa(s), Fi(s)} .
Além disso, dependendo da escolha de (3.21) ou (3.22), seja:
Kinea(s)=Ru 5 A(s)= R K o(s)

ou

Kioa(s) = Kb()By Als)= BV
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Entao, na Figura 3.4B, utilize G*"*™*%(s) ao invés de G*"*(s), onde
0 GH(s) Gix(s) Gix(s)

A(s) 0 0 0
0 G3(s) Gy(s) Gi(s)
0 G5°(s) Gi's) GE3(s)

Ginc,mau (3) —

e G'"°(s) ¢ obtido a partir de G(s) (3.23), trocando K/, (s) por K}, 4(s).

3.5.2 Controle Robusto: Objetivo de Desempenho #,,

Nosso objetivo é obter um procedimento que nos dé os parametros do filtro F(s)
((3.19),(3.20}) tal que (3.8) possa ser formulado como

minsup pa (G7 (P(s), Kine(s))) (3.25)

onde A é um vetor que contém tais pardmetros,

Para a solugéo do problema, iremos adotar o limitante superior (1.9) como meio
de computar o valor singular estruturado pa € considerar apenas um ndmero finito
de frequéncias na computagéo do supremo em (3.25). Assim, (3.25) é reescrita como

minmax inf F(DGF D) (3.26)
A we DeD
onde {1 é um conjunto finito de frequéncias.

Para a minimizagao iremos adotar um procedimento sugerido em [38]. Nele, a me-
todologia de solugdo é feita através de uma busca gradiente. Para fazé-lo, necessitamos
a expressao analitica deste gradiente. E isto é apresentado a seguir.

Defina

o i e et A F =1
Po(A) = max inf 5(DG" D7)
well Del

O gradiente de ®,,(A) com respeito a A pode ser obtido analiticamente exceto
quando dois ou mais valores singulares maximos de DG¥ D! coincidem. Para a
dedugdo , consideraremos o caso geral:

Suponha que, para o valor de A onde o gradiente de ®.,(A) é computado, o
maxyeq ¢ encontrado em w = wy e que o infpep F(DGF D) é obtido em D = Dy,
onde somente um valor singular o, é igual a #. Seja a DVS

DoG" (jwo) 5" = (wy V) ( Tz ) ( 2 )

Entdo, com as consideragbes anteriores, temos para o elemento do vetor gradiente
correspondente ao parametro A; do filtro

i} 0 Fo o -
WQW = 51:0’1 (DOG (jt.do)Do 1) (327)
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Para simplificar a notagio
A Do (ng)D = UAEAV;
Assim, o gradiente pode ser computado da seguinte forma:
AA* =Ty Ei Ui

O 4 ae . 9
= 5y (447 = (U,,)EAUA + Unzm a,\ (23;) Uit UsSig-(U)  (328)

Multiplique esta expressio por u] & esquerda e por u; & direita. Considere o
primeiro termo de (3.28)

0 (Ua) (ot o---o)‘ma1

(UA) 22 UAul = u:-é—):-; Uy = 0

“i 5N 8A EETw

pois u; € um vetor unitario cujo gradiente ¢ ortogonal a u;. Assim, o primeiro e o
ultimo termos no lado direito de (3.28) sdo cancelados e

. 0 . d . a ., .. . 3 .
I (AA™)ur = ( i —(A)A* + Ag-x;(A )) = ullU,y (22"57\1(2")) Usuy

= u;‘é-?\—;(A)vlal + crlv’l“a—imi:(A Juy = 204 31(01)
8 .0 1
—3—3:(01) = Re [’“1 (8/\ (DDG (7wo) Dy )) vl} (3.29)
Utilizando (3.24)
O (DoG" (jx)D5") =
e

WZG““C a ine -1 inc inc —
:DO( Gipe )BKI[F(I“GH F) ](G'm Wi GY)DF' (3.30)

Com a identidade

= (M) = M) () M)
€m
4 inc Y 0 inc 7. . -
—37\;[}?(1—0“1«*)_] —é—/—\;F(I GieF) +F(mk( - GieF) 1)
temos
0 ine oy a inc
oy [F (1= 68F) "] = gor (1- axer) ™+
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+F [-u (1-GoeF)” (5% (1~ G*;;CF)) (1~ Gi’;CF)“] =

=[rer-cwn) e grr - o) -
= (1-Fai)” g%F (1-exr)” (3:31)

A equagdo (3.27) pode ser expressa em termos de (3.29), (3.30) e (3.31) :
9 . WGy inc) "1
oy Qe = Re [ung ( G’}';}‘i ) (1-FGiy)

0 : inc ) ! ine inc -
aa, U (1= )™ (G 6 D37
onde F, G::}‘c, Wi e W, sao coniputados em w = wy. As derivadas de F em relagio

aos seus parametros (elementos de A) dependem da estrutura do filtro a ser utilizada.
No nosso caso, € uma estrutura diagonal apresentada em (3.19),(3.20).



Capitulo 4

Sintese-; com Modelo Interno:
Implementacao e Aplicacées

O objetivo deste capitulo é exemplificar conceitos e metodologia previamente apre-

sentados. Também é nossa intengio comentar sobre o algoritmo implementado. Para
realizé-lo utilizamos os resultados de [14], [15], [18], [21], [38], [39], [40] e [41]). Como
aplicagdo , tratamos de dois casos. O primeiro exemplo é uma coluna de destilacao
de alta pureza ([47]), que serd utilizado para calibrar nossa implementacio e pro-
gramagao do algoritmo em PC386 utilizando pacote computacional MATLARB. Seus
resultados permitem comprovar a qualidade desta implementagio . O outro exemplo é
um problema académico resolvido em [37], utilizando sintese- com estrutura cldssica
de realimentacédo , que permite testes e comparacbes com a técnica aqui pesquisada e
adotada.

4.1 O Algoritmo

A metodologia que pesquisamos e aqui implementamos para a sintese de controladores
robustos € baseada na sintese-, introduzida por Doyle ([15]). No problema formulado
em (3.8), a idéia é procurar uma solugio para

inf sup inf 7 (DG(P, K)D™) (4.1)

mesmo que o limitante superior infp #(DG(P, K)D™!) nio seja sempre igual a pu.

Este problema de minimizagao ainda nio foi resolvido de uma forma direta, A
maneira mais utilizada para obter solugdes envolve sequéncias iterativas de mini-
mizagbes. Neste trabalho, utilizamos um procedimento conhecido como iteragdo D-
K: um método aproximado, onde resolve-se sucessivamente (4.1) primeiro para K,
fazendo D constante, e depois para I, fazendo K constante.

Para um D fixo, (4.1) é um problema de otimizacio H., e pode ser resolvido por
vérios métodos. Para um K fixo, (4.1} pode ser resolvido em cada frequéncia corno um
problema de otimizagso convexa em D. Esta sequéncia de minimizagbes néo garante
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a convergéncia para um minimo global, mas mesmo assim oferece um procedimento
sistematico para este importante problema de desempenho.

Fica claro que a sintese-y é um procedimento iterativo de dois passos:

Passo 1: Encontre um D(s} diagonal tal que D(s) e D'(s) sejam estéveis, e
o limitante superior & (DGF D”"I) seja aproximadamente minimizado em frequéncia.
Sempre que possivel, encontre elementos constantes para D, tal que a ordem do con-
trolador néo seja afetada (se os elementos de D sio dependentes da frequéncia, eles
adicionam seus estados aos de G¥, aumentando a ordem do controlador K resultante).
Na primeira itera¢o , quando K nao é conhecido, use D) = 1.

Passo 2: Resolva o problema de otimizacio H,., encontrando um K (s) que mi-
nimize a norma do sistema escalonado || DG* (P, K)D™!||o. Volte ao passo 1 e repita
o procedimento até ua(GF(P, K)) < 1 em todas as frequéncias ou até nio conseguir
reduzir .

4.1.1 Passo 1 - Método de Osborne

O problema a ser resolvido envolve uma busca num dado espectro de frequéncia de um
D(s) que minimize & (DGF D“z). Uma forma de resolver este problema é proposta
por E.E. Osborne ([39]). A estratégia utilizada minimiza a norma ||DGFD1|jp. A

propriedade
7 (DGTD) < | DGFDr < Va7 (pG* D)

onde n é a dimensio de G¥, da sustentagio a esta afirmacio .
Para apresentar este método utilizaremos um exemplo. Seja M € 33,

d] 0 0 My Tz Mg 1 / dl 0 0
DMD_l = 0 dz 0 . oy Tigy Mog . 0 l/dz 0
0 0 d3 M3y Mgy Masz 0 0 1 / d3
my d1m12/d2 dlmm/ds
= d2m21/d1 tag dzmzsfds
d3m31 / d; dsmaz / dy May
A norma || - ||r é calculada simplesmente elevando ao quadrado e somando os

elementos da matriz. Para qualquer elemento d; de D, podemos agrupa-lo em um
elemento proporcional a d?, outro proporcional a 1 /d? e outro independente de dz.
Por exemplo, para d; :
- mi, m? 1 ;
IDMD™ |} = d} (‘gg:'?" + _d-z;?" + ?1 (dgmgl + d%mgl) + independ(d;)

. . |
—d?R'F*&z:C—I-S
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R contém termos nao-diagonais da primeira linha, C, termos nio-diagonais da pri-
meira coluna e S, termos restantes. O método de Osborne ajusta os elementos d; um
de cada vez, tal que ||[DMD'||} seja reduzida em cada etapa. Este procedimento
converge rapidamente para o minimo global de || DM D~!||%. Para obter o minimo da
norma com relagao aos elementos de D, seja:

. 1 . ~1)2
mip (de +7C+ S) = min [ DMD™ |2

8 -2 _ o7 3o __(C)‘i‘
EE:IIDMD lr=2dR—2d7°C =0=d; = 7

Este algoritmo ¢ facilmente generalizado para uma matriz quadrada qualquer GF ¢
Cne", A tnica ressalva feita é que, para o caso estudado, devemos restringir nossa

busca a matrizes I que possuam a mesma estrutura bloco da incerteza A. Este
procedimento sempre nos da uma matriz real positiva D, o que é desejdvel, como ja
comentado.

4.1.2 Passo 2 - Busca Gradiente

Obtida a matriz D no passo anterior, devemos resolver o problema de otimizacao H.,
minmeax inf F(DGF DY)
A v DeD

O procedimento adotado é a busca gradiente utilizando o resultado obtido na se¢io
3.5.2. Neste processo, procura-se um filtro F(s), que combinado com K ..(s), satisfaz
o critério (3.8).

Técnicas que envolvem busca gradiente para minimizar 7(-) apresentam com-
plicagdes pelo fato de #(-) nem sempre ser diferencidvel. No ponto de minimo de &(-),
ocorre uma descontinuidade, ndo possibilitando a obtencio da derivada. Entretanto,
nosso propésito é utilizar esta diregio de descida (dada pela derivada) para chegar
num limite inferior, préximo do minimo. Portanto, ndo pretendemos obter o valor
6timo de F'(s) para (3.25) mas sim uma solucio factivel com os critérios formulados.

4.2 Exemplo 1 - Destilagao de Alta Pureza

Nosso objetivo com este exemplo é, além de confirmar os conceitos tedricos apresen-
tados durante este trabalho, obter parametros que garantam que a implementacao do
algoritmo esteja correta e eficiente.

0 modelo da planta e demais pardmetros necessirios sio obtidos a partir de [47].
Este é um exemplo que enriquece a andlise, pois trata-se de uma planta mal condici-
onada em regime, que é extremamente sensivel a incertezas.
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O objetivo da coluna de destilagao (Figura 4.1) é decompor a alimentacio A, que
€ uma mistura de um componente leve com um pesado, em um produto destilado D,
que contém a maior parte dos componentes leves, e em um outro produto de base B ,
que contém a maior parte dos componentes pesados. As composicdes ZF, Yp € Tp se
referem a fragdes molares dos componentes leves. Separacio perfeita seria obtida se
yp =1ezp = 0. O principio para esta separagio é a diferenca de volatilidade entre
o componente leve e o pesado.

vapor
Vt et vy
/ \ condensador
r—"-'—;w -
[ B Md  controle do
escoamento
. de vapor
N-1 | L P Dy,
E refluxo produto destilado
alimentacio !
e —— ]
A,zF

controle do
escoamento

de liguido

/ ﬁ\ caldeira
\

produto de base

¥
Y

B,xB

Figura 4.1: Coluna de destilagéo de dois produtos

Linearizando o modelo em regime e supondo que as dinidmicas podem ser apro-
ximadas por uma resposta de primeira ordem com constante de tempo { = T5min
temos o seguinte modelo linear:

dy, _p dL P 1 0.878 —0.864
dyp dav ’ C(s+1 1.082 —1.096
A composigio do topo deve ser controlada em ¥yp = 0.99 e a composigao de base,
em zg = 0.01. Isto implica que o sinal de referéncia utilizado nas simulagdes sera:

0.99
r(s) = degrau { 0.01 ]

b
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As incertezas com respeito as entradas manipuladas serio representadas como
incertezas multiplicativas de entrada

P(s)= P(s)(I +1i(s)Ar(s)) , &(An(s) <1 Vw
onde 5s 41
0.5s +1

dd a magnitude da incerteza relativa em cada entrada manipulada.
Segundo a definicdo apresentada na segio 3.5.1, as ponderacdes de desempenho

11(3) = (.2 (42)

e

Sa0
10s 41
Wi(s) =05 ——= I
WI(S) == I

A ponderagéo de desempenho Wa(s) implica que necessitamos agéo integral em baixas
frequéncias (w;(0) = oo) e que permitimos uma amplificacio das perturbaces em

altas frequéncias por, no maximo, um fator dois (juws(jo0)| = 2 ).

A maior parte dos problemas surgird do fato que colunas de destilacio de alta
pureza tendem a ser mal condicionadas. O niimero condigio de P(s) é 141.7. Qualquer
controlador baseado na sua inversa também tenderd a ser mal condicionado e isto
poderé resultar num sistema de controle que nio seja robusto.

Dentro do procedimento proposto, constatamos que a planta P ¢ de fase minima
(ndo possui zeros no semi-plano direito e/ou atrasos de transporte) e assim

Kipo(s) = P7'(s)

O préximo passo é pesquisar um filtro F(s) para ser combinado com K (s) tal
que o critério (3.8) seja satisfeito. A procura é feita variando-se os parametros vyepf
apresentados na segao 3.5.1. Da busca baseada na expressio analftica do gradiente
resulta 1

Fls)=—o .
(s) = 730535 41 T

As curvas de g para estabilidade robusta e desempenho robusto sio apresentadas
na Figura 4.2. Claramente, embora o sistema tenha garantido a sua estabilidade na,
presenca de incertezas para o limite definido em (4.1), espera-se que o desempenho
deteriore. :

‘Para a auséncia de perturbagdes e incertezas, temos a F igura 4.3.

Na prética, a planta é diferente do modelo e também mostramos a resposta quando

ha 20 % de erro em cada entrada manipulada

ro=ro (12 3,

Confirmando a sensibilidade de plantas mal condicionadas a incertezas, vemos a
simulagdo mostrada na Figura 4.4. H4 uma diferenca drastica para o caso nominal, e

a resposta vista claramente nao é aceitdvel.
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35 Y T ™YY T T T T Y ¥ T rrrrr

0 1
107 10-1 100 10 102
w (rad/s)

Figura 4.2: Linha sdlida: u para desempenho robusto. Linha tracejada: u para
estabilidade robusta.

1.2
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Figura 4.3: Resposta temporal ao degrau do sistema nominal - Linha sohda saida
yp; Linha trago-ponto: saida zz; Linha tracejada: referéncias.
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Tempo

Figura 4.4: Resposta temporal ao degrau do sistema incerto - Linha sélida: saida YD;
Linha trago-ponto: saida zg: Linha tracejada: referéncias.

Além disso, temos as respostas do sistema em malha fechada nominal perturbado
e do sistema em malha fechada incerto perturbado, respectivamente, nas Figuras 4.5
e 4.6. A perturbagao aplicada equivale a 20 % do sinal de referéncia aplicado na pior
diregao possivel. Percebe-se que a resposta nao foi alterada significativamente pela
perturbagao , o que era esperado, gragas & estrutura IMC.

Testarnos ordens superiores para o filtro, mas o desempenho nao foi methorado
significativamente.

Assim, a proposta é utilizar a estrutura do filtro sugerida na segdo 3.5.1 para
sistemas mal condicionados. '

Novamente, utilizando o procedimento que adotamos, encontramos o melhor re-
sultado (testamos diferentes ordens para o filtro e diferentes pontos iniciais) para

Fi(s) = ( (1?:2%:4.;) 1.4970?811 )
0 {1.499635+1)7

2.40685+41
F — (0.46495+1) 0
2(s) = 0 2.4068s+1
(0.46849541)2

As curvas de p para estabilidade robusta e desempenho robusto séo apresentadas
na Figura 4.7. :

Constatamos um melhoramento evidente através das simulagdes nas Figuras 4.8
e 4.9. A incerteza utilizada é a mesma citada anteriormente. Note que, mesmo com
valores de u(GF) acima de 1, certa robustez é verificada. Isto se deve ao fato de
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0 5 10 15 20 ] 30 35 40 45 50
Tempo

Figura 4.5: Resposta temporal ao degrau do sistema nominal perturbado - Linha
solida: caso nominal; Linha trago-ponto: caso perturbado.

Tempo

Figura 4.6: Resposta temporal ao degrau do sistema incerto perturbado - Linha sélida:
caso nominal; Linha trago-ponto: caso perturbado.
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w (rad//s)

Figura 4.7: Linha sélida: p para desempenho robusto. Linha tracejada: y para
estabilidade robusta.

considerarmos o conjunto II maior do que ele realmente é. Em outras palavras, foi
introduzida certa conservatividade na dedugio dos resultados tedricos.

Para o caso incerto, vemos que a resposta é mais lenta mas nio apresenta as carac-
teristicas indesejaveis do caso anterior (Figura 4.4). Vale ressaltar que esta melhora
se deu gragas a estrutura de dois filtros, que permitiu afetar os valores singulares de
Kiy.(s) diretamente e reduzir seu nimero condigio no campo critico de frequéncia.
Este fato pode ser verificado através da Figura 4.10.

Vamos ainda fazer uma 1ltima comparacio . Vamos confrontar as respostas obti-
das com um controlador considerado “6timo”, ou seja, resultante da minimizagao de
sup,, ¢t (GF) sobre todos controladores estabilizantes K ime(8).

Este resultado foi encontrado em [47], que utilizou um pacote computacional ba-
seado em uma versio simplificada do procedimento descrito por Doyle. Este proce-
dimento de sintese resultou em controladores de ordem muito alta, mas empregando
redugao de modelo chegou-se a um controlador “p-6timo” de sexta ordem. Em baixas
frequéncias, o controlador é aproximadamente

5s+1 (382 —0.92
Buls) = — (1.73 ~3.52

Para aplicar este resultado em nosso trabalho, temos que converter este compensa-
dor (que foi obtido para a representagio convencional) na estrutura equivalente IMC.
Isto € feito através da relacio (3.5). O nimero condicho em baixas frequéncias é 2.1.
As curvas de p para desempenho robusto e estabilidade robusta sio vistas na Figura
4.11.

) para w < 0.1
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1.2 t Y
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'fénpo
Figura 4.8: Resposta temporal ao degran do sistema nominal com estrutura de dois

filtros - Linha sélida: saida yp; Linha traco-ponto: saida zpg; Linha tracejada: re-
feréncias.

0.2 " I i Fl A i 5 L L
0

Tempo

Figura 4.9: Resposta temporal ao degrau do sistema incerto com estrutura de dois

filtros - Linha sélida: safda yp; Linha trago-ponto: saida zp; Linha tracejada: re-
feréncias.
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Figura 4.10: Niimero condigio de K, (s) - Linha traco-ponto: estrutura de um filtro:

Linha sélida: estrutura de dois filiros.
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Figura 4.11: Linha solida: p para desempenho robusto. Linha tracejada: p para
estabilidade robusta. :
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Apesar de ter ocorrido uma melhora razoivel nos valores de u(G¥), as simulagtes
vistas nas Figuras 4.12 e 4.13 ndo apresentam diferencas significativas com relacio as

apresentadas nas Figuras 4.8 € 4.9.

12

_e‘ 'l L A i L
20 10 1] 30 40 50 60

Tempo

Figura 4.12: Resposta temporal ao degrau do sistema nominal para Kjn., - Linha
solida: saida yp; Linha traco-ponto: saida zp; Linha tracejada: referéncias.

Ressaltamos que as variagbes extremas vistas nas simulagdes sdo frutos de pro-
blemas numéricos. Nem sempre hid um exato cancelamento de polos e zeros nos
procedimentos computacionais, além de haver uma forte dependéncia no tamanho do
intervalo tomado para estas simulagbes . Procuramos sempre manter um compromisso
entre resultado e gasto de tempo computacional.

Apesar da ocorréncia de diferengas entre valores absolutos nos pardmetros encon-
trados por nés e por [38], as simulagdes nos permitem confiar na implementacéo feita,
dando-nos seguranga para utilizar nossa implementagio em outras aplicagdes , e para
consolidar nossa base conceitual sobre esta metodologia tio complexa e atual.

4.3 Exemplo 2 - Problema Académico

Nosso objetivo agora é testar o algoritmo implementado num exemplo previamente re-
solvido por outro método, de modo a comprovar a qualidade da metodologia estudada
neste trabalho.

Para tanto, utilizamos[37]. O exemplo discutido é um problema académico de
estrutura muito simples, mas que mostrou ser, segundo a referéncia utilizada, um
desafio para a sintese-y. Este exemplo simples é rico e serve como fonte de testes para
problemas de desempenho robusto.
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12

0 10 20 30 40 50 60
Terapo

Figura 4.13: Resposta temporal ao degrau do sistema incerto para K., - Linha
sélida: saida yp; Linha traco-ponto: saida zp; Linha tracejada: referéncias.

(6 )

Dois fatos devem ser ressaltados: o primeiro é que a estrutura diagonal faczhtaxé a
observagdo dos resultados e o segundo é que o nimero condicio de P(s) é a?®. Este
ultimo fato sera muito wtil na analise proposta. Como comentado, plantas maJ con-
dicionadas podem limitar o desempenho. E entio nossa intencao variar este nimero
condicdo e observar seus efeitos.

A incerteza associada ao modelo nominal serd descrita por uma perturbacio mul-
tiplicativa na entrada da planta. Como no exemplo anterior, a planta incerta é

A planta nominal €

B(s) = -

P(s) = P(s)(I+1(s)Ai(s)) , &(As(s)) <1 Vw.

onde
1060

s + 1000

dé a magnitude da incerteza relativa em cada entrada manipulada. O polo de alta
frequéncia foi adicionado para tornar a matriz de transferéncia prépria.

Poder-se-ia concluir, a partir da planta e da incerteza, que o sisterna é desacoplado-
e assim, traté-lo como dois problemas SISO. Mas néo é este o caso: a incerteza diago-
nal nos d4 apenas um limite sobre os valores singulares da perturbacio multiplicativa;
a perturbagdo real pode ser uma matriz de transferéncia cheia, caso este onde a planta

Li(s}=05 (s+1) (4.3)
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incerta sera acoplada. Assim, este problema é multivaridvel na sua esséncia e deve
ser tratado como tal.

As ponderagbes de desempenho sdo escolhidas como
05 (s+1) 1000
B P (s + 1000)

Wi(s)= I

O polo de alta frequéncia foi introduzido para fazer a matriz de transferéncia W,
estritamente propria.
Seguindo o procedimento que adotamos, temos que

Kipo(s) = P7(s).

Wa(s) 1

O proximo passo € encontrar um filtro F(s) de forma a atender as especificagdes de
robustez.

Supondo a = 2, e aplicando a busca gradiente resulta

1
F(8) = —— [
)= goms 11
As curvas de p para estabilidade e desempenho robustos sdo apresentadas na Figura
4.14. Quando mudamos o valor de a para 2 - 10°, obtemos as mesmas curvas para .

112 1 ¥ LA D ) T L} LI BN B M )

0.8 4

0.6}

04) e

021

0 'l F3 At erdrarbadadede 1 i i1 F Al L i L 1l A Lil i i Lo b dtd
102 _ 1! 100 108 102
w {radfs)

Figura 4.14: Linha sélida: y para desempenho robusto. Linha tracejada: § para
estabilidade robusta.

Para o caso nominal (P = f’), na Figura 4.15 temos a resposta temporal ao
degrau unitério. Na Figura 4.16, temos a resposta & perturbagio (também um degrau
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unitdrio). Devido & estrutura diagonal, as duas saidas coincidem. Este resultado é
valido tanto para a = 2 como a = 2 - 108,

L)

6 B 10 12 14 16 i8 20

Tempo

Figura 4.16: Resposta temporal a perturbagéo do sistema nominal

Supondo uma incerteza de 20% em cada varidvel manipulada, como no exemplo
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anterior, as simulagdes obtidas para as respostas A referéncia e 3 perturbacéo néo
apresentaram caracteristicas diferentes, confirmando a robustez constatada na Figura
4.14.
O compensador foi obtido supondo perturbagées diagonais. O que aconteceria no
sistema se tivéssemos uma matriz perturbagdo cheia para este mesmo K. ime(8) 7
Suponha

0 1.75s
a0 = (o 5 )

s+5
A resposta pode ser vista nas simulagbes das F iguras 4.17 e 4.18. Para o caso a = 2,
ainda se obtém uma resposta aceitavel: o overshoot nio é tio grande e ainda se
rastreia a referéncia. Para o caso a = 2- 10°, a resposta nio é tio boa: apesar de
ainda haver rastreamento, o overshoot ficou fora do aceitivel. O mesmo comentario
vale para a rejeicdo de perturbagdes (Figura 4.18). . Vale ressaltar que, em [37], é
suposto a = 3, e a resposta la obtida, apresenta caracteristicas idénticas 3s obtidas
nas nossas simulacoes.

(A)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 i8 20
(B)

Figura 4.17: Resposta temporal ao degrau do sistéma incerto - (A):a = 2; (B):
a=2-10°,

A préxima tentativa entio é utilizar a estrutura especial para sistemas mal condi-
cionados. A busca do novo filtro resultou em

1

() = Ba(s) = geea 1

1,

tanto para ¢ = 2 como a = 2 - 10°,
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(A)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
{B)

Figura 4.18: Resposta temporal & perturbagao do sistema incerto - (A): @ = 2; (B):
a=2-10°.

As curvas de u para esta estrutura sio vistas na Figura 4.19. Observa-se que
houve uma certa “perda” de robustez. Este fato pode ser justificado pelo problema
de minimos locais: inicializamos em vérios pontos e testamos diferentes ordens para
o filtro, mas néo conseguimos melhorar esta curva. Nio termos conseguido alcangar
resultado melhor ndo implica na sua nio existéncia.

As simulagbes para o caso nominal, tanto para a resposta & referéncia como &
perturbagéo , sdo vistas nas Figuras 4.20 e 4.21. Apesar de nao estar garantida a
robustez (u(G¥) > 1 em algumas frequéncias), as respostas para 20 % de incerteza
sobre os pardmetros néo foram diferentes das vistas para o caso nominal.

O que acontecerd novamente se considerarmos uma matriz perturbacdo cheia, ou
seja, uma perturbagdo néo considerada no projeto? Mais uma vez, as respostas sio
vistas nas Figuras 4.22 e 4.23. Para o caso mal condicionado nao foi possivel obter
um resultado aceitdvel. Mas, nos agradou o fato de que a resposta que obtivemos foi,
no minimo, igual 4 obtida em [37]. Os motivos do contentamento sio: o compensador
1 obtido foi de quinta ordem e para a convergéncia, em estagio de trabalho, seu
algoritmo demorou horas. O nosso resultado final é de segunda ordem e demorou
poucas dezenas de minutos em PC386.

Foi comentado que a estrutura especial proposta é capaz de modificar os valores
singulares do sistema. Isto pode ser confirmado nas Figuras 4.24 e 4.25, parac=2e
a = 2+ 10%, respectivamente.

Vamos apresentar um dltimo resultado: a formulagio do problema de desempe-
nho robusto pode ser vista através da funcdo sensitividade. Nas Figuras 4.26 427,
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Figura 4.19: Linha sélida: u para desempenho robusto.
estabilidade robusta - estrutura de dois filtros

Linha tracejada: u para
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Figura 4.20: Resposta temporal ao degrau do sistema nominal - estrutura de dois

filtros



Exemplo 2 - Problema Académico 68

(134] 3 .

0.8 E

0.7} J

0.6 -

05 :

04} 4

02F 4

G1F “

0 1 H o H I\ 1 1 b L
0 2 4 6 8 10 12 14 16 134 20

Tempo

Figura 4.21: Resposta temporal & perturbagio do sistema nominal - estrutura de dois
filtros

(A3
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Figura 4.22: Resposta temporal ao degrau do sistema incerto - estrutura de dois filtros
-(A):a=2;(B):a=2-10°.
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(A)

& i ] L i

2 4 6 8 10 12 14 16 8 20
(B)

an

Figura 4.23: R;espos.ta temporal & perturbago do sistema incerto - estrutura de dois
filtros - (A): a = 2; (B): a = 2- 108,
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Figura 4.24: Valor Singular Méximo do sistema em malha fechada, - Linha sélida -
estrutura de um filtro; Linha tracejada - estrutura de dois filtros - ¢ = 2.
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Figura 4.25: Valor Singular Mdximo do sistema em malha fechada : Linha sélida -
estrutura de um filtro; Linha tracejada - estrutura de dois filtros - @ = 2 - 108.

podemos ver os comportamentos dos valores singulares maximos da fungio sensitivi-
dade do sistema nominal e do sistema incerto, para os dois valores de a trabalhados.
O critério mais conservativo (norma infinito da fungéo sensitividade menor que um)
pode ser analisado através destas curvas.

Neste exemplo, podemos observar a eficiéncia do método pesquisado e implemen-
tado. Para o caso proposto (perturbacéo diagonal), alcancou-se a robustez e pode-se
confirmar isto através das simulagdes . Mesmo quando utilizamos uma perturbacio
fora do conjunto permitido, observamos, para o caso a = 2 (“bom condicionamento™),
que ainda se garantia que os resultados fossem aceitdveis. Mas o principal foi a com-
paragao com [37]: além das simulagbes serem coerentes, a ordem do compensador e o
tempo computacional para nossa simulagio foram muito menores.
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Figura 4.26: Valor Singular Maximo da Sensitividade do sistema em malha fechada -
estrutura de um filtro - (A): a = 2; (B): @ = 2 10°® - Linha sélida: sistema nominal;
Linha tracejada: sistema incerto.
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Figura 4.27: Valor Singular Méximo da Sensitividade do sistema em malha fechada -
estrutura de dois filtros - (A): a = 2; (B): @ = 2-10° - Linha sélida: sistema nominal;
Linha tracejada: sistema incerto.



Capitulo 5

Comentarios e Conclusoes

Neste trabalho, abordamos o problema de controle robusto de sistemas lineares multi-
variaveis no espago de frequéncias. Enfase é dada na sintese de controladores robustos

(sintese-1) e na implementagdo feita através da estrutura de controle com modelo in-
terno.

Nesta parte, comentamos algumas passagens deste trabalho, bem como ressalta-
mos alguns pontos que consideramos relevantes.

Quando se fala de robustez, estd imediatamente associada a idéia de incerteza.
Neste trabalho, foi apresentada forma de descrever a incerteza de maneira préxima
da real, através da conjuncio das representacoes estruturada e nio-estruturada. Vale
lembrar: néo é conveniente representar a incerteza na forma mais rigorosa possivel e
sin de forma tao precisa quanto necessiria. Isto permite que as condicdes decorrentes
tenham sua conservatividade diminuida.

Por falar em conservatividade, vale comentar que a prépria formulagio em ter-
mos do valor singular estruturado, uma ferramenta poderosissima, apresenta certa
conservatividade. Este fato estd intimamente relacionado & descri¢io de incertezas
(comentada no pardgrafo anterior) e & prépria origem da formulagéio do critério (pro-
blema He, ).

Apesar de g permitir deduzir fortes condicdes (necessarias, suficientes e, de um
ponto de vista pratico, ndo-conservativas) para estabilidade e desempenho robustos,
na pratica ha uma certa perda desta forga. O fato é que ainda nio é possivel resolver
o problema exatamente como formulado. As respostas encontradas sdo frutos de
aproximagoes iterativas, o que contribui para uma perda da qualidade. De qualquer
forma, este enfoque ainda é um dos mais promissores e atraentes para o tratamento
de sistemas incertos.

Também queremos que fique claro que a estrutura IMC é apenas um modo diferente
de olhar para o controle via realimentagio . Ou seja, resultados existentes e formulados
num enfoque convencional podem ser aplicados ao IMC. Gragas & sua estrutura, a
maioria dos problemas de controle pode ser resolvida de um modo mais transparente
tornando-o um candidato atrativo a futuras pesquisas.

Devemos também ressaltar a importincia da LFT. Ela permite formular o pro-
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blema numa representagéio padrao e geral, tal que os resultados possam ser aplicados 3
estrutura IMC ou a qualquer outra estrutura proposta. Ainda mais, esta “linguagem”
possui uma ambiguidade deliberada de notagio : seja

G(s)=D+C(sI—A)“lB::(g fg).

Podemos ver esta notagio tanto como uma matriz de transferéncia como sua realizacdo
em espago de estado. Isto é extremamente conveniente. Por exemplo, para demonstrar
as propriedades das LFTs, a representagao de estado é mais aconsethavel. Por nosso
trabalho estar voltado ao espago de frequéncias, este enfoque nao foi muito explorado.
Este é um ponto de interesse para estudos futuros.

Qutros comentarios pertinentes serdo feitos na anglise dos resultados do capitulo
4: julgamos ficar mais claro certos conceitos quando associados a exemplos.

Para a obtengao dos resultados, foi necessiria a implementagio de um algoritmo.
Esta, com certeza, foi uma etapa 4rdua deste trabalho. Por exemplo, com relagdo ao

calculo de p, sabiamos da existéncia de pacotes computacionais para tal. Mas até os
momentos finais deste estudo, ainda ndo havia disponibilidade na FEE de qualquer um
deles. Por paradoxal que seja, este fato acabou sendo muito proveitoso: a necessidade
de sua implementagao nesta tese fez com que ganhdssemos uma maior intuigdo sobre
ft. Apesar de ainda termos muito a aprender e pesquisar sobre esta ferramenta, foi
motivo de satisfacdo verificar que os resultados que obtivemos foram completamente
equivalentes aos encontrados na literatura.

O procedimento de projeto utilizado é inteiramente iterativo e realizado em dois
passos. No primeiro, se deseja o desempenho nominal. A opgio feita esté relacionada
a busca de um compensador baseado no inverso do modelo da planta {conceito de
controle perfeito). No segundo, procura-se melhorar este compensador de forma a
atender s especificagbes de robustez. Optamos pelo procedimento iterativo D-K.
Todas estas “aproximagbes” contribuem para a conservatividade final dos resultados.

No exemplo 1, utilizado para calibrar nossa implementacio , foi tratado o pro-
blema de controle de uma coluna de destilagao . Quando da apresentagao dos valores
singulares (se¢do 1.4.1), foi comentada a interpretacio de controle sobre o mimero
condi¢do. Neste exemplo, verificou-se este fato: a dificuldade de controlar uma planta
com alto mimero condigdo (planta mal condicionada). A sensibilidade do sistema
mal condicionado & incertezas foi constatada nas simulagdes . Outra proposta que foi
verificada esta relacionada & estrutura de dois filtros adotada para tratar problemas
mal condicionados. Na simulagio foi constatada a alteracio significativa do nimero
condi¢do quando da utilizagao desta estrutura. Talvez o fato mais importante esteja
na equivaléncia entre os resultados obtidos por nés e pela referéncia adotada. Isto nos
permitiu trabathar outros problemas e acreditar na veracidade dos novos resultados
encontrados. ,

Este exemplo prético nos deixou uma coisa bem clara: apesar de fixarmos uma
estrutura para o filtro e implementarmos um método de busca para chegar préximo do
6timo e nao no étimo, os resultados néo foram muito diferentes dos encontrados para
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um compensador “6timo”. Isto implica que estas aproximagées impostas nio sio tio
restritivas a ponto de alterar em demasia o resultado final. Qu seja, as simplificacdes
feitas de forma a facilitar a implementacdo podem ser consideradas vilidas.

No exemplo 2, utilizamos um problema académico, que tem como principais ca-
racteristicas uma estrutura simples e um nimero condicio acessivel. Os principais
resultados estao relaciondos a variagio deste niimero condigdo . Quando tratamos o
problema de incertezas diagonais, todos os resultados, tanto para a planta nominal
como para a planta incerta, foram muito satisfatérios: independentemente do nimero
condig¢io havia sempre rastreamento da referéncia e rejeicio 4 perturbagtes de forma
muito eficiente. A robustez foi verificada. Grande parte da qualidade deste resultado
¢ devida a estrutura IMC implementada: a possibilidade de utilizar um compensa-
dor baseado na inversa da planta e a existéncia do sinal de realimentacio que leva
informagdes sobre as diferencas entre modelo e planta real e sobre as perturbagoes ,
influenciaram decisivamente no resultado final. Mas os resultados mais interessantes
foram obtidos quando se supds uma matriz perturbacio cheia. Este caso nio era

suposto no projeto original. Tentou-se simular um caso pratico: considerar um dado
conjunto de plantas possiveis e, na préatica, ocorrer uma que néo tenha sido prevista.
Se constatou que no caso do niimero condi¢io igual a 4 (¢ = 2}, ainda se conse-
guia tratar a incerteza de uma forma aceitdvel. Mas quando se trabalhou com um
numero condigdo igual a 4-10'? (a = 2-10°), os resultados fugiram das caracteristicas
razoaveis.

De qualquer forma, ao compararmos nossos resultados com os da referéncia utili-
zada, concluimos sobre a superioridade da nossa implementacio , como foi comentado
devidamente no capitulo 4. Neste exemplo ainda podemos observar dois fatos: nova-
mente se pode verificar a atuagdo da estrutura de dois filiros nos valores singulares
do sistema (pode ndo ter sido a ideal, mas houve modificacdes) e também se pode
analisar a robustez por um outro enfoque, através da funcao sensitividade. Sugeri-
mos esta dltima analise para recuperar o problema H..: para bom desempenho se
deseja a fungio sensitividade tdo pequena quanto possivel e para robustez a norma-oc
menor que 1. O compromisso destas caracteristicas com as simulacdes das respostas
temporais pode ser visto.

Pelos comentarios ja feitos, cremos ter explicitado reas de interesse para pesquisas
futuras. O problema de controle robusto via valor singular estruturado ainda nio foi
resolvido definitivamente. Temos af um campo muito fértil para ser explorado. Além
disso, as qualidades da estrutura IMC comprovadas neste estudo também a tornam
uma ferramenta muito 1til para aplicagdes posteriores. A utilizacdo destes principios
em representagoes de estado também constitui uma area de interesse.



Apéndice

A - Propriedades do pu

Sejam os conjuntos definidos na secio 1.4.2:
A = {diag[8il,,, - ,85],, Agi1, -+, Asyr) :
6i€C,Asy; €C™™™ 0<i<5,0<5< F}
Q={QeA:QQ=1,}

D = {diag{[D1, -, Ds,dss1lm;, -, dspFlmz}, Di = D} > 0,d,¢; > 0}
Para matrizes A, B, M € C™™, temos as seguintes propriedades de :
(a) - plaM) = |a|u(M)

(b) - u(l)=1

(¢} - W(AB) < p(A)7(B)

(d) - 4(A)=5(A) YAeA

() -QAcAeAQeA VQeQVAcA

Prova: Dado Q € diag(Qy,---,Q,) € Q,A = diag(Ay,---,Ay) € A, entio
QA = diag(Q1ly,---,@Qnly) € A
AQ = diag(D1Q1, -, AQL) € A

(f) -DA=AD ou DAD'=A VDeD,AcA

Prova: Dado D = diag(d1,- - ydnl) € D, A = diag(Ay, -+, A,) € A, entiio
DAD™ = diag (@) (1), (D) (1))
i n
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= diag(Dy,--, M) = A

(8) - p(MQ) = p(@QM) = u(M) VQeQ

Prova: (Invaridncia de g a multiplicagio bloco-diagonal unitaria) Primeiro, vamos
mostrar que p(MQ) = p(M). Se p(M) = 1/k, (kn = Margem de Estabilidade
Multivaridvel), entdo pela definicio de p, existe A € A tal que det(I] —AM)=0e
&(A) = ky,. Podemos utilizar a propriedade de determinantes

det(ABC) = det{ A)det(B)det(C)
para matrizes quadradas A, B, C:

0 = det(Q")det(] — AM)det(Q) = det(Q*Q — Q*AMQ)

= det (I - (Q"A)(MQ))
e ja que 7(Q"A) = 5(A) = ky,, inferimos da definicio de i que p(M@) = 1/k,, =
w(M).
Vamos agora mostrar que u(QM) = p(M). Observe que 0 = det(] — AM) =
det(l — (AQ*}QM)). J& que 5(AQ*) = &(A) = k., novamente inferimos que

QM) = 1/kn = p(M).
]
(h) - W(DMD™) = w(M) VDeD

Prova: (Invaridncia de y a escalonamento diagonal) Seja D € D. Como em (g),
p(M) = 1/k,, implica que existe um A € A tal que det(] — AM) =0ed(A) =k,

0 = det(D)det(I — AM)det(D™!) = det(DD™1 — DAMD™)
= det{] — DA(D_ED)MD—I) = det(] — (DADhl)(DMD“l))
= det(] — A(DMD™))
= u(DMD™1) = EL = (M)

m

(@) - p(M) < u(M) < =(M)

Prova: Vamos inicialmente mostrar que p(M) < u(M ). A definigio de p(M)
implica que existe um autovalor \; e um autovetor z; satisfazendo Ml = p(M) e

M:c; == ,\,-a:,-.

= (I - (:\1:—1) M) Ti= T — %(/\,‘x.‘) =(
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= det (1 - (;-I) M) =0

Seja A = 1. Entéo, 5(A) = i")%:f = ;(—}m. Pela defini¢do de g, isto implica que

I i g —
a(M) ~ Jof {7(A) tq det(I — MA) = 0}

p(M) < u(M)
<

Vamos agora mostrar que u(M) < &(M). Da definicio de u:

1 . —
) = ‘igg {6(A) tq det(l — MA) = 0}
1 : —
P > Aelg'gm {7(A) tq det(I — MA) = 0}
Lo
M)~ 5(M)
p(M) <F(M)

0

O infimo sobre A € C™*™ & menor ou igual ao infimo sobre A porque a procura
é feita sobre um conjunto maior, que inclui o conjunto original A. O infimo sobre
A € C™*™ pode ser obtido ao se fazer a DVS de M: seja M = UZV*, onde UU* =
V*V =le X = diag(oy,---,0,). Entio, seja A = .&7-(}7[—)VU*. Entéo:

det(] — MA) = det (VV* - (‘&T(%WVU*) (UEV*)) -

= det(V)det (I - BT'(EAT)E) det (V*) =

=det(V)-0-det (V*) =0
W)— maxp(QM) < u(M) < inf 5(DMD™)

Prova: Estas inequagdes vém diretamente das propriedades (g), (h) e (i).
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A Lei de Murphy

O inspirador da lei de Murphy foi um capitao engenheiro da Base
Aérea de Edwards, nos EUA, que em 1949 era encarregado de um projeto
de um novo sistema propulsor. Este costumava exclamar que se houver
ama coisa errada a ser feita, os técnicos empenhados no projeto a farzo.
Realmente, a natureza parece as vezes respeitar estas expressoes tal qual a
lei da gravidade. Ainda hoje, a NASA utiliza estas leis em se tratando de
projetos de alto risco, tentando assim, minimizar as falhas. Infelizmente,
as falhas sio criativas, como pudemos ver pelo dltimo fiasco “Chalenger”.

Nesta segio , tentamos estabelecer algumas leis basicas para a sobre-
vivéncia em ambientes computadorizados, mas nao se iluda. Por mais

MURPHYLOSOFICO que vocé seja, algo sempre saird errado.

“O problema do hardware € sempre mais séric do que parece € 0 prazo para reparo
¢ sempre maior do que deveria ser”

“Para cada sistema contra cdpia ilegal criado, existe no minimo, o dobro de piratas
dispostas a destrui-lo”

“Se dez falhas foram encontradas e sanadas num sistema em teste, surgird imedi-
atamente, do local menos esperado uma décima primeira”

“A qltima compilada, na melhor das hipdleses, € a peniltima”

“A probabilidade de um arquivo ser danificado € diretamente proporcional d sua
importdncia e inversamente ao nimero de back-ups”

“O responsdvel pelo deslize € sempre o apadrinhado infocdvel”
“Um sistema torna-se obsoleto no ezato momento em que este for para o ar”

“Os sistemas digitais nunca erram. Isto fica a cargo dos seres humanos empenha-
dos na manutencio , entrada de dados e administragio ”

“A porcentagem de desatencdo do operador sempre supera em uma unidade o
nimero de confirmagdes de seguranga enviadas pelo sistema, sejam elas quantas fo-

rem”

“A pega de maior desgaste da impressora tem, no minimo, uma das caracteristicas
a sequir (pois normalmente tem as trés):

a) & mais cora

b) importeda

c) dificil de achar”
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