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RESUMO

Este trabalho trata da estimagdo adaptativa de parametros através
de minimos quadrados lineares sujeitos a restrigdes lineares de igual-
dade. Sao propostos algoritmos recursivos para solucio de problemas
de minimos quadrados com ponderagio exponencial de dados e jane-
la mével de dados, combinando equagdes normais e fatoracio ortogonal
com espago nulo da matriz de restrigées e multiplicadores de Lagrange.
Um exemplo numérico ilustra o desempenho dos algoritmos propostos no
projeto de um filtro de resposta finita (FIR) para detecgae de frequéncias
presentes em um sinal com ruido.

ABSTRACT

This work is concerned with the adaptive parameter estimation vi-
a linear least-squares subject to linear equality constraints. Recursive
algorithms are proposed for solution of least-squares problems with ex-
ponential data weighting and sliding data window, by combining normal
equations and orthogonal factorization with the null space of the cons-
traint matrix and Lagrange multipliers. A numerical example ilustrates
the proposed algorithm performance in the design of a finite impulsive
response filter (FIR) for frequence detection in a signal with noise.
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Capitulo 1

Introducao Geral

Estimagido de parametros por minimos quadrados lineares, é de grande im-
portancia em muitas aplicacbes , tais como: Analise de séries temporais, comuni-
cagbes, analise espectral, controle, etc. [2], [3], [6], [8].

A estimacao adaptativa por minimos quadrados de sistemas lineares com
parametros variantes no tempo, é geralmente obtida através de algoritmos recur-
sivos utilizando as “Equagdes Normais de Minimos Quadrados” com Ponderagio
Exponencial dos dados, para levar em conta a maior importancia das informagdes
atuais sobre as do passado [3] [6].

A utilizacdo conjunta de equagdes normais e ponderacio exponencial leva a
algoritmos recursivos simples, com baixo custo computacional, mas com qualidade
numérica precéria, quando utilizados em problemas de minimos quadrados ma) con-
dicionados, porque tanto a montagem das equagdes normais, quanto a utilizacdo da
Ponderacao Exponencial, pioram sobremaneira o condicionamento original, inerente
ao problema a ser resolvido [5], [7].

Formas alternativas de contornar este problema sio: a utilizagio de Fato-
racbes Ortogonais QR ao invés de “Equacdes Normais” e usar Janela Mével no
lugar de Ponderagio Exponencial dos Dados [16].

Devido a problemas de ordem pritica sobre intervalo de validade dos parime-
tros ou técnicas de sintese de sisternas de controle e/ou filtros é muito comun aparecer
problemas de minimos quadrados sujeito a restricbes nos parimetros. Em particular
é bastante comum restrigdes lineares de ignaldade e/ou desigualdade.

Duas formas bdsicas, bastante difundidas {15}, de tratamento de problemas de
minimos quadrados com restri¢oes lineares de igualdade, sio a utilizacio do espago
nulo da matriz de restrigbes ou os multiplicadores de Lagrange. A escolha de uma
dessas métodos envolve consideracoes sobre o niimero de restri¢des , condicionamento
do problema de minimos quadrados, forma de solugic do problema de minimos
quadrados, etc [15].
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Neste trabalho trataremos da solugdo recursiva de problemas de minimos
quadrados lineares sujeitos a restrigdes lineares de igualdade nos parimetros. Serio
considerados algoritmos baseados nas equagdes normais, fatoragio ortogonal com-
binados com ponderacio exponencial e janela mével de dados. Para tratamento
das restrigbes serao consideradas métodos baseadas no espaco nulo da matriz de res-
tri¢des e multiplicadores de Lagrange. Os algoritmos desenvolvidos sero analisados,
comparados entre si e ilustrados utilizando um exemplo signifcativo de sintese de
filtros FIR (Resposta Impulsiva Finita).

A matéria se distribue ao longo dos capitulos da seguinte forma:

o Capitulo 2: trata da solugio do problema de minimos quadrados lineares,
sujeito a restrigbes de igualdade lineares. S3o apresentados algoritmos conhe-
cidos, néo recursivos, para solugio do problema, utilizando equagbes normais
e fatoragio ortogonal combinadas com espaco nulo da matriz de restrigoes e
multiplicadores de Lagrange.

» Capitulo 3: trata da solugéo do problema de minimos quadrados lineares com
ponderacdo exponencial dos dados, sujeito a restrigbes de igualdade lineares.
Sao apresentados algoritmos recursivos utilizando equacdes normais e fato-
ragao ortogonal combinadas com espago nulo da matriz de restrigdes e multi-
plicadores de Lagrange.

¢ Capitulo 4: trata da solugéo do problema de minimos quadrados lineares com
janela mével dos dados, sujeito a restricdes de igualdade lineares. Sao apresen-
tados algoritmos recursivos utilizando equagdes normais e fatoraco ortogonal
combinadas com espago nulo da matriz de restrigbes e multiplicadores de La-
grange.

e Capitulo 5: para ilustrar e comparar o desempenho dos algoritmos apresen-
tados nos capitulos 3 e 4, neste capitulo é apresentado um exemplo numérico
significativo, correspondente a um problema de sintese de um filtro de resposta
impulsiva finita (FIR) para detecgdo de frequéncias presentes em um sinal com
ruidos.



Capitulo 2

Estimacao de Parametros por
Minimos Quadrados Lineares
Sujeito a Restrigoes de Igualdade
Lineares

2.1 Introducgao

Neste capitulo, o problema de estimacao de pardmetros utilizande minimos qua-
drados lineares sujeito a restrigdes de igualdade lineares é definido. Para a solugéo de
problema de minimo quadrado sdo apresentadas abordagens, combinando equacdes
normais e fatoragbes ortogonais com o uso do espago nulo da matriz de restrigdes e
do multiplicador de lagrange, para tratamento das restrigdes.

2.2 Definicao do Problema

Consideremos o problema de estimar um vetor de parimetros h de dimensoes
(n,1), solugdo da equagao de regressio linear

y() = a(A(i) +w(i) 1)
a{i) = [ai aiz ai3 Ce - Gin]

4
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sujeito a seguinte restricdo de igualdade:
Ch{i)=d (2.2}

onde : a(i) é um vetor de entrada de dimensdes (1,7), w(i) é um ruido branco com
média zero , y(1)é um sinal de referéncia no instante i, C é uma matriz de dimensées
(ryn) de posto r, r < n e d é um vetor de dimensdes (r,1).

Assumindo h estacionério no intervalo 0 < k < 1, a estimacio por minimos
quadrados de A no instante ¢, corresponde & solugéo do seguinte problema de otimi-
2acao :

i

minJ(5) = [h(i) — h(0)[7 Ao [(i) — h(O)] + 3 [y(k) — a(WR()* (23

k=1

5.&

Chii) = d (2.4)

onde : Ao € uma matriz definida positiva representando o peso da estimativa a priori
h(0) relativamente aos dados no intervalo 0 < k < i.

E facil verificar que, podemos formular o problema de minimos quadrados
com restrigées (PMQR) da seguinte forma matricial [16]:

(2.5)

0= | 58 [0 -20- [y no

2

5.4

CIA(i) — b(0)] = 0

Ch(0) =d (2.6)
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onde :
a(l)
: a(2) : L
Ali) = . matriz de dados de entrada de dimensdes (¢,n),
| af?) |
[ y(1) ]
2
Y (i) = ( ) vetor dos sinais de referéncia de dimensdes (i, 1),
| y(7) |

Ao = R(0)TR(0), R(0) matriz triangular superior de dimensdes (n,n) obtida da
fatoracao de Cholesky de Ag.

Podemos obter a solugdo do PMQR (2.5) de quatro formas principais: métodos
utilizando o espago nulo combinado com equagdes normais ou fatoragao ortogonal e
métodos utilizando multiplicadores de Lagrange combinado com equagdes normais
ou fatoracao ortogonal. Veremos nas préximas secoes como cada método resolve o
PMQR (2.5) juntamente com uma analise de suas vantagens e desvantagens com-
putacionais.

2.3 Métodos utilizando o Espago Nulo de C (N ()
Seja
L = JV(C) (2.7)

onde: Z € uma matriz ortogonal de dimensdes (n,n —r) correspondente a uma base

do espaco nulo de C.
Considerando o problema de minimizagéo na forma matricial (2.5) e assu-
mindo a seguinte mudanca de varidveis:

h(z) — h{(0) = Zp (2.8)
onde: pé um vetor de dimensdes (n — r,1), a restrigao

C[h(i) — h(0)] = 0 (2.9)



2.3 Métodos utilizando o Espago Nulo de C 7

é automaticamente satisfeita para qualquer p, temos o seguinte problema de mini-
mizacao irrestrito:

R(0) 0
J . .
mips0=|| 50 |22~ | v~ oo ,
para solugao deste problema de minimos quadrados é bem conhecido que podemos

utilizar o método das equagdes normais ou fatoragao ortogonal [15], que descrevemos
sumariamente a seguir.

(2.10)

2.3.1 Equagoes Normais

Para obter a solugéo do problema (2.10) podemos impor a condicio de ponto
estacionario:

VJ(@E) =0 (2.11)

onde V.J(i) é o vetor gradiente de J(7).
Isto corresponde a [5], [6], [8],

Vi) =2z" [ i((?)) r {[ Y (i) - g(é)h(e) } - [ i((?)) ] ZP} (2.12)

Rearranjando os termos chegamos & “equacio normal”

7|5 } o |- |50 J vo-dono ] e

que podemos escrever na forma condensada :

(XZY'(XZ)p = (X2)Th (2.14)

onde :

X = { ﬁ((f)) } (2.15)
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~ 0
b= [ Y (i) — A(i)A(0) (2.16)

Assim a solucio de (2.10) é dada por:

R(z) = h{0) + Zp (2.17)
onde p € obtido da solugéo do sistemas de equagdes lineares (2.14) de ordem (n—r),

ou seja, da dimensio do espago nulo de C.
Podemos ver que o esforco computacional para obtencio de h(z) é devido
principalmente a :

e Produto de matrizes XZ : n(n +¢)(n — r) FLOPS
¢ Produto de matrizes (XZ)T(XZ) : (n +i)(n —r)? FLOPS
¢ Produto de matrizes A()k(0) : ni FLOPS

Produto de matrizes (XZ)T6 : (n — r)i FLOPS

Produto de matrizes Zp : (n —r)n FLOPS

-7 4 (n~r)?

Solugdo do sistema de equagbes (2.13) pelo método de Cholesky : (n g 5

FLOPS

onde FLOPS é o nimero de operacdes de multiplicagbes e divisdes de ponto flutu-
ante.

Totalizando, temos o seguinte esforgo computacional:

FLOPS = (n—r)n{n+i)+n+i]+ (n—r)? (n~§~é)+-(ﬁfgmﬂ-§~%] +nt (2.18)
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A precisdo da solugdo do sistema de equagdes (2.14) depende do ndmero
condigio da matriz do sistema (X Z)¥(X Z).
E facil verificar que [5] :

cond[(X Z)T(X Z)] = cond[(X Z)]? (2.19)

onde cond-] é o ndmero condigdo de [-].

2.3.2 Fatoracao Ortogonal

Para obter solucdo do problema (2.10) vamos nos basear nas seguintes pro-
priedades das transformacoes ortogonais [14]:

NQ?J”: ”yllz (2-20)

cond(QG) = cond(G) (2.21)

onde :
y € um vetor de dimensdes (n, 1)},

@ é uma matriz ortogonal de dimensdes (n,n), (@Q7Q = I,),
G é uma matriz com n linhas,

llll; é o quadrado da norma euclidiana e

cond(-) é o mimero condigao de (-).

A propriedade (2.20) permite transformar o indice de desempenho quadratico
do problema (2.10} da seguinte forma :

7570 = [0 43 |72 vy~ somo ||

mpo6=) 5 o= 1]

(2.22)

2
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sendo,

by

1] ol vi-toma-[2] o

RO} |, _ =
o[ J7-axz-|
onde :

() matriz ortogonal de dimensdes (n +1,n + 1),

R matriz triangular superior de dimensdes (n — r,n — r),

b, vetor de dimensées (n —r,1) e

by vetor de dimensdes (z+r1).

A matriz () pode ser sempre obtida de forma eficiente e numericamente estdvel
através do produto de uma sequéncia de matrizes de Householder ou Givens [14].
Para a obtencio da matriz { ‘g l e do vetor [ Zz ], nao é necessario construir Q

2
explicitamente [14], [5], [Apéndice A.2].

Devido a estrutura de éZ , verificamos que a solugdo do (2.10) é dada por:

hiz) = h(0)+ Zp (2.24)
onde: p € obtido da solugdo do seguinte sistemas de equagdes de dimensées (n ~ r)

Rp=1b (2.25)

O esfor¢o computacional para obtengio de h(:) é devido & obtencio de Z
(2.7), XZ, R e by (2.23), solugio do sistema triangular de equagdes (2.25) e Zp
(2.24). Utilizando matrizes de Householder para obtencio de Z, Re b; e substituicao
regressiva para solucdo do sistema (2.25), o esforgo computacional para obtencéo de
h(i) é estimado em :

2
e Obtengio de Z : %—(37& —r)+ -(—1%»“?2(?2 —r) FLOPS

» Produto de matrizes XZ : n(n + i)(n — r) FLOPS
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(n—r)’

Obtencao de R : (3n + 3i —n —r) FLOPS

*

Obtencdo de b: 2(n ~ r)(n 4+ 7) FLOPS

¢ Produto de matrizes Zp : (n — r)n FLOPS

Solucao do sistema de equagdes (2.23): (m ; 7) (n —r+1) FLOPS

onde FLOPS é o nimero de operagdes de multiplicagdes e divisdes de ponto flutuante.

Totalizando, temos o seguinte esforgo computacional:

. 2 — )2 —
FLOPS = %(3?1“?")—#&éi(3n+3imnwr)+u(2n2~§-2ni+8n~§-4imr+2)

2
(2.26)
A precisdo da solugido do sistemas de equagdes (2.25) depende do nimero

condigao de R.
De (2.21) e (2.23) é f4cil verificar que:

cond(QXZ) = cond(XZ) = cond(R) (2.27)

2.4 Meétodos utilizando Multiplicadores de La-
grange (1))

Para solugéo do problema (2.5), as equagdes basicas do método dos multipli-
cadores de Lagrange séo:

VI@)+CTA =0 (2.28)
Clh(i) - h(0)] =0 (2.29)

A seguir descreveremos os métodos de solucio utilizando equagdes normais e
fatoragdo ortogonal.



24 Métodos utilizando Multiplicadores de Lagrange () 12

2.4.1 Equagoes Normais
E bem conhecido que [15]:
VI (i) = XTX[h(i) - h(0)] — XTb (2.30)

onde X ¢ definido por (2.15) e b é definido por (2.16); portanto para obter a solugio
do problema (2.5), usando {2.28) e (2.29), temos:

XTX[R(G) - k(0)] - XTo+CTA=0 (2.31)

Clh{i) ~ h{0)] =0 (2.32)
Multiplicando (2.31) por (X7 X)™*, temos:
[R{1) — R(0)] — (XTX) ' XTb 4+ (XTX)CTA =0 (2.33)
Multiplicando (2.33) por C e substituindo o resultado (2.32), temos:
~CXTX)' XM+ C(XTX)1CTA =0 (2.34)
portanto, A é obtido da solugdo do seguinte sistema de equagdes de ordem r
[CXTX)CTIA = C(XTX) 1 X (2.35)
e a solucéo de (2.5) é dada por:
(i) = A{0) + A(i) — YA (2.36)
onde: fz(z) e Y sdo solugtes do seguinte sistema matricial de equagao de ordem n
(XTX)[h(2),Y] = [X7,C7) (2.37)

De (2.35), (2.36) e (2.37), podemos ver que o esforgo computacional para
obtencdo de h(z) é devido principalmente a: :

¢ Produto de matrizes X7 X : n*(n + i) FLOPS
e Produto de matrizes X7b: n(n + i) FLOPS
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e Produto de matrizes YA : nr FLOPS
e Produto de matrizes CY,Ch(4) : nr? + nr FLOPS

' , 3 2
® Solugao do sistema de equacdes (2.35) : %— + ZZ_ FLOPS
e Solucdo do sistema de equagbes (2.37) : % Q—T—_%E)m + n FLOPS

onde FLOPS é o ndmero de operagtes de multiplicagdes e divisées de ponto flutuante.

Totalizando, temos o seguinte esforco computacional:

2 2
FLOPS = n? [Q%Eﬂnw)} +n[%—+r2+2r+n-§-i+l] +%E+1]
(2.38)

A precisdo da solugdo do problema de minimos quadrados depende principal-

mente da soiuga,o do sistema de equagdes (2.37) e portanto do mimero condicio da
matriz (X7 X). E facil verificar [5] que:

cond(XT X) = cond(X)? (2.39)

2.4.2 Fatoracao Ortogonal

Para obter solugdo do problema (2.5), usando a propriedade (2.20) temos:

I}{ﬁﬂJ ”Q { R(G) } [R(7) — R(0)] - Q [ Y() - 2(3-),5(9) ”L

(2.40)

g0 = || § | v -no- [ 3]

Clh(i) — h(0)] = 0 (2.41)

2
8.4
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sendo, () uma matriz ortogonal tal que:

R(0 1R 0 | &

Q[A(i))JmQX-[G] ’Q[Y(i)mA(i)h(O)]"[bg] (2.42)
Usando (2.28) e (2.29), temos:

RTR[R(Z) — h(0)] — RTb + CTA =0 (2.43)

Clh{(i) — R{®)] =0 (2.44)

Multiplicando (2.43) por (RT)!, temos:

BIA(D) = h(0)] — by + (RT)'CTA =0 (2.45)
Multiplicando (2.45) por R~ temos:

Ch(3) = h(0) ~ R + RTYRT)ICTA =0 (2.46)
Multiplicando(2.46) por C e substituindo o resultado (2.44), temos:

—CR™b + CRYBT)ICTX =0 (2.47)

portanto, ¢ facil verificar que ) ¢ a solucéo do seguinte problema de minimos qua-
drados de ordem r:

m{\in YA — byl (2.48)
onde: Y é solugao do seguinte sistema de equa§6es matriciais:

RTY =T (2.49)
Portanto, a solucdo de (2.5) é dada por:

(i) = h(0) + h(s) — Y2 (2.50)

onde: iz(z) € dado pela solugao do segninte sistema de equagdes de ordem n:

Rh(i) = b, (2.51)
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De (2.48), (2.49), (2.50) e (2.51), é facil verificar que o esforgo computacional
requerido é devido principalmente a:

3
e Obtengao de R(0)(fatoragio de Cholesky) : %., FLOPS

e Obtengio de Re by : n®(n+i — g— + 2) FLOPS

e Produto de matrizes YA : nr FLOPS

2
Solugao do sistema matricial triangular (2.49) : r% FLOPS

2
Solugéo do sistema triangular (2.51) : %m FLOPS

¢ Solugéo do problema de minimos quadrados (2.48) : r*(n — —6?:) + grz FLOPS

onde FLOPS ¢é o mimero de opera¢des de multiplicacdes e divisdes de ponto flutu-
ante.

Totalizando, temos o seguinte esforco computacional:

3
=2 intfngi-Cyoql E} - _5_}
FLOPS——ﬁ-%»n {n—i—z 3+2+2+2 +r4in 6%2 + nr (2.52)

A preciséo da solugdo do problema de minimos quadrados depende da solucio
do sistema de equagdes (2.49) e (2.51), e portanto do mimero condicio da matriz R
e RT.

De (2.42) é ficil verificar que:

cond @ { i{g; ] = cond(QX) = cond(R) = cond(R") (2.53)
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2.5 Anéalise Comparativa

Para comparar o esforgo computacional requerido pelos varios métodos, va-
mos considerar um problema com as seguintes caracteristicas:

De (2.18), (2.26), (2.38), (2.52), temos a seguinte estimativa de FLOPS:
e Z com Equagdes Normais: 4437
e /Z com Fatoracdo QR : 4741
e ) com Equag¢des Normais: 3960
o A com Fatoracio QR : 3252
Para r=5, temos os seguintes FLOPS:
e Z com Equacbes Normais: 2283
o 7 com Fatoracao QR : 2725
e X com Equagdes Normais: 4460
e ) com Fatoraciao QR : 3675
Desta forma, podemos concluir que:

¢ Para baixos valores de r/n, os algoritmos utilizando multiplicadores de La-
grange A requerem menor esforco computacional que seus similares utilizando
o espago nulo Z. Para r/n > 1/2 essa relagio é invertida.

o Com o espaco nulo Z, o uso das equagdes normais requer menor esfor¢o com-
putacional que o uso da fatoragio QR. Com os multiplicadores de Lagrange A
essa relacao € invertida.

De (2.19), (2.27), (2.39), (2.53), temos que a precisio dos resultados obtidos
dependem principalmente de:

e Z com Equagdes Normais: cond(X Z)?
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[15]:

Z com Fatoragdo QR : cond(X Z)
X comn Equagdes Normais: cond(X)?
A com Fatoragdo QR : cond(X)

Como Z € uma matriz ortogonal com posto(Z) < posto(X ), é bem conhecido

cond(XZ) < eond(X) (2.54)

Desta forma, podemos concluir que:

O condicionamento numérico dos algoritmos utilizando fatoragao QR ¢ muito
melhor que seus similares utilizando equagdes normais. O uso das equagbes
normais nao é recomendado para problemas inerentemente mal condicionados

(cond(X) elevado).

O condicionamento numérico dos algoritmos utilizando o espaco nulo de Z é
superior ao de seus similares utilizando multiplicadores de Lagrange.



Capitulo 3

Estimacao Adaptativa de
Parametros com Restricoes de
Igualdade utilizando Ponderacao
Exponencial dos Dados

3.1 Introducao

Neste capitulo, vamos apresentar algoritmos recursivos para a solu¢do do proble-
ma de minimos quadrados lineares com ponderagio exponencial dos dados sujeito a
restrigées de igualdade, utilizando métodos baseados no espaco nulo de C e multi-
plicadores de Lagrange, combinadas com equacbes normais e fatoragio ortogonal.

3.2 Definicao do Problema

Com a finalidade de seguir as nio estacionaridades de um processo, um fator
de esquecimento exponencial W é introduzido aoc PMQR (2.3). Da mesma forma,
considere o problema de estimar um vetor de parametros & de dimensdes (n,1)
com variacao temporal lenta, solugdo da equacéo de regressao linear dado em (2.1).
Assumindo k constante em 0 < k <4, a estimacio por minimos quadrados de A no

18
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instante , corresponde a solu¢do do seguinte problema :

minJ(i) = [A(i) - h(0)]" Ao [R(2) ~ A(0)] + kZ_: WHRly (k) — a(k)h(E)]  (3.1)

s.a
Ch(0) =d
Chit)=d (3.2)
onde : Ao = R(0)"W¥R(0) é uma matriz definida positiva representando o peso
da estimativa a priori h(0) relativamente aos dados no intervalo 0 < k< ie W é o
fator de esquecimento 0 < W < 1.
Sendo assim podemos formular o nosso problema de minimos quadrados néo

recursivo sujeito a restrigdes , com ponderagdo exponencial dos dados PMQRPE, na
seguinte forma matricial:

0= | Wioath | O~ 401~ [y aomion I, ©o

5.4

Ch(i)=d (3.4)
it -
onde: W(i) = . W2 de dimensdes (3, 1)
W
1 -t
(1) T
. a(2) :
Ai) = : matriz de dados de entrada de dimensdes (i, n)
L a(i) ]
[ (1)
. y(2) L . o
Y(e) = : vetor dos sinais de referéncia de dimensdes (7, 1)
L y(7)
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Fazendo

W*R(0) J (3.5)

(i) = [ W(i)AG)
) 0
0= W aomo | )

e assumindo £z — 1) solugdo do PMQRPE, no instante (i — 1), pode ser verificado
por inspecao que podemos reescrever (3.3} da seguinte forma recursiva:

RO [l [CORTCE VR IPPSR W ll, o
| Clh(s) — k(i — 1)] = 0
Ch(0) = d (3.8)

Para a solugio do problema (3.7), (3.8) podemos usar os seguintes métodos:

e métodos utilizando espaco nulo de C combinado com equagdes normais ou
fatoragdo ortogonal

e métodos utilizando multiplicador de Lagrange combinado com equagdes nor-
mais ou fatoragdo ortogonal.

Em seguida descreveremos com detalhes os algoritmos recursivos para a so-
lugéo das alternativas mencionadas.

3.3 Meétodos utilizando o Espaco Nulo de Ney)

Seja
Z = N (3.9)

Bt e 1t et bt 4
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onde: Z é uma matriz ortogonal de dimensdes (n,n —r) correspondente a uma base
do espaco nulo de C.

Considerando o problema de minimizagio na forma matricial (3.7), (3.8) e
assumindo a seguinte mudanca de variaveis:

h(s) — h(i — 1) = Zp(4) (3.10)

onde: p € um vetor de dimensdes (n — r,1), a restricio

Clh(i) — k(i = 1)] = 0 (3.11)

¢ automaticamente satisfeita para qualquer p. Assim sendo, temos o seguinte pro-
blema de minimizagao irrestrito:

wer0=|[ "0 0 Lo ], @

Obtida a solugdo de (3.12) em (3.10) temos que a solucio do PMQRPE é
dada por:

h(s) = k(i — 1) + Zp(i) (3.13)

De (3.5), (3.7), é facil verificar que a precisio da solugéﬂ do PMQRPE sem
considerar as restrigbes (3.8) depende de cond[X(z)], o mimero condi¢dc da matriz
X() [15].

De (3.5), (3.12), é facil verificar que a precisdo da solucio do PMQRPE com
espago nulo Z (3.12) depende de cond{X(i)Z]. Como Z é uma matriz ortogonal com
posto(Z) < posto(X), temos [15]

cond[ X (1)Z] < cond[X ()] (3.14)

Portanto, o uso do espaco nulo Z melhora o condicionamento original do
PMQRPE sem restrigoes .

Para a obtencio da solugao recursiva do PMQRPE, basta a solugio recursiva
de (3.12), que é um problema de minimos quadrados sem restricées, incorporando
{3.13) no processo recursivo. A seguir apresentaremos sumariamente esses métodos.
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3.3.1 Equacgoes Normais

Utilizando as equagbes normais [15], a solugdo do problema de minimos quadra-
dos (3.12) com (3.13) é dada pela solugio da seguinte equagio :

W2ZTX " (i—1)X(i—1)2+ 2Ta7 (i)a(s) Z]p(i) = Z7aT(5)[y(i)~ a())h(i—1)] (3.15)

h(i) = k(i — 1) + Zp(i) (3.16)

definindo
S(i — 1) = W22TX (i — )X (i - 1)2]-* (3.17)
S = [W?Z7X" (i - )X (i — 1)Z + 27" (i)a(i) 2] (3.18)

Pelo Lema de Inversio de Matrizes no Apéndice A.1 temos

) 1 . St —1DZTaT(Ya()ZS(i - 1
56) = 3 [S (=1)- v(w n i(i)zs((g —( 1))ZT(aT(i))] (3.19)
Definindo
v(i) = S(i — 1) Z%aT(3) (3.20)
PO —_ (3:21)
W2+ a(i)Zv(i)
temos entdo : :

S(i) = ﬁ% [SG = 1) - 9007 (3.22)

De (3.15), temos:
p(2) = §(:)ZTaT (i)e(4) (3.23)

onde

e(i) = y(i) — a(i)h(i — 1) (3.24)
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Substituindo (3.22) em (3.23), temos:

) = 57 [SG = 1) = g(i)7(5)] 27ai) ei) (3.25)
Substituindo (3.20) em (3.25),temos:
() = 73 [o(0) — 907 (1) 27ai)7] (i) (3.26)
Substituindo (3.21) em (3.26), é facil verificar que:

p(2) = g(d)e(i) (3.27)

Desta forma, considerando as equacgdes (3.13), (3.20), (3.21), (3.22) e (3.25), o
cdlculo recursivo do PMQRPE pode ser racionalizado através do algoritmo descrito
na Tabela la, aqui denominado de APNZ.

Conforme pode ser visto na Tabela la, o esfor¢o computacional requerido por
iteracdo do algoritmo APNZ é devido principalmente s operages correspondentes
as equacgdes (3.31) a (3.35). Para essas equacgdes , o nimero de FLOPS é dado na
Tabela 1b.

De (3.15), (3.18) é facil verificar que a precisdo da solucio fornecida pelo
algoritmo APNZ depende de cond[S(i)~']. De (3.5), (3.7), (3.18), temos

S = ZTXT (X () 7 (3.28)
e consequentemente {15]

cond{S(i)™] = cond[X (1) Z]* (3.29)
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TABELA 1a: APNZ - Algoritmo de Minimos Quadrados utilizando E-
quagoes Normais, Ponderagio Exponencial dos Dados com Espaco Nulo de C.

Inicializacao
5(0) = (ZT A, 2)? ' (3.30)
Atualizacoes
¢ ganho de adaptagio
v(i) = S(i — 1)Z7a7 (3) - (3.31)
N v(i)
90 = a0 Zo0) (3.32)
® erro de estimacao
e(i) = y(3) — a(Dh(i — 1) (3.33)
e parametros do sisterma
h(i) = k(i — 1) + Zg(i)e(s) (3.34)

¢ matriz inversa de autocorrelagao

5() = 335156 — 1) ~ glip” ()] (3.35)

TABELA 1b: Esforco computacional de APNZ

Equagao FLOPS
(331): (n=r)*+n(n-r)
(3.32): 2(n-r)+1
(333): =n
(334): n{n—ri4+(n~-r)
(3.35):  2{n-—r)?
Total: 2n(n —r)+3(n—7)2+4n-3r+1
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3.3.2 Fatoragcao Ortogonal

Para o PMQRPE (3.12), utilizando a transformagao ortogonal Q(i — 1), sem
alterar o indice de desempenho J(¢), podemos colocé-lo na seguinte forma:

=[50 [ o

_|ee-1 off 0
[ 0 1 } _y(z’)-—a(z’)k(iml)] 2 (3.36)
Assumindo Q{7 — 1), tal que:
Qi — )X (i—1)Z = [R(i(]‘ 1) ] (3.37)

onde £(i~1) tem dimensdes (n—r, n—r) com posto completo, podemos transformar

(3.36) em:
)"MWR )]‘”” [()—a(?)h(iwl)”'z (3.38)

Aplicando em (3.38) uma matriz ortogonal Q(z) tal que:

N

%y i ] = [ o0 340

e assumindo a equacio (3..}3), podemos colocar 0 PMQRPE na seguinte forma:

o-[[% ] wo-[28]]

R(i) = A(i — 1) + Zp(3) (3.42)

(3.41)
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Devido a estrutura da matriz { R((]z) jt a solugdo de (3.41), (3.42) e conse-
quentemente do PMQRPE, ¢ obtida de:

R()p(i) = (i) (3.43)
h(i) = k(i — 1) + Zp(i) (3.44)

E importante notar que para a obtencio de bi(i) e R(:) ndo é necessario
construir ((z) explicitamente, bastando aplicar a rotacdo de Givens diretamente em
WR(: —1) 0

«®Z | ° | (i) - adh(i-1) |

Desta forma, considerando as equagdes (3.39), (3.40), (3.43), (3.44), o célculo
recursivo do PMQRPE pode ser racionalizado através do algoritmo descrito na Ta-
bela 2a, aqui denominado de APQZ.

Conforme pode ser visto na Tabela 2a, o esforco computacional requerido por
iteragao do algoritmo APQZ é devido principalmente as operagdes correspondentes
as equagoes (3.49) a (3.52). Para essas equacdes , o nimero de FLOPS é dado na
Tabela 2b.

De (3.43) temos que a precisio da solugio fornecida pelo algoritmo APQZ
depende de cond[R(z)]. De (3.5), (3.12), (3.37), (3.39) temos:

relacio a [

QX ()2 = { R{g") } (3.45)

onde ¢} é uma matriz ortogonal.
Consequentemente [15],

cond[R(1}] = cond[X (i} Z] (3.46)
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TABELA 2a: APQZ -Algoritmo de Minimos Quadrados utilizando Fato-
ragdo Ortogonal, Ponderagdo Exponencial dos Dados com Espaco Nulo de C.

Inicializacao
e Obter R(0) tal que
RT(0)R(0) = ZT A2 (3.47)
R(0) tal que Ch{0)=4d (3.48)
Atualizacoes
o Determinar R(¢),b;(2) e by(i):
w[" (] e
@) { V() — a(AGi - 1) ] = [ o } (3.59)
o Obter p{i) da solugdo do sistema:
R(i)p(i) = (i) (3.51)

® Determinar pardmetros h():
h(i) = k(i — 1) + Zp(z) (3.52)

Obs.: Q(7) corresponde ao produto de uma sequéncia de matrizes de rotagdo de
Givens(Apéndice A2). Sua construgio explicita e armazenamento nio é necessario.

TABELA 2b: Esfor¢o computacional do APQZ
Equacéo FLOPS

(3.49) : g—(n — )t -;—(n —1)(2n - 9)

(3.50): 4(n—r)

(3.51) : -;—(n ) n—r41)

(3.52): n(n-r)

Total :  5{n—r)*+ —g(n —r)n
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3.4 Meétodos utilizando Multiplicadores de La-
grange ()

Para solugéo do problema (3.7), (3.8) as equacdes basicas da técnica dos
multiplicadores de Lagrange sdo:

VJ(E) 4+ CTAGE) =0 (3.53)
Clh{t) —h{i —=1)] =0 (3.54)
onde: A(¢) é um vetor de dimensdes (r,1) correspondente aos multiplicadores de
Lagrange.
E bem conhecido [15] que:
VJ(@) = X(0)TX(@)[R(E) — h(i — 1)] — X(1)Tb(2) (3.55)
onde:
X(i) = { W)‘; ((Z)_ D ] (3.56)
: 0
o) = [ y(i) = a(i)h(i i) } (3:57)
Substituindo (3.55) em (3.53), temos o seguinte sistema de equagdes
X (@) X(@RE) — k(i ~ 1)] = XE)Th() — CTA®G) (3.58)
Clh(i)— (i~ 1)} =0 (3.59)

Pode ser verificado, sem dificuldade, que podemos obter Alz) das equagoes
acima da seguinte forma:

[CXETX (@) CTING) = C(X(E) X (1) X ()T b() (3.60)
Tendo A(7), de (3.58), podemos obter h(i) da seguinte forma:
h(z) = A(i — 1) + (X X (0)) 7 X(0)T80) — (XETXE)CTAGE) (3.61)



3.4 Métodos utilizando Multiplicadores de Lagrange () 29

notando que [15]:
(X (&)X ()X )TH6) = (i) — b6 — 1) = du(3) (3.62)

onde A(i) ¢ a solugdo do PMQRPE (3.7) sem considerar a retricio (3.8). E assu-
mindo

Y(i) = (X(1)"X ()T (3.63)

Podemos reescrever (3.60} ¢ (3.61) da seguinte forma:
[CY ()]A(E) = Cdu(3) (3.64)
h(i) = h(i — 1) + dy(3) — Y(D)A(2) (3.65)

Das equagbes (3.64), (3.65), vemos que para obter recursivamente A(7), deve-
mos calcular recursivamente dy(¢) e ¥ (7).

A seguir vamos mostrar como obter este calculo recursivo utilizando equagies
normais e fatoracdo ortogonal.

3.4.1 Equacoes Normais
Definindo

SG—-1)=[WX" (i - 1)X( - 1)) (3.66)
Sy = X)X - 1] = WX (i - X (i — 1) + a7 ()a(s)] (3.67)

v(i) = (i — 1)a¥ (z) (3.68)
o v(s)

9(i) = W2+ a(i)v(i) (3:69)

e(t) = y(i) — a(Dh(i — 1) (3.70)

Utilizando Lema de Inversiao de Matrizes (Apéndice A.1) e procedimento
analogo ao utilizado na se¢do 3.3.1, pode ser verificado que:

S(i) = ﬁ% [5G - 1) - g(i)o7()] (3.71)
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dn(3) = g(i)e(d) (3.72)
De (3.63), (3.67) e (3.71), temos:
V(i) = 518G~ 1) - g (BICT (3.73)
consequentemente
V(i) = ¥ (i — 1) - g(i)u” ()] (3.4
onde
uz) = Co(i) (3.75)

Dessa forma, considerando as equagdes (3.64), (3.65), (3.71), (3.72), (3.74),
(3.75), podemos racionalizar o cilculo recursivo do PMQRPE com multiplicador de
Lagrange, através do algoritmo descrito na Tabela 3a, aqui denominado de APNL.

Conforme pode ser visto na Tabela 3a, o esforgo computacional requerido por
iteragdo do algoritmo APNL é devido principalmente &s operagdes correspondentes
as equacgdes (3.81) a (3.89). Para essas equagdes , o nimero de FLOPS é dado na
Tabela 3b.

Para o algoritmo APNL, temos:

o de (3.62), (3.63), (3.67), temos que a precisio do cilculo de dx(3) e Y (i) de-
pendem de

cond[S(i)7!] = cond[X (i) X (i)} = cond[X (1))? (3.76)
e de (3.63), (3.64), temos que a precisdo do cilculo de A(2) depende de
cond[C S($)CT] (3.77)
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TABELA 3a: APNL - Algoritmo de Minimos Quadrados utilizando E-

quagdes Normais, Ponderagdo Exponencial dos Dados com Multiplicadores de La-

grange.
Inicializacao
5(0) = (Ao)™
Y (0) = S(0)CT
h(0)
Atualizacoes

v(i) = S(i — Da”(7)
u(t) = Cv(s)

N\ (i)
O T a0

e(i) = y(i) — a(i)h(i - 1)
dy (i) = g(i)e(?)
Y (i) = 7V G — 1) - (i (i)]
Resolve o sistema
CY (A1) = Cdy(s)
(i) = k(i — 1) + dy(z) — Y (i)A(:)
Matriz Inversa de Autocorrelacio

5(0) = 515G~ 1) = g(0)o7 ()

(3.78)
(3.79)
(3.80)

(3.81)
(3.82)

(3.83)

(3.84)
(3.85)

(3.86)

(3.87)
(3.88)

(3.89)
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TABELA 3b: Esfor¢o computacional do APNL

Equacéo FLOPS
(3.81): n?

(3.82): nr

(3.83): 2n+1

(3.84): n

(3.85): n

(3.86) :  2nr

(3.87) : —é—rs +nr? 4 nr
(3.88): nr

(3.89): 2n?

Total : %r3 4+ nr? 4+ 3n% 4+ 5nr 4+ 4n +1

3.4.2 Fatoragao Ortogonal

Assumindo uma transformacao ortogonal (), tal que:

QX) = oy | "RG0 ] <[ 9] (3.90)
; 0 | &(e)

@) [ (i) - a(i)h(i ~ 1) } = [ ba(i) } (39)
podemos colocar o PMQRPE (3.7) sem considerar as restrices (3.8}, na seguinte
forma:

i T(3) — R(3) R6) — his — 1] — by (7)
mind) = || 7 ] by - -y o] 2 (3.9
E facil verificar, pela estrutura das matrizes envolvidas, que:
dn(3) = [A(2) — k(i — 1)] = R(5)"1by(4) (3.93)

Substituindo (3.63), (3.90), (3.93), em (3.64), temos:
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[CRG)TN(RET)TICTIA = C[R(E)b:(5) (3.94)

E facil verificar que (3.94) é a equagio normal do seguinte problema de
minimos quadrados:

IY(6)26) - b(3)] (3.95)

onde Y{(2) ¢ solugio do seguinte sistema de equagdes

R(TY(E) =T (3.96)

Assim sendo, para obter A(¢), basta resolver o problema de minimos quadra-

dos (3.95), o qual pode ser feito utilizando transformacdes ortogonais.
Substituindo (3.63), (3.90), (3.93) em (3.65), temos:

h(2) = b(i — 1) + R(i)"by(2) — R(:)T'Y())A() (3.97)

Portanto
h(z) = h(i — 1)+ dh (3.98)

onde dh é a solugdo do seguinte sistema de equacdes

R()dh = b,(i) — V()A() (3.99)

Dessa forma, considerando as equacdes (3.90), (3.91), (3.95), (3.96), (3.98) e
(3.99), podemos racionalizar o célculo recursivo do PMQRPE com multiplicador de
Lagrange, através do algoritmo descrito na Tabela 4a, aqui denominado de APQL.

Conforme pode ser visto na Tabela 4a, o esforgo computacional requerido por
iteracdo do algoritmo APQL é devido principalmente s operacdes correspondentes
as equagbes (3.103) a (3.107). Para essas equagbes , o nimero de FLOPS ¢ dado na
Tabela 4b.

De (3.56), (3.90), (3.92), (3.96), temos que a precisdo do célculo de dy(i) e
Y (7) dependem de

cond[R(t)] = cond[X (3)] (3.100)

De (3.95), temos que o calculo de A(i) depende de
cond[Y (i)} = cond[(R{:)"1)TCT) (3.101)
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TABELA 4a: APQL - Algoritmo de Minimos Quadrados utilizando Fato-
racdo Ortogonal, Ponderagido Exponencial dos Dados com Multiplicadores de La-

grange.

Inicializacao |
R(0), h(0) (3.102)
Atualizacoes
e Determinar R(z), b1(%) e by(2):
[ WRGE-1)1_ [ RG)
Q) [ ol } = [ 5 (3.103)
: 0 b
. N oo = 104
20| 40— aii— =17 J @10
e Determinar Y (i), resolvendo o seguinte sistema de equagdes triangular
R(H)TY (@) = CT (3.105)
~® Determinar A(z), resolvendo o seguinte problema de minimos quadrados

HONORRAG! (3.106)

e Determinar dk, resolvendo o seguinte sistema de equagoes triangular

R(i)dh = by(s) — T(i)A(5) (3.107)

Determinar os parimetros A(7):

h(s) = k(i — 1) + dh (3.108)
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TABELA 4b: Esforco computacional do APQL

Equagao FLOPS
3.103) : 5 2, 19

(3. togn 5"

(3.104) : 2n

(3.105) : mr{n+1)/2
(3.106) : é—r3 +rin+rn
(3107) : nr+n(n+1)/2

1 5
Total :  =r® 4 r’n + Enz(r +6)+ =rn+4 10n

6 2 2

3.5 Analise Comparativa

Para comparar o esforco computacional por passo requerido pelos vérios

métodos, vamos considerar um problema com as seguintes caracteristicas:

Das Tabelas 1b, 2b, 3b, 4b, temos a seguinte estimativa de FLOPS:

e APNZ: 387
o APQZ: 440
o APNL: 482
e APQL: 591

Desta forma, podemos concluir que:

® os algoritmos utilizando o espago nulo Z requerem menor esfor¢o computaci-

onal que seus similares utilizando multiplicadores de Lagrange ).

e os algoritmos utilizando equagdes normais requerem menor esforco computa-

cional que seus similares utilizando fatoragio QR.
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De (3.29), (3.46), (3.76), (3.100), temos que a precisio dos resultados obtidos

dependem principalmente de:

APNZ: cond[X (:)Z]?
APQZ: cond[X (5)Z)
APNL: cond[X ()]
APQL: cond[X(2)]
Desta forma, podemos concluir que:

O uso de fatoracéo QR ndo altera o condicionamento original do PMQRPE e os
algoritmos que a utilizam possuem condicionamento numérico muito superior
aos seus similares utilizando equagdes normais. O uso desta iltima nao é
recomendado para problemas inerentemente mal condicionados (cond[X(7)]
elevado).

O condicionamento numérico dos algoritmos utilizando o espaco nulo Z é su-
perior ao de seus similares utilizando multiplicadores de Lagrange A.



Capitulo 4

Estimacao Adaptativa de
Parametros com Restricoes de
Igualdade utilizando Janela

Moébvel de Dados

4.1 Introducao

Neste capitulo, vamos apresentar algoritmos recursivos para a solu¢io do proble-
ma de minimos quadrados lineares com janela mével de dados sujeito a restricoes
de igualdade, utilizando métodos baseados no espaco nulo de C e multiplicadores
de Lagrange, combinadas com equagdes normais e fatoragao ortogonal.

4.2 Definicao do Problema

Com a finalidade de seguir as néo estacionaridades de um processo, podemos
considerar o PMQR (2.3) restrito a uma janela mével de dados de comprimento
ld. Considere o problema de estimar um vetor de parametros . de dimensdes(n, 1)
solugdo da equagdo de regressio linear dado em (2.1). Assumindo k constante em
i—ld+1 < k <1, a estimagio por minimos quadrados de A no instante ¢, corresponde

37
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a solucao do seguinte problema:

min J(i) = [h(i) - HO) 4o [h()) — BO] + 3> [y(k) - a(WRG)P  (41)

h(i) kmimTd41
s.a
Chr(0)=d
Ch(i) =d (4.2)
onde : A¢ = R(0)TR(0) é uma matriz definida positiva representando o peso da
estimativa a priori 4(0) relativamente aos dados da janela corrente, e y(k) = A(k) =
0, para k£ < 0.
Sendo assim, podemos definir o problema de minimos quadrados n&o recur-

sivo sujelto a restrighes com janela mével de dados PMQRJM na seguinte forma
matricial: ‘

. : R0 . 0
jond ”{ A0 ] [R(E) = h(0)] - [ Y (i) - A(i)h(0) ] . @Y
5.8
Chiiy=d (4.4)
onde
Ca(i—ld+1) ]
Aft) = : matriz de dados de entrada de dimensdes (Id, n)
a(t) |
fy(i—ld+1) ]
Y(i)= : vetor dos sinais de referéncia de dimensdes (Id, 1)
y(?)

De (4.1), podemos verificar que:
J() = J(i = 1) + [y(5) — a(Dh())* ~ [y(i — ld) — a(s — l)R())]*  (4.5)
Fazendo

X(i - 1) = { A j (1.6
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e assumindo A(i — 1) a solugio de PMQRJM no instante (i — 1), pode ser verificado por
inspecao que podemos reescrever (4.3) recursivamente da seguinte forma:

X(i—1) 0
min J() = [ a(3) ] [A(z) — h(i - 1)] - [ y(2) — a()h(i — 1) ]
ja(i—ld) Jly(e —ld) — a(z — Id)h(: - 1)
(4.7)
Ch(0) =
Clh(i) — h(i —1)] = 0 (4.8)

onde j = 4/~—1.

Para a solugdo do problema (4.7), (4.8) podemos usar os seguintes métodos:

e métodos utilizando espago nulo de € combinado com equa,goes normais ou
fatoracio ortogonal

» métodos utilizando multiplicador de Lagrange combinado com equagées nor-
mais ou fatoracdo ortogonal.

Em seguida descreveremos com detalhes os algoritmos recursivos para a so-
lugao das alternativas mencionadas.

4.3 Meétodos utilizando o Espaco Nulo de C Ney)

Seja
Z =Ny (4.9)
onde: Z é uma matriz ortogonal de dimensdes (n,n — r} correspondente a uma base
do espago nulo de (.

Considerando o problema de minimizacéo na forma matricial (4.7), (4. 8) e
assumindo a seguinte mudanca de varidveis:

h(i) — h(i — 1) = Zp(4) (4.10)
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onde: p é um vetor de dimensdes (n — r,1), a restrigio
Ch(i)=Rh(i-1]=0 (4.11)

¢ automaticamente satisfeita para qualquer p. Assim sendo, temos o seguinte pro-
blema de minimizac¢ao irrestrito:

X( - 1) 0
min J (i) = a(t) | Zp(i) - { y(i) — a(i)h(i — 1) ] (4.12)
pls ja(i — Id) ily(i —1d) — a(i — d)h(i — 1)] ||,

onde 7 = +/—1.
Obtida a solugio de (4.12), em (4.10) temos que a solucio do PMQRJIM ¢é
dada por: ‘

h(i) = h(i — 1) + Zp(d) (113)

Desta forma, para a obtencdo da solugao recursiva do PMQRJM, basta ob-
ter a solugdo recursiva de (4.12), que é um problema de minimos quadrados sem
restrigbes, incorporando (4.13) no processo recursivo. A seguir apresentaremos su-
mariamente esses métodos.

4.3.1 Equacoes Normais

Utilizando as equagbes normais [15], a solugao do problema de minimos quadra-
dos (4.12) com (4.13) é dada pela solugio da seguinte equagio :

[ZTXT(i - D)X (i — DZ + 2T (§)a()Z — ZTaT (i — Id)a(i — Id) Z]p(3) =
Z7aT ()y (i) — a(Dh(i — 1)] — ZTa”(i — ld)[y(i — Id) — a(i — Id)h(i — 1)] (4.14)

(i) = k(i — 1) + Zp(i) (4.15)

Para resolver recursivamente a equacio (4.14), (4.15), podemos dividir o pro-
blema em duas etapas :

[ZXT(i ~ )X (i — 1)Z + Za" (1)a(i) Z]p(3) = ZTaT (&)[y(i} — a(i)h(i — 1)] (4.16)
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h(1) = k(i — 1) + Z5(2) (4.17)
ZTXT()X()Z — Z7a" (i — Id)a(i — 1d) Z)p(i) =
—~ ZTdT (i — 1d)[y(i — Id) — a(i — 1d)R(2))] (4.18)
h(3) = h(s) + Zp(3) (4.19)
| X(@E-1)
onde X (i) = [ a(i) ]
Para a solugéo da la. etapa, podemos utilizar do seguinte procedimento:
Definindo
SGE-~1)=[Z2TXT(1 -1)X (i —1)Z)™? (4.20)
S@) =[Z"XT( - 1)X(GE -1)Z + 27T (1)a(i) 2] (4.21)
Pelo Lema de Inversdo de Matrizes no Apéndice A.1 temos
= : S(i —1)Z%a%()a()Z8(i - 1)
S5@) = —-1)—
0 =156=D - = mzsi-nz7aT0) (4.22)
Definindo
8(1) = S(i — 1)ZTa" (i) {4.23)
sry #(z)
JOR a(1)Zv(3) (4.24)
devemos ter, analogamente ao desenvolvimento visto na secio 3.3.1;
S(i) = S(i — 1) = §(i)p™(5) (4.25)
#(5) = 3(3)é(i) (4.26)
e consequentemente de (4.17), temos:
A1) = h(i — 1) + Z§(i)é(s) (4.27)
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Para a solucdo da 2a. etapa, temos o seguinte:

Definindo
S(i) = [ZTXT(1)X (1) Z — 27T (i — ld)a(i — 1d)Z] (4.28)
v(3) = §(:)Z27a¥ (i — Id) (4.29)
gy = —28 (4:30)

1 —a(e)Zv(i)
devemos ter, utilizando o Lema de Inversdo de Matrizes no Apéndice A.1 e analo-
gamente ao desenvolvido na segio 3.3.1:

S5(i) = 5(8) + (9" (3) (4.31)
p(z) = —g(i)e(z) (4.32)
k(i) = k(i) + Zg(i)e(s) (4.33)

Desta forma, cosiderando as equagdes (4.20), (4.23), (4.24), (4.25), (4.27),
(4.31), (4.33), o cdlculo recursivo do PMQRJM, pode ser racionalizado através do
algoritmo descrito na Tabela 5a, aqui denominado de AJNZ.

Conforme pode ser visto na Tabela 5a, o esforgo computacional requerido por
iteragdo do algoritmo AJNZ é devido principalmente s operagdes correspondentes
as equagdes (4.38) a (4.47). Para essas equagdes , o niimero de FLOPS é dado na
Tabela 5b.

De (4.14), (4.16), (4.21), (4.28) € facil verificar que a precisio da solucio
fornecida pelo algoritmo AJNZ depende de cond[S(¢)™]. De (4.6), (4.7), (4.28),
temos

Syt = ZTXT()X(H)Z (4.34)

e consequentemente [15]

cond[S(7)""] = cond[X (:)Z)? (4.35)
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TABELA 5a: AJNZ - Algoritmo de Minimos Quadrados utilizando E-
quagOes Normais, Janela Mével de Dados com Espaco Nulo de C.

Inicializacao
5(0) = (2T A, 2)? (4.36)
h(0) tal que Ch(0)=d (4.37)
Atualizacgoes

Para 1=1 até final dos dados faca

e ganho de adaptacio
v(i) = S - 1)Z2TaT(3) (4.38)

90) = Ty oo (4.39)

e erro de estimacgao

e(d) =y(i) —a(i)h(i —1) (4.40)

® parametros do sistema

h(i) = k(i — 1) + Zg(i)e(?) (4.41)

¢ matriz inversa de autocorrelagao
S(i) = Sz~ 1) — g()o7(3) (4.42)

o Caso > Id
—ganho de adaptacio

v(i) = S()ZTa” (i — 1d) (4.43)
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9(0) = 77 a(iv—(iz’)d)Zv(i) (444)

— erro de estimagao

e(d) = y(i — Id) — a(i ~ ld)h(i) (4.45)

-— parametros do sistema

R(3) = h(i) — Zg(i)e(i) (4.46)

— matriz inversa de autocorrelagao

S() = 5(5) + g(i)o” (i) (4.47)

TABELA 5b: Esforco computacional do AJNZ

Equacao FLOPS
(4.38) e (4.43): 2(n —~r1)*+2n(n—7r)
(4.39) e (4.44) : 4(n — 1)
(4.40) e (4.45): 2n
(441) e (4.46) : 2n(n—r)+2(n—r)
(4.42) e (447): 2(n —1)?
Total : dn(n —r)+4(n —r)? + 8n — 6r

4.3.2 Fatoragao Ortogonal

Para o PMQRIM (4.12), (4.13), utilizando a transformacio ortogonal ¢, sem
alterar o indice de desempenho J{z), podemos coloci-lo na seguinte forma:

Q0 0 X(i—1)
[0 1 GH a(i) JZp(i)—
0 0 1]/ ja(i—1d)

J(i) =

Q0 0 0
{ 0 1 e“ y(i) — a(d)h(i — 1) M (4.48)
0 0 1] jly(i—1d)—a(—1d)h(i - 1) ||,
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Assumindo Q, tal que:

OX(i —1)Z = [R(i{;‘ 1) } (4.49)
onde R(i—1) tem dimensdes (n—r,n—r) com posto completo, podemos transformar
(4.48) em:

R(i —1) 0
J(i) = [ a(i)Z } p(i) - { (i) — a(i)h(i — 1) ] (4.50)
ja(i—ld)Z jly(i — ld) — a(i - 1)A(i — 1)} |},
Aplicando em (4.50) uma matriz ortogonal
Q0
51
tal que: _
| R(i—1) | | R(:)
@ [ a(i)Z } = [ 0 } (4.51)
5 0 _[ @)
| 4y atii- 1 =156 (4:52)

onde R(i) tem dimensdes (n — r,n ~ r) com posto completo e b;(¢) tem dimensdes
(n — r,1), podemos colocar o PMQRJM na seguinte forma:

R(z) by (i)
J6@) = 0 |a(h- ba(i) (4.59)
ja(i — Id)}Z Jyli =) — a(i — Id)h(i — 1)] )
Aplicando em (4.53) uma matriz ortogonal @ tal que:
R(i) _ | R()

@ { ja(i ~1d)Z } - { 0 ] (4.54)

bi(7) _ | &(d)
? [ jluti = 1) = ai = )b - 1) } - [ﬂa(z‘) j (4:85)
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onde E(:) tem dimensées (n — r,n — r) com posto completo e b,(i) tem dimensdes
(n — r,1), podemos colocar o PMQRJM na seguinte forma:

10 =) " - D] (459

h(z) = k(s ~ 1) + Zp(7) (4.57)

Devido a estrutura da matriz [ R{(}z) ] a solucdo de (4.56), (4.57) e conse-
quentemente do PMQRJM, é obtida de:

R(1)p(2) = bi(2) (4.58)

h(#) = h(t — 1) + Zp(3) (4.59)

Dessa forma, considerando as equagdes (4.51), (4.52), (4.54), (4.55), (4.58)
e (4.59), podemos racionalizar o cilculo recursivo do PMQRJM com espago nulo,
através do algoritmo descrito na Tabela 6a, aqui denominado de AJQZ.

Conforme pode ser visto na Tabela 6a, o esforgo computacional requerido por
iteragdo do algoritmo AJQZ é devido principalmente &s operagdes correspondentes
as equagdes (4.64) a (4.68). Para essas equacdes , o nimero de FLOPS ¢é dado na
Tabela 6b.

De (4.58) temos que a precisdo da solugio fornecida pelo algoritmo AJQZ
depende de cond[R(i)]. De (4.6),(4.12),(4.50),(4.51),(4.54) temos

QuuX(i)Z = [ b ] (4.60)

onde ()3 € uma matriz ortogonal.
Consequentemente {15],

cond|R(i)] = cond|X (i) Z] (4.61)

ou seja, o condicionamento original do problema (4.12) néao é alterado.
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TABELA 6a: AJQZ - Algoritmo de Minimos Quadrados utilizando Fato-

ragao Ortogonal, Janela Mével dos Dados com Espago Nulo de C.
Inicializagao
¢ Obter R(0) tal que
RT(O)R(0) = ZT Ao Z
h{(0) tal que Ch(0)=4d

Atualizagoes
Para i=1 até final dos dados faca

o Determinar R(i),b1() € by(i): |
oS |-
_ | nl)

Q [ y(i) — a(?}h(i ~1) ] N [ bati) ]

o Sei>1ld
- Determinar R(z),b:(%) e ba(2):

¢ { ja(iR —(iz)d)z } - { R{(}i) }

< { i = 1) — i - 1A - 1) } - [ o ]

o Obter p(4) da solucdo do sistemna:

R(2)p(i) = ba(7)

(4.62)
(4.63)

(4.64)

(4.65)

(4.66)

(4.67)

(4.68)
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e Determinar pardmetros h{z):

h(i) = h(i — 1) + Zp(5) (4.69)

E importante notar que as transformagdes ortogonais () e  podem ser obtidas de
forma eficiente e numericamente estavel, através de umna sequéncia de transformacoes
de Givens, conforme apresentado na Apéndice A.2. A construgio explicita de () e
() nao é necessaria.

TABELA 6b: Esfor¢o computacional do AJQZ

Equagao FLOPS
(4.64) e (4.66) : 8(n—r)*+2(n —r)(n ~4)
(4.65) e (4.67): 8(n—r)

(4.68) : %(n —r}n—r+1)
(4.69) : 1;'(771, - T) 1
Total: ~ S-(n~7)"+(n—r)(3n + 3)

4.4 Métodos utilizando Multiplicadores de La-
grange ()

Para solucdo do problema (4.7), (4.8) as equacdes bésicas da técnica dos
multiplicadores de Lagrange sao:

VJI(@) + CTAE) =0 (4.7G)
Clh(s) = k(i —1)] =0 (4.71)
onde: A(Z) é um vetor de dimensdes (r,1) correspondente aos multiplicadores de
Lagrange.
E bem conhecido {15] que:

V() = X&) X(@)[RE) — h(i — 1)] — X(&)T8() (4.72)

onde:
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X(E-1)
X(z) = a(t) ] (4.73)

ja(i —ld)

9 l .
b(i) = [ y(2) — a(i)h(i — ) } (4.74)
Jy(@ — Id) — a(i — Id)R(i — 1)]
Substituindo(4.72) em (4.70), temos o seguinte sistema de equacdes :

X(HTX () [A(1) — k(i — 1)] = X(0)Tb(i) — CTAG) (4.75)
Clh(Z) — Rz = 1)] =0 (4.76)

Pode ser verificado, sem dificuldade, analogamente a segio 2.4.1,que podemos
obter A(1) das equacbes acima da seguinte forma:

[CX(HTX @) CTIAG) = CXGE)TX (1) X ()7 8() (4.77)
Tendo A(i), de (4.75), podemos obter A(i) da seguinte forma:
A(3) = i — 1)+ (XGTXE)XETH0) - (XOTX@)ICTAG) (479
notando que:
(X )T X(0)7 X (0)Tb(E) = h(s) - h(i — 1) = du(d) (4.79)

onde fz(z) ¢ a solugio do PMQRJIM (4.7) sem considerar a retrigdo (4.8). E assu-
mindo: .

YY) = (X XE) T (4.80)
Podemos reescrever (4.77), (4.78), (4.79), (4.80) da seguinte forma:

(X(DTX(2))dn(s) = X(5)7b(3) (4.81)

(XOTXOY(E) =T | (4.82)
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[CY(H)]A(E) = Cda(i) (4.83)

k(i) = k(i — 1) + du(d) — Y(§)A() (4.84)
Substituindo (4.73), (4.74) em (4.81), (4.82), temos:

[X7(i = DX — 1) + aT(8)a(i) — a7(i ~ ld)a(i — Id)}dy(i) =
aT()[y(3) — a(i)h(i — Dl - a” (i — ld)[y(i — Id) — a(i — Id)h(i — 1)] (4.85)

[XT( - DX — 1) + a"(3)a(s) — & (i — ld)a(i — ID)Y (i) = CT (4.86)

Das equagdes (4.83), (4.84), vemos que para obter recursivamente h(z), deve-
mos calcular recursivamente d;(z) (4.85) e Y (4) (4.86).

A seguir vamos mostrar como obter este célculo recursivo utilizando equagdes
normais e fatorac¢io ortogonal.

4.4.1 Equacoes Normais

Para resolver recursivamente a equagio (4.85), podemos dividir o problema
em duas etapas:

[(XT( = 1)X (i ~ 1) + a”(D)a(i)]dn = a” (i)[y(i) — ai)h(i - 1)] (4.87)
h(i) = h(i — 1) + dny (4.88)

[(XT(0)X (i) - a"(i ~ 1d)a(i — d)]dn; = —a” (i — ld)[y(i — Id) — a(i — 1d)h(5)] (4.89)
du(i) = dyy + dn (4.90)

fazendo
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Definindo

S(E~1)=[XT(E - 1)X(GE - 1) (4.92)
S@) = [X(E - DTX(E - 1) + a7 (@)a(d)] ™ (4.93)
() = 8(i — 1)aT (i) (4.94)
i) = Co(:) (4.95)

1 )
) =17 a(2)o(3) (4.96)
&) = y(d) — a(i)h(i — 1) (4.97)

Utilizando Lema de Inversio de Matrizes (Apéndice A.1) e analogamente a
secao 4.3.1, que:

5(5) = S — 1) - §(:)i(i) (4.98)
dit = §(3)é(3) (4.99)
Y(@)=Y(E-1)-§()a" @) (4.100)
h(i) = h(i — 1) + dpy (4.101)
Definindo
S(@) = [X(@)TX (1) - a7 (i — Id)a(i — Id)]* (4.102)
(i) = §(2)a¥ (i — 1d) (4.103)
u(z) = Cu(i) (4.104)
e(i) = y(i — Id) — a(i — ld)h(3) (4.106)

Utilizando o Lema de Inversio de Matrizes (Apéndice A.1) e analogamente
a segao 4.3.1, temos:

S(i) = S(i) + g(i )" () (4.107)
dnz = —g(i)e(i) (4.108)
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dn (i) = dyy + dpg (4.109)
Y (i) = [V (i) + g(i)u” (3)] (4.110)

Utilizando (4.109) e (4.110), de (4.83) podemos obter A(%) através da solugao

do sisterma de equagbes )
CY(H)}A(2) = Cdu(2) (4.111)

e consequentemente, de (4.84), obtemnos

h(i) = h(i — 1) + da(d) — Y (i) A(3) (4.112)

Dessa forma, considerando as equacdes de (4.93) a (4.112), podemos raciona-
lizar o célculo recursivo do PMQRJM, através do algoritmo descrito na Tabela 7a,
aqui denominado de AJNL.

Conforme pode ser visto na Tabela 7a, o esforgo computacional requerido por
iteracao do algoritmo AJNL é devido principalmente as operacdes correspondentes
as equagoes (4.118) a (4.136). Para essas equagdes , o nimero de FLOPS ¢ dado na
Tabela 7b.

Para o algoritmo AJNL, temos:

o de (4.79), (4.80), (4.102), temos que a precisio do cdlculo de dy(i) e Y{(i)
dependem de

cond[S(2)"'] = cond[ X ()T X (i)] = cond[X (2)]? (4.113)

e de (4.80), (4.83), temos que a precisio do célculo de A(i) depende de
cond[CS(:)CT] O (4114)
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TABELA 7a: AJNL - Algoritmo de Minimos Quadrados utilizando E-
quagoes Normais, Janela Mével de Dados com Multiplicadores de Lagrange.

Inicializagao
S(0) = (Ao)™? (4.115)
Y(0) = S(0)CT (4.116)
k(0) tal que Ch(0)=d (4.117)
Atualizacoes
Para i=1 até final dos dados fazer
v(t) = §(i — )a’ (i) (4.118)
) = TG (119
u(i) = Cu(i) (4.120)
e(t) = y(¢) — a(D)}h(i — 1) (4.121)
dn (i) = g(i)e(i) (4.122)
h(5) = h(i — 1) + du(d) (4.123)
S()= 5@ —1) —g()7(%) (4.124)
Y(i)=Y(E—1)— g()ul(3) (4.125)
e Sei>ld
v(i) = S(i)a” (i — Id) (4.126)
90 =12 a(: Ej)ld)v(i) (4.127)
w(i) = Col(i) (4.128)
e(i) = y(i — Id) — a(i — Id)A(3) (4.129)

dhe = —g(i)e(i) (4.130)
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h(i) = h(i) + daz (4.131)
5(1) = S(i) + g(:)vT () (4.132)
dn(3) = dn(i) + dyp (4.133)
Y(i) =Y (i~ 1) + g(:)uT (i) (4.134)

¢ Resolver o sistema )
CY(D)M(i) = Cdy(i) (4.135)

Fazer X

k(i) = h(i — 1) + du(i) — Y(D)A(D) (4.136)

TABELA Tb: Esfor¢o computacional do AINL

Equacéo FLOPS
(4.118) e (4.126) : 2n?
(4.119) e (4.127) : 4n
(4.120) e (4.128) : 2nr
(4.121) e (4.129) : 2n
(4.122) e (4.130) : 2n
(4.124) e (4.132) : 2n?
(4.125) e (4.134) : 2nr

(4.135) : —é—r?’ +nr? 4+ nr
(4.136) : nr
Total : %Ta +nr? + 6nr + 4n? 4+ 8n

4.4.2 Fatoragao Ortogonal

Em forma matricial, a equagao (4.85), corresponde ao seguinte problema de
minimos quadrados sem restrigdes

X(i~1) ] 0
{ a(z) } di(2) - [ y(i) —a(i)h(i - 1) ]
ja(i — Id) il = Id) — a(i — ld)h(i — 1)]

min J{z) =

4.137
dn (i) ( )

2
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Aplicando em (4.137), uma transformacio ortogonal
Q
0
0

OX(i—1)= { R - D } (4.138)

O - O
- O

tal que:

0

onde R(i — 1) tem dimensoes (n,n) com posto completo, temos:

R(i—1)

0
min J(i) = G?@.) da() — { Yl - ali)hG—1) } (4.139)
i) 7l0ti = 1d) = ali ~ )hii = 1] ]|

Aplicando em (4.139) uma matriz ortogonal

50
tal que: 5 { R(;(Sl)} _ { E(gi)} w140
Q [ y(i) a(g)h(s' ~1) } = [ 2:8; } (4.141)

onde R(i) tem dimensdes (n,n} com posto completo e 5, (i) tem dimensdes (n,1),
temos:
R()
0
ja(i — Id)

dy (i) — ba(i) (4.142)
ilui — 1)~ ali = 1d)h(i — 1] ]|,

Aplicando em (4.142) uma matriz ortogonal Q tal que:

min J(7) =
da{i)
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I R I

“ [ jly(i - id) —-z«:a:l((z'iL Id)h(i —1)] } . [ jbég((i-)) ] (4.144)

onde R(i) tem dimensdes (n,n) com posto completo e b;(z) tem dimensdes (n,1),

temos finalmente:
[ )ao-[ 35 ]

Pela estrutura das matrizes envolvidas, temos d,?k(é) solugdo do seguinte sis-
tema de equagdes

min J(¢) = (4.145)

dn (3}

2

R(3)di(8) = b1 (:) (4.146)
Com as transformagdes ortogonais (4.138), (4.140), (4.143) foi obtido
\ X(i—1)
= @ 0 0 ,
Q [ Q0 J 01 0 0 - [ RG) } (4.147)
0 1 00 1 a(i) 0
ja(i — 1d)

Como transformagdes Q, Q, () sio ortogonais, devemos ter:
XT(i - 1)X(i — 1) + " (i)a(s) — a¥(s — ld)a(i — Id) = RT(s)R(s) (4.148)
Substituindo (4.148) em (4.86) temos:
RT(ORHY () = CT
Y (i) = R HR(HT)CT (4.149)
Substituindo (4.146) e (4.149) em (4.83), temos:

[CRGE)NRET) T CTAG) = [CRE) ™ b(s) (4.150)
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Em forma matricial a equagio (4.150) corresponde ao seguinte problema de
minimos quadrados

|¥ (6)2G) - 0.0), (4.151)
com ¥ (3) solugéo do sistema de equagdes
RT)Y () =CT (4.152)
Seja. '
E(i) = Y())A(E) — bi(3) (4.153)

que corresponde ao vetor residuo do problema (4.151).
Multiplicando (4.84) por R(7), temos:

R()[R(5) — k(s — 1)] = R(&)dn(s) — R()Y ()A(E) (4.154)
Substituindo (4.146) e (4.149) em (4.154), temos:

R(©)[h() = k(i — 1)] = b(5) — (RG)T)OTAG) (4.155)
Substituindo (4.152) e em seguida (4.153) em (4.155), temos:

R(&)[R(i) — h(1 — 1)] = —E(3) (4.156)
Dessa forma, considerando as equagoes de (4.140), (4.141), (4.143), (4.144),
(4.151), (4.152), (4.153) e (4.156), podemos racionalizar o célculo recursivo do
PMQRJM, através do algoritmo descrito na Tabela 8a, aqui denominado de AJQL.
Conforme pode ser visto na Tabela 8a, o esforgo computacional requerido por
iteragéo do algoritmo AJQL é devido principalmente is operagdes correspondentes
as equacoes (4.159) a (4.165).Para essas equagdes , o nimero de FLOPS é dado na
Tabela 8b.

e De (4.73), (4.74), (4.140), (4.143), (4.145), (4.152), temos que a precisio do
calculo de d,(¢) e Y(7) dependem de

cond[R(:)] = cond[X(i)] (4.157)

e De (4.151), (4.152) temos que o calculo de A(z) depende de
cond[Y (1)] = cond[R(:)"C7) (4.158)
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TABELA 8a: AJQL -Algoritmo de Minimos Quadrados utilizando Fato-
ragdo Ortogonal, Janela Mével dos Dados com Multiplicadores de Lagrange.

Inicializacao
s Obter R(0), A(0)

Atualizacoes
Para i=1 até final dos dados faca

e Determinar R(7),b:(¢) e by(i):

B
o yo-aime-n] =[] e
" Determinar R0 () e bti:
ltal-[] e
? { i = 1d) - ats - )i = 1) ] = [ ) J (4.162)

e Determinar ?(z), resolvendo o seguinte sistema de equagbes triangular

RHTY(@)=CT (4.163)
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e Determinar E(:) correspondente ao vetor residuo do seguinte problema de
minimos quadrados lineares

[¥0A6) - w), (4.164)

e Determinar dk, resolvendo o seguinte sistema de equagdes triangular

R(i)dh = —E(5) (4.165)

o Determinar os parimetros A(z)

h(i) = h(i — 1) + dh (4.166)

£ importante notar que as transformagdes ortogonais Q e ) podem ser obtidas de
forma eficiente e numericamente estavel, através de uma sequéncia de transformacoes
de Givens, conforme apresentado no Apéndice A.2. A construcio explicita de Qe
() nao é necessaria.

TABELA 8b: Esforco computacional do AJQL
Equacio FLOPS

(4.159) e (4.161) : 4n* -+ 14n
(4.160) e (4.162) : 4n

(4.163) : nr(n + 1)/2

(4.164) : ér?—i- r’n+rn

(4.165) : nr+n(n+1)/2

Total : 1 +rin + l722(.8 +7)+ L + §~zn
6 2 2 2
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4.5 Analise Comparativa

Para comparar o esfogo computacional por passo requerido pelos varios métodos,
vamos considerar um problema com as seguintes caracteristicas:

n=10; r=2
Das Tabelas 5b, 6b, 7b, 8b, temos a seguinte estimativa de FOLPS:
o AJNZ: 644
o AJQZ: 788
o AJNL: 641
e AJQL: 776
Para r=5, temos os seguintes FLOPS:
e AJNZ: 350
e AJQZ: 365
e AJNL: 1050
e AJQL: 1230

Desta forma, vemos que para valores baixos de r/n, o esforco computacional
requerido pelos algoritmos que utilizam o espago nulo Z é maior que o requerido por
seus similares utilizando multiplicadores de Lagrange . Essa relacio é invertida no
caso de valores altos de r/n. O esfor¢o computacional requerido pelos algoritmos que
utilizam fatoragdo QR € maior que o de seus similares utilizando equacbes normais.

Comparando os resultados apresentados na secdo 3.5, com os desta secdo,
vemnos que os algoritmos que utilizam janela mével de dados requerem um esforgo
computacional maior que o de seus similares utilizando ponderacio exponencial de
dados.

De (4.35), (4.61), (4.113), (4.157), temos que a precisio dos resultados obtidos
dependem principalmente de:

¢ AJNZ: cond[X(1)Z)?
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o AJQZ: cond[X(i)Z]
e AJNL: cond[X ()]
e AJQL: cond[X(3)]
Desta. forma, podemos concluir que:

e O uso de fatoragdo QR nao altera o condicionamento original do PMQRJIM e os
algoritmos que a utilizam possuem condicionamento numérico muito superior
aos seus similares utilizando equagbes normais. O uso desta dltima nio é
recomendado para problemas inerentemente mal condicionados (cond[X(?)]
elevado).

e o condicionamento numérico dos algoritmos utilizando o espago nulo Z é su-
perior ao de seus similares utilizando multiplicadores de Lagrange A.

Devido as multiplicagdes por W, de (3.5) e (4.6) em geral devernos ter:
cond[X(i)] > cond[X (i)] (4.167)

Desta forma, dos resultados apresentados na segio 3.5 e os aqui apresentados,
vernos que o condicionamento numérico dos algoritmos utilizando janela mével de

dados é em geral melhor que seus similares utilizando ponderacio exponencial de
dados.



Capitulo 5

Exemplo Numeérico

5.1 Introducgao

Neste capitulo, para ilustrar e comparar o desempenho dos algoritmos apre-
sentados nos capitulos 3 e 4, é apresentado um exemplo numérico correspondente
a um problema de sintese de um filtro de resposta impulsiva finita (FIR) para a
deteccao de frequéncias em um sinal com ruidos.

5.2 Formulacao do Problema

Dado um sinal z(7)
z(2) = sen(in/4) + sen(i7x /16) + sen(illr/16) + 0.3£(:), i > 1

onde { € uma varidvel aleatéria com distribuigéo uniforme no intervalo [-.5;.5).
Considere o problema de determinar de forma adaptativa os parametros
h{z) € ®™ de um filtro FIR

y(2) = a(i)h(z) (5.1)
a(t) = {z(i) (i —~ 1) ... z(i — n + 1)] (5.2)

de forma a minimizar uma norma quadritica de y(z) sujeito A restricio de que o
médulo da resposta em frequéncia do filtro seja unitdria nas frequéncia f; = (7r/4)

e fo = (117/16).

62
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Em [10], [11] é demonstrado que a restrigao sobre a resposta em frequéncia do
filtro corresponde ao seguinte conjunto de restrigdes sobre os pardmetros do mesmo:

Chit}=d (5.3)
onde
1 cosfi cos2f; .. cos(n—1)f
|1 cosfy «cos2fy .. cos(n—-1)f;
¢= 0 senf, sen2fi ... sen(n-—1)f) (5.4)
0 senf; sen2fy, ... sen(n-1)f;
1
d=|! (5.5)
=1, .
0

O problema do filtro FIR com restrigdes (5.1) a (5.5), sera formulado com os
seguintes problemas de minimos quadrados tratados neste trabalho:

¢ PMQRPE: minimos quadrados com ponderagio exponencial (Capitulo 3) com

n=11;, W=.95; R(0)= le—sl(nxll)

o PMQRJM: minimos quadrados com janela mével de dados (Capitulo 4) com

n=11; ld=44; R(0)=10"%In11

Para a solugao do PMQRPE serao utilizados os seguintes algoritmos:

¢ APNZ: equagdes normais com espaco nulo de C {se¢ao 3.3.1)
o APQZ: fatoragio ortogonal com espago nulo de C (segio 3.3.2)

¢ APNIL: equagdes normais com multiplicadores de Lagrange (secio 3.4.1)

APQL: fatoragéo ortogonal com multiplicadores de Lagrange (seco 3.4.2)

Para a solugio do PMQRJM serdo utilizados os seguintes algoritmos:
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o AJNZ: equacdes normais com espago nulo de C (secio 4.3.1)
e AJQZ: fatoragao ortogonal com espaco nulo de C (secio 4.3.2)
s AJNL: equagdes normais com multiplicadores de Lagrange (segio 4.4.1)

AJQL: fatoracdo ortogonal com multiplicadores de Lagrange (se¢do 4.4.2)

Sejain .
e(?) = a(f)h(i) (5.6)
er(z) = Ch(i) ~ d (5.7)

o erro na equagao de regressdo (5.1) e nas restrigdes (5.3), respectivamente.

5.3 Resultados Obtidos

Nas figuras 1 a 4 sdo apresentados os resultados obtidos de [je(2)||, e Jler(d)]|,
para a solugdo do PMQRPE utilizando os algoritmos APNZ, APQZ, APNL, APQL,
respectivamente. Nas figuras 5 a 8 sdo apresentados os resultados obtidos de [je(7)]], e
ller(s)||, para a solugio do PMQRJM utilizando os algoritmos AJNZ, AJQZ, AINL,
AJQL, respectivamente.

Para melhor comparar os resultados apresentados nas figuras 1 a &, algumas
combinagbes dos mesmos sao apresentados:

e Figura 9: APNZ x APNL

Figura 10: APNZ x APQL

Figura 11: APNZ x AJNL

@

Figura 12: APQZ x AJQZ

Figura 13: AJNL x AJQZ

Dos resultados obtidos, podemos ver que:
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e Figura 9: os resultados obtidos com APNZ sio superiores aos do APNL, mos-
trando que o uso do espago nule no lugar do multiplicadores de Lagrange,
contribue com a melhoria do condicionamento numérico do problema. Neste
caso, para o APNL, vemos que inclusive as restri¢des de igualdade figura 9b,
deixam de ser respeitadas apartir de ¢ > 360, o que nio ocorre com o APNZ.

e Figura 10: os resultados obtidos com APQL sio superiores aos do APNZ e
consequentemente aos do APNL, mostrando que o uso da fatoracao ortogonal
no lugar das equagdes normais, contribue com a melhoria do condicionamento
numérico do problerna.

e Figuras 11 e 12: os resultados obtidos com AJNL e AJQZ sio superiores aos
do APNZ e APQZ, mostrando que o uso de janela mével no lugar de ponde-
ragao exponencial, contribue com a melhoria do condicionamento numérico do
problema.

e Iigura 13: os resultados obtidos com AJNL e AJQZ, mostram que neste caso,
a melhoria do condicionamento numérico obtido com o uso da janela mével de
dados, foi suficiente para que nao mais se percebesse as diferencas devidas ao
uso de fatoracdo ortogonal e espago nulo.
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0 50 100 150 200 250 300 350 400
i

Figura la: APNZ - Variagio de loglle(i)]2

oS0 100 150 200 250 300 350 200
)

Figura 1b: APNZ - Variagio de [ler(i)]],
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0 50 100 150 200 250 300 350 400
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Figura 2a: APQZ - Variagio de loglle(i)|2
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Figura 2b: APQZ - Variagio de |jer(d)|j;
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Figura 3a: APNL- Variagio de loglje(d)||;
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Figura 3b: APNL - Variacao de [ler(i)|,
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Figura 4a: APQL - Variagio de log|le(i)[iz
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Figura 4b: APQL- Variagioc de [ler(i)||z
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Figura 5a: AJNZ - Variagdo de loglle(d)].
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Figura 5b: AJNZ - Variagdo de |ler(s)|]2
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Figura 8a: AJQZ - Variagio de loglle{i)|,
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Figura 7a: AJNL - Variacio de loglle(i)]]-
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Figura 7b: AJNL - Variacio de |ler(i)]l;
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Figura 8b: AJQL - Variagio de |jer(i)]l
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Figura 9b: Variagdo de |jer(d)||s: (—) APNZ, (...} APNL
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Figura 10a: Variacio de log|le(i)||a: (....) APNZ, (—) APQL
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Figura 10b: Variagio de |ler(i)]lp: (....) APNZ, (—) APQL
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Figura 11a: Variagdo de log|le(?)||2: (....) APNZ, (—) AJNL
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Figura 11b: Variagio de [ler(i)||2: (....) APNZ, (~) AJNL
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Figura 12a: Variagio de log|le(d)|l: (....) APQZ, (—) AJQZ
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Figura 12b: Variagio de {ler(i)|l2: (....) APQZ, (—) AJQZ
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Conclusao Geral

Este trabalho tratou do problema de estimacio adaptativa de parametros
através de minimos quadrados lineares sujeito a restrigdes de igualdade lineares.

Foram apresentados algoritmos recursivos explorando as combinagoes cabiveis
entre ponderagio exponencial de dados e janela mével de dados com o espago nulo
da matriz de restri¢bes , multiplicadores de Lagrange, equa¢des normais e fatoragio

QR.

O condicionamento numérico e o esfor¢o computacional por passo de cada um
dos algoritmos foi estimado e comparados entre si. Com os resultados obtidos pode
se ter uma visao panoramica e critica das caracteristicas desses algoritmos. Este
fato, é muito util na selegdo e aplicacdo dos algoritmos para a solugio de problemas
praticos.

Em particular, os algoritmos que utilizam janela mével de dados com fato-
racdo QR apresentados neste trabalho, sdo resultados que o autor acredita serem
contribui¢Oes originais.

A continuagdo natural dos resultados aqui apresentados é a extensio dos
mesmos a problemas com restri¢es lineares de desigualdade.
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Apéndice A

A.1 Lema de Inversao de Matrizes

Sejam Z e S matrizes n&o singulares de dimensdes (m, m), Q uma matriz ndo
singular de dimensdes (z,4), U uma matriz de dimensdes (m,:) e V uma matriz de
dimensées (¢, m) tals que satisfagam a equagao

Z=84+UQV

Ento a inversa da matriz Z é dada por :

Z7 = (S+UQV)T =57 = STW(VSTU + QTS

Se U=V7, substituindo na dltima expressio :

Z-—l — S-—l . Sw—ly(UTs—lU + Q-—i)-—IUTsw—i

Para o caso particular onde @ é um escalar, U um vetor de dimensdes (m,1)
denotado por u e V um vetor de dimensdes (1,m) denotado por v7, temos :

Z =5+ uv’
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_ (57w)(7s)

Zl=g8"1
140751y
Ainda, neste caso, se u = v
z =8+ uu”

(S~1u)(ulS71)

-1 _ g-1 _
27 =5 14 ulS-1y

A.2 Fatoracao QR utilizando matrizes de ro-
tacao de Givens

Uma matriz de Givens G(c, 5,1, j) é uma matriz ortogonal de dimensdes (n x n)
cujos elementos sfo iguais ao da matriz unidade I, exceto

Gii = g3 = ¢ (A.1)
9ij = —gji =S (A.2)
E+s=1 (A.3)

Multiplicando uma matriz A(m x n} por uma matriz de Givens Gn(c,s,1,7),
todas as linhas de A ficam inalteradas exceto as linhas 1,7, que sdo modificadas

ara
c 8 a3 443 .. &y &'1 &'2 e a;
1 (343 o~ ~| ~1 . N (A.é)
-3 C a1 Gz ... Qin aq1 iz .. Qjn
Podemos fazer d;; = 0 em (A.4), utilizando a;; como pivd [15], através de uma
matriz G, (¢, 3,¢, §), com:

C:mmm;?:}m- 32____‘_1}1_____. (A.S)

2 2’ 2 2
ajy + aj aj +a;
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Desta forma, dada uma matriz A de dimensdes (m x n), m > n, posto A = n,

podemos obter a fatoragéo ortogonal [15]:
(A.6)

R
-7}
onde R é uma matriz triangular superior de dimensdes (n x n) com posto completo
e (J é uma matriz ortogonal de dimensoes (m x m), dada por
Q = 1Q:2Qs... (A.7)

onde (J; sdo matrizes de rotagao de Givens, calculados de forma a anular progressi-

vamente todos os elementos abaixo da diagonal principal de A.
Quando apenas a matriz R é necessiria, a matriz () nao necessita ser construida

explicitamente e R € obtida aplicando as matrizes de Givens diretamente em A.

No caso de
o[4]-[

onde R;,R; so matrizes triangulares superiores de dimensdes (n xn) e ¢ é um vetor
de dimensdes (1 X n), a matriz () pode ser obtida através de
Q = 1Q2-Qn (A.9)

onde (J; sdo matrizes de Givens de dimensdes (n + 1,n + 1), calculadas de forma a
anular progressivamente, da esquerda para a direita, todos os componentes do vetor

a.
Consideremos o seguinte caso
C S 1 0 Iy &z ... Ty - 1 0 .’i‘; %2 vas én
-5 ¢ 0 /-1 Vi Y2 . Yo | 10 V=1 0 In
(A.10)
De (A.5), temos
Iy yl\/—-l
L - (A.11)
vl —yi i~ o
Substituindo (A.11) em (A.10), podemos verificar que
c —38 ry ¥z ... Ty i 1 0 51 .’2‘2 e fén
[—g e Hy; v . ynj“[e-\/“—z [0 B . y} (A-12)
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onde ¢, § sdo dados por

- Ty - N
€= e T (A.13)
Vet — o vei— ot

Assim sendo, na fatoragio ortogonal

B, | R:
a matriz B, pode ser obtida, fazendo

o[#]-[%]

a

onde () corresponde a uma sequéncia de matrizes com a mesma estrutura das ma-
trizes de rotagdo de Givens, mas com elementos dados por

gi=gj; =¢€ (A.16)
Gi; = gji = —38 (A.IT)

onde ¢, § sao calculados de acordo com (A.13), de forma a anular progressivamente
todos os elementos do vetor q.

Desta forma, pode ser verificado que os esforcos computacionais para obtengdo
de R; em (A.8) e (A.10) séo iguais e correspondentes a

FLOPS = 4n? 4 4n (A.18)
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