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Resumo

Neste trabalho, propomos um esquema novo baseado na diversidade por cooperacgao de
usuéarios. Os resultados apresentados mostram que o novo esquema de cooperagao consegue
um aumento substancial da taxa de dados, mantendo a média da probabilidade de erro de bit
perto dos valores obtidos no artigo User Cooperation Diversity-Part II escrito por Sendonaris
et al. Em particular, apresentamos uma analise de desempenho usando uma implementagao
CDMA (code division multiple access) convencional para dois usuérios.

Além disso, uma expressao exata para a probabilidade média de erro de bit foi obtida para
o detector A-MRC (mazimal-ratio combining), proposto por Sendonaris et al., para um canal
com desvanecimento Rayleigh. Dada a complexidade da expressao exata, uma aproximacao
muito boa foi obtida para calcular a probabilidade média de erro de bit para qualquer
esquema de alocacao de poténcia. Nossas expressoes permitem investigar os possiveis ganhos

e as situacoes onde a cooperacao pode ser benéfica.

Palavras-chave: Cooperacao de usuarios, MIMO virtual, probabilidade de erro de bit.

Abstract

In this work, we propose a new scheme based on user cooperation diversity. The results
presented here show that the new scheme of cooperation achieves substantial increase of
data rate, keeping the average bit error probability close to values obtained in the paper
User Cooperation Diversity-Part II written by Sendonaris et al. In particular, we present
performance analysis using conventional CDMA (code division multiple access) implemen-
tation for two users.

Moreover, an exact expression for the average bit error probability was obtained for the
A-MRC (maximal-ratio combining) detector, proposed in Sendonaris et al., under Rayleigh
fading channel. Given the complexity of the exact expression, a very good approximation
was obtained to calculate the average bit error probability for any power allocation scheme.
Our expressions allow to investigate the possible gains and situations where cooperation can

be beneficial.

Keywords: User cooperation, Virtual MIMO, Bit error probability.
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Capitulo 1

Introducao

Em comunicagoes sem fio, os efeitos do desvanecimento multipercurso incluem interferén-
cias construtivas e destrutivas, causando atenuacao do sinal e variacoes significativas ao longo
de uma dada transmissao [1]. Neste caso, a diversidade desempenha um papel importante
na combate ao desvanecimento.

A idéia de abrandar os efeitos prejudiciais do desvanecimento através da diversidade
data de pelo menos o ano de 1927 [2| e permanece até hoje como um elemento chave na
concepcao de codificadores poderosos e métodos de processamento de sinais para o canal
sem fio. A diversidade fornece ao receptor multiplas versdes do mesmo sinal sujeito as
realizacoes independentes do desvanecimento.

Algumas formas mais conhecidas de diversidade sao a diversidade espacial, diversidade
temporal e diversidade em frequéncia [3]. Em particular, a diversidade espacial é especial-
mente eficaz no combate ao desvanecimento por multipercursos [4]. A diversidade espacial
pode ser implementada através da utilizagao de mais de uma antena no terminal, visto que
os sinais de cada antena ao destino experimentam desvanecimentos quase independentes,
podendo haver algum grau de correlacao que devera ser estimado pelo sistema. Apesar de
desejavel, ter varias antenas no transmissor pode nao ser pratico devido ao tamanho, custo

ou limitacoes de hardware, especialmente no uplink de sistema celular.



A cooperacao entre terminais sem fio foi recentemente proposta como um meio de pro-
porcionar diversidade espacial em face desta limitagao (espago fisico para a instalacao de
varias antenas). A diversidade espacial é obtida por um sistema de sinalizagdo que permite
que dois usuérios com uma Unica antena enviem suas informagoes utilizando ambas ante-
nas. Comunicagao cooperativa é uma das areas de mais rapido crescimento da pesquisa, e
é provavel que seja uma tecnologia essencial para o uso eficiente do espectro no futuro. A
idéia-chave da cooperagao ¢ o compartilhamento de recursos entre os véarios nés em uma
rede.

As idéias béasicas por tras da comunicagao cooperativa podem ser encontradas nos tra-
balhos pioneiros de Cover, El Gamal e Van der Meulen sobre as propriedades teéricas das
informagoes do canal relay [5, 6]. Este trabalho [5] analisou a capacidade da rede de trés
no6s que consiste de uma fonte, um destino e um relay. O modelo de canal relay é mostrado
na figura 1.1. Suponha que todos os nés operam na mesma banda, entao o sistema pode
ser descomposto em um canal broadcast do ponto de vista da fonte e um canal de multiplo

acesso do ponto de vista do destino.

Canal 1

Broadcast Multiplo Acesso

Fig. 1.1: Canal Relay.

A comunicagao cooperativa, embora siga modelo semelhante ao modelo de canal relay,



em alguns aspectos difere significativamente. Cada usuério sem fio deve, além de transmitir
seus proprios dados, agir como agente de cooperagao para outro usuério. Em outras palavras,
protocolos de sinalizagao cooperativos devem ser concebidos de modo que os usuérios possam
ajudar outros usuérios e ao mesmo tempo sejam capazes de enviar seus proprios dados. Os
principais métodos de cooperacao de sinalizacao sao geralmente agrupados em duas classes:
métodos amplify-and-forward e detect-and-forward. No primeiro caso o usuario pode sim-
plesmente transmitir o sinal analogico recebido de seu parceiro, ja no segundo caso, o usuario
pode retransmitir as estimativas dos simbolos recebidos.

Laneman e Wornell propuseram pela primeira vez amplify-and-forward como um esquema
de cooperagao de sinalizacao em [7]. Neste trabalho, eles calcularam a taxa de erro de bit
para um sinal nao codificado e mostraram que apesar, da propagacao do ruido do parceiro,
o método amplify-and-forward é significativamente melhor do que a transmissao sem coop-
eragao.

Dentro dos métodos detect-and-forward, o método chamado cooperacao de usuérios surgiu
como uma técnica promissora que permite formar uma multi-antena transmissora virtual e,
portanto, desfrutar dos beneficios da diversidade espacial. O conceito basico de cooperagao
de usuarios foi discutido no trabalho pioneiro [8], onde os autores explicam como os ganhos
de diversidade sao alcangados através da cooperagao dos usuarios na mesma célula. Ou seja,
dois usuérios em uma mesma célula sao responsaveis por transmitir nao so6 as suas proprias
informagoes, mas também a informacao do seu parceiro. Os resultados mostram que a
cooperacao conduz a um aumento da regiao de capacidade para os usuarios, bem como a um
sistema mais robusto. O esquema préatico apresentado em [9] baseia-se numa implementagao
CDMA (code division multiple access), pondo o foco sobre o ganho de diversidade, de tal
maneira que cada usudrio envia um novo bit em cada dois periodos de tempo (se eles estao
cooperando).

Com o objetivo de aumentar a taxa de dados, nés propomos um novo esquema de co-

operagao de usuérios baseado em [9]. De fato, este novo regime é semelhante a aplicagao



em [9], mas a principal vantagem ¢é o aumento significativo do nimero de bits transmitidos
mantendo a mesma probabilidade de erro de bit e as mesmas vantagens em termos de regiao
de capacidade e area de cobertura.

Por outro lado, o trabalho pioneiro de Sendonaris [9], assume um receptor sub-6timo
chamado \-MRC (mazimal-ratio combining), onde a probabilidade de erro de bit foi cal-
culada considerando um canal fixo. Porém, a modelagem do canal é fator indispensavel,
pois as caracteristicas de mobilidade e propagagao presentes sao responsaveis por distorgoes
ocorridas sobre o sinal transmitido. O modelo estatistico de desvanecimento Rayleigh ¢é
normalmente utilizado para descrever as variacoes de um ambiente multipercurso. Por tal
motivo, neste trabalho de tese, uma expressao exata e outra aproximada sao encontradas
para a probabilidade de erro de bit média considerando um desvanecimento Rayleigh para
o canal inter-usuério e para o canal direto entre os usuérios e a esta¢do base (BS - base

station).



Capitulo 2

Cooperacao de Usuarios

Neste capitulo, apresentamos uma breve descri¢cao do sistema de cooperacao de usuérios
que abrange os conceitos bésicos, a analise das vantagens do sistema e uma implementacao
CDMA. E importante notar que o exposto neste capitulo é uma revisio dos trabalhos sobre
User Cooperation Diversity publicados por Sendonaris [8], [9].

Em um sistema de comunicagdes com cooperacao, cada usuario deve transmitir seus
proprios dados e também atuar como um agente de cooperagao para o outro usuério. Para
uma explicagao melhor, a figura 2.1 mostra dois usuérios se comunicando com o mesmo
destino. Cada usuario tem uma antena e nao pode gerar diversidade espacial individual-
mente. No entanto, pode ser possivel para um usuario receber a informagao de outro usuério
e transmitir ao destino. Como cada sinal se desvanece de forma independente, gera-se uma

diversidade espacial.
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|
Usuario 1 )
Estacao Radio Base

Multiplo Acesso

Fig. 2.1: Arquitetura de um Sistema com Cooperagao com dois usuérios.

2.1 Modelo do Canal

O modelo do canal descrito em [8] é ilustrado na figura 2.2 e pode ser matematicamente

eXpresso commo

Yo(t) = K10 X1(t) + Koo Xa(t) + Zo(t) (2.1)
Yi(t) = Ko Xo(t) + Zy(2) (2.2)
Ya(t) = K12 Xu(t) + Za(t) (2.3)

onde Yy(t), Yi(t), e Ya(t) representam os sinais em banda base na BS, no usuério 1 e
no usudrio 2, respectivamente, durante o periodo de simbolo. Além disso, X;(t) é o sinal
transmitido pelo usuério i sob a restricao de poténcia P;, com ¢ = 1, 2. As variaveis aleatorias
Z;(t) representam os ruidos gaussianos brancos com altura espectral N;/2 parai = 0,1,2, e os
coeficientes de desvanecimento K;; sao distribuidos de acordo com uma distribuicao Rayleigh
com média ;. Supoem-se também que a BS pode estimar perfeitamente as variacoes de

K9 e Ko, que o usuario 1 pode estimar perfeitamente K5, e que o usuério 2 pode estimar

K12.
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z, |
Ly,

E,

Fig. 2.2: Modelo do Canal.

Deve-se salientar que uma questao importante é o grau de informacao do estado do
canal disponivel nos transmissores. Se assume que os usuarios conhecem os coeficientes
de desvanecimento inter-usuarios, assim a questao se reduz a quanto eles sabem sobre os
coeficientes de desvanecimento entre eles e a BS. Consideramos trés casos no conhecimento
de K;p: usuario ¢ nao sabe nada sobre K, além de suas estatisticas; usuario ¢ conhece a
fase de Ky mas nao sua amplitude; ou usuario ¢ conhece tanto a fase e amplitude de Kj.
Os usuarios podem obter informacao sobre K;y de duas maneiras. Primeiro, pode haver
feedback da BS. Em segundo lugar, o sistema pode estar operando em modo TDD (time-
division duplez), ou seja, o uplink e downlink compartilham a mesma largura de banda e sao
separados por divisao de tempo.

Se os transmissores conhecem a amplitude e a fase do desvanecimento, teoricamente
poder-se-ia empregar algum tipo de waterfilling, ou seja, alocar a sua poténcia de acordo
com os diferentes estados do desvanecimento, mantendo ainda a restricao de poténcia mé-
dia [10], [11], [12]. No entanto, a unidade movel tem limitagoes nos recursos de poténcia,

o que torna a alocacao de poténcia dentro dos diferentes estados de desvanecimento quase
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inviavel. Por esta razao, assim como para tentar manter as unidades moveis tao simples
quanto possivel, vamos considerar que o usuario ¢ nao conhece a amplitude de K.
Quando os transmissores tém conhecimento apenas da fase do desvanecimento entre eles
e a BS, se argumenta que o méximo que eles podem fazer para explorar esse conhecimento
¢ transmitir um sinal que compensa essa fase. Assim, os sinais transmitidos pelos par-
ceiros sao combinados coerentemente no receptor. Isso efetivamente permite que os usuarios
aproveitem o "beamforming", como se discute em [13]. O mesmo vale para o parametro
de desvanecimento inter-usuéario. Como resultado, os parametros de atenuagao K;; podem,
neste caso, ser tratados como varidveis aleatoérias reais com uma distribui¢ao Rayleigh.
Conhecimento de fase nos transmissores ¢ uma suposi¢ao que vamos usar na maior parte
deste trabalho. Demonstrar as vantagens da cooperagao de usuarios sob o pressuposto de
nao conhecimento de fase no transmissores exige um modelo de sistema mais complexo, o que
dificultaria a exposigao clara dos beneficios da coopera¢ao de usuarios. No entanto, em |9
se mostra que a cooperacgao continua a ser util, mesmo quando os transmissores nao tenham

nenhuma informacao da fase.

2.2 Cooperacao sob a 6tica da Teoria da Informacao

Nesta parte, nés apresentamos uma anélise de cooperacao de usuarios baseados em con-
ceitos de teoria da informacao. Isto é importante nao s6 para compreender os limites de
qualquer sistema proposto de cooperacao de usuarios, mas também para fornecer uma visao
de como um esquema de cooperacao de usuarios deve ser estruturado. Portanto, para uma
melhor compreensao do tema de cooperagao de usuarios, apresentamos os resultados mais

importantes da anélise da regiao da capacidade e da cobertura celular.
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2.2.1 Regiao de Capacidade

Nesta secao apresentaremos uma regiao atingivel para o canal ilustrado na figura 2.2. O
modelo matematico que usamos é uma versao em tempo discreto do modelo descrito nas

equagoes 2.1- 2.3, e é dada por

Yo = K0 X1 + KXo + Z (2.4)
Yi=KuXo+ 7, (2.5)
Yo = Kip Xy + 2 (2.6)

com Zy ~ N(0,Z), Z1 ~ N(0,Z1) e Zy ~ N(0,Z3). Em geral assumimos que =; = Zs.
O sistema é causal e a transmissao ¢ feita através de blocos de comprimento n, por isso o
sinal de um usuéario no tempo j,j = 1, ..., n, pode ser expresso como X;(W1,Y1(j—1),Y1(j —
2),...,Y1(1)), onde W, é a mensagem que o usuério 1 deseja transmitir para a BS naquele
determinado bloco. Da mesma forma, para o usuario 2, temos Xo(Ws, Ya(j — 1), Ya(j —
2),...,Y5(1)).

A estratégia de cooperagao empregada pelos dois usuérios baseia-se na codificagdo por
superposi¢ao de blocos de Markov [14] e backward decoding [15], [16]. O sistema usa um
grande numero de blocos B, cada um de comprimento n. No bloco b, 1 < b < B os
transmissores enviam informagoes suficientes para o receptor de modo que seja possivel
resolver qualquer incerteza do bloco anterior b — 1. Sobreposta a esta informacgao existe
uma informacao nova e independente, que cada transmissor deseja enviar ao receptor. A
taxa desta nova informagao é suficientemente pequena para que cada transmissor possa
determinar a mensagem do parceiro através da cooperacao. Embora a taxa de transmissao da
nova informacao seja muito grande para ser uma transmissao confiavel, o receptor sera capaz
de restringir o conjunto de possiveis mensagens transmitidas a uma lista consideravelmente

menor de mensagens tipicas que com alta probabilidade iré4 conter a mensagem correta W.
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No final do bloco b, o receptor estima o bloco b—1 de forma confiavel e tem alguma incerteza
(para ser resolvido no bloco b+ 1) sobre a nova informagao sobreposta. Também no final do
bloco b, cada transmissor tem conhecimento completo da mensagem do outro, permitindo
assim aos transmissores cooperar para resolver a incerteza residual do bloco b no bloco b+ 1.

Se assume que o movel 1 divide a sua informagao W; em duas partes: Wig, a ser enviado
diretamente para a BS, e Wi, a ser enviado para a BS através do movel 2. O moével 1 em
seguida estrutura seu sinal de transmissao, de modo que seja capaz de enviar as informacoes
acima, bem como algumas informagoes adicionais de cooperagao para a BS. Isto é feito de
acordo com

X1 =X+ X2+ 5 (2.7)

e divide a sua poténcia total de acordo com

Py = Pyg+ Pia + Pg, (2.8)

onde S; refere-se a parte do sinal que carrega informacao com cooperagao. Assim, a Xjg é
atribuida uma poténcia Pjy e é usada para enviar Wiy a uma taxa Rjy diretamente para a
BS, a X, é atribuida uma poténcia de Py e é usada para enviar Wiy para o usuério 2 a
uma taxa Rjo, € a S7 é atribuida uma poténcia de Ps, e é usada para enviar informagao com
cooperacao para a BS. Note-se que a taxa de transmissao de Wis, isto é Rjs, e a poténcia
atribuida a Wiy, isto é Py, devem ser tais que Wi, possa ser decodificada perfeitamente
pelo movel 2. Esta reconstrugao perfeita no parceiro é a base para a cooperagao. O moével 2
estrutura seu sinal de transmissao X5 e divide a sua poténcia total P, de forma similar.
Uma regiao atingivel com cooperac¢ao de usuarios ¢ obtida, primeiro considerando a es-
tratégia de cooperagao acima com os fatores de atenuacao constantes, e segundo incorporando
a aleatoriedade usada em [17]|. Supoe-se que cada bloco de comprimento n é suficientemente

grande para observar a ergodicidade das distribui¢oes de desvanecimento.
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Teorema 1: Uma regiao atingivel para o sistema dado nas equagoes 2.4-2.6 é o fechamento

convexo de todos os pares de taxa (R, Ry) tais que Ry = Rig + Ri2 € Ry = Rog + Roy com

ne < plo (e ) oo
Ry < E {C ( %210]3-2:_2)} (2.10)
R < {c ( )} (2.11)
Ry < E {C <K22°P20>} (2.12)
Rio+ Ry < EJC ( Pro & KQOPQO) } (2.13)

RlO + RQO + Ris+ Ry <

K2 P, + K2,Py + 2K190K2+/ Ps, P
E{C( 10 1+ 20 2+ 104320 S1 52)} (214>

=
—0

para poténcias que satisfazem P, = Pyg + P2 + Ps,, P, = Py + Po; + Ps,. A funcao
C(z) = (1/2)1log(1 + z) é a capacidade de um canal com ruido branco aditivo gaussiano
(AWGN - additive white Gaussian noise) com relacao sinal ruido (SNR - signal-to-noise
ratio) x e E{-} denota esperanca. A prova deste teorema é semelhante ao do teorema
apresentado em [18].

A regiao atingivel para o sistema de cooperacao proposto por Sendonaris e a regiao
de capacidade para um sistema sem cooperacao sao mostrado nas figuras 2.3 e 2.4, para
diferentes cenarios de qualidade do canal. Para o caso de nao cooperagao, os usuarios ignoram
os sinais Y] e Y5, portanto, este é equivalente ao caso de uma regiao de capacidade do
canal de multiplo acesso. Também estao incluidos nestas figuras a regiao de cooperacao
sob a suposi¢do de um canal interusuario sem ruido (Z; = Z5 = 0). Isto é conhecido
como cooperagao ideal ou total, e é usado principalmente como um limite superior para o

desempenho de qualquer esquema de cooperagao.

A figura 2.3 mostra que quando os canais dos usuarios para a BS tem qualidade similar,
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2,710, 8,10, 5,=1.0, P,=2.0,P,=2.0, E[K, ]=0.63,E[K, ]=0.63
2 2 T T T H T T T T T

- == Sem Cooperagéo
....... !deal

161 —_— Cooperagéo (E[K,,]=0.55
------ Cooperagao (E 12]=0.63

(EK )
(E[K )

—————— Cooperagéo (E[K, ,]=0.71) 7
(EK )

1.4

—_— Cooperagéo (E 12]=0.95

1.2

0.6

0.2

I
N

Fig. 2.3: Regiao de capacidade quando os dois usuérios enfrentam canais estatisticamente
equivalentes com relagao a BS.
ou seja, Kjp e Ky tém a mesma média, e o canal entre os usuérios é melhor (K75 tem maior
média), o esquema de cooperagao aumenta consideravelmente a regiao de capacidade.
Quando o canal usuario-BS experimenta médias de desvanecimento diferentes para cada
usuério, a cooperacao novamente aumenta a regiao atingivel, como é mostrado na figura
2.4. Neste caso, o usuario com mais desvanecimento se beneficia com a cooperacao. O
ponto de taxa igual (R; = Ry) ou o ponto de soma de maxima taxa (R; + Rs) aumenta

consideravelmente com a cooperacao.

2.2.2 Cobertura Celular

Nesta subsecao serao apresentados calculos simples que relacionam o aumento de capaci-
dade por conta da cooperacao com o aumento equivalente em termos de cobertura celular,

a fim de obter uma medida quantitativa dos beneficios de usar um esquema de cooperagao.
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2,710, 8,=10,5,=1.0, P,=2.0, P,=2.0, E[K, ]=0.95, E[K,]=0.30, E[K ,]=0.71
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- == Sem Cooperagao
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
R2

Fig. 2.4: Regiao de capacidade quando os dois usuérios enfrentam canais estatisticamente
diferentes com relagao a BS.
Assumimos que o modvel estd a uma distancia d km da BS. Seja Prx a poténcia média

transmitida pelo movel e Pgrx a poténcia média recebida pela BS em decibel

Prx = Prx — PL(d) (2.15)

onde PL(d) ¢ a perda média do percurso a uma distancia d km. Um modelo comum de
PL(d) é o modelo Hata [19]
PL(d) = H, + Hylogd (2.16)

onde H; e H, sao funcoes da altura da antena transmissora e receptora, da frequéncia da

portadora e do tipo de ambiente (por exemplo, urbano ou rural). Por isso

1

77, (Prx — Prx — M) (2.17)
2

logd =
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Para uma Pgrx, o maximo d ¢ alcancado quando Prx estd em seu maximo, denotado por

PMAX Esta ¢ a poténcia maxima que o mével pode transmitir. Assim

1
IOg dmaa;(-PRX) = F(Pj{\/)[(AX - PRX - Hl) (218)
2

Vamos supor que dois esquemas de transmissao diferentes requerem poténcia média dife-
bid Isto & 1 Py 2
rentes recebidas para operar com sucesso. Isto ¢, o esquema 1 requer Ppy e o esquema

requer Pg)){. Defina-se ¢ a relacao em decibel
10log ¢ = PY) — P (2.19)

Utilizando a expressao acima e a equacao 2.18 obtemos

1 10
IOg d?%?m - lOg dgglib = _(P](?Q))( - PI(%l))() = T 10g¢ (22())
H2 H2
resultando
dsrllzw 10/ H.
FoN P10/ He (2.21)

Um conjunto tipico de valores para Hy; e Hy ¢ Hy = 17.3 e Hy = 33.8, obtidos para um
ambiente de cidade de tamanho médio [19], com uma frequéncia portadora de 900 MHz,
altura da antena transmissora de 50 m, altura da antena receptora de 1 m e um ganho de
antena de 6 dBi.

Assim, a relacao de cobertura do esquema 1 contra o esquema 2, em funcao da proporcao

da poténcia média recebida é

d7(7112w 1/3.38
e = ¢ /3 (2.22)

max
Voltando para os canais com desvanecimento e cooperacao, quando dois moveis enfrentam

um canal estatisticamente semelhante e usam poténcia igual, o esquema sem cooperacao
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alcanca a capacidade soma obedecendo a seguinte desigualdade:

1 P
Rl(] + R20 < F |:§ log (1 + (K120 + KQQO):—):| (223)
Defina-se Ry, como o limite superior de Rjg+ Ry ¢ A = E[K},+K2,]/Z0. Ao avaliar numeri-

camente Ry,,, usando a distribuigao Rayleigh para K e Ky sobre o intervalo E[K|, E[Ky)] €

(0,100], pode-se ver que uma boa aproximacao para Ry, €
1
Reym ~ 5 log (1 + nwAP) (2.24)

onde p ¢ aproximadamente igual a 0.8 quando AP esta no intervalo de [1.5 — 4.5]. Deve-
mos notar que esta é apenas uma aproximagao de Rg,,, mas é adequada para mostrar na

tabela 2.1 o aumento da capacidade.

B y) Aumento na Aumento em drea | Aumento em drea de
capacidade soma de cobertura cobertura (simulagdo)
0.71 11.9% 11.9% 12.2%
0.95 21.3% 21.3% 22.0%

Tab. 2.1: Valores de aumento obtidos devido ao uso de cooperacao de usuarios.

Suponha agora que a estratégia com cooperagao oferece um aumento na capacidade soma
sobre uma estratégia sem cooperacao, para uma dada poténcia P. Podemos optar por
aumentar a poténcia utilizada sobre um esquema sem cooperacao para P’, a fim de atingir

a mesma capacidade soma que no caso do sistema com cooperagao. Assim tem-se que:
1 1
§log(1+uAP) = ﬁilog(l%—uAP) (2.25)

onde # > 1. Isto implica em
P (1+uAP)Y -1
p_ (d+pdP) (2.26)
P AP
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Combinando 2.26 com a equagao 2.22 e notando que agora ¢ = P/P’, obtemos

o AP (2.27)

max

1/3.38
de ((1 +uAP)? — 1) /

onde o esquema 1 denota cooperagao, o esquema 2 nao cooperagao, i =~ 0.8, A = E[K 120 +
K2,]/Z0 e P ¢ a poténcia média recebida por cooperagao.

O cenério representado na figura 2.3 considera um canal simétrico com Z =1, P =2 e
E[K0] = E[Ky] = 0.63. Isso significa que AP = 2.022. Assim, para esses parametros, o

aumento da cobertura celular, em funcao de g é dada por

AN, (2620 — 1\
~ (—) (2.28)

q@ 1.62

max

A descrigao acima refere-se ao aumento do raio da célula. O aumento da area de cobertura

é dada pelo quadrado do aumento do raio da célula. Por isso temos

(2.29)

2626 1 2/3.38
1.62 )

Aumento da area de cobertura =~ (

Pode ser demonstrado, analiticamente, que para § proximo de 1 (situagdo observada na
figura 2.3), a expressao acima é aproximadamente igual a . Célculos numéricos mostram
que, de fato, a aproximagao acima ¢ valida para qualquer valor de AP na faixa de [1.5 — 4.5].
Assim, um aumento percentual dado na capacidade é equivalente ao aumento no mesmo per-
centual na area de cobertura, e aproximadamente a metade dessa percentagem corresponde
ao aumento no raio da célula. Assim, por exemplo, um aumento de 20% na capacidade ¢
equivalente a um aumento de 20% na area de cobertura e a um aumento de 10% no raio da
célula.

Mesmo que os calculos acima utilizem algumas aproximacoes, os resultados sao bastante

precisos. Uma amostra de tais resultados sao apresentados na tabela 2.1, onde mostra-se
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claramente que para dois valores diferentes de E[K12] 0 aumento de capacidade e cobertura
é percentualmente o mesmo, e enquanto o valor de E[K7js] se aproxima de 1 o aumento é
maior. Além disso os valores obtidos com as aproximagoes nao diferem muito dos obtidos

por simulagao, o qual valida os calculos.

2.3 Implementacao CDMA

Nesta secao voltaremos nossa atencao para implementar o conceito de cooperagao de
usuarios, a qual é baseada em um sistema CDMA convencional proposto em [9]. Cabe
mencionar que, enquanto nos concentramos em CDMA, outras estruturas, como multiplo
acesso por divisao em frequéncia (FDMA - frequency division multiple access) e miltiplo
acesso por divisao no tempo (TDMA - time division multiple access), podem ser igualmente
adequadas; cada uma com suas proprias vantagens e limitacoes.

Considere um sistema CDMA, em que cada usuério tem um c6digo associado. Suponha
também que os codigos dos usuérios sao ortogonais e que o tempo de coeréncia do canal
seja L simbolos, ou seja, todos os parametros de desvanecimento permanecem inalterados
durante os L periodos. O tempo de cooperacao ocorre nos 2L, simbolos, sendo que os sinais

transmitidos podem ser expressos como

anbgi)cl(t), L= 1727---7Ln
Xi(t) = apbl" e 1), i=IL,+1,L,+3,...L—1
CL13b§Ln+i)/2Cl (t) + CL14lA)éLn+i)/2C2(t>, 1= Ln + 2, Ln + 4, ceey L
) (2.30)
as1 b8 ey (t), i=1,2,.., L,
Xo(t) = 4 anbSEn 0 20,(1), i=L,+1,L,+3,..,L—1
agglA?gLnJri)/QCl (t) -+ &24bgLn+i)/2CQ(t>, 1= Ln -+ 2, Ln -+ 4, ceny L

onde L, = L — 2L, by) é 0 1-ésimo bit do usuério j, Bgl) ¢ a estimagao do parceiro do
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i-ésimo bit do usudrio j, e ¢;(t) é o codigo de espalhamento do usuério j. Os parametros
a;; representam o esquema de alocacao de poténcia. Eles devem manter uma restrigao de

poténcia média que pode ser expressa como

T (Lnty + Lo (ahy + ady +ad)) = P
(2.31)

1
7 (Lnagl + L (@32 +a3; + ai)) = b

Nos primeiros periodos de simbolos L,, = L — 2L, cada usuario transmite seus bits para
a BS. Os demais periodos 2L, sao dedicados & cooperagao: periodos impares para transmitir
seus bits tanto para o parceiro e a BS; periodos pares para transmitir uma combinagao linear
de seu proprio bit e o bit estimado do parceiro. Uma ilustracao grafica deste esquema de
cooperacao é retratada na figura 2.5 para o caso especial de L = 6 e L. = 2. Em esséncia,
esses parametros controlam o nivel de cooperagao entre os usuérios. O objetivo agora seré

fornecer uma expressao analitica para a probabilidade de erro.

b(1) b2 1 0B b(3) b(4) b(4)
b(3) b(4)
I
b(1) b(2) b(3) b(3) b(4) b(4)
Usuario 2: _|—|_n_|—|_|—|_|'|_|—|I_|—Ln_|—|_,—,_,-l_,—I e W Wy e e W |
I b@3) | b(4)
g |
Periodo: 1 2 I 3 4 L5 6

Sem Cooperacéo <:I II:> Com Cooperagéo

b(7) bit usuario 1 Codigo 1
b(j) bitusuario2 J L1 Cddigo 2

Fig. 2.5: Como a cooperagao ¢ implementado num sistema CDMA convencional.
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2.3.1 Calculo da probabilidade de erro

De acordo com o modelo do sistema mostrado na figura 2.5, podemos observar duas
partes: uma com cooperacao e outra sem cooperacao. Assim, temos duas expressoes para
a probabilidade de erro. No artigo de Sendonaris se calcula as probabilidades de erro, asso-
ciados com este esquema, dado L., a;; e K;;. Como temos um sistema CDMA, assumimos
que todos os sinais serao escritos como vetores de comprimento N, onde N, é spreading gain
de um sistema CDMA. Também vamos considerar por simetria que as expressoes para a

probabilidade de erro para os dois usuarios sao as mesmas.

Taxa de erro para periodos sem cooperacao

Durante os periodos L — 2L, sem cooperacao, o sinal transmitido pelo usuario 1 é X; =
a11bicy e é recebido na BS de acordo com Yy = K19 X1 + K99 Xs + Zy. Assim, a estimativa
do usuério 1 durante esse periodo ¢ dada por

A 1
b1 = sign (ﬁcipYo> = sign(Kipa11b1 + no) (2.32)

onde ny ~ N(0, 62/N.) e onde 02 = Ny/(2T.), T. é o perfodo de bit e Ny/2 ¢ a altura

espectral de Zy(t). Entao a probabilidade de erro é dada por

W) (2.33)

Pe1 = Q (Kloan
0o

Taxa de erro para periodos com cooperacgao

Durante os periodos 2L, de cooperacao temos uma distingao entre os periodos “impar” e
“par”. Durante o periodo “impar” cada usuario envia apenas seu proprio bit, que é recebido
e detectado pelo parceiro assim como pela BS. O sinal transmitido pelo usuario 1 é X; =

a12bicy e é recebido pelo parceiro de acordo com Y, = K19X; + Z5 e pela BS de acordo com
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Yl = KgX) + Koo Xo + Z9%. Assim, uma excelente estimagao do parceiro do b; ¢ dada

por by = sign ((1/N.) c1Y3), resultando em uma probabilidade de erro de bit igual a

W) (2.34)

Pem = Q <K12a12
)]

onde P,,, ¢ a probabilidade de b; estimado pelo usuario 2, 02 = Ny/(27T.), T. é o periodo de
chip, e Ny/2 é a altura espectral de Z,(t).

Por outro lado, a BS faz uma decisao suave através do calculo

1 O
Yodd = FcipYo dd (2.35)

c

onde %Odd = KlOXl + K20X2 + ngd.
Durante o periodo “par”, cada usuario envia um sinal de cooperagao para BS de acordo

com Yy = K0 X1 + Ko Xs + Z§" e extral uma decisao suave através do célculo

1 even
Yeven = FCC,{Y;) (236)

As decisoes conjuntas da BS para o usuario 1 sao dadas por

Yodd = K10a1201 + Noga (2.37)

Yeven = K10a1301 + Ko0a23D1 + Neyen

onde Nyqq € Neven Sa0 estatisticamente independentes e ambos distribuidas de acordo com
N(0, o2 /N.).
Ja que o detector 6timo mostrado em [9] é bastante complexo e ainda ndo ha uma

expressao fechada para a probabilidade de erro resultante, entao considera-se o seguinte
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detector sub-6timo [9]:

131 = szgn (|: K10a12 A (K10a13 + Kgoagg) :| Y> (238)

onde ¥ = [Yodd Yeven T vV Ne/oo € A € [0,1] é uma medida da confianga da BS no bit estimado
pelo parceiro. Considera-se este detector sub-6timo como o A-MRC, o qual tem algumas
vantagens. Este detector é muito simples e nao demanda muito esforco computacional e
também tem uma expressao fechada para o BER resultante, possibilitando a anélise do
sistema. Note-se que o melhor )\, que minimiza a taxa de erro, ¢ uma funcao das condigoes
do canal atual. A probabilidade de erro para este detector, dado um A, é mostrado em [9] e

¢é dada por

P.=(1-P.)Q B\ L p of b (2.39)

T T
onde vy = [ Kioa12 A (Kipars + Kapasas) ] y U1 = [ Kioar2  (Kipais + Kapass) ] V' Ne/oo,

e vy = [ Kioaz (Kipais — Kypags) } V/N./og. Idealmente, a BS gostaria de usar o valor
de A que minimiza a probabilidade de erro, mas na pratica isso nao ocorre devido a imper-
feicoes no feedback dos usuérios sobre o valor de FP,,, ou devido a erros residuais em um

método adaptativo para estimar o A ideal.



Capitulo 3

Novo Esquema de Cooperacao

O capitulo anterior mostrou que a cooperacao conduz a um aumento na regiao da capaci-
dade para os usuarios, assim como a um sistema mais robusto. O esquema apresentado focou
no ganho de diversidade, de tal forma que cada usuério envia um novo bit de informacao a
cada dois periodos de simbolo, caso eles estejam operando no modo de cooperagao. Perceba
que eles poderiam enviar dois novos bits de informacao se eles nao estivessem cooperando.
A partir dessa perspectiva o esquema de cooperacao pode parecer contraprodutivo, mas em
determinadas condic¢oes do canal, “perder” poucos periodos de simbolo na cooperagao pode
ser justificado. Isso ocorre porque o critério de desempenho é o throughput, ou seja nimero
de bits recebidos com sucesso, ao invés do niimero de bits transmitidos.

Com o intuito de propor um esquema que seja mais eficiente, ou seja, que nao se perca taxa
mesmo quando os usuarios estejam cooperando, nés propomos um esquema de cooperacao de
usudrios baseado em [9], onde a principal vantagem é o aumento significativo do nimero de
bits transmitidos mantendo a mesma probabilidade de erro de bit. Este aumento da taxa de

dados obviamente tem um custo, que é o aumento de numero de cédigos CDMA utilizados.

22
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3.1 Modelo do Canal

O modelo de canal que usamos é o mesmo descrito no capitulo 2, que é ilustrado na

figura 2.2 e é expresso matematicamente como

Yi(t) = Ky Xo(t) + Zy1(t) (3.2)
Yo (t) = Ko X1 (t) + Zs(t) (3.3)

onde as caracteristicas deste sistema sdo as mesmas descritas em 2.1.

3.2 Estratégia de Cooperacao

A estratégia de cooperacao proposta considera um sistema CDMA, em que cada usuario
tem um codigo associado e, além disso, nés consideramos um terceiro c6digo que sera compar-
tilhado entre os usuarios. Suponha também que os trés codigos dos usuarios sao ortogonais
e que o tempo de coeréncia do canal é 2 periodos de simbolos, ou seja, todos os parametros
de desvanecimento permanecem inalterados durante os 2 periodos. Sendo assim os sinais

transmitidos podem ser expressos como

b% (t) allbgl)cl(t) + (Zlgng)Cg(t)
1 = R
algbgl)cl (t) + a14bé11)02 (t) + a15b§2)03 (t)
: (3.4)
1 2
X (t) aglbé )Cg<t) -+ agzbg )Cg(t)
2 = R
aggbgl)CQ (t) + a24b§12)01(t) — a25b;2)03(t)

onde denota-se o sinal do usuario 1 como X(t), o sinal do usuério 2 como X5 (t) e considera-
se trés codigos de espalhamento denotados por ¢(t), c2(t) e c3(t). Os bits de informagao dos

usuarios sao denotados por bl(-j ) onde i = 1,2 sao os indices dos usuarios e 7 denota o indice
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de tempo dos bits de informacao, ZA)Z(Q ¢ a estimacao do bit do parceiro. Os parametros a;;
denotam a amplitude do sinal e, portanto, estao diretamente interligados com o esquema de

alocacao de poténcia. A escolha destes parametros esta sujeita as seguintes restrigoes

2 2 2 2 2
aiy +ajp +ajy+ajy +aj; =P

(3.5)
a%1+a§2+a§3+ag4+ag5ng

No primeiro intervalo, cada usuério transmite seus dois primeiros bits para a BS. Cada
usuario detecta e estima o primeiro bit do parceiro. No segundo intervalo, ambos os usuéarios
transmitem uma combinacao linear de seus dois primeiros bits e o bit estimado do parceiro,
cada um multiplicado por um codigo apropriado. Uma ilustracao grafica deste esquema de

cooperacao € retratada na figura 3.1.

i b(1) ! b(3)
PO o 28 - i
Usudrio 1: LI gy
L b(1) E)
by i PO b i 2O
Usuario 2: ' imnAann /- “innnn
. b(1) . b(3)
Periodo: 1 2 3 4
Tempo

ML Codigo d
ML Codigo2
Cédigo 3

Fig. 3.1: Como a cooperagao ¢ implementada no esquema proposto, num sistema conven-

cional CDMA.

Note que no sistema proposto s6 ha dois periodos, diferente do caso geral de cooperacao
onde os periodos de cooperagao podem variar, ou seja, pode-se ter intervalos de tempo

onde os usuérios cooperam completamente, onde nao cooperam, ou situagoes mistas como o
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exemplo apresentado na figura 2.5. E claro que nosso sistema ¢é simples, mas as caracteristicas
sao similares ao caso geral, ou seja, podemos fazer que o tempo todo o sistema coopere ou
simplesmente que atue sem cooperacao, isto consegue-se fazendo os fatores a4 = agq = 0,

mas em ambos casos o sistema proposto sempre envia dois bits em dois periodos de simbolo.

3.3 Calculo da Probabilidade de erro

De acordo com a estratégia descrita acima, devemos calcular as probabilidades de erro de
bit associado a este novo esquema. Consideramos um sistema CDMA com spreading gain N,
e ortogonalidade perfeita entre os codigos. Além disso, a fim de facilitar a implementagao,
vamos considerar uma estratégia de alocagao de poténcia uniforme, ou seja, a mesma poténcia
em todos os bits.

A maneira mais facil de obter a probabilidade de erro é calculé-la separadamente. De-
vemos lembrar que cada usuario transmite seus dois primeiros bits no primeiro periodo de
simbolo e também transmite seus dois primeiros bits além do bit estimado do parceiro no
segundo periodo de simbolo. Portanto, devemos primeiro calcular a probabilidade de erro
do primeiro bit, ou seja o bit com cooperacao, e depois calcular a probabilidade de erro do
segundo bit, que é o bit sem cooperacao. Finalmente, para simplificar, mas sem perda de
generalidade, vamos nos concentrar no usuario 1 ja que por simetria as expressoes para a

probabilidade de erro para os dois usuarios serao as mesmas.

3.3.1 Probabilidade de erro para o bit com cooperacgao

Taxa de erro para o primeiro periodo

Durante o primeiro periodo cada usuario transmite s6 seus proéprios dados, o qual é
recebido e detectado pela BS bem como pelo parceiro. O sinal transmitido pelo usuario 1 é

X, = anbgl)cl —|—a12b§2)03. Este é recebido pela BS de acordo com Yy = Ko X + Koo X2+ Z;,
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e pelo parceiro de acordo com Y, = K15X7 + Z5. O parceiro usa Y5 a fim de formar uma
estimativa de bgl).
Uma estimativa feita pelo parceiro de b{" ¢ dada por b{}) = sign ((1/N.) ¢l Y2), resultando

em uma probabilidade de erro igual a

\/ﬁ) (3.6)

02

Pe12 = Q (Klzall

onde P, , é a probabilidade de bgl) estimada pelo usuario 2, 03 = Ny/(2T.), T. é o periodo
de chip, e N5/2 é a altura espectral de Z,(t). Por outro lado, a BS faz uma decisao através

do célculo
1
yé = NCC,{}/E)l (37)

Taxa de erro para o segundo periodo
Durante o segundo periodo, os dois usuarios transmitem um sinal cooperante para a BS
e os sinais transmitidos dos dois usuarios sao

X1 = algbgl)cl + a1413§11)02 + a15b§2)63 (3 8)

X2 = aggbgl)CQ + (1246%)01 — a25b52)63
A BS recebe esses sinais de acordo com Y02 = Ki0X1 + KXo + Zg e faz uma decisao

estatistica suave através do calculo

1
o = ﬁcclTYo2 (3.9)

As decisoes estatisticas combinadas da BS para o usuéario 1 sao dadas por

U — 1 oan b + nt
Yo = R0t (3.10)

2 (1) 7(1) 2
yo = Kipai13b; " + Kapagubyy +1n
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onde IA)%) ¢ a estimagao de by pelo usuario 2, com uma probabilidade de erro dada pela
equacao 3.6. Os ruidos n' e n? sao estatisticamente independentes e ambos distribuidos de
acordo com N (0, o2 /N,).

Nos consideramos o detector sub-6timo proposto em [9], o A-MRC, dado por
a1 ,
bg )= stgn ([ Kianr A (Kipai3 + Kapaos) } y) (3.11)

T
onde y = [ ye 12 } V' N./og e X € [0,1] ¢ uma medida da confian¢a da BS no bit estimado

pelo parceiro. A probabilidade de erro para este detector, dado um A, é dado por

Pel = (1 - Pe12)Q (\/T—> +Pe12Q (\/T—) (312)
Uy U V) Ux

T T
onde vy = [ Kiypain A (Kipa1s + Kapas) } y U1 = [ Kipann A (Kipars + Kapas) } VNe/oo,

T
e vy = { Kioann N (Kipa1z — Kagaoy) ] Vv N./og. Como podemos observar, a expressao
3.12 é muito semelhante a expressao do caso geral 2.39, a diferenca esta nos parametros de

poténcia.

3.3.2 Probabilidade de erro para o bit sem cooperacao

Taxa de erro para o primeiro periodo

Como descrevemos anteriormente, durante o primeiro periodo, cada usuario transmite
L. . .. . ) 1 2
apenas seus proprios dados. O sinal transmitido pelo usuario 1 é X; = anbg )cl + a12b§ )03,
L. , 1 2 ) .
e pelo usuario 2 é Xy = aglbé )cg + a22bé )03. Este é recebido pela BS de acordo com YO1 =

Ko X1 + Koo Xo + Z&. Assim, a BS forma uma decisdo estatistica suave através do célculo

1
W=7 Yo (3.13)
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Taxa de erro para o segundo periodo

Durante o segundo periodo, os dois usuérios transmitem um sinal de cooperagao para
a BS. O sinal transmitido pel ario 1 é X7 = bWep + adMey + agsht? 1
. pelo usuario (§] 1 = Q1307 'C1 14091 Co a1501 "C3 € DPElo

L. , 1 e 2 .
usuario 2 é Xy = aggbg )cg + a24b§2)cl — a25bg )03. A BS recebe esses sinais de acordo com

Y02 = Ki0X1 + Koo Xo + Zg e forma uma decisao estatistica suave através do calculo

1

Ncg Yy (3.14)

vp =
Portanto, a decisao estatistica combinada da BS é dada por

b = Kioainh” + Kaganbl + n! (3.15)

2 (2) (2) 2
yO = K10a15b1 — K20a25b2 +n

onde n' e n? sdo estatisticamente independentes e ambos distribuidos de acordo com N(0,
2
o5 /Ne).
Como estamos usando a estratégia de alocacao de poténcia uniforme, nés consideramos

os seguintes detectores utilizados pelo usuario 1 e pelo usuério 2, respectivamente

1352) = sign (yo + v5) (3.16)
A _ g 1,2 3.17
5 = sign (yo — ug) (3.17)
onde para o usuario 1 temos
yé + yg = Kloalgb(f) —I— Kgo(lggbg) + K10a15b§2) — K20a25b52) —f- nl —f- TL2 (318)

visto que assumimos alocagao de poténcia uniforme, temos a9 = as = a15 = as5. Entao, a
equacao 3.18 torna-se

vo + Y2 = 2K1pa12b”) + ' +n? (3.19)
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onde n' +n? ~ N (0, 202/N.). Portanto, a probabilidade de erro para este detector ¢ dada

por

V' Ne
Pe2 = Q (2K10a12 )

0o

(3.20)

Se compararmos esta expressao com a expressao 2.33 assumindo que a;; = aq2, pode-se
ver que o argumento da fungao @ (-) em 3.20 é maior do que o argumento da fungao @ (-) em
2.33. Dado que @ (-) é uma func¢do monotonicamente decrescente, a probabilidade de erro
de bit para este caso é menor do que a probabilidade de erro de bit para o caso em 2.33.
No entanto, quando se adota o esquema de alocagao de poténcia uniforme, a condi¢ao acima
@11 = @12 NAo ird ocorrer pois no sistema proposto ha um maior nimero de parametros de

poténcia (a;;) acarretando em aj; > aq2.

3.4 Resultados Numéricos e Comparacoes

Nesta secao, realizamos comparacoes analiticas para examinar o desempenho do sistema
de cooperagao proposto. Como explicado anteriormente, a idéia foi melhorar a estratégia
apresentada em [9], portanto, devemos compara-lo com o esquema aqui proposto. Podemos
mencionar que utilizar alocacao de poténcia uniforme nao é a melhor maneira de minimizar a
taxa de erro de bit, mas é uma boa maneira de comparar nosso sistema. Além disso, embora
o melhor valor para A seja uma fungao das condi¢oes dos canais, para uma comparacao justa
vamos utilizar um valor fixo para os dois esquemas.

Inicialmente, a figura 3.2 mostra os resultados da simulacao da probabilidade de erro de
bit para os dois esquemas. No caso de [9], consideram-se trés periodos de simbolos, cada
um dos periodos com uma poténcia média P. No esquema proposto, consideramos dois
periodos de simbolos, mas com a mesma restricao de poténcia média, ou seja, nés usamos
uma poténcia total de 2P versus 3P para transmitir dois novos bits em ambos os esquemas.

Além disso, a fim de estimar o bit cooperativo, estamos considerando o detector A-MRC dado
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em [9] com A = 1. Também, devido a reciprocidade do canal, assumimos que os coeficientes
de desvanecimento K5 e K5 sao iguais e, por simplicidade de analise, que os coeficientes de
desvanecimento Ko e Ky sao iguais também. Assim, as curvas na figura. 3.2 correspondem
a probabilidade de erro média dos dois primeiros bits do usuario 1, onde podemos observar
que as duas curvas apresentam comportamento semelhante em termos de probabilidade de
erro de bit e que na regiao de alta SNR, o sistema proposto tem um desempenho ligeiramente
melhor.

. K10=K20=0.3, K12=K21=0.9, (50=61=62=1.0, A=1

x ; x

—&— Esquema Proposto
Cooperagdo de Usudrios |

Pe (Probabilidade de erro de bit)

5 10 15
SNR (dB)

Fig. 3.2: Comparagao da probabilidade de erro de bit entre a implementagao da diversidade
de cooperagao de usuérios e o esquema proposto

Por outro lado, a figura 3.3 mostra a probabilidade de erro para varios valores do canal
interusuario, mantendo os canais de uplink constantes. Podemos observar que o modo de
cooperacao nao é benéfico em todos os casos. Quando os coeficientes de desvanecimento do
canal interusuério e o canal uplink estao proximos, é melhor evitar a cooperagao. Anulando
os fatores a;4 = 0 e ayy = 0 o sistema torna-se nao-cooperativo. Portanto, nao temos

necessidade de variar o ntimero de periodos para obter um sistema nao-cooperativo, isto é
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uma vantagem significativa em relagao ao outro sistema.

K1 0=K2 0=0.5, (50=01=62=1.0, A=1
10 T T T

+K12=K21=0.9
+K12=K21=O.5

Pe (Probabilidade de erro de bit)

107k +K12 =K21 =0.6
—o—K]z = Kzz =04

Sem Cooperagdo
-5 1 1

=5 0

5
SNR (dB)

Fig. 3.3: Comparagao da probabilidade de erro de bit para diferentes condi¢oes do canal
interusuario e o esquema nao-cooperativo

Finalmente, o beneficio mais importante do sistema proposto é baseado no throughput,
porque o critério de desempenho é o ntimero de bits recebidos com sucesso por transmissao. A
figura 3.4 mostra o throughput alcangavel sob as mesmas condigoes apresentadas na figura 3.2,
onde podemos ver claramente que para a regiao de alta SNR, ambos os esquemas estao
perto de atingir sua capacidade maxima, ou seja, dois novos bits de informacao transmitidos
em dois periodos de simbolo (em nosso esquema proposto), comparados aos dois bits de

informacao transmitidos em trés periodos de simbolo (esquema em [9]).
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K, =K, =03, K =K, 6 =0.9, 6,=6 =G,=10, A=1

11 T T T

Throughput (bits recibidos com sucesso)

0.6 i
05F i
Cooperagdo de Usudrios
—&— Esquema Proposto
0.4 : : :
-5 0 10 15

5
SNR (dB)

Fig. 3.4: Comparagao de throughput entre a implementacao da diversidade de cooperacao de
usuarios e o esquema proposto



Capitulo 4

Probabilidade de erro de bit em Canais

com Desvanecimento Rayleigh

Até aqui, temos visto e determinado a probabilidade de erro de bit quando todos os
parametros de desvanecimento permanecem inalterados (desvanecimento constante) durante
os periodos que compoem o sistema de cooperacao. No entanto, sabemos que o desvane-
cimento por multipercurso influencia de modo significativo o desempenho das comunicagoes
sem fio e é a causa dos maiores danos na recuperacao da informagao. Esse desvanecimento
obedece a uma fungao de distribuicao de probabilidade Rayleigh.

Em teoria da probabilidade e estatistica, a distribuicao Rayleigh é uma distribuigao
de probabilidade continua. A distribui¢ao Rayleigh é frequentemente observada quando a
magnitude de um vetor global esta relacionado aos seus componentes direcionais. A funcao

densidade de probabilidade Rayleigh ¢ dada por

22

flz;a) = %672‘07, x>0

onde o parametro o > 0.

Neste capitulo vamos obter uma expressao exata e uma aproximada para a probabilidade

33
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de erro de bit média considerando um desvanecimento Rayleigh, como também é chamado,
para o canal inter-usuario, e para o canal direto entre os usuarios e a BS. Vale lembrar que,
como a expressao da probabilidade de erro para o bit com cooperacao é a mesma em ambos
os sistemas descritos anteriormente, as novas expressoes no caso da distribuicao Rayleigh

também serdao as mesmas.

4.1 Calculos com Desvanecimento Rayleigh

As equagoes 2.39 e 3.12 sdo validas apenas para um canal fixo (invariante no tempo),
ou seja, os coeficientes de desvanecimento K;; sao fixos. Nosso objetivo agora ¢ obter uma
expressao para a probabilidade de erro de bit quando os coeficientes de desvanecimento
correspondem a uma distribuicao Rayleigh. Vale a pena mencionar que para os seguintes
calculos utilizaremos as equacoes descritas no capitulo 2. No entanto, os resultados também

serao validos para o novo sistema.

4.1.1 Probabilidade de erro de bit Exata

Em primeiro lugar, consideramos K;, uma distribuigao Rayleigh com parametro a;s.

Entao, a probabilidade de b; estimado pelo usuario 2 descrita em 2.34 resulta em

1 Y12
Pe12 :E[Pem] :i (1_ 2_'_712) (41>

onde 75 ¢ a relagao sinal-ruido média, definida como

2(aj2012)* N,

T2 = U—% (4.2)
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Da equagao 2.39, podemos definir duas varidveis aleatorias U; e Us, respectivamente como

ST = vy ((K1oa12)2 + A (Kipas + K20a23)2) vV Ne
= _

(4.3)

U, — vlvg _ ((K1oa12)2 +A ((K10a13)2 - (K20a23)2)) VN, (4.4)

T
V Uy U (\/(K1oa12)2 + A2 (Kypa1s + K20023)2> 90

Ja que K e Ky sao variaveis aleatorias que assumem valores sempre positivos, a distribuicao

mostrada na equagao 4.3 também serd sempre positiva, porém o mesmo nao ocorrera na
distribuicao definida na equagao 4.4, ja que temos valores negativos no numerador. Tendo

isto em conta, podemos reescrever a equacao 2.39 como

P = (1= Poy) Q (VTI) + Py (U2) (4.5)

Para obter a probabilidade de erro de bit, devemos calcular a média de P,,, sobre a fungao

densidade de probabilidade de Uy e U, [3]. Assim, temos que avaliar a seguinte integral

PEf = - 612 / Q fUl (ul) dul + P612 / Q Ug fUz (u2) du2 (46)

Para calcular P, temos inicialmente que determinar as distribuigées de Uy e Uy. Dada
a complexidade do problema, iremos considerar alocacao de poténcia uniforme, ou seja,
a12 = a13 = as3 = a. Portanto, com esta suposicao as variaveis aleatérias U; e Us podem ser

escritas como ,

K2 4+ X (K10 + K5)%)" N,

U, = (210 10 20 2) : @)
(Ko + 22 (K10 4 Kx)°) 0

U, = a (K7 + M(Kf — K3)) vVNe (4.8)

(\/Kfo + A2 (Ko + K20)2) gt

A fungao de distribui¢ao acumulada (CDF - cumulative distribution function) e a fungao
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densidade de probabilidade (PDF - probability density function) de U; podem ser escritas

respectivamente como

Fy, (uy) :// Jui k1o, kao)dkrodkag (4.9)
k10,k20€ Dy
dFy, (u
fon(ug) = % (4.10)

Neste caso D,, ¢ a regiao do plano Ky x Ky onde

@ (K + A (k1o + kz0)?)” N,
(k’%o + )\2 (klo + kgo)z) 0'8

A figura 4.1 mostra a superficie gerada por U; descrita na equagao 4.7 e o plano U; = z,

cuja intersecgao ¢ semelhante a uma elipse.

a12=a13=a23=0. 5, A=1, o-0=1, Nc=4, =40

Fig. 4.1: A interseccao das duas superficies corresponde a curva que limita D,,. Neste caso,
a curva ¢é semelhante a uma elipse.
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Neste contexto temos

b(u1)
Fy, (w) / / Tk 10K0 (K105 ko) dkaodkg (4.12)
k10=0 Jkoo=0
onde
(51 ()\2)
= 4.13
a(ul) Al()\l)2 ( )
\/2141)\2 Bl — 2141]{310/\ + Ul/\2) — 2141]{310)\2
a’N.
Ay = 02 (4.15)
By = \JurX2 (wn)? — 44,k (A — 1)) (4.16)

A1 e Ay estao descritas no apéndice A. Usando a regra de Leibnitz e sabendo que Kig e
Ky sao distribuigoes Rayleigh independentes com parametros oy e aw, respectivamente, é

possivel obter a PDF de U; como

a(u1) gy, b b(u1)2 k, _@
fo(ug) = / (1) (1) e 2% ;e 20 dk1g (4.17)
k

2
=0 Oui o3 aq

Infelizmente, devido a complexidade de U;, nao é possivel calcular uma expressao analitica
fechada para fy,.

A fim de validar a expressao 4.17, a figura 4.2 mostra a PDF analitica obtida por inte-
gragao numérica e a PDF simulada de U;. Observe a excelente concordancia entre ambos os
graficos, validando assim nossa formulacao.

Seguindo raciocinio semelhante ao calculo da PDF de U;, vamos encontrar agora a CDF

e a PDF de U,. As equagoes 4.9 e 4.10 sao as mesmas, a diferenca neste caso é a regiao de
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a,=a, .=a, =a= =1, o, =1, N—8 A=0.5

0.012 T T T
Simulagdo

s Expressdo Analitica

0.01

0.008

0.004

0.002

| Addi s dededdddded b Ak Al o
0 100 200 300 400 500 600

Fig. 4.2: Comparagao entre a PDF analitica e simulada da variavel aleatoria Uj.

integragao D,,, dada por

2 2 12
a (kfp + A (kiy — kyg)) vV Ne < uy (4.18)

(\/kﬁ%o + )\2 (l{ilo + k20)2> (o)

A figura 4.3 mostra a superficie gerada por U, descrita em 4.8 e o plano Uy = z, cuja
interseccao ¢ semelhante a uma hipérbole.

Sendo assim a partir da expressao 4.9 temos que a CDF de U; pode ser escrita como

b(uz2)
/ / Friora (K10, koo )dk1odkeg  se ug < 0,
k 0= I 2| klO 0

Fy, (uz) = s (4.19)
/ / TK10Ka0 (K10, k20)dEr0dkay  se ug > 0.
koo=0 Jk

10=0

a(uz):§R<2A2>\1 <\/_+\/>>) (4.20)

onde



4.1 Calculos com Desvanecimento Rayleigh 39

a,=a, =a,=0.5, A=l o,=1,N =4,z=2

KIO

Fig. 4.3: A interseccao das duas superficies corresponde a curva que limita D,,. Neste caso,
a curva é semelhante a uma hipérbole.

1 Cy
b(ug) = gE(m (\/a - 7)) (4.21)

A, = WA (4.22)
g0

$(-) denota a parte real de um ntamero e C; e Cy estao descritas no apéndice A. Similarmente,

a PDF de U, é dada por

< ab
/ ° (UQ) fK10K20<b(u2)7 k20)dk20 if Uy < 07

lual  Oug
fo,(ug) = ¢ ™ (4.23)
< Oa(us) _
9 waKzo (a(UQ)a kZO)deO it uy > 0.
0 Ug

mesm rm mo no primeir nao & iv ular uma expressao analiti
Da mesma forma como no eiro caso, nao é possivel calcula a expressao analitica
para fy,. A figura 4.4 mostra a comparagao entre a PDF analitica e simulada de U;. Uma

vez que a PDF de U; e U, foram exatamente calculadas, é possivel obter a probabilidade de
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erro média substituindo 4.17 e 4.23 na equacao 4.6 resultando na seguinte expressao

2
b Ui b U1l —b(u12) klO klo
/ / () P W) o Sy
u1=0 J k10=0 a

ou; o5 i
2
a b(us _b(U22) ks k20
/ / ’LLQ ( ) ( 3 ) e 21 —2 2a2 dkgodl@"i‘
ug=—00 J kao= |u2| Ouy a7 Qs

a(u2)2k _%
/ Q (u2) Galuz) a (22>e 2 200203 dhggduy  (4.24)
u2=0 J kog=0 au? a]_ 052

A figura 4.5 mostra o resultado da simulagao da probabilidade de erro de bit e o resultado

a12=a13=a23=a=1, 60=1, Nc=8’ A=0.5

014 T T T T T

Simulagdo

0.12F : : s Expressdo Analitica | |

0.1 ,

0.08 - i

[,

0.04 - B

0.02 ,

Fig. 4.4: Comparagao entre a PDF analitica e simulada de Us.

de nossa expressao tedrica dada em 4.24, onde podemos observar que ambas as curvas sao
quase coincidentes. De acordo com o capitulo 2, consideramos trés periodos de simbolos,
cada um dos periodos com uma poténcia média de P. Além disso, visto que consideramos
alocagao de poténcia uniforme, temos 4a = 3P. Também, por simplicidade, consideramos
que E[K3)], E[K3)] e E[K3)) sdo idénticos e, por ultimo, temos que SNR = P/o?.

Apesar da expressao em 4.24 representar o resultado exato para a probabilidade de erro

de bit média, em alguns casos, a complexidade desta expressao pode ser proibitiva. Por esta
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a,,=a, =a,=a, Go=1, Nc=8, A=0.5
10 i } T T

Simulagdo 1
—— Expressdo Analitica ||

Pe (Probabilidade de erro de bit)
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Fig. 4.5: Comparagao entre a probabilidade de erro de bit exata e simulada, adotando o
esquema de alocacao de poténcia uniforme.

razao, encontraremos a seguir uma excelente aproximagao para a probabilidade de erro de

bit.

4.1.2 Probabilidade de erro de bit Aproximada

O principal problema para se obter uma expressao mais simples para a probabilidade de
erro de bit é a simplificacao das PDF’s de U; e U, dadas, respectivamente, em 4.3 e 4.4.
Entao, para ter expressoes mais simples e facilitar os calculos, iremos assumir A =1, g9 = 1
e a1 = a3 = asg = 1, encontraremos a PDF e depois generalizamos para qualquer valor das

variaveis. Portanto, as novas variaveis aleatorias serao dadas por

U = N. (K3 + (Ko + Ka0)?) (4.25)

_ N.(2K7, — K3)
\/K120 + (K0 + K20)2

U (4.26)
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) .~ 2
onde Duxl ¢é a regiao do plano Ky X Ky onde N, (kfo + (k10 + k20) ) < uf, neste caso Dufl
corresponde & area de uma elipse, cuja centro é a origem (0,0), mas até mesmo avaliar a
integral 4.9 ¢é bastante complexo para este dominio. Por esta razao, nés aproximaremos a

regiao de D,; como sendo a drea de um circulo expressa como k3, + k2, < u}. Sendo assim

FU{ (ull) - / ) / A leOKZO(kl[)? k20)dk10dk20 (427)
kzoi—\/u_’l kio=—+/u}—k3,

Isso nos leva a

fU{ (ull) = /1'620:\/”_/1 m{fKIOKQO( \/ ull - k%o’ k20)+fK10K20(_ \/ ull - k%O: k20)}dk20

(4.28)

Ja que Ko e Ky sao distribuicoes independentes Rayleigh com parametros «aq e as respec-
tivamente, a PDF de U] é dada por uma distribui¢ao de probabilidade chi-quadrado com

quatro graus de liberdade. Portanto, nossa aproximacao para U; sera dada por

duy
Joi(ur) = 7;6 2u/m (4.29)
1

onde v, ¢ a média de U; dada em 4.3

v = E[U;] (4.30)

. (202,02 + X (202,03 + Tay3a930009 + 2a3503))° N,
1 ~~
(

(4.31)

22,03 + N2 (22,03 + Tajzaszaras + 2a§3a)§)) o8

A figura 4.6 mostra a comparacao entre a nossa PDF aproximada dada em 4.29 e a
simulacao computacional para a PDF de U; dada em 4.3 para dois diferentes valores de A
mantendo os mesmos valores para a1 = 1, a;3 = 2, € asg = 3. A figura 4.7 mostra a mesma

comparagao da figura 4.6, mas neste caso usando escala logaritmica para o eixo y, onde se



4.1 Calculos com Desvanecimento Rayleigh 43

pode ver as caudas dos graficos com maior detalhe. Observamos que as curvas estao muito
proximas para ambos os valores de A\. Apesar de apresentar apenas estes dois casos aqui,
muitos outros casos foram comparados, e a aproximagcao ainda continua muito boa.

a12=1, a13=2, a23=3, 60=1, Nc=8
0.003 T T T

— Simulagdo A=0.3

"""" Aproximagdo A=0.3
0.003 — — — Simulagdo A=0.8 i
== Aproximag¢do A=0.8

0.002

0.001 |
0.001 |
S
0.000 L ! i i i -~ . ;
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

u
1

Fig. 4.6: Comparagao entre a PDF simulada de 4.3 e nossa aproximacao dada em 4.29.

Uma vez que encontramos uma aproximagao para Uy, iremos proceder da mesma forma
para a variavel aleatoria Us.

Analisando a figura 4.3, percebemos que a PDF de U, é muito semelhante a uma dis-
tribuicao normal, por este motivo vamos utilizar a distribuicao Gaussiana como sendo a

nossa escolha para aproximar a PDF exata de U,. Com essa suposicao, tem-se que

1 _ (ug—79)?2

fuo(ug) = —==e"""27 (4.32)
%%
onde, 7, e v? sao a média e a variancia de U, respectivamente

v = E[Us)] (4.33)

V> = Var(Us) (4.34)
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Fig. 4.7: Comparagao em escala logaritmica entre a PDF simulada de 4.3 e nossa aproximagao
dada em 4.29.

28/4 (G%QQ% + a%3/\a% - a§3)\a§) v Nc

~ 7 32 7 32 2 32

V2 (4.35)

(4 (V2 — 1) adshaiad (a2, + als)) — 2 (V2 — 2) af (a2, + a2 )\)’? — 2 (V2-2) a§3/\20/21> N,

2 2 \2(9.2 2 2 2\ 2
(2a3,0% + N2 (2af;07 + ma13a30100 + 2a3503)) 05

2

V=

(4.36)

A figura 4.8 mostra a comparagao entre a PDF aproximada dada em 4.32 e a simulagao

computacional para a PDF de U; dada em 4.4, para dois valores diferentes de A. Como

no caso da PDF aproximada de Uj, a figura 4.9 mostra a comparacao da figura 4.8 usando

escala logaritmica. Note que a aproximacao ¢ menos precisa para valores pequenos de A e

melhor para casos em que A se aproxima de 1. Em todos os casos, a aproximagao esta muito
proxima da PDF exata de Us.

Usando 4.29 e 4.32 em 4.6, é possivel obter uma probabilidade de erro de bit muito
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Fig. 4.8: Comparagao entre a PDF simulada de 4.4 e nossa aproximacao dada em 4.32.
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Fig. 4.9: Comparagao em escala logaritmica entre a PDF simulada de 4.4 e nossa aproximagao
dada em 4.32.

precisa. Assim, o resultado das duas integrais serao

Vi (11 +4)%2
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o 1 ug—y2)

Todos esses célculos levam a probabilidade de erro de bit aproximada, para o detector

A-MRC como mostrado na equacao 4.39, onde 15 é dada em 4.2, v, é dada em 4.30, v, é

dada em 4.33 e v? é dada em 4.34.

1 Y12 Vim +6)> 1 ( Y12 ) ( V2 )
P,.o~-(1+ l1—-—— ) +=-11- 4.39
! 4'( Q‘FVH) ( (71 + 4)3/2 2 2+ 712 © V1412 (4.39)

Assumindo um esquema de alocagao de poténcia uniforme (a2 = a13 = as3 = a), a figura

4.10 mostra a comparacao entre a probabilidade de erro de bit tedrica apresentada em 4.24
e nossa aproximacao dada em 4.39. Podemos observar que ambas as curvas sao quase as

mesmas, validando nossa aproximagao.

a,,=a, =a,=a, 00=1, Nc=8, A=0.5
10 T T T T T E
—— Expressdo Analitica |7

— Aproximagdo

Pe (Probabilidade de erro de bit)
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Fig. 4.10: Comparacao entre a probabilidade de erro de bit exata e aproximada utilizando
um esquema de alocagao de poténcia uniforme.

Os resultados anteriores foram obtidos para uma alocacao de poténcia uniforme, no en-
tanto testes feitos para varios outros casos, demostram que o nosso resultado é bastante

exato para um esquema onde os valores de poténcia sao distintos. Isso é ilustrado na figura
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4.11, que mostra a comparacao entre a probabilidade de erro de bit simulada dada em 4.6 e
a nossa aproximacao. Nesta figura assumimos uma poténcia total de 3P para trés periodos
de simbolos como nas figuras prévias, além disso consideramos Ky e K5 com parametros

a; = ag = 1 e K5 com parametro a5=0.8.

1 0 T T T I I
Simulagdo [
—— Aproximagdo |

Pe (Probabilidade de erro de bit)

1
-5 0 5 10 15 20 25
SNR (dB)

Fig. 4.11: Comparagao entre a probabilidade de erro de bit simulada e aproximada através
de um esquema de alocacao de poténcia nao uniforme.

A expressao final de aproximagao nos permite determinar o valor ideal para A em cada
caso. Como afirmado em [9], quando a BS acredita que o canal inter-usuario é “perfeito”,
entdo A = 1 e o detector sub-6timo acaba por ser a mazimal ratio combining [3]. Quando
o canal inter-usuério torna-se menos confidvel, ou seja, quando P., aumenta, o valor do
melhor A diminui em direcao a zero. Para demostrar esse comportamento, figura 4.12 mostra
a \* otimizado em relagao ao parametro do canal inter-usuario as. Esta curva foi obtida
utilizando técnicas de otimizagao computacional que minimiza a nossa probabilidade de erro
de bit 4.39 com relacao a A para cada valor do parametro do canal inter-usuério, ays. Os

parametros do canal direto a9 = @99 = 1 foram mantidos constantes, e o esquema de
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alocagao de poténcia uniforme (a2 = a13 = a3 = 1) foi adotado.

A*

a10=1, ap=1

1.0

—

0.8

0.6

0.4 /
0.2

0.0

4 6 8

Fig. 4.12: \* otimizado versus aqs.



Capitulo 5

Conclusoes e Consideracoes Finais

Nos desenvolvemos neste trabalho de dissertacao um novo método de esquema de coope-
ragao para usuarios moveis, onde utilizamos o conceito de cooperacao entre usuarios descrito
em [8] e [9], a fim de modificé-lo e conseguir um desempenho melhor. Os resultados indicam
que a cooperacao entre usuarios é benéfica sob determinadas condi¢oes de canal e pode
resultar em ganhos substanciais em relacao a uma estratégia de nao-cooperacao.

Note que nosso sistema proposto usa a mesma estratégia em [8| para o bit cooperativo,
alcancando os mesmos beneficios de [8] e diminuindo a poténcia total para enviar o mesmo
par de bits, mantendo a mesma probabilidade de erro de bit. No entanto, existem algumas
diferengas em ambos sistemas, uma delas é que nosso esquema usa apenas dois periodos de
simbolo, isto implica uma grande diferenca entre os valores de alocacao de poténcia para
a mesma restricao de poténcia em cada sistema. O outro é o nimero de codigos de espa-
lhamento, nés usamos trés codigos para dois usuarios, contra dois codigos de espalhamento
para dois usuérios, no caso de um sistema low bit-rate CDMA. Se consideramos um sistema
high bit-rate CDMA apresentado em [9], onde os usuérios alcangam uma alta taxa de dados,
em virtude de que os usuérios utilizam multiplos codigos CDMA [20], [21], o nosso esquema
proposto também tem uma vantagem, que um coédigo de espalhamento é compartilhado por

ambos usuarios, o que reduz o nimero de cédigos utilizados no sistema.

49
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Se comparamos ambos sistemas quando enviam dois novos bits, a estratégia em [9] con-
sidera o caso especial de 1 periodo de simbolo sem cooperacao e dois periodos de simbolo
com cooperacao. Ja o nosso esquema proposto considera apenas dois periodos de simbolo,
e ainda a média da probabilidade de erro de bit para ambos bits resultam muito proximas,
que é precisamente o que nos queriamos. Além disso, os resultados mostram que a qualidade
do canal interusuario desempenha um papel importante na determinacao do nivel 6timo de
COOperagcao.

Portanto, um dos objetivos deste trabalho foi o de aumentar o throughput do esquema de
cooperagao em [8], pois esta métrica ¢ de suma importancia em sistemas de comunicagao sem
fio. Como foi mostrado no Capitulo 3, em termos de throughput, a nossa estratégia proposta
é sempre superior a estratégia proposta em [9]. Além disso, como a eficiéncia espectral de
cada usuério melhora devido a diversidade de cooperacao, pode-se aumentar as taxas dos
cddigos corretores de erro. Assim, apesar destes custos, a nossa anélise demonstrou melhoras
significativas de desempenho.

Além desta ultima contribuicao, neste trabalho, uma expressao exata e outra aproximada
para a probabilidade de erro de bit média sob desvanecimento Rayleigh para o detector
A — MRC apresentado em [9] foram obtidas. A expressao exata foi obtida sob a condigao de
um regime de alocacao de poténcia uniforme. A expressao foi validada através de simulacoes
mostrando uma perfeita concordancia entre as curvas exatas e simuladas. A fim de reduzir a
complexidade da expressao exata, uma aproximacao muito precisa foi apresentada também.
A expressao aproximada é valida para quaisquer valores de A, aia, a3, € ao3.

Finalmente, devemos notar que este trabalho nao inclui uma anélise aprofundada das
condicoes para obter a melhor probabilidade de erro de bit, que depende diretamente de todas
as variaveis envolvidas. De fato, as expressoes obtidas aqui podem ser muito importantes em

muitas situagoes onde o desempenho de um sistema com cooperacao entre usuérios usando

CDMA deva ser avaliado.
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Apéndice A

Equacoes

Ms
Cy=2M;+ M, + —=
1 1+ 2+M2

3
Cy = 24koo N2 Ay My (| = + 8My — 2M, —
2 200" o Az A1 Cl+ 1 2 M,

My = 242X M\ k2, + Mou

M, = \3/E +2 <G + Azk:go)\/\lu%\/W_F>
Ms = 16A5N*ATksy — 4AZN (20 + BA% + 2\ — 1) usk3y + Ajus
E = =23uS + 6 (Agkao)? A Asus — 24 (Agkao)* N2A2A3u2
F = —16 (Agka)® N2XN2\ 4 + 8 (Agkao)* M2 — (Agkag)? Neus + AJus

G = 32 (A2k20)6 )\3)\:;)

AM=A+1

o= (A +1)
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A= 2\ + 31 —1)
A= (52420 +1)
As = (2X° +5MT = BA% — 14N —TA — 1)
Ao = (13M% +28X° — 3407 — 1207 — 8A + 1)

Ar = (TX + 220" + 17A° +3)* — 1)



