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RESUMO

A larga aplicacgdo de técnicas de correlagdo encontrada na moderna
tecnologia tem levado a um esforgo no sentido de encontrar
técnicas digitals que simplifiguem sua implementacdo e permitam
operagdo com sinais de alta frequéncia. Neste trabalho mostra-se
que o© emprego de gquantizadores com peqguenc numerc de bits,
chegando-se ao limite de um bit apenas, permite a obtencdo da
medida dentro de limites controldveis de erro. Neste contexto,
mostra-se como o ruido de "dithering" pode ser empregado para
linrearizagdo dos correladores digitais. Faz-se uma generalizacdo
dos resultados encontrados mna literatura em relacdo ac erro
quadriético médio da medida de correlacdo, obtido a partir de sua
fungdo de autocorrelagdo, bem como das condigdes que devem ser
satisfeitas pelo ruido de "dithering" para linearizagdo de

quantizadores.
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INTRODUCAOD

A fungdo de correlagdo ocupa uma posicfio de destague entre as
técnicas de analise e sintese de sistemas lineares e nfo-lineares.
Ha muito tempo se reconhece sua importéncia, porém apenas mais
recentemente  tornou-se possivel implementd-la em circuitos
compactos e economicamente viaveis, com a evolu¢io da tecnologia
VLSI. Visando velocidades de processamento mais elevadas, tem-se
procurado mecanismos gue resultem em estruturas de implementacdo
mais simples e mais ripidas. Simplificacdes enormes sdc obtidas
guando um, ou ambos o0s sinais de entrada do correlador sdo
quantizados com 1 bit apenas, por exemplo. Neste caso, operacdes

de multiplicagdo podem ser realizadas com uma porta EXNOR.

0 sinal assim grosseiramente quantizado pode ser encarado como ©
sinal original acrescido de um forte ruido de quantizacdo [1], e
pode-se mostrar que em determinados casos a correlac8o calculada
desta maneira ainda corresponderd a uma estimativa razodvel da
correlacgdc coriginal [2]1 3] f4] [5]. Interessantes problemas
tedricos surgem no modelamento de tais correladores, como por
exemplo determinar a varifincia da medida e as condicgdes gerais a

serem satisfeitas para o correto funcionamento do correlador. Nos



Gltimos anos diversas publicagdes tem tratado o problema de
quantizadores de um bit gquando empregados como interface de
entrada para sistemas que realizam algum tipo de processamento
digital do sinal . Este método encontra aplicacio imediata na &rea
de estimadores da funcdo de correlacgdo [6] [7] [8]. Neste trabalho
far-se-a4 uma generalizaclio do emprego de ndo-linearidades
quaisquer como fungdo de quantizacdo, e seus efeitos sobre a
polarizagdo e a varifncia do estimador. O erro do estimador sera
detalhadamente analisado em termos de sua fungéo de

autocorrelagdo, a partir da qual se obterd sua variancia.

Autocorrelacdo e correlacgdo cruzada s&o, respectivamente,

definidas pelas integrais:

T
R (T) =Tii§ —%— J x(t)x(t-t)dt = E Ix(t)x(t-T)]
0
T
. 1
ey (O —Til: i i x(t)y(t-T)dt = E [x(t)y(t-T)]

O uso destas fungdes reguer gque os sinais sejam ergddicos e
estaconarios. Na pratica, um intervalo de integracio finito deve

ser empregadc e as seguintes aproxXimagbes sfo feitas:

T

R_ (1) = —%m J x (£)x{t-t)dt
0
T

= 1

ny(t) = -5 f x(t)y(t-T)dt
0



Erros estatisticos sfo introduzidos pelo uso de um intervalo de
integragdo finito. Para wum intervalo de integracdo T, se
sucessivas estimativas de R_,OU ny forem comparadas, notar-se-a

que uma faixa de valores serd obtida em torno do valor esperado. A

medida que T cresce, esta faixa diminui.

A varidncia das funcdes de correlacdo estimadas é:

~ - 2
var[R_ (t)] - E [ [Rxx(t) ; Rxx(-c)] ]

e d& uma indicagdo do intervalo de confianca da medida. 2
flutuacdo observada em sucessivas estimativas da funcdo de
correlagaoc pode ser vista como um ruido adicionadc ao valor
esperado da medida, o gqual tende a mascarar seu verdadeiro valor.
A wvariéncia definida acima equivale & energia de um tal ruido

hipotético. Nestes termos, pode-se pensar em uma relacdo

sinal/ruido, a partir da definic¢do da varilncia da medida.

Quando se emprega integragdo ideal sobre um periode de medida T,
serao observados degraus de variac8oc da estimativa de ixy na saida
do correlador, a uma taxa determinada pelo periodo de integracgio,
uma vez que ao término de cada periodo T serd fornecida uma nova
medida.Em determinadas aplicacdes isto pode ger inaceitdvel. Neste
caso, ©O emprego de um circuito de média exponencial (filtro
passa-baixas de 12 ordem), para substituir o integrador ideal,
fornecerd uma nova medida a cada nova amostra dos sinais de

entrada. O resultado & um sistema com degraus suaves € uma

flutuagdo mais lenta em tornc da média da medida.



A exigéncia dos sinais serem estaciondrios deve ser considerada
sob um ponto de vista pratico. Caso os sinais nfo sejam
estritamente estaciondrios, e apresentem uma variacdo em suas
caracteristicas com o tempo, porém Ilenta comparativamente ao
periodo de integragiio {(ou & constante de tempo do filtro
passa-baixas, caso seja esta a implementacfo), ainda assim seré
possivel ao correlador fornecer estimativas corretas da correlacdo

e acompanhar as variagbes dos sinais de entrada.

Neste trabalho considerar-se-a o efeito da quantizagfo dos sinais
de entrada na medida. De maneira mais genérica, a estimativa da

correlacgdoc sera dada por

onde £(.) e g{(.) denotam a operacgdo de quantizacdo. Em particular,
serd estudado o efeito de quantizadores grosseiros, os gquais levam

a simplificac¢des na implementac¢@o de circuitos.

Q0 uso diretc de guantizadores grosseiros sobre os sinais de
entrada em geral faz resultar um estimador com erro de polarizacgdc
significativo. Por exemplo, no caso onde os quantizadores possuem
1 bit ({polaridade}, mostra-se no capitulo III que para x e y

gaussianos



T

" 1 . .
ny(t) = g f s;gn[x(t}] 51gn(y(t—r)}dt
0
~ R (1)
E [ Xy(t)] = —=— arcsen [—E—g———}
Xy
Este resultado foi obtido pela primeira vez por Van Vleck [9], e

ilustra a distor¢&o introduzida na medida. No entanto, este erro
pode ser eliminado pela adic¢do de um ruido auxiliar, denominado
ruido de "dithering" , com distribuicio uniforme entre -A e A, a
cada um dos sinals de entrada antes de sua quantizacdo [3] [7].

Pode-se mostrar gue neste caso

sendo gue a amplitude do sinal de entrada deve ser limitada também
a faixa [-A,A]. No capitulo IV faz-se uma andlise detalhada de
correladores com "dithering" e estabelece-se as condicBes a serem
satisfeitas pelo ruido para gue  promova corretamente a
linearizacgdo da medida. As referéncias [2] e [4] s3o os principais

subsidios ao desenvolvimento desta anéalise.

Denomina-se "quantizag¢do aleatdria" a operacdo de quantizacdo
do sinal original adicionado de "dithering" [4]. Este processc
sera tratado matematicamente e mostrado como em determinadas
circunstancias a curva do guantizador pode ser "suavizada' e em
muitos casos de interesse pratico linearizada, eliminando a

distorgéo grosseira por ele introduzida.



i.1. OBJETIVOS

ks técnicas de correlacdo encontram intmeras aplicagbes , e por
isto dedica-se a seu estudo neste trabalho, ac estudo de maneiras
mais simples de implementar as medidas na pratica, e guais suas
consequénciag sobre a precisdo obtida. Mostrar-se-& como @
possivel, tomando-se apenas a polaridade das amostras do sinal,
por exemplo, determinar sua auto-correlagdo, ou sua correlagac

cruzada com outros sinais.

As vantagens encontradas na implementac8o de um tal correlador
estdo na sua simplicidade. O processo de calculo da correlagao
envolve basicamente atrasos e multiplicagdes de amostras de
sinais. Numa implementagdo digital, gquanto menor © nimero de bits
envolvidos em opera¢des de célculo, tanto mails simples e rapidos

ge tornam o8 circuitos.

Embora nos dias de hoje o emprego de processadores digitais de
sinais, come cs da familia TMS320Cxx da Texas Instruments, esteja
bastante difundido, permitindo a implementacdo de medidores de
correlag¢do tomando-se por base o wvalor da amostra, dado due
realizam operacdes de multiplicacdo de duas varidveis em apenas um
ciclo de mAquina, certas aplicagdes continuardc exigindo mais
capacidade de desempenho do que os modernos processadores podenm
oferecer. Por exemplo, nc caso dos sinais de radio fregquéncia.

Além disso, em outras aplicagdes, onde se faga necessarioc o



desenvolvimento de um circuito especifico para a realizacdo da
medida de correlacdo, uma argquitetura mais simples & bastante
desejavel. Este seria o caso, por exemplo, de se desenvolver um
ASIC (Application Specific Integrated Circuit) voltado para

medidas de correlacdo.

Além do que, certas técnicas aqui discutidas s8o freguentemente
encontradas "embutidas" dentro de outros processamentos onde o
resultado final ndo €& necessariamente a obtencdo da funcdo de
correlacgao. Veja, por exemplo, o uso de “"dithering" na
implementagac de filtros digitais adaptativos com precisdo
aritmética reduzida. Esta técnica permite ¢gue se tome apenas a
peclaridade do sinal de erro na adaptacdo dos coeficientes do

filtro [20]1 [11] [12], simplificando sobremaneira a implementacio.

No capitulc II discute-se alguns fundamentos préticos e tedricos
relativos & fungdo de correlag¢do, e nos capitulos seguintes
aprofunda-se nas técnicas mencionadas de emprego de gquantizadores

grosseiros e "dithering".

Os objetivos deste trabalho sd8o o de rever e generalizar uma
série de resultados discutidos na literatura, apresentando em
alguns casos uma nova abordagem do problema. Os objetivos podem

ser agrupados em:

*Mostrar como o emprego de guantizadores de baixa resolucdo
afeta a medida da correlagdo em sistemas implementados

digitalimente (capitulo III);



*Mostrar que o emprego de fontes auxiliares de ruido,
denominado ruido de "dithering", pode resolver o problema de
distorgao na medida provocada pelo uso destes quantizadores e
generalizadas as condigdes a serem satisfeitas pelo ruido

auxiliar para produzir tal efeito (capitulo IV);

*Analisar detalhadamente o© desvio estatistico da wmedida,
resultante do emprego de integragdo em um periodo de tempo
finito ou de outras imperfeig¢des do circuito responsavel pelo
cédlculo da média dos produtos de correlagdo. Serd visto que o
erro pode ser adequadamente controlado pela escolha dos

parametros do circuito de média (capitulo IV);

*Analisar para sinails gaussianos o efeito da saturagdo do
quantizador em um dos canals do correlador, uma vez que ndo
sdo limitados em amplitude (capitulo V). Estender os
resutados para o caso onde um dos canais de entrada do
correlador & quantizado em poucos nivels correspondentes a

poténcias de 2.

Os resultados obtidos serdo verificados por simulagdo em
computador, apresentadas no capitulo VI. Poderd ser observado que
o modelo permite prever com precisdo ¢ comportamento e desempenho

dos correladores.

No apéndice A serd ilustrada uma aplicacdo dos resultados obtidos

neste trabalho a um problema de filtragem adaptativa, onde o ruido



de "dithering" e um quantizador do tipoc sign{x) {1 bit) s&o
empregados para reduzir a complexidade de implementac¢do de um

cancelador de eco para transmissdo digital [10] [11].

Neste capitulo de introdugdo, serdo apresentados a seguir alguns
casos de aplicac¢lo de medidas de correlacdo em diferentes areas, a

titulo de ilustracdo.

1.2. APLICACOES

As técnicas de medida de correlagdoc encontram larga aplicac¢do na
moderna tecnologia em suas mais variadas &areas. Na area de
comunicacdes é empregada em sistemas de radar, identificagdo de
pardmetros em sistemas lineares [13], detegdo de sinais FSK [6],
etc. Na indGstria mecénica permite a realizacdo de medidas de
torcio em eixos, ou da velocidade de transporte das chapas de ago,
em alta temperatura, nasg laminadoras da indistria metallrgica
[14] . Devido ao meio bastante desfavoravel onde estas medidas
devem ser feitas, se faz necessario o© uso de alternativas gue
permitam a realizagdo da medida sem que haja contato fisico entre

o instrumento de medida e o material.

Na &rea de instrumentacgido médica, as técnicas de correlagao
permitem a detecgéo de sinais de eletrocardiograma e
eletroencefalograma em condigdes desfavordveis de ruido [6].Em

radioastronomia facilita a detecgdo de sinais muito fracos.



Em certos sigtemas de transmissdo baseados em filtros digitais
adaptativos, frequentemente a fung¢do de correlacio aparece nas
expressbes de modelamento do sistema. Em algumas aplicacdes, como
canceladores de eco para transmissdo em linhasg de assinanté [10]
{121, o emprego do ruido de "dithering" e quantizador de poucos
bits permite uma estrutura de implementac3o mais simples. Neste
caso, pode-se mostrar gque o ruide de "dithering" colabora
linearizandc a correlacdo intrinseca presente no algoritmo de

calculo dos coeficientes do filtro (Apéndice A).

A seguir discute-se algumas aplicagdes das medidas de correlacdo,
baseando-se em notas técnicas relativas ao correlador HP 37213 da

Hewlett-Packard [14].

~ A
1.2.1. IDENTIFICACAO DE PARAMETROS EM SISTEMAS LINEARES

Freguentemente, na engenharia, surge a mnecessidade de se
identificar sistemas, determinar as leis que regem e relacionam as

entradas e saidas de um sistema.

As técnicas tradicionais de medida, por exemplo resposta ao
degrau, resposta ao impulso (aproximado), ou testes com formas de
ondas senoidais apresentam uma importante limitac8o: exigem que a
operagdo normal do sistema seja interrompida, a fim de que a

medida seja realizada, pois o método de medida interfere na

10



operagdo do sistema,

A técnica de identificag8o baseada na funcdo de correlacioc elimina
esta dificuldade b&sica, néo requerendo o desligamento do sistema,
permitindo a medida "on-line". Os sinais de teste podem ser
mantidos a niveis pequenos, de maneira a nido interferir com a

operacdo normal do sistema. Além disso, medidas podem ser feitas

mesmo na presenga de ruido.

A técnica & ilustrada na figura I.1. Pode-se mostrar que [13]:

hi{t) = x(t) y(t-T) (1.1)

onde x(t) & um ruido branco. A resposta impulsiva h{(r) do sistema
& dada pela correlacgdo cruzada dos sinais x(t), aplicado & sua

entrada, e vy{t), resultante na saida.

correlador

gerador he)

de ruido
faixa-larga /\/\/\

M

x(t) oo
O 5
sistema
t
sob y(t)
analise

Figura I.1: Determinacdo da resposta impulsiva
de um sistema linear

Uma vez gue se determine a resposta impulsiva de um sistema

11



linear, seu comportamento e desempenho podem ser avaliados e
otimizados. Calculando-se a transformada de Fourier de hi{t)
obtém-se sua resposta em fregquénecia, a qual €& um importante

pardmetro de projeto.

1.2.2. LOCALIZACAO DE FONTE DE Ruibo

Pode-se determinar a localizacdo de uma fonte de ruidec através da
correlacdo cruzada de doils detetores colocados bem prdximos um do
outro {14].7 A figura I.2 mostra como a técnica se aplica a um
problema bi-dimensional, onde a fonte de ruido se encontra no

mesmo plano em gque os detetores. O processo se did em duas etapas:

Correlacao dos sinais
nogpontos 1 &2

Figura I.2: Algoritmo para localizacdo de fonte de ruido

iz



1) primeiro, os detectores sdo colocados nas posigdes 1 e 2, a fim
de se determinar o valor do angulo 6. O sinal atingiré os pontos 1
e 2 em instantes de tempo diferentes, e a diferenga entre eles
(At) aparecera como um pico na correlagdo cruzada dos sinais nas
saidas dos dois detectores. Para uma distdncia d pequena & valida

a relacgado:

Portanto, uma vez gue se assuma que v & conhecido, pode-se
calcular o valor de 6. Deslocando-se o detetor 2 para a posigac 3,
e novamente tomando-se a correlacdo cruzada das saidas dos dois
detectores, pode-se calcular o valor de ¢ a partir da expressdo:

v At

cCocs ¢ = —

Uma vez obtidos os valores de @ e ¢, a localizagdo da fonte de
ruido pode ser determinada. Para um problema tri-dimensional, onde
a fonte de ruido nd3o se encontra no mesmo plano definido pelos
pontos 1, 2 e 3 de localizag8o dos detectores, um gquarto ponto
deve ser tomado. Neste caso, ele deve residir num plano normal

dquele definido pelos pontos 1, 2 e 3,

Esta técnica €& aplicdvel & determinacgido de direcgdes embaixo da

dgua e também embaixo dc solo.

i3



|.2.3. MepiDA DE COEFICIENTE DE ABSORCAO ACUSTICA "IN SITU"

O coeficiente de absorgdoc acistica de materiais (por exemplo
paredes, teto, mobilia, etc.) €& um importante pardmetro em
projetos de ambientes aclsticos especiais, tais como estidios e
salas de concerto. As técnicas convencionais de medida exigem que
o material sob teste seja colocado dentro de uma cémara especial,
o gue ds vezes & impossivel, como no caso de uma parede por
exemplo. As técnicas de correlag¢do podem ser empregadas para
fornecer uma medida répida para os valores dos coeficientes de
absorg¢do dos materias em sgeu ambiente normal [14]. Na medida "in
situ" mostrada na figura I.3, o som do alto-falante pode atingir o
microfone através de varios caminhos de diferentes comprimentos, e
o som leva tempos diferentes para percorrer estes caminhos. Se a
entrada do alto-falante for correlacionada com a saida do
microfone, © primeiro pico de correlacdo indicard o menor caminho
para o som {(caminho 1}, o segundo pico indicard o segundo caminho
mais curto (caminho 2), e asgim por diante. Para medida do
coeficiente de absorgdo acfistica do painel sob teste, apenas a
amplitude relativa dos sons dos caminhos 1 e 2 s3do de interesse.
As amplitudes podem ser 1lidas diretamente a partir dos dois
primeiros picos indicados pelo correlador, e com esta informacdo o

coeficiente de absorgdo aclstica do painel pode ser determinado.
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Figura I.3: Medida do coeficiente de absorcgdo aclistica

1.2.4. CORRELACAO CRUZADA DE ELETROMIOGRAMAS

O eletromiograma (EMG) & um registro da atividade elétrica
muscular, o gual pode auxiliar no diagndstico de doengas nervopsas e
musculares. Quando detectado por um eletrodo, o EMG consiste de uma
série de pulsocs representando a atividade elétrica das c¢élulas
musculares na proximidade do eletrodo. Uma medida bastante ttil da
fadiga ou doenca de um misculo & a extensdo até a qual as células
atuam independentemente de cada uma. A correlacdo cruzada de dois
EMG’s de um misculo indicard se as células estfo tendendo a atuar
conjunta ou aleatoriamente [14]. A figura I.4 ilustra o gréfico de

correlagido cruzada obtida de uma pessoa sauddvel, e aguele obtido

15



de um paciente gue sofre de poliomielite. Com o paciente saudével,
a correlagdc cruzada dos sinais 1 e 2 mostra disparos
independentes das células musculares quando o misculo se encontra
relaxado, com a correlagdo aumentando a4 medida que o misculo se
contrai, puxando o© pesoc. No caso do paciente que sofre de
poliomielite, a correlagdo & acentuada mesmo no estado relaxado do
misculo, e aumenta rapidamente com a carga puxada pelo misculo, a
medida que este se cansa. A medida da correlacdo cruzada &,
portanto, um guila bastante {til na determinac@io das condicdes

musculares.

contraido

relaxado

Paciepte gadio
elstrodos

Paciente que teve
Poliomielite

Figura I.4: Procesgo de medida do EMG
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A
[.2.5. MepiIDA DE VELOCIDADE SEM CONTATO MECANICO COM O OBUETO

A medida da velocidade de uma chapa ou ldmina de ago em uma
laminadora j& & um problema dificil quando o metal estd frio, mas
quando o metal estd gquente, a dificuldade se torna ainda maior.
Medida de velocidade sem contato mecénico & possivel, contudo,
usando a técnica de correlagdo cruzada, ilustrada na figura I.5
[{14]. Quando o metal passa pelos rolos da laminadora, sua
superficie ndo é perfeitamente suave, e qualquer irregularidade
afetard a saida de uma fotocélula gque esteja focalizada na
superficie do metal. Apds um tempo finito, cada irregularidade
passara pelo ponto de foco de uma segunda fotocélula, similar &
primeira, colocada a uma certa disténcia d. A correlacgdo cruzada
dos sinais nas saidas das duas fotocélulas indicard o tempo
{(atraso) que um certo ponto na superficie da lé&mina do metal leva
para se deslocar entre as duas fotocélulas (Td}. Uma vez gue a
separacdo entre as fotocélulas (d) & conhecida, a velocidade da

18mina & determinada diretamente:
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Figura I.5: Medida de velocidade sem contato meclnico

I.2.6. RADIOASTRONOMIA

A detecgaode fontes de radio muito fracas e distantes no espaco é
realizada por radio-telescdpios de alto ganho. Estes telescdpios
sdo extremamente sensivels a interferéncias de distdrbios
elétricos aleatérios, os quais tendem a mascarar oS pPequenos
sinais de interesse. No entanto, em alguns casos, como "pulsars"”
por exemplo, o©s sinaigs de interesse sdo periddicos, e pelo uso de
técnicas de auto-correlacdc, a componente periddica do sinal
recebido pode ser extraida do ruido. O método se baseia no
principio de gque, apbds um atraso razodvel, a funcio de
auto-correlagdo da componente ruidosa terd se aproximado de zero,
mas a componente periddica terd uma fungd3o de auto-correlacdo

periddica, a qual persistird. Um sistema de deteccso bastante
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simples & ilustrado na figura I.6. Qualquer sinal periddico pode
ser detectado na presenca de ruido, com um esguema semelhante a
este. Além da radioastronomia, esta técnica pode ser usada em

varias outras areas de pesquisa.

fonte de
radic

Correlador

Figura I.6: Detegdo de sinails periddicos em radioastronomia

As aplicagles i1lustradas nas se¢fes anteriores s3c uma peguena
amostra da importéncia das técnicas de estimacdo de correlacdo.
Conforme comentado, além destas aplicacgdes diretas, muitas vezes o
problema de estimar a correlagdo aparece embutido em certos
problemas de processamento de sinais, conforme o caso de filtragem

adaptativa exemplificado no apéndice A.
No proxime capitulo serd feita uma répida revis3o dos fundamentos
da fungdo de correlagdoc e nos capitulos seguinteg serd

extensivamente tratada a questdo do emprego de elementos nio
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lineares na entrada do correlador, como gquantizadores de poucos

niveis por exemplo, e seu efeito sobre a correlacioc medida.
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CapiTuLo |l

FUNDAMENTOS DA FUNCAO DE CORRELACAO

Correlacdo é a medida do grau de similaridade entre duas
quantidades. Aplicado a formas de onda, correlagdc & um método de
andlise no dominio do tempo que & bastante Gtil para detecgdo de
sinais em meios ruidosos, para o estabelecimento do grau de
coerénecia entre sinais aleatdrios e para determinag¢do do tempoe de
transmissdo de sinais. Como discutido no capitulo anterior, suas
aplicag¢des vdo desde levantamento de pardmetros de sistemas em
engenharia, até pesguisas em radiocastronomia e nas areas médica e

nuclear.

Do ponto de vista matemdtico, o assunto correlacdo estd coberto de
maneira bastante extensiva na literatura existente: [13], [15],
[16], [17] e outros. Este tabalho abordard, essencialmente, as
técnicas digitais de realizagdo da medida de correlagdo,
considerandc os efeitos do processo de gquantizagao (e outros

processos naéo lineares) sobre sua precisio.
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1.1. DEFINICOES E PROPRIEDADES BASICAS DA FUNCAO DE CORRELACAO

Intuitivamente, o0 grau de similaridade entre duas formas de onda
pode ser avaliado, de maneira eficiente, tomando-se suas
ordenadas, multiplicando-as e acumulando os produtos ao longo do
tempo de duracgdo das formas de onda. Para levantar a similaridade
entre a({t) e b{t), multiplica-se a ordenada aq pela ordenada bl, a
ordenada a, por b2, € assim sucessivamente. A somé destes produtos
resulta num namero, o gual indica gqudc parecidos s3o os dois
sinais. No exemplo proposto, af(t} e b(t) s8o idénticos, fazendo
com que cada ordenada, positiva ou negativa, resulte num produtoc
positivo, e portanto a soma final seja um numero grande. No
entanto, se as formas de onda apresentassem diferencas, alguns
produtos seriam positivos e outros negativos, havendo uma
tendéncia dos produtos de se cancelarem, resultando numa soma

final menor [14].

22



o \/ t
? A :
w LN /\ N
© | N N4 t
‘: )
Z /
L / \
e v amn v ad

Figura II.1: Ilustracgdo do processo de correlacgdo

Considerando-se agora a forma de onda c{t) na figura II.1 e a
mesma forma de onda deslocada no tempo, d(t), observa-se gue se o
atraso no tempce (t) fosse zero, ter-se-iamas mesmas condigdes
discutidas acima. No entanto, a medida que ¢ deslocamento entre as
formas de onda & aumentado (Tt cresce), os dois sinais passam a

apresentar menor semelhancga, e a soma final & menor.

0 passo seguinte & tomar o produto médio para cada deslocamento T
da forma de onda d(t), dividindo a sgsoma £final pelo namerc de
produteos calculados. Colocando-se estes produtos médicos num
grafico, como fung¢do do deslocamento T, resultard numa curva com

um méximo positivo em T = 0, e gque diminuil até zero 3 medida que T
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aumenta. O pico em T = 0 é& igual ao valor quadratico médio do

sinal. Esta curva & chamada funclo de autocorrelagdoc do sinal.

A funcdo de autocorrelacdo R(t) de um sinal €& um grafico da
similaridade entre a forma de onda deste ginal e uma versdao deste

deslocada no tempo, como uma fungdo de tal deslocamento.

A fungio de autocorrelagdo apresenta as seguintes propriedades

basicas para sSinais estaciondrios [13]:

.simetria em torno de T = 0, ou seja, R{(t) = R{-T)
.um médximo positivo em T = 0 igual ao valor guadratico médio

(xz) do sinal a partir do gqual ela & derivada, ou seja, R{0)

= xz, e R(C) = R{T} para todo T.

Sinais periddicos apresentam fungdo de autocorrelagdc também
periédica, e de mesmo periodo que o do sinal. Um caso tipico & o

de sequéncias binérias pseudo-aleatdrias.

A funcdo de autocorrelacdo de um ruido brancco & um impulso em T =
0 . Isto porque o ruido branco apresenta similaridade apenas com
sua versdo original n&c deslocada no tempo. Um deslocamento minimo
da forma de onda ja& faz com que as amestras tomadas para
realizacdo do produto sejam completamente diferentes entre si,
resultando numa acumulagdo de produtos nula. Tal sinal é
concebivel apenas em teoria, sendo gque na pratica adota-se
aproximagdes para ele. Um sinal fisico pode ser encarado Ccomo um

ruido branco, se sua autocorrelacgdo for uma curva Dbastante
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estreita, centrada em torno de T = 0. Na prética, isto reguer gue
o sinal ocupe uma faixa larga de espectro, pois o decaimento da
funcdo de autocorrelagdo depende da taxa de cruzamentogs de zero da
forma de onda do sinal. Quanto maior esta taxa, menor o
deslocamento no tempo T para destruir a similaridade entre as

formas de onda [14].

Dois sinais que ocupem a mesma faixa de freguéncias podem ter
formas de onda Dbastante diferentes, mas suas fungdes de
autocorrelacdo poderiam ser idénticas. A funcdo de autocorrelacio
de gualquer sinal depende ndo da forma de onda em si, mas de seu
contelido em freguéncia. Ha, na verdade, uma relacdo especifica
entre o espectro de densidade de poténcia de um sinal e sua fungdo
de autocorrelagdo [13], constituindo um par de transformada de

Fourier:

1 - IwT
R (D) = == J ¢  (we dw (I1.1)
< ~3WT
e (w) = j R_ (1) e dt (II.2)

onde GXX(W) & o espectro de densidade de poténcia do sinal.

A funcdo de autocorrelagdo temporal de um sinal & definida como

ET
R (1) = lim 5] x(t) x(t-1) dt (I1.3)
T—>m 0

ou seja, a forma de onda x(t) & multiplicada por uma versé&o

atrasada dela prodpria, x(t-t), e a média dos produtcs & tomada
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durante o tempo da medida (T segundos).

A definig8o dada acima se aplica a uma dada realizac¢8o do processo
x(t). A definig¢do mais genérica para funcgdo de autocorrelacio,

pela teoria de sinais aleatdrios, & dada [13] [15] pela expressdo:

Rxx(t) =VJV [ X, %, p(xl,xz) dx1 dx2 (I1.4)
VX
1 2
onde x; = x(t)
X, = x{t-T)
p(xl,x2} = funcdo densidade de probabilidade conjunta de %y
e x,

Para sinais ergddicos e estacionfirios, a autocorrelacgdo calculada
para uma realizagdo do processo x(t) & igual & autocorrelacdo
calculada para gualguer outra realizacgdo de tal processo, e igual

a4 expressdo IT.4 [13] [158].

Em um sistema digital, a média expressa por I11.3 pode ser
aproximada pela acumulacdo de L produtos de amostras, as quais séo
tomadas a cada Atl segundos, levando ao estimador:

A~ L-1

XX(r} = igo x(iAtl) x(iAtlwt) (II.5)

t“'**‘

0 deslocamento T deve também ser discretizado, para gue o sistema
digital fique completamente modelado. Isto significa que a funcdo
de autocorela¢do serd conhecida apenas em um conjunto finito de
pontos, definidos pela amostragem do sistema digital. Para isto
faz-se © = kAt2 segundos, sendo At2 o periodo de amostragem da

funcido de autocorrelacgdo:
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x(lﬂtl) x(1At1~kAt2), k=20, 1,...P-1 (1I1.6)

-

Quando em regime, este estimador & ndo polarizado, pois
E[RXX(kAtz)} - R, (KAL)

A faixa de valores de T, dentro da qual Rxx(t} & de interesse,
depende da largura de faixa de frequéncia ocupada pelo sinal x(t).
Por exemplo, suponha qgue x(t) seja o resultado da filtragem de um
ruido branco por um filtro passa-baixas com largura de faixa B. E
de se imaginar gue para um valor de k tal que }«:At2 » 1/B o valor
de Rxx seja bem pequenc, pois & alta a probabilidade de se ter um
namero grande de cruzamentos de zero no argumento da somatbdria em
I1.6, fazendo og valores positivos e negativos se cancelarem entre
si. Por outro lado, para At2 « 1/B existe uma alta probabilidade
de que a amostra x(t+(k+1)At2} tenha sofrido uma variac¢fio pequena

em relacdo a x(t+kAt2), de maneira gue o decaimento da funglo de

correlacdo seja suave nos pontos onde ela & amostrada.

0 exemplo dado acima & apenas ilustrativo. Obviamente a faixa ge
valores de T e sua resolucdoc dependem da aplicagdo especifica a
gqual se destina a medida, e eles vdoc determinar o numero total de

pontos da fungdo de autocorrelacdo (P) que devem ser determinados.

Uma vez gque L seja suficientemente grande, a relagdoc entre o

intervalo de amostragem At1 e At2 pode ser gqualquer, dependendo da
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aplicag8o desejada. Atl pode ser muito maior do que a resolucdo em
T. O objeto da medida & um pardmetro estatistico do sinal. O que
se procura é uma medida de seu comportamento médio, e ndo a
reconstrugdo de sua forma de onda real. Uma vez gque o sinal seija
estaciondrio, ou seja, sua estatistica ndo mude com © tempo, a
frequéncia com a qual os pares de amostras s8o tomadas nio
interfere na medida. Portanto, o teorema de Nygquist para
amostragem (taxa de amostragem maior do que duas vezes a maior
frequéncia do sinal) ndo precisa ser necessariamente satisfeito no

processo de determinagdo da funcio de autocorrelacio.

Uma outra definic¢do importante é a da funcdo de correlacdo cruzada
entre dols sinais. Enguanto a autocorrelacdc expressa © grau de
similaridade entre um sinal e uma versdo deslocada dele préprio, a
correlagdc cruzada estabelece o© grau de semelhanga entre dois

ginais ndo idénticos x(t) e y({t).

Similarmente a funcédo de autocorrelacgédo, tem-se aqui as
expressdes:
T
R_(T) = lim %Jx(t) y(t-t) dt (11.7)
4 P00
0
ny(t) = JVK Vyxl Yo p(xl,yz) dxl dy2 (IT.8)
1 2

ou, para uma implementag¢do digital:
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x(iAtl) y (iAt, -kAt {(1I1.9)

2)
Aqui também, a escolha do tamanho do intervalo Atl ndoc & critica,
podendo ser bem maior do gque Atz. Na figura II.2 & ilustrado o

processo de medida da fungdo de correlagdc cruzada com diferentes

relacBes entre Atl e Atz.

AT = Ditg= Aty “h

(&) (&
Figura II1.2: Processo de medida da correlagdoc com variacgdes nos

intervalos de amostragem

No caso (a), At, = At,. A cada incremento At, um novo par de
amostras & tomado (xi, yi), e todos os P pontos desejados para a
fun¢do de correlagdc sdo computados. Isto impde a restrigdo de dque

o menor valor de Atl seja maior do gue o tempo para Se processar

(acumular) cada um dos P pontos.

No casc (b), Atl >> Atz, permitindo maior resolugdo em T. Para
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cada amostra do sinal y, sdo tomadas P amostras do sinal x, e os P
pontos da funcdc de correlagéo sdo avaliados. Apesar de ser mais
iento, este modo de operag¢do permite maior resolucdo em T, e sua
ientiddo ndoc chega a ser uma limitacg8o pratica em se tratando de

sinais estacionarios.

11.2. CONSIDERACOES SOBRE 05 ESTIMADORES DE CORRELACAO

Para a implementagdo de um estimador de correlacgdo, é necessario

realizar as seguintes operag¢des {(figura I1I.3):

l)atrasar um dos sinais de Tt segundos.
2)realizar a multiplicagdo de dois sinais.

3)integrar o resultado da multiplicacéo.

Nas técnicas puramente digitais, os sinais s8o amostrados e
codificados, o atrasador €& construido com registradores de
deslocamento e a integragdo se converte na soma ou acumulacdo dos

valores fornecidos pelo multiplicador, por exemplo.
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x(1)

Y(t)——-B- Z N

Figura II.3: Correlador basico

Como caracteristica comum dos métodos digitais, um dos sinais {(ou
os dois) é submetido a uma ndo-linearidade do tipo quantizag&o. A

correlacdo dos sinais originais & estimada através de suas versdes

quantizadas.

X(t) f(‘ )

Correlador ﬁxy @)

Figura II.4: Esquema genérico do correlador

A figura II.4 ilustra o procedimento. Deseja-se que o estimador

proposto seja ndo polarizado, e gque portanto:

E(nym]; Ry (¥) (I1.10)
com ny(t) apresentando pequena varidncia em torno do valor
R {(T), ou, idealmente, varifncia nula.

xY

Uma vez disponiveis os sinais digitais f£(x) e gly), a correlacdo &
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calculada tomando-se a média do produto das amostras de f(x)
multiplicadas pelas amostras de g(y). O cdlculo da média pode ser
feito wvia filtragem passa baixas (filtro digital de primeira
ordem), ou simplesmente pela acumulacdo de L valores e diviso por
L. (média direta), sendo estes dois casos considerados neste
trabalho . No caso do filtro acumulador, e considerando-se o©

método (a}) na figura I1.2, tem-se

o
o
>
=
It

1
Xy T=kAt ~ Xy L ,Z f(xi) Q(Yi_k) (T1.11)

H

Onde se fez At1=At2=At, X, x(nAt) e Y, = Y(nat), lembrando que
At & a resolugdo do correlador. Serd mostrado nos capitulos
seguintes que para varios casos praticos de £{(.) e gl{.) o
estimador acima & ndo polarizado, com a equacdo II.10 sendo

~

atendida dentro de limites controlédveis da varidncia de ny(r). De
fato, para que o estimador dado por II.11 seja ndo polarizado

basta gque
R, (k) = R___(k} (IT.12)

onde ng(k) = E[f(xi)g(yi”k)].

Diversas configurac¢des sdo possiveis com as fungdes £(.) e g{(.) da

figura II1.4, dentre as quals destacam-se [7]:
i.Correlador Diretoc Analodgico
Determina a correlag¢do processando diretamente os sinais de

entrada. Estes s8o atrasados, multiplicados e integrados
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empregando-se exclusivamente elementos analdgicos. Nenhum
tipo de quantizacgdo & realizada.

ii.Correlador Direto Digital
Os sinais de entrada sofrem amostragem e conversdo A/D e sio
processados numericamente. Os niveis de quantizacdo s&o
suficientemente peguenos para que ndc se manifestem de
maneira significativa nos erros da medida. Apresentam como
desvantagens principais a complexidade da implementacdo e a
baixa velocidade de procesgsamento.

iii.Correlader Magnitude x Polaridade (MxP)
Um dos sinais de entrada é amostrado e guantizado com
resclucdo elevada. O outro fornece um valor igual a 1 ou -1
segundo a polaridade de sua amostra, o gue elimina o emprego
de um segundo coaversor A/D. A multiplicacio se converte em
se tomar a amostra do primeiro sinal, ou este valor com sinal
trocado. Mesmo com uma guantizagdoc td8o grosseira, tal método
permite estimar a correlagdo dentro de limites controldveis
de erro, como seria mostrado.

iv.Correlador Polaridade X Polaridade (PxP}
Em ambas as entradas do correlador toma-se apenas a
polaridade do sinal. Constitul-se, obviamente, noc método mais
simples e com maior rapidez de processamento, dentre os
digitais, para a realizacdc da medida. O erro resultante
desta gquantizagdo extremamente ndoc linear & controlavel,

podendo ser restrito a valores tolerdveis.

v.Correlador Magnitude x Quantizador Ternario {MxT)

Similar ao correlador MxP, onde ao invés de guantizar com um
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bit apenas, faz-se a quantizag¢fo do sinal de entrada em tres
niveis (-1, 0 e +1), representando-o com 2 bits. A
simplicidade & preservada e obtém-se um melhor desempenho do
correlador.

vi.Correlador Quantizador Ternario x Quantizador Ternario {TxT)
Similar ao correlador PxP, com os dois canais empregando
quantizag¢do  ternaria. Trata-se de um correlador de
implementacdo muito simples, e com desempenho comparavel ao
do'correladcr MxP, conforme observadc em algumas simulagbes
no capitulo VI,

vii.Correlador Magnitude x Quantizador em N niveis (MxN)
Constitui-se num caso intermedidrio entre os casos ii e iii.
0 segundo gqguantizador & realizado <com N niveis né&o
necessariamente com espagamento uniforme, constituindo uma
ndo linearidade acentuada. Por exemplo, © casoc onde os niveis
sdo poténcias de 2. Este correlador representa uma solugdo de

compromisso entre complexidade e desempenho.

Este trabalho abordara os métodos digitais acima descritos.No
préximo capitulo serfo apresentados alguns resultados tedricos
obtidos para a funcdo de correlacdo, a partir da expansio em série
da funcdo de densidade de probabilidade dos sinais de entrada,
empregando o método direto de célculo da correlagdo. Em seguida os
resultadecs serdc particularizados para © caso de sinais

gaussianos.
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CapiTuLo I

CALCULO DIRETO DA FUNCAO DE CORRELACAO

Antes de partir para a determinacdo da correlagdo de sinais guando
submetidos a uma nao linearidade, é Iimportante definir alguns
conceitos. A expressdao tedrica genérica para a correlacdo de
sinais sujeitos a ndo linearidades, como mostrado na figura II.4

é:

o [2+]
Reg(ty. Ey) =J' Jf(xl) 9(y,) Pylxy,y,. ty, ty) dx, dy, (ITI.1)
-0 -
onde
Yo = ylt,) e
Pz(xl‘yz‘tl'tz) = fungdo densidade de  probabilidade

bidimensional de x e vy

Para processos estacionérios, ng dependerda da diferenga £, -ty
Definindo-se tl - t2 = T, tem-se
ng{tl t2} = ng(t)

pz(xlryzrtlitz) = Pz(xllysz)
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Neste capitulo analisa-se a expressdoc de ng(T), buscando-se
identificar algumas situagbes nas quais a equagdo 1II.12 é
atendida. A abordagem se restringira a autocorrelacio
estatistica (teé;ica), sendo o0s resultados extensivelis ao

A

estimador II.11 em virtude de E[ny(k)} = ng(k) (t = kAt).

Em certos casos, como sera visto mais adiante, torna-se importante
representar a funcgdo densidade de probabilidade bidimensional como
uma série de poténcias. Este procedimento permite o]
desenvolvimento de algumas expressdes matemdticas importantes,
relativas a fungdo de correlagdo de sinais quando passados por uma

nido-linearidade.

[.1. DESENVOLVIMENTO DA FUNCAO DENSIDADE DE PROBABILIDADE

- A
BIDIMENSIONAL EM SERIE DE POTENCIAS

A funcdoc densidade de probabilidade bidimensional pz(xl,yz,tl,tz)

pode ser representada scb a forma de uma série [17], como

o 0w
Py (¥y0¥5 By ty) = 0 (X080 @y, b)) E:o gzockr(tl'tz) Oux (¥q189)
Quy (Yyity) (III.2)
onde ka(xl,tl) e er(YZ'tz) sdo polindmios ortonormais sob

ponderacdo, de ordem k e r, respectivamente, correspondentes &s

funcdes de ponderacido ¢X(x1,tl) e wy(yz,tz)
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€0

j @X(xl,tl) ka(xl,tl) me(xi,tl) dxl = { é' i z $ (IT1.3)
l, r =n
J wy(yz,tz) er(yz,tz) Qyn(yz,tz) dy2 = { o r*an (II11.4)

o0

Para obter os coeficientes Ckr(tl'tz) basta multiplicar os dois

membros de III.2 por me(xl’tl) Qyn(YZ’tZ) e integrar com respeito

a X, e Yg. utilizando a condigdo de ortogonalidade. Todos os

termos da soma, exceto um {k=m, r=n}, se anulam, e obtém-se entio:

oz o
Con (F1+ B0 = J J Py ¥y ¥pityity) Qupixyst) QO lyy ty) daxy dyy
-0 ~03
(II1.5)
E comum empregar-se as densidades de probabilidade

unidimensionais das variaveis aleatérias como funcdes de

ponderacdo [17]:
¢X(X1,tl) = px(xl,tl)

by (Yorty) = Py (yy.By)
Desta forma permitindo relacionar a fdp cornjunta de x, e Yo as

distribui¢des isoladas de x e y.

Em muitos casos de interesse pratico, resulta gue cmn(ti,tz) = 0
para m # n, levando a uma simplificag@o das expressfes {[17]. O
desenvolvimento da série pode, nestes casos, ser colocado em

termos de uma somatdria apenas:
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2]
Py ¥/ ¥pityty) = Pylx,8)) Py, t)) E:o n (B 8p) Qupbxy.ty) .
Qyn(yz,tz) (I11.6)
onde
Cn(tl’tz) = J J p2(x1’y2't1’t2) an{xl'tl) Qyn{yz't2) dX1 dy2
-0 il * 1
(IIT1.7)

A equacdo III.6 permite encontrar as densidades de probabilidade

condicionais:

p.(x. ,t.)
x 71771 .

Hi~t8

Ocn(tl,tz) an(xl,tl) Qyn(y2’t2) (I11.8)

p (Yz'tzlxz'tl) =

[+3]
py(yz,tz)néocn(tl,t2) Q ., (X, Eq) Qun (¥, ty)  (III.9)
Como ng(xl,tl) = Qyo(yz,tz) = Cy(t ,t,) = 1, o primeiro termo no

desenvolvimento da somatdria de (III.6) corresponde & hipdtese de
independéncia das varidveis aleatdrias, e os demais termos d3o

conta da correlacgao entre elas.

Ao se representar a funcgdo densidade de probabilidade conjunta de
dois sinais através de uma série de poténcias como em III.6, ©

calculo da correlagdo de sinais submetidos a ndo linearidades,
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exXpresso por I1T1.1, resulta en algumas interessantes
simplificacdes. Na proxima segdo far-se-& este desenvolvimento,

particularizando-o para o caso de sinais gaussianos logo a seguir.

1.2. METoDO DIRETO DE CALCULO DA FUNCAO DE CORRELACAD

A substituic8o de II1.6 em III.1 leva a

Reg (b ty) = [ g gty bty Py (Y5 t5) T oyltyty)
-m -
Qun (%1,E9) Oy, ty) dx) dy,
= L chlty eyl f Bxg) Py (3. 80) Qu (%, 8) Ay

=néocn(t1,t2) apn(ty) agn(ty) (ITI.10)
onde a, (t,) = j £lxy) plxg,t;) O (x,,t) dx,  (ITI.11a)
an(ty) = [ 9(yy) By, ty) Q (v, b)) dy,  (III.11D)

Para processos estaciondrios:
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P {yz,t2> = P

Yy

Qun (%1710 = Qpp (¥4)
Qun (¥ E5) = Qup(¥y)
c (ty.ty) = ¢ (7)
ae (ty) = ag,
agn(t) = agn
Resultando
Reg (T) =ngo CplT) Bgn agy (III.12)

Estas equacgdes permitem relacionar a correlacio na saida dos
elementos ndo lineares 3s caracteristicas de correlacdc dos sinais
de entrada. O mé&todo somente se aplica a sinais cuja fdp de

segunda ordem pode ser expressa sSob a forma da série III.6.

Particularizando o cdlculo da correlacdo a algumas situacdes menos
genéricas, pode-se visualizar melhor os importantes resultados
obtides a partir de III.6. Para determinados correladores, os
resultados obtidos levam a solugdes fechadas para a expressdo da

correlagdo, como serd mostrado adiante.
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I1.2.1. CORRELADOR TiPOo MAGNITUDE X NAO LINEARIDADE

Neste caso, apenas um dog sinais & submetido a uma nio
linearidade, como ilustrade na figura III.1. Sera feito um
desenvolvimento genérico para gly) qualquer e f£(x)=x. Em muitas
aplicagBes, gl{y) €& uma ndo linearidade do tipo polaridade do

sinal:

i1 , vz 0
gl{y) = signly) =

x(t)

Correlador

(<)

3

Xy

y(t) () Basico

Figura III.1 : Medida de correlagdo com ndo linearidade em um dos

canais

Este tipo de correlador & denominado "correlador de Stieltjes" [3]

~

[7] [27]. Nestes trabalhos obtém-se ny(t) a partir da funcgao
caracteristica de x e gly), e mostra-se gue mesmo para um
guantizador g(.) grosseiro a estimativa representara uma boa

aproximac¢do do valor de ny{t). 2 abordagem que se faz a seguir &
baseada no desenvolvimento em série da fdp conjunta de x e vy.

Mostrar-se-4 que na verdade existe uma classe de sinails para os
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quais este correlador fornecerd a prépria correla¢do de x e y, a
. - - ct®&

menos de um fator de ganho: E[xlg(y2}} = Rxg(t) = C .ny(t),

sendo gue os sinais gaussianos pertencem a esta classe.

A medida na saida do correlador serad tomada como uma estimativa da

correlagdo de x e y. A correlacgdo tedrica & expressa por:

@x 1]
Rxg(t) = I J X g(yz) pz(xl,yz,r) dxl dy2
- o -0
0 @
= J g(yz) [ J xq p2(x1,y2,t) dxl} dy2 (ITI.13)
- -0 )

0 termo entre colchetes serda designado por 8. Uma expressdo para S

serd encontrada, e posteriormente substituida em III.13.

Supondo que a fdp de 2a. ordem de x e y possa ser expressa pela

série ITI.6, tem-se gue o coeficiente c¢ conforme dado por III.7:

l I

ey = | [ patevy otk o vy @x ay,  (TIT.1g)

Mas, no caso de x(t) e y(t) apresentarem médias n3o nulas, os

polindmios ortonormais de primeira ordem sio
) S .. — (III.15a)

(y2 - y)
_ (III.15Db)
le{yz) =
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(x, - x} Ay, - vy)
1 2
= c, = J I 5 Uy p2(xl,y2,t) dxl dy2
= réy(t) (I1I.16)

Donde conclui-se que o primeiro coeficiente da série & a prépria
correlacgédo normalizada, com x e y centrados na origem

{covarifncia) .

Manipulando a expressao de S:

o

S = I %, pz(xl,yz,T) dxl

= J %q px(xl) py(y2)ngo “n an(xl) Qyn(y2) ax,
© -
m Xl - X
= 1 py(y2) Qyn(yz) Ty [ I n o an(xl} px(xl) dX1 *
=g e X
X
+ f c, 7 Q. (%) P (x) dx, | (TII.17)
Sejam I, e I, a primeira e segunda integral dentro do

colchetes, respectivamente. Tem-se que

0 ,n=l
El = ci,n——-}. ({III.18a)
X, - X
visto gque ——E;—— = Qxl(xl) e El & um caso particular de III.3.
De maneira andloga, como QxO(xl) =1 e cO = 1,
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(III.18Db)

Substituindo III1.18 em III1.17, e tendo em conta que ¢, = r%y(t)

Yo = Y .
8 = p,{y,) magwu~ Ty Ty (T} + Py, x (III.19)
Y

Substituindo S em III.13 resulta

_ x
R0 = [ 9rp) (yy - 7 B iy 7y Ty Wy

Ou
Rxg(t) = K Réy(t) + X gly) (IT1.20)
[ atyp ty, - ¥ p tyy)ay,
onde K = -2 =
a
Y

Riy(t) € a correlagdo de x e y centrados na origem (subtraidos de
seus valcres médios, denominado covarifncia) :

Riy(T} (x, - }E)(y2 -y = ny(t) - XYy

> R, (t) = KR_(t) + (xgly) -Kxy) (I1II.21)

0O resultado obtido mostra que a correlacdo de x e g(y) & idéntica
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a correlagdo de x e y, a menos de uma constante de ganho K e um
"off-set" dado pelo termo entre parénteses na equagdo III.21. A
constante K leva em conta a distorgdo,e correspondente variacio de
energia, aplicada ac sinal y pela ndo linearidade. Para verificar
a consisténcia da equagdo II1I1.21, pode-se fazer gly) = vy, e

obtém-se K =1, levando a Rxg(t) = ny(t).

I11.3. PARTICULARIZACAO PARA SINAIS GAUSSIANOS

Mostrar-se-a a seguir, que sinais gaussianos pertencem a classe de
sinais cuja densidade de prcbabilidade conjunta pode ser expressa
pela série em (III.6), dando desta forma um sentido mais real ao
degenvolvimento feito até aqui. No caso de sinais gaussianos,
sera’ mostrado gque os polinémios Q(.) sdo polindmios de Hermite.
Considera-se o©s sinais x'(t) e vy’'(t), com médias x e VY,
respectivamente, e estaciondrios no tempo. Para facilidade de

cdlculo, define-se

™
cr
It
w

x’"(t}) -

o
rt
]

N

y’' e}y -
onde as novas varidveis x(t) e y{(t) apresentam média nula.

A funcdo densidade de probabilidade conijunta de duas varidveis

r

aleatdrias gaussianas x e y, de média nula, e variéncias o, e GY

respectivamente, e fungdo de correlagdo cruzada Ry é dada pela
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seguinte eguagao [17]

X2 X, Y Y2
_ 1 1 o, 12 72
2 2 o0 2
1 2(1-r7) T Xy ay
P, (x,,Y5) e
2No_ O 1-r2
{I11.22)
Ry
onde r = 3&% & o coeficiente de correlagdo normalizado.
xy

Seja sua fungdo caracteristica bidimensional [17]:

i 2 2 1 2 2
-5 0. W, - R._w. w - 5 0. W
_ { 2 "x 1 Xy 1 "2 2 Ty 2 }
82(w1,w2) = e {IIT1.23)
Expandindo o termo cruzado em série de poténcias:
2 n
“Ry Wi W (‘nywzwz) {_nywlwz)
e =1 - nywlw2 + 5 - ...+ ~
n
® (-R._ w_w.)
-7 Xy 12 (ITI.24)
n=o n!
Substituindo ({(III.24) em {(III.23):
n
1 (szz . szz} = { nywlw2)
. (w. w.) = e 2 x 1 27 ¥
271772 n=0 n!
; ( nywlwz) % (Giwi . Giwg)
~ n=0 n e (ITII.25)

Calculando a antitransformada de Fourier:

-1
Py (X1.¥y) = ¥ {ez(wl'wz)}
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Ou

1 2 nn
(-fﬁ] I J (-1) Wy
- -

” L sz

1 n.n 2 X
Phi f 3w, ¢

- 00

f11]

i J n n

2m | 2 Y2

iw

2Y5

dw

2

(ITT.26)

Aplicando a propriedade da derivada na transformada de Fourier:

onde f (x}

n n n
) ; ny d f{xl) d f{yz)
T n! n n
n=0 dxl dy2
2
__X
{ 2ai]
1

2
X
a| 295
d’ie
dxn
2
X
2
L e 7x H
(_Gx)n Ii
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n
P, (%,,¥,) = € € ; EEXW A H (f&] H {Zg]
2712 TR o, SR o neod axay n! ni{o,, nie,
(ITIT.27)

A equagado III.27 representa a expansdo de II1.22 em série de

poténcias. Comparando II1.27 com III1.6, tem-se

( 1 Z‘Ti
@X(xl} = px(xl) = —— 2 = func&o de ponderacao
/2T O
X
1 *q
1 Q  (xq) = H [——} = polindmio de Hermite normalizado
nx TR G
(IT1.28)
c. = Y = r
n o o
\ Xy

Os polindmios de Hermite pertencem & classe de polindmios que

satisfazem a condi¢d3o de ortogonalidade dada por III.3 visto que

2
X
X X 2
p Hm[E-] Hn{&“} 20y 1, m=n
X X e
n! nt 21 - 0., m = n
o /! /ni / Gx

Para obter-se a expansdo em série da fdp conjunta de x’ e y’', ©s

ginais originais com médias x e y, basta substituir em III.27:

!
38}
Il
!
B~
I
ke
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Nas duas prdximas segdes serdo feitas particularizagdes para nao
linearidades do tipo polaridade do sinal, e obtida a expresséao

para a correlagdo dos sinais fornecida na saida do correlador.

i11.2.1. CORRELADOR TIPO MAGNITUDE X POLARIDADE

0 desenvolvimento apresentado na segdo III.2.1 se aplica
diretamente a sinals gaussianosg, uma vez gue estes podem ser

descritos pela série dada por III.6.

Particularizando para a ndo linearidade do tipo polaridade:
{ 1, vyz0
gly) = sign (y) =
-1, y <90
obtém-se uma grande simplificag¢do na implementagdo do correlador,
permitindo que se trabalhe apenas com a polaridade das amostras 4o
sinal. Desta forma, o processo de multiplicag8o no calculo da
correlacdo se resume a alterar ou ndo a polaridade da amostra de
Xx. A expressdo III.20 serd determinada para este caso particular,

determinando-se o termo K:

43



'(yz— )
. 0 ] . 20
k= = {-[ -9 e dy, +
oy o Gy / 21
-2
_(yzvy)
ot _ 1 20‘;?;
+ J (Yo - ¥) e dy
2 2
0 cry /21
;2
Y
o )
20
2 J ’ 1 Y <7
= —= | Y e dy’ ¥y =Y, - ¥
2 2
o 2
Uy . v / 2n
Y
,2 -2
Y Y
2 o2 ® L2
(~a7) 20 20
- X el ¥ - = /2 el Y (III.29.a)
o’ o /2N
Y ¥ Y
Para se determinar completamente Rxg(t) ainda & necesséario que se
calcule g(y):
y -9)°
® L 202
gly) = J sign(y) -—">— et 4 dy
i O“y / 2T
;20
Yy
Y 202
1 Y , -
- J"—"" e J @y’ = 2 F(y) - 1 (III.29.b)
_}‘, Gy / 21

onde F(y) & a fun¢do distribuicio acumulada:

Y
F (7)) = j p, (a) da
-0
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Substituindo 111.29%9.a e 11I1.29.b em 1III.21, resulta

-2

Yy

2

2o - 20

/2 Y - oy Y /2 Y
Rxg(r) = - € ny(r) + x{2F(y) 1 + p — }

Y Yy

(III.30)

Varias conclusdes interessantes sdo obtidas a partir de IIT1.30. A

primeira delas €& a perda da informagdo da energia do sinal vy,

representada pelo termo Uy dividindo ny(t}. Isto era esperado,
devido & guantizacdo grosseira sofrida pelo sinal y(t). 0O termo
exponencial multiplicando ny(t) representa uma espécie de

atenuacdo introduzida na medida devido ao wvalor médio de y(t)
diferente de zero. Casc o sinal tenha um valor médio muito maior
do que seu desvio padrdc, as amostras na saida do quantizador
assumirdo © valor +1 com uma probabilidade muito maior do que o
valor -1, chegando-se ao limite de apresentarem sempre o valor +1
quando esta relac¢do tender a infinito. Nesta situagdo extrema, o

coeficiente do termo RX (t) em III.30 serd nulo, e o termo a

Y
direita levara a Rxg(t} = %X, o gue indica gue o correlador estara
de fato fornecendo o valor médio do sinal x(t). Quando um dos
ginais, ou ambos, tem  mé&dia nula, chega-se a:
1 2
Xg('c) “E; — ny{t) (I11.31)

Ou seja, a saida do correlador Magnitude x Polaridade, fornecera
diretamente a correlacg8o de x(t) e y(t), a mencs de um "ganho"
dado por va/n /Uy. A poténcia de y(t) pode ser determinada através
de uma medida em separade, ficando entdo completamente determinada

a correlacdo cruzada de x(t) e y{t}.

51



Para o c¢aso de sinais gaussianos, existem outros tipos de
correladores alternativos, para os gquais pode-se chegar a uma
expressdo fechada do valor da medida em fungdc dos parametros dos
sinais de entrada. Um caso interessante €& o do correlador
Polaridade x Polaridade, onde ambos o0s canais s3o submetidos a uma
guantizag¢do extremamente grosseira [7][2]. Sua implementacdo é
extremamente simples, uma vez gue as amostras dos sinais se
resumem a uma varidvel bindria de wvalor * 1. 2 multiplicagfo pode
ser feita com uma simples porta NOR-exclusivo, e o processo de

acumulacio com um contador Up-Down.

H1.3.2. CorreLADOR TiPO POLARIDADE X POLARIDADE

O desenveolvimento analitico de ng(T) para este correlador pode
ser feito diretamente a partir da definicdo da funcdo de

correlacgdo. Os sinais x(t) e y{(t) considerados sdo gaussianos de

média nula e estacionarios.

X | T

— .1 Correlador

v g

L Ry ©)
Basico

yO — +

Figura III.2:Correlador Polaridade x Polaridade
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Os guantizadores sdo ndo linearidades do tipeo

f(x) sign(x)

gl(y) = signl(y)

e podem também ser expressos por

fl{x) = 2 ui{x) - 1

onde u{x) & a func¢do degrau unitério. Tem-se entdo:

o0 o3
ng(t} = J J (2u(x,) - 11 f[2uly,) - 1] py(x;,y¥,,T) dx; dy,
oo o0 o 14}
= J J p2(xl,y2,t)dxl dy2 - ZI j u(xl)pz(xi,yz,t)dxl dy2 -
i < - {0 o ~ 00
2] 21] 23] 0
- 2J f uly,)p, (%, y,,T)dx, dy, + 4[ I ulx July,)p, (%, y,, T)dx, dy,
as] -0 e —&o
- -1+ 4J’ I u(x,)uly,) D, (%, y,,T) dx, dy, (111.32)
o -G

Chamando de I a integral em III1.32 e desenvolvendo-a:

' xz X, X y2
1 1 172 2
w o - 3 3 -2r0_0_ + 5
1 2(1-r7) oy Xy o
Ixjj e deidyz
cC © ZHGXG 1—r2

mudando para coordenadas polares:
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1 pTcosTe pzsenecose pzsenze
- - 2r +
/2 = 2(l—r2) oi Tx7 03
I = J J e pdpde
G 0O znaxa 1—r2

Para prosseguir no desenvolvimento serd feita a hipdtese de que

o =0 =0
X Y
2
s [1 - e v
- - ¥ sen2e
1 n/2 2(1-r%) ¢?
I = J I p e dp de
Bnaz 1—r2 g 0
1—r2 n/2 .
= 27T J 1 - T senZe ae
0
da tabela de integrais [18], tem-se gue
n/2
/2 N tge - ¢
de = S arctg
1 - r sen2e 5 5
0 1-r -1
0
= 1 LS arctg 3
2 2 2
1-r i-r

Pode-se relacionar arctg a arcsen através do seguinte trifngulo:
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onde o = arctg ——=——— = arcsen r , o que leva a

1 2
I = '"""Z‘“— {:1 + -'_n_— arcsen r:l
e substituindo em IIT.20:

2
Rgg(r) = -—— arcsen r (111.33)

Conclui-se de III.33 que o correlador Polaridade x Polaridade,
apesar de submeter os sinais a duas fortes nd3o linearidades,
preserva a informagdc da correlacgdo dos sinais originais x({t) e
y{t). No entanto, a informagdo das energias dos dois sinais &
perdida, o gque & bastante natural, e nfo chega a ser uma limitacédo
uma vez gque podem ser medidas separadamente. 0 grande
inconveniente de III.33 do ponto de wvista pratico & gque a relacdo

entre R, (t} e R (t) se d& através de uma fungdo do tipo arcsen.

fg Y
Egste resultado foi pela primeira vez mostradoc na literatura por

Van Vieck [9].

Para valores pequenos de r, a distorcdo da medida & menor. Um
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valor pequeno de r implica em amostras pouco correlacionadas, ou
tomadas a uma distdncia T bastante grande, caso 0Os sinais n3o
sejam periddicos, Jja& que a medida que se distanciam, as amostras
tendem a ficar independentes, fazendo Rx (w) = x y . Como foi

Yy
feita a considerag8io de que x = y = 0, ny(oo) tenderd a zero.
Logo, quanto mais distantes as amostras, menor a correlacdo e
portante menor a distorgdo de medida introduzida pelo correlador

Polaridade x Polaridade.

Para o caso de sinais com médias ndo nulas, pode-se também obter
uma aproximagdo para o caso onde eles s3o pouco correlacionados,
por exemploc guando as amostras estdo bastante distantes entre si.

Neste caso, com 08 sinais submetidos a uma ndo linearidade do tipo

sign{.), a correlacdo fica

Reg (=) = | signix) p,(x)) ax; [ sign(y,) p,(y,) dy,
- - )

onde as integrais correspondem & média de sign(x) e signl{y),
respectivamente. Para sinais gaussianos, tal média & dada por

ITTI 29.b:

R, (=) = {2 F(x) - 1] [2 Fly) - 1] (II1.34)

x - / 2 x
Quando o << 1, resulta que 2 F(x} - 1 = = "o

g =) ® ,,_7:.,,,,.?5_%1_,
g noo,
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Isto explica o porqué da baixa distorg&@o deste correlador para
valores pequenos de r. A saida do correlador tende a ser o produto
dos valores médios de sign(x) e sign(y), caso x e y sejam quase
independentes, 0s quaig por sua vez tendem a ser proporcionais a x
e vy gquando x e y sé&o pequenos em rela¢do ao desvic padrdo do

sinal.

As técnicas apresentadas em III.3.1 e I11r.3.2 levam a
implementagdes bastante simples de correladores, porém restritas a
aplicagbes com sinals gaussianos. Seu emprego com sinais ndo
gaussianos ou cuja fdp nd3o possa ser expressa pela série de

poténcias dada por III.7 resulta em expressdes para R, _(T)

fg
dificeis de serem tratadas matematicamente, & ndo sfo consideradas

nesta secio.

Além disso, © correlador Polaridade x Polaridade & um estimador
polarizado, de acordo com III.33, o gue pode limitar sua aplicacio

em alguns casos praticos.

Ha um grande interesse, portanto, em investigar outras possiveis
implementagfes gue eliminem & polarizagdo do correlador e gue

independam da fdp dos sinais de entrada.

Existem outras técnicas de medida que preservam a simplicidade de
implementagdo, e permitem estendé&-las a sinais gue apresentem uma
fdp qualquer. S&o aquelas que fazem usce de uma fonte de ruido
auxiliar, o ruido de "dithering", e s3c tratadas nos préximos

capitulos. Estes s8o resultados de grande interesse préatico, e as
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circunstdncias nas quais elesgs se aplicam serdo detalhadamente

analisadas, bem comc o erro estatisticc da medida.
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CapiTuLO 1V

MEDIDAS DE CORRELACAO COM EMPREGO DE "DITHERING”

0 "dither" & um sinal de alta frequéncia adicionado aos sinais de
um sistema com © objetivo de modificar sua caracteristica
nio-linear [1%]. Isto & muito Gtil nos casos onde algum processo
de média (por exemplo, alguma filtragem passa-baixas) & realizado
apds submeter o sinal a uma ndo-linearidade. Fazendo o sginal na
entrada do sistema excursionar rapidamente ao longo da
caracteristica ndo-linear de um elemento, ¢ "dither" tem o efeito
de tirar uma média da ndo-linearidade, tornando-a mais suave e em
certo sentido "menos ndo-linear". Geralmente o espectro do ruido

de "dithering"” se estende acima da frequéncia de corte do sistema.

Mostrar-se-a neste capitulo gue a caracteristica média do sistema
com "dithering" depende da fdp deste ruido auxiliar. O sistema
equivalente resultante apresentaré uma caracteristica
correspondente a convolugdo da curva ndo-linear original com a fdp
do ruido adicionado. No caso particular onde o©os elementos
ndc-lineares tratam-se de quantizadores, as descontinuidades
provocadas pelo processo de quantizagfo poderdo ser suavizadas e
assim minimizada a distorglo por ele introduzida. Toda a andlise

subsequente baseia-se nesta propriedade.
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aAntes de ser submetido a uma quantizagdo grosseira, o© sinal de
entrada € somado a um ruido branceo, estaciondrio, de média
zero e cuja distribuicdo deve satisfazer determinadas condigdes,

como serd mostrado adiante. E necessério impor uma limitaclio em

amplitude ao sinal de entrada.

R (®
x(t) y 2(1)
—=H=> 1) A
Correlador R.. @ )
> R,y
i
o (1)

Figura IV.1l: Correlador com "dithering"

IV.1. CLaSSES DE DISTRIBUICAO DE  "DITHERING" QUE LINEARIZAM A

MEDIDA
Quando ambas as entradas z(t) e w(t) estdo sujeitas a
quantizadores genéricos, com a{t) e Bt independentes, a

correlagdo tedrica de f(x+B) e g(yv+a) & dada por:

o 0 21} ©Q
Reg(0= | | | ] o488y, 40,00, (x, v, D, (8, )p, (o) dx, dy a8, da,
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@ o

- j j £(x,) §¥,) p,(x ,vy,) ax dy, (IV.1)

onde
Ex,) =| £(x,+8,) py(B,) 8 (1v.2.a)
g(yz) =J g(y2+a2) pa(a2) da2 (IV.2.b)

Bl + 4]
sdoc denominadas fungdes de transferéncia médias dos guantizadores.

A equagdo IV.1 mostra que o correlador pode ser visto

como apresentando elementos ndo-lineares do tipo £(.) e g(.}) nos
canais x e y, respectivamente. Demonstrar-se-& gue existe uma
classe de distribuig¢des de ruido de "dithering” para a gual tem-se

f(x) = x e gly) = y.

Para o casc pratico de uma implementacdc digital, onde ny(t)

t=kT
= ny(k) e 0 correlador emprega filtro passa-baixas de resposta
o0
impulsiva hn’ tal que Zh = 1, e se tenha a linearizag¢doc média
dos guantizadores com f(x} = x & g(y) = y, mostra-se facilmente
que o estimador € ndo polarizado em regime:
I .
E{ny‘k)] = lim ) E(f{Xn—i+8n—i)g(yn—i—k+an—i—k)]hi
N—>w :
i=0
]
= Rgo (k) Y h, = Reg (K) = R (K) (IV.2.c)
i=0

Por facilidade de notacgfo, cos indices 1 e 2z em X 'Y, ,81 e o

1 2

serdo suprimidos. Deve-se ter sempre em mente no entanto que x e y
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denotam os valores das wvaridvels nos instantes ¢ e t

respectivamente, o mesmo valendo para B & «.

x) ,.__i—_-_
o

b b ST L By By X

Figura IV.2: Curva do Quantizador

Supondo f{x) a curva de um gquantizador genérico como o da figura
IV.2, com numero finito de niveis igual a J + N, pode-se escrever

(manipulando IV.2.a):

2]

F(x) = [ £(8) py(B-x) B (1V.3)

— o0

Considerando pB(B) simétrica em relacdoc & origem (funcdo par), a
equacdo IV.3 fica equivalente a uma convolugdo, ou seja, a curva
de transferéncia do "quantizador médio" resulta da convolucdo da
forma original do guantizador com a fdp do "dither". Assim, seréa
possivel suavizar a curva do quantizador e minimizar sua distorgédo

pela escolha apropriada da fdp do ruido auxiliar.

Desenvolvendo IV.3 obtém-se:
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b b
N-1 k+1 -J
G = T a, | pgie-x) ag +a_; [ pgle-x) a + ay_, [p(B-x) a8
bk - bN

(1IV.4)

O primeiro termo da equagdo IV.4 resulta do trecho em "escada" do
gquantizador, ocnde nao ocorre  saturagdo. Os dois termos
seguintes levam em conta o efeito da saturag¢do.Usando a funcédo

distribuicdo acumulada F{x), obtém-se

N-1
t{x) = % ak[FB(bk+l—x)—F8(bk—x)]+ a*JFB(bMJ—x) ¥ aN_l[l—FB(bN—x)]

dg
com ? J PB
Prosseguindo na manipulacgio,

N-1 N-1

fix) = Yy a F, (b -X) - ¥ a, F_(b, -x) +
ke T k"B ' Tk+1 T k"g 'k

N N-1
tix) = r a, . Folb, -x) - Yy a F, (b -x) +
k=-J+1 k-1 B k k=-J X B K
+ a“JFB(b“J—x} oAy [1 FB(bN x)}
N-1
f(x) = D [a - ]F (b, -x) + ay_ (IV.5)
Ke—T+1 k-1 "kj"B "k N-1

Ou, supondo ruido de "dithering" com distribuic¢do simétrica em
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relacdo a origem FB(bk-x) =1 - Fs(x—bk), o que leva a

N-1

E(x) = >z [a -a, }F {(x-b, ) + [a _
keTg41 Uk Tk-1)78 k N-1

N-1

- ) [a - )] (IV.6)
k=-J+1 L K k-1

A fungdo de transferéncia para o quantizador com "dithering" fica
mais suave do que a do gquantizador original. Ao invés de
apresentar transicbes abruptas entre os niveis de quantizacgdo, a
nova curva de transferéncia transiciona suavemente entre os niveis
com uma funcgdoc dada por uma somatdria de termos do tipo

}F (x«bk).

(a-ay 1)1 Fg

n

N

curva media
o

-5 0 5
X
Figura IV.3: Curva de transferéncia média do gquantizador
uniforme com "dithering" gaussiano.
Pode-se compreender de maneira intuitiva © que ocorre. Tomando a
curva de um guantizador uniforme, com arredondamento, como
ilustrado na figura IV.4, com distdncia g entre os niveis, se for
aplicade um sinal constante x = g-8 & sua entrada, ter-se-& na
gsaida f(x) = —%— . Seja 8§ << g, isto leva a um erro de quantizacdo

€ = —g—. Considerando agora que um ruido B(t) seja adicionado a x,
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e que B(t) seja branco, uniformemente distribuido entre - m%m e %

m%—, e possua média zero. Neste caso, f(x) assumird valores —%— e

L com uma probabilidade que depende do valor de x.

2
g aq 1 1 é
Pf{x){ 2 ] = [ 27 7 6] g T 2% g
P (ﬁ_g...]z[“g“_a]lxl_a
f{x){ 2 2 q 2 q

Se for extraida a mé&dia do sinal f{x), acumulando seus N Gltimos

valores e dividindo por N, por exemplo, tem-se

o (4] () e

0 qgue se observa & a ocorréncia de —%— com uma probabilidade

ligeiramente maior do gue a de —%g~ , fazendo o célculo da média
tender a g - 8. Este & o proprio valor de x aplicado & entrada do

sistema. Enquanto o guantizador fornece apenas 6 possiveis niveis
em gua saida, permitindo representar x(t) com 3 bits, a saida do
quantizador com "dithering” e um bloco para calcular o valor médio
pode fornecer o valor de x(t) com uma resolugdoc maior, dependendc
da precisdo da aritmética empregada no calculo da média. A medida
de x(t) segundc este método estd sujeita a um erro estatistico, o
qual depende da poténcia do ruido de "dithering" empregado. A
adicdo de ruido de "dithering” tem sido um dos métodos empregados
para aumentar a resolucdo de conversores Analdgico-Digital em
determinadas implementacdes. Na referéncia [20] discute-se uma
implementacdc deste tipo de conversor e uma série de resultados
s3c apresentados relativos a seu desempenho. O efeito do "dither"

-

no ruideo de gquantizagdo & tratado em detalhes por Wagdy [21] e
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Schuman [22]. Castanie [4] comenta aplicacgbes que ele denomina
"computagdo estocastica", na gqual emprega-se "dithering" para
aumentar a resolucdo de calculos numéricos em unidades de

processamento aritmético de computadores.

f(x)

3972

Figura IV.4: Curva de transferéncia do quantizador proposto

De maneira mais genérica, para se ter f({x) = x, linearizando a

funcdo de transferéncia média, €& necessaric gue

N-1

N-1
) {a -a, }F (x-b, ) +[a .- x (a -a, ]} = x (IV.7)
fep Uk Tk-1)78 Kk N-1" , _“., Uk Tk-1

para x pertencente & 7regido onde ndo ocorre saturagdo do

quantizador:

ou, diferenciando ambos os lados em relagdo a x:
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N-1

)3 [a - )p {x-b, ) =1 (IV.8a)
K=-J+1 k "k-1)78 k
Com o mesmo procedimento, conclui-se que g(y) = y se
N-1
) (c ~Cy_ ]p (y-d,) =1 (IV.8b)
K=o g1 k "k-1)%a k

onde C) © dk sdo og niveis do quantizador do canal de y(t) e pa(a}

& a fdp do ruido de "dithering" correspondente.

Se f(x)}) = x e gly) =y , entdo chega-se a conclusioc fundamental de
que ng(f) = ny(r) em IV.1l, fazendo de ny(t) um estimador nao
polarizado, de accrdo com IV.2.c. Este & um resultado bastante

significativo na busca de técnicas que simplifigquem a

implementacdo de medidores de correlacio.

Particularizando para © quantizador uniforme, com arredondamento,
e sem "zona morta" na origem (figura IV.4), para o gual

a; = qli+ —5)

il

bi g i
J = N

regulta gque a condigde para linearizar a medida fica

N-1
9 I  Pglx-gi) =1 (IV.9a)
=~N+1
N-1
q X p,ly-qi) =1 (IV.9b)
iz=-N+1

O ruido com distribuigdo uniforme entre -A e A (A = g/2 no caso do

gquantizador uniforme} & um caso particular de sinal que satisfaz
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IV.9 e corresponde a minima largura de faixa de distribuig¢do ainda
capaz de linearizar a medida.A figura IV.5 ilustra outra
possibilidade de distribuigdo de ruido gue apresenta a propriedade

IV.9.

patﬁ}
<2 a2 8
g%uqn
4

Figura IV.5: Ilustracgdo grafica da condicdo IV.9

Chang e Moore [3] mostram resultados similares, partindo de outra
abordagem, a partir da fungdo caracteristica do ruide de
"dithering". Olhando por egte lado, a condigdo IV.9 acima &
equivalente a dizer, no caso de quantizadores uniformes, gque a
fungdo caracteristica do ruido de "dithering" que lineariza a
medida tem cruzamentos de zero periddicos, onde o© periocdo &
definido pelo tamanho do degrau de quantizacdo g (g = ay -y 4
¥ k). Do ponto de vista tedrico os dois critérios s&o
equivalentes. No entanto, na forma apresentada em IV.9 pode-se
resolver problemas praticos de forma mais direta, como por exem?io
determinar empiricamente se uma dada fonte de ruido serve para

linearizar a caracteristica do quantizador e dentro de duais
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limites de aproximagdo. E também interessante observar que a
equagdo IV.9 apresenta a mesma forma da condicdo de Nyquist para
transmissio digital, onde o canal de transmissdo que satisfizer
esta condig¢8oc resultard em interferéncia intersimbélica nula nos
instantes de amostragem do sinal na recepg¢do, pelo fato de sua
resposta impulsiva apresentar cruzamentos de zero periddicos a

cada T segundos (sendo T ¢ periodo de amostragem).

0O ruido com distribuic8o uniforme di& a melhor solucdo gquando se
deseja medidas precisas da correlac¢do. No entanto, quando se trata
de sinais de faixa-larga, torna-se dificil criar um ruido de
"dithering” uniformemente distribuidoc e com caracteristicas
espectrais de ruidc branco. Nestes casos, uma alternativa & o
emprego de "dithering" gaussiano, para o gual & mais fécil obter

sinais de frequéncia elevada e baixa correlacdo das amostras.

0 ruido gaussiano ndo satisfaz a condigdo IV.9, no entanto, a
escolha de um valor suficientemente grande para a varidncia pode
levar a uma boa aproxima¢do da caracteristica linear desejada,
como €& dlustrade nas figuras IV.6{(a} a 1IV.6{(d), para um

guantizador com N = 4 e g = 1.

Para tal, define-se o errc mna condigdc de linearidade do

quantizador como a medida de quanto a somatdria em IV.S diverge de

i

N-1
erro{x} = q ¥ pB(x—qi) -1
i=-N+1
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Estas figuras ilustram como se comporta a curva de transferéncia

média f{x) para duas situacbes diferentes de variéncia do ruido de

"dithering"
4 T 0- e
- 2_ ""0.2
g £o4
X -U.4}
Eo e
> @ -0.6}
3 ol
i -0.8}
4 5 0 5
X
{a) (b)

curva media

(c) (d)

Figura IV.6:(a) Curva de transferéncia média
4= 0.5, N=4 e g-=1

(b) Gréfico de erro(x) com pB(B) gaussiano

(c) e (d) : repetido para 04= 1
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Castanie [4] argumenta que para > 1 0 erro na caracteristica
linear terd reflexos despreziveis na medida de correlagdo. A
figura IV.6.c ilustra f(x) para o caso 043 = Q- De fato, percebe-se

gque o erro & minimo, o gque & um resultado de grande importéncia

pratica.
0 ruido de "dithering" pode ser empregado de duas maneiras:

a) com guantizacio extremamente grosseira (1 bit, tipo

polaridade) :

Neste caso, a linearizagdo do quantizador somente serd obtida com
"dithering” wuniforme. A funcdco de transferéncia média do
quantizador serd linear apenas para sinais de entrada pertencentes
ao intervalo [-A, A]l. Isto requer gque o sinal de entrada seja
limitado em amplitude, e em geral este terd poténcia menor do que

o ruide de *dithering".
b} com quantiza¢do medianamente grosseira {alguns bits somente}:

O sinal de entrada pode assumir valores fora do intervalo [-A,A}.
Ndo & necessario que a distribuicgdo do "dithering" seja uniforme,
basta gque a poténcia seja suficiente para ‘“ultrapassar" a

disténcia entre nivels de quantizacgdo.
Em ambos os casos, o "dithering" promove uma linearizagdc da
gquantizagdo. No caso (a), isto & necessaric para sinais de

qualguer amplitude. No caso (b), principalmente para sinais fracos
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comparados com o primeirc degrau de gquantizacdo, pois neste casc ¢

guantizador comporta-se como se fosse de um bit apenas.

E importante notar que no desenvolvimento da condico IV¥8 para
linearizagdo da medida de correlacgdo, nenhuma restricdc foi feita
a respeito das propriedades das fdp’s dos sinais de entrada x(t) e
y(t), exceto que x(t) seja limitado em amplitude, garantindo a

aplicabilidade do método a gquaisquer tipos de sinais.

Até aquil mostrou-se que em média a saida dog correladores com
"dithering" € igual & prédpria correlacgdo dos sinais de entrada,
uma vez gue o ruido de "dithering" satisfaga a condigdo IV.8. Em
se tratando de uma estimativa da fun¢doc de correlagdo, &
importante que se determine para gxy(r) a variancia da medida. Tal

desenvelvimento serd feito nas segles seguintes para cada tipo de

correlador baseado no emprego de "dithering".

[V.2. DETERMINACAO DA AUTOCORRELACAO DO ERRO EM CORRELADORES

coM "DITHERING"

Para cada deslocamento T de x(t) em relagdc a y{t), o correlador
fornece uma saida. Para cada uma destas saidas sera determinado o©
erro estatistico da medida, na forma de sua funcdo de
autocorrelagdo. Este desenvolvimento permitird caracterizar o erro
da medida, e comoc ele estd relacionado as propriedades dos sinails

de entrada. Dos resultados obtidos também poderd ser derivada a
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varifncia da medida.

Considera-se uma implementag¢do digital do correlador, onde hn
representa a resposta impulsiva do filtro passa-baixas
responsdvel pelo processo de média no célculo da correlagdo. A

figura IV.7 ilustra o processo de cdlculoc do k-ésimo coeficiente

de correlacio: ny(r) T=kT= ny(k), onde T & a vresolucgdc do
correlador no  tempo. Kirlin (23] faz um desenvelvimento

semelhante, porém considerando o ginal amostrado como um trem de
pulsos de largura A e a varidvel tempo (atraso T) continua. Aqui

serd dada uma abordagem com a varidvel tempo discretizada.

{
X0 —3) ) —
? | R &)
W, § : ha ny
Yn—=5 § |

g()

£z, 8% .y

Figura IV.7: Ilustra¢@o do processo de calculo do k-ésimo

coeficiente

Na saida do multiplicador tem-se

“n,x £z glwy )
Neste ponto, © erro gque se tem em relagdo ao valor tedrico da

correlacdo de x(t) e y(t} é

= ¢ - R (k)

en,k n, k Xy

e sua autocorrelagdo & dada por
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E{Cn,kcn~j,k} T Ry (B (IV.10)

-

0 termo esperanga na eguagao IV.10 & dado por

E{cn,kcn—j,k} = E{f(zn)g(wn_k)f(zn_j)g(wn_j_k)}

-

Como o ruido de "dithering" & suposto ser branco, o calculo da

esperanga para j * 0 leva a

st <[ T T T T T ] eonemat o

n-j n—j}g(yn—j—k+an—j—k)p4(Xn’yn—k’xn-j’yn—j—k)

pig )pla, W IpB, _Ipla, o Jdx dy, ,dx_  .dy

n-j-kn n-k "n-j  n-j-k

Realizando primeiro as integragdes em relacdo as varidveis dos
-dois ruidos de "dithering" , obtém-se as fungdes de transferéncia

médias dos dois quantizadores:

[ [ o s, &, 587,55

o x
E{cn,kcn+j,k} = I I
- -

Pé(xn’yn—k'xn—j’yn-j—k) dxndy dx _.dy

k& s (1V.11)

n-j-k

Assumindo que ambas fontes de ruido apresentem distribuicles que
satisfacam IV.8, as funcbes de transferéncia médias ficam

linearizadas e IV.11l torna-se
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E{Cn!kcn*j,k} = E{Xn yn_k Xn—j Yn_j_k} (IV.12)

Considerando agora 3 = 0:

fee] oo oo oo

2 2
E{Cn,kcn—j,k} - I J f I £ (Xn+8n)g (Yn—k+an—k)P2{Xn‘yn~k)
p(Bn)p(an—k)dxndynwkdﬁndanmk

Novamente, integrando primeiro em relagdo as variadveis a e B, e
definindo a fun¢do de transferéncia gquadratica média para os

gquantizadores, obtém-se:

2 2
E{Cn,kcn—j,k} = J j £ (Xn) g {yn—k) p2(xn‘yn-k) dxndyn—k
2 2
= E{ £ (xn} g” vy k)} (IV.13)
Juntando os resultados obtidos,
E{Xnyn—kxn»jyn~j—k} - uxy(j’k) » 3 %0
E{cn;kcn_j’k} = < (IV.14)
Bl £2(x ) g%(y_ )} = u. (0,k) i = 0
n’ 9 Ynox fg '’ 1=

onde 4 €& o momento misto de 4a. ordem. Substituindo IV.14 em

Iv.1i0, resulta:

75



Mo (3.0 - RE G0, 3 =0
Re(k;]) = 2 . (IV.}.B)

IV.2.1. AUTOCORRELACAO DO ERRO APCS FILTRAGEM

O erro do k-ésimo coeficiente apds filtrado por h fica:

onde * denota convolugdo. A sua autocorrelacdo serd dada por

Roelk,J) = es(n)*e.(n-3) = [en,k * hn}[enwj,k * hn-j] {(IV.16)
Pode-se mostrar gue o desenvolvimento da expressio IV.16 leva a:

Ref(k,j) =m§_wRe(k,j~m) Ry (m) (Iv.17.a)

o
onde Rh(m) = 3 hi hi+m , sendo denominado autocorrelacdo da

regposta impulsiva hn. Notar gque IV.17.a & a convolucgdo de Re(k,j)

e Rh(j).

Com este resultado, pode-se determinar o espectro de densidade de
poténcia do erro, aplicando-se a transformada de Fouriler em

relagdo ao indice j na eguacgdo IV.17.a:

Rer (1) = 7 {Ree i1} = 9 {r ot} 7 {r, (9]
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.‘Ref}(;w) = fRek(v) [H(w)]2 (IV.17.b)

Como era de se imaginar, a equagdo IV.17.b mostra gue o errc serd
tanto menor quanto menor for a &rea sobre a curva delH(w)lz.
Quanto mais estreita for a faixa de passagem do filtro passa
baixas, e mailor a atenuagldoc na faixa de rejeicdo, aproximando-se
de um.circuito realizador de média ideal, menor serid o erro na
medida da correlag¢do. Quanto mals préxime desta situacdio for o
filtro, porém, maior serd o tempo necessdrio para a saida do
filtro atingir o regime (valor médio do sinal de entrada do

filtro) .

Em geral, no decorrer deste trabalho gerd desprezado o transitdrio
do filtro hn, considerando-se a situagdo de regime onde as

amostras do produto f(zn)g{wn_k) jd& vem sendc aplicadas asua

entrada ha bastante tempo.

Serdo considerados dois tipos de filtro passa-baixas. O primeiro
implementado com circuito do tipo acumulador, onde se acumula N
amostrags e o resultade & dividido por N. O sgegundo um f£filtro
passa-baixas de primeira ordem, com resposta impulsiva

hn = (1—a}anu(n), onde u(n) & a funcdo degrau unitéario.
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IV.2.1.1. DESENVOLVIMENTO DE REF PARA FPB DO TIPO ACUMULADOR

Considerando um caso simples de hn, onde o filtro passa-baixas &
apenas um acumulador das N dltimas amostras do produto
f(z ) .glw, 4 )., sera determinada a expressdo da autocorrelagdo do
erro da medida. Apds acumular N amostras, o valor no acumulador &
dividido por N, gerando uma estimativa de ny(k). O filtxo do
tipo acumulador é de grande interesse préatico, principalmente
gquando um dos canais sofre gquantizac¢do do tipo sign{x), e apenas
um bit da amostra é processado (polaridade). Neste caso, o
acumulador pode ser implementadc com um simples contador digital.
A cada N amostras do sinal de entrada o valor acumulado & dividido
por N, gerando uma nova estimativa da correlagdo, & o contador &
"resetado", iniciando novo periodo de acumulacd3co das amostras.
Portanto, o8 instantes de observagio do resultado sdo agueles

miltiplos de N.

Suponha que a resolugdo do correlador em t seja de T segundos, ou

seja, estima-se ny(r) nos peontos T = k. T (k=0,1,...P-1),
conforme o esquema (a) da figura 1II.2. Para efeitos de tratamento
matematico, o acumulador como descrito acima pode ser modelado por

um filtro transversal de resposta impulsiva
£, n=0,1,2,...,81

0 , caso contrério

cperando com intervalo de amostragem T segundos, sendo a saida do

filtro transversal amogstrada a cada N amostras, sofrendo uma
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espécie de "decimagdo". Ou seja, somente toma-se amostras de

ny
descartando-se as demais. Observa-se gue scmente € possivel medir

(k) nos instantes miltiplos de N (n = i.N , i= 0, 1, 2, ...),
a autocorrelagdo do erro para j = 1i.N.

Caso N seja elevado e se deseie obter medidas intermediédrias da
fung@o de correlacgdo, pode-se empregar varios filtros acumuladores
na medida de cada um dos coeficientes de correlacgdo, operando em
fases distintas. Isto significa que cada acumulador sofre "reset®
e inicia um novo periodo de acumulacdo de amostras em instantes de
tempo diferentes. Seja f o nOGmero de fases, com N mGltiplo de £,
entdo pode-se obter estimativas de ny(k) nos instantes miltiplos
de N/f {n = i.N/f , i= 0, 1, 2, ...). Para este correlador &

possivel medir a autocorrela¢do do erro para j = 1.N/f.

0 desenvolvimento tedrico serd feito para um valor j qualguer
(correspondendo & autocorrelagdo do erro na saida do filtro
transversal), bastandc particularizar para j = i.N ou j = 1.N/f

guando desejado.
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Relogio

fZn3.g(Wn+k)
T —
, + 5 |
W) D) (D () -
l + } R (kn)

Figura IV.8: Modelo do correlador com acumulador

Tem-se entdo:

[e]
Ry (m) = . Lohy
=-m
0 . |m| > N-1
= i
25 [-Imlen]  qm s N1
N
Substituindo em IV.17:
1 N-1
R__(k,,N) = = ¢ [N—]ml] R_(k,j-m)  (IV.19)
et N2 m=~N+1 e

Trocando Re(k,j—m} pela expressdoc IV.15:

Para -N < J < N:
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e (0,k) -
N°  m=-N+1 N* tg
m#j
1 N-1 > .
- L [N_lm[] RZ (k) (IV.20)
N =-N+1 Y
Mas © dltimoc termo em IV.20 & simplesmente Riy(k):
; N1 N-]3] 2
R_.{k,j,N) =5 T [N”Iml]u {§-m, k) + M. {0,k) - RS (k)
ef Nz e N+l Xy Nz g Xy
m# j (IV.21)
Para |j| = N:
1 N-1 2
ef N2 m=-N+1 xy Xy
( 1 N-1 2
= | -z ) [N~|m|} H (j—m,k)] - RI_(k) (Iv.22)
N:2 m=-N+1 4 xy
Juntande os resultados IV.21 e IV.22:
']
;N1 N- |3 2
—— L [N“|ml]ux (3-m,k) + 23 Me (0,k) - R (K
N m=-N+1 Y N g Y
m¢j Y !:J|< N
Ref(k,j,N) =
[ ;N1 2
e 3 [Nwiml} u (j—m,k)) - Ry, k), [J]= N
N®  me=-Ne1 Y Y
. (IV.23)

A expressdo IV.23 é& um importante resultado. Ela relaciona o erro
na medida de correlagdo as caracteristicas dos sinais de entrada.

Pode-se inclusive determinar caracteristicas espectrais em
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frequéncia de tal erro desde que sejam  conhecidas as

caracteristicas dos sinals de entrada.

O valor absoluto do erro na forma de sua funcdo de autocorrelacéo,
como obtido, pode néo dar isoladamente o pardmetro de avaliacdo de
desempenho desejado. Mais do gque seu valor abscluto, &
interessante relaciond-lo e compard-lo ao erro produzido por um
tipo de correlador tomado como referéncia. Seja tal referéncia o
correlador Magnitude x Magnitude, sem "dithering", gque apresenta
melhor medida real (fisica) possivel. Estendendo o desenvolvimento

acima a este correlador, obtém-se para ele (referéncia):

N-1 .
. 3 . N-|i] 2
R _{k,j,N)=—5— {N— m] -m, k 0,k}) - R x)
k3 2 =—12\:7+1 | luxy(j )+ 2 uxy( ) Xy(
m#j
(IV.24)
onde nota-se que uxy(o,k) = R 5 2(k).
XY
Relacionando IV.23 e IV.24:
R_(k,3,8) + -2zl R . (k) - R ()|, {jl< N
et N2 f2g2 X2y2 !
R_(k,j,N) , lilz N
(IV.25)
notando gue ufg{o,k) = sz 2(k)‘
g
Ou, considerando apenas a variéncia da medida (j=0):
0% (k,N) = R__(k,0,N) = 02(k,N) + —=— IR . (k) - R (k) | (IV.26)
= ! ef ! r ! N 2 2 2.2 )
R g xy
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IV.2.1.2. DESENVOLVIMENTO DE REF PARA FPB DE PrIMEIRA ORDEM

Para este filtro tem-se hn = (1-a)a™u(n). O fator (l-a) garante

ganho unitédrio na faixa de passagem. Cada coeficiente de

correlagdo sendo medido requer um multiplicador por (1-a), um
somador e um atrasador. Cada amostra do produto f(z ).glw, ,) ,a0
ser filtrada, produzird uma nova estimativa de ny(k). A equacgdo a

diferencas do filtro, para um dado coeficiente de correlagdo sendo

estimado, & dada por:

R {(k,n) = a R
by

xy {k,n-1) + (i-a) f(zp)g(w

V' 1 n—k)

0O processo de calculo de Rog é andlogo ao desenvolvido na segdo

anterior. Deve-gse iniciar calculando

Ry(m) = ¥ hyhy o
k:-—tx}

2

. ioe) ol m (1V.27)
Substrituindo em IV.17.a, obtém-se
z 0
. o (1-a@) {m|  _

Ref(k,j,a) = '—-—-2— z o Re(k,} m) (EV_ES)

1-o ke-o

Introduzindo IV.15 e manipulando a expressdo,resulta
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1-u |m] . 1-o |3 ] _ 2 2
T+ mﬁgm « “xy(j m K} o+ Tra & “fg(o'k) 1+ xy(k)
m= ]
{IV.29)
Do mesmo modo como IV.23, esta expressdc €& um importante

resultado, uma vez gue relaciona o© erro na medida com as
caracteristicas dos sinais de entrada e o parametro o do
FPB do correlador. O gual por sua vez estd diretamente relacionado
a faixa de passagem do filtro. Quanto mais préximo de 1, menor

serd a faixa e também 0 erro na medida.

Para se relacionar Ref com o correlador Magnitude x Magnitude,

definido como referé&ncia na segdo anterior, basta fazer

.ufg(O.k) = uxy(o,k) =R 5 5(k) (IV.30)
Y
para obter
o) = . 1-« 5] i
Ref(k,J.a) = Rr(k,].a) T @ [sz 2(k) R 5 2(k)
g Xy
{(IV.31)

A variéncia da medida do k-ésimo coeficiente de correlacdo é

obtida fazendo j=0 na expressdo acima.

0 erro adicional gque surge no correlador com "dithering" e
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ndo-linearidade estéd diretamente ligado a distorcdo introduzida &
correlacgio R 5 2(k) rela ndo linearidade.0 erro diminui & medida
Xy

5 5 > R 5 5 Pode-se também fazer este erro adicional
f7g Xy

diminuir aumentando-se o valor de N (filtro acumulador) ou fazendo

gque R

a —> 1 (FPB 12 ordem) , melhorando o processo de filtragem.

0s resultados agui obtidos sdo uma generalizagdo dos resultados
obtidos por Berndt [2] e também por outros autores [3] [4]1 [5].
Nagqueles trabalhos a abordagem do erro da medida & feita baseada
apehas em sua varifncia, ao passo gue neste trabalho a varidncia
da medida €& obtida como um caso particular da funcio
autocorrelacdo do erro da wmedida. Além dissoc considera-se
aqui os dois principais tipos de filtros de maior interesse
priatico: o filtro acumulador e o passa-baixas de primeira ordem,
guando na literatura trata-se normalmente apenas do.primeiro. A
partir da funcdao autocorrelagdo do erro pode-se facilmente
determinar suas caracteristicas espectrais e relaciona-las as

caracteristicas do sinal de entrada.
Para melhor visualisar as informacbes contidas em IV.25 e IV.26,

nags secdes segquintes serdo feitas particularizagbes para uma

variedade de gquantizadores.
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Iv.2.2. CALCULO DE sz 5(k) E Do ERRO PARA ALGUMAS NAD-LINEARIDADES
g

IV.2.2.1. MAGNITUDE X POLARIDADE

-

0 ruido de "dithering" considerado & uniforme, com distribuicgdo

entre -A e A, e g{y) = A sign(y).

Com filtro do tipo acumulador no correlador basico, o estimador

fica

- n
1 .
ny(k,n) = 5 i:%—NélSlgn(wimk} x5 (IV.32)

ao se eliminar o "dithering” e a ndo linearidade de um dos canais

na figura IV.8.

0 estimador com FPB de primeira ordem & dado por

N n
ny(k,n} = {1-ot) iEO A signiw

n-i
i—k) X, « (IV.33)
Em ambos 0s casos, as equagdes 1IV.13, IV.14 e 1IV.15 podem ser

facilmente alteradas para esta nova situagdo (sem "dithering" e

sem ndo linearidade em um dos canais), levando a:

= 2
szgz(k) =J Jg (Yn) *p Pay Cipi¥p y) %0y, (IV.34)
- -0
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como gz(y) = A2 sempre, a egquacgdo se torna
o
R (k) = J a? x? (x_) dx (IV.35
2.2 - n pxy n n -35)
f g e
= A20‘2
X

O gque faz resultar

R . (k,3.8 =& (3,5 + =L 1 2%2 - r (k) 5] < N
ef r N2 X X2 2
Y (IV.36.a)
para o estimador com filtro acumulador, e
, N . 1-o 131 2.2
Ref(k,g,a) = Rr(j,k,a} + Tra o [ y:y UX szyz(k)] (IV.36 .1}

para o estimador com filtro passa-baixas de primeira ordem.

As equacgbes IV.36.a e IV.36.b mestram gue a varidncia do errc
neste correlador pode ser feita tdo prdxima guanto se queira de
Ui(k,N) (fazendo j=0 em IV.36), através de uma escolha apropriada
de N ou o & A. Valores elevados de A permitem maior excursio aos
sinais de entrada, no entanto levam a um acréscimo no desvio da
medida. Este efeito pode ser compensado com o emprego de N também
elevado, © que corresponde a tomar um numerc maior de amostras

-~

para o calculc de ny(k,N). No limite, & medida gue o niGmeroc de

amostras cresce, 0 erro tende aco mesmo valor de erro do correlador

direto digital. O mesmo & verdade guando se toma o -> 1 com FPB de

primeira ordem no estimador.
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IV.2.2.2. POLARIDADE X POLARIDADE

Considera-se sinais de "dithering” com mesmas caracteristicas em

ambos os canais (uniforme com distribuic¢do entre -A e A).

f{x}

A sign(x)

A sign(y)

il

gly)

0 estimador & dado por (particularizando f e g na fig. IV.7}):

~ n
1 2. :
.ny(k,n) = —ﬁ—i:E_Nélslgn(zi) 51gn(wi_k) (IV.37)
ou
- n 2 n-i
ny(k,n) = (1-a) iED A 81gn(zi) 51gn(wi_k) o (IV.38)

dependendo de qual tipo de filtro se escolha. Tem-se entdo

[+9] [+4]
2 2
R LK) = J‘ j £2 (x)8° (v, p0) Poy i ¥pp) @%@y (IV.39)
“g0 ~0
- at
. 2 2 2 ;
pois f°(x) = g“(y) = A" para guaisquer x e y. Portanto, para o

filtro acumuilador:

R (kljj‘N) = Rr(jﬁka} + —N;D“L [A4* R 2 2{k)] ’!j| < N
XY

ef 2
N (IV.40.a)

e para o FPB de primeira ordem:
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Rop(k,3,0) = R (5, k0 + 32 alji[A‘*— R Z(k)] (1V.40.b)
Xy
Como no caso do correlador Magnitude x Polaridade, o erro pode ser
controlado pela escolha conveniente de A e N ou «. Uma comparagao
entre IV.36 e IV.40 mostra gue ¢ desvio da medida & maior com ©
correlador Polaridade x Polaridade. Isto era de se esperar, uma
vez gue uma segunda fonte de ruido & empregada e as duas entradas
sofrem quantizag¢do grosseira. Sua implementagdo, por outro lado, &
consideravelmente mais simples, podendo obter-se alta velocidade

de processamento.

IV.2.2.3. MAGNITUDE X QUANTIZADOR TERNARIO

Considera-se ruido de "dithering” uniforme com distribuig¢do entre

-A/2 e A/2, e um gquantizador de tres niveis:

A . Y = A/2
g{y) = ternly} = 0 , “A/2 =y < A/2
-A ., Y < -A/2

O estimador assume a mesma forma dada pelas equagdes IV.32 e

IV.33, substituindo-se sign{.) por g(.) como dado acima.

Um tal tipo de quantizador também representa grandesg wvantagens
préaticas, visto que requer multiplicag¢Bes por 1, -1 ou 0 apenas, €
um ruido de "dithering" de menor amplitude para uma mesma faixa

linearizada de g(y), quando comparado com og quantizadores do tipo
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sign(y) .

0 erro na medida de correlacdo pode ser determinado a partir de

o o]
2 2
szgz(k) = J Jg Yh_x) %q ny(xn'yn~k) ax dy_ (IV.41)

0O desenvolvimento de gz(yn_k) & andlogo ao realizado para obter

IV.6 a partir de IV.3, bastando substituir f£(x) por gz(y):

2
2(y) p 80
A
AQ
A2
Af2 y
A -A A y
(a) Curva do quantizador tern(y) (b) Funcio quadrdtica media

Figura IV.%: Ilustracio do gquantizador ternario

2
g (y) = f g~ (y+a;) p, (e, )day
]
1
-y ——A o3
2 ° 2
= A J D (al)dal + A J pa(cxl)dal
-t —y+~12~A
2 A 2 A 2
= A Fa(y—-z—) - A Fa(Y+§) - A (IV.42)
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Na regido |y|] = A a fungd3o wvale A.|y|. Ou seja, traz mais

informagdo sobre o sinal de entrada do qgue o quantizador sign(y),

em cujo caso 92(y)=A2 para todo y. Deve levar portantc a um menor

erro de medida.

Fazendo a hipdtese de que o sinal y, apresente amplitude limitada
ao intervaloe |y] = A, ou, que a probabilidade de estar fora desta

faixa & muito peguena, pode-se escrever:

o [+4]

2
szgz(k) = J J A |yn_k} X pxy(xn‘yn—k) dx dy_ _y (IV.43)
-0 -0

A solucdo da equacdo acima depende de se conhecer a fdp conjunta
pxy(xn’yn+k)' No entanto, & possivel perceber gue a introdugio de
um nivel a mais de quantizagdo traz mais informagdo a respeito do

sinal de entrada. R 5 o 74 passa a refletir melhor varia¢des na
£7g

energia de Y, €m virtude de conter um termoc proporcional a |y|,

fato que ndo ocorre guando se emprega quantizador sign{y).
Na segdo IV.2.3, ainda neste capitulo, a egquag8o 1IV.43 sera

desenvolvida para © caso particular de sginais gaussianos e uma

expressdo fechada sera obtida.
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IV.2.2.4. QUANTIZADOR TERNARIO X QUANTIZADOR TERNARIO

Considera-se sinais de "dithering” com distribui¢do uniforme

entre -A/2 e A/2 em ambos os canais, e

rmﬁ
ol
B

tern{x)

tern(y)

(8]
<
H

Este correlador & de grande interesse prético, somente comparavel
ao correlador Polaridade bs Polaridade em simplicidade.

Entretanto, superando-o em desempenho guanto ao erro da medida.

0 erro & obtido a partir de

(4] 00

2 2

Rf2g2(k) - J J £ (Xn)g (yn—k) pxy(xn‘yn—k) dxndyn—k
- —m

Fazendo a hipbtese j4 considerada na segdo anterior, de gue os
sinais de entrada s&o limitados em amplitude ao intervalo [-A,A],

pode-se escrever:

o0 e-o]
2
szgz(k) = J JA lxnllyn..kl pxy(xn,yn_k) dx dy__, (IV.44)

A comparagdo desta expressdo com agquela obtida para o correlador
Polaridade x Polaridade permite inferir o wmelhor desempenho do

correlador Terndrio x Ternario. Alguma informag¢do das formas dos
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sinais x e y & refletida em Rf2g2 pelo termo |x ||y _, |, ao passo
que no correlador Polaridade x Polaridade esta informagdo é

totalmente perdida.

Este comportamento poderé ser melhor observado no capitule VI,
onde serdo apresentadas uma série de simulac¢des realizadas com uma

variedade de sinais e correladores.

Na segdo IV.2.3, a seguir, a expressao 1IV.44 seréd desenvolvida
para o caso de sinais de entrada gaussianos. Serdo também
desenvolvidas as  expressdes de Ref(k,j) para os demais

correladores discutidos até o momento.

IV.2.3. APLICACOES A SINAIS GAUSSIANOS DE MEDIA NULA

Supde-se que as varidncias dos sinais gaussianos envolvidos sejam

suficientemente pequenas, de tal forma que os sinais x e y estejam

a maior parte do tempo dentro da faixa linearizada de £ (x) e gl(y).

A fim de permitir uma comparagdo relativa de desempenho mais
adiante ({seg¢do IV.2.3.3), serada considerado o caso do correlador
medindo a autccorrelacdo do sinal X, (xn=yn no correlador). Além
disso, nesta situacdio o momento misto de 42 ordem do sinal

gaussiano de média nula pode ser escrito como [17]:
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2 2. . .
E {xnxn~kxnujxn~j~k} = R (k) + R _(3) + R (3+K)R_(J-k) {IV.45)

Substituindo em IV.20 e reagrupandc 0s termos:

1 N-1 5
R_-(k,j,N)==—~ ¥ [N— m ](R (j-m) + R_(j-m+k)R (j~m~k)] +
et N2 m=-N+1 Il % % X
m# ]
L Bl [R L oK) - Ri(k):| (IV.46.a)
N £t7g

Similarmente, para correlador com FPR de primeira ordem:

s lml (52 5. . _—
m:gm o RL(j-m) + R_(F-m+k)R_ (F-m-k)| +
m=7

(k) - R}zc(k):| (IV.46.Db)

As equacbes IV.46.a e 1IV.46.b relacionam diretamente © erro da
medida & autocorrelacgdo de %x,. Nestas expressdes, apenas O termo

R 5 2(k) muda quando se considera os correladores com diferentes
g

tipos de gquantizadores. Portanto, uma vez gque se determine o valor

deste termo, a autocorrelag¢do do erro fica completamente

determinada.
Sabe-se que

Ui ., para o correlador Magnitude x Polaridade

£%g A , para o correlador Polaridade x Polaridade
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Isto permite tragar curvas para Ref(k,j,N), uma vez gue Se

conhecam as caracteristicas de correlac¢do do sinal x(t).

Para os correladores com quantizacdo terndria, & necesgsério

desenvolver as expressdes para R 5 2(k) obtidas na sec¢do anterior.
tog

IV.2.3.1. DESENVOLVIMENTO DE sz »(K) PARA O CORRELADOR
g

MAGNITUDE X TERNARIO E  SINAIS GAUSSIANGS

C desenvolvimento serd feito inicialmente para um
correlador Magnitude x N&o-Linearidade genérica, e posteriormente
particularizado para uma ndo-linearidade do tipo quantizador

ternario.

Inicialmente também serdo consideradas entradas x e y distintas
para © correlador, e posteriormente particularizadc para o caso
X, = Yn (autocorrelacdo). Isto permitird verificar como cada canal

contribui para o termo R 5 2(k).
t7g

Na secdo IV.2.2.3, mostrou-se gue para tais correladores tem-se

1] o
> 2
szgz(k) - J j 9% (Y _y) Xp Py (i ¥y g0 S0y (IV.47)
-0 -~

ou, reescrevendo:
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e}

[ P 2
R oK) - [ Piran | |5 pytpvay) o] avy . (avaas

- a1

Também mostrou-se que gz(yn_k) = A ]yn_kl para y, contido no
intervalo [-A,A]. A partir destas consideragdes, IV.48 pode ser
resclvida diretamente pela substituicdo de pxy(xn,yn“k) por III.22
{a expressdo da fdp conjunta de x e y gaussianog). Ou,
alternativamente, pode-se usar o fato da fdp gaussiana poder ser

expandida em série de poténcias e assim resolver IV.48.

Adotando este segundo mecanismo, © termo entre colchetes sera

designado por S5, e seu desenvolvimento & bastante similar ac feito

na equagdo III.17. Pode-se escrever:

Dy, (X, ¥y oK) dx

n

Xy

o

2
+ oL j pr(xn,yn_k,k) dxn (IV.49)

hall ¢ ]

2

& o polindmio de Hermite de segunda ordem normalizado, conforme

1 X
notar que H,(x}) =

2
/ ) o

Al S 1w I

definido em III.28. Expandindo pxy(xn,yn_k,k) em série de
poténcias na primeira integral na equagdoc acima e resclvendo a

segunda integral:
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i=0 - vV 2 o
+ 0‘2 { )
X py Yn-x
Y2
n-k 2 2
§ = py(yn—k) {——gj——— - 1] G, Cy oy py(yn—k) {IV.50)
Y
2
5 R, (K)
De acordo com III.28, c, =" = __EX_E,
oL ay

2

2
S = P, (v ) [(l—r ) o2+ f [—C}— yn_k] (1V.51)
y

Substituindo-se S em IV.48, finalmente obtém-se:

(1—r2)62 + 2 —fE : p.. ( yd
X Gy Yn-x v Y-k’ ¥n-x

(IV.52)

2
R (k) = g {y_ )
ﬁ292 _i n-k

A expressdo IV.52 & genérica para qualquer tipo de ndo-linearidade
g{y), guando se tem sinais de entrada gaussianos. H& duas

integrais para serem calculadas nesta expressdo:
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2, 2 p)
1, - a-rhel [ ¥y, ) bty Idy, (1v.53)
- o
0
2 2 X
I, = j g (yn—k) r [“g; yn—k) py(yn—k)dynwk {(IV.54)
-

Conforme discutido na segdo IV.2.2.3, para o gquantizador ternario

g“ (y) pode ser aproximado por A.ly]. Fazendo esta

particularizacdo, IV.53 e IV.54 resultam em

2
Yo
o - 2
Y 20
1, = 23 a2 (1-r%) J 2 e Y dy, (IV.55)
0 Uy vV 2n
- 2 2
= = o Gy(l"r ) A
2
Y
2 [ “i Y% 207
12 = 2A 7T J 5 e dy2
0 % % V' on
_ 3 2 2
= 2 = oy GY r“ A {IV.56)

Com a soluc¢do das integrais, tem-se
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_ 2 2 2, 2
R,p=A /=4 oo, (1) =n /—

(IV.57)

A substituicfo deste resultado em IV.46 fornece a expressfo para a

autocorrelagdao de errc para o correlador Magnitude x Terndrio com

sinais de entrada gaussianos.

No capitulo VI serdoc tragadas curvas para este caso com uma
variedade de sinals de entrada. Para efeito de comparacdo,
considere-se novamente o} caso onde X =Y, (medida da
autocorrelagdo}). O valor de R¥%f(k) para um correlador MxM pode
ser obtido fazendo-se gz(y)= y2 nas expressodoes IV.48 ou IV.52, ou

simplesmente fazendo j=0 na eguacgdo IV.45, resultando:

R, (k) - R k) = of + 2R%(k)
£°g MM vy Y Y

A comparagdo desta expressdo com IV.57 mostra a distorgdo

introduzida pelo quantizador tern(x) em um dos canais.
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IV.2.3.2. DESENVOLVIMENTO DE Rf2 5(K) PARA 0 CORRELADOR
g

TERNARIO X TERNARIO E SINAIS GAUSSIANOS

Determinou-se na segdo IV.2.2.3 gue para este correlador:

o el

2

Rf2g2(k) = J f A [anYn—kl pxy(xn’yn—k) dxndyn—k
bl + 3 - 02

o gue corresponde 3 medida da correlagdo cruzada de |[x| e |y|. Na
situag¢do onde X =Y Levine [17] mostra que para sinais gaussianos

submetidos a uma tal ndo-linearidade, a correlacdo acima €& dada

por:
R (k) .
R 5 5 = A2 2 [R (k) arcsen S + 04 - Rz(k) ]
£2g 414 x 0‘2 X X
X

(IV.58)

Este resultado, juntamente com as expressOes dadas por 1IV.46,

fornece a autocorrelagdo do errc da medida.

IV.2.3.3. COMPARACAD RELATIVA DE DESEMPENHO

Com as expressdes para a correlagdo do erro desenvolvidas nas

secbes anteriores para sinais gaussianos, torna-se possivel
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avaliar o© desempenho relativo dos correladores entre si. Como
referéncia serd considerado o correlador Magnitude x Magnitude, o©
gqual corresponde a gquantizar os sinais de entrada com muitos

niveis, de forma gue nenhuma distorc¢do & introduzida na medida.

2 andlise sera feita tomando-se em conta a varidncia da medida, e
verificando como ela se comporta d& medida que os sinais s8o mais

ou meneos grosseiramente quantizados.

A variéincia da medida de um dado coeficiente de correlacao,
correspondente a amostras tomadas espagadas de T segundos,
dependera de quao correlacionadas sdo estas amostras. Para
avaliar-se quantitativamente o desempenho, ser&8oc considerados o0s
casos extremos onde estas amostras sdo fortemente correlacionadas
e também onde esta correlacdo & nula. Estas duas situagdes s&o
tipicas de ruido branco, e as expressBes serdoc particularizadas

para este caso.

Também serad considerado o mesmo sinal em ambas entradas do
correliador (xn = yn), e portanto o que se mede & a autocorrelagao

de X, O gqual & branco e gaussiano:

R (k) = 078 (k)
A varidncia do erro para os diversos correladores pode ser obtida
pelas equagdes IV.45, IV.46, IV.57 e IV.58. Observa-se apenas dque
para o correlador MxM, f(x) = x e g(x) = x e neste casc particular

R a22{k) vale
fg
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Este resultado & imediato a partir de IV.45. OQOutra consideracdo a
ser feita & a respeito da faixa de quantizacfo a ser linearizada
no caso dos correladores com "dithering". Deve-se lembrar que para
uma faixa linear maior, também & necessdrio um ruido auxiliar de
maior varié@ncia, o qgue leva a maior flutuac8o da medida. Por outro
lado, a faixa linearizada n8o pode ser t&o peguena de forma a
inviabilizar as aproximacdes feitas de que f£(x) = x, causando erro
de polarizacdo do estimador. Como a hipdtese & de X, gaussiano,
pode-se assumir que uma faixa linear de aproximadamente 30 é
suficientemente boa para que a maiof parte do sinal esteja na zona
linear [24]). Isto implica em fazer A = 30 nas expressdes obtidas

anteriormente.

A tabela a segulr mostra a varidncia para cada caso, limitando-se

nesta segdo a tratar-se dos correladores com filtro acumulador:

MxM MxP PxP MxT TXT
oi k=0 202 8ot gocd [6 VAL -1] o4 got
- N N N N N
ai k#0 04 904 810‘4 3 2/ 64 180‘4
N N N N N

Tabela IV.1l: Flutuag¢do da medida para os diverscs correladores

-

Em cada uma das linhas da tabela acima & interessante dividir a

varidncia do correlador com guantizador grosseiro pela variincia
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do correlador MxM para o mesmo k e verificar de quanto cresce o
desvio padr8o do errc em funcdo do gquantizador escolhido.

Define-se entdo um fator p, dado por

Gi(k)
plk) = 5
Ge(k} HxM
o gue resulta na tabela:
MxM MxP PxP MxT TxT
p|k_0 1 2 6.3 1.37 2
plk¢0 1 3 9 1.54 2.39

Tabela IV.2: Desvio padric normalizado

Estes valores também poderiam alternativamente ser dados em dB

computando 201og(p) .

O correlador PxXP apresenta maior flutuacdoc da medida. Deve-se no
entanto lembrar que esta flutuacao pode ser controlada
escolhendo-se um valor de N maior. O resultado mais interessante
diz respeito ac correlador TxT. Apesar de apresentar apenas um
nivel a mais do gque o PxP, sendo de implementagdo quase tdo
simples guantoc este, seu desempenho com relagdo & flutuagdo da
medida (ai) & sensivelmente melhor, sendo 9m/2 vezes menor no Caso

k=20 {(tabela IV.1).

Além disso, para o© correlador TxT o desvio padrdo & apenas
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aproximadamente 2 vezes malor do gque o correlador MxM. Ou seja,
tomando-se um nOmero de amostras 4 vezes maior no filtro
acumulador (4N) pode-se obter um desempenho equivalente ao do
MxM.O desempenho do correlador TXT chega a ser ligeiramente melhor
do que © MxP, no qgual um dos canais & quantizado com muitos
niveis, apresentando no entanto complexidade de implementagdo
bastante menor. Os resultados agui cobtidcos estlo de acordc com oS
apresentados por Lawson e McGillen [25], os guais analisam o uso

de quantizadores ternadrios e "dithering".

A flutuacdo do estimador também depende do grau de correlagdoc das
amostras monitoradas. Mesmo o correlador MxM, de melhbr desempenho
possivel dentre agqueles de implementacdc digital, apresentara um
errc de 04/N para amostras de coeficiente de correlagdo nulo ou
muito pegueno. Ou seja, guando o valor sendo estimado for muito
baixo, a flutuagdo da medida serd mais significativa que o prdéprio
valor gque se quer detectar. Pensando em termos de uma relagdo
sinal/ruido para o estimador, pode-se dizer gque nestes casos ela €
muito baixa. O nivel de ruido na medida & dominado pela prépria
energia do sinal, a qual se manifesta em todos os coeficientes
através do termo 04 (tabela IV.1l}. Para k=0 esta influéncia &
ainda mais forte, com a varidncia valendo 204/N. Como, no entanto,
o valor da medida neste caso resulta em 02 a relagdo sinal/ruido

torna-se

4
TR
207 /N

a qual pode ser feita tdo grande guanto se queira pela escolha de
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N. Este comportamento se repete nos demais correladores, sendo no
entanto a discrepéncia entre os dois casos menos acentuada. O
correlador PxP, por exemplo, apresenta praticamente o0 mesmo erro
tanto para k=0 quanto para k#0, © que se deve a seu erro ser
dominado pelo termo A4, correspondente ao quadrado da energia do
sinal com polaridade A e -A no qual foi convertide o© sinal de

entrada.

Em resumo, pode-se dizer gque para amostras forte ou medianamente
correlacionadas, a relagdo sinal/ruido do estimador pode serxr
bastante razodvel, escolhendo-se para tal um valor apropriado de
N. Obviamente um valor elevado de N tem implicag¢des no tempo de
resposta da medida. Por outro lado, para amostras fracamente
correlacionadas, esta relacdo sinal/ruido inevitavelmente tende a

se degradar mesmo para o correlador de referéncia MxM.

IV.2.3.4. EXEMPLOS [ILUSTRATIVOS

Para melhor ilustrar os resultados tedricos obtidos, considere-se
o caso onde x(t) = y(t), e se esteja usandc o correlador para

medir a autocorrelacdo de x(t). Seja tal correlagido dada pela

seguinte funcdo:
2 .
R (k) = oL sinc (Ak)

Particularizando os valores numéricos, a fim de se tragar os

graficos, toma-se x(n) um ruido gaussiano com
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2 -2
UX = 5.2*10
A = 2m/10

Quanto aos quantizadores sign(x), emprega-se ruido de "dithering”
brancoc com distribuic8o uniforme entre -0.7 Ve 0.7 V (A = 0.7).
Assim, a faixa de excursdo linear da curva de transferéncia média

do quantizador serd representada por este intervalo.

Para uma mesma faixa de excursfo linear do quantizador tern(x), um
ruido de "dithering" com distribuicdo entre -0.35 V e 0.35 V &

suficiente.

2 faixa de excursdo linear dos quantizadores (considerando-se suas
curvas de transferéncia médias) corresponde a aproximadamente 3
vezes © desvio padrdo de x(n), de forma gque & muito pequena a
probabilidade de x(n) pertencer a regido de saturagdo dos

quantizadores.

As curvas serdo tracadas para correladores com filtro do tipo
acumulador e FPB de primeira ordem. Toma-se o filtro acumulador
com N = 5000. A titulo de exemplco, considera-se gque para cada
ponto de correlagido R{k} sendo avaliado existirdo 5 bancos de
filtros acumuladores operando em fases distintas. Assim, ter-se-a
uma nova estimativa da medida a cada 1000 amostras, onde cada
medida serdéd a média aritmética das 5000 ultimas amostras do

produte x(n)x{n-kj.

0 FPB de primeira ordem gera uma nova amostra de R{k} para cada
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nova amostra do produtc x(n)x(n-k). Para efeitos de comparacgdo com
o correlador com filtro acumulador, considerar-se-a& que a saida do
FPB serda amostrada a cada 1000 amostras. Inclusive porgque a
medida de R (k) varia muito pouco para cada nova amostra que &

aplicada ao filtro. O par@metro o do FPB serd dimensionado tal que

Isto significa que os filtros (Acumulador e FPB primeira ordem) ao
apresentarem um mesmo ruido branco em suas entradas, farao
resultar sinais de saida de mesma varilncia (faixa de ruido

equivalente). Logo, a = 0.9996 neste exemplo.

Definidos os pardmetros dos correladores, obtém-se os seguintes
graficos illustrativos do comportamento do erro da medida, a partir

das equacgbes IV.46.a e IV.46.Db:

(a} Filtro Acumulador (b) FPBR 12 ordem

Figura IV.10:Gréfico de Ref{k,j) para correlador Mag. x Mag.
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(a) Filtro Acumulador (b) FPB 12 ordem

Figura IV.1l1l:Gré&fico de Ref(k,j) para correlador Mag. x Polaridade

com s o

(a) Filtro Acumulador (b) FPR 12 ordem

Figura IV.12:Grafico de R_.(k,j) para correlador Tern. x Tern.

A primeira conclusdo importante a que se chega diz respeito aos

valores da varifncia do erro da medida, dado por oé(k) =Ref(k,0).
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A varilncia do erro & pequena para os varios tipos de correladores
propostos, e comprova a aplicabilidade do método. Como j& se
esperava, © correlador Polaridade x Pclaridade apresenta maior
erro de medida. O melhor desempenho, entre agueles que empregam
quantizagdo grosseira, fica reservado para o correlador Magnitude
¥ Terndrio. A varifincia do erro nos correladores com "dithering"
nio & muito maior do que a do erro no correlador Mag. x Mag., o

qual foi definido como correlador de referéncia.

As figuras dilustram como a escolha do filtro empregado no
correlador afeta a correlagdo do erro da medida. O emprego de
filtro acumuiador leva a erros de medida praticamente
descorrelacionados quando a disténcia no tempo entre as medidas
for superior a 5000 amostras. J& para o correlador com FPE de
primeira ordem, a correlac¢do do erro cai suavemente e tende a zero

para j —> =.

Interegsante observar gque o critério de escolha de o levou a

correladores com valores de dé bastante proximos,
independentemente do tipo de filtro empregado para filtragem

passa-baixas.

No capitulo VI serdo apresentados resultados de simulagdes em
computador, juntamente com as curvas das expressdes tedricas agui
obtidas, possibilitando verificar a validade do modelo
desenvolvido. O desempenho dos correladores serd verificado para
outros casos de sinais de entrada, e portantoc a anédlise de

desempenho comparativa entre eles ficard mais completa.
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A ilustracdo guantitativa de desempenho apresentada evidencia o
bom desempenho do correlador TxT. Em termos de implementagdo ele &
ainda bastante mais simples do gue um correlador convencional que
empregasse quantizagdo uniforme e tivesse muitos niveis em ambos

os canais, uma vez gue requer multiplicac¢des apenas por 1 ou -1.

Nas trec segdes seguintes serdo feitas algumas consideracgdes de

ordem pratica , todas relativas ao emprego de "dithering”:

a) emprego de fontes discretas de "dithering™
b) emprego de fonte de "dithering" ndo-branco (amostras nao
independentes

¢} estimacdo de correlacdo de sinais de faixa-larga

Esgstas 880 gituagdes mals proximas da realidade, e os resultados
que serdo mostrados comprovam gue mesmo nestes casos, So0b um

grande nimero de circunsténcias, valem as aproximagdes feitas.

IV.3. RuiDo DE "DIiTHERING" coM DISTRIBUICAO DISCRETA

Em aplicacBes praticas & muitas vezes dificil obter sinais
para emprego como fonte auxiliar de "dithering" gque apresentem uma
disgtribuic@o continua sgatisfazendo IV.8. Em situag¢des praticas,
um ruido com niveis discretizados é frequentemente empregado,

podendo ser obtido por rotinas ou circuitos geradores de nimeros
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aleatdédrios.

Em funcd@o deste interesse pratico, serd analisado a seguir o
efeito scbre a medida da correlagdo do emprego de fontes de ruido
de "dithering" com distribuigio discreta. Para simplicidade de
cdlculo, serd considerado o casc do emprego de guantizadores
uniformes e filtro do tipo acumulador. Também restringir-se-a a

andlise ao caso de "dither" com distribuicido discreta uniforme.

No caso onde emprega-se quantizadores sem "dithering", a esperanga

na saida do correlador & dada por

n
> 1
E[R(k,n)] = E[mﬁm Z f(xl)'g(yi-k)] (IV.59)
i=n-N+1
onde £(.) e g(.) sdo fungdes do tipo
(M/2) -1
£ (x) M . . = z g.u(x + g.j) - (M-1)g/2 (IV.860)
niveis J=- (M/2) +1
com u(.) representandoc a fungdo degrau unitdrio e supondo M par.

Estas fungdes correspondem a curva de transferéncia de um
quantizador uniforme de M niveis, com degrau de gquantizag¢do g, sem

zona morta na origem, e com arredondamento.

No caso de adicionar-se "dither" aos sinais de entrada, a

correlacdo, como ja fol visto, pode ser expressa por:
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n

- 1
l=n-N+1
Pode-se fazer o desenvolvimento de (.) e {.)] tendo-se em conta

gque os ruidos de "dithering" tém distribuicfio discreta do tipo:

(L/2)-1
pla) = Y -3 5(a-A.i) (IV.62)
T . .
i=-(L/2)
onde A.L = ¢g. Ou seja, uniformemente distribuido dentro de uma

largura equivalente ao degrau do quantizador. Tem-se entdo:

0 L/2 -1
—_ 1 .
X)) = I f(x+a) pla) do = ) /“E“ £ (x+A. 1)
= 1=-L/2

H

L/2 -1 M/2 -1
5 { S L uxen.iva.d) - (M;—)_[%}}
1=-L/2 \ j=-M/2 +1

L/2 -1 , M/2 -1
= Z { Z ~& u(x+A.[i+L.§1) - (M—l}{_g_]}

L 2 L
i=-L/2 \ 3=-M/2 +1
' (IV.63)
fazendo 1 = i+L.j, resulta finalmente:
/2 - L/2 -1
FTR) = g S LM-L g} _
Bx) = L T ulxesd) 2 T, =t (LM-L+1) oo .o
1:—LM/2 + L/2
{IV.64)

0 gque & equivalente a ter aumentado a resolugdo do gquantizador

f(x) original, multiplicando seu nimero de niveis, o gual passa de
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M para L{M-1)+l1,com degraus de quantizagdo de tamanho g/L.
Naturalmente, o efeito sobre a medida de correlagdo empregando O
"dither" discreto também serd equivalente ao de se fazer a medida
com um qgquantizador com maior nimero de niveis na entrada do
correlador e sem o ruido auxiliar. Ou, colocado de outra forma, no
que diz respeito & medida da fun¢do de correlagdo, guantizar o

ruido de "dithering" tem o mesmo efeito de se (quantizar

diretamente o sinal de entrada.

Chang e Moore [3] obtiveram resultados semelhantes partindo do
conceiteo de funcdo caracteristica de varidvels aleatdrias. No
entanto, vé-se que & possivel rapidamente chegar a esta conclus&o
aplicando-se diretamente a f£dp do ruido de "dithering" & definig&o

de f{x).

Iwama et al [26] fazem uma andlise gemelhante do efeito de
"dithering® discreto aplicado a correladores PxP (2 niveis de
quantizag¢do). Para tal, basta fazer M=2 em IV.64 e se observara
gque a curva do "quantizador médio" se torna eguivalente a de um

guantizador com L+1 niveis.

Se L for suficientemente grande, entdo pode-se fazer a aproximagio
de que f(x) = x, ou seja, pode-se congiderar f(x) continuo, como
feito nas seg¢Bes anteriores, e aplicar os resultados obtidos para

a varifncia da medida.
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IV.4. Ruibo DE "DITHERING" NAO-BRANCO

Caso a fonte de ruido ndo seja branca, suas amostras ndo
serdo independentes, apresentando uma certa correlagdo. Os
resultados obtidos ao longo desta se¢do se fundaram na hipdétese de
ruido de "dithering" branco, tendc sido possivel determinar a
varidncia do erro a partir do momento de quarta ordem das
varidvels de entrada apds terem sido submetidas & quantizacdo.
Foi feita a hipbtese de que o ruido de "dithering" empregado

linearizou completamente os gquantizadores.

A andlise do ruido de "dithering" com amostras n&o independentes
tem um importante interesse prético, principalmente gquando se
trata da medida da correlagdo de sinais de faixa muito larga.
Nestes casos, em geral a largura do espectro do sinal de entrada &
compardvel & largura de faixa do ruideo de "dithering". Este fato
leva a um pequeno acréscimo do erro da medida, porém nio

inviabiliza sua aplicagdo [3] [4].

Na hipdétese do ruido auxiliar ndo ser branco, o momento de gquarta

ordem

E [f(xn+an)g(ynhk+8n_k)f(xm+am)g(ymmk+6m_k)] = uq(n,mkié 65)

ndc poderd ser escrito como
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(1v.66)
s [ T 50,50 T §a ) |

dadeo que agora se supde que as amostras de o sdo correlacionadas
entre si, e que também o sdo as amostras de B. Mantém-se no
entanto a hipbdtese de que o e B s&o independentes um do outro.
Nestas circunstdncias, o momento uq(n,m,k) & de dificil avaliacdo.
Chang e Moore [3] desenvolvem esta andlise a partir do conceito de
funcéoV caracteristica, porém os vresultados sdoc de dificil
aplicacdo pratica. Castanie [4] faz algumas consideragdes
simplificadoras e <consegue derivar algumas aproximagdes de
interesse geral. Ele considera o] caso de guantizadores
deterministicos com varios nivelis de quantizag¢do, de forma gue
ocorrem pequenag modificagdes dos momentos dos sinais quantizados.
De fato, como indicam os resultados obtidos para o quantizador
Terndrio x Terndrio comparativamente ao Polaridade x Polaridade, e
como poderd ser verificado no capitulo VI (simulac¢des), um pequeno
aumento do nuimero de niveis leva a redugdo significativa do erro
da medida de correlacdo. Faz-se entdo a andlise do efeito da ndo
independéncia das amostras do ruido auxiliar segundo estas

hipbteses.

2 saida do correlador num dado instante, considerando ag amostras
de f(x) e gly) disponiveis naguele momento e suas N predecessoras,

& dada por

Veglyy ) (IV.67)
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A partir da variéncia da medida, definida como

" 2
2 2
g k) = E R _(k,n - R K IvV.68
2 ) [[Rgtem) 7] - »y 0 ( )
serd calculado o acréscimo ne erro (Aoz), relativamente ao

correlador direto {estimador sem guantizacgdo):

2

G‘Rq

(k) = o, (k) + Ao™ (k) {(IV.69)

Nestas expressdes, ny(k) & o valor tedrico esperado para a

correlac8o. Supondo quantizadores uniformes, com quantizacgdo

relativamente fina, pode-se fazer a aproximacdo

nr

uq(l,m,k) E [(Xl+a1)(yl—k+81-k)(xm+am)(ym—k+8m~k)](zv'70)

O que resulta

2 1

TrqK = 3T L) E [{Xf“l) (¥ 3 *By k) Kgray) (ym—k+3m—k)] T Ryy ()
Im (IV.71)

Cnde os limites das somatdrias foram omitidos para facilidade de

notagdo (sado os mesmos limites de IV.67). Por outro lado, © mesmo

desenvolvimento aplicado ao correlador direto (com quantizagéo

de altissima resolugdo e gem "dithering"), fornece aé(k)
2 1 2
UR{k) = N2 Z Z E[Xl Y1-x *m ym—k] - ny{k)
1l m

ii6
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Degenvolvendo um pouco mais e aplicando em IV.69, resulta:

2 1
Acc (k) = = z Z R, (1 g(l-m) + R (1-m)R, (1-m) + R, (1-m)Rg(1-m)
lm
Isolando o0s termos em que 1 = m e considerando o« € B com a mesma
varifncia (Ra(O) = RB(O)):
2 1 1
Ao (k)Y = 5 Ra(O)[RX(O)+Ry(G)] + R Ra(O)RB(O) +
b o= Y ¥ R (1-mRy(1-m) + R_(1-m)R_(1-m) + R (1-m)Rg(1-m)
N2 X B Y o o B8
1l m {IV.72)
1=m

A eguagdo IV.72 mostra como o acréscimo de erro depende das
egtatisticas de segunda ordem das fontes de "dither". Fazendo mais
algumas simplificacges, supde-se "dither" uniformemente

distribuide entre -g/2 e g/2 (g = degrau de quantizagdo), e

considerar-se~-& o caso do correlador medindo a autocorrelacgdo (x
v} . Também se considera que as fontes de "dithering" apresentam o

mesmo tipo de estatistica, de forma que RazR Como supbe-se

8"
guantizag¢8o relativamente fina, os produtoes RaRB em IV.72
tornam-se despreziveis (da ordem de qz), e vale a aproximacdo:
2 1 g® 2 2
Ac” (k) = —%— oL+ = >y R (1-m)R (1-m)
lm
I=#m
2 N-1
UL ; ) (N-A
- Lt . 2 Z R (FIR {F) (N-3) (IV.73)
=1

Define~se a seguinte medida do acréscimo de erro relativamente ao
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maximo valor de R, {max[R_ ] = 02):
X x X

Aaz(k}
Ae” (k) = 7
o
x
N-1
Aaz(k) = 2 [ 9 ? 1 2 {1 miw} {1 ()
a -3 o * E TN T3 BN
j=1 (IV.74)
onde gse fez R 202 r e R z02 r = 2/6 r sendo que r denota o
X x X o %q Ta~ 9 oa g9

valor normalizado de R (coeficiente de correlacdo). No caso mais
simples, onde ¢ "dither" & ruido branco, IV.74 se resume a

2
Asé(k)i = L (i) (IV.75)

3N
b X
Com ruido auxiliar onde as amostras sdo ligeiramente
correlacionadas, porém de faixa-larga comparado com x e y, ¥_{(J)

se concentra ao redor de Jj=0, tendendo rapidamente para zero a

medida que J cresce. Nesta regido rx(j) = 1, o gue permite
aproximar:
N-1
a2 = 2 (2 (1.2 () (IV.76)
aq T3 o * Z Totd :
. X jml

A expressdo IV.76 mostra o efeito da correlag¢do do "dither" gobre
o erro da medida. Castanie [4] comenta a possibilidade de se
encontrar fontes auxiliares tais que a somatdria em IV.76 seja
negativa, o gque minimiza o erro. No entanto, uma correlagéo
positiva das amostras sempre o fard aumentar. Na referéncia,
também chama-se a ateng¢doc gue Asé serd tanto menor guanto menor

for a relacdo q/crX , © que é bastante natural. A medida que o
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degrau do guantizador se torna cada vez wmenor do gue o desvio
padrdo do sinal monitorado, empregando-se um quantizador mais
fino, o erro deve diminuir. Observa-se gue mesmo para um
gquantizador de 4 bits (8 niveis positivos e 8 negativos), o

acréscimo de erro & relativamente pegueno.

IV.5. MeDIDA DE CORRELACAO DE SINAIS DE FAIXA-LARGA

Os resultados derivados na segdo anterior sdo bastante Gteis para
se fazer uma investigacg@o do processo de estimar a correlacgdo de

gsinais de espectro largo.

No caso limite, a correlagdo do sinal seria apenas um impulso na
origem. Nos casos praticos, o gue se tem sdo sinais cuja
correlacdo & concentrada ao redor da origem e caem rapidamente
para zero a medida que o atraso entre as amostras cresce. Suponha
um correlador operando a sua maxima taxa de amostragem, tomando
uma nova amostra de entrada a cada T segundos. Para este
correlador, um sinal de entrada seré' congiderado como de
faixa-larga quando o coeficiente R(T) ou R(2T} 3& for bem menor
que R{0), ou seja, o sinal & encaradc como faixa-larga
relativamente d frequéncia de operac¢do médxima do correlador. Se ao
invés deste correlador empregar-se um gue trabalhe com amestragem
de T/10 segundos, pode ocorrer que para © mesmo sinal de entrada
se tenha R(T/10) e/ou R(2T/10) proéximos de R(0), resultante de

amostras bastante correlacicnadas, e naturalmente para este
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correlador o sinal de entrada nd8o sera considerado de alta

frequéncia.

Aproveitando os resultados da segdo anterior, considerar-se-& que
também a fonte de ruido de "dithering" esteja operandc no limite,

gerando amostras gue tomadas espagadas de um periodo T ja

apresentam uma certa correlagao.

No inicio do capitulo discutiu-se sobre o interesse pratico em
empregar-se ruido de "dithering" gaussiano quando tratar-se de
sinais de alta frequéncia, em virtude de ser mais facilmente
gerado. Na expressdo IV.72 considerou-se ruido auxiliar uniforme
para se chegar a IV.73., Para obter uma expressdac equivalente no
caso de fonte de "dithering" gaussiana, basta substituir q2/6, a
varidncia do ruido uniforme, por Gi, a variéncia do ruido
gaussiano, nas expressdes J& obtidas. Além disso, definindo-se

como critério de avaliacgdo o par@metro

Aez
q

A82

gib

que indica o acréscimoc de erro relativamente ao caso onde se

emprega ruido branco, obtém-se a partir de IV.74:

N-1
p? = 1 + 2 Y (i- o Gz, () (IV.77)
j=1

No caso de sinais de faixa-larga, rx(j} e r {(j) terdo um caimento

o
rédpido com j. Considerar-se-a4 que tanto o sinal de entrada guanto
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o "dithering" apresentem uma taxa de caimento préxima, © que &
equivalente a assumir gue ocupam aproximadamente a mesma faixa de
espectro, ou algo proximo. Para ilustrar, assume-se ambos O0s

sinais com autocorrelacdo exponencial:

N-1 . .
p? =1+ 2Y (- d)aa)? (IV.77)
j=1
onde da e dx ddo a taxa de decaimento da correlacgdo de a e da
correlacio de x, regspectivamente. Em gituagdes de interesse
pratico, em geral N & tomade um valor grande, a fim de conferir
precisdo a medida. Logo, o termo (1-3j/N) cal bastante lentamente e
vale aproximadamente 1 na regifo onde Ty © Ty sofrem o decaimento

mais acentuado. Assim, IV.77 pode ser aproximada por

(IV.78)

Ou, definindo o fator de decaimento da correlacdo de o em relagdo

ao de x:
da = wdx
2 ”d;szc
= p- o= 1 + 2 — (IV.78)
1- vdx

pode-se calcular p para alguns valores de dx e ¥ e ter-se uma

idéia quantitativa da degradag¢do do desempenho:
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dx= 0.15 1.011 1.022 1.044
dXz 0.20 1.020 1.041 1.083
d = 0.25 1.025 1.064 1.134

Tabela IV.3:Ilustragéoc do desempenho (p)

para alguns valores dx e ¥

Percebe~-ge gue em Vvarios casos o acréscimo no desvio padrdo do
erro relativamente ao caso onde se tivesse empregado "dither"
brance & menor que 5%. Mesmo nos casos onde « 2 ocupa
aproximadamente a mesma faixa de freguéncias de x (¥=1), o©
acréscimo ndc & tdo significativo. A medida gque se alarga o
espectro de a (¥=0.5), o erro diminui, pois de certa forma o fica

maig "branco".

Este & um resultado de grande interesse pratico, pols para estimar
a correlacgdo de um sinal de faixa muito larga, basta empregar uma
fonte de "dither" com largura de faixa aproximadamente equivalente
a4 do sinal gue se deseja monitorar, o que simplifica a obtencdo de

tal fonte [4].
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IV.B. CONCLUSOES

Embora possa parecer paradoxal, a adic¢do de um ruido auxiliar de
"dithering" tem um interessante efeito sobre correladores que
empregam quantizadores de baixa resolug¢do. Ele de certa forma
"lineariza™ a curva de transferéncia do gquantizador, tornando
o correlador um estimador ndo polarizado dentro de determinadas
circunstdncias. Estes resultados foram bastante explorados ao
longo do capitulo para diversos casos de correladores, chegando-se

aos quadros comparativos das tabelas IV.1 e IV.2.

0 erro estatistico dos diversos estimadores de correlagdo foi
tratado mno sentido de se obter uma expressdc para sua
autocorrelacg¢do, desta forma generalizando uma série de resultados
encontrados até ent8o na literatura. 0s resultados mostram ser
possivel dimensionar os pardmetros do correlador de maneira a
cbter erros dentro de limites tolerdveis. Um resultado bastante
importante, em particular, é o bom desempenho mostrado pelo
correlador TxT, principalmente levando-se em conta a grande

simplicidade de implementé-lo.

Também deve-se ressaltar gque mesmo sob hipbteses mais realistas
das caracterisgticas dos sinais envolvides, como por exemplo a de
gue o ruido de "dithering" também €& um sinal discretizado em

amplitude, e de gue na pratica apresentarid largura de faixa
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limitada, ndo se constituindo um zruido branco ideal conforme
pressuposto, ainda assim o método se aplica de maneira bastante

eficiente, justificando sua importéncia préatica.
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CapiTULO VY

CORRELADORES COM "DITHERING": ANALISE PARA SINAIS DE ENTRADA

GAUSSIANOS NAO LIMITADOS EM AMPLITUDE

O ganho dos correladores com "dithering" somente & aproximadamente
unitdrio para uma certa faixa de valores do sinal de entrada y(t).
Em particular, para o correlador PxP com "dither" uniforme,
somente pode-se afirmar que o "dithering" lineariza a medida se o
sinal aplicado aoc canal com quantizagdo grosseira estiver limitado
ao intervalco [-A,A]l. Uma gquestdo gue se coloca ehtéo & como fica
afetada a medida guando se usa sinais cujas amplitudes podem
assumir gualsguer valores, n&o estando limitado necessariamente
aos intervalos determinados acima. O sinal gaussiano, por exemplo,
ainda que a probabilidade seja baixa,pode assumir valores muito
grandes, bem maiores que seu desvic padrdo. Fica entfo a questdo

de como se comporta o quantizador neste caso.

Neste capitulo serd feita uma abordagem deste problema. O estudo
se limitard, no entanto, a sinais gaussianos, dado que para estes
sinais conseguem-se expressbes fechadas para o ganho do
correlador, como consequéncia das propriedades dos sinais

gaussianos analisadas na se¢do III (expansdo da fdp em série de

iz25



poténcias). Mesmo para sinals gaussianos, somente se conseguem
expressbes fechadas nos casos dos correladores MxP e MxT. Os
correladores PxP e TxT introduzem dificuldades de célculo mais
complexas, e para eles uma abordagem nos mesmos moldes como feito

para os outros dois correladores fica mais limitada.

Seja o© correlador da figura V.1, com gquantizador grosseiroc e

*dithering" em um dos canais apenas.

x(t)

Correlador

yO GO Bésico
4

o (1)

o>

> R, @)

Figura V.1: Correlador com "dithering" em apenas um canal

A

Na secdo II1 fez-se o desenvolvimento de ny(t), numa situagado
semelhante, sem a presenca de "dithering". O préximo passo sera
estender o desenvolvimento feito naguela segdoc para © caso onde
se adiciona "dithering" ao sinal de entrada.Para simplicidade de

cdlculo, serdo considerados sinais gaussianos de média nula

(x =y = 0).

Para o correlador da figura V.1, tem-se, similarmente a III.13:

Rxg(r!a) = E[xlg(y2+a}]
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24 w
Rxg(rla) = J g{y2+a) [ J X pz(xl,yz,r) dxl] dy2 (V.1)
— 00 -}
O termo entre colchetes fol designado por 8 nagquela oportunidade.
Para o caso onde x e y tém médias nulas, I1II1.19 leva a:

o

8§ = —— ¥oPy () Ty (T) (V.2)

lembrando gque ertt) & o coeficiente de correlacdo normalizado.

Substituindoc em V.1

o3

o
X
Ryg (Tlo) o, fg(yzm) YRy, (¥5) Ty, (7)) dy, (V.3)
-
[>4]
i3
Ryg (Tlo) = Ry (0 - fg(y?_m) YoP, (v,) dy,
y - 00
= ny(t) K{a) (V.4)
onde K(a} & ¢ ganho do correlador. Seja < . >, © valor médio em

relacdo a o (multiplicando © argumento pela fdp de o e também

integrando em relac¢do a a). A correlagdo serd dada por:

Rxg(t) <ny

RXY(T) K (V.5)

(tla)>,

Define-se

K = <K(a)>a

onde K d& uma indicag¢d@o do nivel de distorcdo do estimador.Tem-se

entdo:
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(y,) dy, (V.6)

ol
ch(y2+a)>a szy

™
i N

Reportando a IV.2.b, <gl(y +a)> € a propria definigdo de g(yz), a

curva de transferéncia média do quantizador g(.).

Ig Yy) ¥Yob, (¥y) dy, (v.7)

e !\JlH

Quanto menor for a distorgdo introduzida por g{.) sobre y{t), mais
o termo da integral em V.7 se aproximard da varidncia de y(t), e
tanto menor serda a distor¢dc da medida. Numa situagd3o real, o
guantizador g(.) sempre apresentarad uma saturacdo a partir de um
certo valor do sinal de entrada. Com isto haverd perda da
informacd3c da energia de y(t) e portanto distorgd3o na medida. E
intuitivo que gquanto maior a relacdo (ay)/A, onde A & a faixa
linear do gquantizador com "dithering", maior serd a distorgio,
pois uma fragdo maior do sinal de entrada cairda na zona de

saturacdo. Considerar-se-4 a seguir alguns casos.

V.1. CORRELADORES MAGNITUDE X POLARIDADE E MAGNITUDE X TERNARIO

Considerando ruido de "dithering" com distribu¢8c uniforme e
amplitude maxima A para o quantizador sign{y) e outro de amplitude
mdxima A/2 para o quantizador tern(y), ambos os guantizadores
apresentardac a mesma curva de transferéncia média. Isto porgue
tern (y) &€ definido como indicado na figura IV.9.(a}, com

transicdes em |y| = A/2, e esta curva convoluida com a fdp do
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ruido uniforme entre -A/2 e A/2 resultarid na mesma curva de

sign(y) convoluida com a fdp do ruido uniforme entre -A e A.

A curva (y) para estes correladores com ruido de "dithering"

uniforme serd& como na figura V.2.

A &

Figura V.2: Curva de transferéncia média dos correladores

MxP e MxT

2
_ ]
2

e [ze[%

il

dy } (v.8)
Y

Plotando-se K em fung8o de o¢ pode-se visualisar o efeito da

distorgdo:
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0.99}
hd
< 0.98
=

C
S 0.97/
0.96}

0987 02 03 04 05
sigma/a

Figura V.3: Curva do ganho do correlador MxP para sinais

de entrada gaussianos.

Até um certo valor de o¢/A o© ganho & préaticamente linear, ndo
havendo distorgdo. Até o ponto o/A = 0.39 a distorgdo & de apenas
1%. Obviamente, dependendo da aplicagdo, poder-se-ia tolerar uma
distorcdo maior, por exemplo da ordem de 5%, e neste caso ¢/A=0.51

seria suficiente.

0 resultado obtido vale também para um correlador gue apresentasse
um quantizador com infinitos nivels em um dos canais (canal x} e
um quantizador também linear com um grande nOmero de nivels de
quantizacdo, porém com saturagdo para sinais de amplitude maior
gue A no outro canal (canal y). Este &, inclusive, o casc pratico
gquando se implementa gquantizadores. Ainda que estes apresentem
inGmeros nivels de guantizag¢do, sempre havera um valor de entrada

a partir do gqual a saida ir& saturar. Portanto, o© correlador
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definido como referéncia na segdo IV (Magnitude x Magnitude),
quando considerado cém saturacgdc em um dos canais, apresentaréd uma
distorgdo na medida que também & dada pela equagdo V.8. Ou seja,
os correladores Magnitude x Polaridade, Magnitude x Ternério e
Magnitude x Magnitude (com saturac¢do em um canal) sdo equivalentes

com respeito a distorc¢do introduzida na medida da correlagao.

V.2. CORRELADOR MAGNITUDE X N NiVEIs

A equagdo V.5 mostra que para correladores do tipo Magnitude X Nao
Linearidade e sinais de entrada gaussianos serd& sempre possivel
obter ny(r), a menos de um ganho médio do correlador (K), dado
por V.7. Neste caso, ainda gque a condigdc IV.8 de linearizacdo da
medida ndo seja exatamente atendida, pode-se buscar outros tipos
de guantizadores e distribuigdo de "dithering", e verificar qgue €

possivel estimar ny(t) dentro de limites aceitdveis de erro.

Um caso de bastante interesse pratico & o gquantizador cujos niveis
de gquantizagdoc correspondem a poténcias de 2, visto que as
multiplicacdes no correlador tornam-se extremamente simples. A

-

curva do qgquantizador & mostrada na figura V.4.
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&y

Figura V.4: Quantizador nfo uniforme com niveis poténcias de 2

Além disso, considerar-se-& ruido de "dithering" com distribuigdo
gaussiana. Uma vez que as distdncias entre os niveis do
quantizador ndoc sdo fixas, ndo existe uma distribuigdoc de
"dithering" gque permita vuma linearizac¢d3o exata da medida de
correlagdo. 0 emprego de "dithering” gaussiano permitira
transicdes suaves entre os niveils de gquantizacdo na curva de
transferéncia média do gquantizador. Um correlador com estas
caracteristicas foi desenvolvido pela Hewlett-Packard [14],
empregando um guantizador de 3 bits com niveis poténcias de 2 em

um dos canais, com grande sucesso.

0 ganho K do correlador & dado por V.7, onde se substitui gly,)

por sua expressio :
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3

1
K= ,[ J [‘4q *iguzaiu(yzw*bi)] yzpy{yz) p, (@) dy,da (V.9)

e uly) & a funcdo degrau unitdrio. Integrando primeiro em relagdo

a y (gaussiano) obtém-se

o 2
1 3 o Zay
K = —>— .E ag I Y . pa{a) Ao {(V.10)
UY lz=~2 o /ZH

Sendo a gaussiano,

3 a.
i

i=-2 ) 2 2
v/2n vfay+od (V.11)

Uma vez dque Os pontos a, foram definidos como poténcias de 2 para
o quantizador proposto, tem-se a liberdade de se selecionar uma
configuracdo dos pontos bi e um valor de o3 (poténcia do
"dithering") que facam K o mais prdximo de 1 possivel para uma

faixa de valores de oy (poténcia do sinal de entrada). Desta

forma, pode-se minimizar a distorcio da medida.
Para os pontos a. tem-se ent8o:
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a, =-a_,= 29g
a, =-a_,= g
aO::O

Como pontoc de partida, considera-se o seguinte conjunto de pontos

b.:
i
by = b, =0.5¢
-b_l b2 = 1.5 g
-b_,= Dby =3 q

os quais correspondem a um quantizador por arredondamento, e
toma-se ruidc de "dithering" com deO.Sq {(metade do primeiro
degrau de gquantizac¢do). O ganho K(Gy) para esta configuracgao

inicial & ilustrado na figura V.5.a.

Buscou-se plotar o ganho K(Uy) para diversas outras configuragdes,

variando um dos pontos bi de cada vez, e obteve-se um conjunto de

graficos, dos quais alguns sdo mostrados na figura V.5.
Estas curvas foram particularizadas para g=1. Cu,
equivalentemente, pode-se interpreta-las como  representando

valores ncrmalizados de K e ¢ ( K <— K/g e ¢ <— o/qg).

Dentre as configuragdes exercitadas, a gue produz K(ay) mais
proximo de 1 para a maior faixa de valores de Gy (menoxr distorgéo

na medida de correlacgdo) € o conjunto

—bG = b1 = 0.5 g
—b_lz b, =1.5¢
—b“2= b3 = 2.85 g

o qual serd considerado como configuragdo otima e adotado nos

préximos exemplos.
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1.1

1.1
=3 %
2 1 2 1
oy o
© «
S > /\J\
0.9 0. : :
0 1 2 3 90 1 2
(a) sigma (b) sigma
1.1 1.1
3 %
2 1 2 1
C «
1] {5y]
o o
0.9 : :
0 1 2 3 090 1 2 3
(c) sigma : (d) sigma
1.1 1.1
3 %
21 2 1
e C
1] ]
o 1))
0.9 :
0 1 2 3 090 1 2 3
(e) sigma () sigma
1.1 1.1
< %
2 1 2 1
C g
o ©
.8 ) : 0.9 t =
0 1 2 3 0 1 2 3
(f) sigma {s); sigma

Figura V.5: Curvas de K(Gy} para diversas configurag¢des dos pontos

b, (indicadas na pdgina seguinte). Fez-se q = 1.
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Na figura V.5 os gréaficos correspondem as seguintes configuracses:

—bo = bl = g ~b0 = bl = 0.5 g
-b_;= b, = q -b_,= b, =1.5¢q
-b”2= b3 = q ~b_2= b3 = 2.9 g
(a) (b}
—b0=b1= Sq "bo--blz g
~b_,= b2 = 4 q -b_;= b, = q
~b_,= b3 = 3q -b_,= b3 = 3 g
(c) (d)
“boﬂblzosq —bo_blz q
b_g= by = 4 b_og= by - <
_b—zz b3 = 2 9 q —b“22 b3 o q
(e) (£}
—bo = b = 5 g —bo = bl = 5 g
“b_1= b, = q —bmlz-" b2 = 1.5 g
-b_,= Dby = q -b_,= by, = 2.85 g
(g) (h)

E interessante analisar a equacgdo V.11 tomando-se os dois limites
extremos de Ud‘ Primeiro, gquando Gd assume vwvalores elevados,
tendendo a infinito, o ganho K fica independente de Gy e assume

valores pequenos

3 a,
K ~> ¥ (Vv.12)
i=-2
27 Gd
Tomando o limite guando oq —> 0 (auséncia de "dithering"), vé-se

gque o ganho K fica muito pegquenoc para valores pequenos de Uy.
Neste caso V.11 torna-se
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N
|-

i 052
3 a. Yy
K= fJ — e (V.13)
1=-2 ¢r5;~ GY
g 1
S
§0.95¢
o
8
o 0.9;
©
O
=
o) . ;
0 1 2 3
sigma

Figura V.6: Ganho do correlador MxN sem "dithering” (g=1)

Este comportamento se deve ao fato do quantizador arredondar as
amostras proximas de zero para zero, desta forma imprimindc uma
atenuagdo infinita ao sinal. Se y{t) apresenta uma varidncia
pequena, comparado ac degrau g do quantizador, a saida do
guantizador serd zero na malor parte do tempo. Da mesma forma,
valores de ay muito elevados colocam o sinal na faixa de

saturagdo, e novamente o ganho cai.

0 emprego de "dithering” permite estender a faixa de ganho linear

do correlador até a origem. Mesmo para valores peguenos de Uy, a
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saida do correlador poderd fornecer valores diferentes de zero nos

for suficientemente grande

momentos em gque o ruido de "dithering"

A figura V.7 ilustra

para vencer o primeiro degrau do guantizador.

o ganho do quantizador para oq = 0.5g e 04=d.

V.8 &a

e a fig.

=1).

fez-se g

superficie do ganho para uma faixa de o3 (nas figuras

1
5
0.9¢

0.9
0.85;

sigma

sigma

~— 1w 18)) o
o i 00
o

-
(M) Jopeja.u0o op oyueb

(b) o4 = 4

(a) Tq = 0.5g

Ganho do correlador MxN com "dithering".
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Empregando um ruido de "dithering" de maior poténcia, com o3 = 4

o ganho préximo a ¢ = 0 diminui

Uma vez verificado que o correlador proposto fornece a medida da
correlacio dos sinais de entrada dentro de limites toleraveis de
distorcdo, resta determinar a autocbrrelagéo do erro estatistico
da medida para uma caracterizagdo completa do correlador, conforme
feito com os demais correladores discutidos nos capitulos

anteriores.

V.2.1. DETERMINACAO DA AUTOCORRELACAO DO ERRO

A figura V.9 mostra as curvas de transferéncia média e o erro

-

do quantizador com respeito & condigdo IV.8 (vide eq. V.15).

Para o quantizador ndo uniforme da figura V.4, a equacgdo IV.6 se

torna:
L 3
51y, = T [ai - aiml} F ly,-b) - 4q  (V.14)
i=-2
onde
ay =-a_5= 4q
a, =-a_,= 29
al z—a__l= dJ
ao = 0
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com [ai - ai—l] correspondendo as diferencas entre niveis de
quantizagdo adjacentes, e bi representando os pontos de transigao

nc eixo y. Neste caso, a condigdo

jamais & satisfeita, seja qual for a distribuigdo do "dithering".
Define-se o erro na condi¢3c de linearidade do quantizador (eq.

IV.8) como a medida de guanto a somatdria diverge de 1:

3

ec(yz) = ing[ai - ai“l}pa(y2~bi) -1 (V.15)

Define-se também o erro de linearidade do guantizador como

5w |

gly)
el(y) = .100% { V.16)
Y
4 15
2.
—~ .. 2
0 // R N o.
» ~ =
1 )
-2+
4= :
-4 -2 0 2 4
Y
(a) {b)
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(c) (d)

Figura V.9: (a) Curva de transferéncia média (dd=0.5q)
————— Curva de erro da condigdo IV.8: ec(Y)

{b) Erro de linearidade (%): el(Y)

{(c) e (d) Repetido para oq = 4

Obs.: g = 1 nas figuras

Apesar de IV.8 nfo ser atendida, o erro de linearidade resultante
na curva de transferéncia média ndc é muito significativo para
sinais de amplitude entre -4g e 4q. Logo, serd feita a aproximacgdo
g(y)=y, a gual permite escrever IV.11 como IV.12, e portanto
empregar os resultados derivados na segdo IV.2 com respeito a

autocorrelacdo do erro.

A partir destas hipdteses, valem entdo as expressdes

: _ . N-]7] _
R .(k,j,N} = Rr(j,k,N) + 2 R 5 2(k) R 5 2{k) (V.17.a)

el N £7g Xy

para |j| < N, e
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- - - l-a (3
Ref(k,j,a) = Rr(j,k,d) * e @ [Rf .

, 5k} - R, 2(k)] (V.17.b)
x"y

com £(x) = x e g{y) como na figura V.4. Neste caso,

2 2
J *n 9 (yn—k) p2(xn'yn—k)dxndyn—k (V.18)
[+ +]

onde

gz(y) = I gz(y) pa(any)da (V.19)

- {0
0 desenvolvimento de V.19 & idéntico ao de 1IV.3 guando da
derivagdo de 1IV.6, bastando fazer para todo i a, —> a, (a

1 1

notagdo de a, foi alterada para a; para ndo confundir com o

indice k empregado para denotar as amostras da fungdo de

correlacdo). Com isto obtém-se

o°ty, ) =a° T (at-at )F (y__,-b)) - 16q°  (V.20)
Fem-2
Reescrevendo V.18:
o0 [+.4]
R (k) = f gy ) f X2 p. (x_,y. .) dx_|dy (V.21)
fzgz n-k n ¥xy ‘"n'‘n-k n n-k )
- -0

A equacdo acima & a mesma dada por 1V.48, donde pode-se aproveitar
os regultados obtidos no Capitulo IV (eq. IvVv.52), agui

transcritos:

(1—1:2)02 + r2 “25 ?
x Uy Yn-k ?y

2
szgz(k} = J g (Yn—k) {yn_k)dyn_k

{(v.22)
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A partir deste ponto, V.22 pode ser avaliada por integragéo
numérica, © gue serd feito no capitulco VI. Na oportunidade serdo
definidos alguns sinais de entrada, a titulo de exemplo, e
determinada a autocorrelagdo do erro e outros parémetros do
correlador. Os resultados tedricos aqui obtidos serdo também
confrontados com simulagdes feitas em computador, para uma

validacdo do modelo.

n
O

20

—
18]

curva quad. media
O

5t
0
-4
Figura V.10: = Curva de gz(y)
- - - Curva de Y2
Obs.: g = 1 nas figuras
Observando-se a figura V.10, pode-se perceber que gz(y) tem um

formato bastante prdéximo de uma pardbola. Na verdade, ela tenderia
a uma pardbola & wmedida que © nimero de niveis do guantizador

aumentasse. Com 1isto, R 9 2(k) deve estar muito mais préximo de
e |

R , 2{k} gue no caso dos correladores discutidos anteriormente

Xy

(Magnitude x Polaridade,Polaridade x Polaridade, etc.}. Este
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correlador leva a uma varifincia da medida menor do que os dois
anteriores, conforme sera ilustrado no capitulo VI, com simulacdes

dos diversosg correladores.

H& duas vantagens principais deste correlador sobre um que
empregasse quantizagdo em N niveis igualmente espacados e

"dithering" com distribuic¢do uniforme:

e reguer multiplicagBes apenas por poténcias de 2. 0

quantizador uniforme exigiria multiplicagdes por 1, 2, 3

e guando trabalhando com sinais de alta frequéncia é dificil
gerar ruido de "dithering" branco e com distribuicédo
uniforme. O ruido gaussiano € mais facil de ser gerado neste

caso.

V.2.2. CALcULO DA DisTORCAD K QUANDO 0S SINAIS DE ENTRADA SAO

NAO GAUSSIANOS

Devido a seu alto interesse pratico, vale a pena investigar a
distorgdc introduzida na medida quando o correlador Magnitude x N
niveis & empregado para medir a correlacdo de sinais de entrada
ndo gaussianos. Para tal, serdo considerados dois casos: sinais de
entrada com distribuig8o uniforme e com distribuigdo exponencial,

a fim de se ter uma idéia do efeito provocado sobre a medida.
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Para correladores com nido-linearidade em um dos canais, tem-se:

x, 9ly,) P

xy(xl.yz) dxl dy2

B Sy 8

Ryg!®) = OJE

Para o quantizador de N niveis proposto, gly.,)& dado pela equagao
2

V.14, o gue leva a

® ®
Rxg(T) = 2-2 [ai - ai—l] J I e Fa(y2vbi)pxy(x1,y2) - 4qy (V.23)

-w-w
Fazendo a simplificagdo de que os sinais de entrada apresentam
média nula, o termo 4qy desaparece na equagdo V.23. Algumas outras
simplificacdes serio feitas, para poder prosseguir no
desenvolvimento. Considerar-se-& x = Yy, de maneira gue O
correlador mede a autocorrelacido de x(k), e ele serd tomado como
um ruido branco. Sem estas considerac¢deg torna-se dificil avangar

no desenvolvimento de V.,23.

V.2.2.1. SINAIS DE ENTRADA cOM DISTRIBUICAC UNIFORME

0 sinal x{k) serd considerado ruido branco com distribuicdo entre

-A e A. O finico coeficiente de correlagdo diferente de zero &

S

Rxg(D) = Gi, e a equagdo V.23 se simplifica para:

3 A
' E_Z{ai - ai-l} | xyFg ey by g (V.24)
A
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Avaliando numericamente a expressdo V.24 para diversos valores de
A {(faixa de excursio do sinal de entrada), e tracando a curva do

parametro

919>
P S YN

para cada valor de A, obtém-se o grafico da figura V.11.

« 1.05 ' ‘ 1.05
g 1} i
o
o 0.95¢
S 0.95¢
L)
(o) 0.9¢
)
g 03 0.85!
C
g L . 0 8 : '
0'850 2 4 6 0 2 4 6
amplitude max. na fdp uniforme amplitude max. na fdp uniforme
(@)04=0.5 (b)o =1

Figura V.1ll: Distorgdc na medida de correlagdo introduzida pelc
correlador Magnitude x N niveis para sinal de

entrada com distribui¢do uniforme {(g=1 no quant.)

Para este casc de sinal de entrada, o resultado & ainda melhor do
que aguele obtido para sinal de entrada gaussiano. Isto resulta do
fato do sinal com fdp uniforme apresentar limitacdio na faixa de
excursdo, © que faz qgue suas amostras ndo caiam na regido de
saturagdo do guantizador para A = 4g. Com ¢

q=1, © ganho & bastante

préoximo de um para uma faixa relativamente grande de excursd3o do
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gsinal de entrada. O emprego de dd=0.5 leva a uma variagdo um pouco

maior do ganho.

V.2.2.2. SINAIS DE ENTRADA COM DISTRIBUICAO EXPONENCIAL

Considera-se sinais com a seguinte fdp:

1 [— o

2 0

VeaRtn ]

Substituindo em V.23:

; . [ /2 lxll]
Fay 1 S ———————
0 = ig—z[ai - ai—l) j X F (x;-b.) - e dx,
B ~ 0o v 2 o
(V.25)
Novamente aplica-se integragdo numérica para resclver V.5,

repetindo o procedimento para diversos valores de o, e obtém-se o

grafico da distorgdc da medida (K) apresentado na figura V.12.

Como a fdp exponencial apresenta um decaimento mais lento,
comparado com a fdp gaussiana, um sinal com fdp exponencial
apresentard amplitudes de valores superiores a 4gq (regido de
saturacio do quantizador} com uma probabilidade maior do que um
sinal com fdp gaussiana, considerando que ambos tenham a mesma
variidncia. Em virtude disto, a regido de ganho 1linear do
correlador & menor para sinais com fdp exponencial. No entanto, o

importante & gque para uma faixa de valores de varidncia deste
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sinal de entrada o correlador ainda apresentara ganho quase

unitéario.

P N
N

e

_‘8“' 0.9} 0.9¢

o

L0.8: 0.8t

8

8

2 0.6} 0.6

c

S L Gl

0'50 1 2 3 4 0. 0 1 2 3 4
sigma da fdp exponencial sigma da fdp exponencial
(a)ad=0.5 (b)od=1

Figura V.12: Distorg¢do na medida de correlacgdo introduzida pelo
correlador Magnitude x N niveis para sinal de

entrada com distribuic¢do exponencial {(g=1 no gquant.)

V.3. CONCLUSOES

Embora o©s sinais gaussianos ndo sejam limitados em amplitude, a
escolha de um quantizador com curva de transferéncia média que
apresente faixa de excursdo linear da ordem de 2.5¢ a 3¢ leva a

ganhos praticamente unitdrios para o correlador, 1implicandc em

uma distorg¢do minima da medida.
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A conclusdo indicada pela equagdo V.5, de gue para sinais
gaussianos © estimador sempre permitird obter a medida da
correlagdo a menos de um ganho K, gualquer gque seja a
ndo-linearidade empregada no canal vy, abriu caminho para o
desenvolvimento do correlador Magnitude x N Niveis. Trata-se de um
caso de alto interesse pratico, com ganho praticamente linear para
uma faixa de valores de ¢. Mostrou-se também gque mesmo para sinais
de entrada ndo gaussianos este correlador fornecerd a medida com
pequena distorg¢do, conforme ilustrado pelo desenvolvimento feito
para sinais com fdp uniforme e exponencial. Enquanto correladores
do tipo PxP e MxP sdo frequentemente discutidos na literatura
técnica, o correlador MxN conforme apresentado & pouco mencionado.
A Hewlett-Packard [14] fol quem propds e desenvolveu um correlador
com esta arquitetura, o modelo HP 3721A, e obteve o0s primeiros
resultados com respeito & faixa de ganho aproximadamente linear
para sinais de entrada gaussianos. Em [14] estes resultados sao
mencionados, ndo sendo feitas maiores consideracdes a respeito, e
nenhum detalhamento ou modelo matemdtico & discutido. No
desenvelvimento apresentado neste capitulo fez-se uma
generalizag¢do dos resultados para este correlador, estendendo a
andlise ao desempenho com respeito & varidncia, bem c¢omo
investigando seu comportamento para alguns sinais de entrada

ndo-gaussianos.

0 modelo tedrico dos correladores com gquantizadores grosseiros e
"dithering” desenvolvido nas se¢des e capitulos anteriores permite

prever o comportamento e desempenho destes dispositivos. No
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capitulo seguinte sera apresentado um modelo de simulacdo e
resultados da operagdo de diversos correladores, obtido através
destas simulagdes em computador. Serid possivel confrontar os

resultados tebricos e experimentais e verificar sua consisté@ncia.
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CAPITULO VI

SIMULACOES EM COMPUTADOR

Neste capitulo serd apresentado o modelo de simulacd@o empregado,
bem como resultados de simulagdo da operacdo dos varios
correladores discutidos. O objetivo & verificar a consisténcia dos
resultados tedricos e também ilustrar quantitativamente o
desempenho destes correladores. 0O simulador foi desenvolvidoe em

linguagem C [34] [35].

VI.1. MODELO DE SIMULACAO

0 modelo de simulagdc & dado pela figura VI-1. Nele os sinais de
entrada sdo representados por arquivos bindrios contendo amostras

dos sinais cuja correlagdo se deseja medir.
1) Sinais de Entrada: Trabalhou-se com os seguintes sinais:

*Ruido branco gaussiano

*Ruido branco gaussiano filtrado com um filtro h(n):(l—a)anu(n}
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*Ruido brance gaussiano filtrado com um filtro sinc(n):
sen{a(n-N))}

h{n) = sinc(n) = u(n)
A(n-N)
*Sinal AMI
Arquive
a
Ditheting 1
E } | spuLApor | [Arqive
dgr | o—Jo —_ | e
Bomada | e Rev-1.
: = : '
| O, T PR
! () (B0 ] tonl (1)
! x T Y e —— et
i 80— e i
T ! pdsPROCESSADOR |
: media de : A
; todas T EfR(k.ny)
; ('ammwm J\ ___E;}:i: Sinat (k)
Arquivo : : Ruido
: erro calculo T
B O ]_rele —

Figura VIL1: Modelo para simulacgéo

Gerou-se previamente estes arquivos. As varias simulacdes foram
realizadas com o mesmo sinal na entrada de todos os correladores.
Este procedimento foi adotado com o intuito de reduzir o tempo

total de simulagfo (dispensa gerar segquéncias aleatdrias durante a
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simulacgdc) e para comparar os resultados fornecidos pelos diversos

correladores gquando a eles se submete um mesme sinal de entrada.
. 6

Estes arquivos contem 10 amostras cada, © que resulta em uma

extensiva simulagdo.

2)Inser¢do Programavel de "Dithering":

Gerou-se 2 arquivos binarios contendo amostras de 2 sinais de
ruido branco independentes e de distribui¢do uniforme entre -1 e
1, a serem empregados nas simulagdes como ruido de "dithering".
Cada arguivo com 10° amostras. © programa desenvolvido permite
programar um ganho para as amostras destes sinais, antes de serem
adicionados aos sinais de entrada do correlador. Com isto pode-se
ajustar a largura da distribuic8o do ruido, o© gque reflete na

largura da faixa de ganho linear do quantizador, e do correlador

por conseguinte.

Foi também geradoe um arguivo de "dithering®” com distribuicgéo
gaussiana e vari&ncia unitaria. Ao inserir o "dithering" no

correlador, o ganho a ele aplicado serve para ajustar sua
variéncia.

3)Quantizador

Pode-se selecionar, para cada um dos canais x e y, 085 seguintes
tipos de gquantizadores para serem incorporados ao correlador. No

programa de simulagdo, a cada um deles € associado uma macro:
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sign(x)
tern{(x)
N Niveis poténcias de 2

Magnitude (quantizador com muitos niveis de quantizagado)

4)Banco de Atrasadores e Multiplicadores:

As amostras do sinal de entrada y(t), apbs serem guantizadas, Sao
armazenadas em um vetor contido neste bloco. O k-ésgimeo elemento
do vetor correspondera, a cada iteracdo, & amostra de Yy(t)
atrasada de k periodos de amostragem. 0 produto destas amostras
com a amostra presente no canal x({t) constituird o sinal para
cidlculo do k-ésimo coeficiente de correlacdo. O nimero de amostras
de correlacdoc a serem calculadas definem o tamanho deste vetor, e
& um parametro solicitado no inicio do programa toda vez que ele é

executado.

5)Filtro para Cédlculo da Media

S3o implementados os filtros acumulador e passa-baixas de primeira
ordem. Para o acumulador pode-se programar O nimero de amostras a
acumular, e conforme discutido no capitule IV, pode-se definir
mais de um filtro para um coeficiente R(k), operando com fases de

nreset" distintas (igualmente espacadas) .

o filtro passa-baixas de primeira ordem tem resposta

impulsiva
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hin)={1-a)au(n)

O paré@metrc o & programavel, o gue define a rapidez de decaimento

da resposta exponencial.

5)Resultados Medidos

Os valores obtidcs na saida do filtro sdo armazenados em arguivo
para posterior pobs-processamento. O programa pode desprezar as
primeiras medidas (o nimerc & programdvel), somente armazenando
num arguivo as amostras na saida do filtro apbds um tempo
correspondente a duragdo de seu transitdrio. As andlises feitas

aqui sempre se referem aoc valor de regime na saida do filtro.

Para o filtro acumulador, sd3o armazenadas em seqguéncia as
estimativas de correlagdo dadas por cada fase do filtro. Para o
filtro ©passa-baixas de primeira ordem, pode-se definir um
intervalo de tempo ({(definido em termos de nimero de amostras) no
qual a saida do filtro & capturada e salva em arquivo. Armazenar a
saida do filtro a cada nova amostra dos sinais x e y acarretaria
em arguivos de sailda muito grandes, e duas medidas consecutivas da
correlagdo apresentariam sempre valores muito préximos, diferenca
esta representada apenas pela uUltima amostra do produto x*y

aplicada a entrada do filtro.
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6) POs-processamento

Apbds obtidos os resultados do simulador, dispde-se de material
para analise estatistica do comportamento da estimativa da
correlagdo fornecida pelo correlador simulado. Uma série de

anadlises s&o feitas:

*Calculo da média das medidas

*Calculo do erro da medida de cada coeficiente R(k) em relacdo
ao valor médio obtido para as medidas daquele dado
coeficiente

*CAlculo da autocorrelacdo do erro para cada coeficiente de
correlacdo medido

*Calculo do desvio padréo do errc para cada coeficiente
*Cdlculo da relagdo sinal/ruido da medida de cada coeficiente,
definida como a relagdo (valor médio da medida)/(desvio
padréo)

*histograma do erro para cada coeficiente
Excets no caso do histograma do erro, os resultados experimentais

obtidos sdc sempre apresentados juntamente com os graficos do

modelo tedrico desenvolvido nos capitulos anteriores.
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VI.2. DESCRICAO DOS SINAIS DE ENTRADA NAS SIMULACOES

Buscou-se nestas simulagdes exercitar os varios correladores com
um conjunto de diferentes sinais, os quais serdo descritos a

seguir.
a) Ruido Branco Gaussiano

A biblioteca de fun¢des da linguagem C fornece uma funcdo para a
geragao de nameros aleatdriocs com distribuicdo uniforme. Para
gerar um sinal gaussiano a partir de sinais com fdp uniforme,
aplica-se o teorema do 1limite central. De acordo com este
principioc, a soma de um nimerc infinito de varidveis aleatdrias de
distribuic¢do qualguer tende a uma distribuigdc gaussiana. O gue se
faz entd3o & somar um nimero grande de varidveis de distribuilcgdo

uniforme.

Seja Gi = 1/12 a varildncia de uma varidvel aleatdéria x de £fdp

uniforme entre -1/2 e 1/2. A waridvel

N-1
12
v /LN
i=0
Apresentara fdp aproximadamente gaussiana com oé: 1. Em

particular, escolheu-se N=48. Com este valor de N a fdp de vy

aproxima-se de uma gaussiana com bastante fidelidade.
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b) Ruido Gaussiano com Autocorrelagdo Exponencial

Obtém-se tal sinal através da filtragem de um ruido branco

gaussiano por um filtro de resposta impulsiva

h(n)=(1-g)R™u(n)

Sabe-se que a autocorrelagdo de y(n) = x{(n) * h(n) serd dada por:
[r ]
k|
2 2 - |
R(k) = o5 ) hyhy =0l —g.g B
i:—m
Nas simulag¢des discutidas a seguir, particulariza-se para 8 = 0.9

e gi = 1, o gue resulta em G;E 0.052e6.
c) Ruido Gaussiano com Autocorrelacgic do tipo sinc (k)

Obtido pela filtragem de um ruido branco gaussiano por um filtro

B sen(A.(n-Nj)
hin) = G . THoT) u (1)

Obtém-se para este sinal a seguinte aproximacgdo:

Rik) = G2 —%— ginc(a.k)
Nas simulacgdes particulariza-se A = 2r/10, N = 2048 e & =
0.1026 o gue fornece R(k) = 0.0526 sginc(2nk/10). Assim, o8
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sinais com autocorrelagdo exponencial e sinc(k) apresentardoc a

mesma variéncia.

d) Sinal AMI

0 sinal com codificagdo AMI & empregado em alguns casos de
transmissdo digital PCM. Um sinal NRZ unipolar de amplitudes 1 ou
0 & convertido para um sinal terndrio onde os pulsos positivos séo
alternadamente convertidos como 1 e -1. O nivel 0 & convertido
como O também. A titulo de exemplo, os correladores serdo
empregados para determinar a autocorrelagdo de um sinal AMI gue é

filtrado por um filtro

hin)={1-8)8™u (n)

com B = 0.7 .0 sinal resultante ndo serd gaussiano, e sim terd uma
distribuic8o com valores mais acentuados préximo de x =-1, x=0 e X

= 1.

0 pulso do sinal AMI tera largura de 10 amostras. Sua
autocorrelacdo & dada pela curva na figura VI.2. Ao ser filtrado,

a autocorrelagdc do sinal resultante assumird a forma dada na

figura VI.2.c.
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(a) Tipica sequencia AMI  (discretizada com T = 10)

0.3
0.2}
0.1t
0 L
-0.1;1 , , ]
0 10 20 K 30
(b) Correlacao antes da filtragem (c) Correlacao apds filtragem

(curva teorica)

Figura VI.2 : Autocorrelacdo do sinal AMI (os pontos

foram unidos nas curvas de correlacdo)

VI.3. SIMULACAO DE CASOS

Para simplificar as simulagbes, considera-se sempre © caso de se
medir a fungdo de autocorrelagao de um sinal aleatdrio. Logo,
tem-se os mesmos sinalis nos canais x e y do correlador. O ruido de
"dithering" terd sua amplitude ajustada de forma que a faixa
linear da curva de transferéncia média dos gquantizadores seja da

ordem de 30 (chamando o o desvio padrZo do sinal na entrada do

correlador) .
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As simulagdes g8o0 sempre feitas para um elevado nGmerc de amostras
. () . .

do sinal de entrada : 10  amostras. Assim, mesmo empregando filtro

acumulador com N também grande, serd obtido um nimero de medidas

de correlacdo suficiente para fazer uma andlise estatistica de seu

comportamento.

Na sequéncia, serfio descritas as simulagdes realizadas com o sinal
de entrada com autocorrelag¢do exponencial, empregando os diversos
correladores discutidos nos capitulos IV e V. Depois o0s

correladores serdo exercitados com os demais sinais.

V1.3.1. SIMULACOES COM SINAL DE AUTOCORRELACAC EXPONENCIAL

a) Simulador com filtro acumulador e N = 5000

Para os correladores MxP e PxP:
samplitude do ruido de "dithering A= 0.7
Para os correladores MxT e TxT:

+Amplitude do ruido de "dithering" A

H
o

.35
Para o correlador MxN:

«"dithering" gaussiano com ¢ 0.25

d =
squantizador com q = 0.5 (primeiro degrau de quantizacdo)

As figuras VI.3 a VI.8 a seguir mostram os resultados. 0Os pontos

obtidos nas simulacdes foram unidos para facilitar a visualizacéao,

161



e isto foi feito em todos os graficos que serdo apresentados.
Deve-ge ter sempre em mente gue os valores que o simulador fornece

s8o discretos.
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Na Figura VI.3.a primeiro & mostrade o resultado de um grupo de
medidas (20 medidas de correlacd8o). A cada 1000 amostras do sinal
de entrada & produzida uma nova estimativa de sua autocorrelacao.
Lembrando que trabalha-se com 5 filtros acumuladores para cada
coeficiente de correlacgac a ser medido, cada um acumulando 5000
amostras e operando em uma fase distinta (disténcia de 1000

amostras entre cada fase).

Pode-se oObservar gue os valores fornecidos pelo correlador
bastante se aproximam do valor teérico da correlagdo prevista para
o sinal. O gr&fico seguinte na figura VI.3.a apresenta a curva
tebrica da autocorrelagdo (curva ——-—) Jjuntamente com o valor
obtido fazendo-se a wmédia de todas as medidas fornecidas pela

simulag¢do do correlador {(curva — ). As duas curvas praticamente

se superpdem.

Também & apresentado um grafico com o valor médio das medidas
obtidas e duas envoltdérias:
----- representa os valores maximos e minimos obtidos
para cada coeficiente medido

—————— representa o valor médio * um desvio padrao

0 quarto grafico em VI.3.a mostra o desvio padrd3o da medida de
cada coeficiente (———) Jjuntamente com o© valor tebrico (—-—- - )
previsto nos capitulos IV e V. Apesar da escala e dos limites
empregados no grafico acentuarem a diferencga entre as duas curvas,

na verdade elas sdo muito proéximas, diferindo por um erro
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percentual médio da ordem de 3%

0 dltimo grafico & a curva da relacd3c ginal/ruido da medida,

definida como

s = — Rl
_erro(k)
onde se mostram os valores medidos (———) e tedricos {(— = — ).

Na figura VI.b primeiro sdo apresentados os histogramas do erro
de medida dos 4 primeiros coeficientes de correlacdc. Pode-se
observar gque aproximam-se ao histograma de um sinal com fdp

gaussiana.

Finalmente mostram-se os graficos tri-dimensionais que representam
a autocorrelag¢do do erro de medida de cada coeficiente R(k). O
primeiro traz o0s valores medidos como resultado da simulacdo, e o
segunde o grafico resultante das equacgdes desenvolvidas no
capitulo IV. Vé-se que a curva obtida da equacfio aproxima com
razodvel fidelidade os valores simulados, © gue comprova a

congisténeia do modelo tedrico.

A seguir, para cada um dos demais correladores serd apresentada a
mesma sequéncia de gréficos e entdo proceder-se-a4 a uma andlise
dos resultados. Os valores simulados s&o sempre apresentadcos em

trago cheio (——).
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Para o correlador MxN, as integrais dadas por V.22 foram avaliadas
numericamente, CoOm Os mesmos parametros empregados na simulacdo do

correlador, resultando em:

gz(y) y2 ply) = 0.0126

2(y) ply) = 0.1357

8 Sy 8 8§ ey B

Em todos os casos simulados, a média das medidas fornecidas pelos
correladores é praticamente idéntica & autocorrelacdo do sinal de
entrada. O parémetro que sofre variag¢des de um caso para outro é o
desvio padrdo da medida. Por exemplo, a medida de R(0) (varidncia
do sinal de entrada) apresenta o0$ seguintes desvios (valores
tedricos) : |

MxP: 0 = 0.00375

PxP: o = 0.00755

MxN: o = 0.00338

MxT: o = 0.0034

TxT: ¢ = 0.00375

MxM: o = 0.00325
Embora o© desempenho do correlador MxM {(definido como referéncia
nos capitulos anteriores) seja melhor, a diferenca n3o é& muito
significativa gquando comparado com os demais, & excecdo do
correlador PxP. Para este Gltimo, o desvio padrdo € um pouco mais
gue o dobro do correlador MxM. Do ponto de vista quantitativo este
& um resultado muito importante, pois pode-se obter correladores

com desempenho equivalente ao MxM porém de complexidade de
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implementac¢do muito menor.

Observa-se também gque o desvio padrdo decresce muito pouco &
medida gque k cresce. Por exemplo, para o correlador MxP a medida
de R(0}) tem o = 0.00375 enquanto a de R(9) tem ¢ = 0.00346. Este
comportamentc se observa em todos os correladores. Com isto, a
relacdo sinal/ruido decresce aproximadamente proporcional ao valor
de R(k). Para os primeiros coeficientes, a relacdo sinal/ruido é
sempre superior a 10 (ou 20 dB), o que & bastante razodvel. Este
parametro poderia ser melhorado, se desejado, através do aumento

do nimero de amostras no acumilador.

Em outras simulag¢des discutidas mais adiante, poderad ser
verificado o efeito das caracteristicas do sinal de entrada no
desvio padrdo da medida. Observar-se-& que para sinais de faixa
mais larga o desvio padrdo na medida de R(0) tende a ser um pouco

mais acentuada do que nos demais coeficientes.

Nas figuras de VI.3 a VI.8 pode-se verificar que os valores
tefricos sempre representam boas aproximacles em relagdo aos
valores simulados, mas em alguns casos, como no correlador PxP a
discrepé@ncia €& um pouco maior. Isto se deve principalmente ao
proprio erroc estatistico gue se incorre quando da simulagdo. O
namero de amostras do sinal de entrada é 106. Como se obtém uma
medida de correlagdo a cada 1000 amostras, tem-se 1000 estimativas

da correla¢do de x(t), as quals s8o empregadas para determinar a

média e o desvio padrdoc da medida, bem como a autocorrelacgdo do
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erro. Com um nimero maior de estimativas da correlagdo, certamente
as discrepéncias entre as simula¢des e © modelo tedrico serao
ainda menores. Como 106 amostras Jj& representa um namero de pontos
muito grande para simulagdo do correlador, o gue se faz é manter o
comprimento da simulagdo, porém simular um correlador com filtro
acumulador menor, © que ird gerar um maior nimero de estimativas
de R{k) para um mesmo tamanho do argquivo de entrada. Obviamente,
do ponto de vista do correlador propriamente dito, este terd um
desempenho senvivelmente pior. O gque se desejara verificar, no
entanto, €& a capacidade do modelo tedrico prever o comportamento

do correlador. Escolhe-se N = 50 no acumulador e repetem-se as

simulagbes a seguir.
b)Simulador com filtro acumulador e N = 50

Os resultados sdo mostrados nas figuras VI.9 a VI.14. Os
pardmetros obtidos via simulag¢do s8o praticamente idénticos aos
valores tebricos, o que ratifica a exatiddo do modelo
desenvolvido. Conforme previsto, a varidncia da medida cresceu

aproximadamente 100 vezes (inversamente proporcional a N).
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Nos capitulos IV e V desenvolveu-se o modelo para o erro dos
correladores com filtro acumulador e filtro passa-baixas de
primeira ordem. Nas préximas simulagbes serao exercitados os

correladores com filtro de primeira ordem (resposta impulsiva
h = (1-a) aCu(n)) .

0 parametro o do filtro sera escolhido de maneira a se poder
relacionar os resultados com os dos correladores com filtro
acumulador. © dimensionamento de o« serd tal que os dois
filtros apresentem uma largura de faixa eguivalente gquando
filtrarem um ruido branco, de forma gque os sinais nas saidas dos
dois filtros apresentem a mesma varifncia. A varidncia na saida do

filtro acumulador com ruido branco em sua entrada é

e na saida do FPB de primeira ordem

2 _ 2 {(1-a)
erylfpb" 9 Tiva)

Logo, para que Se tenha a mesma varifncia em ambos:

N-1
* = T

Assim, para poder relacionar os resultados com o do filtro
acumulador de N = 5000, escolhe-se a = 0.9996 e procede-se as
mesmas simulacdes anteriores. A saida do filtro serad amostrada e

salva no arquivo de saida a cada 1000 amostras.
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Figura VI.15.a: Correlador MxP - FPB 12 ordem e a = 0.9996
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Figura VI.15.b: Correlador MxP - FPB 12 ordem e o = 0.9996
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Figura VI.16.b: Correlador PxP - FPB 12 ordem e o = 0.9996
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Figura VI.17.a: Correlador MxN - FPB 12 ordem e o = 0.9996
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Figura VI.17.b: Correlador MxN - FPB 12 ordem e o = 0.9996
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Figura VI.20.b: Correlador MxM - FPB 12 ordem e « = 0.9996
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P

0 degvio padrio obtido com este filtro & praticamente idéntico ao
obtido com o filtro acumulador. A autocorrelagdo do erro apresenta
um decaimento mais suave no eixo j, © que estd ligado ao formato

da resposta impulsiva do filtro.

A escolha de um filtro ou outro em uma implementacgdo depende
da aplicag&o desejada, podendo ambos serem dimensionados para um
desempenho satisfatério. Se nd3o se necessita de muitas amostras da
medida de correlacdo, podendo cada estimativa da medida ser obtida
a intervalos de tempo relativamente longos, entdo uma solugdo com
filtro acumulador parece adequada. Porém, se forem desejadas
muitas medidas intermedidrias, tendendo a uma medigdo guase
continua, pode tornar-se inviavel prover  varios filtros
acumuladores operando em diferentes fases para a medida de um
mesmo coeficiente. Neste caso, pode ser mals eficiente o emprego

de um FPB de 1—ai ordem.

VI.3.2. SIMULACOES coM SINAL RufDo BRANCO GAUSSIANO

Um outro fator interessante de se investigar & como a largura de
faixa do sinal de entrada influi no desempenho dos Varios
correladores discutidos neste trabalho. Para se avaliar
guantitativamente este efeito, serdo feitas simulagdes com um
gsinal de entrada que & um ruido branco gaussiano. Nos casos

anteriores, simulou-se um sinal que apresentava R(kK) exponencial,
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obtido pela filtragem de um ruidc branco gaussiano por um filtro
passa-baixas de 12 ordem, e portanto limitado em fregquéncia pela
faixa do filtro. Simulando agora um ruido branco gaussiano, tem-se

na entrada um sinal de largura de faixa teoricamente infinita.

Nas simulagdes a seguir, faz-se com que o ruido branco apresente a
mesma variéncia do ruide com autocorrelagdo exponencial, ou seja,
o = 0.0526, e escolhe~-se filtro acumulador com N = 5000. Os demais

parémetros permanecem 05 mesmnos.

As figuras VI.21 a VI.26 trazem oOs resultados destas simulacgdes. O
desvio padrdo da medida & significativamente menor com este sinal
na entrada. Para o correlador MxM, o desvio padrdo em R(0) é
razoavelmente maior do gque nog demais coeficientes. Para os outros
correladores, oS8 quais empregam "dithering", esta diferenga
torna-se menos acentuada. O que se deduz & que o "dithering" tende
a mascarar um pouco ¢ efeito do sinal de entrada sobre ¢ desvio
padrdo da medida, sendo em alguns casos o© principal fator

determinante deste par@metro (caso do correlador PxP).
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Figura VI.21l.a: Correlador MxP - filtro acumulador e N = 5000
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Figura VI.21.b: Correlador MxP - filtro acumulador e N = 5000
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Figura VI.22.b: Correlador PxP - filtro acumulador e N = 5000
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Figura VI.23.a: Correlador MxN - filtro acumulador e N = 5000
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Figura VI.23.b: Correlador MxN - filtro acumulador € N = 5000
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Figura VI.24.a: Correlador MxT - filtro acumulador e N = 5000
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Figura VI.24.b: Correlador MxT - filtro acumulador € N = 5000
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Figura VI.25.a: Correlador TxT - filtro acumulador e N = 5000
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Figura VI.25.b: Correlador TxT - filtro acumulador e N = 5000
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Para uma avaliagdo comparativa do desempenho destes correladores,
tome-se como critério o desvio padrdo no coeficiente R(0):

MxP: o = 0.00215

PxP: o = 0.006%

MxN: o = 0.0014

MxT: o = 0.00145

TxT: ¢ = 0.00215

MxM: o = 0.00105
Quando se trata de um ruido branco na entrada do correlador, o
desempenho do correlador MxM & mais perceptivelmente superior, ©
gque ndo ocorre quando de um sinal de entrada com autocorrelacdo

exponencial (sua superioridade & apenas marginal neste caso).

Dos correladores que empregam “"dithering", o correlador MxN
apresenta o melhor desempenho, o qual & praticamente equivalente
ao do correlador MxT. A vantagem do correlador MxN & sua
linearidade de medida para uma faixa maior de amplitudes do sinal
de entrada. No caso simulado, a faixa linear do guantizador
ternario corresponde a cerca de 3¢ (0 = desvio padr3o do sinal de
entrada), ao passo que no quantizador com N niveis poténcias de 2
esta faixa & da ordem de 60 a 7¢. Por exemplo, se o sinal de
entrada apresentar desvio padrdo duas vezes maior gue este
empregado na simula¢fo, mantendo-se os demais parémetros dos
correladores (amplitude do "dithering", nivels de quantizacgéo,
etc.), a medida fornecida pelo correlador MxT j& comegard a ficar
distorcida, de acordo com a curva mostrada na figura V.3, enguanto

o correlador MxN ainda estard operando em sua faixa de minima
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distorcéo.

Os correladores MxP e TxT apresentam desempenhos equivalentes,
tanto em termos do desvio padrdo da medida quanto em termos da

faixa de excurs@o dos quantizadores.

V1.3.3. SIMULACOES COM SINAL DE AUTOCORRELACAO SINC(K)

As simulag¢Oes seguintes serdo feitas com um sinal de entrada que
apresenta autocorrelagdo do tipo sinc(k), o que servirda para
ilustrar como o0 formato da autocorrelacdc do sinal de entrada
influi no comportamento dos parémetros simulados. O ginal com esta
correlagdo sinc(k) €& gerado com a mesma variincia dos sinais

empregados anteriormente (o = 0.0526).

Apenas os simuladores MxP, TxT e MxM ser8o apresentados, pois ©

comportamento se repete nos demais correladores.

220



a) Simulador com filtro acumulador e N =

0.086

0.04;

0.02;

-0.02

3.2

2.4 . -
0 5 10 15
desvio padrao do errc

Figura VI.27.a: Correlador MxP -

Medidas da Correlacao

&7
§¢\\
SRR
SRR
OIS

N\
DR

0 5 10 15

Correlacao Medida e Teorica

0.06[
.04

0.02¢

0.024 L ) ]
0 5 10 15

5000

Correlacao Media e Envoltorias

0 5 10 15

filtro acumulador e N =

221

relacao sinal/ruido

5000



150 ' . 160

100 1itla 100 a
50 H 1 50
-0.01 -0.005 0 0.005 0.01 -0.01 -0.005 0 0.005 0.01
Histograma do erro de R(0) Histograma do erro de R(1)
200 150
1501 5 0]
a 100 _
100 I
50
50| }
-0.01 -0.005 0 0.005 0.0t -0.01 -0005 O 0.005 0.01
Histograma do erro de R(2) Histograma do erro de R(3)
Autocorr. do Erro (medida) Autocorr. do Erro (teorica)

Figura VI.27.b: Correlador MxP - £iltro acumulador e N = 5000
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Figura VI.28.b: Correlador TxT - filtro acumulador e N = 5000
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b) Simulador com filtro acumulador e N = 50
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Figura VI.30.b: Correlador MxP - filtro acumulador e N = 50
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c) Simulador com FPB 12 ordem ¢ o = 0.9996
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Figura VI.33.a: Correlador MxP - FPB 12 ordem e a = 0.9996
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d) Simulador com FPB 12 ordem e o = 0.9608
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Figura VI.36.a: Correlador MxP - FPB 12 ordem e o = 0.9608
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As simulagdes com N = 50 para o filtro acumulador e « = 0.9608
para o FPB de 12 ordem sdo feitas com o objetivo de obter um maior
nimero de medidas da estimativa de R(k) para um mesmo comprimento
do arquivo de entrada, e assim poder fazer uma andlise estatistica
sobre um espag¢o amostral maior. Obviamente o desempenho' do
correlador nestes casos € Dbastante ruim, conforme comentado

anteriormente em outras simulacles.

0 formato da autocorrelac¢do do sinal sob medida tem uma estreita
relagaoc com a curva do desvio padrdc do erro . Esta curva
apresenta um formato oscilatbério e decrescente com k, & semelhanca

da funcdo sinc (k).

O gque se obgerva em geral em todas as simulacgBes feitas & que
mesmo © correlador MxM apresenta um valor de desvio padrioc da
medida gue tende a uma constante 3 medida que a autocorrelacdo do
sinal de entrada tende a zero (k — «). Ou seja, para valores de
correlagdo peguenos, o0 nivel de ruido na medida, relativamente ao
valor medido, tende a ser alto. Este comportamento estd associado
ac ruido gue © proprio sinal sendo medidc inerentemente introduz
no processo de calculo da correlagdo. A adicgdo de ruido de

"dithering" nos correladores faz aumentar este desvio padrio.

Observa-se mais uma vez gque o modelo tedrico prevé com razoavel
precisdoc o desempenho do correlador. A préxima simulagdo serd
realizada com um sinal nfio gaussiano, ilustrando gue mesmo neste

caso 08 correladores com quantiza¢do grosseira  fornecem
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egstimativas confiéveig da autocorrelacdo.

Vi.3.4. SIMULACAO cOM SINAL AMI FILTRADO POR UM FPB DE 1-"ORDEM

A codificagdo AMI tem sido tradicionalmente empregada em sistemas
de transmissdo PCM. A informag8o binaria de nivel 1ldégico "0o" &
codificada com O Volts e o nivel 16gico "1" & alternadamente
codificado como +p Volts e -p Volts. Nesta simulagdo, o sinal AMI
sera considerado aplicado a um canal de transmissdo cuja resposta
impulsiva corresponde a8 de um filtro passa-baixas de primeira

ordem:

n

h (n) = (1-a) « u{n)

Em particular, considera-se o sinal amostrado a uma taxa 10 vezes
maior que a frequéncia de bit, pulsos NRZ {ocupagdo de 100% do
bit) de amplitude 1 Volt, e o pardmetro a = 0.7 no canal de
transmissdo (hc(n)). A simulacdo & realizada com os correladores
MxP, TxT e MxM, com filtro acumulador armazenando 50000 amostras.
0 ruido de "dithering" uniforme empregadc no quantizador sign(.)
tem amplitude * 1, e no quantizador tern{(.) a amplitude & * 0.5,

resultando ambos na mesma faixa de excursio linear.
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Em todas as simulagdes realizadas, as medidas obtidas s&c &timas
aproximagdes do valor tedrico esperado para a autocorrelacdo do
sinal. Interessante observar que nestas simulacdes o sinal de

entrada ndo €& gaussiano, ao contrédrio das simulacdes anteriores.

VI.3.5. SIMULACAC COM UM SINAL PERigDICO EM MEI0 A Rulbo

Uma das aplicagbes da medida de correlagfo & a detec8io de sinais
peribdicos em meios ruidosos. Sendo n(t) um ruido do tipo branco
de meédia nula e x(t) um sinal periddico, a autocorrelacdo de

yv{t)=x(t)+n{t) serid
R_{(T) = RX(I) + Rn(t)

onde Rn(T) gerd um impulso centrado na origem do eixo T. A
presenga de x(t) em meio ao ruido poderd ser identificada pela
ocorréncia de picos na fungio Ry(t), Oos quais ocorrerdo em T = i.T

(i=0, 1, 2 , ...), onde T & o periodo de x(t).

A titulo de exemplo, escolhe-se x(t) um trem de pulsos de largura
T/5, periodo T e amplitude 1 Volt e n(t) um ruido branco gaussiano
de média nula e o= 1 Volt. Ou seja, o sinal esta praticamente
mascarado pelo ruide. Os dois s8o adicionados e aplicados &
entrada do correlador. O sinal resultante serd amostrado a uma
taxa 10 vezes maior gue o periodo de x(t). A figura VI.40 ilustra

0 resultado.
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Figura VI.40: Resultado da correlacgfio de y(t)
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{c) correlador MxN {d) correlador MxM

0 ruido de "dithering" em cada caso foi ajustado para produzir uma

faixa de excursdo linear de * 4 Volts. Em todos 08 casos &
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possivel perceber a ocorréncia de picos em k=0, 10, 20 e 30,

indicando a presenga do sinal peridédico.

VI.3.8. SIMULACAO DA CURVA DE GANHO DO CORRELADOR MxN

No capitulo V mostrou-se gque © correlador MxN apresenta um ganho

praticamente unitdrio, com minima
valores de <varifncia do sinal
comportamento serd agora também

medidas de autocorrelacdc de um

distorgdo, para uma faixa de
gaussiano de entrada. Este
verificade wvia simulacic de

ruido branco gaussiano x{t).

Apenas o coeficiente R(0) serd considerado (o correlador estaréa

medindo a varidncia de x(t)). O valor obtido na simulacdo sera

dividido pelo valor tedrico da varifincia e o resultado acusarid o

ganho de correlador para aguele valor de o, A simulagdo & feita

para varios valores de o, €0 resultado mostrado na figura VI.41.
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Figura VI.41l: Curva de ganho do correlador MxN obtida por:

simulacdo ( ) e expressdo tedrica (----- }
Obs.: ¢ = 1 na figura-

O resultado estd em conformidade com o previsto no capitulc V. As

curvas na figura VI.41 sdo praticamente idénticas.

VI.4. COMENTARIOS FINAIS

As simulagdes realizadas permitiram validar os resultados tedricos
desenvelvidos nos capitulos anteriores, bem como ter uma idéia
quantitativa do desempenho dos correladores discutidos. As
simulagdes poderiam ser estendidas para uma variedade de outros

sinais e parametros dos correladores, porém isto foge ao escopo do

251



trabalho. Os resultados j& obtidos s3o bastante conclusivos.

Em todos os casos, a melhor medida é sempre fornecida pelo
correlador MxM e representa a melhor medida pratica possivel de
ser obtida. Plde-se obsgservar também gue os correladores com
quantizagdo grosseira e "dithering" apresentam uma degradacdo de
desempenho, relativamente ao correlador MxM, gque pode ser
dimensionada para valores bastante tolerdveis, podendo-se assim

usufruir de sua simplicidade de implementacio.
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CariTuLo Vil

CONCLUSOES

0 uso de quantizag8o grosseira, de alguns poucos bits, chegando-se
ao limite de apenas um bit, simplifica a implementacgdo de
correladores digiltais, os guais encontram larga aplicacido em

diversas &areas da moderna tecnologia.

Ag flutuag¢les na medida, oriundas do emprego de circuitos de média
imperfeitos e também do ruido de "dithering", podem ser
controladas pela escolha de intervalos de integracdoc um pouco mais
longos do que seria empregado num correlador digital direto, agui
definido como uma espécie de referéncia para a medida. Ou do
emprego de uma constante de tempo suficientemente grande caso se
empregue o filtro passa-baixas de primeira ordem. Ou seja,
limitagBes perfeltamente contorndveis em uma grande maioria de
aplicagfes. Obviamente h& casos onde existe a necessidade de se
obter novas estimativas da medida dentro de periodes curtos de
tempo, onde as técnicas agui descritas eventualmente ndo sejam as

mais adeguadas [33].
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Neste trabalho fez-se uma generalizagdo de resultados que em geral
sdo apresentados na literatura de forma particular para
correladores especificos. No capitulo III, o desenvolvimento em
série de poténcias da fdp dos sinais de entrada permitiu mostrar
gue para uma classe de sinais & possivel o emprego de
guantizadores grosseiros e ainda assim obter uma estimativa
correta da correlagao a menos da perda de informacio da energia
dos sinais. Os sinais gaussianos, em particular, pertencem a esta

classe de sinais e se beneficiam desta propriedade.

No capitulo IV, o desenveolvimento da condicdo a ser satisfeita
pelo ruido de "dithering" para a linearizacfo de quantizadores &
feita de forma genérica para um quantizador cujos niveis de saida
apresente uma relagdo qualquer com os niveis de entrada. A partir
dai foi possivel estender ao correlador MxN a andlise de
desempenho, embora a condicdo de linearidade n3o seja estritamente
satisfeita. Ainda no capitulo IV faz-se a andlise detalhada do
erro da medida,_chegando—se a expressido da autocorrelacdoc do erro
para um dado coeficiente medido por um correlador genérico, com
fungbes de gquantizagdo gquaisquer em cada um dos canais. Os
resultados sdo derivados para os dois tipos mais comuns de
filtragem: filtro acumulador e FPB de 12 ordem. a partir dos
resultades genéricos obtidos, faz-se a andlise de uma série de
correladores de interesse pratico, fazendo-ge as particularizacdes
necessarias. Além disso, faz-se uma investigac3io do efeito de
ruido de "dithering" c¢om distribuicdc discreta, e observa-se

ser equivalente a aumentar o numero de niveis do quantizador de
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entrada. Também considera-se o caso de amostras nico independentes
do ruido auxiliar (nZo-branco), fato que geralmente ocorre

guando se trabalha com sinais de faixa muito larga.

Para © <caso particular de sinais gaussianos, mostrou-se no
capitulo V o efeito da saturagdo do quantizador em um dos canais
do correlador. Os resultados s3do estendidos ao correlador MxN, de
alto interesse pratico,permitindco uma completa caracterizacio de
seu comportamento em termos da linearidade com o nivel do sinal de
entrada, bem como em termos da flutuacdo da medida. Mesmo para
sinais de entrada n8o gaussianos, mostra-se ger possivel o emprego
deste correlador com baixa distorgdo na medida. Apesar de
mencionado na literatura [7] {14}, em nenhum dos artigos
consultados & apresentado um modelo tdo completo deste correlador,
em termos de seu ganho e varifncia da medida, como aqui

desenvolvido.

As simulagles apresentadas no capitulo VI confirmam o desempenho
dos correladores conforme previsto pelas equacdes desenvolvidas
nos capitulos anteriores, conferindo confiabilidade aos resultados

tebricos obtidos.

Além do emprego direto de medidores de correlagdo, conforme
ilustrado no capitulo I, a fung8o de correlacgdo aparece em uma
série de aplicacdes de maneira indireta e embutida nos
processamentos que sdo realizados. Um caso tipico & o de filtragem

adaptativa. No apéndice A se mostra o uso de um gquantizador
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sign(.) e "ditkhering" na implementagio de um cancelador de eco. 0
emprego de quantizagdoc grosseira junto aos pontos de multiplicacéo
de sinais no processo de adaptagdo de coeficientes em filtros
adaptativos pode levar a estruturas Dbastante simples de
implementac¢do. No desenvolvimento da andlise de tais tipos de
gsistemas os resultados agui apresentados podem ser de grande
utilidade, tratando-se provavelmente de uma boa oportunidade para

o desenvolvimento de novos trabalhos.
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APENDICE A

EXEMPLO DE APLICAGAO DE QUANTIZACAO GROSSEIRA E “DITHERING"

A UM ProOCESSO DE FILTRAGEM ADAPTATIVA

Conforme mencionou-se no primeiro capitulo, o emprego de uma fonte
de ruido auxiliar de "dithering" encontra uma série de outras
aplicagbes mna &rea de processamento digital de sinais. Em
particular, neste capitulo serd apresentada uma aplicagdo em
transmissdo de dados digitais em linhas de assinantes, a titulo de

exemplo.

0 problema de transmissdo digital na linha de assinante & bastante
complexo. O que se deseja & transmissdo digital bidirecional a 2
fiog, "full-duplex". Tals aplicagSes sd3o do maior interesse
pratico, e tém wviabilizado o surgimento de novas redes de
telecomunicagdes, como a RDSI (Rede Digital de Servigos
Integrados}. Na RDSI, o segmento de acesso de usulrio & denominado

Interface U, e a taxa de transmissdo & de 160 Kbit/s [28].

Como a rede telefdnica instalada compreende cabos dos mais
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diversos comprimentos e bitolas, inclusive com mistura de bitolas
diferentes em determinados trechos, e também derivacdes (linhas de
transmissdo derivadas a partir da linha principal e terminadas em
aberto), a transmiss8o de um pulsc sofre grande distorcdo. Além
disso, como se deseja transmissdo "full-duplex" a dois fios, &
necessirio o emprego de hibridas para separacdo das direcdes de
transmissio e recepgdo nos dois extremos da linha de transmiss3o.
No entanto, devido a8s caracteristicas do meio, torna-se impossivel
um perfeito casamento de impedéncias a nivel da hibrida, o que faz
resultar em eco gue vaza da transmissio local para a recepcdo. A
solugdo gque se adota nestes casos & o emprego de circuitos

canceladores de eco e equalizadores adaptativeos [29] [30] [31].

A figura A.1 mostra o esquema de transmissio empregado. A funcéo
do cancelador de eco & gerar uma réplica do sinal de eco que vaza
do caminho de transmissdo para a recep¢do, para gque este possa ser
removido do sinal recebido antes de submeté-lo ao processo de

equalizagdo e decisdo.
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Figura A.l: Diagrama de blocos de um transmissor/receptor digital

para linhas de assinante

O cancelador de eco deve ser capaz de automaticamente avaliar a
resposta impulsiva do caminho percorrido pelo eco através da
hibrida e filtros de recep¢do, etc. Para esta finalidade, ele
deve partir do sinal a, empregado na transmissfo e do sinal de

erro resultante apds o cancelamento do eco.

Suponha gque a, e bk sejam sequéncias bindrias que assumem OsS
valores +p e -p aleatoriamente, e independentes entre si. Suponha
também qgue o) equalizador tenha sido caparz de eliminar
completamente a interferéncia inter-simbdlica nos instantes de
amostragem, e dgue apbs esta equalizagdo a parcela do sinal bk
presente no sinal recebido no lado A seja dada por u., © qual
assumird valores o, € - o, Seja também e, O eco que vaza a partir

u

de a e ék a estimativa de eco gerada pelo cancelador, através da
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filtragem de &, por um filtro transversal (FIR) de N coeficientes.

Vide figura A.2.

"k ™
L/’
r \ \
k
CE — T
—-——
A
ek
s g
u+e N~ ‘\\
k k

Figura A.2: Definig8o dos sinais no receptor

Seja fz © vetor de coeficientes do cancelador de eco (CE). Uma
técnica bastante estudada na literatura para estimar estes
coeficientes & o algoritmo do gradiente de iteracfo estocastica

[29,30]. Segundo o algoritmo, os coeficientes sio dados por

- = —_—
fk+1 = fk + B Ty ak (A.1)
onde rk = ek - ek + uk.

Esta & uma forma de recursivamente estimar a resposta impulsiva do
caminho do eco, e mostra-se em [29] e [30] que o erro tende para
um valor bem pequeno, que pode ser adeguadamente dimensionado em

fungdco de B.
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Em algumas implementagdes descritas na literatura [10,11],
emprega-se uma versdao simplificada do algoritmo do gradiente, onde
se usa apenas a polaridade do sinal de erro I, nos cédlculos dos
coeficientes de CE. Com esta simplificagdo, o método passa a ser
chamado "algorigmo do sinal”, e sua implementagdo em termos de

-

circuito & bastante mais simples.

=

= , —
fk+1 = fk + B Slgn(rk) a

X (A.2)

Supondo a, € bk sequéncias discretas que podem assumir valores +p
ou -p, a aplicagdo do algoritmo na forma dada pela eguagdo A.2 ndo
levard a valores satisfatérios de erro de convergéncia. Uma vez

que o erro na estimativa do eco tenha se tornado relativamente

menor que u,, ter-se-a

sign(rk) = sign(uk)
com uma alta probabilidade, © gqual & descorrelacionado de a,, e

portanto ndo introduz corregbes adicionais em A.2 [10] [11].

Uma solug8o para este problema é o emprego de um ruido de
"dithering" {111, conforme ilustrado mna figura A.3. Este
procedimento permite combater os efeitos desfavordvels causados

peia forma da fdp de uy -
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Figura A.3: Ilustracdo do cancelador de eco com "dithering"

Serd mostrado a seguir como o emprego de "dithering" melhora o
-é—)

k
coeficientes da resposta impulsiva do caminho percorrido pelo eco,

desempenho do CE com algoritmo do sinal. Seja o vetor de

, ——— -
de comprimento N, e dk o vetor de erro nos coeficientes:

> — =

dk = ck - fk
Pode-se escrever
g, = -é-?t? (A.3)
k¥ Tk k7 Tk k .
rk = £ 4+ uk + Sk (A.a)

. . = =7 P
O objetivo é encontrar fk gque resulte em valores suficientemente

2
pegquenos de O - Tem~-se que

2 2 -3 2
o, =0, E {II dy || } (A.5)
a3y g 2 —atma Y
onde || 4 ||"= d q; denota a norma do vetor d.. Torna-se
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entdo necessério o desenvolvimento deste termo para determinar ag.

Manipulando-se as expresses, chega-se a:

= -

. —
dk+1 = dk - B 31gn(rk) ak (A.6)
t £ t t
o = - == -y 3, ey ey
dk+1 dk+1 = dk dk - 2B dk Ay 51gn(rk) + B ap A (A.7)

2 2 . 2.2
E {]f 3;+1|| } = E {|| a; I } - 28 E{ek51gn(ek+uk+sk)} + BT N
(A.8)

Multiplicando-se ambos os lados por 02:

2 2 2 2. 4 '
Uek+1 = 0oy - ZBGawk + B Naa {(A.9)
onde 0 = E{eksign(ek+uk+sk)}. {Ah.10)

A expressdo de 20 & praticamente a mesma dada por V.1, sendo
aplicavel a eqg. V.5. A solugdo da recorréncia de Ug {egq. A.9)
passa pela determinagcdo da correlacdo de €4 avaliada por um
correlador MxP, com ruido de "dithering" equivalente dado por
u +8y . Faz-se a hipdtese de £ gaussiano, uma vez que ele resulta
da soma dos erros cometidos em cada um dos N coeficientes do
filtro CE. Logo, se N for relativamente grande, pelo teorema do
limite central, ¢ serd gaussiano. Fica evidente das egquac¢des acima
gue € €& um processo ndo estaciondrio, cuja varidncia deverd cair
suavemente até valores toleraveils, através de um projetc adequado
do CE. Para uma andlise mais precisa, serd considerado inclusive o

efeito de saturacgio da curva de transferéncia média do quantizador
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sign(.), conforme analisado no capitulo V.

Considera-se u, com uma distribui¢do bindria e 5, com distribuicio
uniforme, e independente de s, U e g . Supde-se que a amplitude
do ruido de "dithering” Sy tenha sido ajustada para um maximo de
o, {amplitude dos pulsos u, recebidos), o que & obtido por um

controle automatico de ganho . Tem-se entdo as fdp’'s:

pu(u) = (1/2)6(u~ou) + (1/2)8(u+au) (A.11}
1/(20.) , |s] < o {A.12)
ps(s) = u u
0 , caso contrario

Com estas consideracgdes, a fdp de V= Y+ Sy s dada pela
convolugdo das fdp’‘s de U, e s, também terd a forma de uma

distribuicdc uniforme:

p, (v} =

1/(40 ) , |v]| < 20 (A.13)
0 , €aso contrario

A diferenca entre A.10 e os resultados obtidos ao se derivar as
equagbes V.1 a V.8 & que em A.10 a ndo-linearidade & simplesmente
sign(.}, e nd3o A.sign(.). Nos capitulos anteriores definiu-gse A
como a maxima amplitude do ruido de "dithering" uniforme. Neste
caso em particular, tem-se ent3o A = ZGu. Feita esta observacdo,
pode-se aplicar o resultado dade por V.8, dividindo-o por ZGu, o

gque resulta para A.10:

264



2Gu 2C
o, = 0o 2 z f e ®x/ de (A.14)
k ek i1 Zau ' k :

A substituicio de A.14 em A.9 deixa completa a equagdc de
o . 2 . s . e s
recorréncia de oe. Porém, nesta forma, a recorréncia & de dificil

solucdo. Com uma pequena aproximagio na expressac de ?y torna-se

mais facil resolver o problema:

2
i Tex ! Usk > 0Qu
P = 2 (A.15)
o
ck r Oap € Gu
20u

Como regido limitrofe, pode-se tomar o ponto onde as duas curvas

dadas por A.15 se cruzam, correspondente a
o, = 5 O‘u (A.16)

Com esta aproximacdo, obtém-se duas equagdes de recorréncia a

partir de A.9, as quais sdo de simples solug8o:

2
2 o J2 T 2 2 af,. 2 )
Tek+1 T (Uek - B% } * B Ga{N n ] ¢ %% /T %
o
2 2 2 8
Opka1 = [1 e B]Gek + BNGa , g > fo— O (A.17.Db)

Para resolver A.17.a, faz-se a aproximagao
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Esta simplificagdo & bastante razodvel, considerando-se que no
inicio da opera¢do do sistema o erro € & bastante grande, e g em
geral é escolhido com valor bastante pequeno, visto gue dele

dependerd o erro em regime. Agsim, A.17.a torna-se:

cr£k+1 ek i

que & resolvida por

2 2 8
Cek = %ep ~ /—E— Boa k , T >/ % (A.18.a)

Para completar, a recorréncia em A.17.b tem como solucio

8
2 o2 KN, 2 2 et/ %u
Tex = {1 - 7o J [GcN'“ Yo } T T
u 1 k =z N, (A.18.b)
2 2
com Ugm = BNoaau
- i A
N1 = instante de tempo onde O, = - o

A figura A.4 ilustra uma curva tipica de convergéncia [11,12], com

a fase 1 sendo governada por A.18.a e a fase 2 por A.18.b.
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Figura A.4: Curva de convergéncia do cancelador de eco

Na primeira fase a convergéncia €& lenta, e na segunda ela &
rapida, com caimento exponencial, apresentando comportamento
andlogo ao do algoritmo do gradiente. Esta segunda fase
corresponde & situagdo onde o erro de convergéncia encontra-se a
maior parte do tempo na regifio linear da curva de transferéncia
média do guantizador sign(.), ou seja, seu desvio padrdo se tornou
menor que a méxima amplitude do ruido de "dithering" equivalente
vy - Nesta regido, o termo 2% é praticamente proporcional a Ug e a
equagdo de recorréncia do CE com algoritmo do sinal assume a mesma

forma da equacdo de recorréncia do CE com algoritmo do gradiente

[111 [29] ([30].

No algoritmo do gradiente, ¢ tamanho da correcio do valor de unm

coeficiente & proporcional ao erro. Portanto, no inicio, quando o
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erro & grande, a convergéncia & rédpida. No algoritmo do sinal, por
sua vez, O tamanho da corregdo & sempre o mesmo, independentemente
do valor do erro, e como ele deve ser tomado com um valor pequeno

para proporcionar errc de regime aceitével, a convergéncia & lenta

na fase I.

Através da escolha de um ganho B adequado, o erro de convergéncia
pode ser feito suficientemente pequeno, de forma a garantir uma
taxa de erro pequena na decisdo dos simbolos recebidos. Em geral,
emprega-se um valor de B maior na fase I, de forma a acelerar o
processo de convergéncia. Apdés o erro ter sido reduzido para
niveis bem menores que o valor inicial, o ganho & ajustado para um

valor menor, © gue minimiza o erro em regime.

Em [12] discute-se as questdes de estabilidade envolvendo o
algoritmo do sinal, e mostra-se que ela pode ser sempre garantida

por uma escolha adeguada de B e N.

As simplificacgdes decorrentes do emprego de um quantizador de um
bit sdc bastante evidentes. Em canceladores de eco que exigem um
grande ntmero de coeficientes, faz-se grande economia em termos da
l16gica necessdria para a implementagdo. O circuito integrado
apresentado em [32] €& implementado segundo o algoritmo apresentado
em [10], baseado no emprego de "dithering" para adaptaclo dos
coeficientes do cancelador de eco, atingindo dist@ncias da ordem
de 3 a 4 Km para transmissdoc em cabos de assinantes {24 e 26 AWG)

a uma taxa de 160 Kbit/s.
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0 exemplo discutido ilustra o potencial da técnica do emprego de
ruido de "dithering" juntamente com guantizadores grosseiros em
aplicagdes voltadas a processamento digital de sinais. Embora o
tema deste trabalho esteja voltado & aplicacgio mais elementar de
estimar a correlacgdo de sinais, os resultados obtidos servem de
base e podem ser estendidos a aplicag¢des mais complexas, como a

apresentada neste apéndice.
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