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SUMARIOD

0 problema da analise espectral se sinais
digitais que apresentem caracteristicas apropriadas
para transmissac digital em banda-base vem sendo pes
quisado desde o trabalho pioneiro de Bennett em 1558.
_Apesar da existencia de muitos trabalhos sobre o as
sunto, poucos s$ao 0s que tratam o problema com o au
xilio da estrutura algébrica apropriada,a Teoria da
Automagao. Em 1974, Cariolaroc e Tronca publicaram um
trabalho que trata da analise espectral de sinais di
gitais codificados por cddigos de bloco, utilizando
a Teoria da Automacao e de uma forma apropriada pa
ra o uso do computador digital na resolugao do pro
blema. MNaquele trabalho, énfase € dada aos coOdigos
de bloco nao lineares e assim os passos ali sugeri
dos para a implementacac de um possivel programa e

apropriada apenas para essa classe de cddigos.

Neste trabalho, usaremos a forte estrutu
ra matematica de que dispdem os codiges lineares e,
juntamente com a Teoria das Maquinas Sequencias Li
neares. obteremos relacoes matematicas que permitil
rao, apds pequenas modificacoes nas sugestoes de Ca
riolaro, implementar programas que determinarao ao
propriedades espectrais de codigos lineares como tam
bém de cddigos de bloco nao lineares. Como resulta
dos de aplicagao mais imediata, obteremosas propric
dades espectrais de alguns novos codigos sugeridos

para transmissao por fibras &ticas.
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1 - OBJETIVO DO TRABALIIO

Devido ao grande desenvolvimento observado nas Gltimas dé
cadas nos sistemas de comunicaces digitais, tem-se observado um
crecente aumento no volume de dados a serem processados, como tam

bém maiores exigencias com relagdo i precisio dos resultados a sc

rem obtidos.

E atraves do estudo da "Teoria da Codificacio"” que se pro
cura solucionar, na medida do possivel, esses tipos de problemas ,
pols ela permite que se construam codigos capazes de corrigir ou
detectar erros ou que facam as duas coisas simultaneamente,além de
proporcionarem uma melhor utilizacgao do meio de transmissdo.,isto &,

uma melhor utilizagao das caracteristicas do canal.

CODIEICADOR CODIFICADOR
- »!  MODULADOR
DE FONTE [™] DE CANAL
y
c
A
N
A
L
DECODTFTCADOR| | DECODIFTEADOR]| N
- <~ DEMODUT, -
DE FONTE DE  CANAL DEM

Fig. 1.1 - Representagao, em diagrama de blocos, de um sistema que

~utiliza codificacao

Na Fig. 1.1 esta representado, em diagrama de blocos, um
sistema que utiliza codificacgdo. O gerador ou fonte de informacao
fornece o fluxo de informagao sob a forma dc mensagens a screm pro
cessadas pelo sistema. Essa fonte pode ser continua ou discreta,de
pendendo apenas das caracteristicas do sistema. Por excmpleo, se a
esquematizagao da Fig. 1.1 representar um sistcma telefonico.a fon

te sera do tipo continuo, énquanto que se representar um sistema




de teleprocessamento, a fonte serd do tipo discreto. O fluxo de in
formacdo fornecido pela fonte alimenta a entrada de 'codificador de
fonte'" que tem por finalidade transformar o fluxo de informacdo da
fonte em um fiuxo de informagao com simbolos discretos p-arios, 1is
to 6, na saida do "codificador de fonte"” temos uma réplica do flu
xo de informagao na forma de uma sequeéncia de simbolos discretos p-
-drios. Por exemplo, se a Fig. 1.1 representar um sistema de comu
nicacoes digitais do tipo PCM, o codificador de fonte corresponde
r3 ao conversor analogico-digital binarie, p=2 (conversor A/D}.Nes
te caso, a sequéncia bindria que alimenta a entrada do'codificador
de canal” &, em geral, transformada em uma sequencia q-aria, q 2> 2,
provavelmente utilizando um maior nimero de digitos g-arios para re
presentar cada digito bindrio. Diz-se entio que o ''codificador de
canal’ introduz redundincia e € essa redundancia que permite a de
tegao, correcao, ou ambas, de erros que ocorrem durante a transmis

sao da sequencia através do canal.

A sequéncia codificada alimenta a entrada do modulador ,
cuja finalidade ¢ transformar grupos de digitos codificados em for
mas de onda {simbolos) aceitaveis peloc meio de transmissao, O ca
nal. Assim, na saida do modulador, tem-se uma sequéncia de simbg

los que sao enviados atraves do canal.

Devido as imperfeigoes do canal, tals como ruido, distor
cao e mesmo pela interferencia de canais adjacentes, os simbolos
sao modificados durante a transmissao, de modo que na saida do de
modulador, cuja funcao € inversa a do modulador, obtém-se uma for
ma corrompida da sequencia codificada. Essa sequencia corrompida
alimenta a entrada do "decodificador de canal” que a partir dessa
sequéncia e normalmente através de um processo decisorio estatisti
co, fornece em sua saida uma réplica da sequeéncia q-aria codifica
da. Em geral, esse processo decisdrio & feito de modo que a proba
bilidade de erro na sequéncia codificada seja a minima possivel. A
sequencia decodificada alimenta o decodificador dc fonte, cuja sail
da & uma réplica aproximada da mensagem transmitida;¢ essa replica
aproximada da mensagem transmitida que chega ao destino da informa
¢do. No caso de sistemas de comunicagoes digitals como o PCM , por

exemplo, O conversor digital-analdgico binirio (conversor D/A) cor
responde ao decodificador de fonte.
No diagrama de blocos da Fig. 1.1, o canal, devido suas

imperfcigoes ¢ principalmente por suas iimitacoes quanto 4 quanti

dade de informagio que pode scr transmitida por unidade de tempo




€ um dos fatores de grandc importdncia para a escolha do codigo a
ser utilizado durantec a codificagao de canal. Uma das limitagoces
mais comuns & a limitagdo em frequéncia, o que requer o conhecimen
to das propriedades espectrais do sinal codificado. Além dessa 1i
mitagao em frequencia, outros fatores inerentes as propriedades fi
sicas de cada canal, impoem que o sinal codificado tenha proprieda
des espectrais especificas; € o caso por exemplo dos sistemas de

transmissao em banda-base, isto &, sem modulacao e demodulacao.

Em certas aplicagoes, tais como transmissac digital em
cabos multipares, coaxiais ou fibras Oticas, torna-se necessaria a
utilizagao de cOdigos detetores de erros para a telesupervisao dos
repetidores regenerativos. Neste caso, a transmissdo é feita em ban
da-base e a escolha do cO0digo € crucial para o bom desempenho  do
sistema.

Com a perspectiva da utilizagao da fibra Otica como meio
de transmissao em banda-base, muitas pesquisas tem sido realizadas
com o fim de obter cOdigos que tenham as propriedades exigidas pelo
referido meio de transmissdo [5]. Uma dessas exigéncias estd rela
cionada com o comportamento em frequencia, o que implica em deter
mianr o espectro de potencia do sinal codificado para cada «codigo
que esteja sendo pesquisado. Assim, tendo em vista fornecer uma fer
ramenta que venha facilitar a pesquisa de codigos adequados , mnos
propusemes a implementar um programa para computador digital que
possa fornecer as propriedades espectrais do cddigo a ser estudado

Nos fundamentamos num trabalho escrito por CARIOLARO e
TRONCA {2] para uma classe particular de cdodigos e mais preclsamen
te para os codigos analisados em [7]. Entretanto, mostraremos que
as hipoteses assumidas em [2] n3o impoem quaisquer restrigoes a ou
tros tipos de cddigos e assim, através de uma associacgdo entre a
Teoria da Codificag¢do, a Teoria das Maquinas Sequenciais de Estado
Finito e de algumas relagoes por nds obtidas, foi possivel a imple

mentacao de um programa geral.
0 trabalho estd estruturado da sequinte forma:

0 restante deste capitulo & dedicado aos conceitos basi
cos da Teoria da Codificacido. No capitulo 2 fazemos uma revisido de
algebra que permitira uma melhor compreensdao dos capitulos 4 ¢ 5 ,
que tratam dos codidos lincares. No capitulo 3 aprescntamos concel
tos basicos da Teoria das Maquinas Sequenciais STncronas. No capi

tulo 6 apresentaremos o trabalho de Cariolaro de uma forma mais dc



talhada. No capitulo 7 sdo apresentados resultados existentesna 11
teratura para alguns codigos bem conhecidos, além de novos resulta
dos aqui cbtidos com novos co0digos propostos para transmissio por
fibra otica. Finalmente, apresentamos nos apendices A, B e C um re
sumo dos programas e sub-programas implementados, dos fluxogramas

e das listagens dos referidos programas.

2 - TIPOS DE CODIGOS

Levando-se em consideragao a forma como o codificador de
canal processa a sequencia de informagao, existem basicamente dois
tipos de codigos: CODIGOS DE BLOCO E CODIGOS DE ARVORE.

Consideremos a sequencia de informagdo 8> 815 850

a; e{0,...p-1} alimentando o codificador de canal da Fig. 1.1
0 iIndice i indica a dependéncia temporal. Se o cddigo utilizado du
rante a codificacado for um CODIGO DE BLOCO, o codificador processa

a sequéncia de informacgao da seguinte forma;

A sequencia e dividida em blocos de k digitos de informa
¢ao da forma [ao al;"ak—l]{ak &y 4,184 .11 --+ pelo armazenamento
de k digitos na memdria do codificador. Em seguida, cada bloco de
k digitos € processado independentemente, de acordo com as leis de
formagao do codigo, de modo que na saida do codificador obtémse um

bloco de n digitos q-arios, n satisfazendo a seguinte desigualdade:

n > k log P (1.1)
log q

Assim, na salda do codificador obtém-se uma Sequéncia da
forma [CO Cl"'cn—l][cn Cn+l"'c2n—1]"’ . Cada bloco de n digitos
g-arios & denominado de PALAVRA-CODIGO. As palavras-cédige sio en
viadas através do canal, corrompidas pelo rufido e pelas imperfei
¢oes do canal de modo que a sequencia na entrada do decodificador
¢ da forma [rU rl...rn_l][rn rn+1...r2n_1]... .0 decodificador faz
sua tomada de decisao ¢ fornece em sua saida uma estimativa da se

quencia de informagido, digamos 50 ap as...

Quanto aos cO0digos de arvore. o procedimento & semelhan
te. A sequencia de informagao ¢ dividida em blocos de k, dipitos p-
arios ¢ na saida do codificador obtém-sc uma sequéncia q-aria divi

dida em blocos de ng digitos




ko log p
> | | (1.2)
log q

By

onde normalmente ng e kO sao numeros pequenos. A difercnca no pro
cessamento para os codigos de bloco e os cOdigos de arvore € que
nos codigos de arvore, cada bloco de ny digitos depende nao s6  do
bloco de informagao de k, digitos atual como também de todos os blo
cos de informacao processados anteriormente. A dependencia na codi
ficagao com codigos de arvore com relagao a todos os blocos de Kk
digitos de informagdo exige que o codificador tenha uma memoria in
finita, o que & impossivel sob o ponto de vista pratico; dai a pou

ca utilizagao dos codigos de adrvore. Entretanto, existe uma sub-

classe dos codigos de drvore, os CODIGOS CONVOLUCIONAIS, que se ca

racterizam por possuirem uma dependéncia em um nimero finito de blo
cos de ko digitos de informacao anteriormente processados. Isto .
cada bloco de n, digitos depende do bloco de k, digitos atual e dos
m-1 blocos de kO digitos anteriormente processados de modo que a
dependéncia & determinada através de um total de m blocos de infor
macao de kO digitos. Neste caso, o codificador possui uma memoTia

finita e o numero m & denominado de MEMORIA DO CODIGO.

0s codigos de bloco sao divididos em duas classes: CODI
GOS DE BLOCO LINEARES e CODIGCS DE BLOCO NAO LINEARES. Os c¢ddigos
convolucionais s@o codigos lineares. Na realidade, os codigos de
bloco lineares sao um caso particular dos codigos convolucionais
com m=1. Esse fato serd usado por nos na obtengao de resultados que
facilitardao a nossa programagao com o fim de determinar o espectro
de poténcia de codigos de bloco lineares. Com relagao a estrutura,
sao os codigos de bloco lineares que apresentam uma melhor estrutu
ra matemitica. Apesar dos c¢0digos convolucionais ainda nao possui
rem uma estrutura matematica forte, eles podem ser facilmente com
preendidos a partir da estrutura dos codigos de bloco lineares.Com
relagio ao desempenho,os cddigos convolucionais sao tao bons quan
to os codigos de bloco em termos de capacidade corretora e de im

plementagao do codificador e decodificador.

3 - CODIGOS DE BLOCO

DEFINICAO 1.1 - Um codigo de bloco ¢ um conjunto formade de M sc

quencias q-adrias de comprimento n. Cada secquencia de comprimento n

€ uma palavra-codigo ¢ n ¢ denominado dc comprimento do codigo,



Foi dito na segdo 1.1 que o processo de decisio tomado
pelo decodificador € um procésso estatistico. Para cddigos de Dblo
co, esse processo pode ser compreendido atraves da construgao de
uma tabela denominada de TABUA DE DECODIFICACAO. A construcao des

sa tabua & feita da seguinte maneira:
1) As palavras-codigo sao dispostas em uma mesma linha.

2} Abaixo de cada palavra-codigo sao colocadasas n-uplas
mais semelhantes a respectiva palavra-codigo. isto €,
abaixo de cada palavra-codige sao colocadas aquelas n
-uplas mais provaveis de serem recebidas quando aquela

palavra-codigo for transmitida.

3) Uma n-upla so pode aparecer uma unica vez na tabela.

Apos a construgao dessa tabela, dispomos de uma listagem
n - . - . -
de todas as q n-uplas q-arias, todas possiveis de serem recebidas.

A decodificagao se processa da seguinte forma:

Identifica-se a n-upla recebida na tabela e assume-se que
a palavra-cddigo transmitida € aquela que encabeca a coluna onde z

n-upla recebida esta situada.

EXEMPLO 1 - Seja um codigo binario constituido por quatro palavras
-codigo: 11000, 00110, 10011 e 01101. Observemos que para esse cd
digo, g=2, n=5 e k=2, ja que M=4. Uma possivel tabua de decodifica

gdo para esse cddigo esta apresentada na Fig. 1.2.

P@lavras )
codigo 11000 00110 . 10011 01101

11001 00111 10011 01100
11010 00100 10001 01111
111060 00010 10111 01001
10000 01110 11011 00101

ooooooooooooooooooooooooooooooo

01010 10100 11111 06001

Fig. 1.2 - Uma possivel tabua de decodificagao

para o codigo do cxemplo 1



Analisando a tabela da Fig. 1.2 .,observamos que abaixo de
cada palavra-codigo ¢ até a linha tracejada estao todas as palavras
possiveis dc serem rccebidas que diferem da palavra-codigo em ape
nas um digito. LEsse fato € bastante significativo, ja que,utilizan
do o processo de decodificagao descrito no paragrafo anterior ao e
xemplo 1, esse codigo pode corrigir todos os erros simples, isto €
erros de um digito que tenham ocorrido durante a transmissao. Diz-

-se entdc que esse c¢O0digo tem capacidade corretora t=1.

DEFINICAO 1.2 - Um cb6dige tem capacidade corretora t quando € capaz

de corrigir todos os t ou menos erros possiveis de ocorrerem duran

te a transmissao.

Continuando com a analise da tabela da Fig. 1.2, observa
mos que as duas ultimas palavras possiveis de serem recebidas , em
cada coluna, diferem da correspondente palavra-codigo de dois digi
tos. Isso implica em dizer que apenas alguns padroes de erros du

plos podem ser corrigidos com esse codigo.

EXEMPLO 2 - Suponhamos que seja transmitida a palavra-codigo 00110
e que seja recebida a palavra 10100. Entaoc o codificador assume que
foi transmitido 00110 e assim um padrac de erro duplo foi corrigi
do. Entretanto, se a aplavra recebida for 10101,0 decodificador as

sume que 01101 feoi transmitida e portanto é cometido um erro de de

codificagao.

CODIGOS DE ARVORE

A razao para o nome '"codigo de arvore" € que a codificé
cao de uma sequencia de informagao pode ser realizada wutilizando-
-se um diagrama que apresenta a configuragao de uma arvore.Essa ar
vore & constituida por nds e ramos. Para-um cddigo (no,ku) com di
gitos de informagac p-arios, os nds sao espacados de ng digitos e
de cada ndé emanam pkU ramos. A cada ramo da drvorc estd associado
um bloco de n, digitos de tal forma quec ao conjunto dos ramos quc
emanam dos nos de mesma ordem esta associado um codigo de bhloco.Na

Fig. 1.3 esta esquematizado o modelo de uma drvore p-iria para um:

codigo (ny.kp) .



- a .
nos de 2- ordem

{

nos de 12 ordem
!

]
p TAmos

00...0

no inicial

p-1 p-1...p-1

Fig. 1.3 - Modelo geral para uma arvore de um codigo de arvore

(ng.k,)

A titulo de ilustragdo, consideremos a &rvore bindria as
sociada a um cddigo de arvore em que n0=3 e k0=1. Na Fig. 1.4 esta
representada a arvore associada a esse cddigo. Consideremos agora
a sequéncia de informacdoc (0 1 0 1...) que deve ser codificada.obg
decendo a uma convencgao, arbitraria, para percorrer 0s ramos da‘éz
vore, por exemplo, se "1" & recebido segue-se pelo ramo inferior e
se "0" € recebido segue-se pelo ramo superior, obteremos a .corres
pondente sequencia codificada (000 111 001 101...). O processo se
gue indefinidamente. Na Fig. 1.4 estad indicado o <caminho seguido
na codificagio da sequencia.

Em geral as arvores sdo infinitas; entrctanto quando o
cédigo de drvore & convolucional a partir de um certo ponto os blo

cos de comprimento ng associados aos ramos dos nds de {(m+l) -c¢sima



ordem comegcam a repetir-se o que caractcriza o fato dos codigos con

volucionais serem uma classc especial dos codigos de drvorce.

00
Q00
i11
000 .
001
111
110
000 —o
10
111
110
100
0 o
11
—
010
001 100 |
010
101
001
011
000
100
111

Fig. 1.4 - Arvore associada a um cédigo de Arvore em que n,=3 e

k0=1.
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5 - DISTANCIA DE HAMMING E_PESO DE HAMMING

Durante a transmissdo de uma palavra-codigo, € possivel
que o ruido do canal a transforme em uma outra e, nesse caso, ape
sar de erros terem sido cometidos, o decodificador ndo detetara
qualquer erro, pois para ele o que estd chegando € uma palavra - co
digo sem qualquer alteracao. Quando da escolha ou construgao de um
codigo, esse € um fator que deve ser observado com bastante aten
cao, isto &, um codigo deve ser escolhido de tal forma que a proba
bilidade do ruido de canal modificar uma palavra-c0digo em outra
seja minima e isto ¢ conseguido pela escolha de palavras-codigo bem

diferentes. Uma das formas de medir qudo diferentes sdo duas pala

vras-cOdigo & utilizar o conceito de DISTANCIA DE HAMMING.

DEFINIGAC 1.4 - Sejam dois vetores a e b de n componentes.A distan

cia de Hamming entre a e b, d(g,p), ¢ dada pelo nﬁmerock:componeg

tes em que os dois vetores diferem.

EXEMPLO 5 - A distancia de Hamming entre (0 1 0 1) e (1 11 1) € 2.

Eles diferem na primeira e na terceira componentes.

DEFINICAO 1.5 - Seja um vetor v. O peso de Hamming de v w(v) & de

finido como sendo o nimero de componentes nao nulas de v.

Os conceitos de distancia de Hamming e peso de Hamming
desempenham papel fundamental na teoria da codificagao, em particu
lar, a capacidade corretora de um cddigo csta relacionada com dis

tancia de Hamming {9] atraves da relagao

dmin_= 2t + 1 (1.3)
onde dmin ¢ a menor distancia de Hamming entre as palavras- cddigo
do codigo e t sua capacidade corretora. Em se tratando de cédigos
lineares, sua estrutura permite que sejam construidos codiges com
as propricdades corretoras desejadas [8,9], Nido e preocupagao nos
sa neste trabalho a construgao de cddigos; entretanto nos proximos
capitulos apresentaremos um pouco da estrutura dos codigos lineares
com o fim de mostrar como os codificadores dos cddigos lincares sao

obtidos como uma consequeéncia de sua estrutura matematica.



CAPITULC 2

REVISAO DE ALGEBRA




Neste capitulo fizemos uma revisdo dos conceitos da AL
gebra que sdo utilizados na estruturagio dos cddigos lincares.Mui
tos teoremas serao simplesmente enunciados; entretanto , daremos
as provas daqueles que estao diretamente rclacionados com o prdblg
ma de estruturacao dos co0digos lineares. 0 desenvolvimento alge
brico sera feito apenas até o ponto de interesse para nosso traba
lho. Em particular, nao estamos interessados no problema da deco
dificacao e assim serao desenvolvidos apenas os topicos minimos ne

cessarios para a compreensao do problema da codificacdo.

GRUPOS
DEFINICAO 2.1 - Um grupo G um conjunto de objetos ou elementos

para os quais uma Operagao

é
€ definida e sdo satisfeitos os seguin

tes axiomas:

AXIOMA G.1 (FECHAMENTO) - Se a operacao do grupo é aplicada aquais

quer dois elementos pertencentes ao grupo, entdo o resultado tam

bém pertence ac grupo.

AXIOMA G.2 (ASSOCIATIVIDADE) - Para quaisquer tres elementos per

tencentes ao grupo temos:
(a+b)+c = a+{b+c) (2.1a)
{a.b}.c = a.(b.c) (2.1b)
se a operagao do grupo for reSpectivaﬁente a adigao ou a multipli

cagao (*).

AXIOMA G.3 (IDENTIDADE) - Existe um elemento identidade. Se a ope
ragao do grupo € chamada de adigao, o elemento identidade € deno

minado de "zero', escrito 0 e € definido por:
0+a = a+0 (2.2a)

para cada elemento a pertencente ao grupo. Se a operagac do grupo
e chamada de multiplicagdo, o elemento identidade é chamado "um’,

escrito 1 e definido por:
l1.a = a.l (2.2b)

para todo a pertencente ao grupo.

(*) Adigao e multiplicagio aqui nfio significa, necessariamente, a

adicdo ¢ a multiplicagdo ordindrias.



AXIOMA G.4 (INVERSQO) - Cada elemento do grupo possui  um: inverso.

Se a operagdo do grupo & a adigcao, o inverso do elemento a & deno

tado -a e e definido pela equagio:

a+ (-a) = (~a) + a =20 (2.3a)

Se a operagao do grupo € a multiplicacio, o inverso do
elemento € denotado por a = e € definido pela equacio:

al.a=a.al=1 (2.3b)

DEFINICAQ 2.2 - Um grupo G & dito Abeliano ou Comutativo, se para

os axiomas G.1 a G.4 satisfeitos, a lei comutativa & também satis

feita, isto &, para quaisquer dois elementos a e b pertencentes ao
grupo,
a+b = b+a (2.4a)
a.b = b.a : (2.4b)

se a operacac do grupo for respectivamente a adicdo ou a multipli

cagao.

TEOREMA 2.1 - O elemento identidade em cada grupo € unico. 0 in

verso de cada elemento do grupo & dnico.

ANEIS

DEFINICAO 2.3 - Um anel R & um conjunto de elementos para os quais

sdao definidas duas operagbes. Uma chamada adicdo e denotada por +

e a outra chamada multiplicagao e denotada por . ou X, ndo neces
sariamente a adicao e a multiplicacdo ordindrias, e satisfazendo

aos seguintes axiomas:

AXIOMA R.1 - O conjunto R & um grupo Abeliano sobre a adigio.

AXTOMA R.Z (FECHAMENTO EM RELAGCAC A MULTIPLICACAC) - Para quals

quer dois elementos a e b pertencentes a R, o produto a . b & de

finido e pertence a R.

AXIOMA R.3 (ASSOCIATIVIDADE) - Para quaisquer trés elementos a, b

e ¢ pertencentes a R,

a, (b:c) = (a.h).c (2.5)
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AXIOMA R.4 (DESTRIBUTIVIDADE) - Para quaisquer trés elemcntos a,b

€ c pertencentes a R,

a.(bh+c) a.b + a.c {2.6a)

(b+c).a b.a + ¢.a (2.6b)

DEFINICAO 2.4 - Um anel R € dito comutativo, se a operacao multi

plicagao definida para R for também comutativa. Isto &, se para

quaisquer a € b pertencentes a R,

a.b = b.a (2.7)

CAMPOS

Um campo F € um anel comutativo com o elemento u

DEFINICAO 2.5
nidade, a identidade da multiplicacao, onde cada elemento diferen

te de zero possui um inverso multiplicativo.

SUB-GRUPOS E GRUPOS-FATOR

DEFINICAC 2.6 - Um sub-conjunto H com elementos pertencentes a um

grupo G & denominado de sub-grupo H, se satisfaz a todos os axio
mas de grupo com relagaoc a mesma operagao definida no grupo G.

Para verificar se H &€ um sub-grupo, € necessdrio veri
ficar apenas os axiomas do fechamento e do inverso. Isso perque
se um conjunto H € fechado com relagdo & operagdo de um grupo G e

o inverso do grupo esta presente em H, a identidade obrigatoria

~mente esta presente em H e a associatividade & sempre valida no

sub~grupo se ela € valida no grupo.

Sejam 81> 8> 83,---», 0s elementos de um grupo G e h, .

h,, hz,..., 0s elementos de um sub-grupo H obtido de G. Considere
mos o arranjo formado da seguinte maneira:

1) A primeira linha & constituida pelos elementos do sub

-grupo H com a identidade colocada na posic¢io mais a

esquerda e cada elemento pertencente a H aparecendo

uma e somente uma vez.

2) O primeiro elemento da scgunda linha & qualquer cle-”

mento pertencente a G que nao esteja na primcira 1i



nha. Os elementos restantes da segunda linha sao ob
tidos aplicando-se a operagac do grupo {5 entre o pri
meiro elemento e cada um dos elementos pertcncentes

ao grupo H.

3) O primeiro elemento da terceira linha & qualquer ele
mento pertencente a G que nao esteja na primeira ou
segunda linha. Os elementos restantes sao obtidos
aplicando-se a operacgao do grupo entre o primeiro e

lemento e cada um dos elementos pertencentes a H.

0 processo se repete para cada linha, sempre se usando
para primeiro elemento da linha um elemento pertencente a G que
nao tenha ainda aparecido no arranjo, até que todos os elementos
de G estejam presentes em algum lugar do arranjo. Na Fig. 2.1 fi
zemos uma apresentagao do processo para um grupo cuja operacdo €

a multiplicagao.

Fig. 2.1 - Decomposigao de um grupo G em co-sets.

DEFINICAO 2.7 - O conjunto formado pelos elementos de uma'linha do

arranjo descrito anteriormente € denominado de CO-SET A ESQUERDA.
Co-sets a direita também podem ser formados, bastando apenas que
cada elemento do sub-grupo seja operado 4 direita. O arranjo des
crito € denominado de DECOMPOSIGAO DO GRUPO EM CO-SETS e o primei
ro elemento em cada linha € denominado de LIDER DO CO-SET.

TEOREMA 2.2 - Dois elementos g e g' pertencentes a um grupo G es

t3ao no mesmo co-sct ¢squerda de um sub-grupo H de

a
G se, e somente se, g l.g' pertence a H.



PROVA DA PROPOSICAO DIRETA

"Se g e g' pertencem a G e estao no mesmo co-set A es

querda, entao g"l g' pertence a H."

_ Seja g; © lider do co-set ao qual pertencem g e g'. En
tao, para algum j, g = gihj e para algum k, g' = g;hy por constru
¢ao. Assim,
-1 ., _ -1
g .g' = (gihj) -85hy (2.8a)
Mas
-1 ,-1 -1
(gihj) = hj 3
;= -1 -1 -1, -1 -1
ja que (gith'(hj g7 ) = gi(hjhj )81 = g8 =1 .- (2.8b)

Assim a equagao (2.8a) pode ser escrita como:

15, _ - -1 . -1 _ w1
g g' = h.".g; 'gi'hk = hj '(gi.gi)hk = hj hy (2.8c)

-

e um ele

1

Pelos axiomas G.3 e G.4 concluimos que g_lg

mento pertencente a H.

PROVA DA PROPOSICAQ INVERSA

"Se gul.g' pertence ao sub-grupo H, entao g e g' estao

no mesmo co-set a esquerda.'

Seja g; o 1ider do co-set ao qual'pertence g,entao por

construgao
g = g;h' (2.8d)
para algum h' pertencente a H.

Por hipdtese,
-1 | I
g “g' =h (2.8¢}

para algum h pertenctente a H,

Multiplicando 2.8e a esquerda por g, usando o axioma

G.4 e a equagao 2.8d obtemos

g' = g;hh' | | (2.86)



Portando g' ¢ g estdo no mesmo co-set a esquerda.

Q.E.D.

TEOREMA 2.3 - Cada elemento pertencente a um grupo G esta em um e

somente um co-set de um sub-grupo H de G.

PROVA

Pela construcao do arranjo da Fig. 2.1, <cada elemento
pertencente ao grupo G aparece pelo menos uma vez no arranjo. De
vemos mostrar entao que cada elemento pertencente a G aparece so
mente uma vez no arranjo. Primeiro suponhamos que dois elementos

iguais estao na mesma linha do arranjo, digamos gih. e gihk‘ isto

- J
e,
gihj = gihk (2.9a)
Multiplicando a equagdo (2.9a) a esquerda por g11 obte
mos
hj = hy {(2.9b)

Como por construgdo do arranjo oS elementos pertencentes
a H aparecem apenas uma vez, (2.9b) € uma contradigao e assim em

um mesmo co-set todos os elementos sag distintos.

Suponhamos agora que dois elementos iguals se encontram

em diferentes co-sets, isto e,

gihj gkhﬁ (2.9¢)
de modo que 1 > k.
Multiplicando (2.9c) a direita por h}l obtemos
-1
g5 = g Byh] (2.9d)

Como hihgl.pertence ao sub-grupo pelos axiomas G.1 e G.

4
concluimos que g; pertence ao co-set Cujo lider e g Mas isto e -
e

uma contradicao as regras de construgac do arranjo. Assim, dois
lementos iguais nao podem pertencer a co-sets diferentes.Portanto,

cada elemento do grupo aparecc em um € somente um co-set.

Q.E.D.



DEFINICAO 2.8 - O nimero de elementos em um grupo é denominado de

ORDEM DO GRUPO. O numero de co-sets de um grupo G com relacdo a
um sub-grupo H de G € denominado de INDICE DE G SOBRE H.

Da definigao 2.8 e pelas regras de construgao do arran

jo da Fig. 2.1 obtemos a seguinte relagao:

{ordem de H)(indice de G sobre H) = {ordem de G) (2.10)

DEFINICAO 2.9 - Um sub-grupo H de um grupo G € denominado de sub-

-grupo normal se para cada elemento h pertencente a H e cada ele

mento g pertencente a G, g .h. g pertence a H.

Em geral, co-sets a esquerda sao diferentes de co-sets
a direita. Entretanto, cada co-set a esquerda de um grupo normal
& também um co-set a direita e vice-versa. Em um grupo Abeliano ,
cada co-set a esquerda &, trivialmente, um co-set a direita e tanm

bém cada sub-grupo € trivialmente um sub-grupo normal.

DEFINICAO 2.10 - Se um sub-grupo H de um grupo G & normal, € pos

sivel definir uma operagac entre co-sets para formar um novo gru

po cujos elementos sao os co-sets. Esse grupo assim formado e de
nominado de GRUPO FATOR e representado por G/H. O co-set que con

tém g & representado por {g}.

DEFINICAO 2.11 - Sejam os co-sets {g,} e {g,}. A multiplicagdo de
co-sets € definida como:

E importante observar que essa definicdo so € valida se,
independentemente dos elementos escolhidos para representar os co

-sets fatores, o co-set produto é o mesmo. Mostremos que isso &

verdade.

Suponha gilgi =hy e g,)lg7 = h,. Entdo, desde que o

sub-grupe seja normal, pela definigao 2.9, gz_l.hl.gé e um elemen

to de H, digamos hs. Assim,

“1 1yt = -] : _1 T I ,‘]- L '_1 t g_] 3! —
(818,) 818, = &2 (g1 &8, = 8; gy = (g; 870 (g; "hyey) = hohyg

(2.12)
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€ um elemento pertencente a H pelo axioma G.1. Portanto, pelo teo

rema 2.2, g8, e gigé estdo no mesmo co-set.

Mostremos que G/H € realmente um grupo para a operagao
multiplicagdo de co-sets definida pela definigao 2.11. A operagao
esta definida para todos os pares de co-sets e assim o axioma G.l

esta satisfeito.

A associatividade pode ser checada atraves de:
{gl}({gz}{gS}) = {gl}{gzgs} = {g18283} = {glgz}{gs}
= {g, g, He5d = (g, Hg, 1) g5} | (2.13)

0 elemento identidade € o proprio sub-grupo H={1}, pois

{1} {g} {g} (2.14a)

{l.g}

]
]

{g}{1} = {g.1} = {g} (2.14b)

; - . =1
0 co~set inverso a {g} & o co-set que possul g =~ como e

lemento, isto €, {g_l}. Assim
fgrg™y = (g.g™hy = (1) (2.15a)
g7l g} = 1g.g™t - (1) (2.15b)

e o axioma G.4 estd satisfeito. Como todos os axiomas para grupo
estdo satisfeitos o grupo fator definido-em 2.10 é realmente um

grupo sobre a multiplicagao de co-sets definida em 2.11.

Pode-se mostrar que se o grupo original G € Abeliano, o

grupo fator também o e.

ESPACOS VETORIAIS E ALGEBRAS LINEARES

DEFINICAC 2.12 - Um conjunto V de elementos & chamado de ESPACO VE
TORIAL sobre um campo F, se os seguintes axiomas s3o satisfeitos.

AXIOMA V.1 - O conjunto V é um grupo Abeliano sobre a adigao.

AXIOMA V.2 - Para qualquer elemento v pertencente a V, denominado

vetor, e para qualquer elemento ¢ pertencente a F, denominado es

calar, o produto c.v € também um vetor pertencente a V.



AXIOMA V.3 - Se u e v sao vetores pertencentes a Ve c € um :esca

lar,
c(g + g) = C.u + C.V (2.16)

AXIOMA V.4 - Se v € um vetor ¢ ¢ e 4 sao escalares,

(¢ + d)y = cv + dv (2.17)

AXIOMA V.5 - Se v € um vetor € ¢ e d sao escalares,

(ed)y
v = v (2.18b)

c(dv) (2.18a)

DEFINICAO 2.13 - Um conjunto A & denominado de uma ELGEBRA LINEAR

associativa sobre um campo F, se 0s seguintes axiomas sao satis

feitos:

AXIOMA A.1 - O conjunto A & um espago vetorial sobre F.

AXIOMA A.2 - Para quaisquer dois elementos u e v pertencentes a A,

existe um produto u.v que também pertence a A.

AXIOMA A.3 - Para quaisquer tres elementos u, v e w pertencentes

a A,

B(y.w) = (g.ij (2.19)

AXIOMA A.4 - Se ¢ e d sao escalares pertencentes a Fe u, v e W

pertencem a A, entao:

u(cy + dw) cuvy + duw (2.20a)

(cy + dy)g cvu + dwu ' {2.20b)

DEFINICAC 2.14 - Uma n-upla sobre um campo F & um conjunto ordena

do de elementos e representada por {al, az,...,an), onde cada a;
pertence ao campo F e € denominado de i-ésima componente da n-

upla. Adig¢ao de n-uplas é definida por:

(al,az,...,an) + (bl’bZ""’bn) = (al+b1,az+b2,...,an+bn)(2‘.21a)

e multiplicagdo de uma n-upla por um elemento do campo ¢ definida

por:



ca ,ca ) (2.21h)

c(al, 32”7;’an) = (ca g N

1 7

Com essas duas operagoes definidas por (2.21a)e (2.21b),
pode-se mostrar facilmente que o conjunto de todas as n-uplas S0
bre um campo F, forma um espago vetorial. E esse espago vetorial

que desempenha um papel fundamental na teoria da codificacgao.
Multiplicagao de n-uplas pode ser definida como:

(a .,an)[bl,bz,...,bn) = (albl,azb ere,d b ) (2.22)

1’32’” 2’ n n

Com essa Gltima definicao, o conjunto de todas as n-

uplas forma uma algebra linear.

DEFINICAO 2.15 - Um sub-conjunto de um.espago vetorial & denomina

do de SUB-ESPACO, se ele satisfaz aos axiomas para espago vetorial.

Para verificar se um conjunto forma um sub-espago veto
rial € suficiente verificar o fechamento com relacac & adigido e 3

multiplicacao por escalares.

DEFINICAO 2.16 - Sejam Vs YZ""’Yk; k vetores pertencentes a um

espago vetorial V. Se um vetor u pertencente a V é dado por:

U = a;vy +asy, * ot apvy (2.23)

onde os coeficlientes a; sao escalares, dizemos que u € uma COMBRI-
NACAQ LINEAR de Vis Vooreeos Vo

TEOREMA 2.4 - Um conjunto formado por todas as combinagoes 1linea

“res de Vl’ VoaesesVis pertencentes a um espago vetorial V, e um

sub-espaco de V.

DEFINICAD 2.17 - Um conjunto de vetores Vys Vosees,Vy 580 ditos

LINEARMENTE DEPENDENTES, se existem escalares Cys CgaeeenCp s nao
todos nulos, tal que: ' '
C¥p * SVz o ol T ‘ (2.24)

em caso contrario, eles sao ditos LINEARMENTE INDEPENDENTES.

DEFINICAO 2.18 - Um conjunto de vetores gera um espago vetorial

se cada vetor pertencente ao espago vetorial puder ser representa



do como uma combinagao linear dos vetores de conjunto.

TEOREMA 2.5 - Se um conjunto de k vetores Vis Ypaeee,Vp gCra um es

pago vetorial que contém um conjunto de m vetores, v

Vis Vs veeV

‘=M
linearmente independentes, cntao k »m.

TEOREMA 2.6 - Se dois conjuntos de vetores linearmente independen

tes geram ¢ mesmo espacgo vetorial, entdo o numerc de vetores en

‘cada conjunto € o mesmo.

DEFINICAQ 2.19 - Se um espago vetorial & gerado por um conjunto de

k vetores linearmente independentes, diz-se que o espago tem di

mensao Kk e que o conjunto de k vetores € uma base para o espago.

TEQREMA 2.7 - Se V € um espago vetorial de dimensao k , qualquer

conjunto de k vetores linearmente independentes que pertenga a V

& uma base para V.

TEQOREMA 2.8 - Se um espago vetorial Vl € sub-conjunto de um espa

Go vetorial V, e eles tem a mesma dimensao, entao v, e vV, sao

iguais.

DEFINICAO 2.20 - Duas n-uplas vy e ¥, sao ditas ortogonais quando

o produto escalar Yl'YZ = 0.

TEOREMA 2.9 - O conjunto de todas as n-uplas ortogonais a um sub-

- espacgo Vl de n-uplas, forma um sub-espacgo VZ de n-uplas.

DEFINICAO 2.21 - O espago vetorial vy, formado por todas as n-uplas

ortogonais a um espago Vl, ¢ denominado de ESPACO NULO de Vl.

TEOREMA 2.10 - Se um vetor v & ortogonal a cada vetor de um conjun

to de vetores que gera O €SPaco Vl’ entdo v pertence ao espago nu

lo de Vl.

TEOREMA 2.11 - Se a dimensao de um sub-espago de n-uplas & k, en’

tao a dimensao do seu espag¢o nulo € n - k.
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) € 0 espago

TEOREMA 2.12 - Se V, € um sub-espaco de n-uplas e V
&

nulo de V,, entao V, € o espago nulo de Vye

2 7

MATRIZES

DEFINICAC 2.22 - Uma matriz m.x n € um arranjo retangular de m 11

nhas e n colunas onde os elementos das linhas ou colunas perten

cem a um anel ou a um campo.

Na teoria da codificagao, apenas as matrizes cujos ele

mentos pertencem a um campo sao de interesse. As m-linhas de uma

matriz podem ser imaginadas como m n-uplas ou vetores e da mesma

forma, as n colunas podem ser imaginadas como n m-uplas.

DEFINICAO 2.23 - O conjunto de todas as combinagoes lineares das
linhas de uma matriz M é denominado O ESPACO DAS LINHAS DE M. Do
mesmo modo, o conjunto de todas as combinagodes lineares das colu
nas de M & denominado 0 ESPACO DAS COLUNAS DE M. A dimensido do es
paco das linhas & denominado de RANK DAS LINHAS e a dimensao do
espago das colunas & denominado de RANK DAS COLUNAS.

DEFINICAC 2.24 - Ha um conjunto de OPERAGCOES ELEMINTARES definidas

para as linhas de uma matriz que sao:
1) Permutacao de duas linhas quaisquer.

2) Muitiplicagéo de uma linha por um elemento do campo

desde que seja diferente de zero.

3) A adicdo da mdltipla de qualquer linha, obtida atra

vés de 2) a uma outra linha.

A inversa de cada operagao elementar de linhas é& também

uma operacao elementar de linhas.

TEOREMA 2.13 - Se uma matriz & obtida a partir de outra através de

oepracgoes elementares de linhas, ambas matrizes tem o mesmo espa

¢o de linhas.

DEFINICKO 2.25 - Uma matriz M' é dita na forma canonicadc Echelon,

quando & obtida a partir de uma matriz M, por meio de operagdes

elementares de linhas, e satisfaz as seguintes condigoes:



1} O primeiro elemento diferente de zero de uma 1inha
nac nula € 1 e & denominado de LIDER DA LINHA.

2) Cada coluna que contenha o elemento obtido em (1),

possul todos os outros elementos nulos.

3) 0 lider de cada linha esta a direita do 1ider da 1i

nha imediatamente anterior.

PROPRIEDADES DE UMA MATRIZ NA FORMA DE ECHELON:

1} As linhas nao nulas sao linearmente independentes.

2) Para cada espago de linhas existe uma Gnica matriz na

forma canonica de Echelon.

DEFINICAQ 2.26 - Se todas as linhas de uma matrizn x n sdo-linear

mente independentes, entdao a matriz & dita NAO SINGULAR.

Se uma matriz nao singular €& colocada na forma canonica
de Echelon, cada linha obrigatoriamente contém um 1. Mas isso 50O
pode ocorrer se os 1's estiverem na diagonal principal e essa ma

triz € chamada de matriz identidade.

IDEAIS

DEFINICAQ 2.27 - Um ideal I & um sub-conjunto de elementos perten

centes a um anel R com as seguintes propriedades:
1) 1 & um sub-grupo do grupo aditivo de R.

2) Para qualquer elemento a pertencente a I e qualquer 'r

pertencente a R, ar e ra tambem pertencem a I.

Como um ideal € um sub-grupo, co-sets podem ser forma
dos como descrite na segao 2.4. Entretanto, no caso dos ideais
eles recebem o nome de CLASSES DE RESIDUOS. O arranjo descrito na
segdo 2.4 pode ser construido da mesma forma lembrandc apenas que
agora a operagdo do grupo € a adigdo. Como a operacao do grupo &
comutativa, entao o ideal e um sub-grupo normal (ver comentarios
logo ap6s Definigao 2.9, secdo 2.4). Assim, a adigcdo de classes

de residuo pode ser definida como:

{r} + {s} = {r+s} _ | (2.25)



onde {r} denota a classe de residuo que contém r. Com esta defini
¢ao, o conjunto das classes de residuo forma um grupo, o grupo fa
tor dado pela definicao 2.10.

E possivel também a multiplicagao de classe de Tesiduo

através da equagao
{r}{s} = {r.s} (2.26)

A multiplicacdo de classes de residuc definida pela i
gualdade (2.26) so & valida se, independentemente do elemento es
colhido para representar as classes de residuo, o produto desses
elementos pertencem a mesma classe de residuo. Mostremos que esse
fato & verdadeiro.

Suponhamos que r e T' pertencem & mesma classe de vresi
duo e que s e s' pertencem a uma mesma classe de residuo diferen
te da classe de residuo a que pertencem v ¢ T'. Devemos mostrar
que r.s e r'.s' pertencem a uma mesma classe de residuo. Pelo teo

rema 2.2, issc sO € verdade se r's'-rs pertencer ao ideal. Mas
r's'-rs =1r's'-r's + r's-rs = r'{s'-s) + (r'- v)s (2.27)
Pelo teorema 2.2, s'-s5s e v'-r pertencem av ideal: assim

as parcelas r'(s'~s) e (r'-r)s pertencem ao ideal, por definigao.

Entac, pelo axioma G.l, r's'-rs pertence ao ideal e portanto a mul

tiplicagao de classes de residuc definida por 2.26 & valida.

E fiacil de verificar que a associatividade e distributi

vidade sdo validas:

{a} ({b}{c}) = {a}{bc} = {abc} = {abl{c} = ({aHbD {c} (2.28a)
{a} ({b}+{c}) = {a}{b+c} = {a(b+c)} = {ab+ac} = {ab} + {ac} =
{a}{b} + {a}{c} (2.28b)

({b} + {c}) {a} = {b+c}{a} = {(b+c)a} = {ba+cal}l =
{ba} + {ca}{b}{a} + {c}{a} : (2.28c)

Portanto, 0s axiomas para anel estao satisfeitos e esta

provado o seguinte teorema:

TEOREMA 2.14 - O conjunto das classes de residuo de um anel com

relagao a um ideal, forma um anel denrominado de ANEL DAS CLASSES
DE RESIDUOS. - B



2.8 -~ IDEAIS E CLASSES DE RESTDUO DE.INTEIROS

DEFINIGCRO 2.28 - Se r, s e t sdo inteiros e rs=t, entdo dizemos

que t €& divisivel por r ou que r divide t.

DEFINICAQ 2.29 - Um inteiro p > 1 que & divisivel apenas por ip
ou 1 & denominade de PRIMO.

DEFINICAO 2.30 - O maximo divisor comum entre dois inteiros {MDC)

€ o maior inteiro positivo que divide a ambos.

DEFINICAQ 2.31 - Dois inteiros sdo ditos RELATIVAMENTE PRIMOS quan
do seu MDC € 1.

DEFINICAQ 2.32 - Para cada par de inteiros s e d existe um dUnico

par de inteiros g, o quociente, e r, o resto tal que
s=dqg+r , 0 <7r < {dl (2.29)
Esse resultado & conhecido como o ALGORITMO DA DIVISAC

DE EUCLIDES.

A partir do algoritmo da divisdo de Euclides pode-se
mostrar que o MDC d entre dois inteiros r e s sempre pode ser ex

presso por:
d = ar + bs (2.30)

onde 2 e b sap inteiros.

TEOREMA 2.15 - Um conjunto de inteiros € um ideal se, e somente se, .

- todos os seus elementos sdo miltiplos de algum inteiro.

PROVA DA PROPOSICAOC DIRETA

"Se um conjunto de inteiros & um ideal, entio cada ele

mento do conjunto & multiplo de algum inteiro."

Seja T 0 menor inteiro positivo pertencente ao ideal e
seja s um outro inteiro pertencente ao ideal. Entdc pela equacgio
(2.30) e pela definigao de ideal (Definigao 2.27), o MDC entre r
e s pertence ao ideal. Como por hipéteSe T & 0 menor inteiro posi
tivo pertencente ao ideal, entdo r < d. Como d divide 1 , entHo-

d < r. Entao temos a desigualdade:



d ¢rgd {2.31a)

Portanto, r = d e assim r divide 5. Como s & qualquer,
r divide qualquer inteiro pertencente ao ideal e portanto, qual

quer inteiro pertencente ao ideal & multiplo de r.

PROVA DA PROPOSICAQ INVERSA

"Se um conjunto & constituido de todos os miltiplos de

algum inteiro, entao ele forma um ideal."

Seja o conjunto de todos os multiplos de r. Assim,cada

elemento do conjunto pode ser escrito como
s = ar _ (2.31b)

Se T € um elemento -de um ideal entao pela definigao de

ideal todos os multiplos de r também pertencem ao ideal.

Q.E.D.

DEFINICAO 2.33 - Um ideal que consiste de todos os multiplos de
um elemento de um anel € denominado de IDEAL PRINCIPAL.

DEFINICAO 2.34 - Um anel no gqual cada ideal & um ideal principal
¢ denominado de ANEL IDEAL PRINCIPAL.

DEFINICAO 2.35 - O ideal que consiste de todos os miltiplos  de

um inteiro positivo m € representadolpor (m). O anel das classes
de residuo de (m) € denominado de ANEL DE INTEIROS MODULO m.

TEOREMA 2.16 -. Cada classe de residuo médulo m contém ou 0 ou um

inteiro positivo menor que m. 0 € um elemento do ideal e cada in

teiro positivo menor que m pertence a uma classe de residuo dis

tinta.

PROVA:
Seja s um elemento de uma classe de residuo.Entdo s po
de ser escrito como:
s =mgqg + T (2.32)

onde mq € um elemento pertencente a {m) e r &€ o lider da classe
de residuo que contém s. Pelo algoritmo da diviszo de Euclides

0 T <m. Como T € s estdo na mesma classe de residuo, pelo teo

1



rema 2.2 r-s pertence ao ideal (m) e portanto &€ um miltiplo de
m. Pelo teorema 2.3 r#s, entao r € s nao podem ambos ser menores
que m, e nao negativos, pois supondo T > s e ambos menores que m
e positivos, implica em r - s < 0, o0 que € uma contradigdo com a
hipotese r > s. Do mesmo modo, suponde T < s ambos menores que m
¢ positivos, implica em v - s > 0, o que contradiz a hipotese
r < s. Portanto, apenas um elemento menor que m pertence a uma
classe de residuo que nao seja o ideal. Se r = s, r-s = 0 que per

tence a classe de residuo constituida pelo ideal.

Como consequéncia do teorema 2.16, se representarmos ca
da classe de residuo pelo inteiro menor que m a que lhe pertence,
o anel das classes de residuo module m € constituide por:

{{0}, {1},...,{m-1}} (2.33)

TEOREMA 2.17 - C anel das classes de residuoc modulo m € um campo

se, e somente se, m € primo.

PROVA:
Suponhamos que m n3o & primo. Ent3o m = rs para alguns

inteiros r € s que nao sejam multiplos de m. Assim,
{m} = {rs} = {r}{s} = {0} =0 (2.34a)
Se {r} tem um inversc, digamos {r}'l, entao

ryLoqmy = e lo{rigs) = {s} = (r17L (0} = 0 (2.34b)

o que implica em s ser maltiplo de m, o que € uma contradigao.
Supondo agora que m & primo, devemos mostrar que cada
classe de residuo, exceto o ideal, possui uma inversa. Pelo teo
rema 2.16, cada classe de residuo diferente do ideal possui um
inteiro s < m. Como 1 & seu proprio inverso, podemos supor s > 1.
Como m &, por hipGtese.primo, o MDC entre s e m € 1 ou m.Mas s<m
e assim m nao divide s. Portanto, o MDC entre s e m & l.Utilizan

do a equacao 2.30 temos:
1 = am + bs (2.34c¢)
para a e b inteiros. Assim, '
{1} = {a}{m} + {b}{s} : (2.34d)
Como {m}=0 temos, ‘

{1} = {b}{s} | | (2.34e)



2.

Portanto {b} € o inverso de {s}.
QCE.D.

DEFINICAQ 2.36 - Os campos obtidos de acordo com o teorema 2.17
sio chamados de CAMPOS PRIMOS ou CAMPOS DE GALOIS de p elementos
e representados por GF(p).

IDEAIS E CLASSES DE RESIDUQC DE POLINOMIOS

Consideremos polindmios f(X) a uma variavel com coefi

cientes pertencentes a um campo F.

£(X) = £, + £X + £ %+ e £ X0 (2.35)

DEFINICAO 2.37 - O GRAU de um polinomio ¢é dado pelo expoente da

maior poténcia de X cujo coeficiente seja diferente de zero.

DEFINICAQO 2.38 - Um polinomio & chamado de MONICO se o coeficien

te da maior poténcia de X e 1.

0 conjunto de todos os polindmios forma um anel,ja que
eles podem ser somados e multiplicados no sentido usual de adigao
e multiplicacdo e pode-se mostrar facilmente que todos oS axio

mas para anéis sao satisfeitos.

DEFINICAO 2.39 - Se r(X), s(X) e t(X) sao polinomios e r(X)s{X)=
=t (X}, dizemos que t(X) € divisivel por r(X) ou que r(X) divide
£(X) .

DEFINICAQ 2.40 - Um polindmio p(X) de grau n maior que zero & di

to irredutivel se nao & divisivel por qualquer polinomio de grau

menor que n.

DEFINICAO 2.41 - O MDC de dois polimdnios & o polindmio mdnico de

maior grau que divide a ambos.

DEFINICAO 2.42 ~ Dois polinomios sdao ditos RELATIVAMENTE PRIMOS

se seu MDC e 1.

DEFINICAO 2.43 - Para cada par de polimomios s(X) e d{(X), existe

um Unico par de polinomios q{(X), o quociente, ¢ r(X), o resto,



tal que: _
s(X) = d{X).q(X) + r(X) (2.36)

onde o grau de r(X) & menor que o grau de d(X). Este € o algorit
mo da divisao de Euclides para polinomios.

Utilizando o algoritmo da divisdo de Euclides é sempre
possivel colocar o MDC de dois polinomios r(X) e s(X) na forma:

d(X) = a(X)r(X) + b(X)s{X) (2.37)

onde a(X) e b(X) sdo polindomios e d(X) o MDC entre r(X) e s(X}.

TEOREMA 2.18 - Um conjunto de polinomios &€ um ideal se,e somente

se, todos os polinomios sao multiplos de algum polinomio.

PROVA DA PROPOSICAC DIRETA

"Se um conjunto de polinomios & um ideal, entdoc cada
polinomio & miltiplo de algum polindmio".

Seja r(X) o polindmio monico de menor grau pertencen

te ao ideal e seja s(X) um outro polinomio pertencente ac ideal.

Entao, pela equagao (2.37) e pela definicao de ideal,
o MDC d{X), entre r(X) e s(X) pertence ao ideal. Como por hipé
tese r(X) € o polinomio monico de menor grau pertencente ao ideal , o
grau de r(X), g [r(X)] < g [d(X)]. Como d(X) divide r(X) . entio
g, [d(X)] < g, lr{X)] . Assim, temos a seguinte desigualdade:

g, [dX) ] < g [r(X)] < g [d(X)] (2.30a)

Portanto, gr[r(X)] = gr[d(X)] e assim r(X) = d(X). Con
sequéntemente, r(X) divide s(X) e portanto todos os elementos do

ideal sdo multiplos de r(X).

PROVA DA PROPOSICAO INVERSA

"Se um conjunto de polinomios ¢ constituido de todos os



polindmios miltiplos de algum polinomio, entdao o conjunto forma
um ideal.” |

Seja o conjunto de todos os multiplos de r(X). Assim ,

cada elemento s(X) do conjunto pode ser escrito como:
s(X) = r(X) a(X) {2.38b)

Se r(X) & um elemento de um ideal, entao pela defini
¢do de ideal todos os multiplos de r(X) pertencem ao ideal.
Q.E.D.

Pelo teorema 2.18 concluimos que o anel de polinomios

& um -anel ideal principal. 0 ideal gue consiste de todos os mul
tiplos de £(X) & denotado por (f(X)). O anel das classes de resi
duo formado a partir desse ideal & denominado de ANEL DE POLIND

MIOS MODULO f(X).

TEOREMA 2.19 - Cada classe de residuo modulc um polinomio £(X) de

grau n contém 0 ou um polinomio de grau menor que n. Zero € um
elemento do ideal e cada polinomio de grau menor que n esta em

uma classe de residuc distinta.

PROVA

Seja s(X) um elemento pertencente a uma classe de resi

duo. Entdo s(X) pode ser escrito como:

H

s(X) = a(X) £(X) + (X (2.39)

onde a(X) f(X) & um elemento do ideal (£f(X)) e r(X) € o lider da
classe de residuo que contém s(X). Pelo algoritmo da divisdao de
Euclides para polinémios, 0 < gr[r{X)].< gr[f(X]]. Como T(X) e
s(X) pertencem a mesma classe de residuo, pelo teorema 2.2, r{X)
-s(X) pertence ao ideal (d(X)) e portanto & um miltiplo de £(X)
o que implica no gr[r(X) - s(X)] » gr[f(X)]. Mas gr[r[X)—s(X)J->
> g [£(X)] implica em g [s(X)] > g [r(X)] para s(X) # r{X) ., ja
que gr[r(X)] < gr[f{X)]. Portanto, na classe de residuo que con
s{X)

Il

tém r(X) e s{(X)} apenas r(X) tem grau menor que n. Se r(X)

entao T(X) - s{X) = 0 que &€ um elemento do ideal.

2.10 - A ALGEBRA DAS CLASSES DE RESTDUO DE POLINOMIOS

TEOREMA 2.20 - As classes de residuo de polinomios modulo um po




1indmio f(X) de grau n, formam uma dlgebra linear comutativa de

dimensao n sobre o campo dos coeficientes.

PROVA:

A multiplicagao por escalares € definida pela equagao
a {r(X)}={ar(X)} (2.39a)

onde a pertence ao campo dos coeficientes. E facilmente verifica
do que os axiomas para espago vetorial e algebra linear saosatis

feitos.
Para mostrarmcs que a dimensdo € n,usamos o fato de que

qualquer classe de residuo pode ser escrita como uma combinagao

das classes de residuo
SSTEREITES G DU Chaks (2.39b)

isto &, o conjunto das classes de residuo (2.30b) geram o espago.
A existéncia dessas n classes de residuo & garantida pelo teorema

2.19. Mostremos que esse fato & verdadeiro.

Pelo teorema 2.19 cada classe de residuo tem um poling

mio de grau menor que n. Entdo uma classe de residuo genérica &

da forma
{ay + a;X +...+an_l“'1} (2.39¢)
que pode ser escrita como
{ag} +{aX} +...+ (ag | X"71} =
= ad{l} + a,{X}) +...+an_1{x“'1} (2.39d)

Assim, qualquer classe de residuc pode ser expressa co
mo uma combinacdo linear do conjunto das classes de residuo (2.

39b). A combinacgdo linear (2.39d) so0 se anula se

n-1
ag * a;X +...+an_1X : (2.39e)

for mﬁltiplo de f£(X), o que & impossivel pois o grau de f(X) €& n,
ou entao se os coeficientes ai forem todes nulos. Portanto,o con
junto (2.39b) forma uma base para o espaco vetorial.

Q.E.D.

TEOREMA 2.21 - Seja J um ideal na algebra de polindmios médulo

f(X) e seja g(X) um polinomio de menor grau, diferente de zero,
tal que {g(X)} pertence a J. Entdo {s(X)} esta em J sc, e somen

te se, s(X) & divisivel por g(X). E mais ainda g(X) divide £(X).



PROVA:
Pelo algoritmo da divisao de Euclides,

s(X) = g(X} . q(X) + rv(X) {(2.40a)
onde r(X) tem grau menor que o grau de g(X}. Assim,
{s(X)} ={g(X)}H{q()}+ {r(X)} (2.40Db)
Se s(X) e g(X) estdo em J, entdo
{s(X3} - {g(X)}{q(X)} = {r(X}} (2.40c¢)

também esti, pelo teorema 2.2. Como r(X) tem grau menor que o de
g(X) ‘que foi suposto o polinomio nao nulo de menor grau em J, en
tio obrigatoriamente r(X)=0 e assim s(X) € multiplo de g(X)e por

tanto divisivel por g(X).
Inversamente, se s(X)} € multiplo de g(X), entao
s(X) = g(X) a(X) (2.40d)

e portanto

{s(X)}={g(X}}{q(X)} {2.40e)

Como por hipbtese g(X) pertence a J, pela definigao de
ideal s(X) também pertence.

Pelo algoritmo da divisdo de Euclides,
£(X) = g(X) q(X) + r(X) (2.40f)

onde r(X) tem grau menor que o grau de g(X). Assim,

(£(0Y = {g(N)Ha()} + (r(0} = {0} (2.40g)

Portanto,

{r(X)} = {g(X)}.{h(X)} (2.40h)
onde h(X) = -g(X). Entdo {r(X)testd em J il quc T(X) ¢ um miltiplo

de g(X). Mas o grau de r(X) é menor que o grau de g(X), entao
r(X)=0 e assim f(X) & miltiplo de g(X) e portanto g(X) divide

£(X) .
Q.E.D.

TEOREMA 2.22 - Para cada ideal J na algebra de polinomios modulo

f(X) ha um inico polinomio monico g(X) de menor grau tal que
{g(X)} pertence a J. Inversamente, cada polinomio monico g(X)que
divide £(X) gera um ideal J no qual g(X) ¢ o polinomio monico de

- -
minimo grau em J.

3



PROVA:
- Existe um polindmio

h(X) = h, + h,X +...+ h XK

0 1 KX

(2.41a)

-

~de minimo grau tal que {h(X)} pertence a J. Entao h&lh(X) e um
polinomic monico de minimo grau cuja classe de residuo esta tam
bém em J e portanto existe pelo menos um polinomio monico de mi
nimo grau que pertence a J. Se existem dois desses polinomios, di
gamos g(X) e g'(X), entao pelo teorema 2.21 g(X} divide g'(X) e
g'(X) divide g{X) e assim eles diferem no maximo por um fator que
" obrigatoriamente € um elemento do campo dos coeficientes . Como
ambos foram supostos monicos esse elemento do campo € 1 e assim
g(X) = g'(X). Portanto, existe um unico polinomio monico de grau

minimo, g{(X)}, tal que {g(X)} pertence a J.

Suponha agora que g(X) € um polindémio monico que divi
de f(X) e considere o ideal J gerado por {g(X)}, isto &, o ideal
cujos elementos sio todos os multiplos de {g(X)}. Suponha também

que {r(X)} pertence a J. Entao

{r(X)) = {gX)}H{a(X}} = {g(X) a(X)} (2.41b)
para algum a(X).. Portanto r(X) pode ser escrito como
r(X} = g(X} a(X) + £(X) b(X) ; (2.41c)

ja que f(X) & miltiplo de g(X), por (2.41b), r(X) também o €. Co
mo £(X) e r(X) ambos sdao miltiplos de g(X), se t(X) nao € zero
seu grau ¢ maior ou igual ao grau de g(X). Assim g(X) € o polino

mio monice de menor grau tal que {g(X)} estd em J.

TEOREMA 2.23 - Seja f(X) = g(X).h(X) onde £(X) tem grau n e h(X)
tem grau k. Entdaoc o ideal gerade por {g(X)}} na algebra de poli

nomios modulo f(X) tem dimensao K.

-‘PROVA:

No ideal gerado por {g(X)}, . que € um sub-espag¢o, ©S

vetores
(g(X)}, {Xg(X)}...., x*lg )y (2.42a)

sao linearmente independentes porque qualquer combinagao linear

deles & da forma

tlag + a,X + a, X2 + oo+ ay (XK1 g(x)) (2.42b)



e pelo teorema 2.20 nao pode ser zero a nac SeTr quc a5, ap,

S sejam zero pols a classe de residuo (2.42b) contém um
polinomioc de grau n - 1 < n. Ainda mais, se {s(X)} pertence a0
ideal, entdo s(X) €& divisivel pro g{X), pelo teorema 2.21, e se
s(X) & o polinomio de minimo grau na classe de residuo; ele tem

grau menor que n. Assim

S = g(X) a0 = g00 (qp + a;X + ..+ q_ XN
| (2.42¢)
e portanto
s(0} = qp (200} + ap Xg(X)} + ..o q_; XK g
(2.42d)

Assim o conjunto de vetores (2.42a) gera o espago e

portanto a dimensao do ideal e k.
Q.E.D.

Com estes resultados da algebra, estamos aptos a enten
der o processo de obtengao de cddigos de bloco lineares a serem dis
cutidos no Cap. 4 e mais ainda, com o auxilio do Cap.3 ,esta
remos capacitados a implementar o codificador que, como veremos
ao final dos capitulos 6 e 7, € o ponto de partida para a ob

tengdo do espectro de potencia de um codigo.



CAPITULO 3

‘MAQUINAS SEQUENCIAIS DE

ESTADO FINITO




3.1 - CIRCUITOS SEQUENCIAIS

3.2

DEFINICAO 3.1 - Um circuito € dito sequencial quando,em qualquer

instante, suas saidas sao fungoes das entradas, como também da
informagcao armazenada até aquele instante, isto €, as saidas sao

fungao das entradas atuais e de todo o passado.

DEFINICAO 3.2 - Uma MAQUINA DE ESTADO FINITO € um modelo abstra

to, que descreve um circuito sequencial sincrono também chamado

'de MAQUINA SEQUENCIAL SINCRONA.

0 comportamento de uma maquina de estado finito & des
crito como uma sequéncia de eventos que ocorrem de uma forma dis
creta no tempo. De acordo com a definicdo 3.1, € necessdrio que
a maquina sincrona tenha uma capacidade de armazenamento 'infini
ta para que seja possivel o conhecimento de todo o passado.Entre
tanto, € impossivel em termos praticos se construir miquinas que
tenham capacidade de memoria infinita. Assim, s0 existe interes
se no estudo de maquinas cujo passado afeta seu comportamento fu

turo em apenas um numero finito de formas.

DEFINICAO 3.3 - Os estados internos de uma maquina sao definidos

como o numero de classes de entradas passadas que uma maquina pd

de distinguir.

REPRESENTACAC DE UMA MAQUINA SEQUENCIAL STNCRONA

0 modelo geral de uma maguina sequencial sincrona es
ta representado na Fig. 3.1. O circuito tem um numero finito k
de entradas. Os sinais que entram no circuito através dessas K en
tradas constituem ¢ conjunto

{Xl-v xza""!xk} (3‘1J

denominado de conjunto de variaveis de entrada onde cada- X, e

uma variavel binaria, isto e,

x; ¢ 10,1} | ' (3.2)

Uma k-upla ordenada de elementos pertencentes ac con
junto {0,1} &€ denominada de configuracao de entrada ou simples.
mente de entrada. O conjunto de todas as k-uplas bindrias, em ni

mero de K = Zk, € denominado de alfabeto de entrada I ou simples

mente de CONJUNTO DE ENTRADA.



I ={':1_11 :1_2-,-}.?1](} (3.3)

onde Cadaik corresponde a uma k-upla.

RELOGIO
Y
Xl - - ] Zl
Xy CIRCUITO -z

» COMBINACIONAL
e
R4 Yy
1 —
i o 1
| t
1 o I
| L] :
i a
Va1 Vo-1
i |
|
gy£ Eﬁ :
] |
; . ELEMENTOS
PV, |

DE MEMORIA

Fig. 3.1 - Modelo geral de uma miaquina sequencial sincrona

Do mesmo modo, o circuito possui um nUmero finito n de

saidas e um conjunto de variadveis de saida

{zl, zz,...,zn} ' (3.4)

onde cada z, pertence ao conjunto {0,1}. Uma n-upla ordenada de
elementos binirios € denominada de configuragidoc de salida ou sim
plesmente saida do circuito. O conjunto de todas as N = 2" sai
das O, & denominado de CONJUNTO DE SAIDA.

0 = {91’ 92""’9N} | (3.5)
0 valor do sinal na saifda de cada elemento de memdria
é denominado de VARIAVEL DE ESTADO e assim o conjunto

{Y]_' y21°°'1Y£} . ) (3'6)
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3

& denominado de CONJUNTO DAS VARIAVEIS DE ESTADO. A combinagao
das 2 saidas dos elementos de memdria define o ESTADO ATUAL DA MA

" QUINA e o numero L=2" de todas as combinagoes define o CONJUNTO

DE ESTADOS DA MAQUINA
§ = (5], Sys-e-ss} (3.7)

onde cada s; corresponde a um estado da maquina.

Os valores de Y;, Y,,....Y, na safda do circuito combi

nacional no instante t sao iguais aos valores de Yy Yoo s oo Yy
no instante t+l; assim Y, Yy,...,Y, definem o PRCXIMO ESTADO da
maquina. O sincronismo do circuito € controlado pelos pulsos do

reldgio.

ESPECIFICACAO DO COMPORTAMENTO DE UMA MAQUINA

As relagdes entre entrada, estado atual, saida e proxi
mo estado de uma maquina sao especificadas de duas formas : atra
vés de uma TABELA DE ESTADC ou através de um DIAGRAMA DE ESTADO.
Uma tabela de estado tem k colunas, uma para cada possivel entra
da, e L linhas, uma para cada estado. O elemento da tabela cor
respondente ao %-ésimo estado e k-ésima entrada especifica a sal
da que serd gerada e o proximo estado para o qual a midquina ird.
Em um diagrama de estado, cada estado corresponde a um vértice
no diagrama. A partir de cada vértice saem k ramos, cada ramo cor
respondendo a uma entrada e cada ramo se dirige para o vértice
que corresponde ac estado a ser assumido pela maquina para a cor
respondente entrada. Cada ramo ¢ identificado pela corresponden
te entrada e pela saida que & gerada para a transicao de estado

verificada.

A sucessdo de estados através da qual passa uma maqui
na sequencial e a sequencia de saldas que ela produz em Tresposta
a uma sequencia de entradas conhecidas, sao univocamente determi
nadas pelo DIAGRAMA DE ESTADO ou TABELA DE ESTADO e pclo ESTADO
INICIAL, onde o estado inicial corresponde ao cstado em que se
encontra a maquina antes da aplicagao da scquencia de entrada. O
estado da midquina apds a aplicagac da sequéncia de entrada € de
nominado de ESTADO FINAL.



EXEMPLO 6 -~ Consideremos uma maquina em que k=2, n=2 e £=1.Assim,

temos para essa maquina:

I = {ila iZs _']_-3! 14} ]

0 = {91’ 955 Q2>

S = {5y, s,}

Especifiquemos um comportamento para a maquina atraves
de uma tabela de estado e de undiagrama de estado mostrados respec

- tivamente nas Figs. 3.2a e 3.2b.

T - : i,/ ig/o 1,70,

S -1 =2 23 2
210 %31 %052 %0352 %05 l '
22 194°32]93251 191931195, w

a) Tabela de estado b) Diagrama de estado

Fig. 3.2 - Especificacao de um possivel comportamento para

a maquina do exemplo 6

3.4 - MAQUINAS DETERMINISTICAS

DEFINIGAO 3.4 - Uma maquina de estado finito & denominada DETER-
MINTSTICA quando possui a propriedade do proximo estado, s(t+l),

ser determinado univocamente pelo estado atual, g(t), e pela pre
sente entrada i(t). Isto é:

s(t+1) = gls(t), i(1)]  (3.8a)
onde a fungao g & denominada de FUNCAO TRANSICAC DE ESTADO. Tam

bém o valor da saida o(t) & funcao da entrada atual e do estado
atual, isto €,

o(t) = hls(t), i(¢)] (3.8b)

onde a funcdo h & denominada de FUNGAO DE SATDA.

DEFINICAO 3.5 - Uma maquina que satisfaz ds equagdes (3.8) e de
nominada de MAQUINA DE MEALY.




Existem maquinas que sao modeladas de modo que a fun

c¢ao de saida dependa apenas do estado atual da maquina, isto ¢,

o(t) = his(t)] (3.9)

- DEFINICAO 3.6 - Uma maquina que satisfaz as equagoes (3.8a) e (3.
9) & denominada de MAQUINA DE MOORE.

As definicdes dadas até aqui podem ser resumidas = numa

definicao mais geral para maquinas sequenciais sincronas.

DEFINICAO 3.7 - Uma maquina sequencial m € uma quintupla m=(I,0,

~8,g,h) onde I, O ¢ S sao conjuntos finitos nao vazios que Trepre

sentam respectivamente entrada, saida e estados da maquina e

g: I x S+5 €& a funcao transigao de estado.
h: I x S+0 ¢ a funcazo de saida para o modelo de Mealy.
h: S ~+0 € a funcao de saida para o modelo de Moore.

I x-S representa o produto cartesiano entre os conjun
tos I ¢ S cujos elementos sao da forma (;k, ER)’ k=1,2, ... ,K e
£=1,2,....L. A funcao g associa cada par (ik, 523 a um elemento
_S pertencente a S, o PROXIMO ESTADO da maquina. A funcao h assc
cia cada par (1k, $,) a um elemento o_ pertencente a O no modelo
de Mealy e no caso do modelo de Moore associa cada elemento s a

um elemento o> n=1,2,...,N.

3.5 - MAQUINAS SEQUENCIAIS LINEARES

As maquinas sequenciais lineares formam uma sub-classe
dos sistemas lineares nos quais a entrada, salda e transigoes de
estado ocorrem em intervalos discretos, isto &, formam uma sub-
classe dos sistemas lineares discretos. Em consequencia, toda a
teoria dos sistemas lineares discretos pode ser aplicada as ma

quinas sequenciais lineares.

DEFINICAO 3.8 - Uma maquina sequencial linear & uma maquinade es

tado finito onde o circuito combinacional do modelo representado
na Fig. 3.1 € constituido apenas de elementos lineares. As farié
veis de entrada assumem valores pertencentes a GF(p) ¢ as dperg
gbes realizadas pelos elementos de circuito obedecem ds regras

das operagoes definidas em GF(p).



De acordo com a definigao 3.8 podemos concluir que o
circuito combinacional de uma maquina sequencial linear nao pode
ter como componentes de circuite pertas AND, OR, NAND e NOR pois

suas saidas nao sao combinagoOes lineares das entradas.
Como elementos lineares temos:

1} SOMADORES MODULO-p - Um somador possui k entradas e

uma saida que € a soma médulo-p das entradas.

2) MULTIPLICADORES POR ESCALAR MODULO-p - Um multipii

cador ¢, onde ¢ pertence a GF(p), possui uma entrada e uma saida.

Se a ‘entrada é x, a saida & cx mdodulo-p.
3) ELEMENTOS DE MEMORIA - E um elemento de dois termi
nais, cuja saida y(t) estd relacionada com a entrada Y(t)atraveés

da relacgao
y(t) = Y(t-1). (3.10)

Na Fig. 3.3 estdo representados os elementos de circul

tos utilizados na implementacdo de uma maquina sequencial linear.

X1
Y(t) y(t}=Y(t-1) X y=CX
*k
(a) (b) | (c)

Fig. 3.3 - Componentes constituintes de circuitos sequenciais 11
neares: a) Elemento de memdria
b} Somador mdédulo-p de k entradas
c) Multiplicador por escalar modulo-p

DEFINICAO 3.9 - O niimero de elementos de memdria em uma maquina
linear & denominado de DIMENSAO DA MAQUINA e o espago  vetorial
constituido por todas as f-uplas ordenadas (y;, yz,...,yi) e de
nominado de ESPACO DE ESTADO.

DEFINIGAO 3.10 - Uma maquina linear cujos elementos de memoria

se encontram inicialmente no estado zero é denominada de MAQUI
NA INERTE. |

Sao as maquinas lineares inertes quc sao usadas exten
'sivamente na codificacdo e decodificagao de codigos lineares, co

mo também em aplicagOes quc requeiram tranformagoes de sequencias.



3.6 - SHIFT-REGISTERS

DEFINICAO 3.11 - Shift-registers sao maquinas lincarcs incrtes
com uma entrada e uma saida onde a saida € a soma modulo-p  dos

digitos de entrada previamente escolhidos.

Na Fig. 3.4 estd a representacao de um modelo geral pa

ra um shift-register sobre GF(p).

+
i

Fig. 3.4 - Representagao geral de um shift-register

Observemos na Fig. 3.4 que a saida a cada instante t &

a combinagdo linear modulo-p da entrada atual e das k entradas an
teriores, isto €,

z(t) = aox(t) + alx(t—l) +...+ak_1x(t-k+l) * akx(t-k) (3.11)

Aplicando o operador linear D' que, por definigao,atra

sa a variivel que ele opera de i unidades de tempo, a equagao(3.

11), obtemos:
2=ax+alx+...+a D%+ apf (3.12)
el TR | K :

Dividindo a equacao (3.12) por x, obtemos:
_ - k-1 k
z/x = T(D) = ag * alD * .ot D + akD (3.13)

DEFINICAO 3.12 - A relagdo (3.13) & definida como a ' fungao de

transferéncia do shift-register representado na Fig. 3.4.

3.7 - 0 SHIFT-REGISTER COMO UM MULTIPLTCADOR DE POLINOMIOS

Sejam os polinomios

a(x) = aka + ak_lxk'l * et a Xt

n ' n-1 . 4 b

L
o
b

-+
o
-

+

e b(X) X + b,




com coeficientes pertencentes a GF(p). O produto entre ~a(x) e b(x)

e dado por:

p(X) ekl

- n+k
bnakX * (bn_lak + bnak_l)X

n+k-2
(bn-zak * bn—lak-l * bnan-z}x *

+

2
e+ (boa2 + bla1 + bzaO]X + (blag + bDal)X + an0

Consideremos agora o shift-register da Tig. 3.5 , que
tem como multiplicadores escalares os coeficientes de a(X). Su
ponhaimos tambem que os coeficilentes de b(X) sejam as entradas do

shift-register obedecendo 3 ordem decrescente das potencias de X.

b(X)
=iy e - - o o @9 -  J o
& ' ® e B © —== (%) p(X)
Fig. 3.5 - Circuito multiplicador de um polinomio qualquer b(X)
pelo polinomio a(X)
Quando o primeiro coeficiente de b(X), b . aparece na
entrada do circuite, a saida é bnak’ o primeiro coeficiente de

p(X). 0 shift-register € deslocado pela aplicagac de um pulso do
relégio, nao mostrado no circuito. Apds o primeiro deslocamento,
o conteiido dos elementos de memdria & a,b_, a,b _,..., a b e na
0"n 1™n k-1"n
entrada aparece o segundo coeficiente de b(X), bn~1' Assim, a se
gundg saida do shlft—reglster e bn—lak *bag .0 segunde coefi
ciente de p(X). Apds outro deslocamento o conteudo da memoria €

dado por

b a., :
n-1%0" bydg * Ppogays Bpag + by gag. bt oty 13y

e a entrada € dada por bz
Assim, a saida serd dada por

b a, + b

n-2%k n-1%k-1 * hnuk . 0 terceiro coeficienteide n'(X).



3.8

0 processo ¢ repetido de modo que, ap6s nt+k-1 desloca

mentos, aparece na salda o ultimo coeficiente de p(X), aobo.

Portanto, o shift-register da Fig. 3.5 & capaz de efe
tiar a multiplicagdo de polinomios com coeficientes em GF(p). O
shift-register da Fig. 3.4 também & um circuito multiplicador de
polinomios, apenas os coeficientes do polinomio a ser multiplica

do por a(X) devem entrar no circuito segundo as potencias crescen

tes de X.

MAQUINAS INVERSAS

DEFINICAC 3.13 - Um circuito cuja fungdo de transferéncia & T(D)

admite um inverso, se existe um circuito cuja fungao de transfe
réncia & 1/T(D).

Se uma maquina linear possul uma entrada e n saldas e
se representarmos poT le(D), j=1,2,...,n, a fungdo de transfe
réncia entre a entrada e a j-ésima saida, entdo essa mdquina ad
mite uma inversa instantanea ou com atraso L, se existe um intel

ro L » 0 tal que:

L (3.14)

MDC [Tll(D), T21(D),...,Tﬁ1[D)] = D
Esse resultado estd expresso em [13] como um teorema e &

facilmente provado.

Estamos interessados em determinar sob que condigoes
um shift-register admite um inverso e assim a divisao de poling

mios seja possivel de ser efetuada instantaneamente.

Para que a inversa seja instanténea (3.14) se reduz a:
MDC [Tll(D), TZl(D),...,Thl(D)] = 1 (3.15)

De (3.15) concluimos que le(D), j=1,....n sdo peolino
mios relativamente primos e esta € a condigao para o circuito ad
mitir um inverso instantaneo. No caso de um shift-register, n=1
e assim nao tem sentido falar em MDC. Entretanto, podemos concluir
que para que exista um inverso instantaneo, o coeficiente inde
pendente de D em T(D) tem que ser diferente de zero, pois do con-
trario T(D) pode ser colocado na forma DLTl(DJ para algum L > 0.



3.9 - 0 SHIFT-REGISTER COMO UM CIRCUITO DIVISOR DE POLINOMIOS

Seja o polinomio

ax®+q Xl s .+a
I In-

d(X) 1 0

a ser dividido por

T
g(X) = g X+ gr_lX et gy

Consideremos o circuito da Fig. 3.6 que e suposto iner
te. As saidas do circuito durante os r primeiros deslocamentos
sdo zeros e durante esse tempo, sao armazenados nas memorias do
shift-register os r primeiros coeficientes de d(X). No proximo
deslocamento, a saida do circuite &€ dada por dngr_} o primeiro
coeficiente do quociente. Entretanto, para cada coeficiente do
quociente obtido, digamos qs deve-se subtralr do dividendo 4(X)
o polinomio, q;(X) g(X) e no circuito essa operagao & implementa
da através das conexdes de realimentagdo. Apds n deslocamentos o
polindmio q(X) terd sido obtido na salda e o resto estara armaze
nado na memdria do shift-register.

) q(X)

|

d(X) — () {—— ° @ ° ——(4) ! (+)
Fig. 3.6 - Circuito para dividir pelo polinomio
- r . r-1
g(Xx) = ng + gr-lx, + L.t glx * g,

| |
3.10 - MAQUINAS LINEARES COM ENTRADAS E SATDAS MOLTIPLAS

Consideremos o modelo geral para uma maquina de estado
finito representado na Fig. 3.1. Para uma maquina linear, o cix
cuito combinacional € constituido apenas de somadores médulo-p e
multiplicadores escalares mddulo-p. O proximo estado Y,,do i-csi
mo elemento de memoria. de uma maneira geral, pode ser exXpresso

como uma combinagao linear sobre GF(p) das entradas externas e




do estado atual da maquina, isto &,

Yo = (aggyy *agpyy toeee Tagy dribygxg v byoXy
—_— bikxk)

ou escrito de outra forma,

(3.16)

It s

b..x.

j=1 13]
A equacdo (3.12) é denominada de EQUACAO DO PROXIMO ES

'TADO para o elemento de memoria Yi. Se considerarmos as equagoes
do prSXimo estado para todos elementos de memoria temos a equa

cao matricial:

[' - - - - - - - -
Yl all 812“'al£ Y1 bl1 blz...blkw Xy
Y, = | @,y @55---35 . Y + b21 b22"‘b2k . X,
1 91 3277 %y 8 bo1 bea-ePex Xy
(3.17a)
ou entao:
Y(t) = y(t+1) = Ay(t) + Bx(t) . (3.17b)

0 vetor y(t) & denominado de VETOR DE ESTADO ATUAL e
seus componentes sao as variadveis de estado. O vetor Y(t) e o VE
TOR PROXIMO ESTADO e o vetor x(t) & o VETOR DE ENTRADA e seus com
ponentes sdo as variaveis de entrada. (Cada compbnente xi(t) de
x(t) corresponde a entrada aplicada ao i-ésimo terminal de entra
da no instante t. As matrizes A e B tem dimensoes & x £ e &L x k|

respectivamente.

Da mesma forma, a i-ésima saida € uma combinagao linear
sobre GF(p)das entradas externas e do estado atual da maquina,is
to €,

23 = (C39Y7 * Cyp¥p * oeee * Cyp¥p) * (dygxg

— (dilxl + dizxz + ... 0t dikxk)

ou escrito de outra forma:



L.y, * d..x. 3.1
‘1373 L (137 (3.18)

o

]
A equacdo (3.18) € dneominada de EQUACAO DE SAIDA para
0 i-&simo terminal de saida da maquina. Considerando as equagoes

de saida para todos os terminais de saida da maquina temos a se

guinte equacao matricial.

21 €11 “12°° %10 Y1 dyy 99209 X
?2 = Cgl C?Z"'ng . TZ + d‘?1 ng"‘dgk . ?2
| “n] hcﬁl n2 “ng. L?z_ 401 92t dnk) [k
(3.19a)
cu entao:
z(t) = Cy(t) + Dx(t) (3.19b)

onde z(t) & o vetor de saida e seu i-ésimo componente zi(t) g a
saida gerada no i-€simo terminal de salda da maquina no instante
t. As dimensGes das matrizes C e D sdon x ¢ e n x k respectiva
mente .

As matrizes A, B, C e D das equagdes (3.17b) e (3.19b)

sao denominadas de MATRIZES CONSTITUINTES da maquina linear.

DEFINIGAO 3.14 - Uma maquina sequencial € dita linear sobre um

campo CGF(p) se seus estados podem ser identificados como os ele
mentos de um espaco vetorial sobre GF{p) e seu proximo estado e
saida podem ser caracterizados pelo par de equagoes matriciais so
bre GF(p) dade por:

Ay(t) + B x(t) (3.20a)

It

Y(t)

it

z(t) = T y(t) + D x(t) (3.20b)

A dimensao da maquina € a dimensdo do seu espago do es
tado.
- As equacoes (3.20) correspondem ao modelo de Mealy en
quanto que se na equagao (3.20b) D=[0],obtém-sc¢ o modelo de Moore.
Na Fig. 3.7 estd representado o modelo geral de uma maquina  se

quencial linear em termos de suas matrizes constituintcs.



] _ _—o
° A °
| § Y
oo ——b—(‘!’) 1 - yl -
B . s o [+
L] “ YR’ yR‘ ]
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Y

=

Fig. 3.7 = Modelo de uma maquina sequencial linear em

terTmos de suas matrizes constituintes

3.11 - MATRIZ DE TRANSFERENCIA DE UMA MAQUINA SEQUENCIAL LINEAR

Como as maquinas lineares formam uam sub-classe dos sis
temas lineares discretos, toda a teoria para Sistemas lineares
discretos pode ser aplicada as maquinas sequenciais lineares. Da
teoria de sistemas lineares discretos temos que a matriz de ma

triz de transferéncia do sistema € dada por: CHEN .
G(z) = C(2I -A) "B+ D (3.21)

onde z corresponde a transformada z , I € a matriz identidade e
A, B, Te D s3o as matrizes constituintes do sistema. Entretanto,
quando da analise de circuitos sequenciais, costuma-seusar o ope
rador D apresentado na secao 3.6. E facil de mostrar que a rela
cao entre z e D & dada por 2=, Assim, a equagao 3.21 se trans
forma em:

G(D) =C(D"IT-A) ~B+0D (3.22)

que corresponde 2 matriz de transferencia de uma waguina sequencial linear .

A equagido (3.22) pode ser cbtida diretamentc das equa
coes (3.20) pela aplicagao do operador D a ambas cquagoes e efe

tuando algumas operagoes matriciais.



Os tdpicos apresentados até aqui sobre a teoria das md
quinas de estado finito sdo suficientes para o objetivo do nosso
trabalho e assim nio nos aﬁrofundaremos em outros aspectos da teo
ria principalmente com relagao as maquinas lineares que possuem

toda a estrutura dos sistemas lineares discretos.



CAPITULO 4

CODIGOS DE BLOCO LINEARES




4.1 - INTRODUCAO

4.2

DEFINICAO 4.1 - Seja um espago vetorial de n-uplas sobre um cam

po F. Um conjunto de n-uplas pertencentes a esse espago vetorial
¢ um CODIGO LINEAR se, ¢ somente se, ele forma.um sub-cspago do es

pago das n-uplas.

Utilizando os resultados da algebra apresentados no
Cap.2, podemos concluir que se um conjunto de n-uplas sobre GF(p)
forma um grupo, entao esse conjunto € um sub-espago vetorial e
portanto um codigo linear. Assim, dado um conjunto de n-uplas com
componentes em GF(p) para sabermos se ele forma um cddigo linear

basta mostrarmos que ele forma um grupo aditivo.

DESCRICAD DE CODIGOS DE BLOCO LINEARES POR MATRIZES

Como um cddigo linear € um sub-espa¢o vetorial,uma for
ma conveniente de representa-io € através de matrizes. Com essa
idéia em mente, um codigo linear € o espag¢o das linhas de uma ma
triz nao singular o que implica nas linhas da matriz serem linear
mente independentes e portanto uma base para o codigo. Assim,
qualquer palavra-codigo € uma combinagao linear das linhas dessa

matriz nao singular.

DEFINICAO 4.2 - Qualquer matriz G cujas linhas sao uma base para

um sub-espago, correspondente a um cddigo linear, € denominada
de MATRIZ GERADORA DO CODIGO. Se o sub-espago tem dimensao k, as

dimensdes de G sao k x n.

Existe uma outra alternativa para a representagac de
um c¢ddigo linear através de matrizes que consiste em representar
o codigo pela matriz geradora do espaco nulo do cddigo; essa ma
triz é denominada de MATRIZ CHEQUE DE PARIDADE DO CODIGO. Embora
esta representacdo seja de grande interesse na teoria da codifi
cacao, pois & a partir da matriz de paridade que se obtém as pro
priedades corretoras do codigo [8] além de desempenhar papel fun
damental no problema da decodificagdao, nesse trabalho estamos in

teressados apenas com os aspectos que envolvem o processo da co

dificagaoc e assim utilizaremos apenas as representacgoes dos cdodi”

gos lineares através da matriz G.



DEFINIGAO 4.3 - Duas matrizes G e G' sdo ditas COMBINATORIAMENTE
EQUIVALENTES quando uma & obtida a partir da outra atraves de ope

ragoes elementares de linhas e permutacgoes de colunas.

DEFINICAO 4.4 - Dois codigos sao equivalentes quando suas matri

zes geradoras sao combinatoriamente equivalentes.

Cada matriz geradora G € combinatoriamente equivalente
a uma matriz G' na forma candnica de Echelon. A matriz G pode

ser obtida a partir de G seguindo-se os seguintes passos:

1) Como as linhas de G sao linearmente independentes ,
obrigatoriamente existe pelo menos um elemento diferente de zero
na i-ésima linha. Considere a j-ésima coluna na qual surge o pri
meiro elemento diferente de zero, digamos a5 Divida cada ele
mento da i-ésima linha pelo elemento aij' Apos essa operagao te

mos © novo elemento aij=l.

2} Some a cada uma das outras linhas ¢, a linha g' ob
tida pela multiplicagdao da linha i pelo elemento a5 O resulta
do apds essas operagdes € que na j-ésima coluna a linha i possui

1 e todas as outras possuem ZeTro.

3) Os passos 1 e 2 sao repetidos para cada linha da no
va matriz obtida e no final obtém-se a matriz G' na forma canoni
ca de Echelon que possui k colunas, cada uma possuindo "um 1 e

k-1 zeros, e cada linha possui um desses 1's.

ObseTvemos que as operacodes efetuadas até aqui sao ope

racoes elementares de linhas e assim as duas matrizes Ge G ge

ram o mesmo codigo.

4) Permutando-se as colunas de G', as K colunas que tem
o primeiro 1 de cada linha podem ser colocadas na forma de uma
sub-matriz identidade de dimensbes K x K e assim a matriz combi

natoriamente equivalente de G, G'',pode ser colocada na forma

1 0.4-0 ipll plzooopl,n_k
1 1
G" = 01...0 i P21 P22°°-P2 p-k = [Ik': rl
TR SR :
i :
]
_0 0...1 i pkl pKZ"°pK,n-kj_ (4.1)

que € dita estar na FORMA REDUZIDA DE ECHELON.



4.3 -

Seja agora um vetor de informagao H=(a1,a2,...,ak) e
suponhamos que desejamos obter a palavra-codigo, correspondente
a esse bloco de informacao, pertencente ao codigo gerado por G".
Seja 9=[u1,u2,...,un) a correspondente palavra-cédigo.Observemos

que se efetuarmos o produto ya” obtemos o vetor

u = (al,az,...,aK ClﬂCZ""’Cn-k) (4.2)
X
W B N

, A palavra-cddigo u, obtida em (4.2), tem as Kprimeiras
componentes idénticas ao vetor de informagao v e as n-X componen

tes restantes sao combinagdes lineares das k componentes de v.

DEFINICAO 4.5 - Um-c6digo cujas palavras-codigo estao na forma
da equagio (4.2) & denominado de CODIGO SISTEMATICO.

Como cada matriz geradora possui uma matriz combinato
riamente equivalente na forma reduzida de Echelon,temos o sequin

te teorema:

TEOREMA 4.1 - Cada cOdigo linear & equivalente a um cddigo siste

matico. _

Esse resultado € muito importante porque se a codifica
cao foi feita na forma sistemdtica, a decodificagdo € enormemen
te facilitada [8]. Tendo em vista o objetivo final do nosso tra
balho, nesse ponto cabe a seguinte questao: Qual o comportamento
das densidades espectrais de dois codigos equivalentes, um deles
estando na forma sistemitica? Essa & uma questao Que ProCuraremos

responder no final do trabalho.

DEFINIGCAO 4.6 - Um cddigo cuja matriz geradora tem dimensces Kxn
& denominado de CODIGO(n,k), onde n € o comprimento do cddigo e
kK o nimero de digitos nos blocos de informagao.

ESTRUTURA ALGEBRICA DOS CODIGOS DE BLOCO LINEARES

A estrutura algé€brica dos cOdigos de bloco lineares se
fundamenta no fato de que sempre podemos fazer uma corresponden
cia um a um entre n-uplas e um polinomio de grau menor que n. Is

to &, (ao,al.az..}.,an_l) pode ser representado pelo polinomio:

EE



2+ - 9 8 +a-

f(X).= ag * 8;X + aX

0
Tendo esta correspondencia em mente, a algebra de poli
.pomios modulo um polinomio f(x) de grau n, apresentada no  Cap-
2,, segao 2,10 , & equivalente a uma algebra linear de n-uplas.
* Portanto, utilizando os teoremas 2.20, 2.21, 2.22 e 2.23 podemos

fazer a seguinte correspondencia:

Cada ideal J na algebra de poiindmios mddulo um polino
mio f(X) de grau n corresponde a um codigo linear (n,K)}, onde k
€ a dimensdo do espago vetorial que tem como uma de suas bases

o corjunto de polinomios

-1
[g(X), Xg(X), ..., x5 tg(x)} (4.3)
onde g(X) & um fator de f(X) e k & o grau de h(X) dado por £(X)/
/g(X).
Assim, a matriz geradora de um codigo linear € dada por
x*1 g(x)

T - E (4.4)

11X g(X)

g (X)

4.4 - CODIFICACAQ DE CODIGOS DE BLOCO LINEARES

Como vimos pelo teorema 2.i8, um ideal de polinomios &
constituido por todos os miiltiplos de um polinomio.Assim,o ideal
gerado por g(X) na dlgebra de polinomios modulo um polinomic £(X)
de grau n, é constituido por todos os multiplos de g(X) médulo
f(X). Se considerarmos cada bloco de informagao de k componentes
como um polinomio b(X) de grau k-1, b(X) g(X) pertence ao 1ideal
e portanto representa a palavra-codigo correspondente ao bloco
de informagao cujas componentes'sﬁo os coeficientes de b(X). Por
tanto, a codificacido sera feita facilmente através do circuito
multiplicador de polinomios discutide na segdo 3.7. Na Fig.
3.5 os escalares dos multiplicadores correspondem aos coeficien

‘tes de g(X).

4.5 - CODIGOS CICLICOS

Dentre os cddigos de bloco lineares, existe uma sub-

ik



-classe de cédigos denominados de cddigos ciclicos que tem rece
bido maiores estudos devido suas propriedades particulares. A se
guir, apresentamos algumas dessas particularidades.

DEFINICAO 4.7 - Um sub-espago V de n-uplas € chamado de SUB-ESPA

CO CICLICO se para cada vetor v(a _{.a, 5.
V o vetor y'=(a0,an_1,an_2,...,al), obtido de v pelo deslocamen

.,aOJ pertencente a

to de suas componentes uma unidade para a direita, também perten

ce a V.

 TEOREMA 4.2 - Na algebra de polindmios médulo X'-1, um sub- espa

¢co &€ um sub-espago ciclico se, e somente se, &€ um ideal.

PROVA:

O .ponto basico para a prova & que multiplicagdo por{X}

€ o mesmo que um deslocamento ciclico porque

n-1 n-2 _
X(a, ;X +a, oX t ... *tag) o=
=a XM +a X1y + a. X =
n-1 -2 0
- n n-1 _ _
=a X"+ a,_,X oot agX ta g 2,1
_. n_ n-1
= an_l(X 1) + an_zx + ... F aOX *aq (4.5a)
0 polinomio (4.5a) médulo 1 g simplesmente
n-1
an-ZX | ¥ ...+ aOX + a1 | (4.5b)

que & um deslocamento ciclico para a esquerda de
n-1 n-2
+ + .s T .
an_IX an_zx . g
Assim, se o sub-espago V & um ideal e ¥ é um elemento
pertencente a V, entdo {X}v pertence também a V. Como {X}v com
deslocamento ciclico uma unidade para a esquerda, entao V € um

sub-espago ciclico.

Suponhamos agora que V € um sub-espago ciclico. Entao,
para qualquer v pertencente a V, {X}v pertence também a V e por
tanto para qualquer j |

i : |
X}y = {(x'1y . (4.5¢)

[



4.6

pertence também a V. Como V & por hipotese um sub-espago , qual
quer combinacdo linear

c 1 oy s cn_z{Xn_z} X * ...+ gV =

= {¢_ ,X + ¢ X ¥ el + co} X (4.5d)

“também pertence a V. Assim, o produto de qualquer elemento da al

gebra por qualquer elemento de V eprtence a V e portanto V € um

-_ideal. | _ Q.E.D;

) Os teoremas 2.20, 2.21, 2.22 e 2.23 aplicados i algebra
de polindmios mddulo X"-1 nos fornecem os cddigos ciclicos cujas
matrizes geradoras sao da forma 4.4, sendo que g(X) obrigatoria

mente & um fator de X'-1.

CODIFICAGAO DE CODIGOS CICLICOS

A codificacao de cddigos de bloco "lineares discutida
na secao 4.4 também se aplica a cddigos ciclicos. Entretanto,de
vido as suas propriedades particulares, a codificagao de codigos
ciclicos pode ser efetuada de outra maneira. Essa outra forma de
codificacio se baseia no seguinte teorema que sera apresentado
sem prova, ja que sua prova se baseia em alguns topicos de 4lge

bra ndao apresentados por noés ne Cap. 2.

TEOREMA 4.3 - Seja

h(X) =
J

n 1 =

j : =
. hX o by #0 e hy =1

: . - . s ) i1 - . e
e seja n o menor inteiro positivo, tal que X -1 e divisivel por

h(X). Seja ainda
g(X) = X*-1/h(X).

Entao as solugOes de

k
I h.a,,. =0
jag 301%]
k-1
ou G T jEO hjai+j (4.6a)

conhecida como relag2o de recorréncia, sao periddicas de periodo



- . -
n e o conjunto constituldo pelo PTimeiro perlodo de cada posswel

solugao, considerados como polindmios modulo X*-1.da forma

_ n-1 n-2
a(X) = aq X * a2, X + ... an-ZX ta g (4.6b)

& o ideal gerado por g(X) na algebra de polinomios modulo x"-1.

Observemos que em (4.6b) os coeficientes de maior grau
correspondem aos de menoTr grau nos polinomios pertencentes ao

jdeal gerado por g(X} na digebra de polinomios modulo xX"-1.

Baseado no teorema 4.3 obtém-se um codificador para co
digos ciclicos que consiste simplesmente em um circuito divisor
de polindmios discutido na " secao 3.9 mas com a ordem dos cog
ficientes do polinomio divisor e com © coeficiente de maior grau
jgual a 1 ja que h =1. N&a Fig. 4.1 esta a representagao do CiT
cuito que € conhec1do como o codificador de k estagios. O codifi

cador discutido na sub-segao 4.4 & denominado de CODIFICADOR DE
n-k ESTAGIOS

{ o et ° ° o . + _— o W

ENTRADA ' SATDA

— - —— - —— o o© o B

Fig. 4.1 - Codificador de k estagios para um codigo ciclico
com polindmio gerador g(X); h(X) = xP-1/g(X) .

Observemos que os cddigos ciclicos dao uma opgdaoc para

a escolha do codificador. Assim dependendo dos valores de n e k
pode-se escolher um dos dois tipos de codificador. Os cddigos ci
clicos sao realmente os cddigos de bloco lineares mais estudados
pois possuem uma estrutura algébrica, nao apresentada aqui, que
permite a construcdo de codigos com a capacidade corretora dese
jada. Essa estrutura algébrica € apresentada como proprla de uma
classe de cddigos denominada de cODIGOS B.C.H., a qual pertencen

todos os codigos ciclicos.




CAPITULO 5

CODIGOS CONVOLUCIONAIS




5.1 - DESCRICAO DE CODIGOS DE ARVORE POR MATRIZES

Seja ii uma matriz cujas ko linhas sao vetores de com
primento semi-infinito, linearmente independentes e com componen
tes pertencentes a GF(p). Suponhamos que as primeiras [i-l)no co
lunas de Fi sao zeros e que alguns elementos nas colunas [i—l)n0+l

atée in0 sdo diferentes de zero.

DEFINICAO 5.1 - Um cddigo de arvore linear € definido como sendo

0 conjunto dos semi-infinito vetores-linha que é o espacgo das 1i

nhas da matriz

-

|

T

2 | (5.1)

1]
]
LRI ?'rjl

. *
que € a matriz geradora do cddigo.
A forma geral da matriz geradora de um codigo de arvore

linear estd representada na Fig. 5.1 onde as dreas hachuriadas

correspondem aos zeros das (i~1)n0 colunas de cada matriz Fi.

/ L
,4 k E

m

Fig. 5.1 - Modelo geral da matriz geradora de um cOdigo

L2l
]

de arvore linear

Uma sequencia codificada semi-infinita c,num codigo de
arvore linear, é obtida a partir de uma sequencia de informagao
i, também semi-infinita, através da seguinte relagdo (8] :

c =1iG : (5.2a)

Se considerarmos ¢ e i como vetores-coluna temos:

~ ™

-8 | (5.2b)

in



5.2

onde T indica-transposigao.

ESTRUTURA DOS CODIGOS CONVOLUCIONAIS

Os cddigos convolucionais, também chamados de cédigos
recorrentes, formam uma classe de codigos de arvore mais interes
santes. A matriz geradora de um cddigo convolucional é obtida a
través da imposicao de que cada Ei-em (5.1) seja uma versao trans
ladada de fln Isto €, F.

¢des & direita, i >1, e com as nyi posigoes situadas a esquerda

€ obtida deslocando-se F; por nyi posi

preenchidas com zeros.

Observemos que as sequencias-codige sac vetores semi-

infinitos, o que implica no codificador e decodificador possuir
um nimero semi-infinito de elementos de memdria e assim suas im

plementagdes sao impraticaveis.

Seja entao n o nimero de digitos que pode ser armaze

nado na memoria do decodificador. 0 conjunto das palavras- codi
go de comprimento n empregadas na decodificagao dos primeiros n,
digitos constituintes de um bloco de informacio de comprimento
ng, forma um grupo sobre a adigao [8] e assim um sub-espago linear
do espago das n-uplas.

A matriz geradora desse espaco tem dimensoes k x n e

tem a seguinte forma:

= 1t~ 17~ 1 1= -‘
GoiG11624--15p1
1 G o1 Gy 141G
C‘ = ! G:-l: :—m"z (5‘3)
:Gog.ﬂGm_S
-
! g

onde as sub-matrizes Ei tem dimensdes k0 X ng- A matriz EO e sem
pre escolhida de modo que tenha rank ko, o que implica em G ter

rank k=mk0.

DEFINICAO 5.2 - O espago das linhas da matriz G dada por (5.3) e
dito um CODIGO CONVOLUCIONAL (n.k), onde n=mn,. k=mk; e m a memd
ria do cédigo. As primeiras k, linhas de G formam uma matriz de
nominada de MATRIZ GERADORA .BASICA DO CODIGO.




Atraveés de operacOes elementares de linhas e de permu

tacoes de colunas em G € possivel obter-se uma matriz G' combina

toriamente equivalente a matriz G que tem a seguinte forma

p— —— —_ —_ 1
1 I
i 0! P1!0P2:...E0Pm_1
ITD tAD ! "an
E' _ .|IP01.0P1:...E(?Pm_2 (5.4)
TP
i 1770 |

onde I é uma sub-matriz identidade de dimensoes Ky X Ky Fié uma
" sub-miatriz qualquer de dimensSes kj x (n,-k,) e 0 € uma sub - ma

triz nula de dimensoes ko x_ko.

Como G e G' s@o combinatoriamente equivalentes, pelo
teorema 4.1, G' gera um cddigo sistemdtico equivalente ao codigo

gerado por G.

Do mesmo modo que os cédigos de bloco lineares, os c&
digos convolucionais podem ser caracterizados pela matriz gerado
ra do espag¢o nulo, a matriz cheque de paridade, que permite iden.
tificar as propriedades corretoras do cGdigo [8]. Entretanto, pa
ra os codigos convolucionais também € possivel a obtengac das
propriedades corretoras do cddigo a partir da matriz G. Em [g9]es
ta propriedade esta expressa sob a forma de um teorema que tem ©

seguinte significado:

"A distincia minima de um codigo convolucional ¢& dada
pela menor das distancias de Hamming obtidas nas k0 primeiras linhas
de G, isto €, a menor distancia de Hamming obtida entre as 1}

nhas da matriz basica da codigo.”
Conhecendo-se¢ a distancia minima do codigo, a sua capa
cidade corretora € dada-atraves da relacgdo

dmin =2t + 1

onde t &€ a capacidade corretora do codigo.

Esses resultados sao muito importantes porque nos per
mitem a construgao de cO0digos convolucionais com a capacidade
corretora desejada. O inico cuidado que se deve ter & atentar pa .
ra manter a independencia linear entre as linhas da matriz gera

dora basica..



5.3 - CODIFICADORES PARA CODIGOS CONVOLUCIONAIS

l PR —'—'—'-—"—-"1
. CODIFICADOR .

Fig. 5.2 - Forma geral de um codificador para um cddigo convolu

cional (n,k), n=mn, e k=mk0

A Fig. 5.2 representa um codificador geral para um <O
digo convolucional (mno, mkD)' 0 codificador aceita ks digitos de
informacao, pertencentes a GF(p), como entrada e produz ng, digi
tos codificados na sua saida, n, > k,. Esses digitos de saida sao
combinagoes lineares sobre GF(p) dos m blocos de k, digitos de

informagaoc recebidos anteriormente pelo codificador.

Existem dois tipos gerais de codificadores para codi
gos convolucionais. O codificador de k:mko estagios que pode ser
usado para qualquer cOodigo convolucional e o «codificador (m-1)

(no—kg) estagios usado apenas para codigos convolucionais na for

ma sistematica.

5.3.1 - CODIFICADOR DE mko ESTAGIOS

Consideremos a matriz geradora do CSdigo {mno, mkg) re
presentada pela equacao (5.3) e seja g (i,j}) o elemento(i,j) das
sub-matrizes 52,2 = 0,1,...,m-1, que constituem a matriz gerado

ra basica, isto &, G, & da forma

gz(lﬁl) g£(192) AL gﬁ,(l’no)

'G = gﬂ’(?,l) gl(?,zj .. gﬂ’(?1n0) (5.5)
8,0 1) g, (kg.2) .m0 g, (kgomp)

L J

LK



Seja o polinomio sub-gerador gij(D).defiﬁido por:

A .. .. ' N -1
g5(D) = gg(i.3) * g (1,J)D + ...+ g 4 (3,3)D"

(5.6)
onde D & o operador atrasador. Existem ngk, destes polinomios
que especificam completamente a matriz geradora fundamental do
codigo.

Seja

mi(D) = & m,.D
a representagdo polinomial da sequencia de digitos de informagao
que alimenta a i-€sima entrada do codificador. Observemos que es
sa sequéncia apés m-1 unidades de tempo estard armazenada na me

moria do codificador o que corresponde a um armazenamento de mko

digitos de informagao, cada entrada tendo fornecido m- digitos.

ApSs transcorridas essas m-1 unidades de tempo & que obtém-se em
cada saida do codificador um digito codificado que & uma combina
¢ao linear dos mKO digitos de informagao armazenados na memoria

do codificador até o instante m-1.
A codificacdo poderi ser efetuada atrav€s dos produtos

m; (D) gij(D) ; i=1,2,....Ky 5 §=1,2,....1 ._(5-73

Esses produtos, para i fixo, representam a influencia
que os m digitos armazenados através da i-ésima entrada dac a ca
da uma das saidas j. Ent&@o, se somarmos a influéncia que os m di
gitos de informagdo obtidos através de cada entrada fornecem &
j-&sima saida, temos em cada saida a sequéncia codificada corres
pondente, isto €,

%o N

Gj(D) =‘§= mi(D) gij(D) ; J=l,2,...,nO ] (5.8)

1

0 j-ésimo digito codificado obtido no instante m-1 se

ra dado pelo coeficiente de p™ 1 em (5.8) que é dado por
kﬂ
5 P s .
i=1[mOigm-l(1’J) + mligm-z(l’:}) oot m(m-l)igo(l‘JJ]

(5.9)

onde os primeiros Indices dos coeficientes m representam os ins’

tantes em que o digito m entrou no codificador através da entra
da i.



Observemos que a expressao (5.9) € a mesma coisa que o

. produto

| '
(m01.m02...m0k0= mq le"‘mlkO:"°'lm(m-l)1 m(m—l)Z"'m(m—l)kojcl

Utilizando a expressao (5.9) podemos entao esquematizar

o codificador da Fig. 5.3.

o«

5.3.2 - CODIFICADOR DE (m-1}(ng-kj) ESTAGIOS

0 codificador da Fig. 5.3 € valido para qualguer codi
go convolucional. Entretanto, em se tratando de codigos convolu
cionais sistemdticos, pode-se obter um codificador com um nimero
bem menor de memorias, mais precisamente (m—l][no-ko] elementos
de memoria. Isso se deve ac fato de precisarmos determinar ape
nas (nU—kU) digitos codificados, pois ko ja saoc conhecidos e, co
mo consequéncia,sao necessarias apenas (no—kU) multiplicagoes do

tipo representado pela equagao (5.8).
Para um codigo sistematico,

G0=[I

k 0

0

Entao, para }< kU’ os polinomios sub-geradores defini

dos por (5.6) sao assim simplificados para

It

g, (D)

ij 1 1=3<k0

0 ; i#j <k

Para j >k0 temos:

. . . -1
g;5(D) = pg(ik) + py(i,K)D + ... pp_q (1,5)D"
k = 1,2,...,110-1(0

Podemos entao obter o codificador'ésquematizado da Fig.
5.4. |

E P e Gy = [6i Pyl 5 &=1,2,...,m-1.

i
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5.4 - 0 _CODIFICADOR DE CODIGOS CONVOLUCIONAIS SOB Q PONTO DE VISTA DA

- TEQORIA DAS MAQUINAS LINEARES DE ESTADO FINITO

5.4.1-- MATRIZES CONSTITUINTES DO CODIFICADOR

0 codificador de um codigo convolucional sempre pode
ser construido a partir da matriz geradora do codigo de acordo
com um dos modelos apresentados nas Figs. 5.3 e 5.4. Como os com
ponentes de circuito utilizados em sua implementagao sao todos
lineares, todos os tdpicos discutidos na segao 3.5 podem ser apli
cados, ao mesmo. Em particular, sob o ponto de vista da analise es
pectral de poténcia do codigo, e importante que o codificador pos
sa ser modelado como uma maquina de Melay. Observando o codifica
dor de mkj, estdgios apresentado na Fig. 3, verifica-se que as sai
das do circuito sao combihagaes lineares das saidas dos mkO ele
mentos de memdria do circuito, isto €, combinagdes lineares das
mkO varidveis de estado do circuito. Assim, o modelo do codifica
dor apresentado na Fig. 5.3 corresponde a maquina de Moore que,
como veremos no Cap. 6, nao tem interesse sob o ponto de vista da
andlise do espectrc de poténcia do cddigo. Para transformarmos o
codificador da Fig. 5.3 no modelo de Mealy basta suprimir o pri
meiro conjunto de kD memorias a partir da entrada do circuito. Fel
to isto, a saida do circuito a cada instante € fungao da entrada
naquele instante e das m-1 entradas anteriores, isto &, & fungao
da entrada atual e das (m-1)k, varidveis de estado atuais do cir
cuito e isto corresponde exatamente ao modelo de Mealy. £ facil
de observar que o codificador para codigos convolucionais siste
maticos apresentado na Fig. 5.4 ji esta de acordo com o modelo
de Mealy. _

0 proximo passo apds obter o codificador satisfazendo
ao modelo de Mealy & obter as matrizes constituintes do codifica
dor que satisfazem @s equagoes 3.20. Para isso procede-se do sg

guinte modo:

1) Rotulam-se as saidas dos elementos de memOria com as
variaveis de estado Y; e i=l,2,_..,(m—1)k0 para o co
dificador da Fig. 5.3 no modelo de Mealy e i=1,2,..
...,(m-l)(no—ko) para o codificador da Fig. 5.4.

2) Rotulam-se os entradas dos elementos de memdria com
o proximo estado Y i com a mesma variagao do item
1.

Ll



3} A partir do circuito escrevem-se as equagoes de pro
ximo estado e de saida dadas por (3.17a) e (3.19a),

respectivamente.

EXEMPLO 7 - Consideremos o chigo convolucional sistematico biné

rio (12,9) [8] cuja matriz geradora € dada por

1 001
0101
0011

o O O QO D
[T = R o T oo B
= O O O O O
[l e S e e B e B
[or B o B = T o T o T o S e S e 3
e B - B o B v S s B e S v B
o O O O O O O O
| el e o S - T o o S o S

Observemos que k0=3’ n0=4 e m=3. As sub-matrizes que

formam a matriz geradora basica sdo:

oy

]

ol

il
o o O
= o O

Para o caso binario, os multiplicadores escalares se re
duzem a conexdes ou curto-circuito quando o escalar multiplicador
€ 1 e a nio conexdes ou circuito aberto quando o escalar multipli
dor é 0. Os somadores modulo-2 sao portas OU-EXCLUSIVO.

0 codificador para o cddigo (12,9) de acordo com o mo
delo da Fig. 5.3 e ja na forma de Mealy e o seguinte:

Yy Y1 Ty Ya
x : e
1
X, YZ__= Y2 YE____ Vs
x Ys V3 Yo Vo
3 - -
Z
» - 1
-2
] ' =7z
: D S,



Escrevendo as equacoes de proximo estado a partirdo co

dificador temos:

Escrevendo as equacgbes de saida a partir do codifica

dor temos:

4 - XptXptXstygt Y3tV Ys

[}
]

Na forma matricial, obtemos:

_ _ 9 I T [~ n

Y, 000000 |y 10 0| jx;

Y, 000000 |y, 01 0f |x,

Y, 000000 yg 001 fx,
= + T

Y, 100000]| |y, 000

Y 010000 |y 000

Y 001000 |y 000




Zl 00000 U. yl 1 00 xl
z, 000000 Y 010 X,
= +

Zs 000000 |ysg |00 1] |x4
z, 101110 [y, 00 0]
L - —

Vg

Ve

e as matrizes constituintes do codificador sao:

000000 100
000000 010
- 000000 . . g_ 001
100000 000
010000 000
001000 000
(00000 0] (10 0]
c- (000000 . F_ (010
000000 001
101110, 00 0|

5.4.2 - MATRIZ DE TRANSFERENCIA DO CODIFICADOR

A matriz de transferéncia do codificador de um codigo

convolucional pode ser obtida a partir da equacao (3.22), desde
que as matrizes constituintes sejam conhecidas e j& mostramos co
mo proceder para obte-las. Entretanto, ¢ uso da equagac (3.22)im
plica numa inversdo de matriz normalmente de dimensdes maiores
que trés, o que torna o processo muito trabalhoso. Assim procura
mos desenvolver um método que nos permita obter a matriz de trans
feréncia do codificador sem efetuar a inversao de matrizes e, co
mo veremos, o resultado € bastante simples e nos permite obter a
matriz de transferencia diretamente a partir da matriz geradora

do cddigo.



Consideremos entao a expressao {(5.8) que reprcsenta a
sequencia codificada da j-ésima saida do codificador e repetida

aqui por conveniéncia como (5.10).

k

n 1o

cj(D) = Z m. (D) gij(D) v §=1.2,....n, (5..10)

Sejam os vetores-linha z(D} e x(D) definidos por

e

z(D) (cq(D) . ¢, (D) ,....y € 0(_D)) (5.11)

Il

W

x(D) = (my(D) , my(D) ,--v-s mko(D)) (5.12)

Seja ainda a matriz H(D) definida por

(8110 g1, - gy (D)

gkol(D) gko;(D} gkon{) (D)

Observemos que a equagao (5.10) representa, para cada
j,» o produto de x(D} pela j-ésima coluna de H(D). Assim, podemos

escrever a relacdao entre §(D),-§(D) e H(D) como:

2(D) = x(D).H(D). (5.14)

tomando a transposta em ambos os membros da equégéo (5.18) obte

mos: .
T _ w,onT T
z(D}" = H(D) x(D) (5.15)
T T - .
Agora z(D) e x(D)" sao vetores-coluna de comprimento
n, e kO respectivamente. AS compenentes de z(D)  correspondem as

sequencias codificadas nas ng, saidas do codificador enquanto que
as componentes de }_{(_D)T correspondem as sequencias de informagao
nas k0 entradas do codificador. Assim, a equacdo (5.19) represen
ta uma relagdo entre a entrada e a saida do codificador e portan
to H(D)T representa a matriz de transferencia do codificador, is

to €,



it

T) = 7T - gleDJ 8220 «-- & 20V | (5.16)

g1, (D g5, (D) g o (D)
I ln0 ZnU | kon0

Observemos que -as dimensoes de G(D) em (5.16) sao n, X
x k, que sdo as dimensoes obtidas através de (3.22). Esse resul
tado coincide com a definigdo dada em [13] para a matriz gerado
‘ra de’um codigo convolucional. Entretanto em [13} ndo & mostrado

como obter os elementos dessa matriz G(D).

Desenvolvendo cada elemento de G(D)em (5.16) obtemos:
B . ' -1 : . -1
g0(1,1}+g1(1,1)D+...+Qm_1[l,l)Dm_ g0(2,1)+g1(2,1)D+...+gm_i(2,1)Dm_ Ve

go(l,z)fglgl,z)n+:..+gm_i(1,2)Dm'1 g0(2,2)+g1(2,2)n+...+gmr1(2,z)nm‘l..

GD) = :
go(l,n0)+gl(l,n0)ﬁ+...+gmr1(l,n0)ﬁm-l _gG(Z,n0)+g1(2,nO)ﬁ*...+gm_l(2,nU)DWT!
: 1I
ee gyKy,1)+g, (ky,1ID +...+gm_1(k0,1)ﬁ“'1
cov 8olkys2)+gy (kg 2D booog (kg 2D
: (5.17)
e gO (ko 9n0)+g1 (ko ,I'IO)D.'F- . '+g.m_l(k0 1n0) Dm-l h
Podemos escrever (5.17) como:
i ' = B n
go(1. 1) gy(2.1)..gy(kpu D) g (1.1) g (2.D...g k1)
1.2) 2.(2,2) - -gn(k.,2) 1,2) g.(2.2)-n.g (k.2
O - g9 g5 golkg . g, ( 8,(2,2)...g,(ky,2) .
89ng) go2ng)--golkpmg)] [ & Ting) g (2mg) gy (kg n)




|5,

5

gm*l(l’l) gm_1(2,1) - gm_l(ko,l)

. gl | Bnm1te2) B (220 e gy g (K1)

Ep-1(1emg) By (Zmg)e gy g (Kgong)

T m-1 =T

. memy L B =T
ou entao G{D) = G0 + D G1 + ... + D Gm_1 {5.18)

rd

Portanto, chegamos a uma expressao que permite determi
nar a matriz de transferéncia do codificador de um cddigo convo

lucional diretamente, a partir da matriz geradora do codigo.

CODIGOS DE BLOCO LINEARES COMO UM CASO PARTICULAR DOS CODIGOS

CONVOLUCIONAIS

A diferenga fundamental entre os codigos de bloco linea
res e os cddigos convolucionais & que nos coédigos de bloco, e co
dificador fornece em sua saida palavras-codigo de comprimento n
de tal modo que cada palavra-cddigo codificada num certo instan
te depende unicamente do bloco de informacdo de comprimento Xk que
teve acesso ao codificador naquele instante. Nos cddigos convolu
cionais, quando o codificador se encontra no modelo de Mealy , a
cada instante um bloco codificado de comprimento n, depende do
bloco de informagao de comprimento_k0 que teve acesso ao codifi
cador naquele instante como também dos m-1 blocos de informagao
processados anteriormente. Assim os cOdigos de bloco 1lineares

sdo codigos convolucionais em que m=1.

Analisando os codigos de bloco lineares como um caso
particular dos codigos convolucionais, podemos obter um codifica
dor para codigos de bloco lineares na forma paralela que nos &
muito mais itil sob o ponto de vista computacional.0 codificador
da Fig. 5.3, quando sob o modelo de Mealy, se reduz ac codifica
dor mostrado na Fig. 5.5, que como vemos, nao possui elementos de

memoria, o que implica em ser uma maquina de dimensao zero.

Observemos que a matriz geradora dos codigos convolucio

nais dada por (5.3), para m=1, se reduz a:



9 = 9 dpuo ‘(y‘u) IBAUIT od07q 9p 0FTpPod wn op IOPEITFIPOD O eIed oreteied ofspon - §°§ By

(2% (') (2 1)
| [ T |

(1*%n)7s ()8 (1)

(uz2)98 (v )03
i i

* A A | | .




T - '[GUI . (5.19)

isto &, a sub-matriz Gy e a propria matriz geradora do codigo.

A matriz de transferéncia do codificador para codigos
de bloco lineares, na forma paralela, pode ser obtida da equagao
(5.18) fazendo m=1 resultando em:

G = Gy = G (5.20)
A equagao (5.20) €& o ponto basico para a obtengao das
palavras-cddigo de um cédigo de bloco linear (n,k) durante a con
" fecgao do programa para determinar a densidade espectral de po

téncia de cddigos de bloco lineares.



CAPITULO 6

ESPECTRO DE SINAIS DIGITAIS

CODIFICADOS POR CODIGOS DE BLOCO



6.1 - INTRODUGAO

DEFINIGCAO 6.2 - Uma n-upla Q-dria o £ A

Apresentamos agora oS resultados obtidos por Cariolaro
e Tronca no trabalho em que nos nos baseamos para €SCrever 0 pPro
grama para computador que permite determinar o espectro de poten
cia de um cddigo na forma normalizada [2,3]. O trabalho de Cario
laro, como veremos, & desenvolvido apenas apra codigos de bloco
e mais precisamente para o0s codigos apresentados em [7]. Entretan
to, as hipOteses apresentadas ndo impdem quaisquer restrigoes a
extensao dos resultados para codigos lineares. Como veremos,a €S
trutura matematica dos c6digos'lineares juntamente com a teoria
das ﬂéquinas sequenciais lineares nos permitem -uma programacgao
bastante elegante sob o ponto de vista da quantidade de  dados
que devem ser fornecidos-.ao computador. Apenas a titulo de compa
racdo com os resultados de Bennett apresentamos as dedugoes dos
espectros de potencia de sinais digitais no caso em que a sequen
cia codificada & uma versao modificada, mas de mesmo comprimento
da sequéncia de entrada, isto &, o cddigo utilizado é da forma
(1,1) e para o Cas0o €m que a sequencia codificadatem comprimento
diferente da sequeéncia de informagado, isto &, quando o codigo u

tilizado € da forma (n.Xk).

ESPECIFICACOES DO CODIFICADOR

~ Sejam B = {0,1} um conjunto binadrio e AQ =_{k1,k2,....
...,kQ} um conjunto Q-4rio com Q 2. Sejam ainda B~ o conjunto
de todas as sequencias binarias de comprimento k e Ag o conjunto

de todas as sequéncias Q-arias de comprimento n.

DEFINICAO 6.1 - Um processo de codificacdo € definido como um ma
peamento ¢:Bk—*ﬂg que é necessiriamente inejtive, isto &,um para

um, de modo que seja preservada a informagao e consequentemente

seja possivel a decodificagao, o que implica em Qn;=2k.

n . .
. tal que seja a imagem

o

de uma k-upla binaria g e Bk através de ¢ € denominada de pala

-

vra-cédigo. Isto €, se ¢(B) = a entio o € uma palavra codigo.

Sejam O o conjunto de todas as palavras-codigo e J =

= Bk o conjunto de todas as k-uplas binarias denominadas a par



tir de agora de VETORES DE INFORMACAO. Em geral, ocgg ja que al
gumas n-uplas Q-arias nao sdo imagem de nenhum vetor de informg

¢ao através da transformagao ¢.

DEFINICAO 6.3 - Um cpdificador de um codigo (n,k) sempre pode ser

representado por uma maquina sequencial sincrona; ou mais preci

samente por uma maquina de Mealy, isto €, uma quintupla m=(I,0,S,

g,h) onde os componentes da quintupla tem o significado dado na

._definigﬁo 3.7,

E comum descrever a funcao de saida h, como um conjun

to de funcoes {h;}, onde h; ¢ a fungio de saida associada ao es

tado S isto e, h.(g) = h(si,g) para cada s; € S e g ¢ I. Entre
tanto, para calculos de densidade espectrais € mais conveniente
uma ordenagdo baseada nos vetores de informagdo em vez de uma or
denacao baseada nos estados. Em se tratando de codigos de bloco,
e essencial um procedimento com notagao matricial. Assim, como ©
nimero de vetores de informagdo & K = 2X ¢ forma um espago veto
rial de dimensdo k sobre GF(2), podemos arranja-los em uma ma
triz B cujas linhas sao os vetores de informagao Bi=(8,1:8420--
...,Buk), u=1,2,...,K e portanto as dimensoes de B sao K x Xk, is

to €, AT ' _
Bil 1812 --- Bk
_ B B ... B
B =|.2]=| % 2k | (6.1)
| Bx] P2 -0 Bk

Da mesma forma, as palavras-codigo sao elementos de um
espago vetorial de dimensao n; entao, definindo a5, Como a pala
vra-cdodigo obtida quando o codificador se encontra no estado S5
~0 vetor de informagao em sua entrada é B,» isto e, giu=h(si,§u),
podemos arranjar todas as palavras codigo em uma matriz A forma
da a partir de K sub-matrizes Kﬁ de dimensces L x n, onde as sub
-matrizes Ku tem como linhas as palavras-codigo '

. .
-1u iu

isto e,

=ld£$), “(2),---,a£ﬁ)] , (i=1,2,...,L e wu=1,2,....,K),"

i



B -

a
~lu

92u

|
1

| aLu

u -

(1) ()
1u Iu
ol1l) 4(2)

?u gu
(1) (2
Loy 0°Lu)

..oalm)

]

0llu

o (n)
2u

Lu

s u=sl.Z2,..., K.

(6.2)

Observemos que cada sub-matriz Ku tem como linhas to

~das as palavras-codigo obtidas quando, para a entrada do codifi

cador fixa no vetor §u’ fazemos o codificador passar por todos

os L estados. Assim a matriz A € da forma

a=

I

EN

4

.- ..
-

A

K-

(6.3).

com dimensodes Kax n, onde K =K.L. Assim, A especifica completa

mente a funciao de saida, h, do codificador.

Precisamos ainda de uma representagao matricial que cg"

racterize a funcgio transigao de estado g. Para isto, definamos a

seguinte matriz binaria:

u

E = [eu(l,J)]

; (i1,3=1,2,...,L)

(6.4)

onde e (i,j)=1 se, e somente se, sj=g(si,6u) e em caso contrario

eu(i,j)=0. Seja o conjunto de vetores de informagao

1]

isto €, o conjunto Bij

-~

Ago |
B.. =18, | s

g(si,gu)}

(6.5)

& o conjunto dos vetores de informagao que,

ao serem aplicados 3 entrada do codificador quando no estado S5

o proximo estado € sj. Assim, podemos escrever

eu(l‘J) =

1

¥

5¢

5¢

(6.6}



Ordenando-se as sub-matrizes Eu na mesma ordem das sub-
~matrizes Ku‘ obtemos uma matriz E que caracteriza a fungao tran
sigdo de estado g. Assim, E & uma matriz de dimensao K, x L com
a seguinte forma: '

El'

E= | (6.7)

6.3 - 0 SINAL DIGITAL

Suporemos que o sinal digital € obtido a partir de uma
sequéncia de informagdo bindria, fornecida por um codificador de
fonte, que alimenta a entrada do codificador de canal cuja saida
alimenta a entrada do modulador digital. Na Fig. 6.1 esta uma es

quematizacdo do sistema.

{b_} {a_}
conrricanor] =™ - Yopirrcapod ~™ | vonurapor | X ()
DE FONIE DE CANAL DIGITAL =

Fig. 6.1 -.Geragao do sinal digital x(t}

6.3.1 - A MENSAGEM CODIFICADA

0 codificador & suposto como uma maquina sequencial sin
crona geral descrita na segao anterior. Assim, a sequencia de in
formacao & dividida em sequéncias binarias de comprimento kK, os
vetores de informagao: _

v L@ (k) K |
= .o -® < - .
bp = [bp 7w by e Byt ) @ BY, mm <m <@ (6. 8)

que s3o codificados em palavras Q-arias de comprimento n:

ay = [aél), aéz),...,aén)] e 0cC Ag, —o < m < ® (6,9)



Agora as fungoes do codificador podem ser reescritas
mostrando explicitamente a dependéncia temporal, através de m,co
mo ' |

a = h(sm, b

an ) | (6.10a)

m

Sl - g(sm, ?m) | {(6.10b)

onde s_ e s_.q sao o estado atual e o proximo estado, respectiva

mente.

F

6.3.2a - ESTATISTICA DA MENSAGEM CODIFICADA

, Uma sequéncia infinita de simbolos,digamos {c I (mmcrcte)
& considerada como um processo aleatério que € discreto tanto no
tempo como em amplitude desde que r & suposto assumir somente va
lores inteiros e as amplitudes assumem valores pertencentes a um

conjunto de comprimento finito.

0 processo {Cr} & dito estacionario no sentidoc fraco se

o valor médio,

E {cr} ’ _ (6.11)

e a funcao de autocorrelagao,

A

R.(K) 2 E {c cogl s -»<Kc<o, (6.12)

T+k

sdao independentes de 7.

Por outro lado, uma sequencia infinita de palavras de
comprimento n, digamos {a_} (-=<m<+=), onde a ¢ da forma da eq.
(6.9), & considerado um processo aleatorio discreto n - dimensio
nal, isto &, um vetor aleatdrio cujas componentes{ag}ﬁﬁl,z;“.,nJ

sdo processos aleatdrios discretos.
O processo {a_} é dito estacionario no sentido fraco ,
se o vetor média m, e a matriz de auto-correlacao ﬁé(k) sdo inde

pendentes de m, onde:
2

1
m, = [ma, ma,...,mg] = E {gm} | (6.13a)
% 1y = 1| nP4 L T o
R, (k) = H RS (k}|] = E {gm_. §m+k} , p,q=1,2,...,n.

~ (6.13b)
onde T indica transposicao.

-



A estacionaridade de um processo aleatorio vetorial ndo
somente implica na estacionaridade de cada componente do processo
como também em sua estacionaridade conjuntal?]. lsto significa que

5 SRR Q| =
a correla D 4y pq = . :

¢ao entre {am} e {am} . RY (k) E{am am+k}, e indepen
~dente de m tanto para p=q como para p¥q.

Agora, dado um processo aleatorio vetorial {am}, SUpo
nhamos que 0S simbolos de cada palavra de comprimento n sejam
transmitidos sequencialmente, como em transmissao MAP. Desta for

ma, um processo escalar {yr} e gerado, onde

= 4P _ e -
; Ymn+p =a, (p=1,2,...,n ; -=<m<+=)} | (6.14)

Em geral, este processo & ndo estaciondrio, mesmo se o
processo original o é. Entretanto, ele exibe um tipo especial de
estacionaridade, denominada de estacionaridade peridodica que sur
ge a partir das seguintes relagoes:

E0Yg pap! = BV} = m 5 1¢p<n (6.15a)

= 1 = rPYry
E{men+p Y(m+K)n+q} E{ypykn+q} Ry (k) s

1€ psq g&n € —wogK <o _ {6.15b)

Os processos que satisfazem as equagoes (6.15) também
sao denominados de CICLO-ESTACIONARIOS.

1

Assim, o valor médio E{yr} nao € independente de T mas
& uma fungdo periddica de n; a autocorrelagao Ely_y_} depende tan
to de r como de s e também exibe uma periodicidade dada por (6.
15b). Com certeza, estacionaridade peridodica € mais fraca que es
tacionaridade no sentido fraco; entretanto, ¢ processo {yr} pode
ser tratado como estacionario se a origem dos tempos & considera

da como uma varidavel aleatdria conveniente.

Em resumo, a sequencia de simbolos obtida de uma sequen
cia de palavras de comprimento n, estacionaria, € periodicamente

estaciondria de periodo n.

6.3.2b - A SEQUENCIA DE PALAVRAS-CODIGO COMO lﬂiPRQCE&K)ALENHﬁHO

. As consideracoes da secao 6.3.2a podemser aplicadas as

sequéncias de vetores de informacao e de palavras-codigo,digamos:

ol



byt e fap) s -e <mo<oww - - (6.16)

onde Pm e a_ tem o significado dado pelas equagoes (6.8) e (6.9)

respectivamente.

Em geral, a estatistica da sequéncia de palavras-cddi
go depende da estatistica dos simbolos de informacdo e das espe
cificacbes do cidigo. Suporemos apenas que a sequénciade vetores
de informagio seja estacionaria no sentido fraco e que b~ sejam
" estatisticamente independentes, enquanto que as fungoes do codi
. ficaépr g e h sio arbitrarias. Também as probabilidades dos veto

res de informacdo sdo supostas arbitrarias.

6.3.3 - DENSIDADE ESPECTRAL DO SINAL DIGITAL

6.3.3a - SINAL DIGITAL MAP COM UMA MENSAGEM CODIFICADA SIMBOLO
A STMBOLC (CODIGO UTILIZADO (1.1))

Em um sistema digital MAP cada simbolo da mensagem -cg
dificada, digamqs cr(—w<r<+W}, & transmitido como um pulso padrao
de forma s(t) a intervalos de duracao T, o periocdo de simbolos ,
de modo que o sinal modulado resultante pode ser expresso por:

Z(t) = . c_ s(t-rT-g) , _ (6.17)

onde 6 &€ a fase da sequencia de pulsos.

Na expressac (6.17) € costumeiro supor & = 0. O sinal

resultante nao e estacionirio mas sim ciclo-estacionario. Entao

nio & possivel a aplicacio direta do conceito de densidade espec

tral de potencia. Antes, a nao estacionaridade tem que ser remg
vida e isto & feito tomando a média e auto-correlagao -temporais

em um periodo.

Este procedimento de tratar um processo ciclo - estacio
nario como um processo estacionmario € indireto e normalmente di
ficil e mesmo em alguns casos, como na avaliagdo da probabilida
de de erro da éxtragéo_do relogio, € importante manter a ciclo-
-estacionaridade do processo. Um procedimento equivalente de tra

tar o problema, que & direto e¢ fisicamente palpavel, € supor que

a fase 6 & uma variavel aleatoria uniformemente distribuida num
periodo de simbolo, T. A interpretagdo fisica dessa suposigiio € que um

B
&

¢



observador do processo z(t), apesar de saber que o mesmo & cons
tituido por pulsos emitidos a intervalos de tempo iguais, nao sa
be nada a respeito do referencial temporal para os instantes de
emissao.

. Com a origem dos tempos assim imprevisivel,o processo
z(t) se torna estacionario no sentido fraco , e assim considera
coes de espectro de potencia podem ser aplicadas.Mais precisamen
te, supondo {cr} estaciondria no sentido fraco, e que 6 ¢ unifor

memente distribuido entre 0 € 8 < T pode-se mostrar que
A - '
m, = E{z(t)} 1/T mA (6.18a)

A + oo

R_(t) 2 E{z(t).z(t+71)} = 1/T I R_(kK) ¢_(z-KT) ,
z k=moo © s
(6.18b)
onde m_ e Rc(k] sao o valor médio e a auto-correlacao (estatisti

caj)de {Cr} respectivamente; AS e CS(T) sdo a area e a auto-corre

lacio (temporal) do pulso s(t), isto &,

oo

A &l s(oyac | (6.19a)
ey (1) éj. s(t) s(t+r) dt (6.18b)

Mostremos a veracidade das equacgdes (6.18) sujeitas as
suposicoes de {cr} ser estacionaria no sentido fraco e 6 wunifor

memente distribuida entre 0< 8 < T.

m, & E{z(t}} = E{ I ¢, s(t-rT-8)} =
r=_CD
+oo
= I E{cr-s(t—rT-B)},
T=—o=

como os digitos codificados sdo independentes da forma de pulso

utilizada na modulacgao, temos:

m = I E{cr}.E{s(t—rT-B)} ;

r=->

mas por (6.11), temos '

bk



+ o +oo

m_ E{s(t-rT-9)} = m. £ E{s(t-rT-8)}

r=-= | T=~

+ oo
, = e r=_m.[m s(t-rT-6) pe{e}-de

onde pe(e] e a funcao densidade de probabilidade da variavel alea

=
i
£

=]

]
=
4

tdria 6. Como € & uniformemente distribuida entre 0 e T por hipd

tese, T
+co
m, = m, T 1/T .y s(t-rT-6) d8
r=-%
’ 0

Fazendb-se a mudancga de variavel y=t-rT-6

g;rT+T
. o
- _ s(y) dy =
m, l/T.mC E_m
T t-rT
“+ o "'I'T
= l/T.mC[ T s(y) dy]
t-rT+T

Observemos que a integral entre colchetes representa a
Area abaixo de s(y) em um perIiodo Tpara r fixo. Como r wvaria no

intervalo (-=,+x) temos:

oo

m, = 1/T.m, s(y) dy

Utilizando a equacao (6.19a) obtemos finalmente (6.18a).

m, = 1/T mCAS | (6.20)

A auto-correlacao para z(t) & dada por

+c0 ' +00
E{z(t) z(t+t)} = E{ I c. s(t-rT-8). I Cq s(t+t~sT-8}} =

§=-w

RZ(T)

r:-m

+00
= E{ N c. € s(t-rT-8) s(t+1-sT-6)1 =
T,5=-%
+00
= X E {cr Co s(t-rT-9) s(t+1-sT-0)}} =

th



= z E{cr cs} E{s(t-rT-6) s(t+1-sT-90)}

Como por hipdtese {c .} € estaciondria no sentido fraco,
utilizando (6.12), E{cr cs} = Rc(s-r). Assim,

+o0
RZ(T) = T Rc(s—r} E{s(t-rT-6) s(t+t-sT-8)}
T,5=~w
o, +co
Rz(r) = I Rc(s—r) S(t-IT—G)S[t+T—ST—8)p8(B) dg =
T,5%- ! .
T
+w
= b Rc(s—rJl/Tj' s{t-rT-8)s(t+1-5T-8)dp
T,5=-0 0

Fazendo-se a mudanca de variavel
Yy, = t- rT - 8 € Y, = t+ 1 -sT -8
e integrando-se com relacao a yy» temos:
t-rT

RC(S-T). S(yl) SCYZ) dyl =
t=-1rT-08

1]
—
-
—
[ing

RZ(T).

o

+ac
1/T % RC(s-r][j. s(yy) sly,) dy;]

i

§=-w

Observemos que a 1integral entre colchetes representa a

auto-correlagao Cs(yz-yl) (pela definigac de auto-correlagao).As

sim, :
4w
RZ(T) = 1/T SE-WRC(S_T) CS(yz-yl)

4oz

=1/T & R.(s-1) C_[t-(s-7)T] =
s:-m

. +co

=1/T & R_(k).C (1-KT) (6.21)

k==-»



onde k=s-r e CS(T) é como definido por (6.19b).

-

A densidade espectral de poténcia do processo z(t) &
simplesmente a transformada de Fourier de sua auto-corrclagao,is

to e,
+ o0

Fle (0] = rly/T & R.(K) ¢ (x-kT)] =

k:—w

W (£)

+00

=1/T 1 FIR.(K) ¢ (1-kT)] =

k==

40

=1/T @ FIR_(K)] = Flc (1-kT)] =

k==

=1/T 1 R_(K)§(£) = rlc ()] o~ J2TEKT

= 1/T  R_(K).rc_(T)] e J2TEKT .
k C s _

O )

oo

+00
= 1/T I

E facil de ver [10] que F[CS{T)] = [S(f)|2. Assim,

W, (£) = 1/T |52 () , (6.22)

il
™

onde W_(£) R_(K) oI 2EkT - (6.23)

k=—w

S(f) = Fls(v)]

e |S(f)|2 representa a densidade espectral de energia de s(t).
Wc(f) ¢ definida como a transformada de Fourier discreta da auto
-correlagao discreta Rc(k) e assim ele represenpa a densidade es
pectral do processo aleatorio discreto e 1. W_(f) também pode
ser considerado como a densidade espectral do processo z{(t), nor

malizada com relagao 3 envoltdria 1/T[S(f]| .

Podemos ainda rearranjar (6.23) de modo a obtermos



o + oo

+
= R (w =j2n£kT oy a-J2mEkT
H(D) = T [RO-R ()] e © I R(=)e -
+oo 4o _
- I & [R_(K)-R_(=)] cos2nfkT + R_(=) Ioe J2m£kT

onde utilizamos a propriedade de paridade de auto-correlacaoc e a
mudanca da transformada de Fourier exponencial para a forma tri
gonométrica com €0=1, ek=2 para k>0 e Rc(w)#mi ; fato que carac
teriza a independéncia dos simbolos quando estao bastante afasta
dos. Podemos fazer uma modificacao no segundo termo da expressao -

de modo a obtermos:

+aoo +co
b [Ek-Rc(kJ—RC(m)] cos2nfkT + Rc(w).l/T T S(f-k/T)

wc(fj i 0 | k=-

-k
(6.24)

A expressao (6.24) & semelhante a forma como Bennett g

presenta a densidade espectral para o sinal digital codificado

simbolo a simbolo.

6.3.3b - SINAL DIGITAL MAP COM CODIFICACAO DA MENSAGEM POR UM CO
DIGO (n.k) '

Quando a mensagem é composta de palavras-cddigo de com

primento n,{am}, o sinal digital MAP.pode ser escrito como:

+0 n
x(t) = I 2 ab slt-(p-1T - w1 - 8 1, (6.25)
m=- p=1

onde: aP 8 0 p-6simo simbolo da m-€sima palavra-codigo
m D

T é o periodo dos simbolos

==

T

=T ¢ o periodo das palavras-cddigo

8. e a fase

g 2
=

. - 1
Considerando o vetor palavra-codigo am=(am,a

o vetor-coluna de pﬁlsos s(t) onde



—

's(t}.

s(t-T)
s(t) = : , (6.26)

s(t-(n-1)T)

a expressao {6.25) pode ser escrita mais compactamente como

+o0 _

x(t) = mi_m an g(t—an - en) . (6.27)

Supondo que a sequéncia codificada {a_} seja estaciona
ria no sentido fraco e que a fase 8 seja uma variavel aleatodria
uniformemente distribuida sobre um periodo de palavra-cddigo, 0€
<en<Tn, o peocesso x{t) em (6.27) € estacionario no sentido fra
co, com média e auto-correlacao dadas por (6.28a) e (6.28b) res

pectivamente.

. n
- p
me = 1/T 4, I mf , (6.28a)
p=l |
+oo n .
R (0) = /T 1 & ROU(K) ¢ lv-KT -(a-p)T],
k=-e p1q=l

(6.28b)
m, qu(k) e o ele
mento (p,q) da matriz de auto- correlagao R (K) enquanto _AS e
C (1) sao os parametros do pulso dados por (6 19a) e (6.19b) res

onde mg € o p-¢ésimo componente do vetor média m

pectlvamente

Mostremos a veracidade das equacgoes (6.28).

+oo
m 2 E{x()} =E(: a_ sft-m.T_-6_]} =
X n=-cc ~M - n n

+o0 +m

= I Efa s[t-mT -6 ]} = & Eal) E{s[t-mT -6 ]}=

m_..-no m__oo

+ oo - .

= mi-m E{§ } .Y §[t*an-8n] psn(en) de

)

onde Pg (e,) & a funcao densidade de probabilidade da varidvel a

leatorla e Utilizando a definicac dada por (6.13a) temos:

bl



T

+m : n
me=m, I /T, S’ s(t-mT -6 )} d&, _
m=-w 0
T
+o n
= 1/Tn m, mE §(t-an-en) den.
= =00 0

Fazendo a mudancga de variavel y=t-mT_-¢_, temos:

. t-mT -T
+ o0 . n n
m, = 1/T m, mzﬁw -j s{y} dy =
t-mT
N t—an
=1/T, . m, 3 s(y) dy =
m= =co
t-an—Tn
- 1Ty m, J s(v) dy = T, 1y 4s
Finalmente,
Top
mx - 1/Tn As 2 ma
p=1

Para a auto-correlacgao temos:

R () b E (x(t) x(t+1)}.

Utilizando a expressao escalar para x(t), (eq- 6.25}, por

conveniencia, temos:

R (1)

il

1

+co n

P le-(p-1)T - ey
E{mz-m pzl ar s[t-(p-1)T mT Bn]
+@ n
L L a% s{t+ 1t -(q-1)T - £Tn - Bn]}=
== q=l
+® n

B P (pm _ - al o - -
E{nhﬂﬁfm P,§=1 m %2 s{t-(p-1)T mly en]s[t+ T -(a-DT ETn snl}



como a sequencia {a_} € suposta estacionaria no sentido fraco, a

n
D
m, == p,q=1

'E{aﬁ ai s[t—(p—l)T—MTn—Gn]s[t+1-(q~l)T—£Tn—9n]} =

plicando-se a definigao (6.13b) temos:

‘RX(T%

Yy F

i

o n
5 X
mp ==« p,q=l

+o n
b z
m,&=— p,g=

0
1/T z

n m,£=-°° P,q=l

Fazendo-se a mudanga de variaveisiy; =t - (p-)T - ml -6,
t + 1- (q-1)T - RTn -8,

Yy, tem-se:

Rx(T)

l/Tn

n Tn
T RPYe-m) S
a
0

=00

P,
Ra {(&-m)

Pq o
Ra (&-m)

- CO

e integrando-se com relagao

E-(p—l)T-an

t-(q-1)T-mT _-T

E{aﬁ ad JE{s[t-(p-1)T-nT -8 ] s[t+r-(q-1)T-2T -0 ]} ;

qu(z—m) E{s[t-(p-1)T-nT_-¢_]s[t+t-(q-1)T-2T -6 |}

s[t-(p-1)T-nT -8 [s[t+e-(q-1)T-2T -8 ]do .

s(y,)s(y,)dy, =

s(y,)s(y,) dy; =

RP9 (g~ -
RLT(R-m) € (¥,7yq)

REV(e-m) c [t - (a-m)T - (q-p)T] =

REY ke, [t - &T - (a-p)T)

(6.29)

=

Lk

. qu(ﬁ—ﬁo.{'s[t—(p—l)T—nﬂh—en]s[t+T—(q—1)T—£Tn—8n]pen(en)d8n=



onde kK = 2-m.

A densidade espectral do processo x(t) ¢ simplesmente
a transformada de Fourier de (6.29), isto e,

+ 1 - -j2f[kT_-(q-p)T]
W (£) = 1/T T X qu(k)é(f)$F[cg(Tﬂe =
k=-= p,q-l |
+o . -j2nf[kT_-(q-p)T]
= 1/T. = z RPYK) e n . 1s(£) ]2 -
n ;- a
K=wee P,q=1
4+ n n -jZWfKTn

scolim. x L3 3 R eTIZTE T
n = =00 p:l q:l

4+

2
=| s [/t =

=l

[ejwaT,éj4?§T,ej2wth]ﬁgtk) e—janT

e—j4ﬂfT

1s(8) |1 2/1 = VR (K) T e -

_ 2 e -ijfKTn
ST, V(E R0 e A

oo

IS¢ 12/1, T (0 TR | (6.30)

onde V & o vetor [erwa, e-JdﬂfT, eJZanT], V* € seu trans

+ w2

posto conjugado e Ea(f) € a matriz densidade espectral do proces

so {a }, n-dimensional, que e definida por:

G_(f) b R e n (6.31)
k=



~te d de B

E possivel também a obtencao de uma expressdo semelhan
ennett nesse casoc e para isto basta adicionar e subtrair

A

o limite da matriz de auto-correlagdo para k +w, isto €,
_ A _ -j2mfkT o -j2mfKT
G, (f) = kz_m{Ra(k)—Ra(w)] e * R B e =
+oo _ -j2mfkT _ +20
= ki_m[Ra(k) 'Ra(“)]e _ + I/Th Ra(“) kiﬂw 5(f-k/Tn}-
(6.32a)
Utilizando o fato de ﬁa(-k) = ﬁa(k) obtemos ainda:
400 _ ) - _ _ +o0
G, (£) = kzo Ek[Ra(k) - Ra(m)]cosmfan + R_(=)/T, k}i_m 8 (£-K/T )
' | (6.32b)
onde €,=1 e £,=2 para k> 0. S
Substituindo (6.32a) em (6.30} obtemos:
2 _{ o (R _ "‘jZTTfan . +o | .
W (£) = |S(E)|°/T) V3 2 (R,00-R)] e PR, T csuf—k/"rnli‘xr=
) o o -j2mfRT *oo __—
= |S() | /Th‘v ki“aPRA(k)fRan)]e V#+ VR, (=)/T, Z_m (f_k/Tn)ngz
2 _ 2 |
= 88 /11X (B + X®/T ] = [S(H|7/T, X(H). (6.33)
4w 3 -j2mfkT |
onde X (£} =V = [Ra(k)—Ra(w)] e . VE (6.34)
k=-o ' _
_ _ +wm ) . )
Xd(f) =V Ra(m) V¥ ki_m G(f-k/Tn)., {6.35)
X(£) = X () + XG()/T- (6.36)

~ potencia
discreto.

Xc(f) & denominado de componcnte continuo do espectro de

do cédigo enquanto que Xd[f)'é'denbminado de componente



Observando a éxpressﬁo (6.33), verificamos que.o fator

X(f) € determinado unica e exclusivamente pela codificacao , en
quanto que o outro fator € determinado somente pelo modulador di
gital (veja Fig. 6.1). Assim, X(£).1/T e interpretado como sen
do o espectro de potencia do sinal digital x(t) quando o modula
dor digital produz pulsos ideais s(t)=6(t). Observemds que X(f)
€ uma funcao periddica de f com um periodo igual a taxa de simbo

los B=1/T e portanto basta ser examinada no intervalo 0 < £ < B.

0 componente continuo Xc(f) € composto de uma combina
¢3o de exponenciais da forma
o«

-j2n£[kT _+(q-p)T]
e

de modo que (6.34) pode ser interpretado como uma maneira diferen
te de expressar a eXpansao em série de Fourier de Xc(f).

E de interesse o comportamento de Xc[f) nas  proximida

des de f=0 e isto pode ser feito fazendo-se £=0 em (6.34) , isto

-

e.:
+o0
X0 = TO) 2 (R0 - By TH0) -
o - pq pq
= 3 5 [RPYx) - RPY(w 6.37
S L R0 - e (6.37)

Normalmente se deseja que XC(0)=0. Uma condigao suficien
te para que isto ocorra € que a série de matrizes de covarianga

ﬁa(k)-ﬁa(m) convirja para zero, isto €,

Xc(f) =0
+oo - _ )
se L [Ra(k) - Ra(m)] = 0. (6.38)

= -0

O componente discreto Xd(f] apresenta n linhas espec

trais no intervalo 0 < f < B, nas frequencias

f = O,Bn,...,(n-l}Bn
onde B. = B/n.
n .

A presenca desses componentes discretos nido & de todo
indesejavel ja que podem ser usados para a extragdo do reldgio a

SoSL T

: 4
i



6.4

partir do sinal x(t).
E facil de ver, a partir de (6.32b) e (6.30) que X (f)
e X;(f) podem também ser escritos como:

X (£) = v Fl V*+ 2 Re[v T, V4 (6.39a)
_ , (6.39b)
Xd(f) = V R(w) V*
= 4
onde ry = R{0) - R(=«)
N _ —JZﬂfRTn
e . r, = kzl [R (k) - R (=)]e (6.40)

PROBABILIDADES E CORRELACOES DAS PALAVRAS-CODIGO

Seja o vetor de probabilidades das palavras-codigo de
finido por: _
1_) = (ple pza"'ﬂpK ) ' (6'41)

a .

onde p._. a Prob{a = a_), isto- €, p, & a probabilidade de que no
instante m . seja transmitida. Seja ainda a matriz de probabili

dades juntas das palavras-codigo dada por:

5 — rs _
P-= [P "0l (r,s=1.2..00.K ), (6.42)

TS 14 - -
onde Pa-(k) = Prob(gm a. N a

e o noa = al) (6.43)

isto €, P;s(k) € a probabilidade de que no instante .m _a,. seja

transmitida e que no instante m+k g seja transmitida.

Considerando a matriz de palavras-codigo definida por

(6.2) ¢ observando a sua constituigao, pode-se mostrar [3] que:

=p& ' (6.43a)
R (k) =A" P (k) A . (6.43b)

Quando k tende para o infinito, quisquer duas palavras

-codigo a. e ar.x sao completamente independentes e assim temos:

P (=) = pl p o (6.44a)



R, (=) = Tz" Ma oy - | (6.44b)
A expressdo (6.43) representa o elemento genérico da
matriz Fa(k) para cada k. Introduzindo os indices 1,j posiciona
dores dos elementos na matriz, (6.43) se transforma em
uv
Pak(i,jJ = Prob (gm = o5, 0 ek T gjv) (6.45)

Como a matriz A dada por (6.2) esta dividida em K = 2K

. sub-matrizes, a matriz ?a(k} dada por (6.42) pode também ser di
~vidida em KZ submatrizes FZE com elementos dados por (6.45) e
(u,v=1,2,...,K). Utilizando essas partigoes de matrizes, (6.43b)

pode ser escrita como:

. ' - b |-
Tt T (T S11 1512 i 1K -
R (k) = [Al_i Apicennns EAK ] Py :Paki ...... R A,
B S Eam s T
=21 | 522! 12K -
Par [ PaicirociPax ) [ R
- T . 1 - -
Do b :
R i
___;--i——;__i _______ : : ——
K11 =K2 i ToRK ] Ja
Paki Paki ...... ;Pak AKJ

(6.46)
Para facilitar a nopagﬁo, abandonamos o indice a e usa
remos ﬁa(k) 4 ﬁk, §gv(k) 4 puv, Assim, (6.46) pode ser escrita

k
COMO < .
K K . K -
R =11 &! 5;1 , I AE PEZ S e, , T AL PEK] N
k u=1 u u=1 'u:l‘ u
A,
K K K
= I AT ?El Ay vz Al Fiz KZ ¥ anann + I Ku ﬁEK KK =
u=1 u=l _ u=1
K K T —uv — .
= I r A PV A (6.47) -
sl y=1 U kW

[



Pelo que foi #isto até aqul, observa-se que as matrizes
de auto-correlagao dependem das probabilidades das palavras-codi
go, que teremos que calcular, e mostraremos que dependeﬁ_ apenas
das probabilidades dos vetores de informagdo e das especificacoes

do codificador,

6.4.1 - PROBABILIDADES DOS ESTADOS DO CODIFICADOR

As suposigoes feitas para o calculo das probabilidades

dos estados sao que:
1} 0s vetores de informagao b sejam independentes;

2) 0 processo {b 1} seja estacionario no sentido fraco.

Considerando a fungdo transigao de estado do codifica
dor dada por (6.10b) e considerando as suposigoes (1) e (2) € fa
cil de mostrar [3] que a sequencia de'estédos{sm} representa uma
cadeia de Markov homogénea. Assim, {Sm} pode ser caracterizada e

xaustivamente pela matriz transicao de estado

T=||u/4) 1, (i,3=1,2,...,L) (6.48)

onde L & o niimero de estados do codificador e n(j/i) € a probabi
" 1lidade de, no instante m+l, encontrar o codificador no estado Sj’

dado que no instante m ele se encontra no estado 55 isto €,

m(5/1) & Prob ISy, =s; | 5. =] (6.49)

Essa prdbabilidade condicional & obtida diretamente co.
mo sendo a probabilidade do evento {b_ Bij} onde B € o conjun
to dado por (6.5). Assim, temos:

n(j/i) = Prob [gm ¢ B;jsl =, LB q

6.50
i) =g BB, (6.50)

onde qu=Prob[§n=§u],.(u=l,...,K), sao as probabilidades dos veto

res de informacao e o somatdoric é sobre todos u's tal que

Bu © Bij

Utilizando as matrizes Eu definidas-pot'(6,6);0bt6m-se

a seguinte relagdo para a matriz transicdo de estado [2]

=l
i
-1
-t
=
2]

(6.51)



Com a matriz transicao de estado calculada, as outras
probabilidades de interesse podem ser obtidas da seguinte manei
ra [11]

a) O vetor coluna dado por (6.5Z}, que corresponde as

_probabilidades absolutas dos. estados do codificador,
(] o e} @ T
P . [Pl v Py oaeens PL] (6.52)

pode ser determinado como sendo o :autovetor da matriz T associa

1. Assim ﬁ € obtido pela solucdo do sistema

do ao autovaler X
_de equacdes

=T

T p - (6.53a)

rog

p. =1 | (6.53b)

| (O B

i=1

1}
7]
[ —

onde 31 = Prob [Sm
A matriz de transigdo de estado em k passos ﬁk’ e dada

poT: |
T =T . k=1.2,... | (6.54)

onde o (i,j) elemento de ﬁk € a probabilidade condicional

1 /3 é = =
Hk(Jfl) Prob [Sm+k sj/Sm Si]'

Isto &, Hk(j/i) & a probabilidade do codificador se en
contrar no estado s, no instante m+k, sabendo-se que no instante

m ele se encontra no estado S,

b) Supondo que a cadeia de Markov € regular, o limite

da matriz de k transigoes quando k »~ & dado por

A, = lim Ty = || m (/i) |1 . (i.3=1,...,L) (6.55)
_k-Hx: . ’
onde T_(j/i) = gj; Isto &, T_ € univocamente determinada pelas

probabilidades absolutas dos estados.

6.4.2 - PROBABILIDADES DAS PALAVRAS-CODIGO

Consideremos a seguinte matriz diagonal:



il RO o - |
D2 {lp; &Il (.gs1.2.....1) (6.56)

- . - oo
que € univocamente caracterizada por p.

Mostraremos agora que as sub-matrizes das probabilida

des conjuntas das palavras-cddigo dadas por (6.45) sao dadas por:

PRV = 6y a, D 5 (u,¥=1,2,....K) | ' (6.57)
UV _ = k-1 | )
Pp =9q,9, DE I , k>1'e (u,v=1,2,...,K)  (6.58)

L

onde § & o simbolo de Kronecker e q, sao as probabilidades dos

v
vetores de informagao.

PROVA:

Através dos dois indices de ordenacao introduzidosna se
cao 6.2, foi estabelecida uma correspondencia um-a-um entre O0S
pares ordenados estado-vetor de informacdo e as palavras- codigo,
isto é,(si,guj—-giu, [s.,ngv*g.v, etc. Assim, a probabilidade conjunta de
palavras-codigo dada por (6.45) pode ser calculada por:

Piv(i,j) = Prob[Sm =s.0 Em = B, N Sm+k =

=50 by = 8y ' (6.59)
Patra k=0, temos:
PUV(i,j) = Probls  =s;n by =8y NS, -

=s.nb_ =R ] A (6.60a)

. Como & impossivel num mesmo instante o codificador as
sumir dois estados distintos e receber dois vetores de informa
cdo distintos, a expressdo (6.060a) pode ser escrita como:

uv.. . .

p = § §.. P S =s,nN = .

o (i:3) uv Sij rob| n - 51N b §u] (6.60b)

Considerando que o estado atual Sm e estatiscamente in
dependente do vetor de informagao bm que chega ao codificador no -

instante m, temos:

uVv,.. .. ,'. = =
Py’ (i,3) = Suv.éij.Prob[Sm = s.1. problb =g 1 =



= 0 v i5°P3 0y T 8 v Uy -Pj Gij (6.60C)
Finalmente temos:
=uv A uv, . . _ ® _ 2
Po- = 1Py (1,30 [1= 68, a, Ilp; 85501 = 8,5 9, D

(6.60d)
Para k 21, supondo-se que 9m+k € independente de Qm,
Sm e Sm+k’ (6.59) pode ser escrita como:

uv. = = = = =
Py (1,3) = Prob.[Sm s;Nb =B NS .« sj]. Prob.[§m+k @v]
= q Prob.[S =s.n b =8 r1Sm+k=sj] =
= qV.Prob.[Sm+k=stSm=sir1§m=§u]. Prob[Sm=sir1§m=§u] =
= qv;Prob[Sm+k=sj/Sm=sir1§m=§u]. Prob[Sm=si]. PrOb[Em=§u] =
= qv.Zk(j/i,u).;i.qu
= q, 9y Z,(i/i,u).p; (6.61)
/1,0) = [ . = - - 5]
onde Zy(3/i,u) = Prob.lS_. 4 = sj/Sm =5, N Em = B, {(6.62)
) Para k=%,‘dado que Sm=si eB§m=§u, 0 proximo estado Sm+1
& s., com probabilidade 1, se éu € 213 enquanto que Sm+1 # sj se
B .
Eu =4 ij° Assim,
1 : se B ¢ B_,
~u ij
2,(3/1i,u) =
¢ ; se ?u ¢ Bij
e portanto Zl(j/i,u) = eu(i,j) (dado por (6.6)). Assim,
PyY(1,J) = a, 9, ¥; ¢,(i.3) | (6.63)

Para k »2, consideremos a seguinte partigao do evento
F5m+k=sj}.

{Speke1 = Sp 0 Ppakey € Byyd  (6:64)

t e

_{Sm+k = Sj} = g



que representa as L diferentes maneiras de chegar ao estadosi na
(m+k)-8sima transicao tendo como iniclo a transicao anterior, is
to €, a (m+x-1)-€sima transicdo. Substituindo (6.64) em {6.62)te

mos:

2 (/i = Prob.lu (5 "5y " bpek-1 € Byl /8,785 0 b8, ]

m+k-1 %

n C =

221

1l
n o

PrOb'[qu-k-l:s,anPm"'k-lE BR’j/Sm=Siﬂ §m=§u]

1=1

(6.65)

Observemos que em (6.65) usamos o fato de que a parti

F

' ¢ao (6.64) & disjunta.

Desde que,para k > 2, bn&k-l seja independente de\5m+k-1’

s eb ., o que € verdade pelas suposic¢les feitas anteriormente,

eB..l. Prob.[8

Zx(3/3w) = +k-1% 723 m+k-1"52/

Prob.[b_
L

LI B

1

m(3/8) -+ Zy_p{(8/i,u) (6.66)

/ Sm=sir”3m=§u]= 1

n o1 e

L
onde em (6.66) usamos (6.50) e (6.62).

Multiplicando ambos os membros de (6.66) por q q, ?i,

obtemos:
uv ,. . PR o L . . o0
P (1,3) = aq, qy Zi(G/1.w)p; = gii H(JKR)-ZK_l(R/l,u)qU qy P; =
L - - o0
= 21 H(J/R).qu qy Zk_l(ﬁfl,u) p; =
b=
L . uv . L. ﬁv . - |
= ¢ A(j/e).Py (i) = T P " (i,2).1(3/%) (6.67)
2=1 k-1 =1 K1

A expressio (6.67) representa o produto entre a i-8sima

linha de ﬁzfl e a j-ésima coluna de T. Assim,

=1V — —
Puv - PEYI T (6.68)

0 uso repetitivo de (6.68) finalmente nos da:

_ = = =k-1
P, = q,.q,-D.E T - (6.69)



‘Aplicando as equagdes (6.60d) e (6.69) @ equagdo (6.47),
obtém-se as matrizes de correlagao das palavras-codigo dependen
do apénas das probabilidadés dos vetores de informagao das proba
bilidades absolutas dos estados e da matriz transicgdo de estado.

Isto €,

R (0) &R = : 5 | 6.70
a(0) = Rg = 2 qy A;-D-Ay (6.70)
u=1l _ _

K X e
R &n - % 5.7 7 lx -
R, (k) & R uil vil a,-q, Ay D-E TRy
K K o
_ R N O S
= uil vil (qu Au D Eu) I .(qvAv]
K w K -
= k-1 —
= I (9q DE ).I . L q. A =
gl uou u vl VOV
=T k-1 =
=T, . T . G, (6.71)
— K. T ® — .
onde C,= I q,E DA, , (6.72)
u=1
C, = I ag K, - (6.73)
u=1

Tomando o limite de (6.71), quando k>* temos:

- A= _ AT = -
R,(=») =R, =0T - T .G (6.74)
Usando (6.70) e (6.74) em (6.40) obtemos
— . K =T 2 =T =
I, = I q, K.D.R, - T .0, T, (6.75)

u=1l

% -j2TEKT
= =T =k-1 = _ =T = = J n_
T, = I (C.T C,-C i, Te =

k=1

=Tz wkale, - T 5 wRTLLT, -
k=1 | | k=1
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= EI [ x c, RN EZ] =
’ k=1 . k=1 .
T o -k k-1 = \1=
=T Lz w SER - I)IT, (6.76)
jom£T
onde w=e n
FORMULA EXATA PARA A DENSIDADE ESPECTRAL
¥’ Pelas equagoes (6.39a), (6.39b) e (6.40} vemos que a

avalicao exata da densidade espectral do processo x(t) implica na

avaliacdo de uma série de somas de matrizes dada por ﬁz reescrita

na forma (6.76).

Mostremos que:

AP kgl -
Y, = £ W kgt - M) (6.77)
k=1
converge para. |
-1 .
¥ L@- )i - @ - 1) (6.78)

‘quando n>={*).

A convergéncia de Y quando n->= estad intimamente rela

cionada com o fato de T ser uma matriz estocastica.

A matriz ﬁ; sO existe se, e somente se, a cadeia homo
génea de Markov & regular [11]. Com essa hipotese, a matriz tran

sicdo de estado satisfaz 3s seguintes propriedades:

1) O0s autovalores iy, (i=1.2,...,L) de uma matriz de

transigdo regular satisfazem #@s seguintes relagoes:

w, =1, fwg) €1, (=1.2,....1) - (6.79)
2) A matriz limite T_ & indepotente, isto e,

T2=-1 e T.7-70.0 =T (6.80)

L @a o oo o

3) Os auto-valores li’ (i=1,2,...,L) da matriz

Fe&T-T (6.81) -

sdo dados por:

(*) @& a matriz identidade.



onde My sao os auto-valores de 1.

Como F é na realidade dada por

F=lim (F-T5 =7 -1,

koo o

da teoria de polindmios com variavel matricial, temos que se My

sdo os auto-valores de uma matriz T, entéo-gk(ui] sao 0s .autova
lores de gk(ﬁ}, onde gy (M) € um polinomio de variavel matricial [11].
g Considerando
k

g lugd = uy - 15

T = lim gk(ﬂ).

ke
Assim,

Ay < iig gy (1) =M

pela propriedade (1) e

}\1 = (ul - ]-11) = 0‘

Usando a propriedade (2),

L en -
@-1% = (T - HT LA (O

_=K _ = ”

=T - T (k=1,2,...) (6.82a)
(-8 -1, =1 - T, k=0 (6.82b)

Ap6s todas essas consideragoes, (6.77) pode ser escri

ta como,
n-1 - _ _y.N-1 TR T
Y= orowErakm) =Wl W aEsR)) -
k=0 k=0
n-1 _. _,
= ‘1[w-k(ﬁk-ﬁm) + I W k(Hk-nm)] =
k=0 k=1 |
- — — —— n-l - - — ——
= w W @) N o w Rk -




I _ n-1
= W l[w k F]1:=0 - Hm+ 5 (W 1 F]k] =
k=1 .
n-1 _
=w s e BHE -
k=0 -
Il'-l _ k _
sul o (BT -T ] (6.83)
k=0 |

1
=
@
e
[
=l
'
=)

onde u

! Como a matriz F tem auto-valores que satsifazem a con
digao Iki| <1, satisfaz 3 propriedade(11]
: FK - (@-5H"1 (6.84)
k=0 '

Assim, (6.83), quando n tende para o infinito.pode ser

escrita como

Y = o[@-uBt -1 ] -

0 o0

1

= [T - wB ! - f (T - uF) (T - uF) 1

1

= ullT } =

T.(0 - uB] (U - uFf)”

=ul{0- T, - ol (T - )] T -up) 'y =

oo

= u(lU-T_ - ull + ul] (T - u?)Fl}

= u{lT

T_] (G- w7y -

- (@-T) u(@-up) -

]

@ - ) ulu®l - B =

T -T)a0 - B =

I

= (@ -T,) (WO - (-] . (6.85)
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Portanto a eqUagéb (6.76) pode ser escrita como:
cf.@-T) (W - (- T te (6.86)

e assim o espectro de potencia do processo x(t) pode ser avalia

do de uma forma exata. Isto e,

X_(£) = V(R,-R )V 2 Re{V T (T-T,) [w0 - (T - )] 7" T, V¥ (6.87a)

[
=l
o=l

X4(8)

com'wx(f} dado por (6.33).

LV - (6.87b)

A equacao (6.87a) pode ser escrita ainda como:

X (£) = X, () + 2Re{X, ()} (6.88)
onde X, (£)  V.(®; - R . V¥, (6.89a)
X, (5 V@ - A0 - (T - T T, 7 (6.89b)

COMPORTAMENTO EM FREQUENCIA

Na secao anterior obtivemos resultados exatos para o
espectro de poténcia do sinal digital x(t}. Entretanto as expres
soes obtidas nao mostrem explicitamente o comportamento em fre
quencia do espectro de x(t). Assim, nesta SeCao nos preocupamcs
€m reescrever o0s resultados obtidos anteriormente, de modo a eXx

plicitar esse comportamento em frequencia do processo x(t).

Consideremos inicialmente a equacao (6.87b) escrita co

o .

xg(6) =[e30T, 32T I R (1.1) R,(1,2). . R (1.0) e 0T

R_(2,1) R _(2,2)...R_(Z.,n) o~ J2wT
R _(n,1) Rm(ﬁ=2)---Rm(ﬁ,n) o~ JnwT

onde w 4 2nf. Apds a multiplicagao das matrizes indicadas, pode

mos escrever Xd(f) como !

b



R (k,2)e

[ e =

It . ' s _
X,(6) = I R (k,1)el DT

ju(k-2)T
1 k '

Comoa matriz de auto-correlacao € simétrica, apds o de

senvolvimento de cada somatorio e a ordenacao dos termos, temos:

n-1

n - o .
Xg(£) = I R_(i,i) *+ I R_(i,i+1)(e®T + e7JuTy |
i=1 - i=1 '
n-2 . -
s r 0 R_(i,iv2) (320 & e7I20Ty
i=1 :
n=-{n-1) . .
ves + L R (i,i+n-1) (eJ(H_IJwT + e—J(n-l)wT)
i=1
n n-1
= . R (i,i) +2 ¢ R_{i,i+1) coswT + ...
i=1 i=1
n-{n-1)
eee * 2 L R_(i,i+n-1) cos(n-1)wT =
i=1
n-1
= I £, 1, coskwT (6.90)
k=0 k"k
onde: S 1 , se k=0
= 2 , se kzl (6.91)
n-k _
e = I R (1,i+K) | (6.92)
i=1 . -

Portanto, a forma explicita para X4 () e dada por (6.

90), isto &,
n-1 : .
Xd(f) = kEg RN coskwT (6.93)

Todas as consideracoes feitas na obtencao de (6.93) po

dem ser aplicadas a Xltf)dado por (6.89a) de modo que obtcm-se:

+...

bk



n-1

Xl(f] = 7 e, v, coskuT . (6.94)

Kk

=
il -1 9
o

~ com ey dado por (6.91) e

n-k .
= z [Ro(i,i+k) - R_(i,1i+k)] (6.95)
=1

Ao componente Xz(f), dado por (6.8%9b), nao se pode fa
zer as consideracdes feitas anteriormente ja que a matriz fz nao
possui qualquer simetria particular,além de depender do termo

J2HET
W= e n

o~

F necessario que seja efetuada a inversdo de matrizes wU-(T-T_).
o0
Este & um problema bem conhecido na teoria de fungOes matriciais

que € resolvido através da relagdo:

1

wI-F) 1 =pw)7 1 T (6.96)

-

onde F = T-T_, D(w) €& o polindmio caracteristico de Fe G €

minada de matriz conjunta de F {11l. 1sto &,

|wU - F| =

D(w) dL

[ et B

R (d0=1, dL=0) (6.97)

E Wk-l .’ (—G"
0

T =
k

=0, G,=0) (6.98)

[/ o Y

L-k L
0s coeficientes dk e as matrizes coeficientes Ek estao

relacionados através da expressao

= _ =k k-1 - —
Gk = F + le + ...+ dk—lF + de (6.99)

de modo que se o polinomio caracteristico de F & conhecido,as ma
trizes coeficientes Ek podem ser determinadas. Aplicando as con

sideracdes anteriores & matriz Tz temos :

1

= _ =T —- = - =.-1 = B
F, =T -T)WI-F T, =
=T - = -1 = —=
=€ ({0 -T)bW) " TC, =
T - Ty byt é G Wl el -
1 . - k=0 L_k - 2 -



W1
f

k=0 o

[ e N

0

[ e I
]

@ _
o 1 « L-k 2
- k=0 _ (6.100)

De (6.100) podemos escrever Xz(f) como

_ L o _ jn(k-l)wt _
i k=0 _ .
X, (£) = T
L d ejnkwT
k=1 UK
L jn(k-1)aT
v I Hy_q ¢© %
L .
jnkwT
kop CLok ©
L jn(k-1)wT
T %
kZO VH _, V¥e
= T (6.101)
I d ejnkwT
k=1 LK
H . -C(@-T)%_,T
onde H,_, = T (U - M) G _, T,. | (6.102)

Explicitando-se o produto v ﬁk—l V* em (6.101) obtém-se -

H_,(1,1) 3 7DeT

ji-2)uT |

Hk_l(l,Z) e



jli-n)wT ,

+
| e =

. (i,n) e

H
$=1 k-1

que apds o desenvolvimento de cada um dos somatdrios e rearranja

mento dos termos pode ser colecado na forma:

1 .

n -
V Hk-l V#' = -E Hk_l (i,l) + .E Hk_l{i)i*']-) eJl’.UT +
=1 i=1
n-1 .
s M (ie1,0) ¢TI0 .
” i=1
n-({n-1) e i
.+ I H, . (i,i+n-1) e j(n-1)uT
< T k-1
i=1
n-{n-1) e
+ I Hy_y(i+n-1,1) e j(n-1)uT (6.103)
i=1 |
jn(k—l)wT - ]
Multiplicando-se (6.103) por e obtem ;e.
—_— jn{k-1)wT n jn(k—l)mT
# - Lo
v Hk"l V¥ e _E Hk_l(lsl) e +
i=1
not i [n(k-1)+1]wT
+ ¥ H (i,i+1) e’ wl |
oo k-1
i=1
e j [n(k-1)-1]wT
+ ) Hk—l(i+1’l) eJ 0 ..
i=1
n-{(n-1) ) _
vee + T Hk_l(]-_,i_,,n_ljej[n(k—l)m__l]w'r+
i=1 | ‘
n-(n-1) . . '
+ z Hk_l(i+n_1,i)e:’[n(k 1)(“ IJ]UJT.
i=1

(6.104)

Substituindo-se (6.104) em (6.101) e apos alguns rear

ranjamentos, obtém-se:
nb-1

5 " ejsz
ety s
X, (£) = S'L(" 1) | (6.105)
. jkan
kzl dL-k e



onde s=n(k-1)+p, (k=0,1,...,L e p=0,1,...,n-1).

Tomando-se a parte real de (6.105) multiplicada por 2

(equacdo (6.39a)) e apds alguma dlgebra obtém-se:

n(L+1)-1 _
L €y Nk coskwT
- _ k=0 :
2R [, (£)] = T (6.106)
L g, D, cosnkwT
k=0 & K
onde 50=1, ak=2 (k21) e
- ﬂ L_ |
Mk~ Npran T hEO lan Phrq)mep * Yi-(heq) Ppp-p)
| (6.107a)
A L-q
Dy =D, = hED dy - dL_(n+q) (6.107b)

com p=0,1,...,n-1 ¢ q¥0,1,...,L.

Assim temos finalmente X (f) explicito em termos de fre
: c £

quencia dado por:

n(L+1)-1 _
, -1 kzd e Ny goska
Xc(f) = I ekvk'coskwT + e
k=0 ° L

, E €y Dy cosnkuwT

k=0.

(6.108)

Para finalizar precisamos explicitar a forma como o0s
coeficientes n. em (6.105) sao calculados. Na realidade , esses
coeficientes sdo obtidos em cada um dos somatorios de (6.104)
quando k varia de 0 a L. Entretanto, observemos que para cada k,
em (6.102) obtém-se uma matriz coeficiente Ek diferente, o qué
implica num grande trabalho de calculo para obter-se os coeficien

tes IIS -

Entretanto, existe um método, atribuido a Faddeev, que
permite calcular simultaneamente os coeficientes d, do polinomio
caracteristico e as matrizes coeficientes Ek' As relacoes sao as

seguintes:
d

l/k.trago[?.ﬁk_ ] (6.109a)

k 1

Gk = F Gk-l + dk u - (k=1, 2,...,L) (6.109b)



—

com condigdes iniciais d0=1' e G,=U.
Para cada Ek calculado podemos efetuar o produto de ma

trizes. _
7 & #F
Hk : C

(U-T,) 6 _4qC (k=0.1,....1-1)  (6.110)

e assim obtéem-se

n-p
L Hk(1+psi) +
i=1 i

e

n Hk+1(i,i+n—p) (6-111)

g
-

s np+kn -

onde p=0,1,...,n-1 , k=1,0,1,0,....L-1 e

s

H, =H =70 (6.112)

No trabalho de ‘Cariolaro foi feita a seguinte sugestao
para a implementacao de um programa, para computador digital,que
calcule o espectro de poténcia de codigos de bloco (n.k):

1) A partir da funcao de saida do codificador determi
ne as submatrizes Ku (u=1,...,K).

2) A partlr da fung@o transigdo de estado do codifica

dor determine as submatrizes Eu‘
3) Calcule as probabilidades dos vetores de informagao

4) Calcule a matriz transigao de estado T.
- _

5) Calcule o auto-vetor p = [p1 p2"'PL]T das probabi
lidades absolutas dos estados do codificador, as ma

—— —COY

trizes 1'[00 e D .

6) Calcule as matrizes C, e C,.

7) Calcule R
8) Calcule os coeficientes dk e as matrizes coeficien
tes Ek‘

9) Calcule os coeficlentes n_



CAPITULO 7

0 PROGRAMA E RESULTADOS
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1 - GENERALIZACAO DO METODO DE CARIOLARO

Analisando-se os passos a serem seguidos para a implemen
tacao do programa para computador digital sugeridos no trabalho de
Cariolaro (secdo 6.6) observamos que eles sao apropriados apenas

para os codigos de bloco nao lineares, ja que nao existem leis ma

tematicas que possam caracterizar, para qualquer codigo de bloco nac
linear, a fungac de saida h, e a fungao transicao de estado g,asso
ciadas ao codificador. Assim, no programa sugerido os passos (1) e
(2) devem ser seguidos de modo que as submatrizes Ku e Eu (u=1,2,.

...K) sejam fornecidas como dados de entrada [2].

Estamos interessados em estender o método proposto por
Cariolaro aos codigos lineares (Bloco e Convolucionais). Para isso,

revisemos as hipOteses assumidas em [2]:

(1) 0 codificador possa ser modelado por uma maquina se
quencial de estado finito segundo o modelo de Mealy.

(2) A.sequencia constituida pelos vetores de informacao
{Ek}(-w‘<k < +=»), seja estacionaria no sentido fraco.

(3) 0s vetores de informagao b, sejam estatisticamente in

dependentes.

Observemos que as hipoteses (2) e (3) nao impﬁem e nem im

plicam em qualquer restrigao ao tipo de codigo utilizado. Entretan

to, a hipotese (1) impoe que o codificador possa ser modelado se

gundo uma maquina de Meatly.

Como vimos no Capitulo 5, o codificador para codigos con
volucionais pode ser posto de modo a satisfazer o modelo de Mealy
e esse & realmente o modelo utilizado, ja que economiza um conjun
to de k, elementos de memoria [9). E ainda mais, o codificador pa
ra cédigos convolucionais & uma maquina sequencial de estado fini
to LINEAR, o que garante funcdes de saida e transigao de estado bem
estruturadas (veja Cap. 3 , segao 3.5). Esse fato evita que as sub
-matrizes Ku e Eu sejam fornecidas como dados de entrada. Assim,pa
ra os codigos convolucionais, as hipoteses (1), (2) e (3} sao sa
tisfeitas.

Em se tratando de cddigos de bloco lineares (veja Cap.4,

secdo 4.4), o codificador (Shift-Register multiplicador de polino

mios) apesar de ser uma maquina sequencial linear nao satisfaz ao

modelo de Mealy, ja que os vetores de informacao sd0 processados

-

k



em série. Assim, precisamos obter um codificador para codigos de
bloco lineares que opere na forma paralela. Esse codificador na for

ma paralela foi obtido da seguinte forma:

Através da associacdo entre os resultades da Teoria da
Codificacao e a Teoria de Sistemas Lineares Discretos (ver seééo
5.4), mostramos que a matriz. de transferencia do codificador para
um codigo convolucional é dada pela equagao (5.18) e repetida aqui

como (7.1).

G(D) = GL + D ¢l + ...+ D¢ G$

0 ] (7.1)

Mas os c¢Odigos de bloco lineares sao um caso particular
dos codigos convolucionais em que m=l. Assim, obtivemos a matriz
de transferéncia do codificador de um cGdigo de bloco linear na for

paralela dada pela expressao (5.20) e repetida aqui como (7.2).

T(D) = Gg - Gt ' (7.2)

0 codificador na forma paralela para os codigas de bloco
lineares esta esquematizado na Fig. 5.5. Portanto as hipoteses (1),
(2) e (3) também s@o satisfeitas para os codigos de bloco lineares.

Finalizando essa secdo, observemos que as equagoes obti
das no cap. 6 para o calculo dos componentes continuo e discreto do
sinal digital codificado dependem direta ou indiretamente das sub-

-matrizes Ku e Eu' Assim, nossa programagao foi estruturada de acor

do com a Fig. 7.1.

r : CODIGOS DE BLOCO CODIGOS DE BLOCO NAQ
m%ﬁs—?gﬁ‘%”gigws' LINEARES: | LINEARES: MATRIZES A
MATRIZEE AeE CONSTRUGAO DAS e E FORNECIDAS COMO

© MATRIZES A e E DADDS DE_ENTRADA

CALCULOS E GRAFICOS DE:
Xc(f). X(9). wc('fJ/T

Fig. 7.1 - Estrutura da programagao

[}



12 - CONSTRUCAO DAS MATRIZES A e E PARA CODIGOS CONVOLUCIONAIS

O programa implementado para construgdo das matrizes A e
E para codigos convolucionais tem como base as equagoes constituin
tes do codificador (Cap. 3, secao 3.10) que sao fornecidas como da
dos de entrada e para obte-las o0s passos a serem seguidos sdao 0s
descritos na secgac 5.4, Cap. 5. Em resumo, o procedimento para uso
do programa que determina os componentes continuo e discreto do es
pectro de poténcia de um sinal digital codificado por codigo .conve

lucional & o seguinte:

- (1) - Obter a matriz geradora G com as propriedades cor

retoras desejadas.

(2) - A partir de G esquematizar o circuito do codifica
dor de acordo com a Fig. 5.3 ou 5.4 (se o codigo
for sistematico). '

(3) - A partir do codificador cobtide em (2) obter as suas
matrizes constituintes como descrito na segao 5.4.

{4) - Fornecer como dados de entrada:

4.1 - Probabilidade de ocorrer "1" no sinal a ser

codificado.

4.2 - Numero de memorias do codificador obtido enm
(2).

4.3 - Os valores de ng e kO para o codigo wutiliza
do.

4.4 - As matrizes constituintes obtidas em (3).

"3 - CONSTRUCAQ DAS MATRIZES A ¢ E PARA CODIGOS DE BLOCO LINEARES

Para a construcao das matrizes A e E de cddigos lineares.,
utilizamos a equacac (7.2) e o fato de que o codificador, na forma
paralela, para os codigos de bloco lineares & uma maquina sequen
cial linear de dimensdo 0 (zero). Em resumo, o procedimento para
uso do programa que determina os componentes continuo e discreto do
espectro de potencia do sinal digital codificado por codigos de blo
co lineares & como se segue:

(1) - Obter polindmio gerador do cddigo desejado.

(2) - A partir de g(X}, obtido em (1), obter matriz gera

dora G de acordo com a equagio (4.4).

b



(3) - A partir de G, obtida em (2), escrever G
(4) - Forneéer como dados de entrada:

4.1 - Probabilidade de ocorrer "1" no sinal-a ser
codificado.

4.2 - Os valores de n e k para o codigo wutilizado.

4.3 - Matriz G' obtida em (3).

J4 - CONSTRUCKQ DAS MATRIZES A e E PARA CODIGOS DE BLOCO NAO LINEARES

Como ja dissemos anteriormente, os codigos de bloco nao
lineares ndo possuem uma estrutura matemdtica que permita umacarac
terizacdao generica das fungﬁes transicao de estado ¢ de saida da
maquina sequencial associada ao codificador. Por isso, para cada
codigo, elas devem ser construidas e fornecidas como dados de en
trada. Para obter as matrizes A e E e utilizar o programa que de
termina os componentes continuo e discreto de um sinal digital «co
dificado por codigo de bloco nao linear os passos a serem seguildos

sao 0s seguintes:

(1) - Obter o modelo da maquina sequencial de estado {fi

nito associado ao codificador.

(2) - Obter os alfabetos* correspondentes a cada estado

da maquina obtida em (1).

(3) - A partir dos alfabetos obtidos em (2) escrever as
sub-matrizes Ku obedecendo sua definigao dada pela
equacgio (6.2). ' '

(4) - A partir do diagrama de estado obtido em (1) e de
acordo com as equacbes (6.5) e (6.6) obter as sub-

-matrizes E_.
- u
(5) - Fornecer como dados de entrada:

5.1 - Probabilidade de ocorrer "1 no sinal a ser

codificado.

5.2 - Os valores de n e k para o codigo wutilizado
e o numero de estados associados ao codifica

dor.

{(*) Alfabeto & o conjunto das palavras-cOdigo associadas aos veto

res de informacdo para o codificador num mesmo estado.




5.3 - As sub-matrizes A e Eu obtidas em (3) e (4).
'Nos apeéndices A, B e C apresentamos um resumo das carac

teristicas dos programas e sub-programas utilizados na programagao,

como também seus fluxogramas e listagens.

CODIGQDS UTTLIZADOS PARA TESTAR A PROGRAMACAO QUE DETERMINA Xc(f) E Xd(f]

Na literatura existem cddigos cujas densidades espectrails
de poténcia ja sao bem conhecidas. Assim, usamos esses codigos para
testar a nossa programagao. Utilizamos dois codigos, o codigo de.
Franaszek ou cddigo Ms-43 [2,3] e o cddigo 3B-4B [5].

7.5.1 - CODIGO DE FRANASZEK QU MS-43

0 codigo MS-43, como o 3B-4B, pertence a uma classe de co
digos de bloco nao lineares denominados de "CODIGOS CONTADORES".
Para esses codigos, a fungido transigdo de estado g & dada por:
(7.3)

Sp+1 ~ S Y. YT .

e

a, - <a,>
1 k k=

onde: s e o estado atual.

n & o comprimento do codigo.

-

y & a caracteristica da palavra-codigo transmitida quan

do o codificador se encontra no estado Sn'

a), Tepresenta os digitos utilizados na palavra-cédigo
transmitida quando o codificador se encontra no esta

S .

do n

<a,> & a média dos digitos sobre todas as palavras- codigo
do cédigo utilizado. E obtida somando-se os digitos
de todas as palavras-cddigo e dividindo essa soma pe
lo nimero total de digitos.

Para o cddigo MS-43,0 modelo da maquina sequencial de es
tado finito associado ao codificador estd representado na Fig.7.2 [3].



Utilizando a funcdo de saida do codificador caracterizada pela ta
bela I de [2} juntamente com as sub-matrizes Eu e Eu dadas na tabe
1a II de [2], obtivemos o resultado mostrado na Fig. 7.3 para
prob(l) = 0,5. Para esse codigo sO existem palavras-codigo com ca
racteristica -3, -2, -1, 0, 1, 0,1, 2 e 3 e <a > = 0.Como <a,>=

= 0, significa que o codigo apresenta nivel DC nulo.

Fig. 7.2 - Diagrama de estado para o codificador do cddige de Franaszek

Xe(f) &
R 5-0-

4.0

- 301

T T T T T T T i

00 o 02 03 04 05 06 07 o8 09 10 T

Fig.7.3 - Componente continuo, normalizado, do espectro de poténcia do codigo

de Franaszek para prob(1) = 0.5.




7.5.2 - CODIGO 3B-4B (TELETTRA) PROPOSTO PARA TRANSMISSAO EM FIBRA

61ica [5]

0 diagrama de estado para o codificador esta

representa

do na Fig. 7.4.A fungdo de saida para o codificador é dada pela ta

bela 7.1. Para esse codigo <a > = 0,5.

3B-4B da TELETTRA

" Para esse codigo,

0101] 100 1]
AL = > Ay T

0101 1001

0111 1011
Ag = R T

001 0] 0001

Enquantb que &s

u 8 %ig 7 his;,8y)
Zu
Sl=-1/2 SZ=1/2
1 0000101 60101
2 0 01 1 001 1001
3 |lo10|1110 | 0100
4 011 1101 1000
5 100 0111 0010
6 101 1011 0001
7 110 6110 0110
8 111 1010 10160
Tabela 7.1
'Fungao de saida para o codigo

sub-matrizes Eu

;A

=

3

Fig.

1110

0100

011090

0110

5ao0:

as sub-matrizes Ku sao:

7.4
Diagrama de estado para o
ficador do codigo 3B-43B

=]

=

=

|

codi




Temos também n=4, k=3 e o nGmero de estados igual a 2.Com
esses dados de entrada e para prob(l) = 0,5 obtivemos os resulta

dos mostrados nas Figs. 7.5a e 7.5b.

O0s resultados obtidos para os dois codigos - teste estdo
de acordo com aqueles obtidos em [2,3] para o MS-43 e em [5] para
o 3B-4B. Para o codigo 3B-4B temos como nova informagao seu compo
nente discreto que nao & apresentado em [5]. 0 componente discreto
do codigo MS-43 & nulo para prob(l) = 0,5 [2]. 0s resultados obti
dos nos asseguram o bom funcionamento do corpo principal do progra
ma (ver Fig. 7.1) que consiste de uma sub-rotina identificada por

SUBROTINE SPECTR (ver apendices).

Xelf)
2.5 1

204

A |

Fig. 7.5a - Componente continuo,normalizade, do espectro
' de poténcia do cddigo 3B-4B proposto em [5]

para prob(l) = 0,5.



Xdif)}
4.0

4.0

3.0-

1.04

0.0 04 02 03 0.4 05 0.6 07 0.8 09 10 T

Fig. 5.7b - Componente discreto, normalizado, do espectro de poten
cia do codigo 3B-4B proposto em [5] para prob(1) = 0,5
As raias estdo localizadas nas frequencias m/4 , m=0,1,
2.,..,.

- ALGUNS NOVOS RESULTADOS

0 codigo 3B-4B apresentado na secgao 7.5 foi sugerido em
{5}, dentre um conjunto de outros cddigos, como sendo o que apresen
ta melhores caracteristicas para transmissdo por fibra otica.Entre
tanto, num trabalho que vem sendo realizado aqui na UNICAMP e que
trata da capacidade dos codigos em recobrarem o sincronismo. visan
do a monitoragao da taxa de erros no sistema, mostrou-se que esse
codigo apresenta alguns problemas a esse respeito em algumas situa
coes. Assim, foram propostos dois novos codigos 3B-4B por nos deno
minados de 3B-4B* e 3B-4B**. Esses novos c0digos sugeridos apresen
tam uma boa capacidade de recobrar o sincronismo. Entretanto , nao
se sabia se suas propriedades espectrais satisfaziam as exigencias
para transmissdo por fibra Otica [5]. Assim, através do nosso tra
baiho foi possivel observar suas propriedades espectrais além de
procurarmos verificar a sensibilidade dessas propricdades as varia

coes da estatistica do sinal a ser codificado.



7.6.1 - CODIGO 3B-4B*

Para esse codigo, o diagrama de estado associado ao codi
ficador € o mesmo da Fig. 7.4. Entretanto, a tabela que caracterl
za a funcdo de saida do codificador & dada na tabela 7.2.

u 8 iy = Bls;.8y) u 8 %jy = his;.By)
Zu Zu
51=-1/2 52=1/2 sl=-1/2 sz=1/2
1 DOO 0101 0101 1 000 0 011 0011
2 001 1100 1100 2z 0 01 0101 01 01
3 010 1110 0100 3 010 10901 1 001
4 011 1101 1000 4 011 011¢0 60110
5 100 0111 001090 5 1 00 1010|1010
6 101 1011 0001 6 101 1100 1100
7 110 0011 0011 7 110 1101 001090
8 111 1010 1010 8 111 1011 01060
Tabela 7.2 Tabela 7.3
Funcio de saida para o codifica Fungao de salida para o codifica
dor do codigo 3B-4B* dor do codigo 3B-4B**
As sub-matrizes Ku sdo dadas por:
(010 1] (1100] (111 0] (11 0 1]
R‘l = 3 Kz = : KS = N Kq- =
_U 101 _l 160 0_ 01090 0- 1 000
0111 _ 1011 _ 0011 .1 610
AS = : AG = : I? = ; ]][8 =
[0 01 0] (000 1] Loo1 1] (101 0]

As sub-matrizes E, 530 as mesmas do c6digo 3B-4B original.

Nas Figs. 7.6a e 7.6b estao representados os componentes
continuo e discreto, normalizados,para p(1)=0,5, p(1) = 0,25 e p(1)}=0,75 ,
enquanto que na Fig. 7.6¢ estd representado o espectro de poténcia

do codigo considerando que os pulsos transmitidos sao retangularcs,



com um fator de ocupagao de 100% para o mesmo conjunto de probabi

lidade. Isto €,

. . 2
W e /1= e x () (7.4)
xeth)h ‘ n -
2.54
2.0

0.0 04 02 03 0.4 05 0.6 0.7 08 09 1.0 FT

Fig. 7.6a - Componente continuo do espectro de potencia do codigo

| xdtn
50‘ 3B-4B*. a)Prob(1)=0,5 b)Prob{1)=0,25 c)Prob(1)=0,75

4.0

2.0

T T : ’ T T - T T LI T T T
Qo 01 Q.2 0.3 0.9 05 0.6 0.7 a.s : 9 . 1
Fig. 7.6b - Componente discreto do espectro de potenciua ﬂb codié% Al

3iB-4B*. a)Prob(1)=0,5 b)Prob(1)=0,25 ¢)Prob(1}=0,75
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0.1

T 1 1 T 1 t i T

1
0.0 0. 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 c.8 0.9

Fig. 7.6c - Componente continuo , normalizado, do espectro de p

i et
1.0 fT

oten

cia .do cddigo 3B-4B* para pulsos retangulares com fator

de ocupacdo de 100%. a)Prob(1) = 0,5 b)Prob(l) =
¢)Prob(1l) = 0,75

7.6.2 - CODIGQ 3B-4B**

Para esse codigo, a fungdo de saida do codificador &
racterizada pela tabela 7.3, enquanto due o diagrama de estado
ainda dado pela Fig. 7.4. As sub-matrizes Ku sao dadas por:

"0 01 1] 01 0 1] '1001] 01
K: ;_A_z ;j_l::: ;K:
1 loo11] 2 lo1o0 1] 5 lioo1 4 Lo
 Jro1o0] _ [Jrioo] _ r1101] . (10
A: ;A: . ‘A: : =
5 1101 0] 6 L1110 o] 7 Loo1o 8 Lo1

As sub-matrizes Eu sao dadas por:

3 o B B . [10] . . [01]
E. =E. =F, =E, =E, = = - E. = =
1 2 U3 4 5 § 0 1 7 8 10

0,25

|




Nas Figs, 7.7a e 7,7b estao representados os componentes continuo e
discreto, normalizados, para o espectro de poténcia do cédigo 3B-4B** para Prob
(1) no sinal a ser codificado de 0,5, 0,25 e 0,75. Na Fig. 7.7c esta represen

tado Wc(f) /T (eq.7.4) para o mesmo cenjunto de probasbilidades.
Xelf) : .
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Flg 7.7a - Componente continuo, normalizado. do espectro de potencia do codigo
3B-4B**, a)Prob(l) = 0,5 b)Prob(l) 0,25 <¢)}Prob(1) = 0,75.
 Xd(h)}

504

0.0 o4 02 0.3 04 ‘?;'5

Fig.7.7b - nente discreto, normalizado, do espectro de poténcia do cddigo
B 3Bmﬁ§**, a)Prob(l) = 0,5 b)Prob(1) = 0,25 <¢)Prob{l) = 0.75




@deT“ - | ' £

© Fig. 7.7c - Componente continuo, normalizado, do espectro de poten
cia do coédigo 3B-4B** para pulsos retangulares com fa
tor de ocupacao de 100%.
'a) Prob(1) = 0,5 b) Prob(1) = 0,25 “c)Prob(I) = 0,75
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QUTROS RESULTADOS

7.7.1 - CODIGO 5B-6B

0 cddigo 5B-6B & um outro codigo prOpostoem[5]¥mratran§
missao por fibra Otica. Ha um certo interesse na utilizacgao desse
codigo pelo fato dele proporcionar uma economia de faixa de trans
missdo; enquanto codigos como 0s 38-4B exigem 1,33 vezes a faixa
do sinal a ser codificado, o c8digo 5B-6B exige 1,2.0 que represen
ta uma economia de 13% em faixa para um mesmo sinal a ser codifica
do. Alem desse fato bastante significativo, parece nac haver muita
diferenta na dificuldade de implementagao do codificador, decodifi
cador e repetidores para €sSe€S c6digos. Assim, procuramos verificar
qual o comportamento das suas propriedades espectrais as variagoes

da estatistica do sinal a ser codificado.

Devido aoc numero elevado das sub-matrizes Ku e Eu deixa
mos de apresentd-las aqui. O diagrama de estado associado ao codi
ficador & o mesmo da Fig. 7.4. A tabela que caracteriza a func¢ao
de safda para esse codigo esta apresentada em i5]. Nas Figs.7.8a e
7.8b estdo os componentes continuo e discreto, normalizados, para
prob(1l) no sinal a ser codificado de 0,5, 0,25 e 0,75. Na Fig.7.8c
esta representado wc(f)/T dado pela eq. {7.4) para o mesmo conjun

| to de probabilidades.

B

00 04 02 03 . 04 05 0.6 07.. 08 0.9 .0 £T

Fig. 7.8a - Componente continuo.normalizado,do espectro de potencia do codigo
5B-6B. a)Prob(1)=0,5 ©b)Prob(1)=0,25 c}Prob(1)=0,75

L3 3
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Fig.7.8b - Componente discreto, normalizado, do espectro de poténcia do - codigo
5B-6B. a} Prob(l) = 0,5 b) Prob(1) = 0,25 c) Prob(1) = 0,75
As raias estao situadas as frequencias m/6 , m=0,1,2,.... .
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wel /7 4
_ | .
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'
0.31 ;;f\‘\_
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60 o1 02 03 04 05 08 07 08 09  40fT
Fig.7.8c - Componente continuo, normalizado, do espectro de poténcia do codigo -
’ 5B-6B para pulsos retangulares com fator de ocupacao de 100%.

a) Prob(1l) = 0,5 b) Prob(1l) =.0,25 c) Prob(l) = 0,75




7.7.2 - CODIGO DE PETROVIC

Un outro cédigo para transmissao por fibra dtica foi pro
posto em [6]. A fungdo de saida para o codificador desse -COdigo €

especificada da seguinte forma:

-

1" & codificado por "11" e "00" alternadamente.

codificado por "10" apds a transmissao de '11" ou

29

||0'!
"01" e por "01" apés a transmissao de "00" ou "10".

A expressio para o componente continuo do espectro de po

téncia do cddigo para pulsos retangulares com fator de ocupacao de
100% & dada por [6}:

’ 2
Wc(f) = T/4 [_Eﬁﬂiéizl] % 1 + 1/3cosx - cos2x - 2/3cos3x +

(cosdx + 2cos5x) (2 + cos2x) + (sendx + 2sen5x) senZx
+1/3 5 5
_ (2 + cosZx)” + sen 2Xx
(7.5)

onde x=2IfT e a expressao (7.5) & valida para probabilidade de 1 no

~ sinal a ser codificado de 0,5.

Muitas ditividas tem sido levantadas com relagaoc ao espectro
do sinal codificado por esse codigo. NOs, em particular.achamos que
os rTesultados obtidos em [6] nao sdo de todo verdadeiros. A justifi
cativa para essa afirmagdo & que para obter a equagao (7.5) o autor
usou o resultado obtido por Bennett que, como vimos no Cap. 6, € um
caso particular do resultado obtido por Cariolaro para n=l. Assim ,
procuramos obter o espectro de poténcia desse codigo usando o método
de Cariolare, no qual se baseia nossa programagéo. E mais ainda, es
tavamos interessados em obter a expressaoc exata para Wc(f) para po

dermos comparar com a equagao {(7.5).

0 primeiro passo entao foi obter um modelo de maquina se
quencial que implementasse a fungzo de saida do codigo.Inicialmente,
conseguimos um modelo com seis estados que em termos computacionais
solucionava o nosso problema mas em termos de obter analiticamente
Wc(f) era impraticavel sob o ponto de vista da quantidadede algebra
envolvida no problema. Posteriormente, nos foi sugerido o modcelo que

esta respresentado na Fig. 7.9a, que facilitou a quantidade de alge



bra envolvida no problema e nos permitiu obter a expressao exata pa
ra o compomnente contimuo do espectro do codigo, utilizando o método
de Cariolaro. A funcao de saida para o codigo pode entao ser carac

terizada pela tabela 7.4.

1/11

(a) (b)

Fig. 7.9 - Modelos de maquinas sequenciais. a) Para o codificador
do cddigo de Petrovic. b) Para o codificador do codigo

de Petrovic modificado.

u | a %ig his;.8,) u | a ajy - his 8y,
—u ~u

sy | Sy | s3] 84 s 18, | S35 | 54

1 0 10 01 01 10 1 0 01 10 10 01

1 11 11| 00 00 2 1 11 11 gy 00

Tabela 7.4 Tabela 7.5
Funcao de saida para o codi Fungao de salda para o codi
ficador do cddido de Petrovic ficador do cdédigo de Petrovic
modificado

As sub-matrizes Ku e Eu-para o codigo puderam entao ser de

terminadas como:

10 11 0100 0 0
A, - o1 . K, - 11 . 5 - 1000] . E, - 0 0
01 0001 0 0
10 0010 0 0



Seguindo os passos da resolugio do metodo de Cariolaro e
para prob.(1) = 1/Z, obtivemos:

p=1/6 (1,2,2,1)

21
— 21l _ 0123 —
1 2 200 4 01
» 11 _ ’E 2w 36wrll  24wi+12w
R = 1/4 . T, = . , , :
1 11 72w (4w +dwtl) L-24w +0 48w +24w
_ 1 o]
T, = 1/4
1 101
onde: w = ejzmT
Assim,
_1 :
() = v il T, |V - 1/2.
1 1 -2
: v
-1 ’
2 _ v
2R [Xz(f)] = 2R, [v v°] T, [_2] ‘ =
_ vV
.- 1/6 58-0c0swT+102C0s26T+24c0s 3uT+48cos4uT+12cos 5wl +8cos6uT ]
33+40cos2uwT+8cosdwT ‘
onde: v = ejuw.

Portanto,

58-9cos uT+102cos 2 ul+24cos3uT+48cos4 uT+12cos Sull+8cos6ul ]

X (£) =1/241 - 1/3[
c 33+40cos2wT+8cos4 ol

{(7.6)

Considerando-se pulsos retangulares com fator de ocupagao
de 100%, temos: '



W.(£) =T/4[5

wT 33+40cos2wT+8cosduT
(7.7)
0 componente discreto € dado por:
-1 _
215 |V |
Xq(£) = lv v7] R, [ _zi]= 1/2 (1 + cosuT) (7.8)
v

Finalmente, temos para um pulso s{t) qualquer:

W(E)= IS(fj|2 1-1/3 [’58—9cosﬁT+102c052wT+24cos3mT+48cos4mT+12c035mT+8cqsﬁwT
' 4T 33+40cos2wT+8cos4uwT

+oo

(1 + coseT) 3 . s(f - k/2T) (7.9)

2T k==

e esta ¢ a expressao exata para a densidade espectral de poténcia do
sinal digital codificado pelo cbdigo de Petrovic. '

com o fim de melhor compararmos os resultados obtidos pe

~los dois métodos, escreveremos a equacao (7.5) na forma:

~ .
Wc(f)=T/4 EEELELQL_ 1 + 1/3cosx - cos2x -2/3cos3x +
| x/2
+ 1/3 cos2x + 2cos3x + 2cosd4x + 4cos5Xx . (7.10)
B 5 + 4cos2x

‘ Na Fig. 7.10 estido representados os graficos de Wc(f) da
dos pelas equagdes (7.7) e (7.10) em fungao da frequencia normaliza

da £T,, T, sendo o periodo de simbolos no sinal a ser codificado e

relacionado com T através da expressao:

T=k/nT, | (7.11)

onde n e k sdo os parametros do codigo (n,k). Como podemos observar,

os graficos se superpoem e assim pode-se concluir que, nesse Caso

en(wT/%ﬂz 1-1/3 [58—9c09mT+1OZcosZwT+24c053mT+48cos4mT+12c055wT+80056mT

J

em termos de resultados, os métodos de Cariolaro e de Bennett sdo e

~quivalentes. Entretanto, como pode-se verificar em [1] ,as suposigoes

£k
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Fig. 7.10 - Graficos de Wc(f] em fungao da frequéencia normalizada
fTO' a) Resultado original '
b) Novo resultado

?.7.3 - CODIGO DE PETROVIC MODIFICADO

Nas pesquisas que veem sendo realizadas na TELEBRAS, com
o fim de implementar um sistema de comunicagdes do tipo PCM para
transmissdo por fibra Stica, um dos cddigos que tem recebido aten
¢do, devido a simplicidade de implementagao do codificador e deco
dificador [6), é o codigo de Petrovic. Entretanto, numa tentativa
de melhorar as propriedades espectrais do codigo com respeito ao
seu conteldo ‘espectral nas baixas frequéncias, visande minimizar
a interferencia de intersimbolos devido a supressao de componentes
de baixa frequéncia durante a transmissao, foi proposta a seguinte
modificagao:

“0" & transmitido por "01' apés a transmissdo de "11" ou

"10' e & transmitido por 10" ap0s a transmissao de "00"

ou "01".

'Y



Na Fig. 7.11 estdo representados os sinais digitais codi
ficados correspondentes a uma mesma sequéencia de informacdo. A pri
meira vista, nos parece que a modificagdo proposta suprime bastan
te os componentes de baixa frequéncia, além de melhorar a extragao

do relégio, ji que o nimero de transigoes & aumentado consideravel

mente.

a)

(b)

(c)

Fig. 7.11 - Sinais digitails codificados, a) Sequéncia a ser codifi
cada. b) Sequéncia codificada utilizando o codigo de
Petrovic original. c) Sequéncia codificada wutilizando

o codigo de Petrovic modificado.

0 diagrama de estado correspondente ao novo cddigo esta
representado na Fig. 7.9b e a fungdo de salda do codificador esta
caracterizada pela tabela 7.5. Como podemos observar, apenas a sub
-matriz Kl sofreu alteragbes com as mudangas introduzidas, passan

do a ser dada por:

(-
Lo S S R
o D K

Repetindo a mesma sequencia de calculos efetuada anterior

mente obtivemos:

00 1 0 1. ¢ 0 O 1 1 1 0 1 0
, :

ii
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X (£) = 1/2 1_1/3l:58+2ZcosmT+102c052wT—3c053wT+48cos4wT+4cosSmT+8cos6wT+4cos7wT
< 23+40cos2wT+8cosdwT
(7.12})
Xd(f) =1/2 {1 + coswT) (7.13)
e assim,

W(E)= [S(f)l2 1_1x3[%8+2Zcosz+1O2cosZwT-3cosSmT+48cos4mT+4cos5wT+8c056mT+4cos7wT] +
' 33+40cos2wT+8cosdwT

4o
, (1 + cosul) T 8(f -k/2T); . (7.14)

2T k=-

Na Fig. 7.12 estao representados os componentes continuocs
normalizados para os dois codigos. Como podemos observar, os compo
mentes de baixa frequéncia sao fortemente suprimidos com © novo co
digo. Entretanto, o comportamente em torno da frequenciade Nyquist

permaneceu o mesmo para os dois cddigos.

Kel f) |
2.5

00 o4 02 03 da Y 06 o7 08 09 10 fT
Fig.7.12 - Xc(f) normalizado. a) Codigo de Petrovic original.
b) Cédigo de Petrovic modificado.




|8 - COMPARACAO ENTRE CODIGOS

Uma outra caracteristica da nossa programagao & que Se
pode determinar, a partir dos dados de saida e com o uso das equa
cGes (6.93), (6.94) e (6.106), expressbes aproximadas para X_(£)
e Xd(f), e portanto para Wc(f). A precis3o dessas expressdes esta
relacionada com a precisao das probabilidades dos vetores de infor
magdo e com a precisdo da solugdo do sistema de equagodes (6.53).Pa
ra alguns codigos, chegamos a obter resultados exatos nara prob(1)=0,5.

Quando se deseja comparar as propriedades espectrais de
cddigos diferentes, os graficos de Xc(f), normalizado nao sao os
nais eficientes, a nao ser -que os cddigos a serem comparados te
nham a mesma taxa de informacdo k/n. Assim, com o fim de compafarmos codi
gos com taxas de informacao diferentes, obtivemos as expressoces de
Xc(f) a partir dos dados de saida da nossa programagao e implemen
tamos um programa para plotar os graficos de Wc(f) para os diferen

tes codigos.

Inicialmente, faremos uma comparacgac entre ©S codigos 3B
-4B. Como eles possuem a mesma taxa, usaremos O0S graficos de Xc(f)

normalizado para a comparagao.

- 7.8.1 - CODIGOS 3B-4B

'Na Fig. 7.13 estdo representados os componentes conti
nuos, normalizados, dos espectros de poténcia dos codigos 3B-48 ,
3B-4B* e 3B-4B**. Como podemos observar, nas bailxas frequencias o
c6digo que apresenta melhores caracteristicas para transmissao por
fibra otica & o c6édigo 3B-4B**. Entretanto, em torno da frequencia
de Nyquist o codigo 3B-4B** perde em desempenho para oS codigos
3B-4B e 3B-4B* que, nessa frequéncia, apresentam maximos absolutos.
Assim, num sistema de transmissao em que nao seja necessario equa
lizagdo, o codigo 3B-4B** deve ser o preferido [5]. Entretanto. se
for utilizado equalizagdo, o cddigo 3B-4B* serd o preferido,ja que

o 3B-4B original apresenta problemas de sincronismo.

bk
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Fig. 7.13 - Componente continuo, normalizado, para os codigos
a) 3B-4B b) 3B-4B* c) 3B-4B**
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Fig.7.14 - Componente continuo Wc(f) em fungao da frequencia norma
lizada fT, para pulsos retangulares com fator de ocupa
cao de 100% dos cddigos: a) 3B-4B** b) 5B-6B ¢) Pe

.trovic modificado.



Como podemos observar pela Fig. 7.14.& o codigo de Petro
vic modificado que apresenta melhor desempenho nas baixas frequég
cias, de modo que se nao houver problemas de economia de faixa de
transmissao, sera esse o codigo escolhido. Entretanto , se houver
necessidade de equalizagao e economia de faixa, o codigo 5B-6B se
rd o preferido, supondo-se que as dificuldades de implementagao do

codificador e decodificador sejam as mesmas para os codigos 3B-4B**

e 5B-6B.

-

ESPECTRO DE UM CODIGO CONVOLUCTONAL

_ 0 cddigo convolucional do exemplo 7 (Cap.6) esta na for
ma sistemidtica. Naquele exemplo, utilizames o codificador do'(m—l)no
estdagios para obtermos as matrizes constituintes do codificador.Se
utilizarmos como codificador o modelo de (m-l)(no-ko) estagios, va
lido apenas para codigos sistematicos , obteremos como matrizes

constituintes do codificador,

"0 07 -1 1 07
K =| " 'B =

L.]._ 0_ -1 0 1-

[0 0] " [100]
T = 00 , T - 010

¢ 0 0 01

L0 1] |1 1 1]

Nesse caso, o numero de memdrias do codificador € 2. Nas
Figs. 7.15a, 7.15b estaoc representados os componentes continuo e
discretos, normalizados, para prob.(1) = 0,5. Na “Fig. 7/15c  esta
representado o componente continuo, normalizadoe, para pulsos retan
gulares com fator de ocupagao de 100% e prob(l) = 0,5. Observemos
pela Fig. 7.15a que o codificador para esse codigo convolucional se

comporta como uma fonte de ruido branco.

1
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Fig. 7.15a - Componente continuo, normalizado, do espectro de potencia do

codigo convolucional sistematico (12,9) para prob.(l) = 0,5.
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Fig. 7.15b - Componente discreto, nommalizado, do espectro de potencia do
codigo convolucional sistematico (12,9) para prob.(1) = 0,5.
As raias estdo situadas nas frequencias m/4, m=0,1.2,...
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Fig. 7.15c - Componente continuo, normalizado, do espectro de potencia do
codigo convolucional (12,9) para pulsos retangulares com fa
tor de ocupacao de 100% e prob.(1) = 0,5.

|0 - CONCLUSOES

Nesse trabalho, atravées de uma associacao entre a Teoria

" da Codificacao e a Teoria das Maquinas Sequenciais Lineares, obti

vemos relacdes que nos permitiram obter a matriz de transferencia

dos codificadores de codigos convolucionais a partir da matriz ge

radora do codigo. Este resultado permitiu obtermos o modelo parale

io do codificador dos cOdigos de bloco lineares ¢ assim estender
o método de Cariolaro, para o calculo do espectro de poténciade um
sinal digital codificado, aos sinais codificades por cGdigos linea
res.

Foram determinadas as propriedades espectrais de novos
c6digos; sugeridos para transmiss@o por fibra Otica, além de uma

nova expressao para O espectro de potencia do codigo de Petrovic.

Apesar de termos apresentado a maioria dos resultados com

a utilizacdo de codigos de bloco nao lineares, esperamos ter con

tribuido para uma futura utilizagao dos codigos linecares. Em parti’

cular, cremos que os cddigos convolucionais na forma nao sistema

tica assim como os codigos ciclicos sejam bem promissores. Entre



tanto, 0S c6digos'convolucionais na forma nao sistemitica exigem
~um elevado nimero de memérias para o codificador, o que implica em
termos sub-matrizes Ku e Eu de dimensoes elevadas e,consequentemen
te, cresce rapidamente a quantidade de memoria de computador exigi
da na execu¢ao do programa. Da mesma forma, os codigos ciclicos
mais interessantes ja apresentam um comprimento razoavel . Assim,
vemos que técnicas de programacao mais sofisticadas devem ser uti

lizadas para uma pesquilsa sistematica nas propriedades espectrais

dos codigos lineares.



APENDICE A

RESUMO COMPUTACIONAL DAS CARACTERISTICAS

DOS SUB-PROGRAMAS UTILIZADOS




SUMARIO DAS CARACTERISTICAS DA SUB-ROTINA SOPRMA

IDENTIFICACAQ: SUBROUTINE SOPRMA (NSUB,M,N,K,A,F.B,Q,S)

PROPOSITO: Dadas duas matrizes A e B com o mesmo numero de linhas |,
dividi-las em sub-matrizes de mesmo nitimero de linhas; da

da uma terceira matriz constante efetuar a seguinte ope

racao
X
- T
S = I quAu F B,
u=i
onde: A, e B, sao as sub-matrizes;

F € a matriz fixa e

dy sao constantes.

SUBPROGRAMAS ADICIONAIS REQUERIDOS:

Esta sub-rotina chama as sub-rotinas identificadas por:
SUBROUTINE PRIMARE (M,N,K,A,B,P)

SUBROUTINE SOMAT (M,N,A,B,C)

ARGUMENTOS DE ENTRADA:

NSUB Variidvel associada ao nimero de sub-matrizes em que serao

divididas as matrizes A e B.

M Variavel associada ao numero de linhas das sub - matrizes
e B .
Au u
N Variavel associada ao numero de colunas das sub-matrizes
A .
u -
K Variavel associada ao numero de colunas das sub-matrizes
B »
u
A Varidvel bidimensional onde s3io armazenados os elementos

da matriz A.

B Variavel bidimensional onde sao armazenados 0s elementos

da matriz B.

F Variavel bidimensional onde sZo armazenados 0s elementos

da matriz fixa no somatdrio.



ARGUMENTOS

Variavel unidimensional onde sao armazenados, .de forma

ordenada, d4s constantes multiplicativas Ay -

DE SAIDA:

Variavel bidimensional onde sac armazenados os elementos

da matriz resultante da operacgao

SUMARIO DAS CARACTERISTICAS DA SUB-ROTINA SOMSUB

IDENTIFICACAO: SUBROUTINE SOMSUB (M,N,NSUB,X,CONST, SOM)

PROPOSITO:

Dada uma matriz, determinar uma partigaoc de sub-matrizes
com mesmo niimero de linhas e com o nimero de colunas igual
ao da matriz original, multiplicar cada sub-matriz obti
da por uma respectiva constante e finalmente efetuar a
soma dessas sub-matrizes ap6s a muitiplicagao por suas
respectivas constantes, isto €, efetuar operagoes da for

ma:

SUB-PROGRAMAS ADICIONAIS REQUERIDOS: Nenhum.

ARGUMENTOS

DE ENTRADA:

M.
N
NSUB

CONST

ARGUMENTOS

Variavel associada ao numero de linhas das sub-matrizes.

Varidvel associada ao numero de colunas das sub-matrizes.

Variavel associada ao nimero de sub-matrizes em. que &-di

vidida a matriz dada.

Variavel bidimensional onde sao armazenados os elementos

da matriz a sofrer partigao.

Variavel unidimensional onde sao armazenadas as constan

tes multiplicadoras das sub-matrizes.

DE SATDA:

SOM

Variavel bidimensional onde sao armazenados os elementos

da matriz resultante da operagao.



SUMARIO DAS CARACTERTSICAS DA SUB-ROTINA SPACE .

IDENTIFICACAO: SUBROUTINE SPACE (IDIM,MAT)

PROPGSITO: Construir um espacgo vetorial sobre GF(Z) com os elementos
do espago ordenados segundo a representacao binaria dos

inteiros O,l,...,ZK—l, onde K € a dimensao do espago.

SUB-PROGRAMAS ADICIONAIS REQUERIDOS. Nenhum.

ARGUMENTOS DE ENTRADA:

IDIM Varidvel associada a dimensdo do espago.

ARGUMENTOS DE SATDA:

MAT Variavel bidimensional onde, em cada 1linha, 530 armazena

dos os elementos do espago vetorial.

SUMARIO DAS CARACTERISTICAS DA SUB-ROTINA SOMAT

IDENTIFICACAO: SUBROUTINE SOMAT (M,N,A,B,C)

PROPGSITO: Efetuar a soma entre duas matrizes.

SUB-PROGRAMAS ADICIONAIS REQUERIDOS: Nenhum.

ARGUMENTQS DE ENTRADA:

M Variavel associada ao nimero de linhas das matrizes a se

Tem -somadas.

N Variavel associada ao numero de colunas das matrizes a

serem somadas.

A : Varidvel bidimensional onde sao armazenados os elementos

da primeira matriz.

B Varidvel bidimensional onde sao armazenados os elementos -

da segunda matriz.

[ 1



ARGUMENTOS DE SAIDA:

C Variavel bidimensional onde sao armazenados 0s elementos

da matriz resultante da soma das matrizes.

SUMARIO DAS CARACTERISTICAS DA SUB-ROTINA SOMAHK

IDENTIFICACAQ: SUBROUTINE SOMAHK (ISOMID,N,JP,HKNXT,S5N)

PROPOSITO: Efetuar um somatdrio com oS elementos de duas matrizes

dadas, através da expressao:

N-p

I g
=

. Hy (i+p,i) + Hy,q (1,1+N-p)

n 9
+k.N
P _ i=1 1

SUB-PROGRAMAS ADICIONAIS REQUERIDOS: Nenhum.

ARGUMENTOS DE ENTRADA

- ISOMID Variivel associada ao indice p+k.N.
N Varidvel associada 3 ordem das matrizes Hy e Hy .
1P Variavel associada ao termo p.
HK Variavel bidimensinal onde sﬁo'armazenados 0s elementos
da primeira matriz.
- HKNXT Variavel bidimensional onde sao armazenados os elementos
da segunda matriz.
ARGUMENTOS DB SATDA:
SN Varidvel associada ao resultado do somatorio efetuado.
SUMARIO DAS CARACTERISTICAS DA SUB-ROTINA PRMARE
IDENTIFICACAO: SUBROUTINE PRMARE (M,N,K,A,B,P)
PROPOSITO: Determinar o produto entre duas matrizes com elementos

reais.



SUB-PROGRAMAS ADICIONAIS REQUERIDOS: Nenhum.

ARGUMENTOS DE ENTRADA:

M Variavel associada ao nimero de linhas da primeira matriz
- fator. -

N Variavel associada ao nlmero de colunas da primeira ma
triz fator e ao numero de linhas da segunda matriz fator.

K Varidvel associada ao nimero de colunas da segunda ma
triz fator.

A + Variavel bidimensional onde sao armazenados os elementos
da primeira matriz fator.

B Variavel bidimensional onde sac armazenados o0s elementos
da segunda matriz fator.

ARGUMENTOS DE SATDA:

P Variavel bidimensional onde sdo armazenados os elementos

da matriz produto.

SUMARIO DAS CARACTERISTICAS DA SUB-ROTINA TRASO

IDENTIFICACAOC: SUBROUTINE TRASO (M,FG,K,DK)

PROPGSITO:

Determinar o trago de uma matriz e dividi-lo pelo negati

vo de uma constante.

~ SUB-PROGRAMAS ADICIONAIS REQUERIDOS: Nenhum.

ARGUMENTOS

DE ENTRADA:

M

- FG

Variavel associada a ordem da matriz cujo trabalho deve
ser determinado.

Variavel bidimensional onde s3o armazenados os elementos

da matriz cujo trago deve ser determinado.

Variavel associado & constante que divide o traco da ma

triz.




ARGUMENTOS DE SAIDA:

-

DX Variavel associada ao traco da matriz apos a divisdo pe
lo negativo da constante.

SUMARIO DAS CARACTERISTICAS DA SUB-ROTINA PLOT

IDENTIFICACAO: SUBROUTINE PLOT (y ,M,NF,NS,XK,ESC)

PROPOSITO: Esbocar o griafico de um maximo de duas fungoes atraves -da

determinacdo de um maximo de 100 pontos para cada fungao.

SUB-PROGRAMAS ADICIONAIS REQUERIDOS: Nenhum.

ARGUMENTOS DE ENTRADA:

y Variavel bidimensional aonde sao armazenados as ordenadas

das funcoes a serem plotadas.

M Varidvel associada ao nimero de fungoes a serem plotadas.
NF Variavel associada ao nUmeroc de pontos que se deseja plo
tar. '
- NS vVaridvel associada ao madximo valor da escala das ordena

das usado para plotar as fungoes.

XK Variavel usada para transformar as abssissas (inteiros

miiltiplos de 10) nos valores desejados.

ESC Variavel associada a um fator de escala que pode ser uti
‘lizado para uma melhor apresentacao dos graficos das fun

coes .

ARGUMENTOS DE SATDA: Nenhum.

SUMARIO DAS CARACTERISTICAS DA SUB-ROTINA PRIDCT

IDENTIFICACAOQ: SUBROUTINE PRIDCT (M, CONST ,DIAG)

PROPGSITO: Construir uma matriz que seja o resultado do produto de

uma constante pela matriz identidade.



SUB-PROGRAMAS ADICIONAIS REQUERIDOS: Nenhum.

ARGUMENTOS DE ENTRADA :

M Variavel associada 3 ordem da matriz identidade.
CONST Variavel associada a constante multiplicadora da matriz
jidentidade.

' ARGUMENTOS DE SAIDA:

DIAG Variavel bidimensional onde sao armazenados oS elementos

da matriz diagonal resultante.

SUMARIO DAS CARACTERISTICAS DA SUB-ROTINA PRIMAJN

' IDENTIFICACARO: SUBROUTINE PRIMAJN (M,N,K,JA,JB,JP)

EROPOSITO: Determinar o produto entre duas matrizes <com elementos

.inteiros.

SUB-PROGRAMAS ADICIONAIS REQUERIDOS: Nenhum.

“ARGUMENTOS DE ENTRADA:

M Variavel associada ao numero’'de linhas da primeira matriz
fator.
N Variavel associada ao numero de colunas da primeira ma

triz fator e ao numero de linhas da segunda matriz fator.

K Variavel associada ao numero de colunas 'da segunda ma

triz fator.

JA Variavel bidimensional onde sao armazenados o5 elementos

da primeira matriz fator.

JB Variavel bidimensional onde s3o armazenados o0s e€lementos

da segunda matriz fator.

ARGUMENTOS DE SAIDA:

JP Variavel bidimensional onde sao armazenados os elementos

da matriz produto.



SUMARIO DAS CARACTERISTICAS DA SUB-ROTINA SPECTR

IDENTIFICACAO: SUBRQUTINE SPECTR

(N,NSTAT,NVI)

PROPOSITO: Determinar os graficos dos componentes continuo e discre

tos, normalizados, do
Determinar um grafico

espectro de potencia de um c¢6digo.

do componente continuo consideran

do pulsos retangulares com um fator de ocupagao de 100%.

SUB-PROGRAMAS ADICIONAIS REQUERIDOS: Esta sub-rotina chama as sub-ro

tinas identificadas por:

SOMSUB  (M,N,NSUB,X,CONST,SOM)

SOPRMA (NSUB,M,N,K,A,

PRMARE (M,N,K,A,B,P)

- PRIDCT (M,CONST,DIAG)

TRASO (M, FG,K,DK)
SOMAT (M,N,A,B,C)

F,B8,Q.5)

SOMAHK (ISOMID,N,IP,HK,HKNXT,SN)

PLOT  (y,M,NF,NS,XK,ESC)

ARGUMENTOS DE ENTRADA:

N Variavel associada ao

codigo utilizado.

NSTAT Variavel associada ao
' cial de estado finito

" NVI Variavel associada ao

ARGUMENTOS DE SAIDA: Nenhum.

comprimento das palavras-codigo do

numero de estados’ da maquina sequen

associada ao codificador.

niimero de vetores de informagao.

ik



APENDICE B

FLUXOGRAMAS DOS PROGRAMAS E

SOB-PROGRAMAS TMPLEMENTADQOS -




.FLUXOGRAMA DA SUBROTINA SOPRMA

[NSUB . M,N.K,A.T.B.Q,5 ]

i=1,N

| —<

>

—y
)
T | ot —
-
=

S(i,j)#90.

Y

LI+1
LF+*M

_~" KONT « 1.NSUB
— ¥ * s >

i+1

: i
—< il=LI.LF >
Y

j+1

ji=1.N

>

AT(j,1) «Q(KONT)*A{i1,j1)

j«i+i

!

jei+l




-——-*C::j_ 2= l,K.. j::>'
i

-] BT(i.3)«B(iz,j2)

<7+l

i

— iei+]
{

N, M.M.,AT.F.P

- PRMARE

“N.M.K,P.BT.Z
- PRMARE

[ N,K.Z.5.S ]
SOMAT
LI“LI+M

LF+LF+M




FLUXOGRAMA DA SUBROTINA SOMAHK

{ ISOMID,N,IP HK,HKNXT,SN |
SOMAHK

"S0M+« 0.
SOMA « 0.
NN+N IP

31‘\IN
L+-j+IP

SOM+SOM+HK{%,7)

1

1P=0%

i=1,IpP ::)> !
Y
m+ 1+N~IP
SOMA+SOMA+HKNXT(1 m)

-

Y
SN+S50M+50MA

RETORNO




FLUXOGRAMA DA SUBROTINA PRMAIN

M.N.K.JA.JE.JP

N

ISOM+ 0

1

j=1.N _:::>
) Y

ISOMeISOM*JA( , ) *=JB{j .KK)

!

JP{i,KK)<ISOM

-
]

|

)

RETORNO




FLUXOGRAMA DA SUBROTINA PRMARE

| M,N,K,A,B,P |
PRMARE
'=< i=1,M >
1
—< x>
1
SOMA « 0
¥
Y

i

SOMA+S0OMA+A(1,3) *B(] .KK)

!

~ P(i.KK) <« SOMA

RETORNG




FLUXOGRAMA DA SUBROTINA SOMAT

[ M.N,A.B.C |

SOMAT

,__.< i=1,M >
.
Y

- C(1,))+A(1,3)+B(1.])

a ]

RETORNO




FLUXOGRAMA DA SUBROTINA PRIDCT

[ M,CONST,DIAG i
PRIDCT

{

DIAG(i,1)+CONST

>

< >

- . DIAG(i,j)+0.

RETORNO




FLUXOGRAMA DA SUBROTINA TRASO

T M,TG,K,DK |

TRASO

SOM <« 0.

i

i=1,M _:::>

1
SOM«SOM+FG (i,1)
]

DK<«-SOM/K

RETORNO




. FLUXOGRAMA DA SUBROTINA SPACE

[ TN, VAT

J

SPACE

N+2**IDIM-1

'3

!

J« IDIM

IQ(1)«1/2
IR(1) +MOD(2,2)

1

| !

i=1,IDIM >

KK« L+1

MAT (KK,3) « IR(i)
1Q(i+l) « IQ(i)/2
IR(i+1) « MOD(IQ(i) .2Z)

J+J-1
Y

RETORNO

L,.MAT(2+1.K) J




FLUXOGRAMA DA SUBROTINA SOMSUB

[H,N.NSUB, X, CONST,SO0M ]
—_ SOMSUB

‘f< 2=1,M >
!

KK+M-L
LL<M*NSUB-KK

{

< j=1.N >
!

K«0
SOMA < 0.
NN « %

Y
___..( {=NN,LL,M >

A 1

K+ K+1 :
SOMA«<SOMA+X{i,j) *CONST (K

S

1

- | SOM(Z, j)«SOMA

RETORNO




FLUXOGRAMA DA SUBROTINA PLOT

[ ML NSNS XK ISC ]

PLOT
i=1,101 >

!

LINHA(1) <« JBLANK

i :
'1=*1,11 >

L(i) « 10*i-110+NS

+—< i=1.10
!

ND <« ND+1
LINHA(ND) = JP

\Y

j=1,9

!

ND <« ND+1

- LINHA(ND) « JN
LINHA(101}) <« JP

SIM

" N,LINHA )

L ¥

A




i=1,101,10 ::>> Y
!

LINHA(1)«JI
i —
Y =~

=<(:: i=1.M j::>
P '
XNS+ NS

JA<ESC*Y (1 .N}+101.49899-XNS

§ NAO

LINHA{101)+JZ

Y

LINHA(1) < JZ

i -

A

LINHA(JA) < JL (1)

N/10<(N-1)/107

XL+N/XK

1

XL,LINHA,Y(I,M

L 1 - |

_' A
DNHA'YU‘N) J ]
. . I

|

.




SIM

i=1,101 :::>

!

LINHA (1i)<«JBLANK

!

N+«N+1

RETORNO




FLUXOGRAMA DA SUBROTINA SPECTR

N,NSTAT ,NVI
SPECTR

VETOR Q /

¥
NSTAT ,NSTAT .NVI .EU,Q.PIL

SOMSUB

MATRIZ TRANSICAO DE ESTW
PI

S0L(1)=1.

]

KI+Ki-1

F;iALT(l,1)*?1(1,1)*PI(KI,1)—1.




j=2 ,NSTAT

o
TN
.fi_ﬁ(:' jeKI?7

\__
/

i

D

¥

|

PIALT(1,j)+0.

PIALT(1,3)+PI(3,1)-PI{KI.1)

Y

{

12 LINHA DA MATRIZ DOS COEP.
DO SISTEMA DE EQUACOES

Y

< "i=2 NSTAT

Y

N

>

PIALT(i,i)=*PI(i,

1)-1.

— PIALT(i,3)}*PI(

is1)

“ISIMA LINHA DA
DOS COEF. DO SIST

’

pATKI
EMA

DE EQUACOES

Y

VECTIN(1)+-PI{KI,1)

j=2 .NSTAT

>

Y

VECTIN{(j)=<0."

VETOR DAS CONSTANTES
PENDENTES VECTIN(j)

INDL—

=%




|

LL« 100
CONV=0.0001

___,< i=1,§lSTAT >

TEMP < PTALT(1,1) ‘
VECTIN(i)<VECTIN(i) /TEMP
SOL(i) <VECTIN(i}

Y
—-< j=1 ,?STAT >

PIALT(i,3)PIALT(i.j)/TEMP

Y

—-< © i=1,NSTAT

- _
-_ KONT;l,LL >

IND<0

!

\/

¥

AUXVECTIN(1)

Y

< j=1,NSTAT >

S TM
| ! »’

NAQ

AUX+AUX-PTALT(1,7)*SOL(j)

< ABS (SOL{1)-AUX)K CONVY

1

IND<«1 | SOL (i) <AUX

! i

\/KOUNT . SOL /




RETORNO CONV,LL
/’_

L

|

i=1,NSTAT
{
DINE(i.i)<SOL(1)
Y

| - >
- j=1,NSTAT
A AN

1

A PIINE(j.i)*SOL(1)

MATRIZ PIINF /)

= DINF(i,j)<0.

Y

PIINF j

L | |

“NVI .NSTAT NSTAT.N_.EU,DINF AU.N.C1 |

'-—-——'*<::: i=1,NSTAT

]
i ~ §=1.N
1

C1T(j,1)«C1(1i,j)




C1T 4’///

Y
| NSTAT .N.NVI . AL.Q.C2 | .
SOMSUB

CZ l / *

Y

[ NVI,NSTAT.N N,AU,DINF,AU,Q,RO |

SOPRMA

[ N,NSTAT ,NSTAT ,C1T ,PIINF ,DINE I

_———~——-<<::: i=1 ,NSTAT

PRMARE

!

{-ﬂ-<(:: j=1.NSTAT
wt F(i,))«PI(i.j)-PTINF(i,j)

!

i=1,NSTAT

/\

\Y

!

PIINF{1,1)+1.~-PTINF{i,1)

—




f |

PIINE(i,j}«PIINE(i,j)

i
NLINHA<NVI*NSTAT
SOMA<0.
_ [
~i=1,NLINHA _:::>
]
| j=1,N >
* .
- SOMA«SOMA+AU(1,3)
1
YMEDIA<SOMA/ (NLINHA*N)
i

_u———--<:::_ i=1,LINHA i::>
| JH >

XU (i, 1)+XMEDIA
Y

INVI NSTAT .NSTAT .N.EU_DINF_XU.Q.CIP__ |

SOPRMA

1 1, \ISTP\'T

—E<C1(J 1)+ClP{1,j)




=L<::: i=1,N :::)
A j=1,NSTAT ::j>

ClT(l ])+C1T(1 j)-C1(i,3)
i

[ NSTAT N NV, XU,Q,C1P |

SOMSUB

i

C2(i,jyC2(1,3)-CIP(1,])

STAT ,NSTAT,CIT.PIINF. CIT

PRMARE

L*N-1

{

< e >
]

SOM<«0.,
SOMA+«Q.
LL<«N-k

1

A Y

- SOM<SOM+RO{1,1+k)-RINF(1,1i+k)
SOMASOMA+RINE (1, i+k)

!

NU{k+1)+S0OM

MI {k+1)«<S0MA

Y

0




o

MI

L —

¥

DK(1)=1.

1

!

——< j=1,N
H .

*

>

—~ HKNXT (i,3)«0.
. !
[ NSTAT,1.,GK
PRIDCT

=< K=0 NSTAT >
oo ;

KI«NSTAT-¥K-1
KJ+K+1

!

( K=NSTAT? )L__

Yy F

- |NSTAT NSTAT ,NSTAT.F,GK,PROD |
'PRMARE

{ NSTAT,PROD,KJ,CONST |
TRASO

DK(KJ+1)+CONST

[N NSTAT NSTAT .C1T.GK.C3|
PRMARE _

[ N NSTAT.N.C3,C2 HK |
~ PRMARE




{__ NSTAT, CONST,DKU i
PRIDCT

INSTAT _NSTAT,PROD . DKU, FK]
SOMAT

___.<<::: 1P=0.L. ,::j>

Y
ISOMID«IP+KI*N
IZ«1IP

[ ISOMID.N,IZ ,HK ,HKNXT .CONSTA]
’ SOMAHK

SN{ISOMID+N+1)« CONSTA

Y

A

v
<;_ K=NSTAT? _:)
- —

i

—< s >
| _

!

-

~—  HKNXT (i,j} HK(i,j)

‘-
——

Y
! < >
i Y

HKNXT (i)« 0.

'

—~ F {:: K=Nﬁ:AT? :)u.E_

LL«NSTAT+1




S,

Y
IB+ (NSTAT+ 1)*N

/_

{
=4<::i 1Q=0 ,NSTAT ::::>
LL+1Q+1
.._/
< IP=0,L
SOM<0.
SOMA<0.
SOMO-0.
A LL<NSTAT-IQ
]
——< IH=0,KK >
i
| ISOMIDN* (IH+IQ) +IP
KL+NSTAT-1H
KMeKL-JQ

SOMA«SOMA* (DK (KL+1) *SN (ISOMID+N+1))
SOM «SOM+ (DK (KL+1) *DK (KM+1) -
JSOMID«TH*N-TP

SOMOSOMO+ (DK (KM#+ 1) *SN (JSOMID+N+1) )

'

KSOMID«<IP+[Q*N

- QN (KSOMID#+1 ) «SOMA+SOMO
DQ{LL)+50M

i

LL«NSTAT+1

Y

QN
o




-

b )

FT«0.
DFT+0.01

{

L

Y

/\

i=1,100- :::>
!

XP+0.
X1+0.
XIN«0.
X2D+0.

1

A

K=0.L _:::>

!

EPSON<«1.

EPSON<«2.

Y ]

X1<X1+EPSON*NU (K+1) *C0S (6. 2832 *K*FT)
XD<XD+EPSON+MI (K+1) *COS (6. 2832 *K*FT)

|
XDE(1,1)<XD
 KK<N* (NSTAT+1)-1
EPSON<1,

!

K=0,KK :::>

EPSON<«2Z » Y




XZN<XZN+EPSON*QN(IZ) *COS(6.2832*K*ET)

{

EPSON*1.

!

==< K=0 ,NSTAT >

m SIM

NAQ

EPSON<2Z.
Y

X2D<X2D+EPSON*DQ(K+1) *C0S (6. 2832 *K*N*FT)

!

XCF{1,1)+«X1+XZN/X2ZD

A

FT<ET+DFT
Y

PI+3.1416

| XDF,4,100,100,100.,40. |
PLOT

[ XCF,4,100,100.100.,40. |
PLOT

Y
i i<—j+1
FT«FLOAT(j)/100.

Y
. FT,XCF(l,i].XDF(l.il/)
”’_,__-— l
FT*<0.

PA+<3.1416
DET+0.01 .




XCF(1,1)«XCF(1,1)/N

!

'

FT+«FT+DFT
A+PA*FT
X+SIN(A)

i

XX+ X**2

Z+XX/ (A**2)

XCF(j,i)«XCF(j.i)*Z/N
Y

| XCF,I,100,100,100..300. |
PLOT

RETORNO




FLUXOGRAMA DO PROGRAMA CDCONV (CODIGOS CONVOLUCIONAIS)

" NMEMO.K,N.A.B,C,D

I=
‘JUU
I
o

| K.,X

SPACE |

al NMEMO .Y
SPACE

<

I1L<0
NVI«2**K

Y

¥

j=1.K

!

XI(J.1}<X(%,3)

!

L

VoV

.

’/”#ﬂ~—_ ]
'}

| N.x.1.p.xi.propx |
PRMAIN

NSTAT+2* *NMEMO

{
m=1 ,NSTAT

!

IL«IL+1

V




j=1,NMEMO :::>

!

YI(J!1)+Y(msj) )

[ N.NMEMO.1.C . YI.PRODY |
PRMAIN -

,___f_.4<::: §=1,N _:::>
l - Y

-~ AU(IL,3)<MOD{PRODX(j ,1)+PRODY(j,1),2)

!

[}

m-ésima linha de Aqd/)

"

|

IL«0

!

, 3
-——-<(:: i=1,K
. _ Y
XI{1,.1}+X(2.1)

!

L

#<(::‘ 2=1,NVI j:j>
>

"”#fﬂ_—_ ¥ :

[ NMEMO K. 1.8, X PRODX |

W

‘*C:::; m=1,NSTAT j::>
| |

CIL+IL+1
I1SOMA«D




i=1,NMEMO >

!

| R | YI(i,1)«Y(m,1i)
Y
rNM]:M,Nl\'ltI\'K).l,}\,Yi,PHUUy [
PRMAIN
s ‘—"< 3=1,NMEMO >
A _ Y
| KKeNMEMD-T )
=1 YI(j,1)+MOD{PRODX,1)+PRODY(j;1),2)
ISOMA<ISORA+2**KK*vI (j,1)
LL«+ TSOMA+1
b P Y
~ J=1,NSTAT >
i
i EU(JL,LL}<1
A
NAG
- EU(JL,j)<0.
¥
m-ésima linha de EU
/
Y
—-< i=1,NVI
'
I‘SOMA+0
i

>

ISOMA+ISOMA+X (1.])




L<K-1SOMA
Q(i)«(P**ISOMAY * ({1.-P)**L)

!

N,NSTAT.NVI
SPECTR

STOP




FLUXOGRAMA DO PROGRAMA CDBLLI {(CODIGOS DE BLOCO LINEARES)

. L4
NSTAT<1
NVI<2**K
Y
K, X

SPACE

______;_q<::: i=1,NVI

1

j=1,K

!

XE(5,1)°X{1,j)

1

i

JLIV V

i /
N.K.1.GT.XI . PRODX
PRMAIN

i=l N i::>
!
AU(i, §)</OD(PRODX (] 1) .2)
¥

P
ol




--<<::i i=1,NVI
!
L
i / i o
EU(i,1)<1.
Y
[
- — Y
———< 1=1,NVI
Y
- ISOMA < 0
Y
l ~—-<C::_ j=1i,K
Ny | 1
~—  ISOMA<ISOMA+X(i,j)
Y
Lol Lex-1soma
Q(i)«(P**ISOMA) *((1.-P}**L)

L N _NSTAT NVI ]
SPECTR




. _ - ' - ‘ o 3' . - ' w

FLUXOGRAMA DO PROGRAMA CDBLNL (CODIGOS DE BLOCO NAQ LINEARES)

[’r P N,K,NSTAT
-

| K X | |
_SPACE

NVI<2**K
 KA<NSTAT*NVI

1

Al

!

EU

!

Ll<1
L«]
M+NSTAT

-
' ==t

L1

i=L .M

AU

-
Li<L1+1

L«<L+NSTAT
M<M+NSTAT

!

LIKNVI?
YF
L1+l

L«l
M<NSTAT

VAN




L1«L1+1
L<L+NSTAT
MEM+NSTAT

Y

v
L1<KNVI |

+r

A
- -
- C
-—>< i=1,NVI
i

Y
TSOMA*0
1
j=1,K
Y
TSOMA«ISOMA+X (i, 7)

1

. [+~ K-ISOMA
Q(i)e (P**ISOMA}*{(1.-P)**L)

L N.NSTAT.NVI |
SPECTR




APENDICE C

LISTAGENS DOS PROGRAMAS E

SUB-PROGRAMAS IMPLEMENTADOS




Py
wn

Sl
n

11
L)

15

 GUBROUTIME SOFRMACNSUE, M. N, K, AL FL B, @, 53

DIMEMSION RCRE, &7, BCIE, 62, FL6, 62, SUE, 63, ATLE, 67
JETCE, 67, FCE, B2, 246, 61, BCIED
INICIALIZACAO DA MATRIZ S

DO S I=1, M

DEI 1&' J=1.l l":

&¢I, TY=6.

COMTINUE

CONTTNUE

INICIRLIZACAO D05 CONMTADORES [CAS LINHAS
LI=1

LF=HM -

INICIO DA RERLIZACAD DRAS OFERACOES
L0 15 KOMT=1, NSUE

TRANSFOZICAD DAS SUB-MATRIZES DE A
I=1

00 28 I4=LI.LF

J=1 )

DO 25 Ji=1, N

ATCT, I2=0CKOMT>*ACIL, JL0

J=J+1

CONTINUE

I=I+1

CONTINUE

QETENSRD DAS SUEBMATRIZES LE E

I=1

DO Z@ IZ=L1.LF

J=4,

DO 35 Jo=1,K )
ETCI, Jx=B(IZ2, J27

J=J+1

CONTINUE

I=I+1

CONTIMUE :

CALL FRHARECN, M, M, AT, F, F2

CRLL PRMARELN, M, K, F, BT, 22

CALL SCMATOM, K, 2, 5, G2

LI=LI+H

LF=LF+

COMNTINUE

RETURN

END



[ W i

13
16

[

SUERCGUTINE SOMARHECISOMID, N, IF, HiL, HEMXT, SHD

DIMENSION HECE, €2, HENKTCE, €2
SCH=6.

SOUMR=H,

WHN=HN-IF

DO S J=1, KN

L=J+IF

SOM=S0OM+HELL, J)

CONTIHUE

IFCIF. EQ @260 TO 4

018 I=41i.1F

‘H=I+N-IF

SOMA=SOMA+HENLET (I, M)
CONTINUE :
SN=S0M+S0MA

EETUEN '

END

SUBROUTINE PREMAINCH, N, K, JA, JE, JF> .
DIMENSION JACE, By, JECE, 2, JFPCHE, B2
DO S I=1.M '

0O 16 Kk=1,K

ISOM=@

Do 45 J=4, N

ISOH=ISOW+JACI, JHy»JECT, KK
CONTIMNUE

JE{I KEY»=IS0H

CONTIMNLE

CONTIMUE

RETURN

END

SUBROUTINE FRHARECM. N, K, R, B, P2
DIMENSION ACE, 6, BCE, 63, FLE, B2
PO S I=1:H

DO 46 Kk=4, K

SOMRA=@,

PO 15 J=1:H

SOMA=S0MA+ACT, J>*B(J, KK>
COMT INUE

PCL, KKY=S0MA

CONTINUE

CONTINUE

RETURN

END



SUEBRCUTINE SOMATCM. N, R, B, C)
DIHENSION R{&, &2, BE<6, 62, CCE, &2
PO & I=1, M

DO 18 J=1, M

CCI, J2=ACI, JX+ECL. 0

COMTINUE

COMTINLE

RETUEN

END

SUBROUTINE FRIDCTOH, CONST., BIAGY
DIMENSION DIRAGCE, &5
O S I=1,H

DIAGCI, Ta=COMNST

DG 18 J=1i, M
IFCI-T54, 16,1
DIAGCY, Jy=6.
CONTIMUE

CONTINUE

RETUEN

END

SUBROUTINE TRASCCM. FG, K. DED
DIMENSION FGCE, &2

SON=6.

DO 5 I=1,M

SOM=CO0M+FG(T, I

CONTIMUE

DK==S0H/K

RETURN -

END

r



hY
!

i

kY

ia

o

i3

SUBROUTINE SPACECTIDEM, MATX
DIMERSION IRCE&D, TRCED, MATLZE, 62
IW=21

N=g##]T I -1

PO S5 L=G, N

J=IDIN

Iacir=Lr =

IRCLY=N00CL, 22

0O 1@ I=1, IDIM

Kk=L+1

MAT Ckk, JO=TRCTD
IG{I+1=1IRCIN "2
IRCI+La=HODCIRCT Y, &5

J=J0-1

CONTINUE .
MRITECIW, 2301, <MATCL+L, K2, K=L, IDIMN2
TYFE 2, L, (MATCL+4, B2, K=1, TTIM>
FORMATCLH » I4, 43, 8CIL, Ai)
CONTIMNUE

ERETUEN

ENL

SUBRCUTINE SOMSUECH, N, NSUE, ¥, CONST, SOM?
DIMEHSION E{96, €3, CONETCZ22, SOMNIE, €7
LO 5 L=1.HM

KK=M-L

LL=M*NSUE-KE

bO t6 J=1, M

K=

SOMA=@A.

NN=L

DO 13 I=NHW,LL, M

k=K+1 :

SOMA=SOMA+RCT, J3#CONST CKD

CONTINMUE

SCMCL, J)=SOMA

- CONTINUE

CONTINUE
RETURN

-ERD



1ia

115

i4@
145
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163

SURROUTINE FLOTCY, M, NF, HS, K, ESC

DIMENSION Y<1,106), LINBACLAL, LoLly, JLogs

DRTAHLILCIY I=1, &2¢#1H*, 4H. /» IM, JF, JI, JELANE, JE2/LH—-, 1H+, 1HI, 1H ., 1H$
IW=21

DO oo I=4, 4164

LIMHARCID) =JELANK

M=0

DO 191 I=1,11

L{I»=4B+I-416+NS

CONTINUE

WRITECTW, L5 (LCTI2, I=4,410

FORMAT(ZE, 110 Ed, By, 6HY (L, I22

GO TC 115

IFCNALB-IN-1> /1624250, 129, 145

COMSTRUCAD DRS LIWHAS DAS ORDENADARS O GEAFICO

Hb=8 -

O iee I=1, 16

ND=HND+1

LIHNHACKD»=JP

0O iz J=4,9

ND=HD+1

LIMHAIND»=dH

LINHACLBLY=IF

IFCN»4ZE5, 1421, L35

WRITESIW, A7@>H, LIHHA

GO TO 185

COMSTRUCHO DE LIHHAS GUE CORRESFONDPERM A AEBSSISZA

O 1zZe I=1, 104,14

LINHACI)=TI

CONTIRUE

MUDARKMCA DE VALORES NUMERICOS FARER WALOFES SLFAEBETICOS

O 166 I=1,M

MNE=HNG
JA=ESC*Y (I, Ha+181. 4299&~KN
IFCTA-181 2446, L05, 145
IFCTRASE, 156, 155
LBINHARCLGLY=JE

GO TL 1e@

EIHHACL =T

GO TO 1ea
LIMHACIR»=JL 12
COMTIHUE

IMPRESCSAC DE UMA LINHA DE DAROS
IFCHALE=~CHN-13, 7182475, 1735, L&D
SL=N¢EE
HEITEC(IH, A7VEMEL, LIMHEAL ¥4, K2
FORMATOAY, F4. 1, 104041, 44, 1PELZ. 5O
GO TO 1E5

MEITECIM, LEAXLINHA, ¥YC1, N>
FORMRTCSH, 161A1, 1K, ELZ. &)
ZERANDO AS YARIAVEIS GE LINHA
Lo 196 I=41, 161
LINHAL I > =JBLANE

CONTINUE

mn

HN=N+4

IF{N-NF>116, 116, 266
FETURN
ERD
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SUERDUTINE SFECTRCM, NSTAT, NVI)

REAL FICE, &), PIALTCE, €5, YECTINCT Y, SOLCTY, DINFCE, 62,
PIINFCE, €3, CLCE, €, C2CE, 6), CECE, £), CAT(E, £, ROLE, €7,
RINFCE, €3, FCE, €, NUCTY, MICTY, HKCE, €3, HKNXT (G, 67, SNOZ@),
DKUCE, 63, DKCTY, QCE2), GECE, 63, FRODCE, €3, BNCIEY, DECT,
CAPCE, €), KDFCL, 188, XOF (L, LBED, AUCSE, 63, ELCS6, 6), HUCIE, &2
COMMON AU, EL, &

IN=21 |

IR=22

WRITECIN, PPo<acly, I=1, NVI}

FORMAT (/¢ ¢ PROE. DOS VETORES LE INFORMACAO //C1HE, B(F1
CALCULO OF MATRIZ TRAMSICAD DE ESTARO, FI

CALL SOMSUECMETAT, NSTAT, NV, EU, &, F1)

MRITECIW, 512)

FORMATCLHE. © HATRIZ TRANSICAO DE ESTALD FI7)

DO S15 D=4, NSTAT

WRITECIW, S132¢PICI, I3, J=1, NSTATS
FORMATCLHE, GCFLZ. €6, 1K) )

COMTINUE

IFCNSTAT-1) 58, 46, 56

SOL¢4d=1,

GO TO &

CALCULO DAS PROBREILIDADES AESOLUTAS 0OS ESTADOS
INICIO DO CALCULD. CONSTRUCAD DR MATRIZ DOS COEFICIENTES
KI=NSTAT

IFCPICKT, 133546, 544, SLE

KI=KI-1

60 TO 517

PIALTCL, 43=F1CL, 1) -4, -FICKI, 1)

DO 7B J=2, NSTAT

IF(J. EQ. KI3GG TO 516

FIALTCL, J3=F1CJ, 15~PICKI, 1)

GO TO 7@

FIALT(L, J)=6.

COMT INUE

WRITECIM, 133 CPIALTCL, I, J=1, NSTAT) _
FORMATCLHE, “MATRIZ DOS COEFICIENTES  /(LH , LZ(FLE &, 1%3))
0O 75 I=2, NSTAT

PIALTCL, ID=FI1CI, I5-4,

DG B6 J=1, HETAT

IF¢J-1714, €8, 14

PIALT(I. JY=FICJ, I)

CONTINUE | |
MRITECIW, 463 CFIALTCI. JY, J=4, NSTAT)

FORMATC(LH . L2CFLE. €, 1X))

CONTINUE

CONSTRUCAQ L0 YETOR DAS CONSTANTES INDEPENDENTES
VECTINCLY==PICKI, 1)

DO £S5 J=2, NETAT

YECTINCJI) =8,

CONT IHUE

WRITECIM, 47> CYECTINCIY, I=1, NSTFAT)

FORMATCLHE, - VETOR DRS CONST. INDEF. /(4H , 12(FL16 &, 142D
INICIO DA RESOL. DO SISTEMA-METORO [E GRUSS-SEILEL
NORNALIZACRO DA MATRIZ DOS COEFICIENTES

LL=1@6

- CONV=a. &8a01

0O S& I=1, NSTART
TEMP=FIALT(I, I2
YECTIN{I)>= \-‘ECTIN(I)rTEHF‘
SOLCI>=VECTINCID

P PR B I
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Do &1 J= 1, NSTAT
PIALTCI, Jy=FPIALTCI, J\rTEHP
i  CONTIMUE
98 CONTIMUE
INICIO DAS ITERARCOES
DO 85 KOUNT=4, LL
INDICADOR DE CONYERGENCIA
IND=6
DO 166 I=1, NSTAT
RUK=VECTINCI?
DO 165 J=1, NSTAT
IF¢I-1216, 185, 18
18  AUX=RUX-PIALTCI, Jy#50LCJ )
165  COMTINUE
IF (AES(SOLCI2~AUKD~CONVI1S, 19, 2
24 IMD=1
19 SOL{I=RUK
186  CONTIMUE
. MEITECIW, 220 KOUNT, (SOLC{I3, I=1, NSTAT?
zz  FORMATCLIHG, © SOL. ﬁpos'flb,f ITERACGES ~CAHE, 12CF1@. €, L¥ 02
TESTE PRREA R CONVERGEMCIA
IFCIND ) 95, 24, o5
9%  CONTIMUE
CAS0 DBE DIVERGEMCIA
TYPE 23, CONY, LL
HRITECIH, 233 CONY, LL _ :
FORMATCLMG, * B CONVERG. DESEJARA DE . F1@. € “MA0 FOI CETIDA EM
* ‘,1%,7ITERACOES )
GO TO 777
CALCULO ©F MATRIZ DAS FPROEMEBILIGAGES DE K TRANSICOES FARA
K TENGENDD A INFINITO
24  WRITECIM, 272
DO 118 I=1, NGTAT
DINFCI, T3=500LET)
DO 115 J=1, NSTAT
PIINFCJ, I3=50L)
IF(J-1>26, 115, 26
26 DINFCI, Tir=q,
115  COMTINUE
27 FORMAT(///, 6@% MATRIZ PIINF/ )
118  CONTINUE
DO 580 I=1, HSTAT
| WRITECIN, 163 ¢FIINECI, J3, J=1, NSTAT>
SEE  CONTIMUE
CONSTRUCHD DR MRTRIZ Ci
CALL SOFRMACNVI, MSTAT, NSTAT, N, EU, DINF, AU, @ C17
CALCULO [A MATRIZ CAT
DO 4368 I=4, NSTAT
pQ 135 J=1, N
CLTCT, ID=C1CL, I
135  CONTINUE
138  CONTINUE
CWRITECIMW, 280
DG 146 I=1, N
RRITECIN, 162 CCLTCI, I, =4, NSTAT)
146  COMTINUE
28 - FORMAT( A/, 66X/ MATRIZ CAT’ 5
CONSTRUCAO DA MATRIZ CZ |
CRLL SOMSUECNSTAT, N, NVI, AL @, G2
MRITECIMW, 240
29  FORMATCAA/, CBMMATRIZ Cof

v
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DO 145 I=1, NSTAT
WRITECIW, 463 (C2CL, T2, J=4. H»
CONTIMUE

CRLCULO LR HMATRIZ FU

CALL SOFEMACNYI. NETAT, M, N, BU, DINF, AU, &, RO
COMETREULAQ DA MATRIZ RIMF

CARLL FEMARECMN, NZTAT, H&TAHT, CAT, FIINF. INF)
CALL FEMARECN, HETAT, N, DINF, C2, RINF2
HRITECTK, 24>

FORMRTCASS 7 MATRIZ ROZ 2

DO 1e6 IJ=1,H

MRITECIW, Z23>(ROCTIJI, I, =4, N>
FORMATC(LH L €CFL1. &, 4832

CONTIMNUE

HREITECTKH, 413

FORMRTCA ¢, 7 MATRIZ RIMNFZ 2

DO S-I=1.H

WRITECIW, Z2rCRINFCI, Jo, J=1, NO
COMTIMNUE

CONETRUCHO DA MRTRIZ F

DO 16T Id=1. NETAT

DO 478 J=1, HETAT

FCOIJ, =PI ld, J>-PIINFCIJT, J2
CONTINUE

CONTINUE

ALTERRCAG DA MATRIZ PIINF FRES U-FIINF
DO AFS IJd=1, HSTAT

FIINFCIZ, IJa=4. -FIINF(IJ,Id2

DO 4&E J=1, NETART
IFCI-TJd0EE, 488, 23

FIINFOLT, Ja=—PIINFCIT, O

CONTINUE

CONTINUE

NLINHR=NYI+=HNSTAT

SOHA=a.

O ZEE I=1, NLINHA

O 68 J=1i, N

SOMA=SCMA+RUCT, J2

CONTINUE

HMEDIA=S0MAACHLINHA®H)

DO ZE5 I=1, HLINHA

DO 65 J=4, M

KUCI, J2=KMEDIA

CONTINUE

CALL SOFRMACNYI, NSTAT. NSTAT. M, EU, DINF, BU, &, CLF?
DO zi8 I=4, NETAT

DO 216 J=1. N

CLdJd, Ia=CAPCT, OO

CONTINUE

DO 245 I=1.H

DO 4S5 J=4, HETAET

CATCIL, J2=CATCL, J~-C4 (I, O
CONTINUE

CALL SOMSUBCHSTRT, M., NVI, KU, &, CiF>
DO 228 I=1, MSTART

DO 228 J=1, N

Ca2CI, J2=CaCl, J>-CLFCI, J)

CONTINUE

CRLCULO DO FATOR CAT=CAT+PIINF
CALL PRMARECH, HETAT, NETAT, CAT, PIINF, C4T>
CALCULO DOS COEFICIENTES MI E NU

tt



L=M-1
b0 185 kK=8,L
SoM=a.
SOMA=EB,
KK=HN-F
DO 126 I=1. kKK .
SOM=S0M+ROCT, IT+K-RINFCI, T+ED
COMA=CSOMB+RINFCL, I+KD
1om CONTINUE
HUCE+L =504
‘ HICK+4>=50NA
i85 CONTIMNUE
_ HRITEC(IM, 242 CNUCISD, IS=1, M2
4 FORMATCLHG, © COEFICIENTES HUZ A~CLHE, 4(F12. €, LR 22
WRITESIMW, S20MICIN, I=1, N2
a. FORMETCAA/, - COEFICIENTES MI7ACLHE, 6XFi2 €, LK 20
CRLCULO oS COEFICIEMTES [Hd E EZHM
DECLy=1.
INICIRLIZACAG DR MATREIZ HEHAET
DO 455 I=4:M '
DG LElEf .T=1:N
. HEWET(I, Ja=8.
pedald COMTIMUE
195 CONTIHUE
: INICIALIZACAO DA MATRIZ GK
CALL PRIDCTCNSTAHT. L., Gk
CALCULG DRSS MATRIZES HE
DO 2G5 E=a, HETHT
KI=NETRT-k-1
KJ=kK+1
IFL{K. EC. NSTAT»GOD TC 111
COMSTRUCAD DOS COEFICIENTEE DE
CALL FRMARECMSTAT. NETAT, METRT, F, GE, FRED?
CALL TRASQLINSTAT, FROL, KJ, CONET
DELRI+Ly=CONST
CONETRUCAD DO HOYD HE
CRLL FEMARECN, HOTHT, HSTRT, CLT, Gk, C32
CALL FEMARE<HN, NSTRT. N, CZ, G2, HED
COSTRUCARO DO HOYD GE
CALL FPRIDCTCHSTRT. COMET, DEL
CALL SOMATINSTHET, HSTAT, FEOD, [ELL Gl
CARLCULD DOS COEFICIENTES HS
iiz 0o 216 IF=48.1L1
IEOMID=IP+KI®N
1Z2=IF : :
CALL SOMAHECISOMID, N, IZ, HE, HEHRET, COMSTHRS
SNCISOMID+N+L)=C0ONETH
clie CONTINUE
CUBSTITUICAD DE HEHNXET FELO MK RATUAL
IFCK. ERQ. NETRTH>GO TGO 2@5
DO 245 I=1, M
DD 2B J=4,H
HKNKTCI, Ja=HKCI, J>
228 CONTINLIE
215 COMTIHNUE
GO TO =z@&S
114 DO 225 I=1. M
DO 225 J=1. M
HKC(I, J2=6
2290 CONTINUL
IF¢K. EC. HSTHT>GO TO 112
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COMTINUE

LL=NSTHT+1 :
MEITECIW, 2850 00K 0T, IS4, LAY
FORMATCLHB@, -
WRITECIM, Z&2
FORMAT( /7 226  CORFICTIENTES NE7 X
TE=C(METHT +1 2 %M
WEITECIW, 372 CSNOTs, I=1, TED
FORMATC(LH ., Fv{F1Z. €52

CALCULO DOS COEFICIENTES D& E BN
DO z4B I10=8, HETAT

LL=I1&+1

DO 245 IP=8,L
SOM=4.

SOMA=8.

SoMO=0,

KK=METHT-IG

DO 258 IH=06. KK
ISOMID=Nel IH+IGI+IF
KL=NSTAT-~IH
KM=NETRT~{ TH+IM:

SOMA=SCMA+CRE KL+ LS NCISOGMID+N+LY Y

SOM=CSOM+ CDECKEL+L 3D KM+ D
JEOMID=TIH&N-1IF

SoMO= GHO+thf}N+i‘$CNfJJUMI9+H+i‘J
CONTIHMUE

KEOMID=IF+I 0N

BNCKRSONT B+d d=50HA+S0R0
RRdLL»=50M

CONTINUE

CONTINUE

IMFRESSAC DOS COEFICIENTES NE
LL=NETHT+1

KMEITECIHW, 287
FORMATC A/, Z8E  COEFICIENTES HE
WREITECIM, Z7F2CQNCTS, J=1, IES
IHPRESSRO [0S COEFICIENTES D@
WMEITECIH, 2523

FORMAT (A7 28R COEFICIENTES DY
HEITECIN, Z7Focp@dI», I=1, L2

INICIO 00 CALCULO DE 1@8 FONTOS OS5 COMFOMENTES COWTIRUDES
E DISCRETO DO ESFECTRO DE FOTEMCIA DO CORI

FT=6..

DFT=8. &1

Lo 2EG I=1,. 6@
xbv=@.

Ki=g.

K2N=0,

xah=§,

Dt 265 K=, L
EFcOM=1.
IFCKY 44, 42, 44
EFEON=Z.
¥1=X1+EPSOH+NUCE+LY#COSCE. 288 K*F T2

XD=KD+EPSONFNICR+L ) #COSCE, 28I EFT )

CONTINUE

¥DFC(L, I)y=kD
Kk=M+(NSTHT+42-1
EFSON=1.

00 276 k=@, KK
1Z=K+1

COEFICIENTEE D7 ~LHG: SCFL2. €, 280
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IF(KI4R, 44, 4%

CEFSON=Z. :
KEN=NZN+ (EFSONHBNCIZI#COSCE, ZERKRFT ) )
COMTINUE '

EPSON=1.

DO 275 k=@, NSTAT

IFCK246, 47, 46

EFSON=2.
BEP=NED+EPSON+DRCK+LI+COS(E. ZERE#N+F T
CONTIHNUE

KEF (L, Tx=ki+HzNA RED

FT=FT+DFT

CONTINUE

COMETREUCAO 4% GRAFICES DE XCOFY E WBoED
WREITECIM, 48>

FORMATCAHL, 86X 5D(F> NORMALIZALQ.
CALL FLOTC(XDF, 4,186, 106, 166, g@, o
WEITECIH, 4529 :
FORMAT{AHL, €@k, “HOCF) NORMALIZADO 3
CALL PLOTCXCF, L, 1@@, 166, 1606, , 46,
WRITECIM, 510 .
FORMATCLHL, © FT 188 ROCF) 108 KDIF3*
bo z&b J=0, 95

I=J+1

FT=FLORT () LiE@.
MRITECIW, S2aFT, HCF(L. Lo, KDFCL, I3
FORMAT (LHE, F5, 3, 5K, FLZ. & 3K, FL2. 83
CONTINUE -

MCFLL, Lo=xLF (L, LN

FT=8. '

PR=Z. 14185

DFT=6. 61

o 283 I=2, 166

FT=FT+[LFT

A=FR+FT

R=GINCRD

b R R

RN RERD

XEFCL, 1YSXCFCL, ID®ZAN

CONT INUE

WRITECIM, 53
FORMAT(AHL, A/, 88h, T RCCFI#E(F /Ty
ERLL FLOTCRCF, 1, 166, 188, 166, , 2@, )
RETURN

ENG

-
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ESTE PROGEAMA DETERMINA 0SS COWMFOMENTES COMTINU E DISCRE-
TOS, NORMALIZFHDOS, O ESFECTRC LE POTENCIA DE UM CODIGD CONWH-
YOLUCGCTIONAL

REAL GCZr, AUCRE, €2, EUCRE, €0

INTEGEER HACE, 82, BB, B, CCE, B2, DCE, B2, K{EZ2, &0,

YEI2 62, RICE, &2, ¥YICE, €2, FRODECE, 82, FRODYCE, B

COoMMON AL, EL, & _

LEITURR DAS CARACTERISTICAS O COLIFICADROE

ITW=21

IR=Z

KRERDCIRE, 1Z3F

RERDCIR, L2NMEMO, K, Ny CCACT, Ja, J=1, HHEMOY, I=L, HMEMOS, CCBCT, J0,
J=4, K7, I=1, HHEMOY, C<C<I. I, I=1, HMEMOX, I=4, N2, CDOI, 2, I=1,
K2, I=1, N>

FOEMATC4BCTIL, 1502

WEITECIM, &2 '
FORMAT¢LHG, - CARACTERIZACAT DO CODIFICADOR” ACLHB, 7 Y=A+Y+ERR" I
ACLH o7 E=CaYeloRi’ 20

WRITELCIH, 25
FORMATCA A/ ¢ MATEI S A7 2

PO S I=1, HMEWO .
WEITEC{IM, 43 CACT, 33, J=1, NMEMOY
CONTINUE

MEITECIM, &t
FORMAT O, 467 MATRIZ B 2

GO 78 I=1.,WNMEMD

WREITECIM, 42CBCL, J2, I=4L, K2
CONTINUE '

MEITECIM, 222
FORMATCA A 4R MATRIZ €72

bOo ¥5 I=1.H
WREITECIW, 4301, d3, I=1, HHEMO
CONTINUE

FORMATCLH , 8074, 14k02
HEITECIH, &2
FORMATC A/ 4 HATRIZ D72

Lo 16 I=1,HN

KHREITECIM, 42CDCT, T3, I=1, k2
CONTINUE

CONSTRUCAD BARS SUEB-MATEIZES AU
WRITECIH, 222

FaRMATC A~ . ¢ ESPRCO DRE INFORNACROC >
CARLL SFRACECK, x>

MRITECTIH, 242

FOEMATY A4~ ¢ ESPACO DE ESTAROC ¥
CALL SFACECHREMD: ¥

IL=@

NV I =ar®i

DO 15 L=1, NVI

DO 28 J=1,K

KICH, La=xcCL, J3

CONTINUE

WNEITECIN, 7oL

TYFE ¢ L

FORMAT (A /4 ¢ MATRIZ AT IZ2>

CALL FPEMAINCMN. K, 1, D, KI, PEODKE
NSTAT=2+x+NMEHD '

DO 25 M=4, NSTAT

IL=IL+1
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oo 8 J=1, NHEHO

YICT, Lo=Y(M, I2

CONTINUE

CRLL FEMAINCH, HMEMD, 1:5;?1 FRODY>
0O zhH J=1.M '

AUCIL, J)=FLOATCHOLBCFRODKCT, 1)+PRGDV(J:1); S
CONTINUE

SAIDAR DAS LIMHAS [RE AU

TYFE &, CAUCIL, &2, J=4, N>
WRITECIM, B2 CRUCIL, J2, J=1, M)
FORMATCLIH , BLFZ. 1, &%

COaNTIMNUE

CONTIMNUE

CONSTRUCRO LAS SUB-MATRIZES EU

IL=@

DO 4@ L=1, NVI

KICE, Lo=KiL, 12

CONTINUE

TYFE &L

WRITECIMW, 930
FORMATCA//7, 278 MATRIZ E° 122

CALL FRMATHCHMEMD, K, 1, B X1, PRODK?
DO 58 M=1, HGTAT

IL=TL+1

bO S5 I=1, NMEWG

YICI, 42=Y(M, 1D

CONTINUE

CALL PRMATNCHMERG, NMEME, 1, F, Y1, PROGYD
1SOHA=E

DO 6@ J=1,MMEMU

KK=NMEMT-

YI(J, 1o= MGD(PRG[h(J41*+PRDD¥(J,1}.“
ISOMA=I SOMA+SHKEEYT LT, 40
CONTINUE

LL=ISORA+L

PO 65 J=1i, NSTAT

EUCIL, LLx=1.

IFCI-LLY14, €5, 14

EUCIL, J)=@,

COMTINUE |

SHIDA DAS LIMHAS DE EU

CTYPE 42, {EUCIL, J3, J=1, NSTAT?

MRITECIM, 122 (EUCIL, J3, J=1, H&THT?
FORMATCLR , Z2(F3. 1, Zk2 7

COMTINUE

COMTINUE

CALCULO DAL FRDEHBILIDRDEC LGOS VETORES DE INFORMACAG
FORMRTCF4, 22

DO && I=1, NYI

ISOMA=6

b0 B85 J=1,K

ISOHA=ISOMA+EKCI, J2

CONTINUE

L=k-I5%0MA

Q@(Iy= {P**IQUMH}*((i P)**L)
CONTINUE

ChLL QFECTR(HJHSTHT:NVI)

STOP

END

—— gy
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ESTE FROGRAMA DETERMINA O CDMPUHENTEE COMTINUC E DISCRETO,
NORMALIZAREOS, DO ESFECTRO CGE POTEMCIA DE WM CODIGOR DE ELOCO
LIMERE '

- REAL @d162

INTEGER GTCE, ), K{16, 43, KIC(E, 1, PRODECE, 10, AUCE4, B), EULE4, ED
CUHHGH AW, EU, &
o1 ”
IP-””
FEADCIE, oM, KL F
REHU(IRPEpi{GT{IJJ}PJ=iJK}JI=1JH}
FORMATCIZ, Fe. €2
FORMRTCEIL:
WRITECIW, 72
FORHATC1HG, - MATREIZ DE TRAMSFERENCIA [0 CORIFICADOR. »
pO 25 I=1.HM
MRITECIMW, 8 (GT{L, J2, J=1, K
CONTINUE
FORMAT<1HE, 8CI3, XD
NETRT=1
NYI=z2srk
CONSTRUCAD DO ESFRCO DE INFORMARCROD
CALL SPRACECKE, M
CONETRUCAO LAS SUB-HMATRIZES AU
DO S I=1, N¥I
DO 16 J=1, kK
RICT, Lo=K{I, J2
CONT IMUE
MRITECIM, 201
FORMATCLHE, - WMATEIZ A 122
CARLL FREMAIMNOMN, K, 1, GT, K1, PRORE:
&U id J 1:“
AUCT, Jr=MOD<FRODMCT, 40, &
CONTIHUE
MEITECIM, 42 CAUCT, T2, =1, Ko
FORMATCAHE, 813, 40D
CONTIMUE
COMSTRUCHG DAS SUB-MARTRIZES EU
DO 28 I=1, N¥I
WRITECIW, €21
FORMATCLHB, - MATRIZ E7 125
EUCT, 15=1.
WRITECIW, 4)CEUCI, Jo, J=1, NETAHT
CONTIMNUE '
CALCULO DRSS PROBAEILIDAMES DOS VYETORES DE INFORMACAD
poO 6 I=1, NVI
ICOMRA=6
po 5 J=41, K
ISCGhMf=1SOMA+RECI, 2
COMTIMUE
t.=K~-1S0MA
QCIY=(Px2ISOMAYECCL. —FI%%L)D
CONT INLE
CALCULO §OS COMPONENTES CONTINUO E DISCRETO, NORMARLIZADOS,
DO ESFECTRO DE POTENCIA DO CODIGO
CALL SFECTE(N, HSTAT, H¥I. 1. 2

STOF

END

rr
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ESTE FROGRAMA DETERMINAR 05 COMFOMENTES COMTIHUO E DISCRTO,
NORMALT ZADOS, 00 ESFECTRD DE FOTENCIA DE CODIGOS DE EBLOCO
NAO LINERRES. '

INTEGER ®<{Zg, &2

REAL RUC9E, &), EUCHE, €3, BCZE2)

COMMOMN AU, EU, &

Ih=¢1

IR=g2

REALCIFR, SQBOF

FORMATCFS, Z»

EEABCTIR, SELOM, K, NETRT

WEITECIM, 5112

FORMATLAAS, “VETOREES DE INFOREMACAD 2

~ CHLL SPACECK: Bo
NVI=2##

KA=NETAT#NV]

READCIR, SO CCEUCT, I3, J=1, NSTATY, I=1, KA)
FORMAT¢ZI4) -
FORMATCLECFE, 130

FORMAT(ECFE 130

Li=1

L=1

M=NSTAT

WRITECIW, SEE3LL

FORMAT(1HE, © MATRIZ A’ 123

DO 585 I=L,H

WRITECTM, SBPY CAUCT, 05, J=1, N
FORMATCLHB, BCFE. 4, 2R20

CONTINUE

LisLi+d

L=L+NETAT

MeM+NSTAT

IFCLL. LE. NYIZGE TO 584

Li=1

L=1

M=NSTAT

WRITECIW, 5853011

FORMAT(L1HE, © MATRIZ E7 123

DO Si@ I=L, M

WRITECIW, SB7YCEUCT, I3, J=1, NSTAT)

CONTINLUE '

Li=li+t

LeL+NSTAT

HeM+NSTAT

IFCLL. LE. NVIXGOD TO SBg

CALCULG DAS PROEAEILIDADES [OS YETORES DE INFORMACRAO
PO 515 I=1, NVI |

1SOMA=8

PO Sz@ J=4,K

ISOMA =ISOMA+XCI, I)

CONTINUE

LeK-1SOMA

RIS CPHRISOMAI (L, P yasl)

CONTINUE

CALCULO DBOS COMPOMENTES CONTINUD E BISCRETC, MORMALIZADOS, DO
ESPECTRO DE POTEHCIA [0 COLIGO ‘
CALL SPECTRCN, NSTRT, NYI)

STOF

END
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