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SUMARIO

O presente trabalho trata da resolugio,
sob o enfogue da decomposicao, de um problema de

estruturz multidivisdria, bloco diagonal, com
restricfes de acoplamento. O critério (fungao ob
jetive) a otimizar & linear por partes, separa-

val. A8 zestrigles sao lineares.
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carITULO I

A PROGRAMACAOD LINEAR POR PARTES (P.L.P.)

I.1l. A Programacao Matematica: objetivo e classificacio

Procurar estabelecer e desenvolver a teoria e os méto-
dos de resclugdoco de problemas de otimizagao, & o objetivo a gue se
propbs a programagac wmatemética. Tais problemas, via de ragra,
constam ds um critério, a otimizar, definido sobre conijuntos deter
minados através de restricoes lineares ou nao, equagdes ou inegua-

goes.

Cabe a programagao matemdtica tratar de problemas gque
envolvem tomadas de decisao, seja na gestio de uma planta indus-
trial, de um complexo agricola ou de um setor de servigos {planeja
mento de transportss, de hospitails, ete.). De modo mais amplo di-
riamos gue a programagido matemdtica vem em auxilico dos que devenm
2lo0ar refursos escassos, buscando a satisfagéo de certas oondi-

¢oes, an meSmo tempo gue procuram otimizar um dado critdrio.

¥a suz forma mais geral poderiames formular um problena

de programnacas da ssguinte forma:

- Determine valores para as variaveils xl, xz, .o xn
de modo 2 maximizar ou minimizar um dado critdrio
A f{xl, ey xﬂ) {13
satisfazendo certas restricdes
giirif e ens xn) {g, =, a}bi r 1=1,2,...,m | o {2)

ochgervando gure am {2} um 2 somente um dos sinais .} ocorre para

<

{
um dade i, podendo variar em cada uma das m restrigdss. Condicges



de nao negatividade ou de integralidade também podem surgir sobre

o8 valores assumidos pelas variaveis Xyr ey ¥

Segundo [1] pode-se considerar como clissica a seguinte

classificagzo da programagéo matematica:s

Programacao Linear : A fungao objetivo (1) e as restricdes (2)

sao lineares. Demonstra-se gue o conjunto formado pelo sistema de
equacsces ou ineguacgdes (2) lineares, acrescido de restrigoes de

nao-negatividade sobre X, r s& nao vazio, & convexo.

Casos especificos dentro da programacac linear, em que

a estrutura do problema permite um tratamento especial, originaram

ramcs ja cldssicos, a exemplo dos Problemas de Transportes.

Programagao Nao~Linear: A funclo critérioc (1) & ndo~linear, o mes-

mo ndc se exigindo das restrigoes (2).

Poderiamos subdividir a programacac nao-linear nos se-

guintes ramos:

~ Programacadco Convexa: A fungdo objetivo a minimizar se

aprasenta sob forma convexa (cOncava guando a maximi~

M

definida scobre um conjunto convexe. Nests ramo

a de problemas mais estudada é&:

Ctimizmar =z = f x wweg X
( l! 7 n)

iﬂl;cﬂ- ;m

a) o funcgao objetivo se apresenta de forma separavel,
a

s possa ser sscorita como uma soma de n fun~-



f(xl, .oy xn) e fl(xl} A fZ(X2)+ e +.fn(xn)

com'fjixj) todas convexas {ou concavas).

b} & fungao objetivo & nao separadvel, porém pode ser
escrita como uma soma de uma forma linear = de uma

forma quadratica:

m
L cj Xj + i£

0o~ 3

f(xl) L B xn) mj

Na literatura os problemas deste tipo constituen o

ramo da Programacac Quadritica.

zinda dentro da programagac convexa temos 05 pro-
blemas em gue as restricoes também se  apresentam
sob forma n3o linear. Aqui. consideracoes adicio~
nais {(*) devenm ser feitas a fim de nos garantir a

convexidade do conjunto

73

s =fx/g () (€, = 2¥b,, %20 , i=1,2,...,m |

N

Problemas de MOltiplos Extremos: Aqul s3o tratados os

-

problamas de minimizagao de fungdes cbncavas defini-
daz svbre conjuntos convexos. O exemplo mais simples
do problema de transportes em que ogorre

de escala em fungdo da gquantidade transporta

o marginal de transporte decrescente para

s& § € nao vazio entdao & convexo sa:

- . . n
sonvexa sobre o ortante nao negabiveo do BY e

£ nesta i-ésina restricgao

- . ~ N ..
concava sopre o ortante nao negativo do B e

> nesta j-esima restricic. [2
¢



Ha ainda a considerar os problemas de gue trata a Pro-

gramacao {Linear ou Nao-Linear) Inteira [3]. S3o problemas de fun-

gao objetivo linear ou ndo, com a restricio adicional, &s de tipo

{2}, de gue as variaveis x X 80 podem assumir valores

lf Xzf - a o p
discretos. No caso em gue nem todas as varidveis X, estdo sujeitas
a esta nova restrigao, surgem os problemas tratados pela Programa-

pao Migta.

A par desta classificagac para a programagao mnatemiti-
ca, € importante acentuar gque coexistem duas tendéncias. Uma & a
que trata de problemas para os guais toda a informagado inicial esta

completamente definida. Trata-se da proygramacao matemitica propria

mente dita. Outra 2 a que se refere a problemas onde a informacao
inicial estd sujeita a elemsntos aleatdrios, definidos através de

comportamentos probabilisticos conhecidos. Esta segunda tendéncia

& conhecida na literatura por Programacao Estocistica.

I.2. A Programacio Matematica de Grande Porte

A partir da década de 60 comegaram a ganhar corpo os esg
tudos voltades para a resclugao de problemas ditos de grande por—
te, Convém resssaliar gue na programaglio matemdtica o porte de um
problema 2 determinade ni3c s0 pelo nimero de varilveis, como tam—
bém pels ninerc 2 complexidade das restricdes = critd@rios propos—

tos. Ao lado destes aspectos hd  também definigoes do  porte de um

a4

problema em fungic da utilizagao ou nac de memdria  computacional
auxiliar, além &z central. Assim, segundo Gill e Murray [4], um
propiema de medis porte pode ser inteiramente resolvido na memdria

central, © mesme nao ocorrendo para um de grande porte. Esta dis-

tingio torna-se importante quando do desenvolvirento de métodos es
pecificos de resoluglo destes problemas, fazendo com que se leve
i

em conta a wtilizagao ou nao de dispositivos periféricos.

Nestes Lltimos 20 anos, técnicas clissicas da programa—
gaw matamdtica foram adaptadas buscando-se um aumento de eficidn-

cia computacional. Ao mesmo tempo, novas técnicas foram desenvolvi

das especialwents para a resolugao de problemas de grands porte,

Deu-se assim inicio ac gue poderiamos classificar de Programacso

-

Matenatica de Grande Torts.

e




Aguelas adaptagoes, classificadas de metodos diretos

[5], figzeram-se presentes notadamente na Area da programagdo line-
ar, cuja ferramenta basica @ o metodo simplex, onde o© principal
problema de ordem computacional reside na inversao da matriz base.
Desde o trabalho de Dantzig =2 Oxchard-Hays [6] muitas foram, e tém
sido, as contribuicdes nesta area [7] - [15]. Em [4] & feita uma
selegao representativa destes métodos diretos, procurando-ss enfa-
tizar as qualidades basicas requeridas para a resolucdo- eficiente
de problemas de grande porte; No entanto a mateéria estd longe de
ser esgotada, na medida em gue novos campos de aplicagaoc da progra
magdo linear vém & tona. B o caso, por exemplo, de sua utilizagao

na resolucao de problemas dinamicos lineares, Programacao Linear

indmica, vonforme recentes trabalhos de Propoi e Krivonozhko [186],
gue se valem de técnicas de triangularizagho [17] no tratamente da

natriz das restrigdes do problema.

Dentrse as novas técnicas surgidas, foram de grande im-

portineia, para o desenvolvimento desta Area da programagac matemid
tica, os métodos apresentados por Uzawa (1958}, Dantzig— Wolfe
(19601, Benders (1962} e Rosen (1964) [18}~ [21]. Tais técnicas,
classificadas da decomposicio ou métodos indiretos [5], caracteri-
zam-se por particionar o problema original em subproblemas de me-
nor dimensdo e comnlexidade. Esta decomposicdc propicia um enfogue
hieraroulco {22% wue posiciona oz subproblemas num nivel inferior,
ondse sao tratadss indepsndentenmente, deizxando a um nivel superior
{problema mestre) a tarsfa de coordenar aqueles subproblemas, até
ngac do problema original seja obtida. Dentro desta linha

igac., no plano rebrico vale ressaltar, dentre outras,
1icdes de Rockafellar [23], Lasdon [24] e Geoffrion [25],
publicadas no final de década passada e inicio desta.

as contri

A bam £z verdade, € importante frizar que nao & somente
o ramanho 4o problema gue ir2 nos caracterizar o campoe de agan
da programpacao matendtica de grande porte, mas sim a conjungao des
te fator com determinada estrubtura do problema. Assim, como bem sy

gere Praonca, "talvez o nome Programacac Matem3tica Estrutural fi-
< 2 ;

zesse nalor para essa classe de problemas ..." [26].

0z tipos de estrutura mals comuns e importantes, para
os guais tém sido snvidados esforgos no sentido do  desenvolvimento

ylucdo, s3o: estrutura multidiviséria, combina-~

:"\

de técnicas de res



torial, dindmica e estoclstica [27].

A estrutura multidivisOria se faz presente nos proble-
mas ‘naturalmente subdivididos {(subproblemas) como resérvatérics
de sistemas hidriulicos, divisdes de uma firma, setores de uma €co
nomia. Os problemas de estrutura combinatorial tém geralmente gran
de nUmero de variaveis, devido ao grande nimero de possibilidades
presentes, por exemplo nos problemas de fluxos. Problemas dinami-
cos sao grandes quando as restricdes tem que ser repetidas para ©s
divarsos instantes de tempe ou tornam uma estrutura particular gque
permite a sua divisio temporal. O cariter estocastico de alguns
problemas também pode induzir estruturas especiais ou aumentar mad

to suas dimensdes”. [26]

Uma visao unificada das principais técnicas para o tra-
tamento de problemas de grande porte, de estruturas especiais, po-
de ser encontrada, sob enfoques distintos, em [27], [28] e [29].
Em {27! & [29] encontra-se também extensa bibliografia schre o

agssunto.

1.3. A Programacic Linear por Partes: definicic e posicio dentro

da Programagso Matemdtica

Tratamecs por Programagaoc Linear por Partes (PLP) ao Con
junto de metodos de otimizacko (minimizagdo ou maximizagao) de fun

coms lineares por paries (convexas ou coOncavas) definidas sobre

o

conjuntos convexcs. Tais métodos podem ser vistos come uma exten-~
s3c natural dos méitodos classicos desenvolvidos na programagac li-
near. Ho capitulso I deste trabalho apresentamos, sob nova forma,
simplex sugerido por [30], para a resolucgao
P, Um procedimento dual simplex, desenvol-
or nds utilizado na resolugdo do problema

-

nagusle caplitulo.

De modo geral, poderiamos considerar como sendo perti-

nentes a P.L.P. prohlemas com a seguinte formulacao:



Otimizar F{x} = § £,(x.) (3)
]
n
.Z gij{xj} {¢, =, 3}gi i=l,8500.+8 {4)
J=1
n :
sujeito a j£1 aij xj{S, =, 2}bi i=g+l, s+2,...,m {5)

j"_"lfz,'---yn {6)

)

onde zj(xj) e g, o) sac fungdes lineares por partes, conforme

LN

aprasentamos no Ltem I.5,

pa formulagdo exposta acima, podemos dizer gue & Pro-

e

granpacag Linear por Parites vail tratar de problemas pertencentes a

uma falxa intermedifria entre a Programacac Linear e a Programacio

i S

Convexa, de fungao objetivo separavel, sujeita a restrigdes linea-

res ou lineares por partes. Em particular nos ateremos aos proble-~

mas guee apresentan restricoes do tipo {3) e (6). Enm [30] sao fei-~

tas indicacdes no santido de se resolver o ceso em que ocorrem res
}

. Wo sub-item I.5.2 apresantamos um pro-

I.4. Anlicacles 43 Programacao Linear por Partes

situada dentro da programacac matematica, gual

{:l
o
ju)
=
o
&
JJ

seja, enitre a programacac linear ¢ a convexa, veremos que a PLL.P.
vem muitas vezes facilitar a resolugao de problemas originalmente

tratados por uma daguelas areas.

Assim & gue certos probléemas de programacao linear, de

3

grande numero de wvarifvels e re&trlcoes, podam  ftexr sua f&rmulaca&

adaptada para a progr amacao linear por partes, provocando substan-

i oF

% =

clals reﬂugﬁes da chloulo e de membria computacional.



Por cutro lado, a ?rogramagﬁa convexa, apesar de ter re
cebido substancial impulso nas duas Gltimas décadas, encontra ain-—
da dificuldades ao tratar de problemas de grande numero de varia-
veis e restrigoes. $3ao classicos, dentro da programagido convexa,
05 problenas gue buscam minimizar um eriterio gue & uma penaliza-
¢ao imposta a um certo erro. Por facilidade de tratamento matemdti
co, em geral, elege-se uma forma quadratica para expressar esta pe
nalizacac, © que ainda vem ao encontro de se penalizar mais os er—
ros mais grésseiros. A nosso ver aqui também a P.L.P. tem um espa-—
g0 a cocupar, substituindo-se o critério quédrético por uma forma
linear por partes. No entanto cremes que sua contribuicgdo poderd
ge dar com malor intensidade nos problemas (de controle Otimo pox
exenplol em gue: o critério de performance do sistema for convexo
porgm nao gquadratico; os estadeos e oOs controles estiverem sob res-—

trigoes e for grande o nimero de varilveis e restrigdes.

Procuraremos a segulir ilustrar a contribuicao da P.L.P.

a partir da programacio linear. Em EEZ} tem~se um exemplo de apli-
%

cagao, en plangiaments de expansac de sistemas de poténcia,

I.5. CaracterizaciZs da Programacao Linear por Partes através de um

Problema de IDrogramagas Linear

Seds um problema de planejamento com © seguinte modelo

L,
n . d .
Orimizar  Flx, n) = § (ed x o+ § qi %, 5) (7)
3=1 k=1 ?
: i 5 .
Ioaxy=b; i=1,2,...,m (8)
=g T4
(F1) A I
sujeito a | ., € X, £ B, , F=1,2,.00,0t ({9}
J 3 .
;)ik-;j ; xj - ﬂk;j 2‘{) F kﬁ:i.’z'a-ny)&j (J—O)




ondes

X, = nivel de produgdc da atividade j.
X 3 = demanda suplementar de recurso X necessarioc a
’
que Xj possa ultrapassar um nivel fixado dk 5*
. ¥
ai = custo unit@rio suplementar devido & utilizacio
de %, ..
L
¢’ = custo unitirio de producio da j-&sima atividade.
Ag = guantidade do recurso i reguerida na produgac de
uma unidade da ativicdade 1i.
b, = dizponibilidade do i-8simo recurso.

As relacgSes {8) s2o as restrictes de acoplamento entre
os difsrentes niveis de atividade xj, frente =& uma determinada

2 e

i~z2gimo insumo.

}}J
T
[§2
jo R
idx
{n
(8
g
P
I
g
it
?»-l
[
O

guantida

As restrigfes {(9) nos apontam a faixa do nivel de produ
atividads. 08 limites aj e Bj podem ser obtidos

do comportamento do produtoe 3§ no mercado {ni-

oferta e demanda).

As restrigbes (10) expoem a relagao entre o volume de
producio wj de uma atividads 1 e a demanda suplementar e 5 Os va
¥

g

iores 4 . compresndidos entre aj o 5, , indicam-nos os niveis de

prcdugéa da j aoims dos guais hi necessléade de se utilizar recur-

in
0
in
u
Sy
} wd
i
5
D
5
ﬂ
{u
g
i
i
:"_v:’\

Analisando~se o caso de deseconomias de escala, ao in~
gressarmos em nivels de producao tais que Xy 3 > 0, estaremos ar—
A 3

cando com gasitos suplementares ci > {. Poxr outro lado, para situa-
coes em gque ocorrem economias de escala, beremos ai < Q.

De uma anzlise de (Pl) observamos gue possul n  varia-

veis do tipo x., sujeitas As restricdes (8) e (2}, = } i {(3=1,..,n

J

%

variaveis do tipo ¥ , sujeitas as restrigdes sinples {10), gua

Tk d



perfazem a maior parte das variaveis de (P1}.

Com o intuito de eliminar da formulagao do problena as

variaveis Xy ,5 © 28 respectivas restrigles a gue estac sujeitas,
F
podenos associar a (Pl) o seguinte problema nac linear eguivalen-
te:
n
Otimizar F{x) = )} £,{x.)
- et 33
3
(P2}
Ax = Db A{m,n), x(n,1}, bim,1)
sujeito a
@ x<€B

onde f,{xj} 2 definida da seguinte forma:

3
c }:3 ajéxjﬁdlfj
7. 223 g, 0~ Gy ) F L. ' a <d
te X {x alrj) f] {dlt:}) lr:}sx:}é 2,7
¥ ¥
folw, iy = : :
3 3 ! '
H 1 {11}
; i
(e = ; s - d + £, {a £%. S8,

Aszim, zo custo de uma malor complexidade da fungao ob-
jetivo, eliminamos nesta nova formulagio J ﬁj(jml,...,n) variaveis

J0 tipo % e guas respectivas restrigoes (10).

ki



0 comportamento de fj(xj}, cuja continuidade nos & ga-
rantida pelas constantes fj(dk,j)’ & regido pelo sinal de si.
Assim para modelos de analise de economias de escala (Gi <0} esta-
remos frente a fungodes fj(xj} concavas, garantindo~nos a obtencio
de maximos globhais atravées de anilises locais. Da mesma forma

ai > 0 nos garante fj(xj) convexa,

1.5.1. A Bquivald8ncia entre (Pl} e (P2)

T

Se x° = [%? xg vee X0 & solugac Otima de (P2) e se
o T O o
L of % g D s Xe, X. .} com
dk,j £ %3 &kvl,j , entaoc { by 1,3)
o
- d, igk
o 37 %4,3 S
i, 0 . , (12}
0 i»k

w

o -r - . - O ol :Ai
g solucac otima de (PLl). Da mesma forma, se (xj, p's ) e solugao

O

Stima de {(PLY entdc 59 o & da {P2).

]

smos oo isso goorre:

A fim 4z assegurar a convexidade ou concavidade de F(x)
soments em fungio do sinal de ci , Bera conveniente gue uma solu-

cdo Ffactivel gualguer de (PL) satisfaca

T 4a, = M, se Xy j:»O {13}

{43
iy
[
¥

|
o

s ¥
=

¥, .1, uma solugao qualguer de (Pl}, verifica a
2 e d

condigas {13}, entac podenos escrever:

. 2.
. 3

3 J _
c'x. + ) o7 (2, ~d, .}J = Fix}
R R e N A .

=
b
fy4
i
o
i
£
¥
"N-P‘] u
L
boi L
¢
i
H b2

lrj_ j



onde 53 & o maior Indice i tal gue Xy = dy 4> 0. A definigao de

¥r
F{x) = } fj(xj), j o= 1,2,...,0 , con fj(xj) conforme (11), justi-
fica a terceira igualdade da expressdo acina.

Seja 50 solugdo Otima de (P2). Satisfaz portanto as res
trigbes (8} & {(9). Saia Eg obtido a partir de (12}, satisfazendo

assim (13} e conseguentemente (10}, bem cono:

o
donde (22 7 L

De modo anidlogo prova-ss o inverso.

I.5.2. Problemas de P.L.P. com restricdes nac linsares

O proplema {Pl) que acabamos de analisar pode ser visto
como um problema de planejamento em gue se busca a melhor politica
de produgao das diversas atividades j. Podemos neste problema con-—
siderar os elemerntos da matriz A como Indices tZcnicos que nos in-
dicanm gual nivel
dugac de uma unidade da atividade j.
de ocorrer o fato de termos’ tais Indices
ucao da atividade j, para determinados re-—

Lgamos gue para até ¥ hectares de cultura de

sejam necessarios 100 homens. hora/mes. hecta
cultive de uma Area de x a 3x hectares, Supo

nhamos gque se torns sconomicamente viavel a  introducdo de alguma

magn L3, com consequente aumento de produtividade, al-

}4

-

terando aguele indice para, digamos, 75 homens. hora/mes. hectare.

Neste ezemplo o recurse em consideragac & © nimero de homens. hora/

mes. 2 o nivel da atividade & a Area cultivada.

Um outro exemplo de problemas com restrigoes nac linea-
res & dade por Youdine (30], e leva em conta o fato de certas ati-
vidades j exigirem na sua producao insumos provenientes de merca-—
dos externos. Digamds gue estes insumos tenham custos diferencia-

dos em funcao do pals de origenm. & medids en que crescem oS niveis
g e B



de produgaoc das atividades dependentes de determinado recurso ex-
tarne, mercados alternativos devem ser alcangados & pregos alter—
nativos crescentes.

Suponhamos que haja s destes recursos e gue o volume do
i-2simo nao ultrapasse g, unidades. Notemos por dij {tml,z,..,rij}
os niveis criticos de producao da atividade 3 em que ocorre altera

g&o de custo, peor unidade produzida, do i~eésimo insumo. Considara-—

mos gue para aj £ Xj £ dij p Ag seja o custo do recurso i necessa

rio para a produgac de uma unidade de j e a medida em gue xj ultra
\ ., i - i
passa niveis criticos dtj’ este custo sofra acrescimos Ytj'
Por simplicidade do modele fagamos a hipdtese de gue a
aguisicdo destes recursos seja coberta por financiamentos exter—
nos. Assim, omitiremos da funcio objetivo os custos referentes a

sua utilizagdo.

Para levarmos em conta tais consideragbes reescrevamos

(P1} anexando~lhe restrigfes do tipo:

r, .
nor o 17 . . 1
1, i i .
VR ¥y F ¥ Yiq xtiJ € g5 i=1,2,..0,8 (15)
p o =1
i i _
= - ::’ -r- - £ > = w oA v
£y * Xj dt; > 0 t=1,2, ,rlj (16)
jzlfzfﬂoafn
i - e
onde x:j 2 o gus axceds do nivel de produgao Xj com relagao ao ni-
vel critico 4. -

Otinizar Fix, =



..
n . if . .
§ [é? x, + 5 oy, xl;1£ g, i=1,2,.0.,8
3§1L i 73 pmy B t3 ] i
n .
¥ ad %, = b, i=5+1l,8+2,...,m
ol L 1 .
j=1
{P3) ;
sujeito a | )
u3 % xj 4 83 d=1;2 ;4.0
. - . 2 k=1,2,c0e, 8,
Xk,j 2 3{:} ék’.,] G PR P) 3
i i -
- - t"_l 2 [ AN
: Xpg ¥ 7 %3 20 SRS &
§
| 1712, 00,8

A este novo problema (P2) podemos associar o seguinte

programa nao lirnear eguivalente:

£ 11
| Ctimizar Fix} = } fj(xj}
! §=1
g .
n . i
v gij(xj} £ g 11,25 4435
i jxl
{P4) :
on ;
g gy pm e e 3 ; = =gl , ... 0
SUALEG & ) }_. f’.&i Kj bi 1 ’ ¥
3=l
a. & %, £ B, A=l , .t
3 3 3 -

oo fj{xj) conforme {11) e gij(xj} definida da seguintse forma:



J . i
AT #, . & X, £ 4.,
] 3 3 13
3 i i i i .3
(a7 + ‘{lj) (xj dlj) + 944 {d::.‘) dlj < Xy £ d:aj
: ;]
1
Lol o= b '
‘313( 32 : :
1 1
] ¥
? ¥
L ¥
1 |4
¥ '
¥ t
£ ' '
i i oAl i i
A ., ~d D < I d v, £ X, £ B,
( t£1 Yeg) (%5 =@prg) + 955 (dgry) ey € Xy € By
' =
com = rij’
E semelhanga do que fizemos anteriormente para (Pl) e
(P2}, demonstra-se a eguivaléncia entre (P3) e (P4).

A reszoclucac de {(P4) guarda grande semelhanga com a de
{P2}, zendc gue as dificuldades adiclonais advindas com a presenca
de restri¢des linsares por partes, sao eninentemente de orden pra-
tica, Uma vez assagurada a convexidade do politopo formado poxr
suas reshtrigoes, & resolugdo de (P4) segue a linha do procedimento

proposte ne capiivlce I deste trabalho ao abordarmos {P2).

Em (PI} & passagem por um ponto critico da fungio obje-

i

tivo ndo implica am alteracao de base. Em (P4), no entanto , ao

i

avangargos sobrs wa dos pontos coriticos de  uma  das  restrigoes
mente ocorrerd uma alteragao de base. Assim, em
am vetor da base & ndo sO definido pelo componente do vetor
%, come também celo valor deste componente, © gue Ccausa um maior

nimers 42 maninulactes scbre a matriz tecnclégica,

I.6, Comentarics Adicionais

I.6.1. Extensis do concelito de solucac basica para a P.L.P.

Seila o probhlema:



minimizar gi{x) = glﬁx} - gz(x) com X € Rl S o€ x££ Bl

Analisenos 05 casos en gue

g}_(}i) g;z{EC}
al gualguer qualquer
b) gualquer lineay
) linear linear

I facil verificar graficamente gue © minimo de g({x) occorre noc pon=-
to ' em que as curvas gl(x} e gz(x) se tangenciam, mediante o des

locanmento de uma delas.

g iz} gix}

et i

@) ¥ o X b %
.g& ik
Gix}
} * Vo, (0
. i 19,:
P — ) g, (x) /'
| T = =
i T | | -'“'*'"-..___ |
- ' - -
L b ; g,0%) t Tt
P e P2 ‘i‘ : ]
t e $ H :
/ f i ,ngx)
] A 4 - X } et A
¢ x'=g el 2 £

Figura I.1l



Observa-se portanto que o minimo de g{x) pode ocorrer,
nos dois primeliros casos, para um valor qualguer dentro do interva
1o de dafinigﬁo de X, ao passo gua para O casce todo linear x' se
logcaliza num dos pontos extremes a ou B. Note-se que (¢) engloba o

caso classico em que o =0 e R=w , podendo agui ocorrer solugao

nao finita para o problema (x' » 8).

Chamenos x' de PONTO CRITICO. Diremos ent3o gque para ©s

casos {a) e {b) sao infinitas as possiveis localizagdoes dos pontos
criticos. Em {(c) serac pontos criticos apenas o ou 8, a menas gque

g, {x} e gg(x) possuam mesma inclinacao.
A

Seja © problema de programagao linear:

Minimizar £ = ¢ X cl{l,n} xi{n,1;
. E X
{F} sujelto a: i Ax = b A{m,n), msn, rank{A)=m
i
%
ta € x< 8 b(m, 1)

. I J z .
Pacamss Wwna particgao em A = [A A_] tal gque A" seia
i

uma supmatriz 4 oo golunas linearmente  independentes. Levando-se

3

ezsa partigds pera o @ % podemes reescrever (P) da seguinte formas

Wy,

4
Fr

L e T J

E Alninizar £ = ¢ Xy + C Xy (17)
3 H (=N R =P - __,,_I ...J —m

: a g x s B {19)

i

COm Io= 13,7, ....m} & Jo= {1,2,...,n} = I,

o
pouf

H

3
Yo

3
[
nM
i o

Xy = [%i Ko v xm]T

I F1 m i -
at = At ..., A’] com AT = l-esima coluna de A.



hado que a* g reqular,

resolve~se {18) fazendo—szse:

r, 1 I J
%, = b -
e (A7) b (a7) AT x. {20}
x, = b - iJ pd (21)
2 7= =3
rbitrariamente atribuimos valores ds varifveis independentes x.,
jed, obtendo-se dal valores de =x., jeTI, varifveis dependen-
I . . b - .
tes. Dado gque A constitul uma base do B, X € conhecido
por vetor das variaveis bisicas e Xy vetor das variaveis nao-basi-
Cas .,
Cologuemos o critéric f em fung8o apenas das variiveis
independentes £y Tazendo em
o I . J
L-2b={c" ~uhAlx + (g ~-u A7) X, : uf{l, m}
i - I.~-1
gx - 1w AT = 8, Zende u o= o (A7) T,
Convanciconando~se gue z = y A teremos, como gi{x} =
glig} - g,iX}; a SRSTRS8A0 !
. I~ 3 J
f-g b= %X~z Xy (22)
gue nos remeite o oas0 {¢) anteriormente analisado. Podemos entio
i am . ] N
afirmar gue o minime de £ ocorrera para um valor Xj = xj s Jd1&8d,
¥ . P .
tal qus xj = oz, ou B. e satisfaga (18). Vem dal a Jjustificativa

1
.
-
K
pS

do ge abtribuir

sos seus pontos criticos.

Na P.L.P. a axyressaﬂ equivalente =a {22)

gl(ai uma funcaoc linear por part:

Graficamente teremos:

avels independentes (nao~bisicas} os valores

tera para
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R
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JHE
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Figqura 1.2

onde fica ficil perceber gue, gualguer gue seja a inclinacao de

g,{x}, o minimo de g{x) se dar@ em ao menos um dos pontos em que

glfx} sofre alteragac de inclinacgao, chamados pontos coriticos.

Assim, na P.L.P, atribuiremos as variiveis n3o~biasicas

os valorss refsrenies z2os pontos eriticeos o, dz, venays By Fazendo
s}

basica se expresse por

fon
i

o
12

T
o
4

com K o= ij & o nimero de pontos criticos de de

terminads = l, 2000 ,0.
Por simplicidads digamos gue gualguer gl{xj} possua 4
pontos orit o, para una determinada base I, cerce
B i e - )
de 2 solugtss Lasicas, sendo que o numero total de possivels

- P . n-m m i . -
solugCes basicas saxa igual a £ 5 . Ch {Cq: combinagao das n va-—

vi&veis tomadaz m & m).



1.6.2. Un exemplo grafico de P.L.P.

Seija o seguinte problema de P.L.P. :

2
Maximizar F(x) = J £.{x.) sujeito a:
- S |
i
{PpP) , . Ky~ X, £ 4 0 = Xy £ 10
3xl + x2 £ 36 G < x2 < 12
com
4X1 0 % Ry z 4
flfxﬁ} = Ez'l + 8 4 < XL £ 8
- <
| Xy + 32 B = xl < 10
Lodx, 0 ¢ %, 83
;
fziztr «'»éE:a::zé-ﬁ 353{2$9
[~3%, + 51 9 ¢ %, ¢ 12

o

A figura I.3 mostra (PP} atraves do poliedro convexo S,

formado por suas vestrigoes, s pelas curvas de nivel de seu cri-

¢

ioo vé-ss gque  a  solucao de  (PPY  se d& par

o

¥, = 8 & x, = % com Max F(x) = 48, observando-se que na P.L.P.
' x5 -

imo nac necessariamente se da num vértice do politopo 8 das res

a3

rigldes, come ooorre nA programacac linear.

&






A extensao do conceito de solucao bisica apresentada,
val nos garantir um procedimento senmelhante ac algoritmo simplex
utilizado na programacgac linear, gual seja, o de ir em busca do
Btimo através de solugbes bAsicas. Através do algoritmo descrito
enm IT.3 , o exemplo acima & resolvide em 4 iteragoes (vértices

A+B -+ C» G~ X)), havendo um Gnico pivoteamento {em C}.

Outro caminho possivel seria A - E » I » J » ® - M » K.
Neste caso seriam seis as iteragdes com ocorréncia de trés pivotea
mentos {em B, N e M). Note-se que em E e N Os pivoteamentos ocorre
ram por questoes de factibilidade, ac passo gue em M, a exenmplo de
Cs © givoteamenta foi devido a inversao do sinal da taxa de cresci

mento dz fungao objetivo.

Com © intuito de ligar as ideias, repebimos agui o fa-
to de gue na programagac linear cléssica, em que ¢ = 0 e 8 = @, ao
atribuirmos valores nulos ds (n-m) variiveis nio-bisicas, estare-
mos nos localizando sobre um vértice de $. Por extensdo, na P.L.P,
ao atribuirmos Bqueias vari@vels valores correspondentes & ssaus
pontos criticos, sstarsmos determinando, alem dos vertices de 8,
08 pontos interncs ou sobre arestas passiveis de conter a solugao
Otima ds (PP).

Na Fiours 3.3, de A a ¥, apontamos as solugdes basicas

factivais de (FF), ooz % contendo o Otim

cacio geométrica da degenerescéncia [36] tam-

solugdo basica

menas uma varifvel basica & nula. Tal fato

interpretads Comoe uma superdeterminagao do vértice de 3

b

correspondenta Zgusla solugdo basica.

Na P.L.P. diremos gue wuma solugdc biAsica serk degenera-
da quands zo mencs: umse de suas varidveis basicas assumiyr um valor

corregpondants 3 um 381 ponto critice. Mo politopo 8 o ponto assin

iz}

obtido estard supsrdeterminado. O gue ocorre, no axsmplo, nos

pontos B, N e L conforme figura I.3.



CAPITULO I

APRESENTACEQ DO PROBLEMA

IT1.1. Introducio: Comenit2rios Gerais

O problema a ser abordado

n
Minimizar Po(x,)
, i =
2 -
| n
?\ ] wr iyl ok . 7. >
(B} x SUjerta a ,Z gl(w Pz éo
f i=1
j %, £ 8, , i=1,2,...,n
] —3 3,

pode ssr wvisto ocone sendo de egtrubura multidivisdria com regtri~
ot

o Znox bnd . . --]
a classificacao de Geoffrion em [27J

a pode ser interpratada como sendo formada
istemas interrelacionados, gue podem ser

divisdes de uma organizacao, até setores de

%<, : vator do atividades do i-esimo subsistenma,

—i

5, r oondunho Jda Tﬁatrigﬁas internas do subsistema i.

b : oversr de oroourseos utilizados pela crganizaqﬁgg ou pali aco
nomia, inteira. Bsses recursos comuns, a  seven  divididos

antre ¢ n subsistenas, provosam a interdependencia destes.



{x.): fungdo vetorial de mesma dimensao de b, . Representa a quan

9383y

fobr

tidade de recursos Eo utilizada pelo subsistema i, por con
n
ta de suas atividades X Z gi{Ei} 2 gﬂ constituan as

i=1
restrigoes de acoplamento de (P).

F.{xi}' parcela do critério referente ac i-ésimo subsistema.

Tal tipo de estrutura & tamb2m citada na literatura

come sende angular ou bloco diagonal.

Devido a ocorréncia das restrigdes de acoplamento, a se
parabilidade de (P) ndo & imediata. Nao fosse a prasenca de recur-
808 comuns a serem repartidos, (P) seria solucionado através de n

problemas mencres e independentes:

minimizar F.{x
ALz ; ()

!
(r,) ¢ imlye et
H
{ suleito a:r X, € S,
Assizm. o asimples fato de reescrevermos um  problema do

i P,o{x,
i .E 1‘§1)
; i=1
;i sujeito a: ¥ € 8, , i=},...,n
i :
na sua forma egulivalente
£
i
] *y
. ¢ omin F, ()
Poimlox, i
;) “ml
“\
i
g sudeito a: X, £ Si p i=1,veesnd
1@



pode nos propiciar ganhos em simplicidade como tambemn viabilizar
sua resolugao computacional, no caso de se tratar de um problema
de grande dimensao e de ser peguena a capacidade de memdria insta-
iada.

A artificios deste tipo Geoffrion [27] d& o nome de ma-
gignlacéc. O exemplo acima, apesar de multo simples, nos 1lustra
um dos objetivos da manipulacao: o de induzix a separabilidade ao

problema original.

voltando ao nossc problema (P), sobre ele aplicaremos a

manipulagao dualizagac, descrita en [27] e 33] e justificada teo-

ricamente em [51 e [25].

Seja {P) um problema convexo, isto &, de fungao objeti-

vo @ restrigfes oonvexas e 81, i=l,...,0, conjuntos convaxos.

Como discutimos, as restricoes de acoplamento nos ilmpe-
dem a separagao. Facamos entdo uma dualizagdo em relagdc a elas es

crevends O lagrang2ans:

Ge wvarifveis duais de dimensido igual ao nime-

ro de restricoes <2 acoplamento.
nefinindo-se a fungido ¢(p} como sendo

e e £ e

®eS
tom-ga U ’
41
. [l 4 e
sipy = } min L, {x,., p} =



sendo gue o problema dual resultante seri:

Max. 9 {p)

(D)
p28

Sabe-se que garantida a estabilidade [25] de (2) em re-

lagaoc &8s restrigfes de acoplamento entdc (P) tem solucido Gtima, os
o

P - . oo o
res otimos de (P} e (D} sac iguais e gqualguer solugio Otima p
de (D) caracteriza todo o conjanto solugac de (P}. Assim, sempre

. Il

i sMax {p} =  Max .E min L, (%, E;}
(D) { (1ol eS8y J

[ 228 P23

a resolugic da n problemas menores e wnais

{1y gue golucionarsmos (P).

stlca basica de uma manipulaczo fica entdo

z de procuray uma forma alternativa, no caso

nriginal (P} procurando extrair beneficios
gue porventura 3 ssitrutura deste problema oferega. B forma alterna
hamada de Problema Mestre [5], [27].

] R ¥
EY S DIOMEUENenTe

0

agora buscar uma estratégia de resolugido para

(D). E3td evidents gue tal estratégia consistirad, dado p, na reso-

lugéﬁ SOn o0 SuDnTe dentro ds maximando, resultando

e
W
o

e
Y

o



QO - L. o ,
onde x. € tal que Li(ﬁi, p) £ Li{&i‘ p) p Y x, €8

Pelo fato de se tratar de uma colecao de fungoes linea-
res em p minimizadas ponto a ponto, ¢(p) & uma funcao concava. Em
particular no problema que iremos estudar, para certas regides
do dominio da varidvel p, a solugdo §§ de cada subproblema permane
ce a mesma. Isto permitird que efetuemos otimizagdes por regiles
do dominio de p. Esta estratégia de resolugao & conhecida na lite-

ratura por Otimizacao por Partes e sesu desenvolvimento no campo da

Programacio Matemadtica de Grande Porte € em grande parte devido a
J.8. rosEn  [21].

TT.2. Definicao e Notacdc do Problema

Um problema de programagac matematica pode ser apresen-—

tado sob a forma geral seguinte:

ot o c fert
Minimizar IL{y)

.APMWWWK‘MWN

& gi{x} m {) ; i=1,2:4+.,m {1)
¥og S
"y s = ~ . n
onda ¥ £ 57 §os g, sa0 fancoes reals e 5 CE .

Tracnrencs agul de um problema com critéric linear por

e s1ieito a restrigdes linearss (programagdo ling

ar por partes!. Lstudaremos, sob O enfoque da decomposicgac, um pPro
blema de estruturs multidivisdria, bloco diagonal, com restrigoes

de acoolamento.

e g - ] ]
Proscurandd-se oonservar as notagoes clagsicas da progra

magas Linear podenoes apresentar o problema primal (P} como  sen-—



Minimizar F{x) {2}

sujeito a: Dx =D {3)
: R
(B}
By 2y = by (4
iml{zftQCfn
< <
oy $ X, £ By (5)
gque pode ser melhor visualizado da seguinte forma:
.1'.“‘1‘ i i ! w= u-an-mtns"}' & )
inimizar F{x} = F,(x,) + Fy{(x,) + P,
51 ; i ﬁ i £ é‘ " + & %k M R W kR + s
sujeitoe a Dl %y D2 Fq B, X, Eo
i ==
e ES 21
{P = b=
) By Xy . 22
¥
.. L]
w ¥
" T
‘GQ i
o =
n -n —n
& EPRE - S N 1Y ' ;ml,z,,..,n
onde
? n
D, im, o, A, imy . ngd com m_ + m,< ) n, e m N,
i’ i bR 1 i 0 4o FT s R i i
xy {nys 23 B, B by {m,, 1)
Fi{§i} = 7 fﬁ{xﬁ} {6)



n, = maior Indice 1 de *y
M, = {3 1 + 1 £ 3 £ n,t .
= i-1 3os oy componente de X, .

izlp 2] owv{n

sendo fj{xj} uma fungao convexa, linear por partes, definida como

52 segue:r

3 - . :
s o= st Ey . & LFOLSHR,$4,
cplxy = eyd +Eylay) 0,F C3v%55L,3
: :
3 [ 4
E 1
5 4
+ ¥ oY {x. -3, L)+E, . 4, .<x.< ;
£ (% g {CG ii} 737 w?‘} ﬁ“&’s)#f] €dk,j} X, 5 dk'*‘l,j
J 4 . . (7)
T ]
1 ¥
¥ I
’ ;
i 3 = o=
tede T o5y lu,~a, PE (A, L) d, .€x.<$8.=d
l%\ G iii = 3 E,};] 3 52’3-:3 ijrj 3 3 2*3+113
onda ﬁf > &
& gj Lg% E ‘fﬂl;Z;...ﬁj) sao os valores de x, an que
Fo{x.d da inclinacgac. Serao denominados, juntamen-—

criticos.

. 5 3.0 ] : ¢
Fazendo ol = ul w ] ol comn 0120 e k=1,2,....05 (8)
e ol Li»l = & 4
. ., o= F LA Lo . d . i = IS
9,5 = B 0% 40 T % Y, con K0 Laeeer o)
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epresentagao

podemos reescrever
cuja r

{11}

-

1

#

Daj,j F2j,j

iﬂl;‘z’ .;»;I‘l

¥k, i SN
Figura IT.1
para

de}j



Se para algum i ocorrer gue 5; & vazio, entac (P) & in-

factivel.

A estrutura angular deste problema serad por nds explora
da através da teoria da dualidade de Lagrange. Esta fara com gue
tenhamos a propriedade de separabilidade no lagrangeano que formu-
laremos para (P), permitindo solucioni-lo através da resolugao de
n subproblemas de pequeno porte, e de um problema nestre restrito

a algumas das variaveis de (P).

Dualizemos (P) em relacdo ds restrigOes globais (3} es-

crevendo o seguinte lagrangeano:

n
=p b, + izz[ﬁiiﬁi) - BB §€] {12}

onde nil, m.} & o vetor das varilveis duais (parimetros de La-

gt

grange

-

gunil & definida [5] por:

Lz, pi

3
bl

. |
- pp,+ [ omn |Fi(x) - p et 35:'1 _—

Pt

gue & uma fungio ofnocava e linear por partes.



0 problema dual de (P) sara

Maximizar @{Q}

(D}
peW
com W= {p / Min L{x, p) existe}
Xes
No nosso caso em particular, onde
W Qﬁo

{13} wvemnos gus para a

Abtravis de

temos 8

{147

{13}

COMPACES,

determinagao de ¢ {p)

devemos resolver n subproblemas independentes, do tipo:

DOImLL Fodwn,y = F,{x,)] ~ 0, x,
= Ry s 5) - pDbox
(sp,; (18)
; ‘_431 = si r i“l,z;..-,n
P ropsoraver cada subproblema como sendo:
; " : . t
T R e P ) [fj () =p D7 %, f
1 M, PeM, —
; Ly i e i
18y,
LY {17)
i L Si e A=l,2,....n

onds D



componente do vetor X.

Tomando-se a fungao objetivo de cada {SPi) ObServancs

que & linear por partes, sendo sua inclinagao, em cada intervalo

E%qrj' ak+l’j], dada por:

{(18)

it
2
L
!
fo
jo
i

No que se segue faremos a apresentacao de um procedimen

to de resolucgac dos (sp.).

II.3.2, Procedimento primal de resolucgac dos (SP;i)

a) Introdugao

Ha exposigac deste procedimento consideraremos os
conceitos e propriedades usualmente empregados na resclugao dae sisg

temas ds equagdes lineares: redundancia, compatibilidade, base ,

A

forma basica, operagdes elementares sobre linhas, pivoteamento ,

e 2™
i

etc. 34

L.

~1367. & par destes, alguns conceitos e propriedades ele-

-
mentares da tecriz de matrizes e da algebra linear, tamham serio
empreqados [361, (271,

A mokacdo utilizada seracx

I, do de Indices, I, CM, . Indica-nos a base da
{£p.). Por simplicidade, sem perda de genera-
. - - 4 1
araremss I, = in, . +tly 0L o2, .. aa e D, ML b
> = i s I e s R Fal -1 1}
N, ¢ conjunto gz Indices, M, = Mi = Iy das varifvelis nao basicas
da {ﬂﬁi;.
n
Y : ij 1{3:‘ _E?\ufi.::ﬁ o= Iy J; L; N
i

coluna da matriz A,

o
£ )
!-'A.»
i
D
£ry
fris
5
Fud



>

g
Lo e
L

gubmatriz

e

submatriz

vetor Jdas

»

vaetor das

P

X, &0

resolvermos

e 22 "
BATLENLEEY

j~ésima linha da matriz A.

elemento de A situado na i-ésima coluna e j—esima linha.

da Ai(mi, ni) constituida pelas colunas éj, | eIiﬁ

de Ai(mi, hi) constituida pelas colunas éJ, js:Ni.

varifveis bAsicas (dependentes) de (SPi}.

variaveis nao basicas {independentes) de (8P,).

= =
—i

Assim,

Motaremos

&i X, = teremos:

A st

fis
o

it
I3

il
i
e

[

g
!
.

H
ot

]
=
o
|ifd

o

Tma solucko bisica de (P) serd factivel se satis~

sra um subproblema (8P,), uma

{43, (5).

Diremos gus uma

+ - .
ﬁi o valor basicp

solugac

assumido por

{19}

solugao basica sera

basica

nEo dagonerada se x., JEL. s for talque d  .<x.< .
= el xR que 5 F e,



Uma vez determinado, atraves de (19}, um valor bé

sico factivel x5

x

+ ) . .
= Ry - podemos determinar o intervalo de defi-
i

I +
nicao de cada um dos seus componantes xj e conseguentemente a

, , ~ 5 1 . ' .
inclinagao hk da fj(hj) ¢ J eIi , naguele intervalo.

b} O procedimento de resolugao

Em esséneia o procedimento gue descreveremos farid
com gue caminhemos, num dado (SPi), de uma solugao basica X, a

- -y ! . .
outra solugac basica Xy o ambas factiveis e tais que

} g P, (x) {20)

factivel de pavtida x; = X, .

5

HipStese: Para o subproblema (SP ), conhecemos uma solugao basica
e

i
Fagamos uma analise local de F,({(x;) em torno de
%, = ¥, provedando uma perturbacao apenas sobre as componentes in

dependentes x., , &M, , da Iorma:

£, W Ay tOE ' {213

COm

garan

g F o ar eea .
ponto gritico adiatanis,

ce (1% deduz-se gue as varidveis dependentes so-

frem, em decorrincia de (21), alteragdo da forma:
= ¥ - AT g {223

By =1 =
1

alterachc esta nic controlada por nds diretamente donde a conve-



- 1

niencia de exXprassarmos Fiféi) apenas em termos de x. . Para isso
H

trabalharemos com (SPi}, eguivalente a (SPi} tal que:

minimizar F

N
i
s
L
il
Z
fis
L}
o
Ll

Chamaremos o produto escalar

>

408 o g By (L, my) (23)

correspondente a uma solugac ba
2 modo que '

i
s

uy by | (24)

= ptathT (25)

em conta o proposto em (24}, podemos reescrg
¥
rjetive de (SP;) como sendo:



I . _ P N % B .

¥ - )
Esta nova forma de expressarmos Fi(ﬁi)’ valida apenas
+ N -

ara dp . £ x. = X. £ . I., facilita- ize
o X, 3 - xj £ dk+l,3 T +ac11mt nos uma anallf
local desta funcao, em torne de X, = X;r tao somente atraves
das variaveis independentes g j e N,. A forma aditiva do crite-
rio nos permite uma andlise para cada Kj‘ jE:Ni, separadamente. A

convexidade de F%(ﬁi) dustifica uma analise local.

Efetuando em {(28) a modificacao proposta em {(21), tere-

mos:
t + o P +5, +
Cx, AV u, b, = A f.{x. +e.) -2 x.+€,] 27
Pl +40 -8y By = ) 9 g R [3< jreg) ma g re ] 2D
el Jel,
i i
- ™ -
+ i
X1 AT gy,
. X 3
oom . toA, = (28}
N
-, E-N
sendo gus para ook,
J 3 >
| { hk Se e} 0
¥ H e -4 2
£ ix #s, 1wmF. {x.1+n° £. . onde hd = (29)
33 : 3z Y3 Y i <o
hy ., se 83
Conssguentalanis L8YamOs:
Pl - F ety = 3t
Foleg *ay) - Fy{xy) jgm thy = 7,704 (30)



Tendo por cbijetivo diminuir Fi(gi) a partir de x, +

E
=g,
podenes aglr de um dos dois modos:
, 3. nd +3 3
a) farzendo sj >0 , 3 eNi . hT hk ’ se ZO :hhk
- i R R s IR
3] fazendo Ej <0, 1 Ehi s h hk-l pooSe 2 *Chkul

O modo {a) nos indica, através de (21},

+- . 3 - . - .
xj = . os 3&:Ni/zg > hg ¢y pYOVOCamos  wm decrescimo
wF

gue aumentando
¥
em F.{x.,}. ©O
it=i
mesmo resultado conseguimos em (b)), diminuindo x.

= Kj' As figuras
I1.2a & IT.2b

ilustram estas situagoes.

e X

Figura IX¥.2b

Adooand

independentas (variavel
is. As varifdvelis dependentexz {(ou bi
shadas de nedo a prazervar~se a

factibilidade do
fazendo andlises unidirecionais sobre o com
portamento de &F, {30). Trés 530 0% ¢ases a considerar.



19 CASO : h < h, < z para aleum reh,

k-1 k o i

Faremos entao €. = t[0 0 ... 1 ... 0 d]T {(31)

4i/;ésig£o correspondente

& r-&sima variivel

Resultando em

t -+ 1 3 r 4
= . . . —_ . = .
gle) = F 05 + A - Fi(x) = (b -z )k (32)
: . RESFERN = < nx
29 CABD ¢ z,, I hk para algum rE:Ni
T
E‘*a EEITELE E"‘:‘.! = t [G 0  n oo “.1. - N O O]

zi/posigéo corraspondente a

r-ésima variavel
Reogultands em

. T, 4+ v, +x x
R TR R I § 4 A Y . . = -
Lihl Folxg + 20 Foix) {z, hy )t (34)

Deve-za chservar gue ¥{t) € uma fungac linear poxr par-
tes. Sua derivada. gue chamaremos de TAXA DE DECRESCIMG {ID), mauda

rad guando uma Gas variavels



x_ = 4 + & {(PIPO 1) {35a)

- k.x ¥
= xF - &¥ (TIPO 2) ' {355}
21, Er, T & &g 5
X 1 :
= 4
€, v, relNy (36)

encontrar um ponto critico adjacente. A alteragao seri tal gue:

-

a} se a vcorréncia €& do TIPO 1 muda hi, rermanscendo

constante zzr. (ADENDO 1}

s - = +r
b} se a goorrencia e do TIPO 2 muda 2y 7 pernanacendo
. r ;
constante h_ . Isto em virtude de um dos componentes

I ?
de b, ~ se alterar (ADENDD 1) e de
=K.
T Li »r
z, =B AT = gk A {37}

Chamands de BNTIGR a TAXA DE DECRESCIMO  {TDA) anterior

&5 alteragdes I rradas em (35), e de NOVA a TAXA DE DECRESCIMO
(TDH) posterior alterégﬁes, demonstra-se gue {ADENDO 1):
N x| s
T o= TDA 4+ A {0l {38)
sy
¢oa ar
LRy s £ A, > 0
T R “r ]
s : .
com oy = : {39
- g
Py Se AT < O
{ TR+l fr s
1
sendn 5 o Indica da variivel bisica responsivel pela ocorréncia do

Para coorréncias do TIPO 1 a expressaoc {38) tem valida-

de se fizormos:



r .

gk+l sSe er > 0
o’ = (40)
¥ r

Tt 5e €. < 0

Com o intuito de esgotar a possibilidade de decréscinmo
¥ i N + . 4
de Fi{§i) na diregao r, devemos prossegulr com a busca unidimensio

nal até gue ocorra uma inversao no sinal de {TDN).

39 CABO = hy .y € 2,7 €Ny p Vrt—:i‘ii (41}

F
K
e

& um OStimo local e portanto global.

. i
frivg A

+
dk—fgr Xy 2y eot,r

Pigura I1.3

. i P
reM, ocorrer de z.” coincidir com o va-
= - 14 o ; + -~
lor de uma das inclinagoes adjacentes a x = d, ... a consequencia
‘LI«-
(%;) serd insensivel a perturbagdes £

oincidéncia. Se para todos os j& M



1 # Y, ocorrear que h;_l < 223 < h?, podemos dizer gque o (SPi} apre
senta solugao Otima mhltipla. Este aspecto estarad presente na reso
lugdo do PROBLEMA RESTRITO descrito em II.4; por esta razio faga-

mos uma partigao em N; tal que N, = J, UL, onde

L DR 3 ¢ 3
Ji = ?3/ hkml < z, < hk {42}
a
L, = %jj z+j = hj l GO y=k ou k-1 {43)
i ) o " §

r assunmids por xj, 3 edi, ser fixo, O mesmo nio occorren—
s 3EL,, <gue ppde em principio assumir valores no in-
tervalo de insans

L
i

e

L
Dai o val

do para =

bnde

ensibilidade. Teremos entao:

e Ed P‘%« =
ESTURAE- Tt 3 (44)
. i R
e r . (45)
s Ay o' r 4, ' 45
Ly YLy f+1l, Ly

v, = x =b, ~A*+4d - A x (46)

) £y
™

Esta expressac nos indica gue num (87;) eventualmente podera ocor-
rer a prasenca 2= varilvels ainda ndc fizas dentre as variavels

independentes, determinantes de Xg . £ o caso em que L, @ nao
, ' i
vazio.,



I¥.3.3, Algoritmo

O procedimento descrito em II.3.Z, nos sugere 0 saguln

algoritmo para a resolucao de um (SPi):

. Dados de entrada:

. Matriz A, e vetor b,
i =i

. Inclinagbes, pontos criticos, nlmeros de inter-
valos de linearidade e constantes g, j para
[ 4

cada fj(xj) , J e M, .

. Inicializacao:

—

. Base Zi inicial & p = p.

e e e . . M + 17
. Zpincao basica factivel inicial [y %

i
o8
1
5
¥

i £4 3, =] -
ificagao dos intervalos [éK’Ii’ §K+lrzi] e
I

das inclinacgdes Ekl correspondentes a estes in-

3

+-

BEtapa 1 Aiculo des INCLINAGOES DE REFERENCIA z 7 , j € M,

irr
fu

o3
£

tra
-
m +
!u.—J
&
£
)
[
i
i

[}

TAMAS DE DECRESCIMO (TD) e escolha da varid

ramios r o€ Ni candidata a entrar na base.

3¢ TD> 0 gualguer que seja Je N, -~ SOLUCAC OTIMA.
. 8 T« 0 para algum re:Ni - CONTINUE.

Egonilha de £,, em funcao do CASDO cobtido.

Eoetic B

v
i
Has

Btapa 4 : Chlculo do tamanho de passo permitido (e,) na busca uni

imanzional.

. Identifigue se TIRO 1 ou TIPO 2 ~ vide ADENDO 1.

= $ oy 4 o+
. D& o opasso, definindo os novoes valores de X8 Xy~
_ " _ i



Etapa 5 : Atualizagdo dos valores dy e hy , j e I, + {r}.
7

Etapa 6 : Calculo das novas taxas de decréscimo (TDN):

. Se TIPO 1l: TDN = TDA + ai;

- Xy S

. Se TIPO 2: TDN = TDA + [A0|UY

Inleid 03 conforme definido em (39}, {40Q).
Etapa 7 : Verificagio do sinal de TDN:

. 5 TDN <0 - volte a etapa 4.

. Se TDN>0 -+ encerra busca na direcgdo r

Etapa § : Se a inversao de sinal de TDN se deu em virtuds de ocor

réncia de

. TIPG 1 : ndo hi mudanca de base
TIRG 2 ¢ ocorre mudanca de base. Faz-se pivoteamento

oy
em torno de As

Volte 3 stapa 1.

dtase de ndo ogorréncia de primal-dage-

ara um (E‘:‘Pi},f garantimoes gus a fun-

da iteracho. Uma vez que a cada valor de
o basica, podemos estar seguros de
manicas obtidas durante a resalugﬁc de (SPi) =ao0

zendo finito o nimerc de solugdas bisicas, sera

Finito o nimers 2 iteragbes necessarias para a resolucdo do pro-

Da aprzsentagao de (P} depreende-~se gue uma $olugdo bi-



n
slca deste preoblema possul m+ Z my variaveis basiras.
i=1

Atraves da resolugdo dos {S?i) determinamos n bases Iis
restando assim m,componentes para gque tenhames uma base de (P} com

pletamente definida.

A idéia & constituir um problema cujas variiveis se res
trinjam aquelas definidas como nao bisicas pelos subproblemas
(SP;). Isto faremos colocandc as restrigdes Dx = b, em fungdo ape-

nas das variaveis %, + definidas em cada (SPi).
TETEM
i

Constituldo este prdhlema, gue chamaremos de RESTRITO e
denotaremos por {PR), procuramos numa fase inicial completar o con
junte L =UL, com m elementos; x. seri o vetor das variaveis ba-
sicas de (PR). Observe-se gue da resolugao dos (SPi) tem~se ques

i
i<
=)
Fa
N
A
oy

Aszim, completar o sonjunto L corresponde d passagem de Indices de

J para L, o gus conssguimos em, no MAXIWO, mapivoteamentcs em {PR).

vel para o (PR}, sdotando assim um procedimento dual-simplex de re
solugdo.
He foomiiagas do {(PR) utilizaremos a seguinte notagao:
- S S
...... = &y T by (47)
N fndiy L
B 1_7‘_’ d-) R.; (48)
o= on, - DR R, {49)
S X
n Ti -
@ = b~ ] DT by (50)
2 b 159 2
Foo{xm,t o= £, {x, . 51
o, ) ) 3(x5) , Jely (51)
P b= E E.o{m,) 3 sﬁi {52}

£
1l

[
i

P&
i,
£V
A
oyl
»



A fim de facilitar a exposigao da formulacio adotada

para (PR}, vamos representar o problema (P} da seguinte Fforma:

D D I 5 b
I Ny _
A A S 331
™ ]
™ §
h !
b i
Quadro 1 ™~ afn aAbn = b_
?z? (x;) FMM§ {x, 30 FIn (x,) FNn(ﬁn) = F (x)

Sedam I,, i=1l,...,n, as bases obtidas da resolu -

i
- - o . . I3
cao dos (8P} . Sen perda de generalidade, consideremos A1 como

:

sendo formads p2izs nm, primeiras colunas de Ai. Colocando—~ss o0s
e

(SP,} na forma canfnica em relagao ds bases ?{i, tenmos:

Ii 7 In Ny o 1
= - 4B b = b,
7 P
; i i
2 :

- - by | 5

A H & =

‘ i T
AN i
N !
.3
~ :
N . .
Quadro 2 ki AR = b
¥ w3 i® ds i B .
Fr ol (Fy ) Fo () 1Py ) F(x)
A i L . o It n




Efetuando as operag¢des elementares sobre linhas

LI}Ii DNi:Ix, - pti {:I!Z ANy

=i

(lmlr »‘;-;2'1)

{53)

iy | T: =~
9{} . Z D * .,}21
i=]
Foox) ¢ F () - oit[n AVix,  (i=l,...,m)
1, ‘24 w, ‘217 T Ex 53 T
i i _
{54)
_ nor, .
P{x} - ] cg* b,
- . = vl
i=1
e utilizande a notagido dada em (49) e (50) temos:
8 o g f o= e
- &
Quadye 3 1 AT = by
7 PO T ; - T ix) -
e T,y B TR %,y |Gy B T @
ek, e L i el n
ST i o n Doy,
o -1 5B,
i=1

onde



. é : . - Ii \Ii -1
G,z = Ty (x;) Sk (a™) 7 A X,

T, K . M,
i i i
Iy Ny
= e 1 e ' el —_ J. i
Fp () =g 2 v Ty ) 7 oge AT Ey,
== GI‘{ﬁi) + GN‘(xl) {55}
' + . .
Uma vez gus para xj = xj PR in r temos beam determina
da a inclinagao cg de fj(xj) & sendo:

Foiw, =P (xi) +F, (x.)) = ) temos entdo
-, - 2 .k

3 =i li h_ 45T 1 i
<5,
n n n n Ts -
7o, YN B ) + 7 G, () = Fx) - ) Egl Qi (56}
i=1 - 7 doaml i=1 74 i=1

em {12}

{57}

-

PR Y P O T PR
adfdotando 8 linns 4S8 raglo

- . . N
inic exposta pelos QOuadros acima e © gue
)

., {5%6), chegaremos 3 ssguinte expressio:

o
convenocionanos em {471~ (50

n

n
D,.or 1G4l F ) Gy () Fple~ LB oxg)
ser, Srd) = Mg TR RS




Hote que

(58) & funcao apenas

(SPi}.

@(E)

COm

lagao ds

(PR

A fungao dual & agora dada por:

I Ii - -E I
= Ly~ b, F ) %, + {?J (gk i} + G
i=1 U jer, e i=mpboYy TR
. "
I .
+ple - T EZ Sg.g. 7 gl %y,
T i=1 My i
3 .
Zg,n, € &, S EZge,r,
1 I X

L

{x.}
i -1

das varidveis independentes dos

|+

{59}

A expressio de L{x, p) dada por (58) nos sugere a formu

um problamg restrito {PR) da forma:s

{ ! n
IoMin Fig) - S N S D R
iy L3 LF} o_-} i—n‘t
5 ael, =1 i
3 i ]
j
Y R
H ¥ = M., = 2
j \ E’Tﬁ’ i
F rzan e A R 4
H [ VR
i E B e
! ]

Cuadre 3 ac considararmos

a fungao objetivo.

;3 gt A
P I S T T Ly

P —

A
ey

i T, n
b ' . v
c D, &, s = K., =
T - 1 "Ry .Zj i
L=i jel i=1

(50)

{61}

{62}

apenas a8

(63)



Fix) - K = FK(E)

&

- L} L hd P . .
Note que ¥ (x) sb & sensivel ds variaveis independentes x

Convencilonemos ainda que:

Gy (x) = ] g (%)
1 . jahi

cnde, conforme (53}, temos que

{65)

{68]

{67}

Assim, g, (x.} B uma fungae linear por partes, cuja inclina-
i3 - -
gac num frecho : ﬁ¥$, “J vira dada por:
. #1, 3

4 T i o= j

y = ¢ E:.J - A ) ( 6 8 )

Y ~K =

&pls s=3tas consideragdes o (PR} e seun lagrang=2ano se

APregentan na i

i3

Jx

Pt
i I I

=



Lyl p) = D Gy () * Rl - B %)

It ’ Ni
=pe+ ] |6 (%) -pkE 591]
=11 T4 . i

]
ge]
i

.
1

- ; _
Ax.) - p BT x.
jeN#gjin} pE 3] {69}

£ facil verificar que uma vez atingida a condigao de

otimalidade para os n subprcblemas (SPi), gquando entac ocorre

Y SRR B L

I 1.
h,, - z_ = 0 . < 2z~ < h e hy, - 2 =0 70}
K 3 - ’ S ) ~EK+1, ~K =0 e (
temos bem determinada a fungao dual
P [ R . Y - . a T pied
it o= plpy = K o= Min MKtE, p} . peR {71}
A
o, S ¥,
TSy
Isow
) 3
Fay o . P ; o T N -
Dgite B/ =2 2 R FRE Y =S Y
EEN{ L. - )
i ) Iz ~3 5
- - - e A
R i H VE, {X_} - 2, Rj K ™ E E:} x’:l {?2}
e — [ £ H 1 () Py — = -
Tt ey Lo 4 - ] 3
ST Ry
ara & . & . ] LTOS 2 vears
Pa a, 3 Xy X dy+l,3 ’ 3E ;  podemos @soereve



n . .
neop =pet |1 (d-gt A -pEhx v T g .
® i=1 jEN, J JeN Yl
; Ty — ; T, -
Sendo u, (gKl ~pDh) @™ Yoo j2) §; = p{p? ~ p™* éjﬁ tereamos
+

+ - 23 3,
L.ix , p) =pe+ ] (hl -~z ix.+ J g_ .
K = JEN Y Q 3 JeN Yol
i R B 3 +3 L 3 :
COm By CY r D e Z., , & ¥ 3:2Ni

- N +
Fazendo uma analise local de LK(E, P} em torno de x=x

chegaremos 4 expressio

Y 3 -+ '
1‘{(}; 2R Lz, p) = ] (h?{ - zaj)gj

jeN

no estudo da minimizagao do ceritério dos n

zonforme equagaoc {30).

\ [ . - .
galm, parn X = X obtido da resolugao dos {S?i) tere

R0E:

Belste o= Min Lplx, pl o= ¢y (p)
Uy S By
vma yalk ogus
1‘6 t‘ \\‘Y
W ZLJ. < hu
! - T} """‘K+1.



Entio para x, = §§ a funcao dual estd obtida, sendo

seu valor, para um dado p:

= Q = s I s 1 +3, .0
0,(p) = L {x;, p) =pet | (hi~-z-)d .+ | thi~z )z, + ] g
{73}
COm J ={ i/ hk-l < zg < hg } e portanto 53 = §§ = ﬁﬁ J {74}
IR SPERR : O 1 - 3 leee
Lo=33 /25~ B } e Hp g[ngL r &T+le} com y=k ou Xk-l
{75}

Durants o procsdimento de resolugac do Problema Restri-
to (PR}, as condiclss sxpostas em (70) jamais serao vicladas.
Assim, resguardada a otimalidade, iremos em busca de solugoOes basi
cas factivels, e portanto Otimas, para o (PR). As solugles basicas
obh as condicles de otimalidade (70}, trata

&

3
- hind 13 k] L
remos ooy solugoss Dazlcas otimistas,
0

. G O .
atisfaz a<x s B e A, X, = D,
o _— 4 a3 o
+ o
fn

ema B X = @, buscando

A0 3 uma basa L, encontrare-

- ol o o o e
i=l,... s BD mnbeTLy

o
o sis
&

em raels

- -1 J ¥ - =~J
R SO g -~ E x.} =e - E 4 76
T 1 3 (M E"' "‘"‘l‘}" - "“K;J ( }
R L aF .-l 3 -
com 2 = 2 e ET o= (B7) B {77)
qua nas necessariamente satisfaz 4 . £ % = < d conforme
= ;4 ~L =L —y+l,L
{75}.
- - -+ ) 4 -+ T - -
Podariamos afirmar qua Xy T OIX X e uma s$olugao
L



bisica otimista para o {PR), uma vez gue

b (R) = L (x", p)

pode ser visto como uma aproximacaoc de FKfﬁ} de tipo linearizagao

pexterna, pois:

s - - - o _oed o L o,
b (@) = Ly (x7, p) jgﬁ 94 (x;) + ple - B x; = B x7) (78)
+ L
Sendo §§ = Ry = QK,J e E §£ = o o~ g §; teremos:
Le(x%, p) = ] g.ixd) + ] [gj<x§) +p Bz - ;?;] (79)
jes 74 jeL 3 J

Graficamente, para um J £ L teriamos:

i
:
H
!
:
i
t
4

[

o
S
L

o]
A st} X3

Figura II.4



+ + - +
ande . (=.) ¢ (x.) e um valor otimista para x. = x.., Conse-
I3,2737 % 940y E y j

quentemente poderiamos estender, para gqualguer o, € X

¢ (p) = Lngér R} =Fp {x) < FK(§+} {80)

Em vista do exposto cabe-nos buscar uma solugdo Ky = §g
gue pertenca ac intervalo {?ij ‘ dY+1rj1 guando entao
bulp) = F, (x) = Fy (x) (81)
L K=

Procurar wsa solugde deste tipo & resolver o problema
gual

Maximizar ¢K(£)

{ (82)
; p g RO
1]

conforme veremcs & sagvlr na apresentacao do procedimento de reso-

lugéo o Probleme Restrito {(PR).

Ii.4.2, Zz
2! introducio

aqui da resolucgao do Problema Restrito

razentads no Ltem anterior, de fmrmulagéo

inimizar F,{x

. 3 {83)
X b

o
i
i
[}
Pt
»
St

.
i
b

sudeito a B ¥y = 8 {

{85}

S
T g gyt T
L
aly
L
g
Py
S



que dualizado em relacao a (84) nos fornece o lagrangeano

foe

f=—

a fungao dual

L,{x, p}l =pe+ 1} [g.(x.) "Qij.‘} {86)
I ) jEN j 3 i :Id
4. (@ =  min  L(x, p) = L (x°, p) (87)
GySXySEy
¢ppl=p e+ ) min .[g.(x.}—g ok x]; {88}
jEN J d - 213
a.<x <R,
3373
¢ problema dual a gue nos propomes resolver &
é Maximizar ¢K(B)
{DR}
' p € R0
levadosz em conta agul todas as  considsra~

conceltos utilizados, gque fizemos na intro

e S o, - =
coes guanio a no! &
- o L JE— )
dugan do Ltem IX.2.%, a
5 4
R i R
et st b
o e
a3
wto=m o

o

rescentando~se gue, para jeMi, i=1l, ... .08

I;
g

INCLINACAO DE REFERENCIA para o {PR)

éJ

INCLINACAO. de 94 (xj
valo a. .
[m ’

a 1
y+l,j]

(89)

} no inter

{86}



b} O procedimento de resolugido

Como primelro passo devemos expressar © (PR} numa
forma candOnica em relacac a uma base gue notaremos por L. Conforme
34 nos referimos, nao havendo redundincia em (84), o conjunto L,
dos Indices das variaveis basicas de (PR), possuira m  elementos e

serd constituido através de no minimo m_ pivoteamentos.

De inicic estamos de posse da matriz de restri-

- .y ) - ¢ - , -, .
gees B na sua forma original. Atraves de uma série de pivoteamen-
tos (no mixinmo m ) a mesma estard numa forma candOnica e seri nota-
N

- — N -
da por E Durante 2s8sas operacoes, gue nos levam de E  para B,

- =N
UsSaAremss a notac;.ao BEoo.

Seja QN = EN. Numa determinada linha r de ﬁN G
glemento pivo gi serd escolhido de modo gue a cada operagao de pi-
vobaanento garantimes um  crescimento de ¢k(9}‘ Tsto serd feito
através de alteragces adeguadas em gﬁ, vetor das inclinagoes de re

ferancia de (PR}, dadas pox:

;N - ;N t* EN
SNove “anterior r
~H % N
= . . i
éanterlcr £ Xr

em-nos alteracoes no vetor p das va-

H
v
N
st
o
it

™ - *

)8 e . + ot oW
=1OVO Eanterior -
e . ~N M ~ C s
Note-se qgus de inicgio teremos z =z e p=p. Ao atingirmos a for

T

o fag o *1 *
ma canonica B usaremes a notagao  z e p .

-, 1, 2, ~ * 4 3 3 -
A cotengaoc de L =t reguer inicialemnte uma de

£

-

cisao guanto ag saeu sinal. Para iss0 reescrevanos L, para p i V.t



Lolx, 2+ tv) = (o+ tyle+ .}:q[gj(}c.} - {p + t Er}}:”}-j };j]

ted - (3 » ]
}§+Z‘:w“f (Q—%t‘g}l}]xj-&ng

$ Sl :IE:N fj

A expressao de (p + t ¥} fica:

% (B

. - RS
pplp + £ v = (p+ tyle+ EN[%Y g+ ¢ Er)§inkrj vl

iy H N N
=3 & - - 4 - 2
pet o -p Ed ottty de - E dg )
Teremos enbao queas
bodn + £ v ) - biny = + v _{e - EN 4 ) = ke - BN g ¥ {91}
Ko R o T et — e —K s M r r =K H “
Para sumeniarnos ﬁﬁié} agiremos de dois modos:
. 58 8, = B QK,N > 0 faremos £>0
(92)
-~ =N
58 - € < ; <
se e, ~ E) QK,N 0 faremnos LG
o tamanho do passo t serd obtido fazendo—se
w - (zd + £ B =0, JeN (93}
¥ ¥
com v em funcieo Jdos sinals de t e Ei, conforme mostramos no diagra

ma abaixo



r Pavoomante do  conjunfo L
inicictizagdo
A
red
i
Aponts pure o r-esimo iinha de E9 J

» ¥
i J ) i
Wiy . & .. W W 2 .
t. = = P JEH r. 7 o rje g
f =3 4 2 J
E, E
) i o =
y sa £°x ¢
gomi s *osR f‘}’* v com ¥ k se Ef >
k-se £] » 0 k-tse Ef <o
y ¥
# . *_ . )
LIRS ;’:i::z:f-{f’:} ts s 7 min h’j}
i k- J'EF"
Gruaiice @ inciinapda de rsferéncia fazendo-se
e - . o
Z nove = I antaripr « t Er’f
i . . X 4‘;‘. : =5
i Gruaiiza K pivoteando -se em torns de €,

Fis




Com este procedimento determinamos uma mabrig joud
- H
regular. Estamos entao de posse de um vetor p = p tal gue

# w
g =p BN =yr (94)

Para calcularmos ¢,{p} devemos efetuar as mini-
mizacoes indicadas em (88), Teremos duas situagoes a considerar:

Situacgdo 1: o minimo se localiza apenas num ponto
¥,
critico.

x: = 4, .
L
Tal situacio ocorre para varidveis ndo basicas x.,, e pode ser

=y
assgim wisualizadsa:

Figura 1I.5: Situagao 1



Situacac 2: o minimo ocorre num intervalo

. (9] .
L S X, < d .
dkfj 3 k+1,3

Esta situacdo se di obrigatoriamente para varifvels bisicas X -

Figura IX.6: Situagao 2

5 fim de werificarmos o comportamento local de
&

b

. ' - *
@KQQE PIOVOgUEents und parturbagac em p = p de modo gue:

o~ R V] ’ o B _ﬁ_L(EL}“l {95)

com ¥ sullcientemente pequeno, garantindo-nos gue nenhuma das in-

i
. - . - e 3 . . . .
clinacoes de refsrencia, z° = pB s Coincida com uma das inclina-
%

gﬁea adlacentes a 4, .« para j e J, ou com una das inclinagﬁes,
5 4 For d
1 3 e A oy e £, % N
3 fi: adiacantes intervalo d, . d . ara & L
Wy ¢ Wipgy ¢ BEJACEDTES A0 ki 7 Ske1,9° F J
(vide Figs., I1.% & TI.6}.

F3
Raescrevendo o  lagrangeano {(86) para p = p + U

teremos:



* 3
Ly (32, ph ) = (¥ 4 we + ng!}Ej (x) - (p" + 3)}.:3 x}.] +
T B A e Y ‘X] {96)
ded 3o | -1

- *
Na obtengao de ¢, {p + u)} teremos:

- para j & J, xj nac se alterara, permanecendo

- wara 3 £ L, Xj

CITR

{57}

sofrerd alteragao uma vez gug

S %3 3
+U3E =g B + : .
u) Xy g}{xj) (= u B )x}

(98}

{99}

xando de ooinglidir ocom mi conforme Pig. II.6. Assim x, = x dave

- o - e
ra assumal INOWE

Y1, d se

a. L B

{100}

s3 50

st<o



Pa definigao de ¢ {p} (88} e levando-se em conta

as consideracoes feitas em (97) e (100) podemos escrever gue:

. % - * e I PRy
@K(E tul o= g (pt) +ople - E QK,J 2 ‘@YfL)
. * L,.L,~1 oo ok
= gp(p”) + &7 (E) (e - B Q‘-K,J E g\r',L) (101}
Adotandc & notacio apresentada em (77):
o ip*ru) =g (py+ s E-8 a4, . -a ) (102)
K — K - - ""K;J ""QYFL

Mag x, =@ - B & : portanto
T ""'" ey .
A e ® = * L + -
LABT ) = (et r 80 - 4 )

#

Y St - a .
¢ (p) ng 8 {xj 5 {103}

Tara awnentarmos é}.,,f}ﬁ a partir de x = x , ha

hasicanente doisz oodog:

4
Fazmmin &~ ; 1 d . = & . 5€  X. ¥
a) fazendo r 3B 4o v k+l, ' dk+l,3
3 + :
e % -F“-Qr’@-r-sr:iﬁs & E 7 e L d . - 58 X < d K
A 4 2R L R R AR L‘ § 4= 4 ij d]{f‘} = 3 kg_}

A partir de (95) podemos escrever, para 3 £ L:



p el = p* el 4 Pl g

zd = z*3 o 53 (104}

Esta Qltima express3oc nos indica que as acdes adotadas aci-—

ma ~ modas (a) e {b) - acarretam uma alteragao na inclinagdo de re
*]

+

fereéncia 2z - , para maior ou menor, em fungdo da posicdo de x.

bt

, pProcurando tornar fact

em relacac ao intervalo [dk 5 ak+l j]
r + ¥

vel a solugac basica otimista x. (vide Fig. II.4).

Com o intulto de adotar um procedimento SIMPLEX
de resolugao para o (PR}, fixaremos (m~l) inclinagdes zj, JeL, e
provocaremos alteragoes {104) em apenas uma delas, rel , r=L(p),
Estaremcs assim syplorando um corte da fungao ¢K(Q} através de uma

busca unidirecional. Tres sao os casos a considerar.

Beta L o> 0 2
. + _
9 CASC d <o, < X para algum re L
1% _CASO Kex +l,x Y N g
L] Py L f“r‘
Parsmog antao 7 = {8 0 .0 1l .o O Q] {105}

Zl.pwésima posicao

18) = e (RT wdh - e lRT) = b - Gy IE (104



2% CASBO x+ < d < d para algum r &l

Faremos entdo 6" =t[0 0 ... -1 ... 0 0] (107)

Zu_pﬂésima posicao

Rasultando =m

p(E) = 6 (" + ) - bR = (g - x )t (108)

Ohservemos gue L[{t) & uma fungfo linear por par-
tez, Sua derivads, gue chamaremos de TAXA DE CRESCIMENTG {TC}, mu~

dard guande uma dag inclinages

R (TIPO 1) (109a)
2% = 2™ s 8T ﬁi {(TIPO 2} {109b)
R (110)

¥

e iguslar & ums L83 inclinagoes m% adjacentes a &k 5 Jed, ou a
¥

y adiacentes ag  intervalo [?k,r f dk+lrr]‘

2% sz a ogorrencia e do TIPO 1 muda dY v’ permane
.§. F
cendo constante X, {ADENDO 2}



- N - +
b} se a ocorrencia e do TIPO 2 nuda X.r permane-

cendo inalterado d . Isto porgue se alterarad

Y.
um dos componantaes de -@K o {ADENDO 2} e
F
+ _ . o o=d
Xr {.p EQ 52‘-}{, 7

Chamando deo ANTIGA a TAXA DR CP‘ESCH&E’&TO. {TCA) an
terior as alteragoes registradas (109) e de NOVA a TAXA DE CRESCI-

TCN = TCA - éi(dY‘ -~ d. ) {111)

com d +r - 3 = 112y
-4 } ae 6r°ﬁ§<{}

onde 3 £ J & o Indice da varifvel nAo bAsica responsivel pela ocor
réncis 4o TIPO I

) se 3§

{?l L] ._ f:i . = (3,1.3}

cio r atd gque ocorra wma inversac no sinal de (TCM).



39 CASD : dk’rs %% d}z;*i-l,r , Vrel

Observando-se as expressoss {106) e {(108) verifi-
+ .
camos que, para X, € [dk,r ’ dk+l,r} ¢ n{t) £ 0 gualguer gque seja

t > 0. Isto ocorrendo para todo r ¢ L nos leva a conclulr gue

¢ (£7) = Max ¢(p) (114)
per™o

- . I .
Alem do mais, ¥; nao pessuindo qualquer componen-

te otimista, no sentido do gque discutimos em IT1.4.1 -~ Fig. Ii.4

o 2 + i - . o
nos da, juntamente com X, , & solugao basica factivel:

+ » ouf
X7, €~ B dy g
By = Ay = Xy ) (115)
S O
For outro lado temos guer
; oo o vz : 4l
b lpl = L lx", g0 = min Lo(x. p) = mln[%K{ﬁl + ple ~ E 5&?]
RS S fi; 7
{116}
B
$pfpd € Polmy +2le - B oxg . Vg . ousx <8y {117)
imE ver gus X & factivel, satisfazendo portan-—

~N

tamog:

o B :{ﬁ}sm



) vV = v @S X EEy ] (118}

K K 3 =3y ]
+ (@]
sendo que para X, = ¥, ¥ X {115} teremos:
<N - =
s (p) = L (x°, p) = F (x%) £ F_(x) Vx &8 (119)
giB gtd B gAE T FRAR . s o
onde S =§ Jo, % LB e EH = o
nas o sy, 3§N “nt ¥ ety 2 TE

] + Q on - g o =
Concluimos assim gue Xq T Xg @ selugao otima de

{PR} 2 gue o paxr {PR] - {DR) nao apresenta intervalc_de dualidade:

Min F.(x) {120)

m
v 0
peR §N580

&
*
&
=
2
R

. I3 -
5 matrizes AT da resolugdo dos (Sﬁi}, £ons

&
truloos strito {PR) através de operagdbes elementares
sehre linhas {53) e (54). Para sua rescolugao utilizamos o

saguini

Zn do (PR) nunma forma candnica em relacao a

uma pase L, registrando:

o5 intervalos [ﬂ .. d {] a gue pertencen as
- - = Yf:] ! Y+1:] . {\; p
riaveis basicas Kj ¢ e L , bem gomo a inclina-

w
r.’
i

1

o mg s da fungao gj{xj};neste intervalo {Pig.
!

o}

b

-

06)’0



v i —

gty

¥

Lt

N

(13

e

L1}

tn

b) a INCLINACAO DE REFERENCIA 2z = n  E
L L ‘"’l - .
Cw {ET)
-

¢} e fazendo a determinagac dos valores
IT.5)

xS =
3

38 J {FPig.

. Procedinento iteratiwvo

- e -, o .
Calculo do valor das variavels basicas Xj s e L~ ex-

pressao {76).

Calcoculo das TAXAS DE CRESCIMENTO {70}

rifvel béasica

e egscolha da va-

rel candidata & sair da base. Podera

ser a de maior TC ou simplesmente aguela referente A&

primeira TC > 0 encontrada.
. Se TC <0 gualquer gue seja je L -~ SOLUGAD OTIMA.
. Se TC>{0 vpara algum xrel -+ CONTINUE.

oL

Baoolha de §

em funcao do CASO obtido. Indica o senti~

: » . ) ~ - : wT o
do em gue girara a inclinagao de referencia 2z - yvide
AOENDD 2.

. . _ x .
Calculs do tamanho de passo permitido (67} na busca uni

Tigus se TIPD 1 ou TIPQ 2 -~ vide ADENDO 2.

Se &7 & diimitado - (PR) nio possui sclucdo factivel,
o
hr

dé o passo definindo os novos valores

' -~ conforme equacoes {109},

<
{u
|
0
k4

es criticos alterados - wvide ADENDD 2.

taxas de cregcimento {TONI:

TCN = TCA -~ ld « _ - da  _|

;X Y,

(dY;rS - d“{rs}§

j) definido conforme (112}, {(113).

.
2: TCN = TCA - iﬁz

voL o4
¥

Yol [

T

do ginal de TOM:

TR > 0 > volte & etapa 4.

. Se¢ TCN2 0 < encerra busca na diregao r.

UNICTAMP

BIBLIOTECA CENTRAL



Etapa 7 * BSe a inversao de sinal de TCN se deu em virtude de Qoo
réncia de |
. TIPO 1 : nao hd mudanga de base

» TIPQ 2 @ ocorre mudanga de base. Faz-gse pivoteawento

~q
em torno de hq
o

Volte & etapa 1.

IX.4.4. Convergéncia do algoritmo

Analogamente ao comentario feito no ITtem II.3.4, assegy
rada a nao ocorréncia de dual~degenevescéncia {(ADENDO IIL), esth
garantida a convergéncia do algoritmo uma vez que ¢{p} <cresce a

cada mudanga de solugdo basica e o nGmero destas & finito.



CarPITULO IIX

RESOLUCAD DO PROBLEMA

IIT.1. Introducao

Para ilustrar o procedimento de resolugao do proble-
blema em estudo, szm perda de generalidade, vamos supor a presenca

de apenas dois blocos. Seja entaoc © problema primal (P):

Minimizar ©{x) = +
Minimizar ©{x) = F,y(x,) + F,(x,) (1)
g D, X, + D,y %, = go {2}
. A, = = b
(&) ‘ i L =1 —1
~sujeito ar (3)
By Xy = by
. € %08 ﬁi ' i=1,2 _ {4)
com
m§€mc,nl}: Sa T pTin) g Al(ml;nl): Rylmysngds ﬁliﬂlfl); ézinzylk
;}%ﬂtr{j:}:nl p ‘E‘.., ;;}4.} & }22 (‘mz;l)
sanda ni £ Eifﬁéf conforme definiwmos no Cap. I[I, item 2.

Podamor ainda escrever (P} da segquinte forma:



Minimizar E({x}

Minimizar F{x)

() '
sujeito xehy

com  Afm_*m,n); x(n,1) e b(m +m, 1} onde m=y m, n= ) ngy 1=1,2.
S={x, /2rx=b , o< xs¢ 8l
by Do ol
D b
= - _ | o
A=A 8 = e b= | b, (3}
A 2
@) Ao }32

Pars do dual de ) nmontemos o seu lagran-~
geano:
py = () +plb -4 x) (6)
onds o ow o =@, u,,] & o wvetor das variavels duais com
i n 5 o 3 N
p{l, m i = m
A & definida por:

Min L(x, p) = L(x", @) (73



Define-se entado o dual de (P) como sendo:

Masiwmizar b {p}

D) | (8)
peW

A~ T . ;
com W = RO , uma vez gue o minimo de I.{X, p} sempre existe da~—

da a canalizagdo de X.

. B
Seja A" uxa base qualguer de (), B = IUL, I e L con
forme definidos no Cap, IXI. Associado a esta base teremos um vetor

rp tal gue:

¢

i
W

- @'ﬁg = 0 (%)

e, supondo nac dagsnerescdncia no dual,

Q :
. % A < o 10
iy <R S (10)

Podemesz afirmar gus » , solugio admissivel de (D), corresponde a

- : “ < 2 - . }3 -
um veértice de  £ipd, HNHestas condigSes diremos que A & uma bhase

bhsicos assumidos por X, correspondentes a
i

basg &~ ao rzsolvermos A X = b , serac tais gue:
+ - ~J
] [E-A g,
+ =
g o= x = - (11)
i o % d
~=J ~R ,J

;- . . =
Caso algum valor x, = Xj r 38 B, situar—-sa fora do intervalo



G

r ; definido por Xj = Xj. quando da minimizagao efe

jd, . 7 4, .]
Foyel) s - -
tuada em ({7}, estaremos de posse de uma solucao basica otimista

{vide comentirics e figura no Item II.4.1) implicando em que para

{P) nao garantimos a satisfacado de

b = %X, - & d = 0 {12)

dentre do intervalo de validade de §§.

Neste sentido poderiamos estender o conceito de ndo

factibilidade para os valores basicos otimistas. Conseguentamente,

nd@o teriamos uma solugan factivel para (P). Por outro ladc uma so-
ﬂ_‘l

a uma base dual admissivel, guande factivel

passa de otimista para Stima.

Adotaremes um procedimento dual de resolugio de (P), ca
minhands de vartice sm vértice de Hi{p) , garantindo um crescimen-
to dssta fungdo. O nbtodo constarad de duas fases. Na primeira ire-
nes em busca de un vartice de partida de ${(p) , ou seija, procura-

remos uma base dual adnissivel para {P). Ha fase seguinte otimiza-

IIT.2. Dual Admissivel de Partida

“zae consistird de duas etapas. Na primeira proou-

TRTeMOE U w1 de colunas bisicas da matriz A, a partir de
wrn p o= o dado. Ao final desta etapa estaremos de posse de um ve

, porfim ndc necessariamente vértice de

buscaremos um conjunto L de colunas bigi-
i1do as B primeiras restrigoas, completan-

ara &, dual admissivel de  (©).

I3

em relagao a (2) temos:

{



it

Lz, p) =F{x) + plb - D x}

2
B R, i_% [Filx) -~ Dy x5

I

=pb, + F{x) {13} °

A funcao dual & definida por

A ¥
bip) = Min L(x, p) = Min{p b_ + F{x)}
e el —
XES xeS
2 4
freey s 4. il
=p b, * .Z min  F,(x,) {14}
i=l X, €S8
i 3, 0= ix, /A, X, = b. KX, £ 8, = | =
comR i {31 R TR - - TR ﬁl} & 5=5, @5
{15}
¥k, ) o= <) - o
Tz ".S. 4 = E I}g_ E}_
Seis p = o . Para a obtengdo de ¢(p) devemos resolver
os subproblemas
in F(x)
min  F, ()
(P {16}

utilizando o proosdimento descrito no Cap. 1L, Ttem 3.



- - I I
Da resolugac destes subproblemas obtem—-se AI::[Q 1 A %],

. <4 : R, O o -
matriz base otima, cujo vetor multiplicador u” = jug gg] e tal

qua:
w® a® = hp - WAt =g -pof (17)
LN o N N N o N -~ N N

hy.p £ 4 A& & by > Cp.y € U A7 +p D g cy {18)

i .. .
O n; ;, T 2 N conforme definidos anteriormente. De {(17) obssr-—

Va-ne uas

-5 D7) (a) (19)

-~

L O
Estamos antao d2 posse de um vetor p = |p u ], solu~

sariamente vértice de Pip).

ba
L
¥
3
i
£l
]
n
o

gan factivel de (D7,

Chs: 8¢ algum (5P, ndo tiver solucao, (P} nao tera solugao.

i

pm o busoa de um vEriice de  H{p) fazendo altera-~

L]

eOmE em o o8 & rando gqua n  acompanha esta variagac através

ayva~sg gue durante esta stapa teremos:

g iy , - -
2w . 2 = 3 Inclinacao de Referencia de um {(8P,) o
—3 5 g i
T T T )
bt =gt - pnT (20)
" g e
U alnds
I i I I I P ~ _ - . .
g o= = p D7+ u AT: Inclinagac de Referencia de (e

{21}



Escrevames L{x, p} emn fungéa, explicitamente, apenas

Lix, p} = F(x) + plb -~ A %
=Fi{x) ~pDX-2AxXx+pb +ub
' B Iy . I r,:
=F(x) ~pBx-{gg~RDIAX+pDb, + (- pDb

que particionada nas varidveis basicas (I), determinadas pelos

(SPi}a & nas varifveis nac basicas (N), fica:

{*}

I S
-
L, o) = (P () - p 0l xp +Fyx - p o 5&] -
LI T I I,oN
- };i__'i{ BD)EEI”}‘ (SK p bM)a -%N] +
I -
+ ol b+ plo, - D° B u (23)

azue para Kj' i ¢ I, temos muito bem determina-

de F1(§>f podemos reescrever (¥} como sendo:

-y Ao E'I - —— —bI » - I | - z""‘ I
(%) Foiml=p D #p ¥ op Xp+ Oy 1R D7 Xy = A0 TR DRy F Gy g

Portanto:



A I oH N ~
Lix, p} = L(x, p(pI) = gp ¢+ Fu(x) - op Al g - p oY - pt AN)EJ:N +
Iz I -~
tog b +ple, - Db
L Iy ] '
Lix, p) = gp ¢+ e b+ Golx) + ple - B x) (24)

A exprassidc de L(x, p} nos sugere a formulacgao do pro

hlema primal

( Min ngﬁ} = GN{K) {25}
(PR} { , gl £ = e

; suleito as (26}

1 Gy € Ey S By

1

e conforme definimos guando da exposicao,

do Problema Rastrito

sntas gue para a completa detarminacac ds
vel de {(P), um vértice de ${p)}, basta colo-
ma candnica em relacdo a uma base dual factl
wetores linearmente independentes. Esta opera
detalhes no Cap. I1.4.2.b. Convénm lembrar qus
s 1 € L, basicas de {PR}), & feita me-

d= crescimento ds @K{p}‘

final de p apds a colocagao de (PR)

L N ,
a uma basse E ., EBera obitido ao tor-

NATIOE @ {PR} independente das variavels basi
CAE X, .



. N o~
pnd -+ —_ e . -~ "y e = — ¥ T T “,
LK{&} R GN(X} pE Koy IN(XN) Cx A Ko p B x

expressac esta gue particionada nas variavels basicas X e nac bi-

sicas X, TOS da:

s L _ , L_ IsL_ L J_ 123 .3,
Folx) = pe = (C-CA-pE )X + (gy g A -PETIX, .E gy

£ (27)

T o~ T
ct o~ o Al = p B
=¥ % x L, .~k
> p=p = . (E (28}
wy =z

ey

gends z a inclinagic de referdneia do Problema Restrito.

£ fho:l verificar gue uma base dual admissivel de ({PR)

congerva a dual sfmiesibilidade das bases dos {SPi). Basta obsar—

_ %
VAT gus para um J4848e pow P TeEm—ses

g? _ ;: - Ei . ~§ AN p* BN
- Ef . Ei N L 2* pN +_Q* pt AN
= 32 - p* oY - g - p* DD b Al
= Eff - :’;2 (29)

I,
portante observar gue a base otima A e a oY ITES

E

im T
. e B oo ey O . o
pondente solugac basica X, = gi - AT Xy obtida para p = p, no
i i



. oW - - - *
i-esimo bloco, e tambem otima para P =D . Isteo porgue, uma vez

.

que as restrig¢oes primals nao sao alteradas num (SP,) durante a al

o o) , - ,
teragac de b, Xy, continua sende uma solugao primal factivel para
Ui e il o

o {S?i}. Preservada a dual admissibilidade de sua base A%, Xy,
41

continua Otima. A diferenga e gue, se Ly, e nio vazio, a solucap
basica deste (SP,). para p = p* » als2m de Otima 2 dual-degenera-
da.

Ao final desta sequnda etapa, B = L U I nos indica os
indices das colunas de uma base dual admissivel de ®). £ importan
te assinalar gue esta base & tal gue &B conserva uma estrutura

bloco angular.

2 . ® * *
Bstamos pois com um vetor o o= [é 2_] tal que:

*I X
z, = hye - {30)
=z - fi:}; * E{} - 31;; (31}
o . gt g H J o
£ . i <L <
Yg-1 ©E Bp 7 Bgep CE < by (32)
com cw - 20 . o m=1Un U,
Tamos oorbanto:
E 1
2 = ol (33}
Ty
e 8™ e (34)

P

posicionando-nes num vértice de  p(R).



III.3. PASE II : Otimizacao de #{p)

Vimos gue a0 terminarmos a FASE I estames de posse de
uma base dual admissivel de (P). Oz valores basicos, referentes
- B - . - - .
& base M (B =1L U I}, asgumidos por x = {EI * §J}T sao obti-

dos através de:

+ _ = =J o+ .
¥ =e - E dp 5 {35}
o oF

%5 & g (36}

o que se d3a apds a obtencdo da forma candnica do (PR} ~ Fase I. Os
valorss bisicos assumidos pelas varidveis x; , varifveis basicas
;o - . —i
de um {SPi}, sac entao calculados:
T
- i =L+ .
x: = Db o= AT 4 -2tz , i=1,2,...,n (37)
i 7 Ry i

Temos entic uma solucdo biésica de (P)

=R T Ey g

dual admissivel, satizfazendo as rvestrigoes {(2) e (3). Pode ocor-

rexr no mara um indice J & B tenhamos:

{38}

intervalions =stes definidos, para Jj £ I, apbs a otimizacao dos
{SPi} 2 para b8 Lo, ao tdrmino da 22 etapa da Fase 1 (fgrmulagéa
da forma candnics de  {PR})

— 5
I

e
ke

N
is

Beje e B / A LﬂY; , d¥¥1,3j} Sa %}E for va-

.¢

ezta resolvido. Caso contririo a solugaoc presente &

e
i

zio entac (P}
infactivel (dentro da concepcao de factibilidade por nds proposta

em IXI.1).



1r1.3.1. caso 1 = K #¢ e K =2
A infactibilidade ocorre soments no (PR}. Através de al
teragBes no valor presente de p = p  buscamos o Stimo de P lp)e
gue nada mais € gue p{p{pl). Devemus adotar agui o procedimento
descrito em IIZ.4.2.b. Encontrado o otimo de (PR} e atualizados
os conjuntos L e J , estaremos de posse de um vetor p = [ﬁ?- gO]

& de valores basicos

xf = %7 = 8 ~ %J © (39}
haat W ”'*‘I.i - vy J

+
X ES ggfa (40)

portanto com %i =4,

. g 4 + +
Voltardo = {37 oom esses novos valores de X @ Xy, no

vamenta verificamos F. . Se vazio, fim. De modo contrario estare-—

o
S
mes frentes aoc CAZ0 2. {abe relembrar gue se @K(Q} nao tiver soly

pao Stime finita. £ nio tera solugio factivel.
TII.3.2 . F.o=9 e F_#3
— e
Eres
Situacic z ¢ oo deberrdnado bloco-1i ndo Stime, o nlhmero de varia
vals infactivels & menor ou igual ao nimero de varid
vizia e L, . '
3 s 3 i
Situacio ¢ nusn detarminado bloco-i n3o Gbimo, o nunero de varil

viels infactliveis & maior gue © nimero de variiveis



Bituagdo ¢ : num determinado bloco~i nac dtimo, © conjunto L &
vazic ou as varidveis infactiveis do {8P,) sao inde-

pendentas de xj y Je Li.

IIf.3.2.a Situagdo a

Na ilustragac desta situagao sejam os seguintes conjun-

tos de indices J

Il = {1, 2} 12 = {6, 7, 8}
— ! —

Ll 133 L2 {9}

Jl = {4, 5} 32 = {10, 11}

-

nos indicando gue 38 ha ocorreéncia de uma infactibilidade (somente

b

O

Bloce~1 & nac Szimo} dada por:

+ -'— - ’ ] s = ) L) L) ‘II g
xy £ iﬁx 1o S s ¢ intervalo definido na otbimizacao de {SPIL
[ —fﬁ:_:. 3

sendo
S - R B e o 33 4° (41)
1 "l A R 1 "k, 4 L YK,5

- e ey i e %ﬁzl ] = {3 4 } i A3
Com al maeEhos W O0H 1 ?E ’ I‘ql = F I3 S5ha Saja Al % 0. Caso
Af fosse nulo isio marearia a independéncia de x; com relagac a

%, DO' rematendo a situacao ¢ analisada mais adiante.

relagac a L = L



£ facil verificar que os valores assumidos pelas varii-
. b - -
velis basicas 19 ®, € Ry NnAo se alteran. Ha simplesmente trocas
de posicdes, de nosso interesse, entre alguns destes valorzs. £ o
+ Lo . ; ;
caso por exemplo de Xy ¢ Qgue no inicioc - figura III.3 ~ era obti-
do em fungao de Rqr X, € Xg oy passandc, apos se deslocaxr para o

_ > -~ + 4+
{PR), a se expressar apenas em fungao de X, @ Xp o3

PR T S RS L S (R R LR
By - R3E - BD ot - B8 - &Sl - BS
= by - &) & + G] By - ADxp + (& B] - A=)
= £6i, )

0 proflema tal gual apresentamos na figura III.1 38 nos

m formas candnicas relativag A3 suas ba

amog entac para o 8Py, por exemplo:

S e
- :
P
; I ! M=
i t 3 i - o)
: Z‘& ; ;‘s‘& ‘_l
*{ ]
e Ly -1 -
gques pra-multiplicadas por (A} nog fornecem

o -
=y =,
4 A\} -
T, At = b
. ! By




¥
) . I t
A inversa da nova matriz base &+ , com I, = {3, 2}

resultado da operacgao de troca descrita, pode ser obtida através

das
Ty -1 1
a1l = Po{r, = . (A H B.o{m m
(a~1) s ooth ;o Py mg, my)
com
—~ r—ésima coluna
i
V{
1 B N4
e W W o Kk W ¥ A K P A}O/‘lrQ
b | - MS
nntatl«*utv"A Au.onua-&a-
. 2/ r
] i
; :
i
£ 2} = ¢ ? -~ ¢ - . .
PyiEs 8 ..‘,ol.,.&,.l/A;‘.......,i + r-gsima linha {42)
N . '
H - 1
H 1
2 . ¥
H t
g o ..
m«neu-.\-.n-;-w-;- J,z"lm‘/‘f‘\rAtauuoup-ulJ

sendo r a2 linhe &0 {3P,) referente & varidvel a sair de sua base,

a wvariavel basica do (PR} a entrar na base

e
o]
9
T
%

-3
l/&l 0

T i " P
Obss N NSRS

em que £§ﬁ=ii temos P, (1,3} = | _,
~AL /AT 1

emos agora as nodificagOes ocorridas nas = pri~

.

meiras linhas, cou saeja, em {PR). Regorde—se gque consideramos o con

junto L, dos das varidveis basicas de (PR), como sendo:

I, == %L{i}, Li2Y, ... Lip} ... . L{mﬁ}f | {43)



nos indica gue a variivel basica * x S EL,

{PR) .

3

1l

Assim & que Li{p)
{

O

A extensac de cada pivoteamento do (SPi} a raspectiva

sub~matriz do (PR}, acarreta apenas alteragac na p-&sima linha des
X, - A modificacae & da for-

ta sub-matriz, ocupada pela variavel

ma {vide figuras III.3 e III.4):

[}

@p(modlflcada) ﬁp(antlga)_~ A SR

!

- e - . -
ep{modlflcadm} ep{antlgc) br/Ar

com A r-agima linha da matriz Ai, ccupada por Ke s _i

A colocagac do (PR}, ja com x. no lugar de x_, na nova

forma candnica pode sey feita atraves de Pa{p, r}, matriz {mﬁ, mOL

definida comos

i
ket aki{mg) B
. LA v STt Uy « p-esima linha

P ic.ig( Eo - . -é;

o . {45)
Tl
I— o-gsima coluna
Obs: se durante as operagoes de troca num determinado bloco-i,
4 { o~

ocorrer &z LI = s ser tal que s g L;» entao em P_(p,r)

-
Larents .

3

Em partisular no exemple analisado teremos:



Poip; r) = Po(l, 1)y =

que pré-multiplicando a matriz de (PR) na figura III.4, nos forne-

ce a forma candnica vista na figura III.S5.

No caso de multiplas trocas éntre um bloco-i & as c¢or~
respondentes colunas em (PR}, © procedimento & mera extensde do

gue se expds:

{0) Seia g = 5y e r o= r,

. \ o
{1} Faz-~ge um pivecieamentsc em [Spi) er tornoc de Arl,
1
&

plicando-se Pi{rl, sl) conforme (42)

- ~5
e 0 pivoteamento a coluna B 4 do (PR} atra

€2} Portanda-

s
vis da operacao descrita em (44)

(PR} na nova forma candnica atraves de

o
Ll
St

conforme (45)

{4y ¥. =z2inda & nao vazio?

Sim: redefine-se s e ¥ e volta a (1)

Nao: Fim.

kelerbre-se que a Situacdo a que ora analisamos nos ga—

rante a obtencido de f, vazio, uma vez gue o nimerc de elementos
- - .~k - . -
de %T e menor ou igual ao naumero de elementos de Li & EL. a
i i
vazic.

£ importante obsarvar gue durante todas  as oparazbes



sobre linhas esfetuadas na troca de elenentos da L por elementos

de I {trocas externas), mantivemos a dual admigsibilidade de (P).

conseguantemente a dos (SPi} e do (PR}. Isto implica em gue o
nove problema restrito pode ser eficientemente resslv%dm via al~
goritmo dual-simplex {Cap. IL1.4.2.b) tomando~se EL COme base

de partida (vide exemplo figura III.5).

Se somente uma troca externa é efetuada dentre todos
os blocos ndo Otimos, o (PR} 85 conterd uma primal infactibi-
lidade, nos permitindo, conseguentemente, alguns poucos passos
de dual-simplex em sua otimizacao. Por outro lade, guanto maior
o nhmero de trocas externas um maior nimero de componentes nao
factivels se alojard em (PR} e, em geral, maior nimerc de pas
scg  sera exigide na busca de seu Otimo, permitindo muitas ve-—
zes uma malor variagao na  fungao objetivo a cada resolugdo do
{PR} .

Ao pensarmos sobre estas alternativas devernos ter em
mente gue, ac  tratarmos de problewmas de grande porte, podenos
estar fazendo usc da dispositives periféricos, poupandce a mendria
central dos dados gue nas @sta2o em processanento. Assinm, devido

ac alto consums  raiatlvo de  tempo gue chamadas aos perifaricos

acarretam, A0 wromararsmns adnimizar o tempo computacional global,
um lha da alternativa € o de minimi-
Tar Segundo LASDON [5], a realizacgio
do malior ndmers o trocas  sxternas  possivels, tem se mostrado

wento mais vantaioso no tratamento de proble-

em gue num bloco~i nao Stino

maior gue © nitmeryo de varii-

veis x. 5 3£ L, , tomemos para ilustracac o bloco-2 de nosso
axstplo - figurs 1IT.2 - e por facilidade de exposigao redefina-




O procedimento a adotar agul & semelhante ao da situa-

cao a gquando descrevemos em detalhes a operac3o troca externa.

52 levarmos em conta © gue comentamos ao final da des~

*

crigac da situacao a deveremos agir da seguinte forma frente & si-

tuagdo b:

~ efetuar o maior nimero de trocas externas possiveis.
No nosso exemplo haveria a possibilidade de uma unica
troca, uma vez que LZ &0 possul umn elemento.

- dentre as variavels candidatas a deixar a base do blp
co=i nao Otimo, eleger as de maiores  infactibilida-
des. Recorde-~sz gque malores infactibilidades corres-—
pondem a direcdes de maiores taxas de crescimento da
fungao - e{p) (vide resolucao do (PR} - Cap. II -
equagoes 106 e 108). Este modo de agir pode nos ser
ntil em problemas em gque a convergéncia seja nulbto

lenta.

= - + . - .
com ¥k dependenis fde Xj sy 1= 1,2 , Erente ao intervalo
{d, 5 » - erda k = v; se a direita k = y+1.
f2

outido a trosa externa entre Ky © Xy conforme
sagquindo—-ze as instrugoes descritas
para & Situsgiaoc a.
Uma var apcordados todos os blocos-i de situacao b passa
Rgs a cotimlsacar do (PR}, via dual simplex, resulbandoe §£. = i e
- : i
Iy # 2.

Conven cosaervar gue feitas as trocas externas, 05 blo-

o oassumen as condigoes gue caracterizam o CASO 3,

a3
¥
{
}Jv
,'Tr
i
‘&—:‘
i
ford
i
]
tt
LA




F. #pe F_

tir apds a resmluoao do (FR}

# 4.

quais sejanm,

11I.3.2.¢ Situacao c©

Ma ilustragdo de

sta situacao

Tals condigoes deizam de exis-

considerenos o3 segulntes

conjuntos de Indices 7}, para o exerplo da figura III.1:

I, = {1, 2} I, =1{6, 7, 8}
J1 = {3, 4, 5} g, = {11}
o= {1, 2} = g
F - E_
nos indicando gus o bloco-1 conténm duas infactibilidades, dadas
jaie b
" BB O I
Aj 4.5 o i 1,2

[sted

agui condigdes de fazermos

Dmeyrome o

AV WONLEL

entao aplicar sobre

{SPl}; ur progcedimento dual
trocas de Indices entre Ll a Il
fosse nao vazio, por exemplo

Foagem insen

3
o , “3 ¢3
siveis a x. , % £ L, {no nosso exemplo, se Al = A, = 03 . O pro
3 -~ - -
cedimento a adotar 2 0 nmesmo, descrito para situagac c.




+

X . x 3 . .
pivotear em torno de Ar = Al » levando-se em c¢onta inclusive as

m, linhas do (PR). Se na inversfo do sinal de TCN a  ocorréncia
for de TIPO 1, simplesmente encerramos a busca na diregao r (Cap.
ILy.

Através da figura III.7 & f£f3cil constatar que as colu-~
nas nac pertencentes ao bloco em consideragdo, ndo sofrem gualguer
alteragao durante o pivoteamento. Assim, para esta operagao basta
que tomemos a matriz constitulda pelas {m, + m + 1) linhas (in-
cluindoc a fungao objetivo) e pelas colunas correspondentes ac blo-

co-i nao Stimo, de situagac ¢, mais o vetor de recursos {vide fig.

III.7}) e a pré-multipliguemos pela matriz de pivoteamento, de di-
nensao m,+m + 1, dada por:
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i M G R W R o R R W om oA H B oEoa wn'&ﬁaﬁMA Aw»n—n-nl wde
g * m.f b
i /‘y + ke
# -, ¥ .
4£i/; —~esima coluna {(r = lvm0+x)
com @ zendo o da linhas do i-&simo blooco nido Stimo sob

gltvacas o. Por fscilidade de exposigao supomos gue as my primel
b

ane.

constitusn sua

Lm oparticular para o exemplo exposte na  figura IIX.7,



ITI.4.1. Teste de otimalidade e convergéncia do método

0 método proposto permite-nos obter a solugao de proble
mas lineares por partes {(P.L.P.), de grande porte, atraves da reso
lugao independente de subproblemas, também lineares por partes, de

dimensOes bem menores gue a do problema original. Isto pordgue:

-~ na primeira fase resolvemnos n subproblemas - os (SPi}ﬂ
sujeito cada um deles, apenas &s suas m, restrictes

internas e

~ na sequnda fase resolvemos, a cada ciclo, apenas um
Gnico problema - o Problema Restrito - sujeito a my
restricoes, m  sendo © nimero de equactes de acopla-

mento de (P} {excegdo feita para a situacido ¢)

Pelo exposto ne diagrama, figura IXI.8, veé-se gue o

tezts de otimalidade de (P} consiste em verificar se

&
i
ey

3 : . U ?‘ = § {46}

neovarmos a suficiéncia deste teste, records-

mos gua  (F)  duslizado em relagdo ds restrigdes de  acoplamento

(2} nos fornecs o lagrangsano 2 a fungac dual seguintes:

Lig, g =B 4+ plb - DX {47)
tio) = Min Li{z, p) {48)
HES
com s={x /ax=Db , aszxs£8}

N
O
1e]

aterminacac de g{p) & feita portanto através da res

{3
Ity

Lucao



T/ S
¥

ft
<o
<

- 53,53
0 i 8 “ﬂl/Al 0

= a3 3
Poy (4, 3) = 0 0 1 E5/A7 0
0 0 0 1 /R 0

=By

~3 =3

1

Observe-se gue apds itratarmos de todos ©s blocos-i sob

situsciEo o  estaremnos com..FI' = fF ({para estes blocos}! e c<com o

> . e r s wa o
(PR} otimizado. Uma ver que € mantida a dual admissibilidade de
(P), tambem os (EP,} considerados estaran otimizados. Voltamos en—
tan a pesguisar o3 sonjuntos igg; para os demais blocos., Se algum

" . ] i
daelss for nao wvazio, voltamos ao CASQ 2.

TIT.3,3, 0820 3 : K. £ 8 e F; # #

e adactarnos o procedimento de otimizarmos o© Problena
Restrito semprs ous sfetuarmos trocas externas (descritas no CASO
2}, asz condichsz nara a existgéncia de CAS0O 32 88 ocorrerac tempo-

rariamente,

final da situacac b.

Assim, 2 presenta deste CASO serd por nds ignorada no algoritmo de

resolucio de (7.



0 » n 2
minimizar {ﬁ}

P _
(5P} 4 sujeito a Ax=5b (49)
LA 1
]
sando Fo{x} = L{x, p}.
Dualizando~se (SP) em relacdo a A %X = b , tersmos:
Bix, w =€ (x) +ulb -2x , ullm (50)
F{u) = Min Bix, w
asxed (1)
. - ) - T ~1
Seja o = p°. SeF, & vazio entdo gom=ig§m-gé nty @b
& tal gue
D . i s . o
Bl = Max §{u) = Min F (x) = Min L(x, p")} {52}
XE XeS

roaldads

Tamos Samban
sin") =
Pordm se B & vazio

Teorema Fﬁnﬁamental da

0

determinado ${p) para p = p~ , pois

Min Lix, Qg) = L(g?, go}
*ES

= F{x")



o s a s
sends X~ portanto solugac otima de (®).

o

A necessidade do teste € imediata uma vez gue se%@a fo

nao vazio, nzo teremos uma solugac factivel para (P).

A convergencia do metodo pode ser vista da seguinte for
ma: otimizados os n {SPi} e definido o (PR}, este & novamsnte ra-~
solvido a cada vez que trocas externas de detsrminada situagdo fo-
rem realizadas, pois atraves destas trocas lhe fornecemos novas di
recoes de busca, com tazas de crescimento (TC} positivas. Supondo-
se a nao ocorréncia de dual degensrescencia em (P} , garante-se
gque ${p) , sua fungao dual, aumenta a cada mudanga de solucaa ba-
sica. Sendo finito o nimero destas solugdes, o método converge num

numerc f£inito de passos.



CapiTULO IV

METODD ALTERNATIVO DE RESOLUCAC D0 PROBLEMA

IV.1. Introducao

¥a ilustragio deste método alternativo utilizaremos o

mesme exemplo {P) apresentado no capltulo IIT.

0 método a ser agul apresentado nao sofrerd gualgusr al
il g

teracio no gue se refere & fase ds procura de uma base dual admi
sivel de partida para (P} - Fase I. Assim & gue nuna primeira eta
pa desta fase determinaremos um ponto de  pipl , correspondente a

um p = p arbitrdrio, atraves de

a{p) = Min L{x, p) (L
el

com  Lig, p} = {x /Ax=Db, a<x< 8h
Portanto  $I{2! o da resclucao ds
: i
: " {x)
A ow o= b )
= = = : (2}

ailio at

|
!

it s T
o]
s
]
A
Yo

i L

sendo o conjunto 4dos n subproblemas

vimoes no caplitulo III -~ eguagdss  (50) e (51),

(3P} tem por lagrangeann e funcao dual:



(3}

Elx, W =F (x) +ulb-2Ax , ull, =
g{u) = Min L{x, u) {4)
asxsp
Vale observar gue a fungao dual F(u} eguivale a ex-
pressio de ¢ {p) pava um determinado p = p pois:
Li{x, p} = F{x) ~ plb -~ A x)
=F(x) + plg, - D x) + ulb -2 x)
= &H(x, u (5)
Da teoria da dualidade tem-se que
@{g?} = MHax §(w) = Min F'{x) {6)
us B ZES
donde se conclul gus
g g —
T’y = ¥Min Lix, p) = ¢(p) (7)
%e8
ou ainda
u) < p(p, u) = 3”) = ¢ () (8)

Do sxoocsto conelui~se gque o valoxr de §(p) de maxima or—
a otimalidade

5 & obtido mediante

ada p F R o, o8
ma vez que durante nosso procedimento de resolu

PR
rmin

denada para dete
THES .

dos subprobler



cao sempre trabalharemos com solucgces duals admissiveis de (P), ou

seja, pontos de $ip) , resta-nos mantey a factibilidade dos sub-

problemas 2 fim de assegurar—lhes a otimalidade.

Ao conjunto de pontos de §${p) determinantes des ¢(p),
m . N -
com p e R O, daremos o nome de crista da funcao dual de (P)
Assin, sempre gue perdermos a factibilidade num {SPi) ndio mais es—

taremos em pontos da corista de §{p) mas sim en

Flw) = 42, ») < ¢p) (5)

IV.2. Preservacio da Pactibilidads dos {8P;)

A

Tomemos para ilustragdo de nossa exposigio o bloco-l de
(P} e as correspondentes colunas das restricoes de acoplamento,

i - - .
conforme figura IV.i. Seija Kl = {1, 2} tal que A"+t & Dbase Stima

£
de (8P.} para um determinado p = p.
i L

&) . e g g
‘ - =g 3 -~ g4 ~15 Ty
i3 o c o = £ (x

- v ¥ (2}

) 3 i 5 N
0 2y By ] = e
- - 3 4 5
B : By By B = ey
e =3 ~4 =5 -
- “_ “3 ~4 ~5 -
% i &2 A2 Az == b2

Figura IV.1



Graficamente podemos visualizar esta situagac da seguin

te forma:
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Ao colocarmos o {PR) numa forma candnica sequnde ex-
pusencs en II.4, ou seja, procurando passar de é‘ a E* tal gue
6{p) ¢ ¢{p¥) , teremos para © trecho de {®} ilustrado na figura

iv.1l, as novas posigles de o

{3 = 3, 4, 5) indicadas por li-
nhas tracejadas (figura IV.2). DNote~se que pory suposto a bass do
(PR} se completa através de uma coluna (Egi nao correaspondente
an bloceo-l {vide figura III.2). Uma vez gus nao afeta o bloco-l,
omitiremos de nossa andlise os valores basicos assumidos por Xg -
O trecho em analise, com {(PR) na forma candOnica, se apresenta

entdo da seguinte forma:

*1 *2 *3 4 *s5
-d -5 -
i ¢ 0 e C = F{x)
A ¥ -
A_gl ..5 -
O =
o & 1 El El e
. ~d =5 - -
o 3 4] E, 2 e,
- =3 =4 nga . -
n . =3 ~ 4 =3 . "
3 : Az Az AZ = b2
Pigura IV.3
Setia xg o wetor dos valores bisicos Otimos obtido da
o B! ' :
resclugic de (37,1, Como vamos tratar somente do blogco—~1, omi

riramos da notagas o Iindics indicativo de bkloco. Assin, ters-

hitinds i



I o _ a3 0 _ L4 0 _ .2 0
A &I - E A 33 A x4 A XS
- a3 o4 a5 gt _
SRR g A G A A g =D (0]
o 5 334 _ -l _ 75 -5 '
Xp TR AT 4y g m A dp g m B dy 57D (11)

sando = constituido de valores basicos Atimos tem—ge: ﬁK T €
AN

A variavel %y, Gue se torna bisica do (PR} apbs o ssta-
belecimento de wna forma candnica para este problema, assumird um

valor hasico

P -

xy = e, = By de o, J = {4,5,10,11} (12)

gque intervalo [?k,B , dk+l,é]’ Suponha

aste intervalo propiciandoe assim

oS

${p} . Uma vez que a obtencas da
aobh um oritério de crescimento de
. < 4 < Ko
g +31,3 3

] Portanto se
-
som o crescimento de ¢ {p) deveremos conti-

sntan que 4

nuar alterands @7 o sentido indicado na figura IV.2.c {linha

pontilhadal, o inevitavelmente provocard una alteragao en
Ry = Lo sazsard a ocupar um novo valor critico (§):

e
[
-

provocar uma alteracac suficientemante pe-

-, Wy = 3,4,5 , a ponto de nos garantir que g =

guena en A
5 2 o ’ \ oy a 1 ot 4
z” ndo se iguuaism {ou ultrapassem} as inclinagoss ¢ @ ¢ res

5

pectivamente, garantindo a permanéneia de X, € Xg NOS Meskos
pontos oriticoos 4, 4 ® dp 5 conforme figuras {d) e {e).
E L



s g 3 2 8] ma -
Com isso o valor basico assumido pox x. = X, {11} sofrera tambem

alteragdo, passando at

3 - 2% g 2> (13)

ot kel * + = ]
Podera ocorrer entao que x4 a/ou xz caiam fora do intervalo in
dicado por =- = c% . ou seja, ¢ fa ; intervalos
- -~K I e K-}-}, I
indicados nas figquras (a) e (b). Assim, dentrc de nossa COncepgac,
deixam de ser factiveis. Consequentemente o bloco-l deixa de ser
- . 4 - . R +
Stimo e se continuarmos a otimizacgao do (PR} tendo [§3 - ak+l i}
£

por taxa de crescimento, estaremos nzo mais caminhando na crista

de ¢i{pi.

A iddia & procurar uma solucdo alternativa Otima para o

bloco~1l. Isto sera oasazvel fazendoc com gue ac menos uma das colu-
N I %

nas da A correspondaente a um elemento nac factivel de Er o+ nac

permansga mais na base Stima do (8P,). A existdncia e a obtengao

luchn Stima alternativa & o que mostramos a segulr

desta 80

Fazendo~za  {13)~-{1ll) tem-se:s

RN S -
Boo=Ep T AT 37 Gy 4) (14)
Tomanto~s2 a igualdade §3 = pt §3 e multiplicando-a
merbro & o J{ék+1g3 - dk,B) , 0D g8 g 1, obtem-se:
- | T 473 | _
O 2718 g 7 G n) T OB ANy 5 7 9) T8 g5
que somada & expressac {10} nos fornece:
2l - o8P, L - a b+ enta -da,_ ) =b (16)
[ VoL YR+, 3 Ke3d = R+1,3 k,3 -



Figura IV.4

. ©=0 temos AT _35‘; = h' , solugdo Stima original do
? -
(5 3_}
* - 3 .
. 0=1 temos x., como coeficiente de A° , 3 g I. Se
. - ~ + S T
3 aFIWentaa Oxj ¢ [d}c:,j ; dk-%—l,jJ definido na
obtangao de Kj‘
Para E?T dois casos podem ocorrer para 0 = l:
0 w
o * . X £ <
12 CASO = d}{,j x} dk+l,j X
* o &3
— ¥ = e >
Xy Aildyy,3~ %,3) 20
foid . < 17
v) hilaty * < < 1
29 CAZD }Lj ? - ,{_3 = }C“i'l;}
m 3 m:g
- zm T " <
g A} ‘d}:+_s.,.3 dkr?)} 0
Ad, L, .o~ d o) > O (18)
. T E e Koy
vigualizar os dois casos da segulinte Lorma:
I .l}{ L
i AT "5 ¥ "y
i
i . Xn d 4
Kl i ktl,]
G =g
Ea ! S
2% CABG : 4 ‘ "
o) i
g, . 2 d,. . :
i *3 kt+l,]



Seija @j = . . yz (19}

com
d, - s A’ - d, L) >
K, 30%41,3 7 %,30 > 0
d . = {20}
Yrl 3
., 5a AT {d -4 < 0
St 1,3 39%41,3 7 %, 3)

Seg fizexrmos & = Sr = min @j ¢ 1 EjFI P« coeficiente
da ér ; x’EigT', em (18), assumird o valor de um dos pontos cri-
ticos 4, y ¢ @C Passo gue para T ¥ r todos os coeficientes de

. is )
§3 . 3 g I, assumirao valores dentro dos seus respectivos interva-
los de factibilidads {isto sob a hipltese de nao occorréncia de pri
mal degenerescénciz, guando entdo ©O_ nao & Gnico}l (§§). Por ou-
. o 3 - < . L
+trp lado o eficiente de A~ devera assumir um valor intermediario

2, . . {vide expressao 22). Haverad pols uma troca

oo
&
!*§ v 4.3 ~
de hase em (8P.) sando AL © elemento pivo.
Sup

WIS Uue el nosso exemplo tivéssemos obtido

(987

Note-se gus wor estarmos tratando com o bloco~l e pzla hipétg

se do gusz L™

1,2} - vide figura IV.3 - sio coincidentes os

i

Iindizes da wariivel bisica e o da linha gue ela ocupa. aAssinm,
X, ocupa a r-&gima linha do {SPli. No caso geral teremos ©
coniunte I tal gue:

: e {3‘,{}.}; 1(2); PR 1(}3} . e I{m} }
onde I(p} = ¥ nos indicara que x,. Ocupa a p~asima linha

dentre as ¢ iinhas dog subproblemas.




* O - o = - _—
com Kl<:dk,l$}%j5dk+l,l {29 CAS0) resultando portanto dy,l dk,l’

A expressido {16) ficaria entdo da ssaguinte forma:

3 3 '

2,0 _ A . =
A dk’l + A% (x, - 0, A, . baz) + A7 0y . Ady =D (21)
com A4, = (d -4 ) e bp'=p-a>a .-a%*a  -a’a
' 3 k+1,3 T“k,3 = 2082 Mk,3 = Yk,4 = k.5

Reagrupande os coeficlentes de §3 e transferindo alg

k.1
para ¢ segundo membhro:
3 . _ .20 0 =3 N _ .
A [dk,3+gl(dk+133 d};;.%):] TATIX ~ 0y Ayl dk,3)} B (22)
«.‘1:' i -' 2 1) i
BT et o % ) j=+
&7 g a7 X, b {23)
wo Loy 4 4 5
sendc gz =b o~ & 4, A & ., - A4 {24}
e - - T f - N B ] - I g
. 4 .
{ig gg] = aT & ndo singular,
portanto Das ;
e w . .1 -y
pré-caitinliicande (23) por (A7) ;I o=1{1,2}, temos:
N 1? 0 _I
A 2{?: = é {25}
Al { 1
onde t? deve zer diferente de zero, sob pena de contrariar nossa
hipbiess de gue af F x? {vide expressac 14), pois Xy nao parkten-



ce ao seu intervalo de factibilidade. Portanto %3 2 éi san linear-
mente’inﬁepﬁndentes, estando pois assegurada a nao singularidade

de RI .

E importante observar que, em bltima analise, efetuamos

uma troca externa conforme descrita no capitulo IIT, tomando~se no

entanto a precaugac de bem escolher gual variavel deve deixar a ba
se do subproblema a f£im de manter sua factibilidade. 0  elemento

Ai, pivd da troca externa, & tal que:

. 8 : corresponde ao indice da vari&vel basica do (PR)
| sponsavel pela quebra de factibilidade no sub-

problema.

i

. T : obtido a partir de 9 = @ min Gj . 3 a}?lf

Feita a operacac de troca voltamos A otimizagao do (PR)

at® gus nova infactibilidade seja detetada num subproblema.

No nosso exemmla em particular, apbs a troca externa,
o, para J = {1, 2, 3} = ¢ ¢ zj < Ck para
do quadro-e idéntica &4 da figura XII.5. A

com valor basico X; (13} pox
assequrando taxas de creg

agora Xy
« el

k.1 7 Ck+z,i]*

pl. A0 aplicarmos agora o procedimento

e \ : ~ - 1 4 5
21, a3 inclinagoes de referencia z7, 2 & & 50—

o

e (D

o

gue uma delas coincida com uma dag inclina-

i
goes aﬁéacentas =, guando entdo nova andlise sobre a fachtibili-

o o e 10 11
dade &o (52} dswe : . Observe-se gue z7 e =z também

a
estin se alterandc rodendo provocar alteragdes na factibilidade do

{392_ £ examplg dn ogue vimes para o {Spl}.

TV.3. Gsneralizacis do Progedimento Alternativo

»ralizagao do procedimento descrito acima, atravas
de um exemplo, & imediata, bastando para isso perceber Jgue SETA0

feitas analises de factibilidade de bases de subproblewras sempre



gue umna das variaveis X, , 3 &8 W , do {PR} estiver na imineéncia

J
de mudar do valor xj = M para d ou d tendo

}‘:wlyj. k+}.yj{

nesta situagdo sua inclinagdo de referéncia =7 coincidente com

algum .cg . Designenos x poxr X, .« Note-se gque apenas um bloco,
o apetids Wi

e
ia 2 - . o

gue contém a coluna A7, devera ser examinado por vez., BSe nao
houver guebra de factibilidade neste bloco, progsegulmos com a otl

mizacao do {PR). Caso ocorra, calculamos 6 = .. {19} e pivotea—

-

o
mos em torno de A; . efetuando uma troca externa. Portanto para
tornarmos gerais as expressoes (14) - {(20) basta gue substitua-

[

mes ¢ indice '3 por 's' em todas elas. Vejamos, no entanto, em

detalhes gsta generalizagao.

Num determinado estigio da resolugéo de {P) estaremos

QO

Qaarrente

ik e =il s o

(26)
o e 1..;"6 oA F
:::,.: 'i’:':‘:.; =, FEL & i‘g’}' Fi L d §Y+ l Fs L]

Bstaran satisfeitas também as condi-

de  (P):

T I .
2t = o (27)
¥ g y
el g E; (28)
L _ L
A = EK (23}

A condinmtes (Z28), afora casos de dual degenarescencia, estaran 8#
£

faitan nas desiguslidades. Por fim, digamos gue estejam satisfel



r

as as gondigoes de factibilidade dos (5P, }:

R gt | o _ kO
Ep T HEp TRCA X7 A ﬁLa[éx,z’Q}:ﬂ,I}i - BY

0 procedimento de resolucao de (P) através da conservar
cio da factibilidade das bases locais des (SP;), pode ser visto

atraves de doiz casos, cada um deles envolvendo. duas situagﬁes.

. + - i - -
CASO 1 ¢ Algumn X, = X s s £ L , e nac factiwvel, ou seia:

+ .
*s ¢ !}iy,s ' ﬁ*{%«l,sj’ . (31)

Ao tentarmos mudar a ineclinacao de referéncia da va-
riaveli %, 1O sentido de se aumentar J{p{p}), a varildvel passa a

aszumir o valox

{32}

T I - i

2% , 2% n3o se alteram , L = L -~ {s}.
o

H o - R

AR cstan convenientemente controladas no

(PR) .
- &) *®
A mudanga de Ko v de xs para Xs ; altera apenas um

inico (8P,). Tersmos agul a possibilidade de duas situagoas:

s - . o
Situacas 1 ¢ Se para este subpreblema o novo X, , 4gue



. . ' *
indicaremos paor EN

E N © -
#p = Fp 7 A o 7 Gy ) (33)

continuar na factibilidade, ou seja:

* ‘_-.
2 gy 51-K+1,I]

entio poderemos efetuar mais um passo de otimizacao no (PR}, via

dual simplex, estando seguro gue caminharemos scobyrse a crista de

bip}.

e *
Situacao 2 : Se para este subproblema X, for tal gue

duas solugoes satlsfazendo A, X,

utra nio factivel (x ), dentro da con-

:’:.éi;

nog adotada.

P % —
Y P o5 X ~d
Pom [ B o=~ A8 - A7 d - A 4
;oL ; .= =k,s =K, L Dt Y
| i
P a
oTE RS
:
R o® oE o= A (34}
o ;
PowT L ; a. 1
:..3‘. ] “KQ'L
i i H
% % ;
LT g —K,J
: : H
[ — 1




* o -5

'}:I ”{{‘;I '%E (d}('po dk,$}

* é

*s x',s

x = x0 = - (35)

x

b ad,

-—L‘ "‘J{,L!

&

‘_5‘3‘“ . ”@‘Kfl:f L

P - ] ¥*
Da combinagao convaxa de X~ e X  teremos (0 € 0 ¢ 1):

. *
“c’wﬁgiwe(zs - %

LS (36)

conforme (19) faremos com gue 5? saja

]
“ c : .
factivel, oo suas componentes, Hp v T = Tip), assumindo um
+ o s g1 r

dos wvaloprss criticos 4, o Evidentemeante A ¢ & nao

s O X, T dk-i-l,r“ ol o }é
toremos dificuldsdas em efetuar uma troca externa, redefinindo unma
nova bass narz o (87,) 2 para o {PR). Temos gua:

S 3 K o

(T3, TE2Y, .. LUpY, se. I{m}}

1
1
zﬂ—

(141}, B(2), «ov T, oo Lim )}



ki

Antes da troca externa temos: I{p} = r e L(p ) = g, Apds a troca:

I{g) =8 e L{p") =1r .

Note-se gue © (SPi}, agora com nova base I, nae perds a
factibilidade ac aplicarmos um passo de dual simplex no novo (PR},
alterando-se agora a inclinacdo de referdncia =z'. Com isso forne
cemos uma nova direcac de busca rume ao Stimo da p{p), estando ze-
JUrG gue nos conservamos sobre a crista desta funcao (vide inter-

pretagao geom&trica no Cap. V).

+ ~ . .
CABD 2 1 Todos os xs = XS r 5 € L, sao factivels, o seja:
. = % £ id d ]
2, =21, [~y L 7 =yl L
e
o .
I ]—z:i d
Rt % et X LMY ;L ¥ """"’Y’T'l ;L
Cbks: exclaindo-ss oodrrancias de primais degenerescencias, tersmos
+ &
% # XD .
bt X} It ¥}
sniin spues
. Y e L0 r 1
X, W= 2o AT omL e z ., 4q i
2y 8 23 L€ 18K, T 7 Skel,1)
o7 =7 Lo L 4+ 1 ’
201 B2 w,mw_=h e~ oA x eid., d
£ 5% %, = xy=h 23 LY SR, 17 SRel,I)
entias k.U F & vazio, porianto a solugaoc presente & OTIMA.

juf
jo s
[k

; MR e R o T PR S

4 h -8 x, -~ 3 gf g, d.

- -~ =J LT SR, I SR, T
aELar a duas solugdes que satisfaszen




ey algum alan

it

NoE

At -

iado de o L, ?: iy,
e s o
aﬁ cono alemen o Divo,

otimizagio.

o] M~ - =1, -
X b~ A d - AT &
—L e —K . gx,L
x o= x° = prant = a .3
i g Pribay 8 o ""‘K,L { ?>
{:} .
Ko
Tt B -@-K,J )
o T o oL, + 1
X Xr - -
21 X1 (g, = dg,p)
« LR # +
= = Zr = . {38}
j 4
- ,
T L "‘"}‘\;J |
Da combinacldo convexa entre ambas, temos (0 £ § £ 1):
S T T
X = la, veld -a ) {39)
- | =K, L &L SKLL
d.
L. =R N
Ansloguments ao descrito para a situacan 2, calcularos
g o= ﬁr fazendo ool gue uma das componentes de _ﬁg, gual seja xi,
assuma um dos valoras criticos d ou d . Agui tambam devere-
s8w it o5 Lras X, k+1, 1 L tamba e (=

R TR,
ento 4de Ap difersnte de zero,; por axemplo ﬁz, aon

Fazemos portanto uma troca externa tendo

{PR} e prosseguind0 na sua

redaefinindo o



IV.4. Algoritmo
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IvV.4.1l. Teste de otimalidade e convergéncia do método

O miétodo alternative proposto nests capitulo, a oxemplo
do anterior, também nos permite obter a solucac de problemas linea
res por partes de grande porte através da resolucao independente
de subproblemas, também lineares por partes, de dimensces bem meno

reg que a do problsma original.

Pelo exposto no diagrama de blocos do algoritmo vé-se

gue o Stimo do problema & atingido mediante a verificagao de

FoUF, = 0

Tal teste de otimalidade teve sua suficiéncia e necessidade demons

tradas em III.4.1.
A convergSncia deste método num nlmero finitc de passos

a cada otimizacao do (PR}, seja ela de passc continu-

F
ade (situaclo 1) ou apds uma troca externa (sitnagoes 2 e 4), sal-

vamos & virtices adizcentes crescentes de ¢({p). Sendo finito o nG-

mero destes véercices {sclugbes duals adamissivels) é finito o niime -~

ro 4e DRES0

il
4
L
£
fi



CAPITULO V

COMENTARIOS E CONCLUSOES

v.l. Interpretacac Geométrica

A fim de ilustrar geometricamente os métodos propostos,
seja (P} o seguinte problema:

Min ©(x} Afm,n), x{n,1), bi{m, 1), ailn,l)

e B{n,1), sendo n=4 e m=2.
{3} Ax=Dh

Vamos definir retas de variacago do dual de (R} como sen

do o lugar geombirrico ondes pstioe fixadas as inclinacDes de rafaken

clia 4 dam {m -1 wariaveis, tal gue 33 = cj. Existem Cn -3 dosbas
inveis duels, p o= {n Q], dm {P). ﬂ@stxarem
gyma delas envolve {n-m-+ 1} wariaveis
ou £, havendo portanto possibilidads

sus nos caracterizam solucdss basicas duals

gue cada solu@aa basica dual factivel

m retas de variacao, o nimero total delas

kit
=
_ n
Jit3
vale lewbrar oue o ninero total &2 solugoes baslcas pode sew atd

-0 1T
L = =4 -

o4



As posigoOss das inclinacoes de refer@ncia g’ n3ac fixa~-
das, correspondentes acs tré&s pontos da reta de variacasc, & indica

da por:

- Linha traceijada. Pontao A 1 g = ¢
. s _ 3 .3
~ Linha pontilhada. Ponto B 1 3~ = ¢

[
=2

- Linpha trago-ponto. Ponto E 3

Note-se gus pava pontos da reta de variacao disifintos ds A, 2 ou ®
estaremos com (n-m+1) variaveis fixadas en @, ou 8.. Neste axen~
- i
plo estamos supondo gue tersmos num ponto
- a esgquarda de8 A @ x, = @ X, =, & x, =B
4 . 27 T2 r %y 3 4 4
- b b = > = = 5 b = B
[SS 3 et~ SR SR & | 4{2 32 ¥ XB C%‘.s & {4 I i
- mrtrs B oo B P ox, = 52 r Xy o= 83 e X, = 3\@
- E 2 B oxm, = ¥, = 03 83N, oo
gitpagess guae nodsrmos indicar da seguinte manelira:
e G- f B e
| |
CAP : %
’ : t ] ) o
N 7 o



Em cada um dos pontos A, B & E teremos poritanto uma ba-
se dual admissivel de (P). 0O procedimento dual simplex faz com
Jue caminhemos de uma solugac basica dual admicsivel a outra adja-
cente, portanto sobre as retas de variacao, no sentido de cresci-
mento de  p(pl) fungac dual de (P). Na figura as setas indi-~

cam este sentido de crescimento.

Em resumo, podemos interpretar as retas de variagéo
como sendo a projegao das arestas da fungao PHlp) sobre o espago
de p = |p ul. Os pontos de alteracac de base (A, B, E por exem-

plo} correspondem a vértices de p{p).

£ facil de se perceber gue por A, B e E passam novas rg
Pl

tas de variagao. Assim, por A passa a reta em gues g = C , por B
a rata 33 e 03 s ato.y conforme figura abaixo.
. I\
/ ! A
/
/ \
/
fﬁf//
u"‘ t
S B
A A
: B E Y,
. [#4



ADENDO I

Faremos agui a dedugao da expressao

TDM = TDA + |A-|o®
s'ly

apresentada no item II.3.2.b , ilustrando as diversas ccorréncias
classificadas de CAS08 e TIPOS ~ gue tem lugar no procedimento pri

mal de resolugaoc de um (sp,).

Recorde~se que:

Ao v . r - %z P o o . N
CASC 1 by 1 ho < zo_ para algum reN;
g = EO 0 .en 1.0 o] , >0
i
iy WX 3 3T
- g . - 5 "ﬁﬂ,
CASD 2 : 2. By <oy para algum rel,
. T \
e, = £00 0 e.s =1 ... 0 0] £>0
—~H - :
eago 2 : nY . g 25 2 nf . VreN, (OTIMALIDADE)
e k-1 G 2 .
Seiz =_ = *t obtido atravds de:
{ +
i Xy ™ .
[ B Yl
= min v ;  mid
k 15&y,r dk,r! f;g .
Iy Al
{ 3
i

{TIPO 1} {TIPO 2)



onda

[y}

(1}

o4+ 1 se ar >
¥
‘Y —
k-1 se ex < 0
k : se £ i? > 0
_ r
Y =
o4+ 1 sa £ ﬁ? < D
r 3

Se a ocorraéncia & do

2 warilvel nao bAsica @ quem primeirc encontra um ponto
P T
critico, Muda n; e permanece constante z_ .

uma varifvel biAsica 2 guen primeiro se depara com um pon-
e

+r
2

. . r
to critico., a = & permansce constante hY.

2

CAS0 e TIPO, Convencionemos que:d

|3
Lt

2*‘1"
&)

s
9]
£
in!c

Wl
1
O
0
41
!-.'v
e
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!
ik
}....I
o
o
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‘+
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o)
O
i
bete
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Wi
&
ial
Y
3
ju
b
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ChRSO 1 ~ TIPO 1

+ ~r ]
X - AT L
N - Ly -
o+ ~ N4
..X_.I - At .{I:.,N
L L a + £ -~ dofine t
x+ + AL = - k,x
....i -
3
X + & +
”"Igi ”Ni EN? + 9.
r +T
TDA = h, - =
k © r X T
TON ~ TDA = - h =
hpsr = B = %4
TON = hi, . - z %
k+d (o]
; T
MR = +
T Tk Uk+l
Graficamente teriamos:
) PR ETS i f}{x}_}
r
} : 2’% z«}f' .
\\\ ra Ny - e o ielr
N / / ; N
\'\ ﬁ}{&‘ £ - \\ . P
, 5 hf i f/"
BT A 2 k-t Kol o
! : ¥ hii / +f
/.f/ ) ,f"’r‘ t h 3 hd zﬂ
- [ I af ]
e : N ' iAi»>0 : ja @ F
/ ; i 17 |
: f'f"'.h-- A i ; i
. i Tl i t
=S o Xp g 26 ] F.A o X ;
dk,r dﬁwi,r d.‘r},J 7 dkvf,j
Figura 1 Figura 2

. - r X
Chsarve-sse gue com a alteracac de h passando de hk

o s . r +x +
para . . diminui-se a diferenga IhY " %G |. Dessa formazortﬁg
de para a situacao apontada pelo CASO 3, a caminho da otimalida-

de .



CASO 1 - TIPO 2 -~ A_ > §

+ ~p ]
Xt - ANe ¢
* At +
- g 8 -~ "
+ Eli N Ry Az t - define t
®, + 4, =
=i i
+ +
X + € dk,r t
= i,
3 + @
+ I '
r r i 5T s zr
TOA = hy - zo" =B ~ bt Apr - hp A
i LS s -~
N - L ' A
; I . TDN - TD (hy = by )Ag
) - i - Py
TN = hy - A - by Ay
o R~
N o= TDA + A
T D s T
Graficamente terlanos:
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Figura 3 Figura 4
Para x., =2l que j eI, a situagac & idéntica Aguela da
: - - Lol . - +Z‘
Fig. 2. Obsarve-se gue agora a alteracac se da sobre z, - Mo

~ - N p a5
caso a alteragao s& 43 com uma diminuigao de Aj op no valor de

I
S

e r
z . Da mesma forma dimdnud [hy -
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CASD

I -~ TIPO 2 ~

o
A
S

< g

g
k+],

YA

- o -
A7 ﬁI t
i i
+ ~y + = .
%, = A * g % - A ¢ - define t
+ H}:i ”Ni 8 5
®, + 4H, = =
=i g, +
Xy, TE d +
mﬁi -, k,r
+
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L. -
ka e r Ij =% 8 oY
= i - = - LA - h, A
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NN s B e ia A
TN = by v Bt Ap o By Bg
~r 8
T o= T - o
DN ADA AS k+3..
Graficamante terizmog:
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}‘_ zQS,Er '
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Figura 5
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Para re M, e 7 eIi vide figuras 3 e 2 respectivamente.

1



CASC 2 - TIPO 1

+ £
X + Ar t
- =iy -
o N
T AT gy
+ 1. i dk o & - define t
35' s év = = ?
i * * + € +
Eﬁi wﬁl EN’ + g
- " i i ]
o 4+r _ ¥
TDA = 2 hy_y .
it TDM = TDA + O
o+ b k’"‘l
sy
CASD 2 -~ TIPD 2 o~ QS > 0
}{;s & gﬁl t
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Onadro Geral
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ADENDO 11

Faremos agui a dedugdo da expressao

TCN = TCA ~ |ES(d., . - 4, )|
P Y .S VS

apresentada no Item I1.4.2.b , ilustrando as diversas ccorréncias
classificadas de CAS0S e TIPOS -~ que tém lugar no procedimento
dual de resolucado do Problema Restrito (PR).

kegorde-~se gue;

CASO 1 3 dk,r < dk+3,r < X para algum rel , r=5L{(p)
L o
s% = tfe 0 ... 1...0 0] >0
~p~ésima posicao
o + 3 ==
CAED 2 X < Sy < dk+l,r para algum rel , r=Lip)
g% = 270 0 ... =1 ... O 0] £>0
A i . ; _
~p-esima posigao
s < 'ﬁ..’“iﬁ :
CABD & 3 dkr S X 6k+l,r s ¥Yrel {OTIMALIDADE)
Sedin 4~ = Lt obtido através de:
§
a S
i wl - g J
. I { e T . Y
o= omin 4 fw;; - Wi ;7 min
| 3 -
j jedJ Eg

(TTIPD 1) {TIPC 2)



onde g k + 1 se §° > 0
Y=y
k-1 sa ér > 0
g k s5a §% ﬁj > 0
&
¥oo= i
z k-1 sa §% ﬁg < Q

-

8¢ a ocorrancia e do

£
, . , v ~ r . - + -
TIPO 1 : a inclinagio de referencla z = da variavel basica x ., e

gquem primeiro se iguala a uma das inclinagdes adjacentes

. " + ;
20 intervalc a gue pertence x.. Assim, muda d permana-

r
+ Yr
cendo constante xr,

L - . * P
inageoes de referencia z J de uma das varia-

i
= basicas xj, 1eJ, & guenm primeiro se iguala a
x

vels nia
- < bt ' +
uma das inclinagoes adjacentes a &k g Muda X, perpanacen
; i
ite/ 4 .

cada CAB0 e TIPO., Convencionemos gues

o~

posigao original da reta

Pf
gy
*
el
-4

T

e« e+« 3 posilgac final



Cagso 1 - TIPO 1

- ""‘\T
©
7 W vt « define t
*
§L+§_L #7,"
% z +_Q
z +4 = =
*J s o=d -
oz 48" E SRR
L e
+
FHEh =
*CA Fy dk+l,r
N - T == =
oy = x* g TCH TCA (dk+l,r ﬁk+2,x}
o k+2,x

N e - -
TCN = TCA = (dy s » = Yy, ¢

Graficamsnte terlamos:
fu,k %,
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FPigura 1 ' Figura 2

i ins=aressante observar gque nac se altera o valor de

+ i N
i s - Fo e e g H STOE e - .
¥, . QEorre no enbantd um deslocanento do intervalo ] d , B (i“{ 1, ;

L

de definicac de u_ (vide Fig. IL.4, ftem II.4.1), no sentido d= se

; -+ ' .
aproximar de X« om husca portanto da factibilidade.



CASC 1 - TIPO 2 ~ ﬁz > 0
F I
I
. o wk + ¢
i L ' 1
g & «
4 é z L + 0 < define &
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z + A = =
= i * -
s Sy t ‘2
e . -
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z + £ E
ok o~ b ~5
TCa = x,. dk,r = 8y Ep QK,J' D dk,s ak,r
ﬁJ‘ -
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(Pig. IT.4, Item IY.4.1}, gue no entanto passa a estar definido no

. - F e e s o
valor criticoe Gk «  Quanto a X,. € facil verificar gue sofre um

+1,1



- g1
25 = B - d < i -8
deslocamento &Xr p(dk,s k+l,s} 0  aproximando-se de dk+l,
e portanto da factibilidadse.
CcASO 1 - TIPQ 2 - éz < 0
v ~ T
w, + £
T k
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PR} 25 g
zZ 4+ A = = &
- o+ g g <« define t
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Graficamente tarianmos:
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CASO 2 - TIPO
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ADENDO III

NECENERESCENCIA NA PROGRAMACAO LINEAR POR PARTES (P.L.P.)

1. Introdugac

Seja o problema padrdo da programacac linear:

Min z = ¢ c{l,n}, x(n,1)

S

(P}
sujeito a Ax =hb , X 2 0 A{m,n), binm,1}

Diz-ge gue em (P} ccorre degeneresceéncia guando ao me-

nos uma de suas varifvels basicas assume valorn zero.

Come sa sabe, o metodo simplex resolve (P), garantida a
aussncia de dagenarescéncia, num numero finito de passos. Isto
porque, partinds de uma base factivel, o algoritmo permuta um fni-

e veroar da base & coda paszo, garantindo um decréscimo no valor

sendo finito o nimero de bases assegura-se 4

de bases sem que z sofra gualquer alteracao.
a0 menos tedrico, do algoritmo repetir uma ba

o toda uma sequéncia de bases, caindo numa si-

Pmbors o fenfimend da degenerescencia seja freguente, ©

o1 o da ciclagem. N&o ge tem redgistroe algum de

14 gue ineorresse peste fendmeno f35]~[38]. A nivel

Ctedrico reglistras-se duas formulagdes propostas por A.d. Hoffman
em 1951 = 8,M.5L. 2eale em 1955 [36]1-{38]. Sao exemplos, um tanto
artificiais, mostrando de forme concreta a presenga da ciliclagem
gue, ac menos sob o ponto de vista matematico, foli um problema qusa

vreve da gesr enfrantado dando cono resultado os diversos metodos de



eliminacio da degeneresceéncia, via parametrizagac do vetor de re-

cursos b, dentre eles o métedo lexicogrifico.

2. A Primal-Degenerescéncia na P.L.P,

Ma P.L.P. o fendmeno da degenerescencia & o da ciclagem
tambdm ocorrem, podende agul serem feitas as mesmas consideragoes

acima.

Para um problema de P.L.P. dizemos gue a primal-degene-
rescéncia ocorre guando uma solugac basica apresenta uma ou mails

yariliveis basicas coincidindo com seus valores criticos dy .
. H

Durante o processo de resolugao de um problema de P.L.Z.,
a degensrescéncia se 43 guando no calculo de t (vide ADEHDO I) o©
valor minimo encontrado ndo for fnico. A tituleo de ilustracac supe

nhamos gque:

.i..
- s = 0 r ed
e z T k+l,r ? i
o+ - ~r
. 5 & L o wmowm - AT g o= 4 AT < 0O
& oy 4oy 5 s ‘v k+1,s ¢ s
y -+ -~ ’
L LT, S L Eos d < %, = x, = A" g < d .
i 4 d ki i § T k41,4

f1 ind

4
i

Figura 2
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Nesta iteragdoc, em particular, terlamos ocorrénclias si-
multineas de TIPO 1 e 2 {(vide ADENDO I}.

0 algoritmo por nds implementado prosseque com a busca

unidirecional se satisfeitas as condigdes:

a) nenhuma das variaveis X,.r Xp, atinge um ponto extre-

mo o ou f e

b} a taxa de decreéescimo (TDN} continua negativa.

Na situagéo que estamos expondo o algoritmo procederia

da seguinte forma:

3
L

L Dg' o passo t I

}

. LF . -
Ragistro  vorioveis gus ofingiram pontos criticos

//;:;"z gido
P

if: glgum o] ou Ve

.

N .éf.z‘ 7 /

S Paro busce na diregdor.

Mo examplo: pivotein sobre ﬁ;

T oM 1

; . tn ,- - ¥ s [Ys
Mo X FM DG FA e 50&?6}{,; "Gk%f A

5

HAD

{51

Pragavgue Busoed no dirgcdo v com
o
novp Ccwlewio de f

i
]
H

Figura 3



Um procedimento lexicografico para un problema de

P.L.P. pode ser visto em [30].

3. A Dual-Degenerescéncia na P.L.P.

A titulo de ilustragac consideremos o Problema Restrito
{PR} (83)}~{85)} apresentado no Cap. IIX, onde =x & o vetor das va-

14
rifveis bisicas e x; o das varidveis nao basicas.
Dizemnsg que ocorre dual~-degenerescéncia em (PR} quando

uma ou malis das inclinagdes de referéncia z3, jeJ, coincide com

uma das inclinacdes da fungdo gj(xj).

Durante ¢ processo de otimizacac de (PR} via algoritmo
dual-simplex, a dual-degenerescéncia se 43 quando no calculo de t

{vide ADENDO II) ¢ valor minimo encontrado nao for unico.

Analogamante ac eXposto no ftem anterior , poderiamos
agui dar um exempls an qué srorressem simultaneamente as situagGes
de TIPC 1 & 2 s=ndo esta Dara apenas uma varidvel s £J., As figuras

ilustrariam sszte casc seriam as de nGmeros 1, 2 e 4 do ADENDO
IT. ¢ algoritmo dual-simplex teria pela frente uma npova taxa de

crescimento dads poU

k+l,8 "k,s

g4

Jie

=

de modo semelhante ao descrito para a primal-de-

¥

e se gomporisl

E

+]

generescénci

»
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