FiEHE ] LR SR

he

t ‘ac
Hl

i

£

defendida por &LX‘*’A ; /‘\%f\vﬁs

I3

%

Lol BA-(e4Ar G P

e - et 0 ey i LV AR S

corovads pela Comissdo

Crientador

UNICAIVIP

Universidade Estadual de Campinas

Faculdade de Engenharia Elétrica
LCS I Departamento de Méquinas, Componentes e Sistemas Inteligentes
Laboratério de Controle e Sistemas Inteligentes

Julgadora &?*3......2 6

Controle Discreto H, da
Maquina de Indugao via Modelagem Incerta

sobre Dominios Paramétricos Convexos

Tese apresentada a Faculdade de Engenharia Elétrica da Universidade Estadual de
Campinas, como parte dos requisitos exigidos para a obtencio do titulo de

Mestre em Engenharia Elétrica
por

Sérgio Antonio Augusto Filho
Engenheiro Eletricista - UNICAMP/SP

Prof. Dr. Celso Pascoli Bottura
Orientador - FEE/UNICAMP/SP

Julho de 1994




A2

()
4-\'

Unicamvip

Universidade Estadual de Campinas

Faculdade de Engenharia Elétrica
LCS I Departamento de Maquinas, Componentes e Sistemas Inteligentes
Laboratério de Controle e Sistemas Inteligentes

Tese :  Controle Discreto H,; da Mdquina de Inducao
via Modelagem Incerta sobre Dominios Paramétricos
Convexos

Autor :  Sérgio Antonio Augusto Filho

Orientador : Prof. Dr. Celso Pascoli Bottura

Aprovada em 26 de julho de 1994 pela banca examinadora

— AT

Prof. Dr. Celso P. Bottura (Presidente)

ey [

Prof. Dr[flosé Luiz {lyitio DEE/UFMG

o i Dor e

Prof. Dr. Pedro Luis Dias Peres FEE/UNICAMP




Aos meus Pais

A Cliudia



Agradecimentos

Gostaria de demonstrar, aqui, minha gratidao is pessoas que, de alguma maneira,
me ajudaram na realizacio deste trabalho.

Ao Prof. Celso Pascoli Bottura, pelo entusiasmo e elogiiéncia que me inici-
aram no mundo do controle, e pelo companheirismo durante o trabalho de
orientacio.

Aos Professores José Claudio Geromel, pela oportunidade de trabalho conjun-
to, e Yaro Burian, pelas did4ticas intervencdes .

Ao Prof. José Luiz Silvine, pelos ensinamentos de iniciagio cientifica.
Aos colegas do DMCSI, Celso, Gustavo e Prof. Gilmar, pelas intimeras ajudas.

As pessoas de sempre, Osdrio, Marcia, Li, Gé, Conrado, por ricas discussdes
e, em especial, & Carlota, pelo apoio em momentos dificeis.

Aos meus pais, Sergio e Maria, por toda a dedicacio e confianca , e & Claudia,
sempre presente.

Finalmente, & CAPES, Coordenagio de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel
Superior, que financiou este trabalho.



Resumo

Neste trabalho, usando um modelo néo estaciondrio em espaco de estado, apli-
camos uma metodologia de tratamento de incertezas para o problema de controle
digital, que resultou numa nova representacao para os modelos nao estacionarios da
méquina de indugdo, tanto no caso continuo como no discreto. Além disso, através
de um método de otimizacio H; para sintese de controladores por realimentacio de
estado robustos, propomos uma solugio para o controle vetorial robusto da maquina
de indugédo. Essa solugao envolve um problema de otimizagio convexa restrito por
um politopo que representa a néo estacionariedade do sistema. Da aplicacdo desta
sintese de controlador robusto para equagdes de fluxo de rotor e corrente de esta-
tor, resulta uma matriz de ganho robusto, determinada off-line, possibilitando a
alocagdo de pélos destes dois sistemas em regides especificas no interior do circulo
unitario, no plano z, independentemente do ponto de trabalho da mdquina. Esta
alocagaoe robusta define uma dindmica de pior caso, garantindo a orientacio de fluxo
bem como a regulagio da corrente de estator. Alguns resultados de simulagio sio
apresentados.

Abstract

In this work using a time-variant state-space model, we apply a methodology of
treatment of uncertainties for the problem of digital control that results in a new
representation of the time-variant continuous and discrete time models for the in-
duction machine. In addition, by applying an H, optimization method for robust
optimal state feedback controller design, we propose a solution for digital robust vec-
tor control of the induction machine. This involves a convex optimization problem
constrained by a polytope representing the variant system. From the application
of this robust controller synthesis to the rotor flux and stator current equations,
results a robust gain matrix, off-line determined, allowing the pole allocation for
these two systems in specified regions inside the unity z-plane circle independently
of the machine operating point. This robust assignment defines a worst case dyna-
mics guaranteeing the rotor flux orientation as well as the stator current regulation.
Some simulation results are shown.
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Introducao

O problema de controle da maquina de indugdo tem sido amplamente estudado
com o objetivo de se obter técnicas de acionamento que melhorem o desempenho
das maquinas. Um dos fatores avaliados como desempenho é o tempo de resposta da
maquina aos sinais de comando como mudanga de velocidade e torque, por exemplo.
Além disso, os erros de regime em relagio aos valores de referéncia também sio
considerados. Na tentativa de solucionar este problema, novos esquemas de controle
tém sido propostos em substituicio aos convencionais métodos escalares de controle
da maéquina de indugio . A medida em que métodos cada vez mais sofisticados sdo
propostos, a necessidade de utiliza¢do de computadores e processadores digitais de
sinais (DSP) na implementagdo dos mesmos, tem aumentado.

Nesse contexto, o método de controle vetorial proposto por Blaschke em [24] tem
sido aceito como um dos mais eficientes [28]. Este método consiste em transformar
o modelo da maquina para um sistema de dois eixos e control-lo de maneira que a
componente de magnetizagio da corrente de estator ndo interfira no torque eletro-
magnético. Assim, o torque serd controlado apenas pela componente de excitagio
da corrente. Como as duas componentes da corrente sio ortogonais, o controle &
feito de forma similar a uma maquina de corrente continua excitada separadamente.

Muitas propostas tém sido apresentadas para a realizagdo do controle vetorial
através da aplicacio de técnicas de controle de sistemas. A sintese de controladores
através da teoria de controle étimo cldssica [26] e a aplicacio de problemas de oti-
mizag¢ao no espago de freqiéncias [25][28] tém sido utilizadas em modelos continuos.
No caso de implementacio em computadores, os controladores continuos sio dis-
cretizados. A utilizagdo de modelos discretos no controle vetorial da miquina de
indugao é proposta em [30] através de realimentacio de estado. Uma vez que o mo-
delo discreto utilizado [29] é néo estaciondrio, os ganhos de realimentacio de estado
foram calculados a cada periodo de amostragem.

Neste trabalho, propomos uma nova forma de modelagem da nio estacionarie-
dade de modelos continuos e discretos em espago de estado da méquina de nducio,
utilizando o método de representacio de incertezas por conjuntos poliedrais conve-
xos [14]. Utilizando esta modelagem discreta no controle vetorial por realimentagao
de estado, podemos projetar controladores através do problema de sintese por oti-
mizagdo H, discreta com ou sem alocagio de polos [16] [20], robustos 4 variacio do
ponto de trabalho da miquina [31].



Introdugao 2

A tese esta organizada da seguinte maneira. O capitulo 1 apresenta a concei-
tuagdo de controle H;. Conceitos basicos e definigdes sobre espacos lineares sio
mostrados com o objetivo de introduzir normas de sinais e sistemas. A norma H; é
colocada como critério de otimizagéao e este problema é relacionado com o problema
linear quadratico (PLQ). Em seguida, critérios de estabilidade quadritica sio defi-
nidos para sistemas incertos em espago de tempo continuo e discreto. Finalmente, a
sintese de controladores étimos H, é apresentada também para sistemas continuos
e discretos. No capitulo 2, é apresentada a modelagem bésica da miquina de in-
dugdo através de equagdes representadas em coordenadas naturais e coordenadas
dg. Em seguida, ¢ mostrada a discretizagao do modelo continuo e a decomposicio
dos modelos em submodelos de corrente e fluxo. A analise da nao estacionariedade
dos modelos é feita com base na anélise de plano de parametros, o que resulta em
modelos com pardmetros definidos sobre conjuntos poliedrais convexos. O capitulo 3
" une a conceituacio dos dois capitulos anteriores com o esquema de controle vetorial
por realimentacéo de estado descrito tanto para o caso de maquinas alimentadas
idealmente em corrente, como no caso de méquinas alimentadas em tensio. Sio
apresentados resultados de simulag&o para os dois casos acima, utilizando-se ganhos
robustos a variagdo do ponto de trabalho da miquina.



Capitulo 1

Controle H,

1.1 Introdugao

A sintese de controladores para sistemas dinimicos onde um dos critérios de
projeto € a otimizagdo de um determinado custo tem sido amplamente estudada na
teoria de controle 6timo. Esse custo constitui, comumente, uma fungao quadratica
no estado e na varidvel de controle com matrizes de ponderacio que determinam
a atuagdo do controlador. A solugio de tal problema tem sido obtida através da
solugao da consagrada equagao de Riccati.

Neste capitulo, vamos abordar o problema de controle 6timo numa formulacao
mais moderna, ou seja, o controle H,. O custo de otimizagdo neste caso serd a
norma de uma fungdo de transferéncia do sistema, induzida pelo produto interno
definido sobre espagos lineares. O enfoque de andlise convexa permite que a solucao
do problema de otimizacdo M, encontre étimos globais, sendo que, para sistemas
precisamente determinados, ou seja, sem a ocorréncia de incertezas, sua solugio
corresponde a solucdo de Riccati. :

A vantagem da formulacio H; em relagio i cldssica é que seus resultados po-
dem ser estendidos para sistemas incertos e alocagio de pélos através da adigio de
restrigdes do tipo Lyapunov ao problema de otimizacio. Isto torna o problema mais
geral, aumentando as alternativas de projeto.

1.2 Espacos Lineares

1.2.1 Espacos lineares normados

Definicéo 1.1  Um espago linear normado € um espago vetorial X no qual € defi-
nida uma fungdo de valor real que mapeia cada elemento x em X num nimero real
lzll chamado norma de x. A norma satisfaz os sequintes aziomas:

i |2l = 0, Vz € &; [lzfl= 0 se e somente se x = 0;
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it ||laz|=| a |||z]|, a escalar, Vz € X;

i1 ||z + yl<llzl| + llyll, Vz,y € X (desigualdade triangular);
a

A norma, que pode ser interpretada como a abstracio do conceito de distancia,
consiste numa transformacéo do espago vetorial X’ para o espaco dos escalares reais
e pode ser representada pelo funcional f(z) =||z]|. Através do conceito de norma
podemos dizer que uma seqiiéncia infinita de vetores z, converge para um vetor
X € A& se a seqiiéncia ||z ~ 2,|| de ndmeros reais converge para zero [3]. Neste
caso, escrevemos I, — ¢. Uma sequéncia z, € X é dita seqiiéncia de Cauchy se
lizn — Zmli~+ 0 conforme n,m — oo, isto é, dado € > 0, existe um inteiro N tal que
iz, — Twil< € para qualquer n,m > N.

1.2.2 Espacgos de Banach

Espagos normados onde cada sequéncia de Cauchy é convergente sao ditos com-
pletos. Um espago vetorial linear normado completo é chamado espago de Banach

BHCE

1.2.3 Espacos de Hilbert

Um importante resultado da teoria de otimizagio é o teorema da projecao ortogo-
nal que diz que o menor vetor de um ponto a um subespaco euclidiano n-dimensional
é ortogonal ao subespago . Tal conceito de ortogonalidade, que geralmente nio est4
presente em espacos normados, é representado no espaco de Hilbert através da de-
fini¢do de produto interno.

Definigao 1.2  Um espago pré-Hilbert € um espago vetorial linear X com produto
interno definido em X x X. O produto interno < z,y > dos vetores z,y € X € uma
Jungdo escalar que satisfaz os seguintes aziomas:
L <2,y >=<y,x>%;
U<z +Y,z>=<2,2>+ < y,2>;
W< Az, y >= A <1,y >;
w<,r>20e<z,c>=0<>2=0

;
O

O produto interno definido acima induz a norma |jz)j=< z,z >!/?, que satisfaz
a definicdo axiomdtica de normas. Isto pode ser verificado através da comparagio
das definicbes de normas e produto interno e pela utilizacio da desigualdade de
Cauchy-Schwarz, bastante discutida na literatura [3).
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Com relagao aos conceitos acima, podemos dizer que o espaco pré-Hilbert é um
tipo especial de espago normado. Neste caso, todas as propriedades inerentes aos
espagos normados sao estendidas a ele. Assim, denominamos um espago pré-Hilbert
completo como espago de Hilbert.

Teorema 1.1  Seja H um espago de Hilbert e M um subespago fechado de H. Para
cada vetor & € H, eziste um tnico vetor m, € M tal que |jz—m,||<|z—m|,Ym e M.
A condigio necessdria e suficiente para que m, € M seja o minimo para |jz — m)| €
que * — m, seja ortogonal a M, ou seja, < x,m, >= 0.

Prova : Veja [3]
0

Como conseqiiéncia direta do teorema acima, temos que qualquer vetor z € H
pode ser escrito como a soma de dois vetores: um pertencente a um subespago M
de H e o outro ortogonal a M. O subespaco fechado gerado pelos vetores ortogo-
nais a M é chamado complemento ortogonal e é denotado por M. Assim, temos

H=Mao&M*

1.2.4 Espagos [, e L,

Nesta segao discutiremos alguns espagos normados que sao de grande importancia
na teoria de sistemas de controle. Os espagos I, e L, sao definidos no dominio do
temmpo como segue:

Definigao 1.3  Seja p um nimere real 1 < p < 0. O espago l, consiste de todus
as sequéncias escalares §1,¢,, ... tais que

S 16 P< oo (1.1)

=1

A norma de um elemento = = §; em I, € definida como

oo 1/p
llell, = Q1 & 1F) (1.2)
=1
O espago L, é definido similarmente ao espaco /.

Definicao 1.4 Parap > 1, o espago L,la, b] consiste de funcées reais no intervalo
[a,d] tais que | z(2) |° € Lebesgue integrdvel, ou seja,

/ | 2(t) Pt < 0o (1.3)
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A norma, neste caso, € definida como:

ifp
lell, = ([ 1 2(2) Pa) (14)

O

Os axiomas de normas discutidos anteriormente podem ser verificados para as
definigbes (1.2) e (1.4). Para a verificagdo da desigualdade triangular destas normas,
sao necessarios dois teoremas, escritos aqui para o caso dos espacos L.

Teorema 1.2 (Desigualdade de Holder) Se z € Lya,bl, y € L,ja,b,
%—{— -;~ =1, p,¢ > 1, entdo

[ 1200 dt < el o, (L3)

0

Teorema 1.3 (Desigualdade de Minkowiski) Sez ey estdo em Ly[a, b], entdo
z +y também estd e ||z + ylf, < flll, + [lyll,

As provas, omitidas aqui, sdo encontradas na literatura [2] [3].

Para a aplicagdo em teoria de sistemas lineares de controle, vamos considerar o
caso de sinais z(t) definidos para —oo < t < oo e com valores no campo dos com-
plexos C". Restringindo z() ao conjunto de funcdes quadraticamente integraveis,
ou seja,

[_ ‘: le(Dl2dt < oo (1.6)

onde |[z(t)||* =< 2,z >= z*z {(norma eticlidiana), formamos o espago de Lebesgue
L;y(~00,00) que constitui um espago de Hilbert sob o produto interno

<zy>= f T 2 (t)y(t)dt (1.7)

-00

A norma de z(t) € Lz(~o0,00), denotada por ||z|[,, é calculada por

el = [~ e ®a(at = [ lePa: (L8)

Como um espaco de Hilbert, Ly(—oo, oo) pode ser escrito em fungio de seus su-
bespagos fechados Ly(—00,0] e L,[0, 00), como Ly(—00, 00) = Ly(—00, 0]@ L]0, 0o).
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1.2.5 Espacos de Hardy

Nesta se¢ao, vamos considerar ¢ espago de fungdes z(jw) definidas para todas
as freqiiéncias —00 < w < 00 com valores no campo dos complexos O™ e que sao
quadraticamente integraveis em relagio a w. Tais funcbes serdo consideradas como
a transformada de Fourier das funcdes definidas no espago L;. Assim, as fungoes
z(t) € Ly(~00,00) e z(jw) € Ly se relacionam por

z(jw) = ./Z x(t)e ™ dt (1.9)

2() = -2% / ‘: 2(jw)edu (1.10)

Partindo da defini¢do de produto interno em Ly(~o0,00) e utilizando a trans-
formada de Fourier, temos:

[: =(Wy(t)dt = | : z"(t) (é—; / c: y(fw)ej“”dz.u) dt =

(-2-1; [_Z ([_: a:?‘(t)ej“tdt) y(jw)dw) = %r— ]:: z*(Jw)y(jw)dw

Portanto, o espago L é um espago de Hilbert sob o produto interno

1o
<oy >= "2"3?[_@: (gw)y(jw)dw (1.11)

O espago de Hardy H; é definido através da condicio de integrabilidade qua-
dratica como [4]: :

Definigdo 1.5 O espaco Hy consiste de todas as fungies z{s) analiticas em
R(s) > 0, com valores no campo dos complezos C™ e que satisfazem a seguinte
condi¢do:

(su o5/ tete i) ¥ e (112)
0

O célculo da norma ||z]|, neste caso tem que ser feito através de uma busca em
todo o semiplano complexo direito. Este calculo pode ser simplificado pelo resultado
abaixo:

Teorema 1.4  Se x € H,, para quase todo w, o limite
2(jw) = lima(£ + jw)

existe e £ € Ly. O mapeamento z — F de H, para L, € linear, injetor e preserva a
normda.
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Prova : Veja [1]

O

Este teorema diz que o calculo da norma |jz||, das funcdes z(s) que definem o
espago H; pode ser feito através da integragao sobre o eixo imaginario. Assim, a
norma sera dada por:

lell = 57 [ eGP = o= [~ e ujetivds (113)

1.3 Normas de Sistemas e Critérios de Otimi-
Zacao

Nesta se¢do , vamos abordar o problema de anélise e controle de sistemas linea-
res, através da conceituagio de espagos lineares [12][15]. Um sistema linear pode ser
representado por um operador que mapeia um espaco de Hilbert em outro. No nosso
caso, consideraremos operadores que mapeiam entradas passadas de um sistema em
safdas futuras. Um operador comumente utilizado neste caso é a convolugdo que
passando por uma transformacao de Laplace torna-se a conhecida funcio de trans-
feréncia. A norma da fun¢io de transferéncia torna-se 1til na anilise do sistema,
como em resposta em freqiiéncia, por exemplo, e pode ser utilizada como critério de
desempenho no caso do controle étimo.

1.3.1 Normas de sistemas

Vamos considerar o sistema linear em espaco de estado abaixo:

z = Az+ Biw
(1.14)
¥y = CQ$
onde z € ®", w € R ey € R". Para condigdes iniciais nulas e w(t) = [0...6(¢)...0)
com 6(t} na i-ésima posigéo , temos: :

4 i
V(1) =4i(t) = Cs [ A Bru(r)dr = C, [ ADBu(r)dr

onde y;(t) corresponde a saida relativa & excitagdo na entrada w;(t) com as demais
entradas nulas. O vetor By; corresponde a i-ésima coluna da matriz B;.

Supondo que A seja assintoticamente estavel, ou seja, que Re{};(A)} < 0,
J = l..n entdo, yi(f) € Ly, Vi = 1,..., 5. Neste caso, podemos calcular a norma-2 da
saida yi(t) como definida anteriormente. Assim,

lod= [ @) = [ (B CyCae® Buat = B, ([7(c*'Cire*)at) By
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A matriz de transferéncia de w para y é dada por:
H(s) = Cy(sl — A)"' By

e pode ser decomposta como H(s) = [Hy(s)...H,(s)], onde H;(s) = C3(sI— A)~'By;,
i =1,...,s. Aplicando a anti-transformada de Laplace, temos

h(t) = L7V Hi(s) = [y1(t)..ys(2)]

Definindo a norma da matriz de transferéncia como

L)

HH =3 lw:(@)li3 (1.15)

=1

temos:
IHIZ = i Jo” vilt)ys(t)at
= Jo" Eia vit)y:(t)dt = [5° Tr(k'()h(t))dt = [§° Tr(Be**CyCre™ By)dt
Utilizando os gramianos de controlabilidade e observabilidade

L, = f (A Cyett) dt
0

L= /0 (4B, Ble)dy
temos:
|H4]7= Tr(B{L,By) = Tr(C:L.C})
onde
AL. + L A"+ BB, =0

AL, + LA+ CiCy =0

Para o cilculo da norma de sistema em espaco de freqiiéncia, podemos aplicar
a transformada de Fourier e o teorema de Parseval ao desenvolvimento acima. Por-
tanto, considerando (1.15) e a definigio de norma em Ly(~o0,00) dada em (1.4),
temos, pelo Teorema de Parseval,

5= 523 [ Bl it = o= [ 3° B (i) HiGi)do

onde Hi(jw) ¢ a transformada de Fourier de y;(t), para o sistema com condigdes ini-
ciais nulas e para resposta ao impulso. Considerando que os termos H} H; aparecem
na diagonal do produto H*H, temos que
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f: HIH; = Tr(H"H)

=1
Assim,

M= o [ Tr( o) H () de

2x |-

Sabemos que o trago de uma matriz ¢ igual a soma de seus autovalores. Assim,
Tr(H*H) = T, \i(H*H) = T; 0}(H), onde A(.) e o(.) denotam os autovalores e
valores singulares da matriz argumento, respectivamente. Assim, a norma pode,
ainda, ser representada como:

5= 5 [ S ok

1.3.2 A norma H; como critério de otimizacio

Vamos considerar o seguinte sistema linear continuo [15]:
i(t) = Az(t)+ Byw(t) + Byul(t)
y(t) = Cz(t)+ Du(t) (1.16)

u(t) = —Kaz(t)

onde z(t) € R" € o vetor de estados, u(t) € R™ é o vetor de controle, w(t) € $* é o
vetor de perturbacdes, y(t) € R™ é o vetor de saidas. As matrizes sdo conhecidas e
de dimensdes apropriadas. Vamos supor que C e D sio ortogonais, ou seja, C'D = 0
e que I'D > 0. Além disso, o ganho K pertence ao conjunto de todos os ganhos
estabilizantes do sistema, denotado por K e o sistema apresenta condicbes iniciais
nulas, £(0) = 0. Sendo o vetor w(t) um vetor de entradas de perturbacdes impulsivas
na forma

w(t) = [0...8(¢)...0)
com 6(t) na i-ésima posi¢ao do vetor, podemos representar o sistema na forma
i(t) = Az(t)+ Byu(t)
i) = Cz(t)+ Du(t) =(0)= By
u(t) = —Kz(t)

onde y; € a saida relativa a excitagio na i-ésima entrada do vetor w(t) e By; é a
i-ésima coluna da matriz B;.
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Para a representagdo acima, podemos calcular o ganho de realimentacio de es-
tado K através da solugao do problema linear quadrético. Definindo a funcio de
custo como

J= [G T(&'C'Cx + ' D' Du)dt (1.17)
temos que a solugéo 6tima do problema LQR: min, J s.a (1.16), é dada por
K = (D'D)"'B,P
onde P resolve a equagao de Riccati

A'P + PA— PBy(D'D)'B,P +C'C =0 (1.18)

Note que a solugdo da equagao de Riccati independe da condigéo inicial do sis-
tema, porém o valor Stimo do critério é dado por

J; = z' Pz, = B!,PBy;

1

Se somarmos o vetor de J* para ¢ = 1, ..., s, temos:

Y J:=>_B,PB;=Tr(B,PB)) (1.19)

i=1 =1

Por outro lado, se considerarmos o sistema (1.16) em malha fechada

{ i) = (A-BK)z(t)+ Biw(t)
y(t) = (C - DK)x(t)

a fungao de transferéncia da entrada de perturbagio w(t) para a saida y(t) é dada
por

H(s) =(C — DK)(sl - (A~ B:K))'B,
e sua norma H; pode ser calculada por:

iH|2=Tr[(C ~ DK)L.(C — DK)|=Tr(BiL,B) (1.20)
onde: '
(A= ByKYL, + Lo(A —~ ByK) + (C — DKY(C -~ DK)=0 (1.21)
(A—B;K)L. + L.(A~ B:K)Y + BB} =0 7 (1.22)
Note que a equagdo (1.21) reduz-se & equagio (1.18) de Riccati no caso em que
K =(D'D)"'B, L Neste caso, temos P = L, e, portanto, pelas equagdes (1.19) e
(1 20)5 "HHZ_' 1“1 J:'

Assim, concluimos que o problema LQR é equivalente ao problema
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min {||H]}}: K € K}

sendo que ||H||}= J* no caso em que s = 1, ou seja, w(t) = §(t), e 2,2/, = B, B..
A equivaléncia dos dois problemas exige, ainda, que L. > 0 e, portanto, o par
(A — ByK, B,) deve ser observavel. Assim, supomos que o posto de B; é igual a n.

1.4 Sintese de Controladores por Otimizacao H-
Convexa |

Na secdo anterior, vimos que a sintese de reguladores através da soluciao do
problema linear quadratico (PLQ) é equivalente ao cilculo de um ganho de reali-
mentagdo de estado que torne o sistema assintoticamente estavel e que minimize a
norma H; da funcdo de transferéncia da entrada de perturbacio para a saida do
sistema.

A solugdo da equagdo de Riccati no problema PLQ depende das matrizes do
sistema. Isto implica que, se as mnatrizes forem fungio do tempo, o ganho étimo
de Riccati também sera funcao do tempo. Portanto, a solugio do problema PLQ
€ imprépria para o caso de sistemas incertos, uma vez que, além de o ganho variar
instantaneamente, é necessario o conhecimento exato das matrizes do sistema.

Nesta segao, utilizando conceitos de estabilidade quadritica, introduzidos por
Hollot & Barmish em [9}, veremos que o problema de sintese de controladores robus-
tos para sistemas incertos pode ser resolvido através do problema de minimizacio da
norma Hz. A solugdo deste problema significa calcular um ganho de realimentacio
de estado que torne o sistema incerto assintoticamente estavel, independentemente
da variagao de suas matrizes.

1.4.1 Estabilidade de sistemas lineares

Considere o sistema continuo definido em (1.16). Este sistema ¢ estabilizivel se
existir um ganho K tal que

Re{MAf)} = Re{\(A— B,K)} <0

onde A(.) denota os autovalores da matriz argumento. Tal condi¢io pode ser verifi-
cada atraves do teorema de Lyapunov.

Teorema 1.5 O sistema auténomo & = A;x € assintoticamente estdvel se e so-
mente se existir ume matriz P = P’ > 0 tal que

AP +PA; <0 | (1.23)
ou ainda, no caso em que W = P-1

AW+ WAL <0 (1.24)
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Prova : Veja [6].
0

O resultado acima pode ser reescrito como: todos os autovalores de As tém parte
real negativa se e somente se para qualquer matriz @ = Q' > 0 houver uma solugio
P = P’ >0 para a equagao abaixo:

AYP+ PA; = —Q (1.25)

Considerando o sistema (1.16), podemos reescrever a equagao (1.25) no caso em
que o par (Ay, By} seja observavel (posto de B igual a n) como:

AP+ PA; = —B,B, (1.26)

O teorema de Lyapunov fornece condigdes necessarias e suficientes para a estabi-
lidade de sistemas precisamente conhecidos, no caso, para um determinado ganho K
de realimentacao de estado. No caso de sistemas incertos, queremos encontrar um
tinico ganho K, robusto, que estabilize o sistema, independentemente das variacdes
de suas matrizes. Isto significa encontrar uma mesma fun¢o de Lyapunov ou ainda,
uma mesma solu¢do da equagao de Lyapunov para qualquer valor que as matrizes
possam assumir. A seguir, apresentamos o conceito de estabilidade quadratica.

Considere o sistema incerto

(t) = A(g(1))z(t) + Ba(q(t))ult) + Biw(t) (1.27)

onde z(t) € R*,w(t) € R°, u(t) = p(z(¢)) € R™ é a lei de controle funcio do estado e
g(t) € R” € o vetor de incerteza. As fungdes A(.): R? — R*™ ¢ B,(.) : §F — Rnxm
sdo fungbes matriciais continuas. O vetor ¢(t) é Lebesgue-integravel com valores em
Q, compacto, que especifica um conjunte em R?.

Definicao 1.6 O sistema (1.27) € quadraticamente estabilizdvel via controle linear

p{z) = —Kz se e somente se ezistir uma matriz P = P' > 0 tal que

(Alg) — B2(q) KY'P + P(A(g) — Ba(9)K) < 0 (1.28)
ou ainda, ‘

(A(g) — Bo() KYW + W(A(g) — Ba(g)K) < 0 (1.29)
para W = P71, '

0

Agora, para o caso em que o par (A(q) — B(q)K, B1) ¢ observével para qualquer
q(t), podemos reescrever (1.28) como:

(A(q) = Ba(9)K)'P + P(A(q) — By(q)K) < — B, B, (1.30)
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ou ainda,

(Alg) — Bi@)K)W + W(A(q) - Ba(q)K) < —Bi B, (1.31)

Na definicdo de estabilidade quadrética acima, a especificacio do domfnio de
incertezas é muito abrangente. Neste trabalho, vamos considerar incertezas que
sdo definidas sobre dominios convexos no espago paramétrico, mais especificamente,
sobre dominios poliedrais convexos [14]. Dessa maneira, o conhecimento dos vértices
dos conjuntos de incerteza € suficiente para descrever todo o conjunto, através da
combinagao linear convexa dos mesmos. Tal conjunto, genericamente para a matriz
V, é denotado por Dy e definido como:

Dy ={ViV =36V 620, 36 = 1) (1.32)

fa1 FE |
onde V;, ¢ = 1,..., N, corresponde aos N vértices do poliedro.
Para incertezas definidas como em (1.32), as condigdes de estabilidade quadratica

tém que ser verificadas apenas nos vértices [14] [19] e, portanto, podemos escrever
o seguinte teorema:

Teorema 1.6 O sistema em malha fechade Ay = (A — ByK) ¢ quadraticamente

estdvel para todo A € Dy e By € Dp, se e somente se ezistir uma mesma matriz
P =P >0, tal que

WP+PA; <0 Vi, i=1,.,N (1.33)

ou ainda, AxW +WA,, < BiBl, (A, B;) observivel para Vi, i=1,..,N, admitir
solugdo W = W' > 0.

Prova : Imediata, por combinacdo linear convexa.
{]
Considere o sistema (1.16) onde as matrizes A e B, sdo incertas. Associado a
este sistema incerto, definimos o seguinte sistema aumentado [10]:

z=Fz+Gr (1.34)

onde F' € RP*P, p = n 4+ m, e a matriz constante G € RP*™_ sio definidas por:
A -B, 0
F = =
Os vetores z € R? e r € ™ sao o estado e controle, respectivamente. As matrizes

A e B; pertencem a Dy e Dp, e, consequentemente, F' € Dp.
Além disso, vamos definir as matrizes

— C’C 0 x — BIB{ 0 X
R“[ 0 D'D]e%” Q‘[ 0 o €¥”
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que serdo utilizadas futuramente.

De acordo com o critério de estabilidade quadratica, para que o sistema aumen-
tado seja assintoticamente estdvel via controle linear, devemos ter para cada vértice
F;, ¢ = 1...N, do conjunto Dp:

(F~GXYW+W(F.~GX) <0 Vi, i=1.N (1.35)
para r = — Xz, ou ainda, para @ > 0, temos:
(Fi-GX)W+W(F,-GX)Y+Q<0 Vi i=1.N (1.36)

onde W = W' € RP*? ¢ definida positiva. Portanto, para v € R7, v # 0, temos:
V[(Fi— GX)W + W(F, —GX)+Qu<0 Vi, i=1.N (1.37)

Para que a estabilidade dependa apenas da matriz F, vamos definir o vetor v
como pertencente ao espago nulo de G':

N={v£0eR :Gv=0, [p|=1} (1.38)

Dessa forma, a condigdo (1.37) reduz-se a:
VIEW +WE/ + Qlv<0 Vi,i=1..N veN (1.39)

Para cada vértice F; do conjunto Dy, existe um conjunto de matrizes W solugéo
da inequagao (1.39). Este conjunto pode ser definido como [15]:

C={W=W20: V[EW+WF+Qu<0,veN}  (140)

Pelo conceito de estabilidade quadratica via controle linear, devemos encontrar
uma mesma matriz W que satisfaga a condi¢do (1.39) para qualquer vértice. Neste
caso, esta solugdo deverd pertencer a todos os conjuntos C;, 7 = 1...N, ou seja, ao
conjunto C = N, C;.

Podemos agora enunciar o seguinte teorema sobre estabilidade quadratica de
sistemas lineares incertos [10][17}:

Teorema 1.7 O sistema incerto (1.16) ¢ quadraticamente estabilizdvel via contro-
le linear se € somente se o sistema aumentado (1.34) for quadraticamente estdvel.
Neste caso, o ganho estabilizante pode ser calculado por K = WiWt, onde:

W W, ox

com Wy > 0 € ™", W, € R"*™,
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Prova: Vamos inicialmente provar a suficiéncia. Seja W € €. Neste caso,
Vi, ¢ = 1...N, temos
V[IFW+WFE +Qlu<0

Fazendo a combinagdo linear convexa dos vértices, temos:

N | N N
v’ KZ&-R) W4+ w (Z&F;) +Z§;Q] v<0

i=1

e, pela definicao (1.32), temos:

VIFW+WF + Q<0
[:L_! 9] A -B, Wi W, + w; W, [ A 0
0 0 Wi Wi W, Ws||~B 0
[ B;B! 0 z
%)) 5]

o' (AW, + Wi A’ — B,W, — W,B, + B,B!)z < 0

e, portanto,
2'{(A ~ B;W Wi YWy + Wi(A ~ BWW, Y + BiBljz < 0
Pela equacgdo (1.30), concluimos que para K = WjW ",
(A~ B K)YW; + Wi(A- B;K) + BB, <0

e, portanto, W € C torna o sistermna estével.
Vamos agora provar a necessidade. Supondo que o sistema seja quadraticamente
estavel, temos:

(A— ByK)P+P(A— B;K) + BB, <0 VYA€Ds VB;e D,

Supondo que a matriz W seja da forma

P PK'
Wu[KP KPI{'}

vamos verificar se W > 0. Para tanto, vamos considerar o resultado que diz que

A B
B C

]20<—~_=¢~A>0 e C—BAB>0



Sintese de Controladores por Otimizacic H,; Convexa 17

Assim, Wy =P >0e KPK'— KPP 'PK' = 0, portanto, W > 0. Continuando,
AP~ B,KP+ PA' -~ PK’'B, + BiB; <0 YA€D, VB;¢€ Dg,
A;P — ByKP + PA, — PK'B, + BB, <0 Vi, i=1..N

o que implica que para todos os vértices, temos:

,0] A; —By P PK' L[ 2 PE Al 0
["’ 0 0 KP KPK' KP KPK' || -Bj 0

A e])lE]=

VIFW+WF! 4+ Qlv<0 Vi, i=1.N

Assim, a matriz W satisfaz a condigdo de estabilidade quadritica e, portanto,
Wecd.

0
Corolario 1.1 ([17]) O conjunto C = NY,,C; € convezo.

Prova : Como o conjunto C é formado pela intersegdo dos conjuntos C;, ¢ = 1...N,
basta provar que os conjuntos C; sdo convexos. Assim, consideremos, por exemplo,
o conjunto Cy; definimos W' € Cy, W2 € Ciea € [0, 1]. Assim,

o Wiz =z'(aW] + (1 — )W)z = az' W}z + (1 — a)2'Wiz > 0
o v'Wo=v(aW' + (1 - )W = av'Wlv+ (1 — o'W > 0

Vo | Gv = 0 = W = vbaW! + (I — o)Wy =
av'§(Whv + (1 — a)v'8(W?)v <0

onde (W)= FW + WF' + Q. Consequentemente, W = aW' + (1 —a)W2 € G e
C;, i = 1...N sio convexos.

1.4.2 Otimizacao Hy

A segdo anterior fornece condigGes necessirias e suficientes para a estabilidade
quadrética de sistemas lineares incertos. Tais condigées definem uma transformacio
biunivoca entre o conjunto € € o conjunto dos ganhos que estabilizam quadratica-
mente o sistema, denotado por K.

A principal vantagem de se trabalhar com o conjunto C é que as propriedades
geométricas de convexidade atribuidas a ele garantem a solugido de problemas de
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otimizagdo através de otimos globais. Assim, entre todas as matrizes W ¢ C, é
possivel encontrar aquela que otimiza um determinado critério.
Nosso critério serd a norma 73 da fungdo de transferéncia H(s) definida para o
sistema (1.16) e denotada por ||[H||;. Como o sistema é incerto, nio existe um valor
minimo para a norma, jJa que esta varia de acordo com as incertezas. Nosso critério
serad, entdo, um limitante superior para a norma [|H}|;, como é definido abaixo:

min{ 3 : [[H].< B: K € Ko} (1.41)

O problema (1.41), definido sobre o conjunto C ¢ solucionado pelo seguinte teo-
rema:

Teorema 1.8 ([15][17]) Considere W* = min{Tr(RW) : W € C}. Entdo,
K* = W3'W;™" resolve o problema (1.41) e §* = Tr(RW*) >||H|]2, ¥F € Dp.

Prova : Vamos supor que (A, B2) seja estabilizdvel. Assim,
Tr(RW) = Tr(C'CWy + D'DW3) = Tr(CWiC' + DW,D')
Como W > 0 <= W; > WiW ' W,, temos que
Tr(RW) > Tr(CW,C' + DWW 'W,D')
Lembrando da condigdo de ortogonalidade C'D = 0, temos:
Tr(RW) > Tr{(C — DW,W; YW, (C — DW;W1))

Como o par (A, B,) € estabilizdvel, entdo W, satisfaz a seguinte equacio , onde
K =WW:

(A~ By K)W, + Wy (A~ B,K)Y + BB, <0 VYF e Dr
Como o gramiano L, satisfaz a equacéo
AL, + LCA} + BB =0
concluimos que W, > L. e, conseqiientemente,
Tr(RW) > Tr(C;L.C;) =|\H]}}

ou seja, Tr(RW) é um limitante superior para o quadrado da norma. F inalmente,
temos 3 >||H||3.

|

E importante notar que a igualdade § =| H||, ocorre para o caso de sistemas
precisamente conhecidos [17].
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1.5 Sintese de Controladores por Otimizacgao H,
Convexa para Sistemas Discretos Incertos

Nesta secdo, vamos desenvolver a teoria de controle 6timo M, para sistemas dis-
cretos. Resultados de estabilidade quadratica andlogos aos obtidos na secio anterior
serdao aqui introduzidos, bem como o enfoque de analise convexa. Além dos teore-
mas sobre estabilidade e otimizacéo H; sobre dominios convexos, serdo propostos
também resultados sobre a sintese de controladores robustos para sistemas discretos
incertos através de alocagéo regional de polos.

1.5.1 Norma H, para sistemas discretos

Seja o sistema discreto:
z(k+1) = Az(k)+ Byw(k)+ Bau(k)
y(k) = Caz(k)+ Du(k) (1.42)

u(k) = —Kz(k)

onde z(k) € R" é o vetor de estados, u(k) € R™ é o vetor de controle, w(k) € R* é
o vetor de perturbacdes, y(k) € R™ é o vetor de saidas. As matrizes do sistema tém
dimensbes apropriadas e o par (A, B;) pode ser considerado incerto ou precisamente
conhecido dependendo da anilise em questao. Vamos supor que C'D = 0e D'D > 0.
Além disso, o ganho K pertence ao conjunto dos ganhos que estabilizam o sistema,
definido por:

K ={K:| MA~- BK)|<1} (1.43)

onde A{.) denota os autovalores da matriz.
Para o sistema (1.42), analogamente ao caso continuo, podemos definir a funcio
de transferéncia de w(k) para y(k) como:

H(z) = (C — DK)[z] — (A - BK)] 7' B, (1.44)
A norma H, da fungdo de transferéncia H(z) é dada por:
H2= [ ey H()de (1.45)
72w oo
e pode ser calculada por
\H|(3= Tr(B;L,B,) = Tr((C — DK)L.(C — DKY') (1.46)

onde os gramianos de controlabilidade e observabilidade, L. e L,, respectivamente,
sdo definidos por:
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Lo=3 A/(K)BiBAL(K) (1.47)
k=0

L= 3 A)(k)C,C A (k) (1.48)
k=0

e satisfazem as equacbes de Lyapunov discretas:
AsL A, — L.+ BB, =0 (1.49)
tLoAy— L, +CiCy =0 (1.50)
onde Ay = (A — ByK) e C; = (C — DK).

1.5.2 A norma H; como critério de otimizacao

Novamente, o problema de controle 6timo sera:
Ir}én{lfﬂllg: K eK} (1.51)

cuja solugdo , para o sistema precisamente conhecido, coincide com a solugdo do
problema linear quadratico discreto, onde o ganho 6timo é dado pela solugio da
equacao de Riccati discreta:

A'PA—P — A'PBy(B,PB, + D'D)"'BLPA+ C'C = 0 (1.52)

ou seja,

K = (B,PB,+ D'D)'B,PA (1.53)

As consideragdes feitas sobre o valor do critério para o caso continuo sio equiva-
lentes para o caso discreto [16].

1.5.3 Estabilidade de sistemas discretos

Considere o sistema discreto precisamente conhecido definido em (1.42). Este
sistema é estabilizavel se existir um ganho K tal que:

As condigbes necessarias e suficientes para estabilidade sao dadas pela versio
discreta do teorema de Lyapunov, reproduzido abaixo:

Teorema 1.9 O sistema discreto auténomo z(k+1) = Asz(k) € assintoticamente
estdvel se e somente se eristir uma matriz P = P’ > 0 tal que

}PA;—-P<0 (1.54)
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Prova : Veja [5].

Para o sistema z(k + 1) = Ajx (k), A(A)) = A(A;), temos:

A;WA, - W <0 (1.55)
Supondo que o posto de B; seja igual a n, podemos garantir que o par (Ay, B;)

é observavel. Neste caso, podemos escrever:
AW A, — W = —B; B, (1.56)

Considere, agora, o sistema discreto (1.42) com matrizes incertas tais que A € D,
e By € Dg,, onde os conjuntos Dy e Dp, sio definidos como em (1.32). Tal sistema
é quadraticamente estivel se existir uma mesma matriz P = P’ > 0 tal que:

}PAf ~P<0 VAeD,, VByeDg (1.57)
Além disso, existe uma matriz P > P > 0 tal que:
AtPA; ~ P+ BB, <0 (1.58)
ou ainda, existe W = W' > 0 tal que:
AWAL -W+ BB <0 (1.59)

Como os dominios de incerteza s&o poliedrais convexos, a condicio de estabilida-
de quadratica pode ser verificada apenas nos vértices, como diz o teorema seguinte:

Teorema 1.10 O sistema incerto em malha fechada z(k+1) = Asz(k) € quadra-
ticamente estdvel para todo A € D4 e B, € Dp, se e somente se

A},—PAj,‘ — P <{ Vz’, t=1.N (160)
Prova : Veja [18].
0

Para o sistema aumentado discreto, a condigdo de estabilidade quadratica (1.59)
observada nos vértices da matriz F* é:

FWF -W+Q<0 - (1.61)

o que nos permite definir o conjunto de matrizes W, solugio da inequagio (1.61)
como:

Coi={W=W 20: o' (FWF -W+Q)v<0, Yve N} (1.62)

e enunciar o seguinte teorema.
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Teorema 1.11 O sistema discreto (1.42) ¢ quadraticamente estabilizdvel via con-
trole linear se € somente se seu sistema aumentado equivalente for quadraticamente
estével. Neste caso, o ganho estabilizante pode ser calculado por K = WiW ! € Kp

onde:
W, W,
W3 Ws

com W; >0 € R W, ¢ R™xm™,

W = [ J € Cp = NI,Cp:

Prova : Vamos inicialmente provar a suficiéncia. Seja W € C. Portanto,
W >0 W > WIW'W, e W > 0. Neste caso, Vi, ¢ = 1... NV, temos

VIFEWEF - W+Qlv<0

Fazendo a combinagéo linear convexa dos vértices, temos:

N N N
v {ZE{(R‘WF}') -y LW+ Z&Q} v <0

11 fo=} =1

Sabemos que [14]:

N N N !
D GFEWE) 2 ZE:'F:') W (Z &'F;) = FWF' (1.63)
i=1 i=1 i=1

Consequentemente,

VIFWF - W + Qv <0
[ 0 ] A —'B? Wl Wz A’ 0 _ W} W2
0 o ||w wsl|-B o |w w

CHIgR

ZI’(AW}A, - BzWéAf - AWgBé -+ BQW;_?,B; - W; + BIB]’:).?: S 0
z’[(A#ngf_:W{})Wl(A—BQW;{Wfl)’—-W1+B;B{}x+x’Bg(W3—-W§'W;1Wg)ng <0
Como W 20, o termo 2'B,(W5 — WiW! W, )Bjz > 0. Portanto,

(A— B;W, W, Wi (A ~ B,W,W Y — W + BB, <0

Pela equagéo (1.59), com K = W;W/;™, vemos que o sistema é estivel e, portanto,
W € Cp torna o sistema estavel.

Vamos agora provar a necessidade. Supondo que o sistema seja quadraticamente
estavel, temos K € Kp e W = W' > 0, tais que:

(Ai = BuK)W(Ai — By, K)Y — W+ BB, <0 Vi, i=1.N
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T[AW AW — AWK'By, — By KW A+ ByKWK'B,, + BiB!]z <0 Vo #0¢cR

A equacao acima pode ser escrita na forma:

' 0} A —By W WK’ A0 | W WK
{“’ 0 0 KW KWK' || -B, 0 KW KWK’

1] [e]=e
VIFWF —W +Qlv<0 Vi,i=1.N

Assim, a matriz W satisfaz a condicdo de estabilidade quadritica e, portanto,

W WK’

W=[KW KWK’}ECD

e o teorema esta provado.

Corolério 1.2 O conjunto Cp = NI ,Cp; € convezo.

Prova : Anéloga a prova do teorema equivalente do sistema continuo.

1.5.4 Otimizacao Hy discreta

Analogamente ao caso continuo, nosso objetivo é minimizar um limitante superi-
or para a norma H; da funcio de transferéncia H(z) para o sistema discreto incerto
definido em (1.42). Tal problema pode ser formulado como:

11}%};1{,8 H|H|l:< 8: K € Kp} (1.64)
A solugdo deste problema é dada pelo seguinte teorema [18]:

Teorema 1.12  Seja W = min{Tr(RW), W € Cp}. Entdo K = WiW, resolve
o problema {1.64).

Prova : Seja W € Cp. Entao,
V(IFEWE - W + Qv <0 Wi, i=1.N
(A; — BuK)Wy(Ai — By, KY ~ W, + BB, <0 Vi, i=1..N

Fazendo a combinagio linear convexa, temos:

N

Z&[(A,' ~ By K)W,i(A; — ByK)| - W1+ BB, <0

izl
Similarmente & equagdo (1.63), temos:

(A —_ BzK)WI(A - BzK)' - Wi + BlB; <0 VAeDy, VB¢ 'D,,t_;2 (1.65)

Comparando (1.65) com (1.49), concluimos que Wy > L. e a prova do teorema
segue como no teorema equivalente para sistemas continuos.
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1.5.5 Otimizagao H; com alocacao regional de pélos

Nas segoes anteriores, foram obtidos resultados de estabilidade quadritica e
sintese de controladores 6timos para sistemas precisamente conhecidos e sistemas
incertos. Tal problema de sintese pode ser interpretado como: calcular uma matriz
K tal que os autovalores de (A — B,K) estejam no interior do circulo unitério e
tal que um determinado critério seja otimizado. Dessa forma, o posicionamento dos
pélos € determinado pelo critério de otimizagao.

No projeto de controladores, rnuitas vezes é interessante, além de obter uma
otimalidade em algum sentido, determinar a dinimica dos mesmos, o que pode ser
feito através de alocac¢do de pélos. No caso de sistemas incertos, esta diniAmica sera
determinada através da defini¢gdo de uma regido onde os pélos devem ser alocados.

% Im(s) Im(z)

Re(s)

(2) (b

Figura 1.1: Regides de alocacio de polos

No caso continuo, a regido mostrada na figura 1.1a é facilmente determinada
em funcdo da margem de estabilidade e da taxa de amortecimento dos modos de
sistema (no minimo = cos™*(#)). Mapeando esta regizo no plano complexo discreto
através da transformagéo bilinear, obtemos o seguinte: a reta vertical do plano s é
mapeada como um circulo centrado na origem cujo raio diminui 3 medida em que
Re(s) — —oo. As retas radiais no plano s so mapeadas como espirais no plano
z, que se aproximam do circulo unitério & medida em que #§ — 0°. A intersecio
das duas regioes, figura 1.1b, pode ser aproximada por um circulo com centro sobre
o eixo real. A regido R definida pelo circulo é descrita como:

R={z€C:|z+al<r} (1.66)

onder: 0<r<leea:|a|<]l-—rsiooraioe o centro (a,0), respectivamente.
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Para se garantir a alocagdo dos pélos no interior da regido R, vamos realizar
uma modificagdo no critério de estabilidade de Lyapunov, o que é feito pelo teorema
a seguir:

Teorema 1.13  Considere a regido R. Entio, MA) € R se somente se
3P = P’ > 0 tal que

1
;{AQPA; ~ P+ B}B; <0 (1.67)
onde A, = A+al, r>0.

Prova: Considere A’z = Az = z*A = X\*z* Portanto,

?—i—(,\* +a)z*Pz{A+ a) — 2Pz + * BBz <0

(;15(/\* + o)A +a)— 1) z"Pz < —z*B; Bz

Como z*Pzx > 0, temos:

1.
;5()- +a)A+a)~-1<0

1

;E(A*/\—}—)\*a-{-)\a—%-a?)ml <0
Definindo Ar = Re()) e Af = Im()), temos:

1

;“"i"(Ai‘i‘ )\%-{—2/\Ra+a2)—— 1<90
Fatorando, vem:

(Ar+a) + M <r?
que corresponde & equacgao do circulo que define a regiao R.
{

A condicdo de estabilidade quadrética também sera alterada com base no teore-
ma anterior de maneira que, para dominios de incertezas poliedrais convexos, seja
verificada apenas nos vértices do politopo. Assim, um sistema incerto terd seus
pélos alocados no interior da regido R se existe K e P = P’ > 0 tais que:

1
;E(Am' — Bg;K)P(Am‘ - BZ;K)’ - P+ B;B{ <0 (1.68)

para Vi, t = 1...N.
Ou, para o caso do sistema aumentado incerto, se existe W = W' > 0, tal que:

V(FaWFL—W+QWw<0 Vi, i=1.N (1.69)



Sintese de Controladores por Otimizacdo M, Convexa para Sistemas Discretos 26

onde

r r

0 0

Para cada vértice ¢, a inequagao (1.69) apresenta um conjunto solugio convexo,
como provado anteriormente, dado por:

Ai+al _ By
Fai = [ J

CE, ={W=W >0: V(FWFL,— W+ Q) <0, Yoe N} (1.70)

Teorema 1.14 ([20]) O sistema discreto (1.42) incerto € quadraticamente esta-
bilizdvel via controle linear € terd seus pdlos alocados no interior da regido R se e
somente se o sistema eumentado equivalente, definido por F,;, for quadraticamente
estdvel. Neste caso, o ganho € dado por K = W W[, onde:

_| Wi W, N R
W= [ Wg’ W3 :I € nizICDf

com Wi > 0.

Prova : Vamos inicialmente provar a suficiéncia. Seja W € C§ = nfY CR.. Neste
caso, Vi, ¢t = 1...N, temos

V{FuiWF, - W +Qlo<0

Fazendo a combinagio linear convexa dos vértices, temos:

N N N
v’ [Z GUFaWFL) =3 &W + Z&Q} v<0

P =1 ta=1

Pela equacdo (1.63) temos que:

V[F.WFo' — W4 Q<0 VF, ¢ Dy

[$, 0] 1| A+al -B W, Wl (A+al) 0
r2 0 0 Wi W, -B, 0

_ W] Wz B;B; 0 x

[ W W, ] * [ 0 o]/fo]S0
]' ! 7 ) ! 1)

2 {ﬁ((a +al)Wi(A +al) — BaWi(A + al) — (A+ o)W, B, + ByWs BL)

”Wl + BlB;] b S 0
Como W3 > WéW;IWg e W, > 0, temos:
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# 754~ BIVW + al)Wi(A = BOWIWT +al) - Wi+ BB| 2 <o

Portanto, para K = WiWi ' e Ajo = (A + o — BK),

1
5 A1aW1 A, — Wi + BB| <0

e, pelo teorema anterior, A(A — B, K) € R. |
Vamos agora provar a necessidade. Supondo que o sistema seja quadraticamente
estdvel, temos K € K e W = W’ > 0, tais que:

;%(Am- ~ ByK)W(Aui — BuKY W+ BBl <0 Vi, i=1.N

: |
z [;E(Am-WA;{ — W — AwWK'B}; — ByKWA., + BuKWK'B., + B, B;]

<0 Ve#0eR

A equagao acima pode ser escrita na formas:

[« o] 1 [ Aw —Bu W WK A0
z 2l 0 0 KW KWK' || B 0
[ w WK |[BB 0 =] o
KW KWK 0 0 0=
V[FLWE,~W+Qv<0 Vi, i=1.N

Assim, a matriz W satisfaz a condigio de estabilidade quadritica e

w WK’

W= [ KW KWK’

}ecg

e, portanto, o teorema esta provado.
O

Os teoremas 1.13 e 1.14 apresentados nesta secio garantem a alocagio dos polos
do sistema no interior da regiaoc R, no plano complexo. A parametrizagio do ga-
nho de realimentacao em dominios convexos permite sua determinacio através de
métodos de programacdo matemdtica. Neste caso, utilizaremos novamente a funcio
de custo linear em W, Tr(RW), que minimiza um limitante superior da norma H,,
no caso de sistemas incertos.
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Teorema 1.15 ({20]) Seja W = min{7r(RW), W € CR}1.
Entio min{|H|Z, K = WiW,!} < Tr(RW).

Prova: Considere as condi¢oes de estabilidade quadratica e alocagao regional de
polos para o sistema incerto:

Af;WA}‘- - W 4+ B;B; <0

A_fm'WA’ wi— W+ BlBi <0 Vi:=1.N
onde Asi = (Ai — ByiK) e Ajoi = 2(A; = BuK + al).

-

Fazendo a combinagéo linear convexa e considerando a propriedade (1.63), temos:

AsWA, - W + BB, <0 VA;€ Dy, (1.71)
AsaWA, ~W + BB, <0 VAs, €Dy, (1.72)

Devemos mostrar que existe urna mesma matriz W = W’ > 0 que satisfaca as
equagdes (1.71) e (1.72) simultaneamente, e que resolva o problema enunciado no
teorema.

As equagdes (1.71) e (1.72) em termos de inequagdes matriciais lineares (LMI),
podem ser escritas como:

w4
- !
[ A 0
W1 A’E-}-aI
N pud T > 0 1. 4

Devemos encontrar W tal que M > 0e N > 0, para V(o,7r),onde 0 < r < 1
e | a|<1l-—r. Considere que,se N >0e M —rN >0, entio M >0e N > 0.
Calculando, temos:

(I-mw-? —al

M- =
Se (1 -r}{(W—BB}) > (1“_’_2r)W, a matriz (1.75) é semidefinida positiva. Assim,
definindo:
PEa <y
que é tal que 0 < p < 1, temos:
W = (1-p) BB, (1.76)

Portanto, para obtermos W > 0, devemos resolver a equacio

(A+aI)W(A+aI

r r

4
) -W+BBj+R=0
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para R suficientemente grande tal que (1.76) seja satisfeita. Por exemplo, para
R= If;BlB{, temos N > 0 e, portanto, M — rN > 0, ou seja, M > 0 e W satisfaz
(1.71) e (1.72) simultaneamente. Comparando (1.71) e (1.72) com (1.49), concluimos
que W1 2 L. e a prova do teorema. segue como a do teorema de otimizacio H; para
sistemas discretos precisamente conhecidos.

1.6 Conclusao

Este capitulo teve como objetivo apresentar o problema de otimizagdo H, sob
a Gtica de andlise convexa. Os resultados, inicialmente desenvolvidos para o caso
continuo, foram rapidamente estendidos para o caso discreto. O caso de alocacio
regional de pélos para sistemas discretos contém resultados muito recentes que seréo
aplicados na sintese de controladores para a miquina de inducio. A sua adequacio
para este emprego se da pela forma de representagio de incertezas e também pela
possibilidade de alocagéo de pélos, como veremos nos capitulos seguintes.



Capitulo 2

Modelagem da Maquina de
Inducao

2.1 Introducao

Neste capitulo, fazemos uma breve revisdo e uma nova proposta para modela-
mento da médquina de indugéo . A dindmica da maquina de indugio pode ser descrita
através de equagdes diferenciais que relacionam as tensdes e as correntes tanto de
estator como de rotor. A definigio das indutancias de dispersdo e magnetizacio
permite também o relacionamento dos fluxos de enlace. Assim, os modelos aqui
apresentados sdo escritos no espago de estados em funcio das varidveis acima con-
sideradas: tensdes e correntes de alimentacio e fluxos de enlace. Fazendo hipéteses
apropriadas, obtemos modelos lineares, porém nio estaciondrios. A nao estaciona-
riedade consiste na variagio de elementos das matrizes das equacdes de estado de
acordo com a freqiiéncia de alimentagio e a velocidade de rotacio do motor. Nossa
proposta consiste em analisar a varia¢io destes pardmetros para obter informagoes
que, introduzidas a priori no modelo, dispensem o conhecimento dos valores ins-
tantdneos dos mesmos num processo de sintese de controladores, por exemplo. Tal
analise sera feita no espago de parametros, tanto para o caso continuo como para o
caso discreto.

2.2 Modelo Continuo

Considere a maquina de indugao simétrica, com enrolamentos trifasicos conecta-
dos em estrela e distribuidos senoidalmente. Um esquema desta maquina, que por
simplicidade é representada com dois pélos, é mostrado na figura 2.1.

Os enrolamentos de estator sdo compostos por N, espiras e apresentam re-
sisténcia elétrica R,. O rotor, enrolado ou em gaiola de esquilo, apresenta um
nimero equivalente a N, espiras e resisténcia R,.

As equagbes de tensdo de cada enrolamento da maiquina em varidveis abe sio a-
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Figura 2.1: Méaquina de Inducio
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presentadas abaixo em forma vetorial, onde os subindices s e r referem-se a grandezas
de estator e de rotor, respectivamente, e a notagio é definida como ., = [fas fos fos)'
e faber = [far for for]'s onde f refere-se a qualquer grandeza elétrica da maquina. As-

sim,
. d
‘.rabc.s = Talgbes + 'C”l"'t”/\ﬂbcs (21)

d
aber — r.acr —'Aacr .
Vab relg +dt b (22)

As matrizes r, e r, sio diagonais, contendo os valores das resisténcias de estator
e rotor, R, ¢ R.. Supondo que a méquina ndo apresenta saturagio magnética, o
sisterna torna-se linear € os fluxos de enlace podem ser expressos em termos das
correntes e indutincias, como mostrado abaixo:

)\abcs " Ls Lsr iabcs
{ Aaber ] - [L;, L. ] [ im] (2.3)
onde:
" L}s -+ Lms M%Lms “%Lms -
Ls = -";‘Lms LIs + Lm.s -—-—-éans
L WEL’“«‘i —%Lms Lia + Lms |
- L(,— -+ me‘ W%Lmr "’%Lmr .
L,- = w%‘l’mf Llr + Lmr “‘“%Lmr
L Tzimr “%Lmr Llr -+ Lmr ]
cosd, cos(f, + 33’—’) cos(6, — %’l
Lsr = Lma COS(@,. - '2?3“7{‘) 8089,- 008(9,. -+ _257_1')
cos(8, + ) cos(f, — ) cosb,

Nas matrizes acima, L), e L., sio as indutancias de dispersdo e magnetizacio
de estator, respectivamente. Similarmente, L;, e L,,, referem-se ao rotor e L,.
¢ a matriz de indutdncias mituas entre os enrolamentos de estator e rotor. Nas
equagdes acima, todas as grandezas de rotor estio referidas ao estator através da
relagdo de transformacio definida pelo nimero de espiras do estator e do rotor, como
encontramos em [21],

Combinando as equagdes (2.1}, (2.2) e (2.3), relacionamos as tensdes e correntes

como:
Vabes = } -+ pLs pLsr iabcs (2 4)
Vaber PL:,.,- ry + er iabcr ’
onde p é o operador derivada em relacio ao tempo.

Como vemos pelo equacionamento acima, as indutncias métuas entre os enro-
lamentos de estator e rotor representadas pela matriz L,,, variam de acordo com
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a velocidade de rotor. Assim, os coeficientes das equagoes diferenciais de tensio e
fluxo que regem o comportamento da méquina sio fungdes do tempo. Para dimi-
nuir a complexidade na anélise e controle da maquina de indugéo , vamos aplicar a
transformacao de varidveis que projeta as grandezas elétricas dos eixos abe nos eixos
dg, que rodam em relagdo a0 sistema abe a uma velocidade arbitréria w(t).

Assim, a transformacio é definida como: :

fqdo. = stabc (25)

onde

fqda = [fq fd fo]’
9 cosf cos(8 — ) cos(0+ 1)
K, = | senf sen(d — £) sen(§ + &)
3 1 1 1
2 2 2
0= [ " w(E)de + 6(0)

A transformagéo inversa é dada por:

cosf sent 1
K'= | cos(6— Z) sen(f—2r) 1 (2.6)
cos(6 + &) sen(f+ %) 1

Considerando o sistema trifisico equilibrado, a componente de seqiiéncia zero,
representada por f,, sera igual a zero. Nestas condices , as equagoes de tensao e
fluxo de enlace do estator e do rotor, transformadas para o sistema dg, sio escritas
abaixo na sua forma expandida [21]:

Vgs = Rty + whys + -iqs (2.7)
Vis = Ryigy — whgy + gy (2.8)

Vgr = Redgr + (@ — wr)Aar + Agr (2.9)
Var = Rytar — (0 — w)Agr + Aar (2.10)
Ags = Lyigs + Mgy, (2.11)

Mis = Lyigs + Mig, (2.12)

Agr = Lyigy + Miy, (2.13)

Adr = L,ig + Mig, (2.14)

onde R, e K, sdo as resisténcias de estator e rotor, respectivamente. As indutincias
Ly = Liy;+ M e L, = Li; + M séo as indutncias préprias de estator e rotor,
respectivamente e M = 2L,., é a indutincia mitua.

Substituindo as equacbes (2.11)-(2.14) entre si, encontramos expressbes para as
correntes em funcio dos fluxos:
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lgs = arg, — CAgr (2.15)
id, = a)\d,, - Cz\d,. (2.16)
tgr = b)\q,. - CAgs (2.17)
id,. = br\dr - CA‘!" (2.18)
onde:
a= ! b= 1
ol, T oL,
c= M =1 M
T L.L, —M? =TI

Utilizando as equagdes (2.7)-(2.18), obtemos a representacio em espaco de estado
para a maquina de indugdo, num procedimento algébrico similar ao encontrado nos
apéndices de [30]. Assim, escolhendo o fluxo de rotor A, = [Agr Aar) € o fluxo de
estator A, = [A, A4 como varidveis de estado e considerando a velocidade de
rotagdo do sistema de coordenadas dq como sendo a velocidade sincrona, obtemos
a seguinte representagio :

Ags —aR, —w cR, 0 Ags Vis

Afb _ w —aR, 0 ch, Ads Vis

Ar | T B 0 <R -, |0, ]t 0 (2.19)
Agr 0 ck, w, —bR, Adr 0

onde w; e w; sao as velocidades do rotor e de deslize, respectivamente, e se relacionam
POr w = Wy + wy. _

As_g’ral.ldeza,s Vis € Vy, constituemn a tensio de estator V, = Vs Vas]'. Escolhendo
as variaveis de estado como sendo o fluxo de rotor e a corrente de estator 7, =
[tgs 1ds), temos:

. R,
2,18 —(aRs “?" CE::.M) —{} C%f ——w’_

H z 3
tas | _ w ~(aR, +cEM)  co, ke izs
/\?,. %‘-M 0 ——ﬁf —W, Agr
Adr 0 'L&:‘M Wy “%t )\dr
a 0
0 a Vis
+ 0 0 [ V., ] (2.20)‘

00

) Ol.)serva.ndo as equagdes (2.19) e (2.20), vemos que, embora os parametros da
maquina sejam constantes, 0 modelo continua sendo nio estacionario, pois depende
de w e w,.
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2.2.1 Submodelos continuos

O modelo representado pela equagio de estado (2.20) pode ser desmembrado
em dois subsistemas: um que rege o comportamento do fluxo de rotor para uma
méquina alimentada em corrente e outro que regula a corrente de alimentagio de
estator tendo suas tensées como entrada. Os dois subsistemas podem ser controlados
por lacos locais de realimentagio de estado, num esquema similar ao de controle
descentralizado.

O subsistema relativo ao fluxo de rotor, denominado subsistema 1 continuo, é
obtido diretamente da equagao (2.20).

A 1% —we 1T 2 =M 0 g
[ /‘\dr ] - [ W ‘“"%: ] [ Adr + 0 %M lds (221)

r

O subsistema 2 continuo relativo & regulagio de corrente é dado por:
igs | _ | —(aRs+ c-‘EfM) —-w igs n cﬁf —cwr | [ A
?:dﬁ - W ""(aRs “;‘ C%M) ids C&Jr c%:_ ; Adf

+[g 2“% (2.22)

r

As equagoes acima podem ser escritas de uma forma compacta como:

-

Ar = A1)\, + B, (2.23)
1s = Agi, + Ash, + BV, (2.24)
ou ainda, .
Ar = (a1 + apd)A, + (BT + by )i, (2.25)
is = (asl + aad)is + (a5] + agJ)A, + (bs] + boJ)V, (2.26)
onde
a; = *—%f dy = w;,
az = —(aR,+ C%M) ay = w
a5 = C%’f g = Cy
b = &M by = 0
b = a by = 0
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Pelas representacdes (2.25) e (2.26), a n3o estacionariedade do modelo fica clara-
mente restrita a variagéo dos coeficientes a,, a4 € ag. Assim, uma forma de represen-
tar a variagao do modelo em termos da mudanga do ponto de trabalho é através dos
valores méximos e minimos desses coeficientes. O coeficiente a4 é igual a freqiiéncia
de alimentacéo da maquina e, portanto, seu valor varia entre zero e a freqiiéncia
sincrona. O coeficiente a; corresponde i velocidade de deslize, cujo valor méiximo
depende da faixa de operagao linear da maquina.

Da mesma forma, qualquer consideracio sobre variagio de parametros (resistén-
cias ou indutancias) pode também ser tratada pelos valores maximos e minimos dos
demais coeficientes.

2.3 Modelo Discreto

A implementa¢io de técnicas modernas de controle de maquinas de inducio e-
xige o uso de computadores e, conseqiientemente, a aplicacio de modelos discretos.
A discretizagao de modelos continuos é um problema simples e bastante discutido
na literatura [7]. Porém, no caso de sistemas nio estacionarios, as técnicas apre-
sentadas mostram-se ineficientes & medida em que a ordem do sistema aumenta
pois torna-se necessaria a discretizagio a cada periodo de amostragem. Em termos
computacionais, tal operagio torna-se muito custosa ou mesmo impraticivel para
sistemas que exigem periodos de amostragem muito pequenos se comparados com o
tempo de discretizagio.

Motivado pelos fatos acima, foi proposto um método alternativo de discretizacao
do modelo da maquina de indugio [29], que é reproduzido a seguir.

2.3.1 Discretizacao do modelo da miquina de indugao

Considere a equagao de estado continua nio-estacioniria (2.19), reescrita como:

/(a " """"GRSI +wJ cRs_[ /\s I
{A}]-{ cR, I —beI-kwsJJ[,\,]"*{o}Vs (2.27)
Podemos decompor a matriz de estados A em duas matrizes de tal forma que

A= A, + A;, onde A, é uma matriz constante e A, contém toda a variacio de A.
Ou se€ja,

_lwd 0 | —af I  eR,I
T IR 7 78 e
A equagdo de estado (2.27) fica:
A= A\ + A+ Bu (2.29)

onde A=[X, XJ,u=[V, Vi 0 0) e B=I"**" Mas,
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—aR s + cR A,

AN = —aR, I cR,I As || —aR Ay, + cRs)g,
Ty eR I —BR.T A | T | —bRAAL, +eR A,
"bRr/\dr + CRrAda

Pelas equacbes (2.15)-(2.18), temos:
Ac,\ = [“Raiqs e R‘rids _._ Rfiqr - &idr}i -y,

O vetor u, acima corresponde & queda de tensio provocada pelas correntes i, e
i» nos enrolamentos de estator e rotor, respectivamente. Substituindo u, na equacio
(2.29), podemos reescrever o sistema considerando @ = u + u,:

A = A\ + Bu (2.30)

Como a matriz A, é bloco-diagonal, a discretizacio do sistema (2.30) torna-
se trivial considerando-se que w e w, permanecem constantes entre os periodos de
amostragem h. Supondo um segurador de ordem zero na entrada @ do sistema,
temos:

At = efh = L7 (] — A,)Y) (2.31)

B = ( /6 ' eA”"'dT) B (2.32)

e o sistema discreto é dado por:

Ak + 1) = A°Mk) + B%(k) (2.33)

Considerando que as correntes de estator e rotor permanecem constantes entre
os periodos de amostragem, temos i,(t) = 4,(k). Neste caso, substituindo o vetor &
discretizado em (2.33), temos:

ME +1) = A?Mk) + B%u.(k) + Blu(k) (2.34)
Ak +1) = (A% + BYA)ME) + Blu(k) (2.35)
De (2.31), (2.32), temos:
A% = diag — blocos (A%, AD) : (2.36)
B* = diag — blocos (B¢, BY) (2.37)

onde
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[ cos(wh) —sen(wh)) _ 1| sen{wh)  —(1 - cos(wh))
Af = | sen{wh)  cos(wh) ] Bf = 3§ { 1 — cos(wh) sen{wh) ]

[ cos(w,h) —sen(w,h)) ¢ _ 1| sen(wh) —(1— cos(w,h))
45 = | sen{w,h)  cos(w,h) } By = 3 [ 1 — cos{w,h) sen{w,h)

Substituindo (2.36), (2.37) e (2.28) em (2.35) , obtemos a seguinte equagio de
estado discreta:

As k“l“I) Ag—aRst CR,B? '\s(k) Bii
[ )\rgk%— 1) J = [ cR,.Bg Ag._ beB.f] [ Ar(k) } + [ 0 ]Vs(k) (2.38)

Escolhendo as correntes de estator e o fluxo de rotor como variaveis de estado,
obtemos pela substituicdo de (2.15)-(2.18) em (2.38), o seguinte modelo:

is(k+1) | _ [ Al —aBRsBi + (1 - 2)1-Bf c(Ad— AL+ 2B5) | [ iu(k)
AE+D | T ML B Ad - LB An(k)

aB?

1
[
onde 7, é a constante de tempo do rotor.
Da mesma forma que o modelo continuo, o discreto também é nao estaciondrio.
A variagéo do ponto de trabalho (mudangas em w e w,) afeta todos os elementos da
matriz de estados. Algumas andlises que comprovam a validade do modelo discreto
bem como simulagdes do mesmo sdo encontradas em [30].

} Vik)  (2.39)

2.3.2 Submodelos discretos

Da mesma maneira como foi feito com o modelo continuo, vamos decompor o
sistema discreto em dois subsistemas: o subsistema 1 discreto que rege o compor-
tamento do fluxo de rotor e o subsistema 2 discreto, que descreve a regulagio das
correntes de estator em fung¢do das tensdes de alimentacio de entrada. Assim, temos:

1 M
AE+1) = (Ag - -T—B;’) A (K) + (?Bg) iy(k) (2.40)
io(k+1) = (4%~ aRsBE 4 (1 - %)%Bg) (k) +o (Af - 43+ %-Bg) A (k)

+aBiV,(k)  (2.41)

Substituindo as matrizes Af, A2, B? e BY nas equagdes (2.40) e (2.41), obtemos
as seguintes representagdes dos subsistemas:

|
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A(k+1) = B0 (k) +Tis(k) = (1] + $ad )M (k) + (] + 12 )ia (k)
is(k+1) = @ (k) + @3A (k) + T2V, (k) (2.42)
= (bl + $uTYislE) + (851 + B (k) + (25 + I WVi(R)
onde:
b1 = cos(wsh) — Lrsen(w,h)

b = sen(w.h) - (1 - cos(rh)

¢s = cos(wh) — Pesen(wh) + (1 — 1)L-sen(w,k)

b = sen(wh) — (1 — cos(wh)) + (1 ~ 1)1 - cas(eesh)
b5 = cos(wh) — cos(wsh) + —t-sen(w,h)

do = sen(wh) = sen(uw,h) + (1 — cos(sh)

B o= Msen(wih)

v = 21— cos(w.h))

13 = Zsen(wh)

Ya = Z(1 - cos(wh))

2.4 Equagoes de Torque e Velocidade

A maquina de indugdo funciona como um transformador onde a posigao relativa
entre os enrolamentos ndo é fixa., A corrente que flui pelo estator gera um campo
eletromagnético de entreferro que induz uma corrente no circuito de rotor. A cor-
rente induzida no rotor, por sua vez, também gera um campo eletromagnético de
entreferro. Como as correntes tém velocidades angulares diferentes, hd uma inte-
ragdo magnética entre os campos gerados pelo estator e pelo rotor, resultando no
torque eletromagnético.

Com as grandezas elétricas da maquina representadas em coordenadas dg, temos
a seguinte expressido para o conjugado [21]:
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3
T. = §P(Ad,iq, — Agsids) (2.43)
Substituindo as equagdes (2.11) e (2.14) na equacio acima, obtemos:

3PM . .
T, = “é'“z:(Adrzqs - Aqn-ids) (2-44)

ou ainda, se A;; = 0, como consideraremos futuramente,

3P 1
T. = TE’\‘Z‘*% (2.45)
onde P é o mimero de pares de pélos.
As equagdes de conjugado acima podem ser usadas tanto no caso continuo como
no discreto. Diferentemente, as equacgdes de velocidade para cada caso sio dadas a

seguir:

() = {;m — Crun —Ty) (2.46)

onde Ju € o momento de inércia do sistema e T, é o torque resistente da carga.
Discretizando a equagio (2.46), temos:

1

wk+1)= ehczw,.(k) G

(e"? — 1)(To(k) — Ty) (2.47)

onde (y = w%-f}i, C} é a constante de atrito viscoso.

2.5 Analise da Nao-estacionariedade dos Mode-
los

Como vimos nas seges anteriores, o modelo da maquina de indugdo depende,
além dos parametros da maquina, do seu ponto de trabalho. Ponto de trabalho, aqui,
refere-se as velocidades do rotor e de deslize, cuja soma é igual a velocidade sincrona.

‘A néo estacionariedade serd analisada pelos extremos de variagao dos elementos das
matrizes que compdem o modelo, os quais formam politopos convexos no espaco de
parametros.

A analise serd realizada com os dados de uma méquina de indugdo de 1 hp com
rotor em gaiola de esquilo, tensio de alimentacéo de 220V /60Hz trifisica, utilizada
em [30]. Os dados sdo listados abaixo:
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Nimero de pares de pédlos P
Corrente de estator(nominal) I,
Resisténcia de estator R,
Resisténcia de rotor R,
Indutéancia de estator L,
Indutéancia de rotor L,
Indutincia mitua M
Mormento de inércia Iy
Atrito viscoso Cy
Periodo de amostragem h
Para os valores acima, temos:

g = -119.34

a = —-0.323

b = —0.323

c = —3.544

2.5.1 Modelo continuo

2
4.1A
7.1
5.78 ©
25.94mH
25.94mH
284.56mH
0.0038kg.m
0.0015Nms
2ms

Considere a equagao de estado (2.20) em corrente de estator e fAuxo de rotor,

reescrita aqui como:

3gs iqs

tds — id,
e | TR, +B[
/\d,- Adr
tal que;

igs iqs

ir-ia . AZ A3 ida +

A | TUBL 4 | A,

/\dr Ad"

Vs

v ] (2.48)
B 179

02 ] [ v } (2.49)

onde as matrizes A; e B; sio definidas nos subsistemas (2.23) e (2.24).

Supondo que a alimentagio da maquina em questio terd freqgiiéncia variavel entre
0 e 60Hz, o valor da velocidade sincrona w variars entre 0 e 377 rad /s. Para efeito de
controle, estabelecemos, conservativamente, os valores para a velocidade de deslize
como w, = 40rad/s para o caso de aceleracio e w, = ~40rad/s para o caso de
frenagem. Como a velocidade de rotor wy € calculada por w, = w — w,, seus valores
extremos serdo w, = —40rad/s e w, = 417rad/s. Assim, vamos considerar:

w € [0,380]
w, € [~40,40]
we € [—40,420]
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E claro que o valor maximo de w, nunca sera alcancado na pritica, uma vez que
este ficaria limitado pela velocidade sincrona. Porém, para efeito de analise, uma
variacio maior que a real de um parimetro apenas generaliza ainda mais o modelo.
Esta consideragao foi feita para tornar w, funcio apenas de w e de w,, o que nos
permite admitir que haja apenas dois pardmetros variantes na matriz de estado, o
que simplifica a representacio da mesma.

Substituindo os valores numséricos, obtemos as seguintes matrizes que compdem
o modelo variante:

22701 —w  —T789.68 3.544w, -0.323 0
w 22701 -3.544w, —789.68 _ 0 ~0.323
A= 63.41 0 —222.82 —Ws B = 0 0 (2.50)
0 63.41 W —~222.82 0 g

O modelo (2.50) é representado em funcio dos valores méximos e minimos de w e
w, (jé& que w, é uma fungio linear destes). Como sio dois os parsmetros que variam,
em funcdo destes valores extremos, podemos encontrar quatro representacdes do
modelo da méquina, para quatro condicdes extremas de operagao, que sdo mostradas
abaixo:

e Paraw =0rad/s e w, = —~40 rad/s:

227.01 0 ~789.68 —141.76
0 22701 141.76 -789.68
1_
A= 63.41 0 —222.82 40 (2.51)
0 63.41 —-40  —222.82
® Paraw = 0 rad/s e w, = 40 rad/s:
227.01 0  -789.68 —141.76
0 227.01 141.76 -789.68
z ..
A= 63.41 6 -22282 40 (2:52)
0 63.41 40 —222.82
¢ Para w =380 rad/s e w, = ~40 rad/s:
227.01 -380 —789.68 1488.48
3_ | 380 22701 -1488.48 -789.68
AT = 63.41 0 —222.82 40 (2.53)
0 63.41 —-40  —222.82
® Para w = 380 rad/s e w, = 40 rad/s:
227.01 —380 -—789.68 1488.48 ‘
a_ | 380 227.01 -1488.48 -789.68
A=lesa 0 —oms - (2:54)
0 63.41 40 22282
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Para ilustrar o fato de que a informagio contida nas quatro matrizes (2.51)-

(2.54) € suficiente para descrever o sistema em qualquer condicdo de operagio ,
vamos analisar o plano de parimetros considerando os parametros que variam dois
a dois. :
Vamos inicialmente considerar os pardmetros w e w,. Como eles sao independen-
tes, a area gerada no plano w X w, serd um retangulo, como mostrado na figura 2.2.
Qualquer ponto interior no retangulo pode ser representado como a combinagio
linear dos pontos que definem os wvértices.

380

Figura 2.2: Plano de pardmetros w X w,

J& o parametro w, depende dos valores de w e w,. Na verdade, ele consiste numa,
fungao linear convexa que tem w € w, como argumentos sobre o dominio convexo
representado pela regido hachurada da figura 2.2. As projecdes dos valores desta
fungao sobre os planos w. X w e w, X w, correspondem s regides mais escuras da
figura 2.3.

Note que estas regides estao contidas no retdngulo definido pelos valores extre-
mos dos parametros em questdo. A combinagio linear dos vértices, neste caso, gera
uma area 1o plano de pardmetros, maior que a necessaria para a representagio do
sistema. Esta representagio mais abrangente é compensada pela seguinte simpli-
ficagdo: ignoramos a forma como os paradmetros variam e consideramos apenas o0s
limites desta variacdo. Isto introduz no modelo uma incerteza com relacio ao valor
da matriz de estado devido & mudanca no ponto de operagio. Em outras palavras,
estamos modelando a nio estacionariedade do modelo como incertezas e podemos
utilizar os conceitos apresentados no capitulo anterior para isso.

Assim, obtemos a seguinte representacio para a equagio (2.49)
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420

oF

Figura 2.3: Plano de parametros w X w, e w x w,
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gs g ~0.323 0

ids | _ x| tas 0 -0323 | [V,

ol =ALE [+ 0 [ Vv ] (2.55)
/\;1,- Ad‘r 0 0

onde a matriz A, considerada incerta, pertence ao conjunto descrito pela combinacio
dos valores extremos dos parametros que a compde e que é definido como em (1.32):

4
Da={A: A zfjf,-A*,g,-zo,Eg,-:l} (2.56)

[y fa=f

onde as matrizes A, i = 1...4, so as matrizes de estado das equagdes (2.51)-(2.54).

2.5.2 Modelo discreto

Na segao anterior, vimos que o modelo continuo da maquina de indugio contém
alguns elementos da matriz de estado que variam de acordo com o ponto de trabalho
da maquina. No processo de discretizagao, esta variagio que se encontra localizada
no modelo continuo afeta todos os elementos das matrizes do sistema discreto. Isto
ocorre porque o valor da funcdo exponencial de uma matriz, equacoes (2.31) e (2.32),
depende de todos os elementos da matriz argumento. Portanto, para simplificar a
representacdo do sistema discreto variante, vamos reescrever a equacio (2.39) como

= [R BIGE V] en

onde as matrizes ®; e I'; sdo as definidas nos subsistemas (2.42). Ou ainda,

(b +1) | | 03]+ ¢sd &I + dJ 15(k) Y3l + 45
{ ’z\f(k +1) ] N [ Yl +7d I+ ¢2J] [/\r(k) } +[ ’ 0 : JVs(k) (2.58)

A nao estacionariedade do sisterna discreto sers representada pelos valores maxi-
mos e minimos ¢; e 7;, que variam de acordo com 0s senos e cossenos de w e Wy, COMO
vimos nas equagdes (2.42). Note que temos dez pardmetros diferentes entre a ma-
triz de ponderagio de estado e a matriz de entrada. A combinagio entre os valores
extremos desses elementos gera uma grande quantidade de sistemas. Mais precisa-
mente, terfamos 2% = 1024 sistemas diferentes, considerando que os pardmetros sio
independentes entre si. Porém, sabemos que ¢; e +; estio parametrizados em w e Wy
e, portanto, a correlagio entre eles pode ser grande, o que diminuiria sensivelmente
o nimero de combinages . Para verificar tal correlagio , vamos analisar a variacao
de cada ¢; e -; em fungéo de w e w,, nos graficos a seguir, utilizando os dados
numéricos da maquina.
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Os pardmetros ¢, ¢;, 71 € v2 dependem unicamente de w, como mostrado na

figura 2.4.
0.555 ) E— 0.1 S R
0.554
0.553
0.552
0.551 ; - 0.1 . : ;
40 20 0 20 40 40 20 0 20 40
0.127 —Gamal 0.01 Gama2 ..
0.127 0.005}
0.127 ol ]
0.127 0.005 ]
0.127 001 : s :
a0 40 20 0 20

Figura 2.4: Variagio de ¢y, ¢2, 11 € 72

Note que os parametros ¢; e v, € ainda ¢; e v; variam de forma similar. Conside-
raremos que ¢; e 7 € que ¢ e ¥, estéo “amarrados” e que ¢; e v, sio independentes
em relacao a ¢; e 1;. De fato, esta suposicio de independéncia tem por objetivo
simplificar a representagdo da variacio destes parimetros, uma vez que no plano
de pardmetros (exemplificado aqui por ¢; x ¢, - figura 2.5) a trajetéria real (linha
continua) ¢ substituida pela irea hachurada, representada facilmente pelos valores
dos parametros que definem os vértices.

Os parametros ¢;, i = 3,...6, dependem tanto de w como de w,. Para ca-
da pardmetro vamos considerar separadamente as parcelas dependentes de w e as
parcelas dependentes de w,, que serdo denotadas pelos subindices w e w,, respectiva-
mente. Assim, os graficos das figuras 2.6 e 2.7 mostram as variacdes dos parametros
onde ¢; = ¢y, + ¢in,:

Podemos notar nas figuras 2.6 e 2.7 que os parimetros ¢s, ¢a, ¢s € ¢ estdo
“amarrados” em relagdo a w e, se w, for constante, as relacbes abaixo sio validas:

¢3max e ¢4min < ¢5min == Q&G‘maz

¢3m1’n > ¢4man’: — ¢5maa: > ¢6‘min

Pelas relagbes acima, poderiamos considerar, por exemplo, ¢3 e ¢¢ como sendo
um dnico parametro em termos da forma de variacio. Porém, ¢; depende quali-
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0.5516

¢
1 1 2
-0.0621 0.0621
Figura 2.5: Plano de parametros ¢, x ¢,
L1 Phiil!{w) 0.449 Phi3(ws)
1 p
0.449
0.9+ 4
0449
08k ..
.7 s L . 0. R
0 0 100 200 300 400 44?40 =20 0 20 40
08 Fhid(w) 0.02
06} e 0.01
04} 1 0
02k E -0.01
0o 100 200 300 400 '0‘02-40

Figura 2.6: Variagao de 3, ¢4
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25 . Ph_i_.?(w) \ 1.965 . PhiS{ws}

=35k - 1.955

'] 2. A } R 5. A Y
0 100 200 300 400 9§40 -20 0 20 40

0 p—r— BT 0.4 PhiG(ws)
-0s} .
wIh u
-1.5}F -
2k o
230 100 200 300 400 4o a0 o 2040

Figura 2.7: Variagao de ¢s, ¢q

tativamente de ¢; e ¢¢ de ¢, e, uma vez que consideramos $1 e ¢, independentes,
devemnos ter quatro combinagbes diferentes entre ¢ e g, relativamente is quatro
combinagdes de ¢; e ¢;. Assim, terfamos as seguintes combinagdes:

{¢3ma:ﬂ7 ¢6ma:x:1 ¢1ma..r: ¢’2maz}

{¢3min y ¢6m£m ¢1mam ¢2min}
{¢3min7 é&min, ¢lmin, ¢2ma:c}
{¢3mama ¢6ma:ca ¢Imim ¢2m£n}

o que, no plano de parametros significa englobar a regido mais escura (onde os
parametros realmente se encontram) pela mais clara (representada pelos valores
extremos dos parametros), como vemos na figura 2.8.

Trabalhando com os outros parametros de forma similar e considerando as vari-
agbes dos parametros v; e 74 mostradas na figura 2.9, obtemos quatro combinagbes
diferentes de pardmetros que definem quatro diferentes sistemas, que s30:

1.4540  0.0160 —1.5888 -0.2201 —6.4610 0

P! = —0.0160 1.4540 0.2201 —1.5888 I = 0 —6.4610 10~
T | 0.1268 —0.0051 0.5544 —0.0621 |’ N 0 0
0.0051  0.1268 0.0621  0.5544 ] -0

(2.59)
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14540

= 1.1779

] L 1
Ll ¥ 1 -

-2.6614 22212 0.2201 ¢ 6

Figura 2.8: Plano de parametros ¢z X ¢g

sepl0t Gemd oxl0t Gt
'6 L o '0-5 ™ T
A1k .
62} p
-1.50 <
B4 “ at e
-6.6 k . A A5 2 . s
¢ 100 200 300 400 0 100 200 300 400

Figura 2.9: Variacio de 13 e 14
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107*

14540 0.0160 —1.5888 —0.2201 ~64610 0
P! — —0.0160 1.4540 0.2201 -—1.5888 I?= 0 —6.4610 10~
= 01267 00051 0.5516 0.0621 |° 0 0
—0.0051 0.1267 —0.0621 0.5516 0 0
(2.60)
11779 —0.7086 —0.6042 2.6614 ~5.8564 2.3391
3% = 0.7086 1.1779 —2.6614 -—0.6042 %= —2.3391 —5.8564
- 0.1268 0.0051 0.5544 0.0621 |’ - 0 0
—0.00531 0.1268 —0.0621 0.5544 0 0
(2.61)
1.1779 —0.7086 —0.6042 2.6614 ~5.8564 2.3391
4 — 0.7086 1.1779 —2.6614 —0.6042 T —~2.3391 —5.8564 10-4
0.1267 —0.0051 0.5516 —0.0621 |’ 0 0
0.0051 0.1267 0.0621  0.5516 0 0
(2.62)

Da mesma forma que para o caso continuo, vamos representar o sisterna discreto
néo estacionario através da combinagio linear convexa dos sistemas (2.59)-(2.62)
através da representacio :

1,(k s
{ Ar(( ot 11)) } P [ ;((’;?) } +TV,(k) (2.63)
onde @ € Dg e I" € Dy, sendo:
Dy = {®: @::if,—tl"' €20, if,-ml} (2.64)
=1 =1
DI‘ - {r = Zgiriv El' ...>., 07 ZE& i ]-} (2’65)
=1 t=1

onde as matrizes ®' e I'¥, 1 = 1...4, sdo as matrizes de estado e de entrada , Tespec-
tivamente, dadas por (2.59)-(2.62).

2.6 Conclusao

A diferenca entre um modelo n&o estaciondrio e um modelo incerto é a seguinte.
No primeiro caso, o modelo pode ser precisamente determinado se certas informacdes
forem disponiveis (no caso, w e w,) pois as variacbes dos parimetros estio modeladas,
dependendo deterministicamente de certas condigdes de operagio do sistema. No
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segundo caso, as variagdes dos parametros no sio deterministicas pois sao fruto de
simplifica¢des do modelo, dindmicas nao modeladas, perturbagoes , etc. E evidente
que a informagao a respeito destas variagdes é muito maior no primeiro caso.

Nos modelos obtidos neste capitulo, ndo consideramos a forma como cada para-
metro varia mas apenas os seus valores limites. Isto significa, no espaco de parame-
tros, substituir uma trajetéria por um conjunto convexo descrito pela combinacio
convexa dos valores extremos que cada parametro atinge. Tal procedimento torna o
modelo mais conservativo no sentido de que o conjunto engloba um nimero maior
de representagdes do que o necessario. Entretanto, esta representacio permite a
aplicacdo dos métodos de projeto de controladores apresentados no capitulo anterior.

Uma outra observagao interessante diz respeito A relagio entre os politopos ob-
tidos para o caso continuo e para o caso discreto. Os vértices desses politopos estao
relacionados pela transformac&o (2.31) e (2.32). Podemos tentar verificar se a sintese
de controladores discretos pode ser feita baseada num politopo obtido a partir da
discretizagdo dos vértices do politopo que representa o modelo continuo equivalen-
te. A andlise realizada sobre os planos de parametros neste capitulo pode gerar
politopos que ndo obedecem o relacionamento descrito acima, mas que englobam a
incerteza do modelo em questio, sendo, na pior das hipdteses, mais conservativo.



Capitulo 3

Controle Vetorial da Maquina de
Inducao

3.1 Introducgao

Um problema de controle de sistemas compreende basicamente dois aspectos:
o aspecto do desempenho que o sistema apresentara sob a acio do controle e o da
prépria implementabilidade da politica de controle. No caso do controle da méquina
de indugao este compromisso é evidente quando comparamos as técnicas de controle
escalar e vetorial. No caso dos métodos escalares de controle encontramos facili-
dade de implementagdo porém baixo desempenho. Por outro lado, o desempenho
dos motores controlados pelo método vetorial é muito superior enquanto que a im-
plementagao satisfatéria deste método apenas foi possibilitada com o advento dos
computadores digitais, o que nos estimula a trabalhar com modelos discretos.

Neste capitulo, vamos utilizar a modelagem discreta sobre dominios parameétricos
convexos apresentada no capitulo 2 num esquema de controle vetorial por realimen-
tagio de estado proposto na literatura. Tal representacio da méquina de inducéo
nos permitird aplicar as técnicas de sintese apresentadas no capitulo 1 no célculo dos
ganhos de realimentagéo de estado. O resultado sera a obtencio de controladores
calculados off-line, que sejam robustos & variacio do ponto de trabalho da maquina
o que contribui para tornar o controle vetorial mais facilmente implementavel,
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3.2 Controle Vetorial por Realimentacio de Es-
tado

Nesta secdo apresentaremos a proposta de controle vetorial da méquina de in-
dugéo apresentada em [30]. Esta proposta divide-se em dois casos. O primeiro caso
considera uma maquina de indugdo com alimentagio em corrente e a orientacio de
fluxo de rotor serd obtida através da utilizacio da equagio do subsistema 1 discre-
to (2.40). O segundo caso, mais realistico, considera uma méquina alimentada em
tensdo onde a equagdo (2.41) do subsistema 2 discreto ¢ utilizada para realizar a
regulacao da corrente de estator; a orientagio de fluxo é feita como no primeiro caso.

3.2.1 Primeiro caso: alimentacao em corrente

Considere a equacgio do subsistema 1 discreto:

M+ 1) = (45 = 2-B8) 0 () + (B2 (k) (3.1)
T. T,

Se considerarmos um sistema ideal de alimentagio em corrente para a maquina de
indugao, a equagdo acima é adequada para a realizagio do controle por orientacao de
fluxo de rotor. Vamos adicionar a esta equagdo um termo que represente a presenca
de perturbagdes no sistema. Assim,

Mk +1) = (a8 %:Bg) M (k) + Syw(k) + (%Bg) (k) (3.2)

onde w(k) € um vetor de perturbagdes impulsivas [8] e a matriz S; que pondera
as perturbagdes nos estados é suposta de posto igual & ordem do sistema (no caso,
p(51) = 2).

O objetivo do controle vetorial é fazer com que as componentes dg do fluxo de
rotor sejam alinhadas aos eixos dg de forma que a componente A, seja nula e Ay,
assuma um valor arbitririo {na regifio linear de funcionamento da maquina) que sera
igual a0 médulo do fluxo de rotor, | A, |. Assim, podemos especificar uma referéncia
de fluxo de rotor dada por:

Ao = Pgr Aal' =[0 [ A | (3.3)

O valor da referéncia acima devera ser atingido pelo estado da equacio (3.2) em
regime permanente. Isto define o objetivo deste problema de controle. Em regime
permanente, considerando (3.3), a equagdo (3.2) torna-se:

Aro = q)1Aﬂ':r + I1limo (34)
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onde @, e I'; sio as matrizes de estado e de entrada e i,, é o valor da corrente de
estator em regime.

Durante o transitério, o erro entre o valor real de fluxo e sua referéncia pode ser
definido como e;(k) = A(k} — A;,. Subtraindo (3.4) de (3.2), temos:

ex(k+1) = Srex(k) + Syw(k) + Tyik) (3.5)
onde (k) = i,(k) — 1.

Para que a equagdo (3.5) seja assintoticamente estével e, portanto, que O erro
tenda a zero em regime permanente, é preciso que os pélos do sistema estejam no
interior-do circulo unitrio. Isto pode ser feito através de realimentacio de estado,
fazendo:

(k) = —K(k)e; (k) (3.6)

Neste caso,

61(k + 1) = (@1 — Klf‘l)e](k) + SltU(k) (37)

Note que o procedimento utilizado para o controle acima ¢ similar ao aplicado em
observadores de estado. Através da realimentacio de estado realizada na equagio
de erro (3.7), o estado do sistema tende ao valor de referéncia (3.3). Para que
isto realmente ocorra, a corrente de estator deve ser calculada a cada periodo de
amostragem pelas equagbes (3.4) e (3.6). Assim, temos:

zla(k) = ""(k) + 15 = “Kl(k)()‘r(k) - )‘m) + FII[I - ‘I)i]/\ro (3'8)

onde a néo singularidade de I'y é garantida em [30].

3.2.2 Segundo caso: alimentacido em tensio

O primeiro caso discutido anteriormente representa uma técnica de controle veto-
rial extremamente simples pois consideramos uma fonte de alimentacdo em corrente
ideal. Na prética, os motores sdo alimentados em tensio e, portanto, devemos consi-
derar a regulagdo entre tensdo e corrente nas equagdes que descrevem o controle das
maquinas. Tal regulagio é realizada através da equagio do subsistema 2 discreto
dada por

i(k+1) = (A;’ —aRsBY 4+ (1 — %)%—Bﬁ) io(k) + ¢ (A;* _ A+ %—B;‘} A (k)

+aBiVi(k) (3.9

De forma similar ao primeiro caso, vamos considerar uma entrada de pertur-
bagbes impulsivas w(k) ponderada por uma matriz de posto completo S,. Assim,
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15(k +1) = 21, (k) + @30, (k) + Spw(k) + [V, (k) (3.10)

Neste segundo caso, a orientacio do fluxo de rotor continuard sendo realizada
como 1o primeiro caso, através da equagao de fluxo. A diferenca esta no fato de que
a corrente i,(k) calculada por (3.8) serd utilizada como referéncia para a equagao
(3.10). Denominando a referéncia. de corrente por i*(k), temos:

Z:(k) - “Kl(k)(Ar(k) - /\ra) + Fl—l {I = q)l}/\ro (311)

O problema de controle em questao é definir valores de tensio V,(k) tais que,
aplicados como entrada na equacdo (3.10), fagam com que o estado, ou seja, a
corrente de estator atinja o valor de referéncia ¢2(k).

Definindo o erro ey(k) = i.(k} — i3(k) e V(k) = V,(k) — V,o(k) onde V,, corres-
ponde a uma referéncia de tensao e substituindo-os na equagéo (3.10), temos:

ea(k+1) = Bzea(k) + Spw(k) +To V4 (k) +[—i3(k+1) + ®ui% (k) + T3 Vo (k) + B3, (k)]
(3.12)

Supondo que as correntes de estator nao sofrem variacdes muito bruscas entre
dois periodos de amostragem, é possivel calcular V,, aplicando um atraso de um
periodo de amostragem em i}. Assim,

Vo = D5 Hit(k) — ®gi%(k — 1) — B3) (k)] (3.13)

onde a nao singularidade de I'; é garantida em [30].
Substituindo (3.13) em (3.12), temos:

ex(k + 1) = ®ze5(k) + Syw(k) + T3V (K) (3.14)

Aplicando realimentagdo de estado:

V(k) = —Kyey(k) (3.15)

temos:

82(]3 + 1) - (@2 — Kz}:‘g)eg(k) -+ SQT.U(’C) (316)

onde o ganho K torna a equagdo do erro assintoticamente estivel e, portanto, a
corrente converge para ¢ valor de referéncia.

Combinando os desenvolvimentos do primeiro e segundo casos, podemos escrever
um algoritmo Wtil no caso de implementacgio deste método de controle vetorial.
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3.2.3 Algoritmo de controle vetorial

A implementagdo do método acima deve ser feita através dos seguintes passos:

1. Determinar as referéncias de fluxo de rotor, A, e de torque eletromagnético.
Através da equagao de torque (2.45), obter o valor de w,. Determinar os valores
iniciais da velocidade de rotor w,, da velocidade sincrona w, do torque T.(k),
do fluxo de rotor A.(k) e da corrente de estator i,{k).

2. Atualizar as matrizes &;, I'y, ®; e I',.

3. Calcular o ganho K;(k) por algum critério, como alocag¢do de pélos, por exem-
plo.

4. Calcular a corrente i}{k) através de (3.8).
5. Calcular o ganho K,(k).
6. Calcular a tensdo de alimentacio através de (3.13) e (3.15), ou seja,
Va(k) = —K3(io(k) — 23(k)) + T3 [i() + @ot5(k — 1) — @3\ (k)]
e aplicar na maquina.
7. Medir os valores de i,(k) e w, (k).
8. Atualizar os valores de A, (k) e T.(k).

9. Voltar ao passo 2 e repetir esta seqiiéncia a cada periodo de amostragem.

A respeito do método de controle vetorial acima, dois comentarios se fazem
necessarios. Primeiro, devemos notar que é necessirio o conhecimento do fluxo de
rotor. Como o modelo refere-se a motores de inducéo com rotores em gaiola, temos
duas possibilidades para obtermos tal informagio: introduzimos sensores de fluxo
na maquina a ser controlada ou implementamos um observador de estado para o
fluxo de rotor. Como a primeira alternativa ndo é de muito interesse pratico, uma
possivel solucao deste problema passa pela realizacio do observador proposto em
[29]. '

O segundo comentério diz respeito & politica de controle adotada. Note que
as equagbes de erro devem ser estabilizadas através do célculo de um ganho de
realimentagdo de estado. Como os sistemas sio nio estacionarios, esses ganhos
devem ser calculados a cada periodo de amostragem.
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3.3 Controle Vetorial Robusto

Pela proposta de controle vetorial apresentada, os controladores dinimicos devem
ser sintetizados a cada periodo de amostragem. Este problema, que analiticamente
é facilmente resolvido, pode trazer certas dificuldades de implementacéao no que diz
respeito a velocidade de processamento. A nossa tentativa de minimizacio deste
problema [31] aplica a sintese de controladores por otimizagiao H; com alocacio
regional de pdlos, apresentada anteriormente, para a obtenciao de um controlador
estitico calculado off-line, que seja robusto as variagdes da planta. Isto melhora o
desempenho dos sistemas de controle da méiquina de indu¢io e demonstra a aplica-
bilidade pratica dos recentes avancos da teoria Hs.

Vamos considerar os dois casos mencionados anteriormente, que sio: a maquina
alimentada em corrente e em tensao.

3.3.1 Maquina alimentada em corrente

No caso da maquina alimentada em corrente, o controlador ser4 sintetizado sobre
a equagao de erro (3.5), reproduzida aqui:

{el(k—l—l) = Bye;(k) + Siw(k) + Thi(k)
(3.17)
i(k) = —Ku(k)ex(k)

onde as matrizes ®;(k), I'y (k) e, conseqlientemente, K; (k) dependem da velocidade
de deslize w,, como mostrado em (2.42).

Nosso problema € encontrar um ganho K; estitico que garanta a estabilidade
quadratica do sistema (3.17), ou seja, que faga com que o estado e; tenda a zero in-
dependentemente do valor de w,. Para tanto, vamos modelar a nio estacionariedade
do sistema (3.17) como politopos convexos no espaco de parimetros.

Considerando a variagdo dos pardmetros mostrada na figura 2.4 e as hipéteses
feitas na subsegado 2.5.2 obtemos as seguintes combinagdes de matrizes P! e i

1_ [ 05544 0.0621] , [ 01268 0.0051 ]
®1=1 00621 05544 | 17| _0.0051 0.1268 (3.18)

| 0.5544 —0.0621 ] [ 0.1268 —0.0051

2z ) 2

%= 00621 05544 |° V7| 00051 01268 | (3.19)
[ 0.5516  0.0621 ] [ 0.1267  0.0051 ]

3 = oo | 04267 00051 .20

| —0.0621 0.5516 | | ~0.0051 0.1267 |

[ 0.5516 —0.0621 ] [ 0.1267 —0.0051 ]
4 _ 4 __

%=1 0062 05516 |° 117 | 00051 01267 | (3:21)
que constituem os vértices do politopo convexo que contém todas as matrizes pos-

siveis do sistema (3.17).
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Considerando as matrizes

10
' S‘“{o 1}

tais que C'D =0, D'D > 0 e p(S;1) = 2, podemos escrever a equagio (3.17) como:

OO
Lo i e BN
el v [ <o Y e

ek +1) = @ie1(k) + S1w(k) + [1i(k)

yi(k) = Cey(k)+ Di(k) (3.22)
k) = ~Ki(k)es(k)
onde:
@1 < D(ﬁl - {@3 : ‘I)l = i&téiy E:‘ 2 01 i& = 1} (323)
§z==1 i=1
4 4
eDr={T1: Th=) &%, 620, 3 & =1} (3.24)
fz=] i=1

Note que o sistema (3.22) tem a mesma forma que o sistema (1.42). Isto nos
permite calcular o ganho K, através do problema de sintese apresentado na subsecio
1.5.5. Portanto, vamos obter um ganho K7 robusto as variagdes de ®; e I';, calculado
off-line, que estabiliza o sistema (3.22) alocando seus pélos no interior do circulo de
raio r e centro em (a,0) e minimizando um limitante superior da norma M, da
funcdo de transferéncia da entrada de perturbacio w(k) para a saida n(k), Gi(2).

Definindo

Gi(2) = (C — DKy)[zl — (8, — I K1)V, (3.25)

o problema de otimizacao H, acima pode ser descrito como:

min{: B 2|Gillz: A(®: - 1K) € R} (3.26)

onde a regido R ¢ definida como em (1.66).
A solucao do problema (3.26) € obtida através dos teoremas 1.13 e 1.15.
Especificando a regido R com « = 0.6 e r = 0.1, obtivemos o seguinte ganho:

_[-03230 0
K‘“[ 0 -70.3230}

e o seguinte valor para o limitante superior da norma ||G4]|;:

B =1.9284
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Figura 3.1: Pdlos do subsistema 1

A figura 3.1 mostra o lugar da raizes do sistema (3.22) em malha aberta e em
malha fechada, parametrizado em w, € [—40,40).

Os pdlos em malha aberta, A(®;), sdo os mais i direita e os pélos em malha
fechada, A(®1 —~TI'1 K3), sdo os mais 3 esquerda. Note que a regido R especificada ja
continha os pélos de malha aberta. Isto significa que mesmo um ganho nulo aloca
os polos no interior de R. A sintese do controlador, no entanto, considera o critério
de otimizagido da norma além do critério de alocacio . Concluimos, portanto, que o
ganho K obtido deslocou os pélos dentro da regido R minimizando o critério H;.

Para simular o controle por orientacio de fluxo utilizando o controlador robus-
to, determinamos uma referéncia de torque de 4Nm. A referéncia de fluxo foi
Ao = [0 1]'. As demais grandezas partiram com valores iniciais iguais a zero.

A figura 3.2 mostra as grandezas principais da méquina. Note que depois de
um curto transiente, os valores de torque e fluxo de rotor apresentam erros nulos.
Os pulsos transitérios da corrente de estator sdo limitados em 5.8A4, valor de pico
da corrente eficaz nominal especificada na maquina. J4 em regime permanente, a
referéncia de torque é mudada para 2Nm, o que diminui a aceleracio da méquina
(grafico de velocidade). Note que a componente i4,, responsavel pela magnetizacio
da maquina, ndo muda; a componente i,,, responsavel pela geracio de torque (e-
quagio (2.44)) cai pela metade. O fluxo de rotor, como era de se esperar, continua
alinhado: | A, |=| Ay |.
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Figura 3.2: Grandezas elétricas da maquina - Caso alimentagdo em corrente
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3.3.2 MaAquina alimentada em tensio

No caso da maquina alimentada em tensio, o controlador sera sintetizado sobre
a equagao de erro (3.14):

{eg(k—{—l) = ®ye(k) + Syw(k) + T2V (k)
(3.27)
V(k) = —Ky(k)es(k)

onde as matrizes ®,(k), [';(k) e, consequentemente, K,(k) dependem da velocidade
de deslize, w,, e w, velocidade angular de alimentagio como mostrado em (2.42).
Considerando a mesma abordagem dispensada ao caso da maquina alimentada
em corrente, vamos estabelecer a variacio das matrizes do sistema (3.27) através da
variagdo dos parametros mostradas nas figuras 2.4, 2.6 € 2.9. Fazendo uma analise
similar & realizada na se¢do 2.5.2, obtemos a seguinte combinagéo de matrizes @ e -

1.
Ii:

,_ | 14540 oo0160] , [-64610 o0 ] . _,

®:=] 00160 14540 > 2| o 64610 1O (3.28)
2 [ 1.4540 —0.7086 ] . [ —-64610 23391 | . _,

®: = | 0.7086 1.4540 |~ 2= | —2.3391 —6.4610 10 (3.29)

[ 1.1779  0.0160 ] [ 58564 0 ] . _
®:=| o060 1779 |> 2= 0 _sssea | 07 (330)

s | 11779 —0.7086 | | —58564 23301 | |
®2=| 07086 11779 |0 Y27 | _23301 —s.8564 | 1 (3:31)

que constituem os vértices do politopo convexo que contém todas as matrizes pos-

siveis do sistema (3.27).
Considerando as matrizes C' e DD da se¢io anterior e ainda, S; = S = I, podemos

escrever a equagdo (3.27) como:

eg(k -+ 1) = ‘1’262(4{2) + Sgtﬂ(k) -+ PzV(k)

V() = —Ka(k)es(k)

onde &, € Dy, e I'; € Dr,, definidos como em (3.23) e (3.24). Resolvendo o proble-
ma (3.26) para o sistema (3.32), onde G5(z) ¢ a fungio de transferéncia da entrada
de perturbagio w(k) para a saida y(k), obtemos o seguinte ganho do controlador:
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—1.8678 - 0.1934

w— 3
e = [ —0.193¢ —1.8678 | '

e o seguinte valor para o limitante superior da norma ||Ga|2:

B = 54354

onde K aloca os pélos do sistema (3.32) em malha fechada no interior da regido R
definida por (1.66) com a = 0.2 e raio r = (.2.

A figura 3.3 mostra a nuvem de pdélos do sistema (3.32) em malha aberta e em
malha fechada, considerando a variagio w, € [~40,40] e w € [0, 380].

Polon seiwisteme 3

Figura 3.3: Pdlos do subsistema 2

Os pdlos em malha aberta, A(®,), encontram-se fora do circulo unitario o que
caracteriza um sistema instavel. Através de realimentacio de estado, o sistema
torna-se estavel pois os pélos sdo alocados no interior da regidao R com a minimizacio
do limitante superior da norma |[G,l];. O prego que se paga para se realizar esta
alocagéo robusta é a magnitude do ganho K, que é da ordem de 10°.

A simulagdo do controle vetorial para méiquina alimentada em tensdo foi feita
através do algoritmo da subsecio 3.2.3. As condigdes iniciais foram as mesmas do
caso anterior: T, = 4Nm, A, = [0 1} e demais grandezas nulas. Os controladores
foram definidos pelos ganhos K; e K. A figura 3.4 mostra a evolugdo das grandezas
principais da maquina.

A referéncia de torque variou entre 4Nm e —4Nm, o que causou a inversio
de deslize e o sentido de rotagio da maquina. Come o torque, a componente i,
da corrente de estator também mudou de sentido enquanto que iy, permaneceu
constante, bem como o fluxo, alinhado. Além disso, sio mostradas as tensGes nos
eixos dg, que serdo convertidas para o sistema ebc pela anti-transformagio (2.6) e
servirdo de referéncia para um sistema de alimentacado formado por um inversor.
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3.3.3 Comentarios

A proposta de controle vetorial apresentada trata as equacbes dindmicas de fluxo
de rotor e corrente de estator independentemente, do ponto de vista da sintese do
controlador. Pelo algoritmo apresentado na segio 3.2.3, fica claro que do ponto de
vista da operagdo da méquina, os subsistemas 1 e 2 nio sio independentes. O ganho
K, é calculado de forma a tornar a equagio (3.7) assintoticamente estivel. A cor-
rente ¢,(k) = i;(k) calculada pela equagio (3.8) serd a referéncia para o subsistema
2, cujo controle serd calculado de forma que (3.14) também seja assintoticamente
estivel. Finalmente, pela equacdo (3.15), calcula-se a tensdao que deve ser aplicada
na maquina.

A ordem dos acontecimentos, na pratica, é outra: a tensio de alimentacio faz
com que flua uma corrente pelos enrolamentos da maquina que, se tiver o valor *(k),
provocara o alinhamento do fluxo no valor desejado. Esta observagio é muito impor-
tante para que possamos determinar adequadamente a regido de alocagio de pélos
no projeto do controlador. Como a referéncia i}(k) varia a cada iteragio (durante o
transitério) com a dindmica do subsistema 1, o subsistema 2 deve apresentar uma
dinamica mais rdpida para poder acompanhé-la e assim determinar o fluxo. Isso é
conseguido através da alocacio de pdlos.

Definindo regides circulares para a alocacio dentro do circulo unitério (plano 2)
temos que regides préximas a origem determinam uma dinamica répida enquanto
que regides proximas ao ponto (1, 0) determinam dindmicas mais lentas (figura 1.1)*.
Assim, alocando os pdlos do subsistema 1 na regidgo R(r,a) = R(0.1,0.1) e os pélos
do subsistema 2 em R(0.3,0.7) através dos ganhos

K 10®

| 3.4396 —0.0003 K. — | —1.0901 0.3388
T 100003 34390 | T 0.3388 ~1.0901

conseguimos uma dinamica mais rdpida para o subsistema 1. A figura 3.5 mostra as
duas componentes de fluxo de rotor e corrente de estator. Note que o sistema oscila
em torno da referéncia, nao convergindo.

Modificando a alocagdo de pélos, obtemos

K, = | —2:4070 0 ]7 sz[—z.nzzsz 0.1649 } 10°

0 —2.4070 —0.1649 —2.0232

(3.33)

que alocam os pélos do subsistema 1 em R(0.1,0.9) e os polos do subsistema 2 em
R(0.2,0.1). Com a dindmica do subsistema 2 mais rapida que a do subsistema 1, as
grandezas convergem para os valores de referéncia, como vemos na figura 3.6.

1Nos grificos desta subseco, as linhas tracejadas correspondem as componentes de eixo d,
enquanto que as continuas correspondern as componentes de eixo ¢. As grandezas da méquina sio
observadas em fung¢do do tempo, em unidades do sistema internacional
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Note que no instante 0.3s h& uma pequena perturbagio devido & mudanca da
referéncia de torque de 4Nm para. —4 N, causando a inversio do sentido de rotacio
da maquina.

A exigéncia de que os pélos dos subsistemas fiquem no interior das regides es-
pecificadas representa um certo esforgo de controle que se traduz em valores altos
de ganho. Isto nao é perceptivel no caso do subsistema 1 pois seus pSlos de malha
aberta ja se encontram dentro do circulo unitario. No caso do subsistema 2, en-
tretanto, os ganhos sdo da ordem de 10°. Este esforgo é totalmente realizado pela
fonte de alimentagao da maquina, que tem que fornecer picos de tensio ao sistema.
Quanto mais se exige em termos de desempenho da maquina, maior serd o esforco
de controle. Isto pode ser observado na figura 3.7.

Vs (8)

G.1 02 0.3 04 0.5 06

Vs (b)
200 3§ :
: e -
-2m : p
0 0.1 02 03 04 0.5 0.6

Figura 3.7: Tensdes de Alimentacao

Na figura 3.7(a), os pélos do subsistema 1 foram alocados em R(0.1,0.5) e os do
subsisterna 2 em R(1,0) pelos ganhos

_[o3317 0 _ [ -14193 0.1430 3
Kl“[ 0 03317 ] K"“[-o.1537 -—1.4601} 10

Na figura 3.7(b), os pdlos dos subsistemas 1 e 2 foram alocados em R(0.1, 09)e
R(0.2,0.1), respectivamente, pelos ganhos (3.33).

Note que a dinamica do subsistema 2 é mais rapida na figura (b), o que exige
um maior esforgo de controle por parte de V,(k). A relagio entre a corrente 7,(k)
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e V,(k) ¢ direta, porém nao é a tinica que determina o esforco de controle pois a
dinamica do fluxo também interfere.

Assim, a escolha da regido de alocagido compreende varios compromissos, como
manter a dindmica do subsistema 2 mais rdpida que a do subsistema 1, obedecendo
os limites da fonte de alimentagic do motor.

Outro aspecto a ser observado diz respeito a sensibilidade do sistema a pertur-
bagdes. No método de controle vetorial robusto proposto nesta segio, o processo de
sintese dos controladores considerou, além da alocagdo de pélos, a minimizacio de
um limitante superior das normas H; das fung¢des de transferéncia G;(z) e G(z).
As perturbagdes consideradas foram do tipo impulsivas nos estados. Trabalhando
com essas perturbagoes como condigdes iniciais, podemos escrever as equacdes (3.7)
e (3.16) como:

e(k+1) = (@ — KD)e(k) €(0) = Sw(0) (3.34)

onde os indices foram escolhidos para generalizar a expressiao. A condicdo inicial da
equagao acima pode ser considerada nas equagbes de fluxo e corrente, através das
defini¢Oes dos erros. Assim, temos:

A(0) = S1w(0) + Ao
1,(0) = Saw(0) + i*(0)

Assim, calculamos os ganhos K; e K, para

6 0
51282;[0 6]

que sao:
_ [-02106 o _ [-2028 01645 ],
K1 = 0 ——{3.2706}‘ Kz = {m0.1645 «—2.0228} 10
B = 115716 B = 21246

Estes ganhos alocam os polos dos subsistemas 1 e 2 em R(0.1,0.6) e R(0.2,0.1),
respectivamente.

O resultado da simulagdo do controle vetorial, neste caso, é mostrado na figu-
ra 3.8.

Para termos um pardmetro de avaliagio do método, vamos aplicar o mesmo
procedimento para a solugéo original do controle vetorial por realimentacio de estado
proposto em [30]. Neste caso, os ganhos Ky e K; sdo calculados a cada periodo de
amostragem de forma a alocarem os pélos dos subsistemas 1 e 2 nos pontos (0.6, 0)
e (0.1,0), respectivamente. Note que esses pontos correspondem aos centros das
regides circulares definidas para o caso robusto a ser comparado. Os resultados de
simulagdo para os ganhos calculados dinamicamente sio mostrados na figura 3.9.
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Podemos notar que a sensibilidade & perturbacio é muito maior no caso da
alocag@o dinamica. Veja que no instante 0.3s, a mudanga na referéncia do torque
provocou um transitério muito mais prolongado neste caso.

3.4 Conclusao

Neste capitulo, aplicamos a analise sobre nio estacionariedade discutida no
capitulo 2 aos subsistemas 1 e 2. Definindo as matrizes C e D de forma apro-
priada, foi possivel aplicar os métodos de otimizagio H; nos célculos dos ganhos de
realimentacdo de estado do método de controle vetorial considerado. E bom lembrar
que as ratrizes componentes das equagdes de saida referidas acima determinam a
funcéo de custo do problema de otimizacao .

A possibilidade de se realizar alocagio robusta de pélos torna este projeto ainda
mais rico. A analise realizada no final deste capitulo mostra o compromisso entre
a especificagdo da regido de alocagdo, o esforgo de controle traduzido pelos altos
valores de ganho e a magnitude do limitante superior da norma H; que tende a
aumnentar & medida em que a regido de alocacido é mais restrita.

As caracteristicas de facilidade de computagio (ganhos estaticos) e de um melhor
desempenho em relagdo aos ganhos calculados a cada periodo de amostragem quando
submetidos a sistemas perturbados, demonstram a contribuigio desta proposta ao
problema de controle da méquina de indugéo, no sentido discutido na introducio
deste capitulo.
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Neste trabalho, o problema de controle da miquina de indugio foi estudado
utilizando um enfoque mais voltado a teoria de controle de sistemas. Este tratamento
talvez tenha deixado algo a desejar no sentido de se considerar aspectos praticos de
anédlise e implementacéo dos métodos utilizados, mas possibilitou a aproximacao
da maquina de inducio aos métodos mais recentes de controle e otimizagio e a
proposicao de uma visao original para o modelamento e o tratamento da dinamica
da maquina de indugao.

Sobre esses métodos, podemos dizer que o capitulo 1 resume os conceitos mais
basicos da teoria de controle por otimizagio H; convexa. Os pontos fundamen-
tais desta teoria, aplicados a0 controle da maquina, sao: a descricio dos dominios
poliedrais de incertezas; as condigdes necessaria e suficiente de estabilizabilidade
quadrética com alocagao de polos para sistemas incertos discretos, fornecidas pelo
teorema 1.14; e a solucdo do problema H, garantida pelo teorema 1.15.

Da aplicagao da conceituagio de tratamento de incertezas  nio estacionariedade
dos modelos da maquina de indu¢do, surgiu uma nova forma de representacao desses
modelos. Esta representagio mostra-se muito adequada a analises e métodos de
controle robustos e aplica-se tanto a modelos continuos como discretos. Com relacao
a conservatividade desta representagéo, podemos dizer que, em particular no caso
continuo, poderia ser diminuida através da descrigio exata dos poliedros que contém
os parametros nos planos de pardmetros. Porém, no caso discreto onde as varia¢des
dos parametros sdo néo lineares, este tipo de representacio pode ser uma alternativa
simplificadora. Qutro aspecto a se comentar ¢ que as variacoes das resisténcias e
indutancias também podem ser incorporadas na representacio.

O esquema de controle vetorial considerado utiliza o modelo discreto em espaco
de estado com varidveis fluxo de rotor e corrente de estator. A nio inclusio de
equacdes de movimento no modelo fez com que este fosse linear em toda a gama de
operagdo da maquina. Isto possibilitou o emprego direto das técnicas de controle
descritas acima. Nossa contribuigdo no controle vetorial foi o cilculo de ganhos
robustos a variagdo do ponto de trabalho da méquina. Estes ganhos melhoram o
desempenho do controle em dois aspectos: tornam o algoritmo mais ficil de ser
implementado pois diminuem a exigéncia computacional; tornam o controle menos
susceptivel a perturbagbes no sistema. Com relagio ao projeto dos controladores,
foram levantados compromissos envolvendo alocacio de polos, esfor¢o de controle
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e limitante da norma H;. Além disso, critérios para determinacio das matrizes
de ponderagao da teoria de controle étimo podem ser utilizados na definicio das
matrizes C e D das equagdes de erro (3.5) e (3.14).

Portanto, o enfoque dado a este problema de controle permitiu que fossem dadas
contribuigdes em dreas de atuagdo muito recentes como controle H,, modelagem e
controle robustos da méquina de indugao.

Como perspectivas futuras, podemos citar: a inclusio da variacio de resisténcias
e indutéancias na representagao da ndo estacionariedade da maquina; a aplicacio dos
conjuntos de incertezas a outros tipos de modelo e ainda, a utilizacio de esquemas
alternativos de controle vetorial; e a generalizagio dos resultados para os métodos
de controle H,.
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