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RESUMO

Este trabalho propde uma abordagem de otimizagio convexa para a
analise e a sintese de controladores para sistemas lineares incertos. Mais
especificamente, estendem-se os resultados classicos via equacio de Lya-
punov (estabilidade) e via equagéo de Riccati (sintese linear quadritica)
para o caso incerto, obtendo-se problemas convexos de otimizacio, em
termos de um conjunto de desigualdades matriciais. Um algoritmo de
planos de corte é proposto para a resolucdo numérica dos problemas
resultantes. '

ABSTRACT

This work proposes a convex optimization approach to the analysis
and control synthesis of uncertain lnear systems. More precisely, clas-
sical results based on the Lyapunov equation (stability) and the Riccati
equation (linear quadratic synthesis) are extended to the uncertain case,
vielding convex optimization problems formulated in terms of a set of
matrix inequalities. A cutting-plane algorithm is then proposed in order
to achieve a numerical solution to the problems obtained.
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Introducao Geral

No passado, para se analisar um determinado sistema era necessario resolver
suas equagoes diferenciais. Contudo, em 1892 Lyapunov desenvolveu um método
chamado Segundo Método de Lyapunov, através do qual informacdes sobre estabili-
dade, estabilidade assintética, ou instabilidade de um estado de equilibrio podem ser
obtidas, sem a necessidade de se resolver diretamente as equagoes diferenciais que
regem o comportamento dinamico do sistema [20]. A equacio de Lyapunov obtida
por este método, implica em condigdes necessirias e suficientes de estabilidade para
um sistema linear precisamente conhecido.

Ja nos anos 80, as fung¢bes quadraticas de Lyapunov permitiram a anélise de sis-
temas incertos e a sintese de controladores robustos, baseados no conceito de estabi-
lidade quadratica, introduzido por Hollot e Barmish. Este conceito nada mais & que
a verificacio da condicdo de Lyapunov para todas as possiveis matrizes dindmicas
admissiveis (dentro do espaco de incertezas considerado), utilizando-se uma mesma
fungdo quadrética [3], {12]. Assim, nos dltimos anos, muitos trabalhos cientificos
tém tratado do tema “sistemas dindmicos incertos” via Estabilidade Quadritica,
© qual propde solugdes que consideram a presenga da incerteza para o célculo do
controlador (Controle Robusto).

Do ponto de vista numérico, a solugio de uma equacio de Lyapunov conta hoje
com métodos eficientes. Entretanto, em problemas praticos, é necessirio muitas
vezes manipular um conjunto de desigualdades matriciais de Lyapunov, que deve
admitir uma mesma matriz definida positiva como solugdo. Na verdade, existem
inimeros problemas de andlise e controle de sistemas que podem ser abordados
via inequagbes matriciais lineares (em inglés, LMI) [8]. Para um niimero muito
pequeno de casos especiais, existe solugio analitica, mas em geral as inequagdes
podem ser resolvidas numericamente de maneira muito eficiente. Na verdade, tais
problemas podem ser resolvidos em um tempo comparavel ao requerido para resolver
0 mesmo numero de equacges algébricas de Lyapunov ou Riccati. Concluindo, o
gasto computacional para estender a Teoria de Controle, baseada na solucio de
equagdes algébricas de Lyapunov e Riccati, para a teoria baseada na solucdo de
multiplas inequagdes de Riccati e Lyapunov é bastante modesto.
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Com o continuo crescimento computacional e com o surgimento de poderosos
algoritmos em Otimizacdo Convexa, pode-se hoje solucionar rapidamente vérios
problemas para os quais nenhuma soluc@o analitica € conhecida. A solugdo para
muitos problemas de otimizacdo convexa pode agora ser calculada em um tempo
comparavel ao requerido para avaliar uma solugao analitica para um problema simi-
lar. Este fato muda a concepgdo do que vem a ser solugio para um problema. No
passado, uma soluc¢do para um problema significava uma solucio analitica. Contu-
do, o conceito de solugdo tem sido alterado e deve ser estendido para incluir muitas
formas de programacao convexa. Como exemplo, um problema de controle que
reduz-se a solugao de duas equacoes de Riccati e agora dito “solucionavel”. Do mes-
mo modo um problema de controle que reduz-se a solugdo de um grande ntmero de
inequagdes algébricas convexas de Riccati também serd dito “solucionavel”, mesmo
se nao for possivel encontrar uma solucéo analitica.

Nos ultimos anos muitos trabalhos cientificos tém tratado do tema Anélise Con-
vexa, o qual amplia os horizontes da Teoria de Controle. Varios problemas importan-
tes de andlise e controle podem ser colocados como problemas convexos, baseando-se
nesta teoria. Assim, problemas que anteriormente ndo possuiam solugao, passaram
a pertencer ao grupo dos problemas solucionaveis.

Por outro lado, a sintese de reguladores lineares de realimentacio de estado com
caracteristicas de otimalidade, derivada da solucao definida positiva de uma equacao
matricial de Riccati — Problema Linear Quadratico {(PLQ), tem sido um dos pontos
altos da Teoria de Controle desde os anos 60 [2]. Além de fornecer um ganho 6timo
de realimentacio linear de estado, minimizando um critérioc de desempenho qua-
dratico, a solugdo possue importantes propriedades (margem de fase de no minimo
60° e margem de ganho infinita}. No entanto, a formulacio do problema pressupde
o pleno conhecimento dos parametros que interferem no modelo, o que nao acontece
na maior parte dos casos. Assim tornou-se desejavel acrescentar ao PLQ a pre-
senca de incertezas. Com base na Analise Convexa métodos foram prospostos para
a sintese de sistemas incertos. De uma maneira sucinta pode ser ditc que os ganhos
estabilizantes sdo mapeados em um conjunto convexo, e o problema é entfo formu-
lado como uma minimizagio da fungdo convexa sobre este conjunto convexo. Aqui,
o fundamento basico é a sintese quadrdtica, a qual refere-se ao fato de encontrar
um mesmo ganho K e uma mesma fungdo quadratica de Lyapunov, que satisfacam
a todo o dominio de incerteza. Gragas & convexidade da formulacao adotada, res-
trigdes adicionais podem facilmente serem incorporadas ao problema, permitindo
assim o tratamento de incertezas paramétricas, descentralizacio, realimentacio de
salda, matriz de covarancia pré-especificada etc...

Para a resolugao destes problemas convexos um método numérico utilizado é o
Método de Planos de Corte, o qual gera hiperplanos que aproximam gradativamente
o conjunto de solugdes factiveis, num processo conhecido como linearizacao externa.
Devido o conjunto em estudo ser convexo, nenhuma porcio do mesmo sera deletada
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a0 se acrescentar os novos hiperplanos. Quando, no final de uma seqliencia, encontra-
se um ponto pertencente ao conjunto de solugdes factiveis este serd o étimo.

Este trabalho generaliza os resultados baseados em equagdes de Lyapunov e Ric-
cati para andlise de estabilidade e sintese de realimentagao de estado para sistemas
lineares incertos.

Esta dissertagdo é composta por quatro capitulos e um apéndice, organizados de
acordo com a descri¢do a seguir.

e Capitulo 1
Breve exposigao da Teoria de Estabilidade de Lyapunov para sistemas lineares
precisamente conhecidos.

e Capitulo 2
Abordagem classica do Problema Linear Quadrético e, em seguida, solucao
via Analise Convexa.

¢ Capitulo 3
Extensao dos resultados dos capitulos precedentes para o caso de sistemas
incertos, utilizando-se “Desigualdades Matriciais Convexas”.

¢ Capitulo 4
Um estudo sobre Metodos de Planos de Corte, algoritmos e exemplos.

¢ Apéndice A
Contém definigbes basicas relativas a Programacéao Linear.



Capitulo 1

Estabilidade de Sistemas Lineares

1.1 Introducgao

Em 1892, A. M. Lyapunov apresentou dois métodos para determinagao da estabi-
lidade de sistemnas dindmicos {(inclusive sistemas néo lineares}, descritos por equagbes
diferenciais. A principal caracteristica desses métodos € que a andlise de estabili-
dade € feita sem a necessidade de resolucdo das equagbes. Um desses, denominado
Método Direto ou Segundo Método de Lyapunov, é o mais adequado & determinacio
da estabilidade de sistemas variantes no tempo de qualquer ordem.

1.2 Segundo Método de Lyapunov

Da teoria classica da mecanica, sabemos que um sistema vibratorio € estavel se
sua energia total (uma funcio definida positiva) é continuamente decrescente (o que
significa que a derivada temporal da energia total deve ser definida negativa) até
gue um estado de equilibrio seja alcancado.

O Segundo Método de Lyapunov é baseado em uma generalizacdo deste fato:
se o sistema tem um estado de equilibrio assintoticamente estavel, entao a energia
armazenada do sistema deslocado dentro do dominio de atragdo decresce com o
passar do tempo, até que finalmente assume um valor minimo no estado de equilibrio.
Para sistemas puramente matematicos, entretanto, nao hid uma maneira simples
de definir uma “funcac de energia”. Para contornar esta dificuldade, Lyapunov
introduziu a chamada funcao de Lyapunov, uma funcao de energia ficticia. A idéia
é, entretanto, mais geral que a de energia, e é aplicavel de forma mais ampla. De
fato, qualquer funcgdo escalar que satisfaz as hip6teses dos Teoremas de estabilidade
de Lyapunov (veja Teoremas 1.1 e 1.2) pode servir como fungdo de Lyapunov. Para
sistemas simples, a escolha de fun¢oes de Lyapunov néo € uma tarefa complicada;
contudo, para um sistema mais complexo, achar um funcio de Lyapunov pode ser
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bastante dificil.

As funcbes de Lyapunov dependem do vetor de estado z e de ¢, e séo denotadas
por V(z,t). Se as fungbes de Lyapunov ndo incluirem explicitamente o tempo ¢,
denota-se V{z). No Segundo Método de Lyapunov, o comportamento do sinal de
V(z,t) e o de sua derivada temporal V(z,t}) = dV{z,t)/dt fornecem informaces
sobre a estabilidade, estabilidade assintdtica, ou instabilidade de um estado de e-
quilibrio, sem a necessidade de se resolver diretamente as equagdes.

1.2.1 Teoremas de Estabilidade de Lyapunov

Pode-se provar que se uma funcdo escalar V(z), é definida positiva, entédo os
estados que satisfazem

Viz)=C (1.1)

onde €' é uma constante positiva, se localizam em uma hiper-superficie fechada
no espago de estados n-dimensional, pelo menos nas vizinhangas da origem. Se
V(z) — oo, entdo tais superficies fechadas se estendem sobre fodo o espaco de
estados. A hiper-superficie V(z) = C; estd inteiramente dentro da hiper-superficie
V(SC) = Cz 5€ C] < Cz.

Para um dado sistermna, caso se possa achar uma fungdo escalar definida positiva
com derivada temporal ao longo de uma trajetéria sempre negativa, entdo, quando
o tempo aumenta, V(z) assume valores cada vez menores e finalmente vai a zero,
e portanto z também vai a zero. Isso implica que a origem do espaco de estados é
assintoticamente estavel. O principal Teorema de Lyapunov sobre estabilidade, que
€ uma generalizagao dos fatos acima descritos, fornece uma condigao suficiente para
estabilidade assintdtica. Este Teorema pode ser enunciado como se segue:

Teorema 1.1 Suponha que um sistema ¢ descrito por

= f(z,t) (1.2)

onde
f(0,t) =0 paratodo ¢

Se ha uma funcao escalar V(z,t) tendo primeiras derivadas parciais continuas e
satisfazendo as seguintes condigdes:

1. V{z,t) é definida positiva;
2. V(z,t) é definida negativa;
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entio o estado de equilibrio na origem é uniformemente assintoticamente estavel.
Se além disso, V(z,t) — oo para ||z]] — oo, entdo o estado de equilfbrio na
origem é uniformemente assintoticamente estdvel de forma global.

A prova do Teorema 1.1 segue diretamente da definicdo de estabilidade as-
sintética [20].

A interpretacio geométrica de uma fungio de Lyapunov pode ser enunciada como
segue: V(z) é uma medida da distincia do estado z a partir da origem do espago de
estados. Se a distancia entre a origem e o estado z() é continuamente decrescente
quando t aumenta (isto é, V(z(t)) < 0}, entao z(t) — 0. J4 que uma fungdo de
Lyapunov V(z) é interpretada como definindo uma distancia a partir da origem do
espaco de estados, sua derivada pode ser utilizada para fornecer uma estimativa da
velocidade comn que a origem esta sendo alcancada.

Embora o Teorema 1.1 seja um Teorema basico do Segundo Método, o mesmo
é um tanto restritivo porque V(z,t) deve ser estritamente definida negativa. Se,
entretanto, uma restri¢ao adicional € imposta sobre V(m t}, a de que nio se anule ao
longo de qualquer trajetdria exceto na origem, entao é possivel substituir a condigao
de V(z,t) definida negativa pela condicio de V(z, t) semidefinida negativa.

Teorema 1.2 Suponha que um sistemna € descrito por

&= f(z,1) (1.3)

onde
f(0,t)=0 para todot > 1

Se hé uma funcgio escalar V{z,{) tendo primeiras derivadas parciais continuas e
satisfazendo as seguintes condicdes:

1. V(z,t) é definida positiva;

2. V{z,t) é semidefinida negativa;

3. V(@(t; %o, %0),t) ndo se anulando em t > {, para qualquer ¢, € qualquer zo # 0,
onde ®(t; zo,%p) denota a trajetdria ou a solugdo partindo de z¢ em ¢, entdo o

estado de equilibrio na origem do sistema é uniforme e assintoticamente estavel

de forma global.
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Note que V(m,t) nao € obrigatoriamente definida negativa, mas apenas semide-
finida negativa. Entao, a trajetdria de um ponto gualquer pode se tornar tangente
a alguma superficie particular V(z,t) = C. Entretanto, como V(®(t; zg,10),¢) néo
se anula em { > {; para qualquer ¢y e qualquer zo # 0, a trajetéria ndo pode perma-
necer no ponto tangente (o ponto que corresponde a V(z,t) = 0) e portanto deve
mover-se em dire¢io & origem.

1.3 Analise de Estabilidade de Sistemas Lineares

Existem muitas abordagens para a investigacdo da estabilidade assintética de
sistemas lineares invariantes no tempo. Por exemplo, para um sistema auténomo,
continuo no tempo, descrito por

z = Az (1.4)

a condigdo necessaria e suficiente para a estabilidade assintética da origem do sisterna
pode ser enunciada como todos os autovalores de A tendo parte real negativa, ou as
raizes do polinémio caracteristico

|l —A|l= s"+a8" 4+ -Fa1s+a, =0 (1.5)

tendo parte real negativa. _

A determinagao dos autovalores se torna dificil ou mesmo numericamente inviavel
no caso de sistemas de ordem elevada, ou se alguns dos coeficientes do polinémio
caracteristico nao sao precisamente conhecidos. Neste caso o Segundo Método de
Lyapunov pode ser utilizado.

1.3.1 Analise de Estabilidade de Lyapunov

Considere inicialmente o seguinte sisterna linear auténomo invariante no tempo:
= Az (1.6)

onde z € R" é o vetor de estado e A € R**" é uma matriz constante. Entio a
origem z = 0 é um estado de equilibrio. A estabilidade do estado de equilibrio
do sistema linear invariante no tempo pode ser investigada facilmente usando-se o
Segundo Método de Lyapunov.

Para o sistema definido pela equagao (1.6), uma possivel fungio de Lyapunov
pode ser escolhida como

V(z)=2'Px | (1.7)
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onde P é uma matriz real, simétrica e definida positiva. A derivada de V(z) em
relagdo ao tempo ao longo de qualquer trajetéria é

Viz) = #'Pz+'Pi (1.8)
V(z) = (Az)Pz+ 2'PAx (1.9)
V(z) = 2'A'Pz+z'PAz (1.10)
V(z) = z'(A’P+ PAx (1.11)

Como V(z}) foi escolhida definida positiva, requer-se para estabilidade assintética,
que V(z) seja definida negativa, isto é

V(z)<0 (1.12)
entao .
V()= -2'Qz <0 (1.13)
onde
@=—(AP+ P4 (1.14)
é definida positiva. Assim,
AP+ PA< (1.15)

Portanto, para a estabilidade assintédtica do sistema da equagdo (1.6), é sufici-
ente que @) seja definida positiva. Um teste para determinar se uma matriz n X n
€ definida positiva, vem da aplicagdo da condigio de Sylvester, que diz que uma
condigio necessaria e suficiente para que uma matriz seja definida positiva é que os
determinantes de todos os menores principais sucessivos da matriz sejam positivos
[20).

- Ao invés de especificar uma matriz definida positiva P e examinar se Q é ou nio
definida positiva, é conveniente especificar inicialmente uma matriz definida positiva
) e entao examinar se a matriz P determinada da equacgio de Lyapunov

AP+PA+Q=0 (1.16)

¢ definida positiva. Note que a existéncia de uma solugio P definida positiva,
constitui-se em uma condigio necesséria e suficiente para a estabilidade de (1.6).

A funcdo escalar V(z) = «’Pz é uma funcio de Lyapunov para o sistema em
questao. Note que no sistema linear em consideragéo, se o estado de equilibrio (a
origem) € assintoticamente estével, entdo o sistema serd assintoticamente estével de
forma global.

Antes da apresentacio do Teorema 1.4, o qual resume o que foi dito anterior-
mente, torna-se necessario o conhecimento do seguinte Teorema:
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Teorema 1.3 Seja P uma matriz simétrica € Anin(P) € Anez(P) os autovalores
minimo e maximo de P, respectivamente. Entao

Amin(P)[2])? < 2Pz < Mgz (P)]fx]? (1.17)

para qualquer r € R*, onde

lef? 2 (@) 2 a'e =3 | i | (1.18)

=1

onde z; € a i-ésima componente de z (Prova: veja [9]).

Assim, temos o seguinte Teorema:
Teorema 1.4 Considere o sistema descrito por
T = Az (1.19)

onde z € R” é o vetor de estado e A € R™*™ é uma matriz constante. Uma condicio
necessaria e suficiente para que o estado de equilibrio z = 0 seja assintoticamente
estavel de forma global é que, dada uma matriz real, simétrica e definida positiva
@), exista uma 1nica matriz real, simétrica e definida positiva P, tal que

AP+ PA+Q=0 (1.20)
O

Prova: Suficiéncia - Considere V(z) = z'Pz. Entao tem-se

. d

Viz) £ EEV(&:) = —z'Qc (1.21)
ao longo de qualquer trajetéria de £ = Ax.

Entao do Teorema 1.3, tem-se

114 Qs < m)\m;n(Q)

V' 2ZPr T ApelP)

(1.22)

onde Anmin(@) € o autovalor minimo de @ e Apq(P) é o autovalor maximo de P.
Sendo as matrizes £ e () definidas positivas, isto implica em Apin(@) > 0 € 0
Amaz(P) > 0. Definindo-se

Amin (@) | (1.23)

Amaz(P)

>

«
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entio a equacio (1.22) transforma-se em V < —aV, o que implica em Vit) <
eV {(0). E clato que a > 0; assim V decresce exponencialmente para zero em
todas as trajetdrias de £ = Az e V(z) serd zero somente em z = 0. Portanto,
conclui-se que a resposta de & = Az para qualquer condigio inicial zy tende para
zero quando t — oo. Isto prova a suficiéncia do Teorema.

Necessidade - Se o estado de equilibrio de £ = Az é assintoticamente estivel,
entdo todos os autovalores de A tém parte real negativa. Conseqlientemente, para
algum () ndo singular, existe uma unica matriz P que satisfaz

AP+PA+@=0 (1.24)
e P pode ser expressa como [9]:
o0 !
P:/ e Qett dt (1.25)
4]
Pode ser provado que uma matriz ¢ nao singular se e somente se A; + g; # 0 para
todo 1 e 7, onde neste caso A; sao os autovalores distintos de A’ com: = 1,2,--- . {<n
e p; sdo os autovalores distintos de A com j = 1,2,---,m < n {veja [9]).

Sera mostrado que se € definida positiva entao P também o serd. Seja € uma
matriz ndo singular tal que ¢} = C’'C e considere

o0 f o0
T Pxg = /o zhe?C' Cetiny di :] [Ce*zol® dt (1.26)
0
Desde que C é ndo singular e ' é ndo singular para todo t, tem-se que Ce?lzy # 0
para todo t, a ndo ser que o = 0. Portanto, conclui-se que z’Pz > ) para todo
zo # 0, e P é definida positiva.

Para provar que a solugao P é unica, suponha que existam duas solucdes P, e
P, de modo que (subtraindo uma equacio da outra)

A(Pi=P)+ (P~ B)A=0 (1.27)

Af

Multiplicando-se & esquerda por e*? e & direita por e?, tem-se

0= e [A'(P, — ) + (P, — P,)Ale™ (1.28)
d
0 - '&'EGA t(Pl - Pz)&At (129)

e portanto e4*(P, — P;)e* é constante para todo .
Em particular,em ¢ =0 e{ =T, tem-se

Py — Py = e*'T(P, — Py)etT (1.30)
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Considerando T — oo e usando a estabilidade de A, obtém-se
P1 —P2 = () O P] 2P2. (1.31)
Isto completa a prova do Teorema 1.4.

0

Corolédrio 1.1 Todos os autovalores de A tém parte real negativa, ou de maneira
equivalente, o estado de equilibrio de & = Az é assintoticamente estidvel de forma
global, se e somente se para uma dada matriz Q = C'C semidefinida positiva, com
o par (A, C) observédvel, a equagio matricial

AP+PA+Q=0 (1.32)

tem uma tnica solucido definida positiva P dada por
P= jo T A Qe gy (1.33)
]

Prova: Devido a todos os autovalores de A terem parte real negativa, a integral em
(1.33) converge. Assim,

AP+PA = A [ [ e eqen dt]«i-[/ooeA"QeA* dt] A (1.34)
4] 0

- /O ~ (A'e¥ Qer + eM1QeM 4) di (1.35)
©d

= ]0 —(eM1Qer) di (1.36)

= Qe (1.37)
33

= — (1.38)

Pelo Teorema 1.4, segue que P ¢ definida positiva.

0

Os resultados do Teorema 1.4 e do Corolério 1.1, implicam que para um sistema
linear invariante no tempo, se A € assintéticamente estdvel de forma global e se Q é
definida positiva ou semidefinida positiva com (A, Q'/2) observével, entdo a solucio
P de (1.32) deve ser definida positiva. Entretanto, isto nio implica que se A é
assintoticamente estavel de forma global e P é uma matriz definida positiva, entdo a
matriz ¢ calculada a partir de (1.32) serd definida positiva ou semidefinida positiva.

Existem varias observagbes importantes em relacio ao Teorema anterior:
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1. Se V(z) = —2'Qz nioc se anula ao longo de qualquer trajetéria, entdo @) pode
ser escolhida semidefinida positiva;

2. Escolhendo-se uma matriz arbitraria @ definida positiva {ou uma matriz ar-
bitraria @ semidefinida positiva se V(z) nao se anula ao longo de qualquer
trajetéria) e resolvendo-se a equagio matricial A’P + PA + Q = 0 para de-
terminar P, ent8o P definida positiva ¢ uma condicic necesséria e suficiente
para a estabilidade assintética do estado de equilibrio z = 0;

3. O resultado final ndo depende da matriz @ escolhida em particular, contanto
que a mesma seja definida positiva, ou semidefinida positiva, conforme o caso;

4. Ao determinar se existe ou nao uma matriz real simétrica definida positiva P,
€ conveniente escolher, por questdes de simplicidade, @ = I, onde I é a matriz
identidade. Entao os elementos de P sdo determinados de

AP+ PA+T=0. " (1.39)

5. Para determinacdo dos elementos da matriz P, as matrizes A'/P + PA e -@Q
podem ser equacionadas elemento por elemento, resultando em n(n + 1)/2
equagoes lineares (as matrizes P e () sdo simétricas).

Entretanto, a equagio de Lyapunov vista anteriormente, implica em condicdes
necessarias e suficientes de estabilidade somente para um sistema linear precisamente
conhecido, isto é, sem incertezas.

No tratamento de sistemas incertos a partir de equacdes de estado, uma das
técnicas mais utilizadas é a que se serve de fungdes de Lyapunov para garantir a
estabilidade do sistema, trabalhando com o conceito de estabilizabilidade quadratica.

No capitulo 3, os resultados estabelecidos através de equagdes de Lyapunov serdo
estendidos para o caso de sisternas incertos.



Capitulo 2

O Problema Linear Quadratico

2.1 Introducgao

Problemas de controle 6timo receberam grande atengao durante a década pas-
sada, devido principalmente a crescente demanda de desempenho para sistemas de
grande porte e a disponibilidade do computador.

O objetivo ao se resolver problemas de controle 4timo, € achar uma regra para
a determinacdo da decisdo de controle, sujeita a certas limitacbes, que minimize
alguma medida de um desvio do comportamento ideal. Tal medida, é normalmente
fornecida por um critério de otimizagao, ou indice de desempenho.

O problema de controle 6timo consiste em determinar, dado um estado inicial
qualquer, um vetor de controle admissivel u(t) que transfere o estado para a regifo
desejada do espago de estados, para o qual o indice de desempenho é minimo.

Em controle 6timo, o sistema que é o resultado final de um projeto 6timo nao é
suposto ser apenas estavel, ter uma certa largura de faixa ou satisfazer algumas das
restrighes associadas com o controle cldssico, mas pretende-se que o mesmo seja o
melhor sistema possivel de um tipo particular; dai o termo étimo.

Controle linear 6timo € um tipo especial de controle étimo, no qual a planta a
ser controlada e o controlador, sio ambos lineares. Controladores lineares podem
ser obtidos trabalhando-se com indices de desempenho quadraticos, no chamado
Problema Linear Quadratico (PLQ).

Desde o comeco dos anos sessenta, o Problema Linear Quadratico (PLQ) tem
sido uma técnica importante para o projeto de controladores de sistemas lineares
[1]; a solugdo da equagdo de Riccati associada fornece um ganho de realimentagio
de estado otimo, o qual impoe ao sisterna de maltha fechada propriedades importan-
tes, tais como estabilidade assin{dtica e minimizagao de um indice de desempenho
quadratico. Por esta razao, o PLQ tornou-se bastante conhecido e a equacéo de
Riccati, suas propriedades e também os métodos numéricos para sua resolucio, tém
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sido objeto de muitos estudos {15] e [16].

Uma das propriedades mais importantes estabelece que a solugdo 6tima do PLQ,
pode ser expressa cormno uma lei linear de realimentagio, que estabiliza o sistema em
malha fechada. Isto pode ser numericamente determinado pela obtencio de uma
solugdo definida positiva da equacdo de Riccati, a qual também se constitui numa
matriz de Lyapunov para o sistema em malha fechada.

Levando em consideragdo que para umn desempenho satisfatério do sistema, a
margem de fase deve estar entre 30° e 60° e a margem de ganho deve ser maior
do que 6 db; conclui-se entao, que o desempenho do Problema Linear Quadratico é
mais que satisfatério uma vez que o mesmo garante margem de fase de no minimo
60° e margem de ganho infinita [1].

Antes de estudar o Problema Linear Quadrético (PLQ) cléssico, discute-se o que
vemn a ser indice de desempenho. '

2.2 Indice de Desempenho

No projeto de um sistema de controle é importante que o sistema satisfaca as
especificagbes de desempenho. Como trata-se de sistemas dinamicos, as especifi-
cagOes de desempenho podem ser dadas em termos do comportamento da resposta
transitoria para determinada entrada, como entradas em degrau, entradas em rampa
etc..., ou em termos de um indice de desempenho.

Um indice de desempenho é um nimero que indica a qualidade do desempenho
do sistema. Um sistema de controle é considerado 6timo se os valores dos pardmetros
sao escolhidos de tal forma que o indice de desempenho é minimizado ou maximizado.
Os valores étimos dos pardmetros dependem diretamente do indice de desempenho
selecionado. Um indice de desempenho deve oferecer seletividade; isto é, um ajuste
6timo dos pardmetros deve ser distinguido claramente de um ajuste nio étimo.
Adicionalmente, um indice de desempenho deve fornecer um vnico nimero positivo
ou nulo, com o tltimo sendo obtido se e apenas se a medida do desvio é identicamente
nula. Para ser 1til, um indice de desempenho deve ser uma fungéo dos parametros
do sistema e deve apresentar um méximo ou minimo. Finalmente, para ser pratico,
um indice de desempenho deve ser calculado com facilidade.

O indice de desempenho de interesse serd o quadratico, que resulta em operacdes
matematicas convenientes na solugdo de problema de controle étimo.

2.3 A Teoria de Controle Otimo

A teoria de controle étimo tem a preocupagio fundamental de solucionar o se-
guinte problema bésico: dado o sistema de controle
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sistema

U G(s) z

controlador

C(s)

Figura 2.1: Sistema de Controle Basico
cujo desempenho é medido pela funcéo objetivo
T
wa.M@@ﬁ (2.1)
0
determinar a fungao de transferéncia C(s) do controlador de tal forma que:

a) O sistema seja, em malha fechada, assintoticamente estivel;

b) A funcido objetivo seja minimizada.

O problema a ser considerado pode ser representado por:
T = Az + Bsu (2.2

onde z € R™ é o vetor de estado, u € R™ é o vetor de controle, A € R**" ¢
B, € B"*™ 3530 matrizes constantes.

Ao projetar sistemas de controle, estamos muitas vezes interessados em escolher
o vetor de controle u(t) de tal forma que um dado indice de desempenho seja mi-
nimizado. Pode-se provar que um indice de desempenho quadritico com limites de
integracao {0 e oo, como

J:Lmu@mﬁ (2.3)

onde L(z,u) é uma funcio quadritica de z e u, fornece leis de controle lineares, isto
é, '
u(t)y = —Kz(t) (2.4)
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onde K é uma matriz m x n, ou

U k11 kag o kin I
Uz . kg kzz R ]
Um kml kml’ e kmn In

Portanto, o objetivo central é determinar a matriz de realimentacio K € £™x»
de tal forma que a seguinte funcdo objetivo seja minimizada

J= f 2(8) = (t)dt (2.5)
onde z € R" é o vetor de saida dade por
z(ty = Cz 4+ Du : (2.6)

com C'D = 0. Esta hipétese, chamada de hipétese de ortogonalidade, indica que
o sinal de salda observado z tem uma parte que sé depende do estado e outra,
independente desta, afetada apenas pelo controle; em outras palavras, nio existem
termos cruzados de ponderagio entre estado e controle. Esta hipStese poderia ser
relaxada com pequenas modificacbes nos resultados.

Lembrando que

z(tyz(t) = (Cz+ Du)(Cz+ Du)

= z'C'Cr+2'C'Du+ ' D'Cx + v D' Du (2.7)
= 2'C'Ca+ v'D'Du
e definindo = C'C e R= D'D, tem-se
2(t)2(1) = 2'Qz + v Ru (2.8)
Finalmente, obtem-se
J= ]0 ('Qz + o' Ru)dt (2.9)

onde (J € uma matriz real, simétrica, definida positiva (ou semidefinida positiva -
veja Teorema 1.2 e equagdo (1.13)), R é uma matriz definida positiva e a varidvel
de controle u ndo estd sujeita a restrigdes.

A matriz ¢ estd relacionada com a velocidade de estabilizacio do sistema e a
matriz K com o esfor¢o de controle. Isto significa que para a fungao objetivo dada
por (2.9), escolhendo-se Q = I ¢ R = 1001 , por exemplo, resultard nm controle
pequeno e um tempo de estabilizacio elevado; ao passo que para um Q = 1007
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e R = I, um controle de magnitudes muito elevadas e um tempo de estabilizagéo
muito pequeno serao obtidos. Como valores extremamente grandes de u(t) e tempo
de estabilizacdo muito elevados ndo sio vidveis em sistemas reais, restricdes devem
ser impostas ao vetor de confrole, bem como ao vetor de estado, mas esse nio serd
o objeto do atual trabalho,

A seguir sera considerado o problema da determinacio do vetor de controle étimo
u(t) para o sistema descrito por

& = Az + Byu (2.10)

e o indice de desempenho a ser minimizado é dado por
J= / (z'Qz + u'Ru)dt (2.11)
0

Entre as diferentes técnicas para a solugéo deste tipo de problema, serd apresen-
tada a que se baseia no Segundo Método de Lyapunov.

Para uma grande classe de sisternas de controle, pode-se mostrar uma relagio
direta entre as fungdes de Lyapunov e os indices de desempenho quadraticos usados
na sintese de sistemas de controle 6timo. Inicialmente a técnica de Lyapunov sera
utilizada para a solugdo de problemas de otimizagio em um caso simples, conhecido
como o problema de otimizagdo de pardmetros e em seguida, serd discutida uma
relacdo direta entre as fungdes de Lyapunov e os indices de desempenho quadraticos.

2.4 Problema de Otimizacao de Parametros

Considere o sistema

T = Az (2.12)

onde todos os autovalores de A tém parte real negativa, ou seja, a origem z = 0 é
assintoticamente estdvel {4 é uma matriz estdvel). Suponha que a matriz A envolve
parametros ajustdveis. Deseja-se minimizar o seguinte indice de desempenho

J = jo 2'Qz dt (2.13)

onde ) € uma matriz real, simétrica e definida positiva (ou semidefinida positiva).
O problema se resume em determinar os valores dos parametros ajustiveis de modo
a minimizar o indice de desempenho. Sera mostrado que uma funcio de Lyapunov
pode efetivamente ser usada na solugdo deste problema. Suponha que

'Qz = ——%(I’Px) (2.14)
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onde P é uma matriz real, simétrica e definida positiva. Entao, obtém-se

2'Qr = —i'Pz-—z'Pz (2.15)
= —z'A'Pzr—2'PAx (2.16)
= —¢'(A'P+ PA) (2.17)

Pelo Segundo Método de Lyapunov sabe-se que para um dado () existe umna matriz

P, se A for estavel, tal que
AP+PA+Q =0 (2.18)

Portanto, pode-se determinar os elementos de P a partir desta equagao.
O indice de desempenho J pode ser calculado como

7= ¥ Qs = —2'Pz :° = —2'(c0)Pz(c0) + #'(0)P2(0)  (2.19)

Como todos os autovalores de A tém parte real negativa, temos z(oc) - 0. Portanto,
obtém-se :
J = z'(0)Pz(0) (2.20)
Assim, o indice de desempenho J pode ser cbtido em termos da condigao inicial z(0)
e de P, que esta relacionado com A e () pela equacdo (2.18). Se, por exemplo, um
parametro do sistema deve ser ajustado para minimizar o indice de desempenho J,
entdo isto pode ser conseguido minimizando-se 2’(0)Pz(0) em relagio ao pardmetro
em questdo. Como z(0) é a condigdo inicial dada e @ também é dado, P é uma
funcdo dos elementos de A. Portanto, este processo de minimizacio resultard no
valor 6timo do parametro ajustavel.

E importante notar que o valor étimo deste parédmetro depende, em geral, da
condigao inicial z(0).

EXEMPLO

Considere o sistema visto na figura seguinte. Determine o valor da razdo de
amortecimento ¢ > 0 de tal forma que, quando o sistema é sujeito a uma entrada
em degrau unitério r{t)=1, o seguinte indice de desempenho é minimizado:

J = /0+ (€? + pe?)dt (> 0)

onde o sinal de erro € é dado por e = r — ¢. O sistema é suposto estar inicialmente

em repouso.
Da figura (2.2), obtém-se:

C(s) _ 1
R(s) ~ s24+2(s+1
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s(s +2()

Figura 2.2: Sistema de Controle

ou

c+2(c+ec=r

Em termos do sinal de erro, obtemos:
E+2(é+e=7F+2r

Uma vez que a entrada r(t) é uma entrada em degrau unitério, temos #(07) =
0, #(0%) = 0. Dai, para ¢t > 0%, temos:

E+20é+e=0, e0f)=1, ¢0")=0

Agora definimos as varidveis de estado, como segue:

T =€
Tg = €
Entao a equacgido de estado se torna:
r = Az
onde 01
A= [ -1 -2 }

O indice de desempenho J pode ser reescrito como:

e [Tz ety e {002 2
J—-/g+(e +;ze)dt—j£+(xl—§-p:r:2)dt
_ e 10 Iy . =,
—'/o+[$1 $2][0#}[$2:!dtm/0+$det

= 2]=15] a5 b

onde
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Uma vez que A é uma matriz estavel, com referéncia a equagio (2.20), o valor de J

pode ser dado por
J = z'(07)Pz(01)

onde P é determinado de
AP+PA+Q=0

A equagao anterior pode ser reeescrita como:

6 -1 {Pn Pzz}_i_ P11 P12 0 L j_t-1 0
1 —2C || prz P2 Pz P22 -1 -2( 0 —u

Esta equagao resulta nas seguintes trés equagdes :

—2p12 = =1
P11~ 2(p12 —paz =0
2p12 — 4(pa2 = —p

Resolvendo estas trés equagdes em relagio a p;;, obtemos:

P__[Pn PIZ}W{C"{‘%E %}
= = 1 1
Piz P22 3 ff-
O indice de desempenho J pode ser dado por
1 .
J = 2'(61)Pz(0%) = (¢ + —%Cﬁ)xf(e)*) + z(0F)z,(0F) + %—”mg((ﬁ)

Substituindo as condigdes iniciais #:{(0%) = 1, e z2(0%) = 0 nesta tltima equacio ,
obtemos:

I+ p
_C.%WZZM
. . oJ '
Para minimizar J em relacdo a (, faz-se ER =0, ou
aJ 1+p
5 =T 4(2 =0

Isto produz

V91t p

(= -

2

Assim, o valor 6timo de ¢ é /1 + /2. Por exemplo, se u = 1, entdo o valor étimo
de ¢ é v/2/2 = 0, T07.
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2.5 Controle Otimo Linear Quadratico

Por conveniéncia reescreveremos o problema de controle 6timo em questio. Dado
o sistema dindmico

z=Azx+Byu , z(0)=x (2.21)

determine a matriz K do vetor de controle
u(t) = ~Kz(t) (2.22)

que minimiza o indice de desempenho
J= f (z'Qz + v'Ru)dt (2.23)
0

onde ¢ é uma matriz real, simétrica e definida positiva (ou semidefinida positiva) e
R uma matriz real, simétrica e definida positiva. Note que o termo em u da equagio
anterior se relaciona com o gasto de energia dos sinais de controle. As matrizes Qe
R determinam a velocidade de estabilizacio e o esforgo de controle, respectivamente.
Neste problema supdem-se que o vetor de controle u(t) nao sofre restrigdes.

Se os elementos da matriz K sio determinados de forma a minimizar o indice
de desempenho, entdo u(t) = —Kz(t) é 6timo para qualquer estado inicial z(0). O
diagrama de blocos mostrando a configuragio étima é visto na figura seguinte.

&= Az + Byu -

—K*

Figura 2.3: Configuragio Otima

Resolvendo o problema de otimizacdo através da substituicio da equagio (2.22)
na equacao (2.21) obtém-se:

& =Ar~ B;Kr=(A— BK)z (2.24)

Nas deducbes seguintes, supde-se que a matriz (A — ByK) é estével, ou seja, que os
autovalores de (A — B;K) tém parte real negativa.
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Substituindo-se a equagio (2.22) na equagio (2.23), obtém-se

J = ]0 “l¢'Qz + (K2 R(-Kz)] dt (2.25)
= /; “(#'Qz + ' K'RKz) dt (2.26)
= fo " 2(Q + K'RK)e dt (2.27)

Seguindo o modelo discutido anteriormente para resolugio do problema de otimi-
zagao de parametros, faz-se

2(Q + K'RK)z = hgg(m'}’z) (2.28)

Entao, obtém-se

£{Q+ K'RK)z = —i'Pz~2'Pi (2.29)

~[(A — ByK)z]'Pz ~ 2'P[(A ~ By K)z] (2.30)

= —[2'(A— B;K) Pz — 2'P(A - B,K)z] (2.31)

Como (2.32) vale para qualquer z, entéo
(A-B:K)YP+ P(A— BK) = —(Q + K’'RK) (2.33)

Pelo Segundo Métode de Lyapunov, se (A — B, K ) € uma matriz estdvel, existe uma
matriz definida positiva P, que satisfaz a equacio (2.33). Entdo usando a mesma
técnica empregada na dedugio da equagéo (2.20) e notando que, com a estabilidade,
z{co) = 0, o indice de desempenho pode ser escrito como

J = z[ Pz (2.34)

Para obter a solu¢do do problema de controle étimo linear quadratico, procede-se
da seguinte forma: como anteriormente, definindo R = D'D, a equacéo (2.33) pode
ser escrita como

(A'= K'By)P + P(A— ByK) + Q + K'(D'D)K =0 (2.35)
A'P+PA—K'ByP — PB,K+Q+K'(D'D)K =0 (2.36)
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gue pode ser reescrita como

AP+ PA+Q+[(D'D)K — B,PY(D'D)"*[(D'D)K — B.P)
—PBy(D'D) ' BLP = 0 (2.37)

Minimizar J em rela¢ao a K equivale a minimizar
#[(D'D)K — B,P}(D'D)"[(D'D)K — B,P)z (2.38)

com relagdo a K. Ja que esta iltima expresséo é nao negativa, o0 minimo ocorre na
igualdade com zero, ou seja, quando

(D'D)K — BjP = 0 (2.39)
(D'D)K = BLP (2.40)

K = (D'D)y'BP (2.41)

K = R'BiP (2.42)

A equagdo (2.42) fornece a matriz étima K~. Assim, a lei de controle 6timo
para o problema de controle linear quadratico com indice de desempenho dado pela
equacdo (2.23) é

u(t) = —Kz(t) = ~R ' By Pz(t) (2.43)

A matriz P na equagao (2.42) deve satisfazer a equagdo (2.33), ou a seguinte equacéo
AP+ PA~PBR'B,P+Q=0 (2.44)

A equagdo matricial ndo linear (2.44) é chamada de equacio de Riccati e é uma
equagdo de central importéncia em Teoria de Controle. Permite determinar o ga-
nho de realimentagio 6timo K = R~!B}P que minimiza o indice de desempenho
quadratico.

Resumindo, o Problema. Linear Quadratico (PLQ) pode ser assim formulado:

J = minf (z'Qz + ' Ru) dt (2.45)
v Jo
sujeitoa & = Az + Byu , z(0) = zo
u = —Kzr (2.46)

onde = Q' >0e R= R >0, e sua solugao cléssica fornece
K =R'B,P (2.47)
com P calculado a partir da equagao de Riccati

AP+ PA—PBR'BIP+ Q=0 (2.48)
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2.6 Solucao Via Analise Convexa

Neste ponto, um método para solugdo do Problema Linear Quadrético (PLQ),
baseado em Programagio Convexa, é apresentado. Para sistemas precisamente co-
nhecidos, sem restrigdes adicionais sobre o controle, obiém-se exatamente a mesma
solugao que a obtida via equagdo de Riccati. Na verdade resolve-se, usando um
algoritmo de planos de corte, condi¢bes convexas equivalentes & equagio de Riccati.
Gragas & convexidade, com este método podem ser consideradas restrigdes adicionais
ao Problema Linear Quadrético, como incertezas paramétricas, descentralizagoes,
etc...

2.6.1 Definicao do Problema

Considere o sistema linear continuo no tempo dado por:

r = Az + Biw+ Bau
u = —Kz (2.49)
z = Cz+ Du

onde z € R" é o vetor de estado, u € R™ é o vetor de controle, w € R é o
vetor de distirbios e 2 € ™ € o vetor de saida. Todas as matrizes sdo conhecidas
e tém dimensbes apropriadas. Além disso, assumimos D'D > 0 (ou seja, todos
os controles devem ser ponderados positivamente) e também C’D = 0 (chamada
hipdtese de ortogonalidade, indica que o sinal de saida observado z tem uma parte
que s6 depende do estado e outra, independente desta, afetada apenas pelo controle;
poderia ser relaxada com pequenas modificagdes nos resultados). Definindo A, =
A—B;K e(Cy=C~— DK esupondo que o ganho de controle K € calculado de tal
forma que Ay € assintoticamente estavel, a funcdo de transferéncia de w para z é
dada por (veja figura 2.4):

1w Z

—-K

Figura 2.4: Diagrama de Blocos
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Fay

H(s)= Culsl — Ad)"' By (2.50)
Dado z(t) € R" Vt € (—o0,+00), diz-se que z € L se

f_ c: 2 ()2 dt < oo (2.51)

Neste caso, z(t) é dito “quadraticamente integravel”. Podemos entio definir a se-
guinte norma para VY z(t) € £, no dominio do tempo

el = [ a(tya(t) at (2.52)
= [ el at | (2.53)
e no dominio da freqiiéncia
el = [ 2y [ [ a(uye du] ai (2.54)
- .2}77 ST awee dt]'x(jw) dw (2.55)
= 5 [ a(=jw)z(iw) dv (2.56)
= o [7 a(jurativ) dw (2.57)

Assim a norma H; pode ser definida, no dominio da freqiiéncia, para uma matriz
de transferéncia estavel H(s), s = jw como!

1 feo -

2 c )

|83 = 5= [ Tr {(H(w) H(jw)}dw (2.58)
n J—co

e a mesma estd relacionada com sinais exégenos os quais sdo fixos ou tém um es-

pectro de poténcia conhecido. A norma H; também pode ser calculada da seguinte

maneira [10]: seja L. o Gramiano de controlabilidade de (Aa, B1) e Ly o Gramiano
de observabilidade de (Cy, Au), entao

AgL.+ LA+ BB, =0 (2.59)

AGL, + LoAg + CLCa =0 (2.60)

e a norma H; é dada por

n
1Tr () é a funcio trago, isto é, Tr (A4) = z G5

iz}
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1H1; = Tr (CaL.Ch) = Tr (BIL.By) (2.61)

Denotando por X o conjunto de todos os ganhos de controle de realimentacao
de estado K € R™*" tais que Ay seja assintoticamente estavel, o problema pode ser
estabelecido como segue

(P1) min {|H]}: K € K} (2.62)

Considerando o espago paramétrico dos elementos do ganho de realimentacdo de
estado, nota-se que esse problema tem uma geometria complicada. De fato, nem
a fungio objetivo, nem K sdo convexos com respeito a K. Entretanto, é bastante
conhecido [1] que a solugéo étima de (P;) é dada por

K = (D'D)'B.P (2.63)

onde P € """ ¢ a tnica solugao simétrica definida positiva da equacao de Riccati

AP+ PA—~PByD'DY'BIP+C'C=0 (2.64)

e como visto anteriormente, esta é a solucio 6tima do Problema Linear Quadratico

(PLQ) dado por

minf (£'C'Ca + «'D' Du) dt
v Jo
(P2) (2.65)
t=Az+Byu , «(0)=x
Apesar do ganho étimo nio depender da condigio inicial g, 0 valor da funcdo
objetivo acima € tal que

J* =z, P (2.66)

Por outro lado, {2.64) pode ser reescrito em malha fechada (lembrando-se que
C'D = 0) como

(A- BKYP+ P(A~ B;K) + (C — DK)(C — DK) = 0 (2.67)

e conclui-se de (2.60) que P = L, e | H|l2 = J* se B, B! = z¢z). E importante notar
que existe uma relacio entre as condigdes necessirias de otimalidade de (P1) e (P2).
As condigdes necessirias de otimalidade de (Py) podermn ser obtidas, considerando-se
o seguinte problema:

n}{i’n Tr (CuL.CY)
‘ (2.68)
sujeito a AgL, + LA, + BB =0
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definindo Ag € R™*" uma varidvel dual associada & restricio anterior, tém-se:

min Tr (CuaLeCl) + Tr [Ao(AaLe + LAy + By B)]

(2.69)

Entretanto, o conjunto de restrigbes é simétrico, o que implica em Ag = A}. Assim,
como o Lagrangeano é L = Tr (CyL.C}) + Tr {Ao(AuL. + L. A’ + B, B})], tem-se:

o
dAo

o
OAp

oL
oL,

ac
0L,

ac
OK

oL
9K

oL
0K

= AaL.+ LAY+ BB, =0

= Al Ay + AgAy + CCIC;I =0—=Ag=1,

= Tr{(C—~ DK)L(C — DKY]+ Tr {Ao[(A - B;K)L.
+L(A~ B,K) + B,B!])

= Tr{(CL.LC'~CL.K'D'— DKL.C' + DKL.K'D)
+Tr [Ao(AL. ~ B;K L. + L.A'— L.K'B, + B, B)]

= 2D'DKL, - 2B,AoL. = 0

= 2(D’'D)K — BiAg)L. =0

(2.70)

(2.71)

(2.72)

(2.73)

(2.76)
(2.77)

(2.78)
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Assim, as condigBes necessirias de otimalidade ficam na forma:

® AuL. + LAY + BB, = 0 (2.79)
L A:;ILO -} LOA(:I + C;gccl =0 (2‘80)
¢ [K ~ (D'D)'BiL,|L. =0 (2.81)

E ébvio que para L. ndo singular, a tnica solugio possivel é dada por (2.63), que
€ a solugdio 6tima do problema (Py), independente da condicio inicial z4. De (2.79),
conclui-se que L. > 0 se o par (Ay, Bj) for observével. Uma condicio suficiente para
que isso ocorra, independente de K € K, é que o rank (B:1) = n (portanto, I > 7).
Esta condigio é assumida neste trabalho.

2.6.2 Principais Resultados

Esta secéo apresenta alguns resultados tedricos [21], no sentido de resolver (P1)
usando Programagdo Convexa. Da discussio anterior, estd claro que nao se pode
trabalhar diretamente no espaco paramétrico gerado pelos elementos de K, pois
© mesmo apresenta uma geometria muito complicada. Para esta finalidade nés

introduzimos as seguintes matrizes aumentadas F ¢ RPXP p Emined € Jpxm

F:[‘g‘ “582}, G:[H (2.82)
bem como as matrizes Q € R2*?, B € RP*? dadas por
BB, © c'c 0
Qm{ ‘0’0}, Rx[ 0 D,D] (2.83)

Definindo o conjunto C; como sendo -
CGE{W=W20: v[FWLWF+Qlv<0, V v c ®? £0 : G'v =0} (2.84)

onde W € RP** ¢ particionada da seguinte forma

(2.85)

[

W! W,

com W) = W, ¢ gnx» definida positiva, W, € ™™ e W3 € R™*™_ temn.ge:
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Teorema 2.1 As seguintes afirmagdes sio verdadeiras 121};

a}) C; é um conjunto convexo;

b) O par (A, B;) é estabilizével se e somente se C; # 0. No caso afirmativo,
V W € (;, um ganho de controle estabilizante serd dado por K = WiW ™,

c) Para um W* ¢ C,, existe um hiperplano que separa W* de Cs.

O

Prova: Item a) vem do fato de C; ser definido como a intersecdo de um nimero
infinito de restri¢des lineares. Para provar o item b), primeiro suponha que (A, By)
é estabilizével. Neste caso, K # @ e existe um ganho de realimentacio K € X e uma
matriz simétrica definida positiva L. € R"*" tais que

Aal. + LAl = —B,B] {2.86)
Conseglientemente, também existe W > L_ > 0 que verifica
AaW + WA, + BB, <0 (2.87)
Lembrando-se que A, = A— B, K , € desenvolvendo (2.87) tem-se para todo = € R
' [AW + WA — B KW — WK'B, + BiB]z <0 (2.88)
Como V v € R? tal que G'v = 0, pode ser escrito na forma v = [ 2 10 }, entio,
¢ facil verificar a partir de (2.88) que a matriz W
we] ] s
pertence a C,. Isto prova a necessidade.
Para provar a suficiéncia, considera-se v € R° na forma o = [ D ]

Utilizando-se um W € C; particionado como em (2.85), tem-se

U’[FW + WF’ + Q]U -_-5 :z'[AWl -+ WlA’ - BzWé e WQB; -+ BIB;]CC‘

= 2'[(A—- B,W,W,Hw, + Wi(A - BW, Wty
_ +B1Bllz <0 ' (2.90)
A iltima inequagdo implica que o ganho K = W]W,? estabiliza o par (4, B2).
Isto conclui a prova do item b). O item ¢) decorre do fato que C; é um conjunto
convexo [17].

1
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Baseados nos resuitados anteriores, é importante notar que, como K é o conjunto
de todos os ganhos de controle de realimentacao de estado, existe uma relacac direta

entre K e C;
KeKes K=WW':We( (2.91)

Conseqgiientemente, com os resultados do Teorema 2.1, é possivel trabalhar dire-
tamente no conjunto convexo Cy, superando a ndo convexidade do conjunto X.

Teorema 2.2 A solugdo 6tima de (P3) (ou equivalentemente, de (P32)) é dada pela
solucdo do seguinte problema convexo [21]

(Ps) min {Tr (BW) : W€ Gy} (2.92)

Sendo W sua solugéo dtima, entdo K* = W;W[! resolve (P1) e Tr (RW*) = J*.

Prova: Do Teorema 2.1, estd claro que K* = W)W, ! € K e deseja-se provar que
K* minimiza a norma H,. Primeiro, serd provado que para V W € (,, tem-se
|H|I2 < Tr (RW). Note que para qualquer W pertencente a G, Wi é definida
positiva e

(A— B K)W; + Wi(A—-B:K) + BiB; <0 (2.93)

Assim, conclui-se que W) > L. (veja (2.59)). Por outro lado, usando os resultados
de [10} (veja equacdo (2.61)), o fato de W > 0 implicar em W3 > WiW, W, e a
condicéo de ortogonalidade ('D = 0, obtém-se

IHll; = Tr{(C~ DK)L(C - DK)'} (2.94)
< Tr {(C - DEYWi(C — DKY'} (2.95)
< Tr {CWAC + DWW 'W,D'} ~ (2.96)
< Tr{RW}, YWe( (2.97)

A inequagdo acima é a chave para a obtencao do resultado desejado. De fato, a
mesma implica, juntamente com (2.91), que J* < Tr {RW},V W € C; e, como
pode ser verificado, a igualdade ocorre para

L. LK
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onde K = (D'D)"'B;P, P = L, ¢ a solugio definida positiva da equacdo de Riccati
(2.64) e L. é a solugdo da equagdo de Lyapunov (2.59). Agora, é facil notar que
K* = WiW;?! produz o ganho étimo e

min {Tr (BW) : We G } = Tr (BW*) = Tr (C4L.C)) = J*. (2.99)

Isto conclui a prova do Teorema 2.2,

O

Algumas observagbes devem ser feitas. A primeira estd relacionada com o fato
da solucao de (P3) ser tnica. Sendo convexo (mas ndo estritamente convexo),
poderia ser possivel que sua solugio Stima ndo fosse dnica, uma vez que ganhos de
realimentacao de estado diferentes poderiam ser gerados. Felizmente, este fato nio
ocorre. Para provar isto, suponha que W* e W € C; (com W= # W) geram dois
ganhos de realimentagdo de estado diferentes, sendo que Tr {R(W — W*)} = 0.
Com K associado a W, determinando a fungéo de transferéncia H(s), usando (2.97)
e considerando que (P1) admite somente uma solucdo obtém-se

J =min {|H]} : K€K} < |H} < Tr(RBW)  (2.100)

0 que € impossivel, desde que por hipStese J* = Tr (RW*).

A segunda observagio ¢ sobre a geometria de (P3). Foi provado que o PLQ é
equivalente a um problema convexo definido em um espago paramétrico especial (0s
elementos da matriz W € C;). Este fato é de grande importéncia desde que (Ps)
pode ser resolvido por métodos nurméricos eficientes disponiveis na literatura (veja
por exemplo o algoritmo proposto em [12]).

2.6.3 Procedimento Numérico

Esta secdo mostra um esbogo do algoritmo para a resolugio do problema (P3)
isto é

?

min  {Tr (RW) : W€ G} (2.101)

o qual seréd estudado com detalhes no capitulo 4.

O procedimento numérico seguinte é baseado no Teorema 2.1. De fato, para
cada W ¢ Cy, é uma tarefa simples [12] determinar uma matriz o(W,) e um escalar
B(W,}, que definem um hiperplano que separa W, de C;. Entdo é possivel aplicar
uma técnica de linearizagio externa, que sempre converge para solugio étima global
[6] e [18]. O algoritmo fica:

Wiya = arg min {Tr (RW) : W € 1} o (2.102)
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G =0 N{W : BW) + (a(W), W) < —¢ } (2.103)
C? dado

onde € > 0 é um pardmetro suficientemente pequeno usado para tornar a solugio
estritamente menor e C§ O Cs.



Capitulo 3

Analise e Sintese Via
Desigualdades Matriciais
Convexas

3.1 Introducao

Come visto nos capitulos 1 e 2, as equagbes matriciais de Lyapunov e Riccati
tém, de longa data, um papel muito importante no estudo de sistemas dindmicos.
Delas derivam importantes propriedades relativas & estabilidade e a existéncia de
um controle de realimentagio de estado com caracterfsticas de otimalidade para os
sistemas lineares.

Ainda, como visto anteriormente, a abordagem indireta estabelecida por Lya-
punov [20] no fim do século passado, permite o estudo da estabilidade de sistemas,
mesmo nao-lineares, sem impor a resolucio das equagdes diferenciais que regem seu
comportamento dinadmico. No caso especifico de sisternas lineares, a solugio defi-
nida positiva da equagio matricial de Lyapunov estabelece condicbes necessirias e
suficientes para a estabilidade assintética.

Nos anos 80, as funcdes quadraticas de Lyapunov permitiram a anglise de sis-
temas incertos e a sintese de controladores robustos, baseados no conceito de es-
tabilidade quadrética, isto é, na existéncia de uma mesma matriz definida positiva
assegurando a estabilidade de todo um dominio de incertezas. Ainda do ponto de
vista da analise de sistemas lineares, a estabilidade de um politopo de matrizes
também pode ser estudada através de inequagoes matriciais de Lyapunov [4].

Do ponto de vista numérico, a solugio de uma equacao de Lyapunov conta
hoje com métodos eficientes, baseados principalmente em decomposicdes de Schur
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(para detalhes, veja [16] e [19]). Entretanto, em problemas priticos, é necessario
muitas vezes manipular um conjunto de desigualdades matriciais de Lyapunov, que
deve admitir uma mesma matriz definida positiva como solugao, e atualmente nio
existern métodos algébricos capazes de realizar essa tarefa. Na verdade, existem
imimeros problemas de andlise e controle de sistemas que podem ser abordados
via inequagdes matriciais lineares (em inglés, LMI) [8], e grande esforco tem sido
dispendido na solucio numérica desse conjunto de desigualdades [7].

Por outro lado, a sintese de reguladores lineares de realimentacio de estado
com caracteristicas de otimalidade, derivada da solugdo definida positiva de uma
equagao matricial de Riccati — Problema Linear Quadratico, tem sido um dos
pontos altos da Teoria de Controle desde os anos 60 [veja Capitulo 2]. Indmeros
trabalhos surgiram, sobre a resolucio numérica das equacoes de Riccati e também
sobre propriedades inerentes & sua solucio (veja por exemplo a compilacio feita, por
Jamshidi [14]). Entre outras propriedades, vale relembrar que a solugio definida
positiva da equagéo de Riccati também se constitui numa matriz de Lyapunov para
o sistema em malha fechada. No capitulo anterior, utilizando-se uma manipulacio
adequada do espago de parametros e uma formulagéo aumentada, mostrou-se que
a solugido do problema de controle 4timo H, pode ser também obtida via andlise
convexa, igualando-se (sob determinadas condigdes) & solugio classica, a partir da
equagao de Riccati. Um conjunto de trabalhos tem surgido, desde 1989, tratando
do tema Andlise Convexa [7], [12] e [21], aplicado tanto a problemas de controle
cldssicos quanto a problemas de controle robusto, permitindo a inclusio de diversas
especificagdes adicionais. Atualmente, o universo de problemas de controle tratados
via desigualdades matriciais é bastante significativo, justificando o investimento em
métodos numéricos para sua resolucao.

Este trabalho propde um método baseado em planos de corte, para a solucio
de equagdes de Lyapunov e de Riccati. Escolhendo-se adequadamente um critério,
mostra-se que a solugdo exata dessas equagdes pode ser obtida através dos algoritmos
propostos. Além disso, a formulacio permite o tratamento de problemas descritos
por um conjunto de desigualdades matriciais, como a estabilizacdo de um politopo
de matrizes, a pré-especificacio de uma matriz de covariancia para o sistema [23] ou
mesmo a descentralizacio do controle.

3.2 Preliminares
O sistema linear em estudo é descrito pelas equagdes de estado

(3.1)
u = —Kz
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onde z € R" é o vetor de estado e u € R™ ¢ o vetor de controle. Em relagao
a sistemas auténomos, a estabilidade assintética do sistema descrito por uma dada
matriz A estd diretamente associada ao fato de seus autovalores pertencerem ao serni-
plano complexo esquerdo. O chamado Teorema de Lyapunov coloca esta mesma
condigdo em termos da existéncia de uma certa matriz simétrica definida positiva.
Por questdes de simplicidade, reescreveremos o Teorema 1.4.

Teorema 1.4 Considerando o sistema descrito por
&= Az (3.2)

onde z € R* é o vetor de estado e A € R"*" é uma matriz constante. Uma condigdo
necessaria e suficiente para que o estado de equilibrio z = 0 seja assintoticamente
estavel de forma global é que, dada uma matriz real, simétrica e definida positiva
(, exista uma tinica matriz real, simétrica e definida positiva P, tal que

AP+PA+Q=0 (3.3)
0

Como visto no capitulo 1, a partir da solugdo P = P’ > 0, uma fungéo quadratica
de Lyapunov V(z) = 2’Pz permite verificar a estabilidade do sistema. Note que o
Teorema anterior trata apenas de um procedimento de anélise do sistema auténomo
(3.2). Em relagio ao sistema (3.1), é necessario definir um procedimento de sintese,
que forneca um ganho estabilizante K, segundo algum critério bem definido. Este
resultado pode ser obtido a partir do Problema Linear Quadratico.

Baseando-se no capitulo 2, considere Q = Q' > 0, R=R >0 e o seguinte
problema de otimizacio dindmica:

| Ix;%n[) (2'Qz + u'Ru) dt (34)
sujeito a (3.1). A solugéo é dada por
K=R'BP (3.5)
onde P=P' >0éa solugéo-da equagio de Riccati
AP+ PA—PB,R'B\P+Q=0 (3.6)

Neste capitulo, aspectos envolvendo a resolugio da equagao (3.6) e sua extensio
para tratar da estabilizagio quadratica de um politopo de matrizes serio discutidos.
Ainda em relagfo as equagdes (3.3) e (3.6), embora exista um grande nimero
de métodos numéricos especializados na sua resolugdo, nenhum deles pode ser facil-
mente estendido ao caso de sistemas incertos, e é muito comuim, em casos praticos,
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ocorrer alguma incerteza paramétrica. A secio a seguir coloca a questao de incerte-
zas presentes na matriz A, tanto em termos de anélise quanto em termos de sintese.
Em outras palavras, estende os resultados estabelecidos pelas equagdes de Lyapu-
nov e de Riccati para o caso de sistemas incertos, tratando assim um conjunto de
desigualdades matriciais.

3.3 Solugao Via Abordagem Convexa

Esta secdo mostra como as equacdes de Riccati e de Lyapunov podem ser resol-
vidas via Analise Convexa, estendendo os resultados para o caso de sistemas com
incertezas na matriz dindmica A. Uma das descri¢gdes mais comuns para incerteza
paramétrica é feita através da definicio de um dominio poliedral convexo, ou seja,
define-se o dominio A como _

Aé{A:AmiﬁAi,&aniﬁzl} (3.7)

gl

Em outras palavras, qualquer matriz A € A se escreve como a combinacio convexa
de matrizes vértices Aj;, definidas a partir dos valores mdximo e minimo de cada
pardmetro incerto em A. O total de vértices é dado por N = 2%ne_onde n;,. é o
nimero de parametros incertos em A. Esta familia de matrizes A € A é chamada
de politopo de matrizes. O fato de A ser um politopo € explicado pela observacio
de que se A; é a matriz que corresponde ao i-ésimo ponto extremo do conjunto de

incertezas, entao
A = conv{A4,, A,,- - yAn'} (3.8)

onde conv € a casca convexa.

Esta descri¢do de incerteza, de ordem bastante geral, representa politopos defi-
nidos por matrizes extremas, que podem por exemplo ter sido obtidas a partir da
linearizagao de um sistema nao linear em varios pontos de operacio [8].

A questdo de estabilidade para A € A4, ou seja, para sistemas incertos, pode ser
definida como segue.

Definicao 3.1 Considere um sistema incerto, com A € A conforme definido em
(3.7). O sistema é quadraticamente estavel se existir uma mesma rmatriz de Lyapu-
nov P = P’ > 0 tal que

AP+PA<D, YAcA (3.9

Como a condigio de Lyapunov (3.9) é afim em A, pode-se estabelecer o seguinte’
Teorema.:
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Teorema 3.1 Considere o conjunto de inequacdes matriciais
AP+ PA;, < -Q t=1.---N (3.10)

para alguma matriz ¢ = Q' > 0. Entao, o conjunto de matrizes 4 € 4 é quadrati-
camente estavel se e somente se existe uma mesma matriz P = P’ > 0 que soluciona
as IV desigualdades.

]
Prova:
Suficiéncia - Multiplicando-se cada uma das desigualdades por & >0
§Li(A1P + PA;) < -6Q
AP + PAy)) < —
62( 2 : 2) §2Q (311)
Ev(ANP + PAy) < —£nQ
fazendo a somade 1l a N
E(ALP + PA;) + &(ALP + PA)+ -+ (AP + PAN) < (3.12)
~&1Q — &Q — - —nQ
N N
GIAIP + PA) < 3 &0 (3.13)
=1 i=1

N N
e sabendo-se que A € A se escreve como Z A e Z £ =1, temos

=1 i=1

(EN: &Af)’P + P (é E:-A;) <-Q (3.14)

i=1

AP+PAL-Q, VAc A | (3.15)

Necessidade - Para qualquer A € 4, A’P + PA < —Q.
Em particular, a expressio deve ser verificada nos vértices, implicando (3.10).

0
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Em outras palavras, o resultado do Teorema anterior estabelece que, em dominio
de incerteza do tipo poliedral, basta que se verifiquem as condigoes de estabilidade
nos vértices.

Obviamente, 0 Teorema 3.1 apresenta uma condigio suficiente para a estabilidade
das matrizes A € A, j4 que exige a mesma matriz de Lyapunov assegurando a
estabilidade para todo o dominio de incertezas. Porém, como se trata de sistemas
incertos, esse resultado, conhecido corno estabilidade quadratica, é um dos poucos
existentes [4].

Um ponto importante a ressaltar é que o conjunto de inequagdes representados
por {3.10) é conhecido como inequacdes matriciais lineares (em inglés, LMI - Linear
Matrix Inequalities). Para alguns casos especiais, existe um solucdo analitica, mas
em geral estes conjuntos de desigualdades matriciais podem ser resolvidos numeri-
camente de maneira bastante eficaz. Em muitos casos, tais inequagbes podem ser
resolvidas em um tempo comparavel ao requerido para resolver o mesmo mimero de
equagdes de Lyapunov. Entretanto, o caso em estudo nao possui solugdo analitica,
exigindo portanto métodos niimericos que trabalhem com inequacbes matriciais con-
vexas (neste caso em particular, lineares). '

O proximo Teorema apresenta uma condicio necessiria e suficiente para a esta-
bilizabilidade quadratica do sistema descrito por (3.1}, com A € A.

Teorema 3.2 O sistema (3.1) é quadraticamente estabilizdvel se e somente se para
algum R = R'>0e Q=@ > 0 o conjunto de inequacdes

AW+ WA+ WQW < B,R™'B,  i=1.--N (3.16)

admite uma mesma solugdo W = W’ > 0. No caso afirmativo, o ganho K é dado
por

K=R'Bjw™ (3.17)
e a matriz de Lyapunov para o sistema em malha fechada é dada por P = W-L

&

Prova:
Suficiéncia - Note que, multiplicando-se (3.16) & esquerda e & direita por W1t e
fazendo P = W™, obtém-se um conjunto de N desigualdades de Riccati, isto é,

WA+ AW + Q< W'B,RIB,W™! ;, 1=1---N (3.18)
com W-1=PpP
AlP + PA; — PBR'BIP+(Q <0 y t=1---N (3.19)
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que, manipuladas adequa,dasﬁente, com K = R'B,P, fornecem
(Ai— BKY P+ P(A; —BK)+ K'RK+Q <0 (3.20)

e, multiplicando por T, &, concluj-se que para todo A € A, com Ay £A- B:K
uP + PAy; < —(K'RK + Q) (3.21)

Portanto, Ay € quadraticamente estivel.
Para a necessidade, suponha a existéncia de K € ™" ¢ P = P' > { tais que

(A—B;K)YP+P(A—BK)+ K'RK +Q <0 (3.22)
para todo A € 4. Resolvendo
AP - K'BiP+PA—PB,K+K'RK+Q<0 (3.23)
para K = R™'B, P, tem-se
A'P — PB,R™'ByP + PA~ PB,R'B,P + PByR'RR'B,P+Q <0 (3.24)
AP+ PA~PBR'BP+Q<0 (3.25)
com P = W~ para qualquer A € 4, e em particular nos vértices, tem-se
AW+ WA - WBR'BW1+Q <0 (3.26)
Multiplicando-se & esquerda e & direita por W, obtem-se
AW + WA+ WQW < B,R'B] (3.27)
E assim o Teorema 3.2 foi provado.

0O

Um comentério muito importante deve ser feito a respeito do Teorema 3.2. Ao
contrario da equagdo de Riccati tradicional (3.6), as desigualdades expressas em
(3.16) sdo convexas, e portanto a solucio W comum as N inequagbes pode ser
obtida por exemplo através de um Método de Planos de Corte. Os algoritmos que
serao apresentados mais adiante sio adequados tanto & solugio de um conjunto de
desigualdades de Lyapunov (3.10) quanto & solugio do problema de estabilizabilidade
quadratica expresso pela condigdo do Teorema 3.2.

O Teorema a seguir resolve o problema de analise de sistemas incertos auténomos.
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Teorema 3.3 Para uma matriz @ = @' > 0 dada, considere o seguinte problema
de otimizacio:

min {Tr (P) : P=P >0, AP+PA<-Q |, 1=1---N} (3.28)
As seguintes afirmacdes sdo verdadeiras:

a) O problema (3.28) é convexo.
b) Para N = 1, sua solugao é igual & solugio da equacio de Lyapunov (3.3).

c¢) Para Fy ndo factivel, existe sempre um hiperplano que separa £y do conjunto
de solucdes factiveis.

0

Prova: O item a) é imediato, pois trata-se da minimizacio de um critério linear
sujeito a um conjunto de restrigdes convexas, e o item c) decorre desse fato. Para
provar o item b), note que se Py, resolve a equagio de Lyapunov para uma matriz Q =
@' > 0 dada, entéo, subtraindo de A/ P+PA < -Q a equagao A'PrL+PLA+Q =0,
tem-se _

A(P—-P)+(P-PIA<LOD (3.29)

implicando P— P, > 0 e P > P se A é assintoticamente estdvel. Como o problema
(3.28) é convexo, seu étimo global fornece o minimo valor para Ir (P), ou seja, a
menor soma de autovalores para P factivel. Conclui-se portanto que P = Py.

]

Alguns comentérios em relagao ao Teorema (3.3) se fazem necessirios. Note
que qualquer P factivel constitui-se numa matriz de Lyapunov para o sistema, e
portanto a escolha do critério é arbitriria desde que a convexidade seja mantida.
Além disso, no caso V = 1, pode-se mostrar (de maneira analoga & prova do item b)
do Teorema 3.3) que qualquer critério do tipo Tr (SP), com § = §' > 0 (S é uma
matriz de ponderacdo), fornece como solucio étima P = Fr. Para o estudo em
questao adota-se S = I, ou seja, Tr (P).

E claro que a resolucdo do problema (3.28) constitui-se apenas em um método
de andlise de estabilidade do sistema auténomo (3.2), para 4 € A. O Teorema 3.4,
a seguir, estabelece resultado similar para a sintese de um ganho quadraticamente
estabilizante, usando o conjunto de desigualdades do tipo Riccati (3.18).

Antes porém, facamos apelo a dois pontos importantes, a serem usados na
seqiiéncia. O primeiro deles é a definigdo de subgradiente de uma funcio.
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Definicio 3.2 Considere o funcional f(-) : R**™ — R. Diz-se que p é um
subgradiente de f no ponto X se VY € Rnxm

FY)2f(X)+{(pmY~-X) (3.30)

Note que, se a expressdo (3.30) é satisfeita para quaisquer X,Y pertencentes ao
dominio da fung¢do, entdo f é convexa (veja a figura 3.1).

Ay

Y

X Y
Figura 3.1: Subgradiente

O segundo ponto é o seguinte:

Teorema de Athans Dada a funcio f(X) : R™™ — R, Se for possivel
escrever

X +eAX)=f(X)+eTr {M'(X)AX} (3.31)
com ¢ — ( para YV AX € R™*" entio
Vxf(X) = M(X) (3.32)

Assim temos o seguinte Teorema:

Teorema 3.4 Para matrizes @ = Q' > 0 e R= R > 0 dadas, considere o seguinte
problema de otimizagéo:

min Tr (W) (3.33)

sujeito a
W =W >0 (3.34)
AW+ WA+ WQW < B,R™B, , i=1.--N (3.35)

As seguintes afirmacoes sio verdadeiras:
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a) O problema (3.33)-(3.35) é convexo.

b) Para N = 1, sua solucdo W € tal que P = W1 ¢ a soluciio da equacio de
Riccati (3.6).

¢) Para W, ndo factivel, existe sempre um hiperplano que separa W, do conjunto
de solugdes factiveis.

Prova: Para provar a convexidade de (3.33), utiliza-se a forma complementar de
Schur dada por

W-l<ol VIS [W I

IaI]ZO’W>G {3.36)
Note que o conjunto dos pares (W, o) que satisfazem (3.36) é um conjunto convexo
(tal fato pode ser facilmente verificado a partir do lado direito da equivaléncia).
Usando agora o lado esquerdo, a relagdo € mantida se considerarmos o traco das
matrizes, definindo assim um epigrafo convexo para a fungio Tr (W~'). Como
o epigrafo de uma fungdo é convexo se e somente se esta também for convexa,
conclui-se que (3.33) é um critério convexo. Finalmente, como a intersecio das
desigualdades dadas por (3.34)-(3.35) define um conjunto convexo em W (note que
o termo quadrético envolvendo W tem sinal positivo e que @ = @' > 0), o item a)
esta provado.

Para demonstrar o item b), parte-se do fato que com N = 1, a solucio do pro-
blema linear quadratico classico pode ser obtida a partir da solucio da minimizacéo
de Tr (P) sujeita & equagao de Riccati (3.6). Com P = W~! a equivaléncia entre os
dois problemas é imediata.

O item c) pode ser provado a partir da expansao em primeira ordem

(W + eAW) ™ = X 4 ¢v | (3.37)

onde, multiplicando-se (3.37) & esquerda por (W + eAW), obtém-se

(W + eAW) (W + eAW)™! 2 (W + AW) (X + €Y) (3.38)
I = WX+ WY +eAWX 4+ AWY  (3.39)
I =2 WX+ )+eAWX | (3.40)
I = WX+e(WY+AWX) (3.41)
e assim determinam-se X =W™'e Y = -WIAWW-L
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Portanto

(W+eAW) = W™ — W (AW)W™! (3.42)
Da convexidade de Tr (W~1) e utilizando a defini¢io de funcio convexa decor-

rente da equagdo (3.30), segue que !, para W e W, quaisquer, simétricas e definidas
positivas, vale a desigualdade

(W) > T (weh) + (-wy?, W—Wo ) (3.43)

onde o lado direito da expressdo (3.43) € a equagdo do hiperplano suporte da funcio
Tr (W~') calculado no ponto W = Wy, e —W;? é o gradiente no mesmo ponto,
calculado através do Teorema de Athans visto anteriormente.

Calculando-se o gradiente da fungio Tr (W'} no ponto W, tem-se

Tr(Wo + eAW) ™" 2 Tr (Wy! — W' AWW,) (3.44)
conforme definido anteriormente. Assim
Tr(Wol = W AWWGY) = Tr (W) — eTr (Wi lAWWSY)  (3.45)
= Tr (Wy') 4+ eTr (W5 AW) (3.46)
portanto o gradiente serd —W; 2, pois W é simétrica.

O Teorema esta entao demonstrado.
1

O Teorema 3.4 apresenta um dos resultados fundamentais deste trabalho, forne-
cendo também (através do calculo do hiperplano suporte da funcio objetivo, equacio
(3.33)) subsidios para a solugdo numérica do conjunto de inequagdes de Riccati. O
problema de otimizagéo a ser resolvido pode ser descrito de maneira tal que a funcio
objetivo seja linear. Assim

min ¢ (3.47)
(W, o)
T (W) <o (3.48)
W=W>d (3.49)
AW+ WAL WQW < B,RB, | i=1.--N (3.50)

Ou seja, o par (W, o) deve pertencer a um conjunto convexo, denotado G , formado
pela intersecéo dos conjuntos convexos definidos pelas restricoes (3.48)-(3.50). Note
que o conjunto foi “fechado”, através da escolha de um escalar € > 0 suficientemente
pequeno na expressao (3.49).

Y AB) 21y {A’B) denota produto interno.
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3.3.1 Controle Descentralizado

Restrigoes adicionais sobre os elementos da matriz W podem ser facilmente im-
postas, permitindo por exemplo a solucdo do problema de controle descentraliza-
do [9].

Supondo B; bloco diagonal, um ganho de realimentagio de estado bloco diagonal
pode ser obtido impondo-se sobre W a estrutura

Wl 1_
W,
Wp = * (3.51)

Warm

de forma que
Kp = RT'BW;! (3.52)

possua a estrutura desejada.

3.4 Caélculo dos Hiperplanos Suporte

Sabemos, da teoria de conjuntos convexos, que dado um elemento W, que nao
pertence a um determinado conjunto convexo, sempre é possivel calcular um hiper-
plano que separa W, deste conjunto convexo; sendo que os conjuntos convexos G e
D em estudo sdo definidos por

N N
G6ENG e DEND (3.53)
=1 (31
com .
Gi={W=W >el : 0;(W)<0} , (3.54)
onde -
(W) =AW + WA+ WQW — B,R™' B, (3.55)
para o problema (3.47)-(3.50), e
D;={P=P >c : ¥(P)<0} (3.56)
com

para o Teorema 3.3. O escalar € > 0 que aparece nas definicées dos conjuntos
¢ escolhido arbitrariamente pequeno, para garantir que as matrizes P e W sejam
estrifamente definidas positivas.
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Nos algoritmos que se encontram na proxima segio, & cada iteracio, calculamos
os hiperplanos separadores a partir de todas as restrigdes violadas do conjunto de
restri¢des. Neste ponto, o calculo do hiperplano suporte sera realizado para todas as
restricbes utilizadas nos algoritmos desenvolvidos. Porém, antes temos que definir o
que vem a ser hiperplano suporte.

Pela definigdo 3.2, sabemos que para um funcional f(-) : ®**™ — R convexo,
se 3 pu tal que

FX)Z2f(X)+ (s ¥ -X) VXY g™ (3.58)
entao o hiperplano suporte da funcéo f () calculado no ponto X é
FX)+{p Y-X) (3.59)

onde y é um subgradiente da fun¢ao no ponto. Observe que se o funcional f () for
diferenciavel, p é o gradiente no ponto X.

Assim, para as restrigbes utilizadas nos programas desenvolvidos tém-se os se-
guintes hiperplanos suportes (o indice “i” das fungbes © (-) e ¥ (-) foi omitido):

a) P=P >¢l

P=P >¢ > —-P<—cl

~P < —e] <= Apar (=P) < —¢ (3.60)
fP(P) & Aoz (—P) = hex &P (3.61)

Dado Py = P tal que Ay 2 Amaz (—Fa) > —e (restrigao violada), tem-se

—Pyze = Moz, onde zg é um autovetor normalizado associado

ac autovalor Xg
“-’E'gpaio = AoZgZo = Ap = fr(Fo) (3.62)

fr(P) 2 zo{~P)zo
> zo(~P)zo + 26(— Po)wo — z4(—Fo)zo

> $6(~Pg)$o + iL‘{)[-"P e (—Pg)].’ﬂg
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Tp(P) = fp(FPo) + Tr [—zozl(P — Ry)]

2 fp(Bo)+ (—zozg , P — Ry) (3.63)

Assim, para a restricao P = P’ > ¢ tem-se
fe(P) 2 fp(Po) + (—zozg , P — Po) (3.64)

b) U(P)=A'P+PA+Q<0

U(P)= AP+ PA+ Q<0 = Ao U(P) <0 (3.65)
F4(P) & Mnas U(pP) = | Iﬁaic . ¥ (P)z (3.66)

Dado F, tal que g £ Aoz ¥(Fo) > 0, tem-se

U(F)zo = MAoZo, onde x4 é um autovetor normalizado associado ao

autovalor Ag

¥ (Fo)zo = Aozgzo = do = fo(Pp) (3.67)

fe(P) 2 z%(P)zo

v

2oV (P)zo + 2oV (Po)zo — 2hU( Py)xo

v

2o ¥ (Po)zo + 2 [¥(P) — U(Ry)]zo

v

zoW(Po)xo + z5[(A'P + PA4 Q) — (AP + P A + @)zo

24U (Po)zo + Zh[( AP — Po) + (P — Po)Alro

Y

A%

v

v

fe(Po) +{ 2z0z0A", P~ Ry ) (3.68)
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Assim, para a restricio AP+ PA+ Q <0 tem-se

c) O(W) =AW + WA + WQW — § <0, S2 B,RB]
OW) = AW + WA + WQW - § <0 <= hnos OW) <0 (3.70)

Fo(W) & Aoz O(W) = Wi ='O(W)z (3.71)

Dado W, tal que Xg 2 Amaz ©(W5) > 0, tem-se

O(Wo)zo = Xozo, onde z¢ é um autovetor normalizado associado ao

autovalor Ay
.’Eé@(WU)&’:g = /\Q:Eéxg = )\g = f@(Wg) (372)
fe(W) > zy0(W)a,

2 ZCB@(W)SEQ -+ xé@(WQ)mﬁ - Ié@(Wg)mg

IV

2@ (Wo)zo + zo[O(W) — B(Wy)]zo

v

+WoQ@Ws ~ S)zo

v

“WQQWO}EO

v

WWQQW{]].’L'U} (373)

Note que
(W = Wo)Q(W — Wo) = WQW — WQW, — WoQW + We@QW,  (3.74)

Somando-se e subtraindo WyQW,, e levando-se em conta que o termo qua-
dratico é sempre maior ou igual a zero, tem-se

WQW — WoQWo + WeQW, + WoQWo — WQW, — WoQW >0 (3.75)
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e portanto
WOW — WoQW,e > WQW, + WoQW — 2W,@GW, (3.76)
Retornando a expressae de fg (), tem-se

fo(W) > zh®(Wo)zo+ Tr {zh[2A(W — Wo) + WQW, + WoQW
—'QWOQWO]-'BB

v

2@ (Wo)zo + Tr {zozh[2A(W — Wo) + 2WoQW — 2W,oQWo]}

v

T@(Wo)zo + Tt {zozp[2A(W — Wo) + 2WeQ(W — W,)]}
> zg®(Wo)zo + Tt [2z0zh{A + WeQ)(W — Wh)]}
> fo(Wo) +( 2(A" + QWo)eozh , W — W ) (3.77)

Assim, para a restricio AW + WA+ WQW — B,R™'B;, <0 tem-se

fo(W) 2 fo(Wo) + ( 2(A" + QWo)zozy , W —Wo ) (3.78)

d) Tr( W) <o

Este item ja teve o hiperplano suporte calculado no Teorema 3.4 parte c).
Assim, para a restri¢io acima tem-se

Te (W) > Tr(Weh) + (—We2, W— W) (3.79)

isto é
fw(W) 2 fw(Wo) +{ —-W5?, W-Wy ) (3.80)

E claro que para um conjunto de restricdes do tipo 0,;(W) < 0,0u ¥;(P) <0
para ¢ = 1,---, /N, pode-se fazer uma analise similar utilizando-se

)& max A[6;(W)] e A2 max A[¥(P)] (3.81)

Fims NN =1, N

e entdo calcular o hiperplano suporte para o indice A = A;., onde i* resolve a
maximizacao. '
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Note que hiperplanos separadores poderiam ser calculados de maneira similar, a
partir de todos os autovalores que violarem as restrigdes.

Nas implementages, & cada iteragdo, todas as restricdes violadas foram incor-
poradas ao politopo de restrigbes ao invés de se trabalhar apenas com a restrigdo
mais violada.

Com os resultados desenvolvidos ao longo deste capitulo, podemos implementar
um algoritmo de planos de corte especializado para os problema de andlise de es-
tabilidade de um politopo de matrizes e também para o problema de estabilizacao
quadratica a partir de uma generalizagio convexa da equagio de Riccati.



Capitulo 4

Solucao Numeérica e Exemplos

4.1 Introducao

Este capitulo dedica-se a exposicdo dos algoritmos utilizados na analise de es-
tabilidade de politopo de matrizes e na sintese de controle de realimentacao de
estado para sistemas incertos, este dltimo, explorando uma manipulacao algébrica
da equagao de Riccati. Alguns exemplos numéricos ilustrativos serdo apresentados.

4.2 Métodos de Planos de Corte

A idéia central dos Métodos de Planos de Corte é a de resolver uma série de
programas lineares, cujas solu¢des convergem para a solugdo do problema original.
Estes métodos geram hiperplanos que aproximam gradativamente o conjunto de
solugdes factiveis, num processo conhecido como linearizagio externa.

Sua principal caracteristica é que trata-se de um método dual, gque caminha de
solucao infactivel em solugao infactivel, piorande o valor da func¢io objetivo a cada
iteragao. Quando, dentro de uma certa precisio, atinge-se uma solucgao factivel, essa
serd a solucdo 6tima do problema original. Entretanto, para que este método seja
utilizado com sucesso, € necessario que o problema a ser tratado seja convexo.

4.2.1 O Algoritmo de Planos de Corte Basico

Considere o seguinte problema
min f(=z)

sujeitoa g'(z) >0 j=1,---,M
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ondez e R e f(:) : R" - R.

O conjunto de restrigdes de desigualdade no problema (4.1) define a regifio
C C ", a qual deve conter todas as solugdes factiveis do problema. Assumindo
que C é nao vazio e limitado, o objetivo é encontrar um algoritmo que solucione
este problema, através da resolucio de uma seqiiéncia de problemas intermediarios,
contruidos a partir de uma aproximagao grosseira da regiso factivel e sucessivos
aprimoramentos da mesma, obtidos pela inclusdo de novas restrigdes [22].

Se o conjunto C ¢ néo vazio e limitado. Entdo, a aproximagio mais simples de C
sera um hiperpoliedro contendo C, isto é, um conjunto Cy dado por

Co={z : EEL)SSIJ{ﬁIzv) y i=1,--, N} (4.2)

onde, caso nao tenham sido previamente definidos, os limites :r:}\: L) € z‘éU) SETao es-
timados de maneira tal a garantir que Cy O C. Esta aproximacio de C serve como
regido factivel para o primeiro sub-problema:

min f(=)
. (4.3)
sujeitoa x € Gy

Suponha que z; seja a solu¢do do problema simplificado. Entdo, duas situacoes
podem ocorrer: ou z; € factivel, isto &, z; € C ou zy é infactivel, ou seja, 1 € Cy
mas z; ¢ C. No primeiro caso, o problema est4 resolvido pois z; € Ce C C Co,
implicando que z; € o ponto minimo do problema original. Se o segundo caso ocorre,
entdo € necessério atualizar a regido aproximada (Cp) de modo a acercar-se ainda
mais da regido factivel do problema original (C). Contudo, observa-se que apesar
de nao ser factivel, z; dé alguma indicagéo da fronteira da regido factivel, ou seja,
a porgao de C préxima de zy, dentro da qual o dtimo restrito pode ser encontrado.
Portanto, esta por¢do de C serd o objeto de estudo.

Uma modificagdo na fronteira de Cp préximo a z; deve ser feita de modo que
& nova regiao aproxime-se ainda mais da fronteira de C. Isto pode ser obtido pela
imposicao de restrigdes adicionais em Cp, que irdo excluir do mesmo z; e sua vizi-
nhanga. O resultado que se obtém devido & adicéo de tais restrigdes (cortes) é a
garantia de que o ponto minimo da regido atualizada estard mais préximo de C do
que z;. A figura (4.1) ilustra graficamente esta idéia.

Na figura (4.1), a drea hachurada é a regido factivel C, enquanto que o con-
junto Co € o poliedro com os seguintes limites: a; < y; < bi,as < yo < by. Se 74
¢ o Stimo para alguma fungo objetivo f(z), sobre o conjunto Cp, entdo este pode
ser melhorado (no sentido de se aproximar mais de C), nas vizinhangas de z;, pela
imposicéo de uma ou mais inequagdes do tipo pj(z) > 0 que irdo cortar alguma
porgao de Cp contendo z;, como mostra a figura (4.2).
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Figura 4.1: Regido factivel aproximada por um hiperpoliedro
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Figura 4.2: Planos de corte
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Se H; for o conjunto
Hy={z : pi(z) 20} (4.4)
entdo a nova regiao aproximada, designada como Cy, seré dada por
C=Cof | Ha (4.5)

Obviamente, C; estara contido em Cp.
A regido reduzida (C;) poderd servir como uma regido factivel para o sub-

problema
min f(=z)

(4.6)
sujeitoa = € G

Como antes, a solugao z, para este problema intermedidrio ou serd a solugio do
problema original ou auxiliard na determinacic do préximo conjunto de inequages
lineares, que ird produzir uma regido C;, ainda menor. Se os cilculos assim conti-
nuarern, e se através de cada conjunto de cortes for assegurado que uma por¢ao nao
vazia de Co foi eliminada, entdo é razodvel concluir que ao longo das iteracdes um
ponto z factivel seja alcangado, sendo conseqiientemente o minimo de f (z) sobre
C. Esta é, de fato, a estratégia basica de uma familia de métodos conhecidos como
“Métodos de Planos de Corte”.

E interessante observar que os Métodos de Planos de Corte diferem apenas na
maneira pela qual uma nova aproximacio do problema é construida, a partir da
solucdo do problema aproximado anterior.

4.2.2 Forma Geral do Algoritmo de Planos de Corte

Os Métodos de Planos de Corte sao aplicados para problemas que tém a seguinte
forma:
min dz

sujeitoa T €C, (4.7)

onde C C R" é um conjunto convexo fechado. Problemas que envolvem minimizacao
de uma fungdo convexa sobre um conjunto convexo, tais como

min fly)
sujeitoa  y € 5, (4.8)

onde S C R"' é um conjunto convexo e f é uma funcio convexa, podem ser
facilmente convertidos para a forma (4.7),

min r
sujeitoa  fly)—r<0 (4.9)
T yeS
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que, com z = (r,y), é um caso especial de (4.7).
O algoritmo de Planos de Corte para o problema (4.7) de uma maneira geral é:
Dado um politopo C; D C

e Passo 1: Minimize ¢z sobre C; obtendo um ponto z4 em Cy. Se z; € C, pare;
xy € 6timo. Caso contrério,

o Passo 2: Encontre um hiperplano Hy que separa o ponto z; de C, isto é,
encontre a; € R*, b; € R tais que:

CCz:aix <b} e 2 € {z:alz > b} (4.10)
Atualize C; para obter 41 incluindo como restricio air < by, ou seja,

Cri1=Cr [ {z:akz < B} (4.11)

Algoritmos especificos diferem principalmente na maneira como o hiperplano
que separa o ponto corrente zx do conjunto de restrigdes C é gerado. Esta escolha é
claramente o aspecto mais importante do algoritmo, pois representa a profundidade
do corte associado com o hiperplano separador. A distancia do hiperplano ao ponto
corrente € que governa o quanto hd de melhoria no novo conjunto de restri¢des, e
portanto com qual velocidade o método converge.

Alguns algoritmos também diferem com respeito a maneira pela qual o politopo
¢ atualizado, uma vez determinado o novo hiperplano. O procedimento mais comum
é, simplesmente, unir a inequacéo linear, associada ac hiperplano, ao politopo de-
terminado anteriormente. Isto produz a melhor atualizacio do conjunto, mas depois
de um nimero elevado de iteracdes, uma quantidade muito grande de inequagdes
esta envolvida no processo, dificultando a evolugio do algoritmo. Assim, em alguns
algoritmos, inequagdes antigas que ndo estio ligadas ao ponto corrente, ou seja, nao
sao ativas, sdo descartadas segundo algum critério. .

Na atualizagdo do politopo, é importante observar que a cada iteragio, mais de
uma restricao pode ser acrescentada, isto é, nao apenas um dnico hiperplano pode
ser determinado, mas sim um conjunto de hiperplanos pode ser acrescentado ao
problema de forma a obter cortes maiores na regio C.

4.2.3 Convergéncia do Método de Planos de Corte

Considere o seguinte problema convexo

min cdz

sujeito a g{z) <0 (4.12)
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onde z € R" e g{z) é uma fungio convexa ndo diferencidvel.
Para g convexo e ndo diferencidvel tem-se a inequagio fundamental abaixo

9(z) Z g(w) + p'(z — w) (4.13)

onde p é um subgradiente de ¢ (-) no ponto w, para quaisquer z e w, sendo a mesma
utilizada na determinacido do hiperplano separador.

Considerando-se as propriedades das func¢des convexas, prova-se que o Método de
Planos de Corte é globalmente convergente (supondo o acréscimo de uma restricio

por iteragao).

Teorema 4.1 Sejam as funcdes convexas ¢;, ¢ = 1,2, --, M, nao diferencidveis, e
suponha que o algoritmo de Planos de Corte gere uma seqiiéncia de pontos {z;}.
Em qualquer ponto limite desta seqiiéncia obtém-se a solugio para o problema

(4.12) [18].
O

Prova: Suponha que {z:}, &£ € K é uma subseqiiéncia de z; convergindo para z*.
Também assumimos que o indice ¢ (que corresponde & adigio de uma nova restrigio
ao politopo) € fixo no decorrer da seqiiéncia. Se k € K, k' € K e k' > k, entéo

g,—(rk) + ,Lé'(ﬁkf - :ck) <0 (4.14)

que implica em
gilzr) < Iw']] llzp — a4l (4.15)

Desde que ||| € limitada com respeito a £ € K, o lado direito de (4.15) vai
para zero quando k e k' fendem a infinito. O lado esquerdo vai para g;(z*). Assim
gi(z™) < 0 e z* é a solugdo factivel para o problema (4.12).

Se f* é o valor 6timo do problema {4.12), entdo 'z, < f* para cada k, uma
vez que z; € obtido via minimizacdo sobre o conjunto C;. Assim, por continuidade,
dz* < f* e portanto 2* é a solugio Stima.

0

Assim como em muitos algoritmos baseados nas concepgoes de programacio line-
ar, a taxa de convergéncia do algoritmo de Planos de Corte nao foi ainda satisfato-
riamente analizada. Estudos preliminares mostram que esses algoritmos convergem
aritmeticamente, isto é, se x* é 6timo, entdo [jzx — z*||* < d/k para alguma cons-
tante d. Este é um tipo de convergéncia extremamente pobre e portanto, pode nao
ser a melhor possivel. De fato ha indicagbes que a convergéncia é na realidade ge-
ométrica, mas com uma razéo que vai para unidade com o aumento da dimensio do
problema. '
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4.2.4 Relacao entre Planos de Corte e Métodos Duais

Em geral, o algoritmo de Planos de Corte pode ser considerade como urma, apli-
cacao ampliada da dualidade na programacao linear; e apesar desse ponto de vista
particularmente ndo ajudar na anilise do método, o mesmo revela a interconexio
entre Planos de Corte e Métodos Duais. O fundamento deste ponto de vista é o fato
de que a regido factivel C pode ser escrita como a intersecdo de todos os semi-espacos

que a contém. Assim
C={z: az <k, icl} (4.16)

onde I é um conjunto de indices (de dimensio infinita), correspondendo a todos os
semi-espagos contendo C. Com C visto desta maneira, o problema (4.7) pode ser
tratado como um problema de programacio linear de dimensio infinita, Correspon-
dendo a este problema linear existe (pelo menos teoricamente) o seguinte problema

dual
max Z w; b,
i€l
sujeitoa Y wia; = ¢ (4.17)
icf
w; 20, 1€l

Escolhendo um subconjunto finito de 1, denotado I, e formando
C={z: az <b;, i T} (4.18)

obtemos um politopo que contém C. Minimizando ¢z sobre esse politopo obtém-se
um ponto e um correspondente subconjunto de restricdes ativas I4. O problema
dual com a restrigio adicional w; = 0 para ¢ € I, terd entdo uma solucio factivel,
mas esta solugido em geral nio seri étima. Assim, a solugao do problema do poli-
topo, corresponde a uma solugio dual factivel, mas nio Stima. Esta observacio é
importante no que diz respeito ao ponto de vista numérico, uma vez que a imple-
mentacdo do Método de Planos de Corte via procedimento dual-simplex dispensa
a necessidade da chamada fase 1. Por esta razio o Método de Planos de Corte
pode ser considerado um método que trabalha em torno da otimalidade do dual de
dimensao infinita.

4.3 Algoritmos

Nesta sec¢io, os algoritmos relativos a resolucdo das Inequagdes de Lyapunov
e Riccati através do Método de Planos de Corte serio apresentados com base no
capitulo 3, onde os hiperplanos suportes utilizados nos algoritmos, foram calculados.
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E interessante ressaltar que um numero varidvel de restricdes é acrescentado a
cada iteracdo, uma vez que os algoritmos aqui descritos trabalham com todas as
restri¢des que violam os testes e ndo somente a restricio mais violada. Note que
com isto, & cada iteragdo um procedimento do tipo fase I do Simplex é necessério.

Outro fator importante que deve ser destacado é o fato dos algoritmos nao a-
presentarem um politopo inicial, isto €, a principio ndo se tem um conjunto de
restrigbes que determinam um conjunto convexo, apenas tem-se um ponto e a partir
deste ponto um politopo comega a ser construido. Em outras palavras, o politopo
inicial é o proprio espago das varidveis do problema.

4.3.1 Inequacdes de Lyapunov

Para o problema (3.28), aqui reescrito

min Tr (P) (4.19)
P=P>¢l (4.20)
AP+PAS—Q , i=1--N (4.21)

onde a fungao objetivo é linear e o conjunto de restrigdes é convexo, tem-se o se-
guinte algeritmo. (D denota o conjunto de matrizes P satisfazendo as restrigées do
problema).

Passo 0: Inicialize o contador de iteracdes £ « 0 e faca P! = —1.

Passo 1:

e Caso P! ¢ D, calcule os hiperplanos que separam P do conjunto D, segundo
as restrigdes violadas (4.20) e/ou (4.21) e atualize o politopo PH*1

M
P =P {(X;, P) < 8}
j=1
onde M ¢é o mimero total de restrigdes violadas, §; é um escalar (ajustdvel segun-
do a restricdo violada) e X; um subgradiente em relagio a P (veja o cdlculo dos
subgradintes no capitulo 3). V4 para o Passo 2.
» Caso P’ € D, pare. P*é a solucio étima do problema (4.19)-(4.21).

Passo 2: Resolva o problema de Programacio Linear

min Tr (P}
(4.22)
suj. a P e Pttt
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e Caso o problema linear anterior seja infactivel, pare. Nio existe P! factivel
para o problema (4.19)-(4.21). Caso contrério, faca £ « £+ 1, e volte ao Passo 1
com P*

4.3.2 Inequacoes de Riccati

Para o problema seguinte

(IIKI}’EI;) o (4.23)

Tr (W) < o (4.24)

W=W >l (4.25)

AW+ WA+ WQW < B,R'B, , i=1---N (4.26)

onde também a fungao objetivo é linear e o conjunto de restricdes é convexo, tem-se
o seguinte algoritmo. (G denota o conjunto de pares (W¢, o) que satisfazem as
restrigbes acima).

Passo 0: Inicialize o contador de iteragdes £ « 0 e o par (W¥,¢%) = (-1, 0).
Passo 1:

o Caso (W*, o) € G, calcule os hiperplanos que separam (W*,o!) do conjunto G
segundo as restrigdes violadas (4.24), (4.25) e/ou (4.26) e atualize o politopo P!

M
P = PP N {( X, W) + o < B} (4.27)
i=1
onde M ¢é o numero de restrigbes violadas, §; é um escalar (ajustivel segundo a
restri¢dio violada) e X;, oy sd0 os subgradientes em relacéo a (W, o) (veja o cdleulo
dos subgradientes no capitulo 3). V4 para o Passo 2.
¢ Caso (W', ¢%) € G, pare. W* é a solucéio étima do problema (4.23)-(4.26), com
ot = Tr ((Wg)"l) e o ganho robusto estabilizante dado por K = R™1B{W -1,

Passo 2: Resolva o problema de Programacio Linear

min o
(4.28)
“suyj. a (W, o) € P!

# Caso o problema linear acima seja infactivel, pare. Ndo existe (W¥, o%) factivel
para o problema (4.23)-(4.26). Caso contrario, faga £ « £ + 1, e volte ao Passo 1
com (W*, o%).
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4.4 Exemplos

A fim de ilustrar a teoria apresentada nos capitulos anteriores foram testados
quatro exemplos dados a seguir.

EXEMPLO 1

Como primeiro exemplo, investiga-se a estabilidade de um sistema precisamente
conhecido, isto €, resolve-se uma equagdo de Lyapunov para @ = 1.

A | 02641 —lade2
T 1 0.8717 —0.7012

obteve-se
2.47504 —1.32341 ]

Fu = { ~1.32341  3.44267

O algoritmo de planos de corte, apds apenas 2 iteragdes, fornece o valor de P

p_| 247504 —132341
| -1.32341  3.44266

praticamente igual ao valor de Py, {|P — P}l = 4.6 x 107° (norma de Frobenius) *.

A figura 4.3 ilustra a evolugdo das varidveis do problema {elementos distintos da
matriz P) ao longo das iteragdes.

Para efeito de anélise de desempenho numérico, varias equacdes de Lyapunov,
de dimensdes diferentes, foram resolvidas. O algoritmo de planocs de corte utilizado
mostrou-se bem inferior a resolu¢do da equacio de Lyapunov (sob o ponto de vista
de demanda de “flops” ou operagbes basicas da maquina). E clare que o desempenho
do algoritmo depende fundamentalmente da resolugdo do Problema Linear associ-
ado. Neste trabalho, utilizou-se um programa padrio de resolugio de problemas
lineares e quadraticos, baseado em condi¢des de otimalidade de Kuhn-Tucker, que
exige fase 1 e portanto tem um desempenho bastante fraco. Um programa dedicado,
com tratamento de restrigdes nao ativas, melhoraria a eficiéncia numérica da solugio
via planos de corte, mas esse nao foi o objetivo principal desse trabalho.

1A norma de Frobenius de uma matriz A é Trv/A'A
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de P
o i

i

elementos

iteragoes
Figura 4.3: Evolugio do algoritmo de planos de corte.
EXEMPLO 2

Este exemplo investiga a estabilidade de duas matrizes, dadas por

—-0.1283  1.2460 —0.3600 -4.2705 —0.7990 -—0.0562
A= —~1.4462 -1.6390 -0.1356 , Ay = 0.9846 —3.7652  0.5135
-0.7012  0.5774 -—2.3493 —0.0449  0.8617 —2.6033

A figura 4.4 mostra o posicionamento dos autovalores de todas as combinagées
convexas do tipo aA; +(1—a)A;. Uma andlise da estabilidade baseada no calculo di-
reto dos auntovalores pode ser extremamente trabalhosa com o aumento da dimensio
do sistema e do dominio de incerteza (mimero de vértices).

A andlise indireta via desigualdades matriciais de Lyapunov, embora condicao a-
penas suficiente para a estabilidade, apresenta-se como a melhor alternativa. Assim,
com & = I, o algoritmo de planos de corte obtém, apds 7 iteracdes,

1.1691  0.3457 -0.2141
P= 0.3457  0.5395 —0.0800
—0.2141 -0.0800 0.2372

que ¢é definida positiva, garantindo a estabilidade quadratica do dominio de incerte-

zas A.



Solugdo Numeérica e Exemplos 61

imag

Figura 4.4: Autovalores de A € 4

EXEMPLO 3

Este problema é retirado de [24]. Trata-se do controle descentralizado de um
manipulador de dois bracos. As matrizes que descrevem o sistema sio dadas por:

(-1 0 0 0 0 0]

0 0 1 0o o0 ¢

4-| 10 -10 ~18 0 0 01
0 6 0 -10 o0 o0

0 0 0 0 0 1

L 0 0 01 10 -10 -2

B,

Il

Co oo oD
-
C OO DO o

b -

€ as matrizes de ponderacio foram escolhidas ¢ =1e R=1. Um controlador cen-
tralizado pode ser obtido utilizando-se a equagdo de Riccati (ou, equivalentemente,
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usando-se o algoritmo de planos de corte):

[ 0.0866 -0.0134  0.0741  0.0007 —0.0007 0.0014
—0.0134 1.5176  0.0491 —-0.0007 0.0145 —0.0001
0.0741  0.0491  0.1528 0.0014 —0.0001  0.0027
0.0007 -0.0007 0.0014 0.0851 -—0.0i19  0.0713
-0.0007  0.0145 -0.0001 —0.0119 1.4886  0.0493
0.0014 -0.0001  0.0027 = 0.0713  0.0493 0.1475

PRic -

Kn — 0.8657 —0.1337 0.7405 0.0073 —0.0073 0.0136
Rie =1 0.0073 —0.0073 0.0136 0.8511 —0.1191 0.7134

A estrutura praticamente desacoplada do sistema (veja matrizes A e B,) permite
supor a existéncia de um controle de realimentacio de estado descentralizado. Note
que os elementos fora do bloco diagonal de Kg;. sio bem pequenos. Entretanto,
a equagdo de Riccati ndo incorpora restrigbes adicionais, como a descentralizagio.
O procedimento propesto neste trabalho possibilita a resolugio do problema de
controle descentralizado, garantindo a estabilidade (veja a subsecgio 3.3.1). Apds
153 iteragoes, obteve-se

[ 0.0876 —0.0139 0.0756 0 0 0
-0.013¢  1.5322 0.0492 0 0 0
pP= 0.0756  0.0492 0.1556 0 0 0
- 0 0 0 0.0861 —0.0124 0.0729
0 0 0 —0.0124 1.5032 0.0494 |
| 0 0 0 0.0729 0.0494 0.1503 |

que fornece o ganho descentralizado

K= 0.8756 —0.1391 0.7560 0 0 0
- 0 0 0 0.8608 -—-0.1244 0.7286

Observe, comparando os tragos de Py, e P, que o ganho descentralizado repre-
senta um custo adicional inferior a 2%.

EXEMPLO 4

E finalmente o 1ltimo exemplo trata do controle de atitude de um satélite [11].
O problema pode ser descrito assim: necessita-se posicionar um sensor cientifico
com muita precisdo. Este sensor precisa ser mantido em um local quieto, isolado
de vibracdes e ruidos elétricos, no corpo principal da antena, que contém gerado-
res de energia, foguetes direcionadores e material de comunicagio. A estrutura do
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Corpo Principal

7AA

T~ Haste

Sensor

Figura 4.5: Satélite

satélite é modelada como duas massas conectadas por uma haste flexivel. Distiirbios
devido a pressdo solar, micrometeoritos e perturbagdes na 6rbita sdo consideradas
despreziveis. Para orientacdo do sensor cientifico é necessario medir-se a atitude do
satélite.

A seguir sera apresentado o modelo linear do sistema, onde considera-se o satélite
como duas massas conectadas por uma haste com constante eldstica k e amorteci-

mento b.
O modelo ¢ baseado nos torques que agem no sistema, dados por:

k rd
: !
a2
oL ( !
|‘\ v A
A all *
b

Figura 4.6: Modelo Linear

T. = torque de controle {u)

Jlél = torque dado pelo momento de inércia do corpo 1

J2f; = torque dado pelo momento de inércia do corpo 2
J10; + b(6y — 0,) + k(1 —6,) =T. (4.29)
Joby + b(6s — ) + k(f, — 6,) = 0 (4.30)

Com os seguintes valores:

h=1 e J =01
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0,09 <k<0,4
[k [k
- < < =~
0,04 TR b < 0,02 1
onde trabalha-se com os valores extremos de k e b.

Escolhendo o vetor de estado:

z'=1[6, 6 6; ;] (4.31)

teremos entao as seguintes equagSes de estado, onde T, = u :

0 1 0 0 0
kb kb 1
p= BT W W o | E Ny (4.32)
£ b k=B 0
\JQ Jzy.fg Jo 3
A B,
y=[100 0]z (4.33)

(7]

Figura 4.7: Autovalores do sistema incerto em malha fechada.

A partir das excursbes dos pardmetros incertos k e b, obtém-se as matrizes ex-
tremas A; que descrevem o poliedro de incertezas. Com @ = I e R = I, o algoritmo
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de planos de corte desenvolvido, apds 131 iteragdes, converge para

94.7766  20.4132 -—-74.2041  52.8757
20.4132 6.9392 —15.9030 9.9017
—74.2041 -15.9030 64.4910 —32.0938
52.8757 9.9017 —32.0938  63.9374

P =

K=[20.4132 6.9392 —15.9030 9.9017]

A figura 4.7 mostra o posicionamento dos autovalores do sistema para as matrizes
incertas A € A (combinadas duas a duas).

Concluindo, os algoritmos desenvolvidos permitem abordar problemas com in-
certezas e/ou restrigdes do tipo descentralizacio do controle.



Conclusao Geral

Este trabalho aborda o estudo de estabilidade de sistemas lineares e o projeto
de controladores de realimentacdo de estado usando Anslise Convexa. A principal
caracteristica da abordagem utilizada é que incertezas paramétricas, pertencentes a
dominios convexos, podem ser facilmente tratadas.

A analise de estabilidade baseia-se na extensao da abordagem via equacdo de
Lyapunov para incorporar a presenca de incertezas no modelo, resultando daf uma
analise de estabilidade quadréatica a partir da existéncia ou nio de uma mesma
matriz de Lyapunov satisfazendo um conjunto de desigualdades matriciais lineares
(LMT’s).

Com respeito a sintese, a partir de manipulacdes da solugio do problema linear
quadratico (equagdo de Riccati), obtém-se desigualdades matriciais convexas que
fornecem um ganho de realimentagio de estado quadraticamente estabilizante e
uma matriz de Lyapunov para o sistema incerto em malha fechada.

Problemas convexos de otimizacio sio entdo propostos, tendo como caracteristica
principal o fato de, na auséncia de incerteza, reproduzir os resultados cldssicos obti-
dos a partir das equagdes de Lyapunov e de Riccati; além disso, permitem a incor-
poragio mediata de restrigdes adicionais como a presenca de incerteza no modelo,
descentralizacdo, matriz de covaridncia pré-especificada e outras mais, desde que
convexas.

Um algoritmo de planos de corte é apresentado para a resolucio numérica dos
problemas, constituindo-se num ferramental de anilise ¢ de sintese de controle ro-
busto para sistemas lineares incertos. Restricdes adicionais convexas podem ser
facilmente incorporadas ao problema. No caso precisamente conhecido, os resul-
tados obtidos reproduzem exatamente os das equagdes de Lyapunov e de Riccati,
embora demandem um esfor¢co computacional muito mais elevado. Uma eficiéncia,
maior poderia ser conseguida utilizando-se um procedimento numérico especializa-
do, mas esse estudo ultrapassa o escopo do atual trabalho, ficando como tema para
pesquisas futuras.
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Apéndice A

O Problema Linear

Um problema de programacéo linear é um problema de minimizagio ou maxi-
mizagao de uma funcdo linear na presenga de restrigdes lineares de igualdade efou
desigualdade.

A.1 Definicoes Basicas

Considere o seguinte problema de programacio linear [5]

minimizar ¢ +  eT2 + -+ c,Tn
sujeitoa  anz1 + @z + -0 4+ Gz, > by Al
anfy + @z + -0 4+ @z, > b (a.1)
3Ty + Ap2Tg ‘+ CRE Gmnln > bm
L1,F2," ", Tn 2 0
Aqui ez + cezs + 0 4+ eux, 6 a fungdo objetivo a ser minimizada e serd

denotada por “Z”, ¢,¢3,--- ¢, sdo os coeficientes de custos e T1,T2,** ", Ty, SHO as
variaveis a serem determinadas. A inequacéo

Za,-jzj Z bi (A2)
g=1

denota a i-ésima restrigio. Os coeficientes a;; parai=1,2,...mej = 1,2,...,n, sa0
chamados coeficientes tecnoldgicos. Esses coeficientes tecnolégicos formam a matriz
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de restrigdes A, dada abaixo:

a3 412 -+ din

Gz1 4z - Ggp
A= ) ) )

dmi1 Gmz *** Qmn

O vetor coluna cujo i-ésimo componente é b;, chamado de vetor do lado direito,
representa o minimo requisito a ser satisfeito. As restrigoes =1, 22, -+, T, > 0 sio
chamadas restrigbes de n&o negatividade. Um conjunto de varidveis z;, z3, - -, z,, sa-
tisfazendo fodas as restri¢des é chamado ponto factivel ou vetor factivel. O conjunto
de todos esses pontos constitul a regido factivel ou o espago factivel.

Usando a terminologia precedente, o problema de programacao linear pode ser
solucionado encontrando-se, entre todos os vetores factiveis, aquele que minimiza
(ou maximiza) a funcao objetivo.

Um dos métodos utilizados para encontrar o ponto étimo é o Método Simplex,
que a grosso modo consiste em passar de solucdo bdsica factivel para solucio bésica
factivel, tentando assim melhorar a fungao objetivo. Este procedimento corresponde
a passar de vértice em vértice, no politopo de restrigdes que define a regifo de
factibilidade, até que o vértice 6timo seja alcancado {quando uma solugao étima de
um problema de programacio linear existe, entdo um ponto étimo extremo também
existe)} [5].

E interessante notar que o método ou converge em um numero finito de passos
para o ponto 6timo, pois o ndmero de vértices do conjunto de restrigdes é limitado,
ou fornece indicagdes de que o problema ¢ ilimitado. Para maiores detalhes veja [5].

A.2 TFormatos Padrao e Candnico

O programa linear pode ser colocado em formas diferentes, porém equivalentes,
através de pequenas manipulagbes. Duas formas importantes sio: a padrdo e a
candnica. Um programa linear € dito estar na forma padrio, se todas as restricdes
sao de igualdade e todas as varidveis sio nao negativas. O método Simplex é aplicado
somente depois do problema ter sido colocado na forma padrio. A forma canénica
€ usada especialmente em dualidade. Um problema de minimizacio estd na forma
candnica se todas as varidveis sio nido negativas e todas as restrigdes sio do tipo
“> 07, e um problema de maximizagio estd na forma canénica se todas as varidveis
sao nao negativas e todas as restrigdes sao do tipo “< 07,
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A.3 Programacao Linear em Notacdo Matricial

Um problema de programac&o linear pode ser colocado numa forma mais conve-
niente usando-se notagdo matricial. Para ilustrar, considere o seguinte problema:

T
min > ciz;
i=1

sujetto a Zaijl'j =b, 1=1,2,---,m
J=1
;20 7=12,---,n

Denotando o vetor linha (¢;, 2, - , ¢n) por €, e considerando os seguintes vetores
colunas x e b, e a matriz A € Rm="

Iy by
Iz b2
T = . b= .
X En &m- d
iz Q12 - Gin
Gzy gz -+ Ga2n
A=
L Q1 Amz o0t Omyp J

O problema acima pode ser reescrito como segue:

min 'z
sujeitoa Az =1b (A.3)
>0

A.4 O Problema Dual

Para cada problema linear, existe sempre um outro problema associado. Es-
te novo problema associado, chamado “dual”, pode ser utilizado para encontrar a
solugao do problema original, chamado “primal”. '

Considerando o problema primal como sendo da forma

min dz
(P) sujeitoa Az>b (A.4)

z2>0
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o problema dual, na sua forma canénica, é definido como

max w'b
(D) sujeitoa wA<L{c (A.5)
w >0

Note que existe exatamente uma variavel dual para cada restricio do problema
primal e uma restrigdo do problema dual para cada variavel do primal.

A.5 Relacao entre Primal e Dual

Considere a forma candnica da dualidade e sejam z4 e wy as solucdes factiveis

do primal e dual, respectivamente. Entio Axg > b, zo > 0, weA < e wy > 0.

Multiplicando-se Azy > b pela esquerda por wy > 0 e & direita de wiA < ¢ por
zo > 0, obtém-se

dzo > wiAzg = whb (A.6)

Lema A.1 O valor da fungéo objetivo para alguma solugio factivel de um problema
de minimizacdo (primal) é sempre maior ou igual ao valor da funcio objetivo para
alguma solugao factivel, de um problema de maximiza¢do (dual). Em particular, o
valor da fungéo objetivo para alguma solugio factivel, de um problema de minimi-
zagdo (primal) fornece um limite superior para o objetivo étimo de um problema de
maximizagao (dual). Da mesma maneira, o valor da funcio objetivo para alguma
solugdo factivel, de um problema de maximizagio (primal) fornece um limite inferior
para o objetivo étimo de um problema de minimizagdo (dual) [5].

O

Coroléario A.1 Se zy e wy sio solugdes factiveis para os problemas primal e dual

de maneira tal que |
dzo = whb (A.T)

entdo zo € wp sao solugdes 6timas dos seus respectivos problemas [5].

A.6 Folgas Complementares

Sejam z* e w* as solucdes 6timas dos problemas primal e dual respectivamente,
ambos na forma candnica. Entio:
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dz* > (w*) Az* > (w*)'b (A.8)

~ s ~ ’ .
Como z* e w* sdo étimos, entio ¢'z* = (w*)'b. Assim

cz” = (w*) Az* = (w*)'b (A.9)

Isto resulta em
(w*) (Az* b)) =0 e (A.10)
[¢ — (w*) A]lz* = 0. (A.11)

Como w* > 0 e Az"—b > 0, entdo (w*)' (Az*—b) = 0 implicaem w (a;z*—b;) = 0
parat = 1,2,---,m, onde q; é a i-ésima linha de A. Similarmente [d—(w*) Alz* =0
implica em [¢; — (w*)'af}x; =0paraj=1,2,-.-,n, onde o’ é a j-ésima coluna de
A. Assim temos o seguinte teorema:

Teorema A.1 (Teorema Fraco de Folgas Complementares)

Se z* e w* sdo solucdes étimas dos problemas primal e dual respectivamente,
ambos na forma canénica, entéo [5]

[e;~(w)dlz} = 0 j=1,---,n e (A.12)
wi(az"—b) = 0 i=1,---.m (A.13)
O

Este é um teorema muito importante. E ébvio que pelo menos um dos dois
termos em cada expressio acima deve ser zero. Em particular,

z; >0 = (w)d =g (A.14)
(wed <c; = ;=0 (A.15)
w; >0 = gz* =} (A.16)

aGz" > b = wi=0 (A.17)
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Este Teorema pode também ser estabelecido como se segue: “se uma variavel em
um problema € positiva, entdo a correspondente restricio no outro problema deve
ser ativa” e “se uma restrigdo em um problema ndo ¢ ativa, entdo a correspondente
variavel no outro problema deve ser zero”.

Suponha que

xn+;=a;m-—b,-20, izl,---,m (AIS)

sejam as “m” varidveis de folga em um problema primal, e
Wny; = G —w'a’ 20, j=1,---,n (A.19)

as “n” varidveis de folga em um problema dual. Entdo, o Teorema de folgas com-
plementares pode ser reescrito como segue (relacionando varidveis de um problema
com as variaveis de folga do outro problema) [5]:

*

m-i—j:() jml?'”)n (A.?O)

E 3

wizy, ;=0 i=1,--+,m (A.21)

]

O que pode ser notado é que se z” e w* sdo factiveis para seus respectivos
problemas e satisfazem as condigdes de folgas complementares, entdo z* e w”™ sao
6timos.

A.7 As Condicoes de Kuhn-Tucker

Nesta segdo serdo apresentadas as condigdes necessirias e suficientes de otimali-
dade de Kuhn-Tucker para o problema de programacio linear.

A.7.1 As Condigoes de Kuhn-Tucker para restricoes de de-
sigualdade

Considere o problema de programacio linear:
min cz
sujeitoa Az > b (A.22)

z=>9
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onde c € 8", b € R™ e a matriz A € R™*"*, Entio z serd a solu¢do do problema
anterior, se existir um vetor v € R" e um vetor w € ™ tais que as seguintes trés
condicoes sejam satisfeitas:

Az > b >0 (A.23)
d—wA-v' =0 w>0, v>0 (A.24)
w'(Az ~b) =0 vz =0 (A.25)

Portanto se as condices anteriores forem satisfeitas, entdo = serd uma solugao
6tima do problema (A.22).

A primeira condicdo (A.23) simplesmente estabelece que o ponto candidato a
étimo deve ser factivel, isto &, ele deve satisfazer as restrigoes do problema. Es-
ta condigdo ¢ usualmente referida como factibilidade primal. A segunda condigio
(A.24) corresponde 3 factibilidade do problema dual. Aqui w e v sdo chamados
de multiplicadores lagrangeanos (ou varidveis duais) correspondendo as restrigoes
Az > be x > 0, respectivamente. F inalmente, a terceira condicio (A.25) é co-
nhecida como condigio das folgas complementares. Se w > 0 e Az > b, entio
w'(Az — b) = 0 se e somente se w; for 0 ou se a i-ésima varidvel de folga for 0.
Similarmente v’z = 0 se e somente se z; ou v; forem 0.

Note que no problema linear, as condi¢bes de Kuhn-Tucker estabelecem condic¢des
necessarias e suficientes de otimalidade. Uma maneira de se chegar 4 solucdo 6tima
do problema é, portanto, resolvendo-se as condigdes de otimalidade de Kuhn-Tucker.
Essa forma seria uma alternativa ao pivoteamento cldssico, caracteristica do Método
Simplex e de seus derivados. Este procedimento também poderia ser adotado, por
exemplo, na resolucio de problemas com critérios quadraticos e restricbes lineares
(problemas convexos).

A.7.2 Interpretacio Geométrica das Condic¢oes de Otima-
lidade

Como mencionado anteriormente, a condicdo (A.23) simplesmente estabelece
que o ponto z deve ser factivel. Agora examinando (A.24) e (A.25) cuidadosamente,
nota-se que, dado um ponto factivel z, imediatamente as restricoes ativas e as nao
ativas podemn ser determinadas, isto é, quais restri¢des se encontram na igualdade
€ quais se encontram na desigualdade estrita. Se uma restricio se encontra na
desigualdade estrita, tal como a;z > b;, entdo a condigio {A.25) requer que w; = 0,
e similarmente se z; > 0 entdo v; = 0. Desde que esse seja o caso, entdo, as condigdes
(A.24) e (A.25) reduzem-se para
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d = wa; + > vsel (A.26)

el JEJ
w20 el
U_,'ZU ]EJ

onde

s I={i:az=05)}éo conjunto de restrigdes ativas;

¢ J={j:z; =0}, éo conjunto de restriges ativas néo negativas;
® ¢;, é um vetor de zeros com excecdo de um 1 na j-ésima posigio.

A partir desta discussio, est4 claro que as condigbes (A.24) e (A.25) reduzem-se
para o simples critériode que ¢, o gradiente da funcio ob jetivo, pode ser representado
como uma combinagdo ndo negativa dos gradientes das restricdes ativas, onde a; é
o gradiente da restricio a;z > b; e e; € o gradiente da restricio z; 2 0. Em outras
palavras, as condigdes de Kuhn-Tucker sdo garantidas se z for factivel, e o gradiente
da funcao objetivo ¢ encontrar-se em um cone gerado pelos gradientes das restrigdes
ativas. Como as condi¢des de Kuhn-Tucker s&0 necessdrias e suficientes, entao um
ponto € timo se e somente se o gradiente da funcio objeto ¢ estiver prescrito nesse
cone, o que pode ser visto na figura seguinte, onde a; e a, sio os gradientes das
restri¢Ges ativas. ‘

Figura A.1: Otimalidade segundo as Condigdes de Kuhn-Tucker



