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RESUMO

Utilizando a teoria de conjuntos poliédricos positivamente invarian-
tes, é estudado o problema de regulagdo robusta de sistemas lineares
incertos, continuos no tempo, considerando restrigdes simétricas nos ve-
tores de estado e controle e dominio de incerteza definido por intervalos
das matrizes A e B do sistema. Para solugio computacional desse pro-
blema é proposta uma abordagem eficiente de programacao linear.

A invariéncia positiva de um poliedro limitado, implica em um bem
definido posicionamento regional dos pélos do sistema. Baseado neste
resultado, é proposto um algoritimo de programacio linear, cujo objetivo
€ determinar uma lei de controle de realimentagio de estados, que ao
tornar um poliedro positivamente invariante, promova o posicionamento
total ou seletivo dos pélos do sistema em uma regiio do plano complexo.

ABSTRACT

Using the theory of positively invariant polyhedral sets, the problem
of robust regulation of uncertain linear continuous-time systems, con-
sidering symmetrical constraints on the state and control vectors and
uncertain domain defined by intervals of A and B matrices, is studied.
For computacional solution of this problem, an efficient linear program-
ming approach is proposed.

The positive invariance of a bounded polyhedron leads to a well de-
fined regional eigenvalue assignment. Based on this result, a linear pro-
gramming algorithm is proprosed, which aims to obtain a feed-back con-
trol law, which by making a polyhedron positively invariant, leads to a
total or partial assignment of the eingenvalues of the system in a regional
of complex plane.
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Capitulo 1

Introducao Geral

Na pratica da engenharia de controle, sistemas lineares sujeitos a restricoes nas
varidveis de estado e/ou controle e incerteza nos parimetros, sdo muito comuns [7].

O projeto de sistemas de controle sujeitos a restricdes poliédricas nas variaveis de
estado efou controle, teve, recentemente, um grande impulso através da. utilizacao
da teoria de poliedros positivamente invariantes [10][20][21]. Um conjunto de estados
positivamente invariante tem a propriedade de que, para qualquer condigdo inicial
pertencente ao conjunto, no tempo ¢ = tg, a trajetéria do sistema permanece dentro
do conjunto para t > fg.

Na aplicagao ao problema de controle sob restricdes serd de interesse principal o
estudo de conjuntos do tipo poliédricos positivamente invariantes, pois as restrigoes
impostas delimitam, em geral, regides poliédricas nos espacos de estado e de contro-
le. O objetivo € encontrar uma lei de controle do tipo realimentacio de estados, que
estabilize assintoticamente o sistema e mantenha a trajetéria do sistema em malha
fechada confinada dentro de um poliedro de comportamento linear. Isto pode ser
obtido fazendo-se com que este poliedro seja positivamente invariante em relacdo ao
sistema em malha fechada, através da satisfagio de duas relacdes matriciais lineares
[2] [3] [10] [20], facilmente solucionadas através de programacio linear. A satis-
facdo destas relagdes por sua vez, implicard em uma alocacdo regional caracteristica
dos autovalores do sistema em malha fechada. Considerando parimetros incertos
para as matrizes A e B do sistema, o conceito de invariancia positiva também se
aplica a regulagéo robusta de sistemnas sujeitos a restricées no estado e no controle
[81[91[11][19].

Neste trabalho, utilizando a teoria de poliedros positivamente invariantes, serao
abordados dois aspectos da regulacio de sistemas lineares continuos no tempo, su-
jeitos a restrigdes no estado e/ou controle e incerteza nos parametros.

Primeiro, considerando incerteza nos parametros do sistema linear, os resultados
para sistemas discretos obtidos por [11], séo extendidos para o problema de regulacio
robusta de um sistema linear continuo no tempo, sujeite a restrices simétricas no
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estado e controle e dominio de pardmetros incertos envolvendo as matrizes A e B.

Em segundo lugar, sem considerar incerteza dos pardmetros e utilizando a pro-
priedade de que a invariancia de um poliedro simétrico implica em uma alocagao
regional dos autovalores, é estudada entdo, a alocacéo regional de pélos. O objetivo
é encontrar um poliedro simétrico e uma matriz de realimentacio de estados que
promova a invariancia deste poliedro, garantindo assim, uma margem de estabilida-
de para o sistema e uma consequente alocacio dos seus autovalores. A partir disso,
através de métodos numéricos, é feita uma alocacio regional parcial dos autovalo-
res, que consiste na resolugio do problema de controle para um sistema de ordem
reduzida, onde serdo alocados apenas os autovalores escolhidos a priori.

Esta dissertacdo estd assim organizada:

O capitulo 2 trata da obten¢éo da invariancia positiva de um poliedro simétrico
limitado através da satisfagao das relacées de invaridncia positiva. E demonstrado
que a invariancia positiva deste poliedro implica num posicionamento regional dos
autovalores do sistema em malha fechada. A invariincia de um poliedro simétrico
nao limitado também € estudada, levando a uma condicio de invariancia do espaco
nulo da matriz dos coeficientes do poliedro (G), que se satisfeita, reduzira o proble-
ma a obtengdo da invaridncia de um poliedro limitado para um sistema de menor
ordem. E apresentado entdo, o problema de regulagio linear com restrigbes (PLR),
que se baseia na obtengéo de uma lei de controle por realimentacio de estados para
sistemas com restrigbes nos seus vetores de estado e/ou controle. Para resolugao des-
te problema, € utilizada uma abordagem simples de programacio linear, facilmente
resolvida pelo método Simplex.

O capitulo 3 ¢ dedicado ao estudo do problema de regulagio linear robusta com

restrigbes (PLRR) onde séo considerados sistemas lineares incertos (4, B}, continuos
no tempo, sujeitos a restrigbes sirnétricas nos seus vetores de estado e controle e
dominio de incerteza definido por intervalos de matrizes, envolvendo parametros de
AeB. :
O capitulo 4 trata do problema de alocagio regional de pélos (PARP) através
do conceito de invaridncia positiva. E demostrado que isto serd possivel através
da obtencao de um poliedro limitado e uma lei de controle que torne este poliedro
positivamente invariante. Seguindo esta abordagem, é estudada entdo, a alocagao
regional parcial de pdlos, que faz uma alocacio seletiva dos autovalores do sistema,
contornando problemas de néo controlabilidade e/ou ganhos altos.



Capitulo 2

Conceitos Preliminares

2.1 Introdugao

Este capitulo trata do problema de regulagio de sistemas sujeitos a restrigbes no
estado e/ou no controle, através da teoria de conjuntos poliédricos positivamente
invariantes. Serd feito entdo, um estudo sobre esta propriedade e sua aplicagio na
solugao do problema de regulacio.

2.2 Poliedros Positivamente Invariantes

Seja o sistema linear, continuo, invariante no tempo, representado pela equacao
de estado:

#(t) = Az(t) + Bu(t); t€[0,00)
(2.1)
u(t) = Fz(t)

onde z(t) € R*, u(t) € R™ A,B e F sio matrizes reais, dimensionadas consistente-
mente e posto(B)= m < n.

Definigao 1 {1]: Um conjunto nio vazio 8 C ®* é um conjunto positivamente
invariante do sistema (2.1) se e somente se para qualquer estado inicial zo € {2, a
trajetéria completa do vetor de estado, z(t), permanece em {2.

Seja o poliedro simétrico S(G,w), definido por:

5(G,w) = {=(t) € R" : —w < Gz(t) < w) (2.2)
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onde G € ™", posto(G)=n; w € R"ew >0,0useja, w; >0 VY i=1..n

Proposigao 1 : O poliedro simétrico (2.2), é um conjunto positivamente invariante
do sistema (2.1), se e somente se existirem matrizes H(h;;) e K(k;;) € R**", com
hi; > 0 para i # j e k;; > 0 para quaisquer i, j, tais que:

(H - K)G = G(A + BF) (2.3)

(H+Kw<0 (2.4)

Esta proposi¢ao corresponde a um resultado apresentado em [2] que é uma vari-
ante direta de resultados apresentados em [3].

Proposigdo 2 [1j: Uma condicio necesséria e suficiente para construir o poliedro
positivamente invariante (2.2) para o sistema (2.1), comw >0 € R e G = P-!
uma matriz dos autovetores generalizados & esquerda de (A + BF), é que todos
autovalores de (A + BF) (reais e complexos), sejam tais que:

Re [A\(A+ BF)]<0 (2.5)

[Re [M(A+ BF)]| 2 [Im [\(A + BF)]| (2.6)

Pr.oposigéo 3 (Lema de Farkas Extendido): As restriges
—p<Uz()<p
onde p >0 € R™, U € R™*", sho satisfeitas para qualquer ponto do poliedro
—w<Tz(t) <w
com w > 0, se e somente se existir uma matriz M € R™*" ta] que:
MT=U" (2.7)
Ml < p (2.8)

Esta proposicdo ¢ uma especializagio trivial para poliedros simétricos de resul-

tados apresentados em [5].

Proposigao 4 : Sejam o sistema (2.1) e o poliedro (2.2). Temos que a invariincia
do poliedro S(G,w), implica que:
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Re [\(A+ BF)] <0 (2.9)
IRe [\(A+ BF)]| > [Im [\(A + BF)]| (2.10)

Prova: Se S(G,w) ¢ invariante com relagio ao sistema (2.1), pela Proposigio 3,0
poliedro correspondente s restrigoes :

—p < MGa(t) < p (2.11)

|Mlw < p (2.12)

com p > (, também ¢é invariante com relacio ao mesmo sistema.

Assumindo M = P~1G1, de (2.11) e (2.12), temos que o poliedro correspondente
as restrigoes
—p<Plz(t)<p (2.13)

[PTIGHw < p (2.14)

também é invariante com relagdo ao sistema (2.1). Assim sendo, escolhendo P!
como a matriz dos autovetores generalizados 3 esquerda de (A + BF ), a Proposicao
2, garante que

Re [\(A+ BF)]<0 (2.15)
|Re [\(A + BF)]| > [Im [\(A + BF)]| (2.16)

Consideremos agora o poliedro ilimitado

S(G,w) = {z(t) e " : —w < Gz{t) < w) (2.17)

onde G € R, w >0 € R", posto(G) =rer < n.

Proposigdo 5[2]: Sejam o sistema (2.1) € o poliedro (2.17). Considere a seguinte
mudanca na base de representacio do sistema:

onde ¢ € R™*" é uma matriz ortogonal tal que
g q

G=GQ=[0 G |; Geg™ (2.19)
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As novas representagbes do sistema (2.1) e do poliedro $(G,w) de (2.17), ficam

#(t) = Az(t) + Bu(t) (2.20)
A:ng:[EZAZZL Ay e R (2.21)
3:QB=[215 B, e g7 (2.22)

2
5@@a:{ﬂnewn—wgéﬂﬂgw} (2.23)

O poliedro (2.17) € positivamente invariante para o sistema (2.1) se e somente
se:

1: Existe uma matriz F; € R™x(n-7) ¢a] que

‘1‘121 + §2F1 =10 (2.24)

2: Existem matrizes £} € R HeK € %, com Hij >0parai#£jeK; >0
para qualsquer 1,j, tais que:

(H = K)Gz = Go(Ags + B Fy) (2.25)

(H+ K)w <0 (2.26)

E importante notar que a equagio (2.24) corresponde a condicio de invaridncia
do espaco nulo de G.

Satisfeita a equagdo (2.24), verificamos que através de (2.25) e (2.26) que o pro-
blema original de obtencéo da invaridncia positiva de S(G,w) para o sistema (2.1)
foi reduzido a obtencdo da invaridncia do poliedro fechado § (ég,&)) para um sistema
de menor ordem representado pelo par (A, E’g) Esta redugdo torna-se extrema-
mente significativa em sistemas de grandes dimensées, com poucas restrigbes, onde
o nimero de variveis é sensivelmente diminuido.
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2.3 Regulagio Otima de Sistemas Sujeitos a Res-
tricoes

Seja o sisterna (2.1) sujeito s seguintes restricdes sobre seus vetores de estado e

controle:
~w<Gr(t) S w (2.27)

—p<ult)<p (2.28)

onde G € R"*" {em posto completo.

Definigéo 2: O problema de regulagio linear com restrigdes (PLR) corresponde a
determinar F' € ®™*", que faz o sistema (2.1) assintoticamente estivel e as restricoes
(2.27) e (2.28) sdo satisfeitas para todo t > 0.

Proposigao 6 [12]: Sejam S(G,w) e S(F, p) conjuntos poliédricos simétricos do R
definidos pelas restrigdes (2.27) e (2.28). Uma matriz F € %" & solugio do PLR
se e somente se as seguintes condigoes sao satisfeitas:

1- S(G,w) é um conjunto poliédrico positivamente invariante do sistema (2.1)
2- S(G!w) - S(F:P)
3- Re [A(A+ BF)]<0

Proposigao 7: Uma matriz F € £™%" tal que
F=MG

é uma solugdo do PLR se M € R™*" & uma solucéo factivel do seguinte conjunto
de restricdes lineares:

(H - K)G = G(A+ BMG) (2.29)
(H+ Kw < —ew (2.30)
[Mlw < py - (231

e>0 | (2.32)

0<~+<1 (2.33)

onde H{hi;) € R**", hi; > O parai+# j, K >0 € R™™ ~ e ¢ sio escalares.
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Esta proposigo resulta diretamente das Proposicoes 1, 3 e 6. Posto(G) = n e as
restrigdes (2.29), (2.30) e (2.32), garantem a estabilidade assintética de (A+ BF).
As restrigdes (2.31),(2.33), garantem que S(G,w) C S(F, p).

Baseado na Proposigio 7 e utilizando a seguinte manipulacio de variaveis em
programacao linear[4]:

M=Mt-M-
IM|=M*+ M~
MtY>0, M~ >0
uma forma facil e eficiente de obter a solugio do PLR. é fazer

F=(M*- MG

onde M* e M~ sio obtidos da solucio do seguinte problema de programacao linear:

H,K,A?}'I,}r‘lr[",sn —et Py
s.a (Hv—K)GmG[A+B(M“‘“mM‘)G]
(H+ Kw < —ew
(2.34)
(M* + M~ )w < py
e>0
0<v<1

onde ¢ é um escalar positivo a ser especificado, o qual corresponde a margem de
estabilidade desejada para o sistema em malha fechada, ou seja,

Re [\(A+ BF)] < —¢ (2.35)

H(hi;) € ", hy; 2 O0parai# j, K >0 € R e P 2 0 é um escalar que pode
ser usado para especificar pesos relativos para a margem de estabilidade ¢ e para o
nivel de esforco de controle vy no indice de desempenho.

Utilizando o produto de Kronecker (®) (Ver Apéndice), o PL matricial (2.34)
pode ser colocado na seguinte forma padrio vetorial:
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h,k,mIP,ln?",sn et L4
oh T
k
(In ® G,) "‘(In & G’) '"(GB ® G’) (GB @ G’) O{rmxi) O(nnxl) mt
5.a (In & LJ’) (In & w’) O(nxmn) O(zzxmn) w O(nxl) m-
O(mxnn} O{ann) (Irn ®wf) (Im @w’) O{mxl) —p €
i A
Onde D(dy;)=GA; ¢>0; 0<~y <1,
b1y ki1 m;f; my diy
h k mi. M d
h = _12 E=| 2 | mt= 2 om = Zlg=]"" :
hnn krm . mrtn m;;n dn.n
h,-jZ()pamz'aéj,k‘-jzf),mfjaﬁ,m;}?_ﬂ (2.36)

0(.x.) é uma matriz com componentes nulos de dimensio (. x.);

Na auséncia das restrigdes sobre o controle (2.28), baseado na Proposicio 1,
uma forma eficiente de obter a matriz de realimentagio de estados F( fij) € ®™x7,
solucao do PLR, é através da solucio do seguinte problema de programacao linear:

f}}}% ;; [ fiil
sa (H-K)G-G(A+BF)=0 (2.37)
(H+ Kw < —ew

hij >0 parai#j, k; >0, Vi, j

Utilizando um artificio comum em programagéo linear [4]:

f"i: s'j'w_ s';
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\fusl = £ + 15
f5205 fiz0

o problema de programagio linear matricial (2.37), pode ser colocado na seguinte
forma padrao vetorial utilizando o Produto de Kronecker.

h‘k{?i?f—[s(lxnn) D Ogixnny L(1xmn) : 1(1xmn)}[h N R fm]

[(L@G’) ~1L,®G) —(GBgL) (G’B@In)} k| o=
(Iﬂ @ w!) (I’ﬂ & w’) O(ﬂxmn) O(n)(mn)

Onde D(d,'j) = GA;

hai k1 fz} i dn
h k > d
- '12 b= ‘12 = f12 = f12 de -12 ;
h’m k”"‘ ﬂtn 'n:n d'n.'rz
hij=0parai#j, k; 20, f£>0, f7>0 (2.38)

0(.x.) é uma matriz com componentes nulos de dimensio (. x .);
1(.x.) € uma matriz com componentes unitarios de dimensao (. x g

2.4 Conclusao

Com base nos conceitos e propriedades da invariancia positiva e do Lemma de
Farkas Extendido, foi demonstrado neste capitulo, que a invaridncia positiva de um
poliedro simétrico limitado, implica em uma alocacio regional dos autovalores do
sistema em malha fechada. Condigdes equivalentes de invaridncia positiva foram
obtidas para poliedros néo limitados, cuja redugéo significativa do sistema, torna
este método de grande importancia para sistemas de grandes dimensées, com poucas
restrigoes, onde o numero de varidveis é sensivelmente diminuido.

O conceito de invaridncia positiva foi entdo aplicado na solugio do problema de
regulagao linear (PLR) para sistemas sujeitos a restri¢bes nos seus vetores de estado
efou controle. Para solugio do PLR foi proposta uma abordagem de programacio
linear matricial, a qual, com base no produto de Kronecker, pode ser facilmente
colocada na sua forma padrao vetorial.



Capitulo 3

Regulacdo Robusta de Sistemas
Lineares Sujeitos a Restricoes no
Estado e Controle

3.1 Introducgao

O problema de regulacio robusta de sistemas lineares discretos no tempo, sujeitos
a restrigdes no estado e controle foi tratado recentemente em Bitsoris e Gravalou [9]
e Carvalho e Milani [11}, utilizando a teoria de poliedros positivamente invariantes
[10]. Bitsoris e Gravalou [9] tratou o problema considerando restrigdes assimétricas
no estado e controle e sistemas incertos (A, B) com dominio de incerteza envolvendo
apenas os parametros da matriz A. Carvalho e Milani [11] propuseram uma abor-
dagem de programacio linear capaz de tratar problemas com restrigdes simétricas
no estado e controle e dominio de incerteza envolvendo paradmetros das matrizes A
e B.

Este capitulo trata o problema de regulagio linear robusta com restricdes, consi-
derando sistemas lineares incertos (A, B), continuos no tempo, sujeitos a restrigdes
simétricas lineares nos vetores de estado e controle ¢ dominio de incerteza definido
por intervalos de matrizes, envolvendo parametros de A e B. Como em [11], para
a solugdo deste problema de regulacio é proposta uma abordagem simples de pro-
gramagéao linear, indicada para sistemas de grande porte com grande nimeros de
pardmetros incertos.

3.2 Formulacao do Problema

Seja o sistema linear, continuo, invariante no tempo, representado pela equacio
de estado,
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z(t) = Az(t) + Bu(t); t€0,00)
3.1)
u(t) = Fz(t)

onde z(t) € R"; u(t) € R™; A, B e F sio matrizes dimensionadas consistentemente
e posto(B) = m < n.
Considere que as varidveis do sistema estio sujeitas s seguintes restricoes :

—w < Gz(t) Sw (3.2)

—p<u(t)<p (3.3)

onde w >0 € R, p > 0 € R™ e posto(G) = n.
Considere também que os pardmetros das matrizes A e B em (3.1) nio sio
perfeitamente conhecidos, podendo assumir qualquer valor no intervalo

(3.4)
BI<B<B, | (3.5)

~onde A;, A, e By, B, sao os limites inferiores e superiores das matrizes A e B res-
pectivamente.

Definigao 3: O problema de regulagdo linear robusta com restricdes (PLRR) a ser
tratado neste trabalho, corresponde a determinar F € R™*" que estabiliza assinto-
ticamente o sistema (3.1) e as restrigdes (3.2) e (3.3) sao respeitadas para qualquer
it 2 0 e qualquer par (A, B) satisfazendo (3.4) (3.5).

3.3 Solucao do PLRR
Sejam A, e B, dz;das por:

. (Al + Au)

T2

' B + B,

B, = g-—‘ig-———) | (3.7)
Entdo qualquer matriz A e B nos intervalos (3.4) e (3.5) podem ser definidas

€omo

A, (3.6)
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A=A, +AA (3.8)
B=B,+AB (3.9)
—As <AA< A5 (3.10)
—~ Bs <AB < B; (3.11)
onde As e B s&o dados por
As = @_%1@ (3.12)
B, ~B
B = '("““T"Q (3.13)

Proposigao 8: Uma matriz F € R™*" tal que
F=MG (3.14)

é solugao do PLRR, se M ¢ solugéo factivel do seguinte conjunto de restricdes :

(H — K)G = G(A, + B,MG) (3.15)

(H + K)w < ~ew — |G|45|G™ |w — |G| Bsp (3.16)
|M|w < py (3.17)

£>0 (3.18)

0<y<1 (3.19)

onde ¢ e y sao escalares, H{h;;) € R**" h;; > O parai+# je K > 0 € R*<.

Prova: Para que a matriz F' = MG seja solucio do PLRR, a Proposicao 7 deve
ser satisfeita para qualquer par (4, + AA, B, + AB) (3.8) e (3.9), com AA e AB
que satisfacam (3.10) e (3.11). Dada uma solugio factivel H, K, M, ¢ e p para
as restrigdes (3.15) a (3.19), pode ser verificado facilmente, que as restrigoes (2.31),
(2.32) e (2.33) da Proposicio 7 sio imediatamente satisfeitas. Para completar a
prova, é necessario mostrar que as restrigdes (2.29) e (2.30) da Proposicio 7 sio

também satisfeitas.
Para qualquer (4, + A4, B, + AB), temos de (2.29)

(H+AH — K — AK)G = G(A, + AA + (B, + AB)MG) (3.20)
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onde AK > 0 e AH(6h;;) tem 6h;; > 0 para i # j.
Substituindo (3.15) em (3.20} e lembrando que G € ™" tem posto completo,
temos que:
(AH - AK)G = G(AA+ ABMG) (3.21)
(AH — AK) = GAAG™' + GABM (3.22)

Assumindo uma solu¢do de norma minima para (3.22), é facil verificar por ins-
pecao que [4]:

(AH+ AK) <|GAAG™! + GABM| (3.23)
Utilizando as propriedades do operador | - |, temos
(AH + AK) <|GAAG™| + |GABM| (3.24)
(AH + AK) < |G||AAJIG™| + |GllAB||M] (3.25)
(AH + AK)w < |Gl|AA]IG w + |Gl|AB||M |w (3.26)

Substituindo (3.10) (3.11) e (3.17) em (3.26) temos:
(AH + AK)w < (Gl A5G |w + |G| Bspry (3.27)
De (3.16), temos que
(H + K)o + |G} 45|G ™ lw +7|G1Bsp < —ew (3.28)
Substituindo (3.27) em (3.28) temos:
(H+ K)w+ (AH + AK)w < —ew (3.29)
ou,

(H+AH+ K+ AK)w < —ew (3.30)

A partir de (3.20) e (3.30), pode ser verificado que as restricées (2.29) e (2.30)
da Proposigido 7 sdo tarnbém satisfeitas.

&

E importante realgar que a Proposi¢éo 8 é uma condigio suficiente, baseada nos
majorantes (3.24) a (3.26) que em alguns casos podem ser muito conservativos.

Baseado na Proposigdo 8 e utilizando a seguinte manipulacio de programacio
linear[4]:

.‘r_

M=M"—-M-
M| =Mt 4+ M-
Mt>0, M- >0

[ —
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uma forma facil e eficiente de resolver o PLRR é tomando,

F=(M*-M)G

(3.31)

onde M* e M~ sao obtidos através do seguinte problema de programcao linear:

min

—&+
HE Mt M~y P

s.a HG - KG — GBoM*G + GBoM~G = GA
Hw+ Kw + |G| Bspy + ew < —|G| A5G w
Mtw+ M w—py<0

e>10

0<~y<1

H(hij)>0vparai#j, K>0, M*>0, M~ >0,

(3.32)

Utilizando o Produto de Kronecker, o PL matricial (3.32} pode ser colocado na

seguinte forma padrio vetorial

min
h?k‘m+ ,m"" ’sf‘y

..e_i_pr};

LeG) ~(I.®G) —(GB®G) (GBo®G) Opuxt) Opmnxa)

s.a (In & w’) I.® W) O{mmm) Onxmn) w lG,ng
O(mxnn) O(mxrm) (Im & w,) (Im ® wf) O(mxl} —p
Onde  D(d;) = GAo; Cleyj) = —|GlAs|G w5 €>0; 0 <y < 1
h1y k11 mj myy dyy
h k By T d
b= :12 k= .12 mt — Myy = My, d= '12 o=
hﬂﬂ kﬂﬂ m;’i{;ﬂ m;n dnﬂ

h,-ja(]pami%j, k;jZO,m?jzg%mi_iZG

F R
k+ iy
m— <ec
m < 0
e =

S A

C1

Cg

: (333)

Cn



Exemplo numérico 16

O(.x.) é uma matriz com componentes nulos de dimensio (. x.);

Pode ser facilmente verificado que o tamanho do problema de programacio linear
(3.32) e consequentemente o esforco computacional necessirio para a sua solucio,
sao diretamente relacionados as dimensdes n, m do sistema (3.1) e completamente
independentes do nimero de pardmetros incertos das matrizes A e B. Esta tltima
caracteristica combinada com existéncia de pacotes computacionais para a solugao
de grandes problemas lineares [13], faz com que a abordagem da programacao linear
(3-31) a (3.32) seja particularmente indicada para sistemas de grande porte (r, m
grandes) com grande nimero de parametros incertos.

3.4 Exemplo numérico
Considere o sistema de terceira ordem

£(t) = Az(t) + Bu(t)

9.10 047 -6.33 9.10 047 -6.33
762 000 756 | <A<|762 000 7.56

onde:

237 -3.53 9.66 2.87 -3.03 10.16
59.69 1.97 —1.68 1.82  3.61
G=|224 ~168 559 ,6 B= 1.24 -3.77
0.00 0.00 1 ~4.91  0.00

B i I
w= I. P P= | 9

A solugdo obtida com o problema de programagio linear (3.33) , com p = 0, é

Fo —0.5336  0.6680 -2.9363
- 6.4877 —0.1455  1.5743

€= 1.4215, v =0.9944

Assumindo agora que o dominio de incerteza também inclue a matriz B

1.82 361 1.82  3.61
124 -371| < B < 1.24 —3.77

—4.96 —0.05 -4.86 0.05
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a solucdo obtida é
0.5681  1.0495 —5.0590 }

4.5190 -0.8271  5.0403
€ =0.7291 , v = 0.7053

|

Para
1.82 3.61 1.82 3.61
1.24 -3.77 < B < 1.24 377
-5.01 —0.10 —-4.81 0.10

a solucao obtida é
e { 0.5098 - 1.0293 —5.0532 ]

4.4160 -0.8627  5.0890
e = 0.0504 , v = 0.6983

Para
1.82 3.61 1.82 3.61
1.24 -3.77 < B < 1.24 -3.77
—5.06 —0.15 —4.76 .15

o programa linear ndo tem solu¢io factivel.

3.5 Conclusao

Foi estudado neste capitulo, o problema de regulagao linear robusta para sistemas
continuos no tempo, considerando restrigdes simétricas lineares tanto nos vetores de
estado quanto nos de controle e dominio de incerteza definido por intervalos de
matrizes A e B. Para solugdo deste problema, uma nova condicio suficiente foi
derivada da teoria de conjuntos poliédricos positivamente invariantes e foi proposto
um algoritimo de programacao linear padrio, que pode ser facilmente resolvido pelo
método Simplex. A indepedéncia do tamanho do problema de programacéo linear
com o numero de parametros incertos e sua forma padrio, faz com que a abordagem
desenvolvida neste capitulo seja particularmente indicada para sistemas de grande
porte com grande numero de parametros incertos.



Capitulo 4

Alocacao Regional de Pélos
Utilizando Poliedros
Positivamente Invariantes

4.1 Introducao

Este capitulo trata da alocacdo regional de pélos utilizando os conceitos de con-
juntos poliédricos positivamente invariantes apresentados no capitulo 2. O objetivo
€ encontrar uma lei de controle que posicione os autovalores em malha fechada em
uma determinada regido admissivel do plano complexo. A propriedade, de que a
invariancia positiva de um poliedro simétrico limitado, implica numa alocacio regi-
onal dos autovalores em malha fechada, é aqui utilizada, de forma que o problema
de alocagéo regional de pélos possa ser resolvido através da obtencio de um poliedro
limitado e uma matriz de controle que torne este poliedro positivamente invariante.
Seguindo a mesma abordagem, é estuda a alocacio regional parcial de pélos, onde
serd feita uma alocagio seletiva dos autovalores do sistema. Um exemplo numérico
ilustrativo é entao apresentado.

4.2 Formulacao do Problema

Seja o sistema linear, continuo, invariante no tempo, representado pela equacio
de estado,

#(t) = Ax(t) + Bu(t); te€[0,00)
(4.1)
u(t) = Fz(t)
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onde z(t) € R", u(t) € R™, o par (A, B) é completamente controlavel, posto(B) =
m < n.

Definigao 4: O problema de alocagio regional de pélos (PARP) a ser tratado
neste trabalho, corresponde a determinar F € R™*" tal que todos os autovalores
do sistema em malha fechada (A + BF) estejam localizados na seguinte regido do
plano complexo:

Re [MA+ BF)] < —¢ | (4.2)
IRe [A\(A+ BF)]| > [Im [\(A+ BF)]| (4.3)

onde € > 0.
A regido do plano complexo correspondente a (4.2) e (4.3), aqui denominada de
“regidao admissivel”, estd representada graficamente na figura (4.1).

Figura 4.1: Regido Admissivel do PARP

A regiao admissivel do PARP corresponde a pélos com maigem de estabilidade ¢
a ser especificada e fator de amortecimento menor ou igual a £2. Embora particular,
esta limitacdo do fator de amortecimento é uma especificacio utilizada em muitos
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casos praticos [14] porque corresponde a um bom comprormisso de tempo de subida,
sobrelevagdo e tempo de estabilizacdo da resposta transitéria do sistema.

4.3 Solucao do PARP

Seja o poliedro limitado

S(Gw)={z(t) e R": ~w < Gz(t) < w) (4.4)

onde w > 0, G € R**" e posto(G) = n.

Proposigdo 9: Considerando o sistema (4.1) e o poliedro (4.4), uma matriz F €
Rmxn € solugao do PARP se for uma solugéo factivel do conjunto de restrigoes :

(H — K)G = G(A + BF) (4.5)

(H+ Kw < —ew _ : (4.6)

onde h;; > 0 para i # j, k; > 0 para quaisquer 7, j, e € > 0.

Note que as condigdes (4.5) e (4.6) se satisfeitas garantem a invariancia positiva
do poliedro 5(G,w) (4.4) e uma margem de estabilidade € para (A + BF).

Prova: E facil verificar que as restrigdes (4.5) e (4.6) podem ser transformadas em
(H — K +el)G = G(A + eI + BF) (4.7)

(H+ K+elw <0 (4.8)

Das Proposi¢oes 2 e 4 na Secio 2.2, temos que:

Re [M(A+cl+ BF)] <0 (4.9)
[Re [MA+el+ BF)]| > [Im [M(A+ eI+ BF))| (4.10)
consequentemente,
Re [\(A+ BF)] < —¢ CRYY
E facil verificar que
|Re [A(A + eI+ BF)}| = |Re [A\(A + BF))|—-¢ (4.12)

lIm [A(A + eI + BF)]| = |Im [A(A + BF)]| (4.13)
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Substituindo (4.12), (4.13) em (4.10), temos:
IR‘eI[A(A + BF)]| > |Im [\(A+ BF)]| (4.14)

De (4.2}, (4.3), (4.11) e (4.14) vemos que a prova esta concluida.Cl

Da Proposigao 9 vemos que a solugio do PARP pode ser transformada em proble-
ma de determinagio de um poliedro limitado S(G,w) (4.4) e uma matriz F € ®™*"
que torna esse poliedro positivamente invariante para o sistema (4.1) com uma mar-
gem de estabilidade ¢ pré-especificada (Re [A(A + BF)] < —¢).

Nos itens seguintes sdo propostos uma forma de obtengio do poliedro S (G,w)e
da matriz de controle F.

4.3.1 Determinagao de S(G,w)

Caso em que n < 2m

Proposigio 10: Dados o sistema (4.1}, w > 0 e ¢ > 0, um poliedro (4.4) pode ser
sempre encontrado, assumindo:

G=GQ (4.15)
-~ L ©

w = {“’1 } (4.17)

W

onde I; € Rln=m)x(n-m) [, ¢ gmxm ,wp € RO-™ L € R™ e as matrizes Qe
(3, sdo obtidas da seguinte forma:

® ( € """ é uma matriz ortogonal que coloca o par (4, B) na forma canénica
de controlabilidade (Ab, Bb), tal que:

, [ Aby Ab
Ab= QAQ' = [ Abu Ab;z} (4.18)
Bb=QB = [ Bobz J : (4.19)

Onde Ab;; € Rir-mIx(n-m) - gp, € Rlr-m)xm  4p, € Rmx(n-—m)
Abgy € R™*™ e Bb, ¢ Pmxm
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o Gy € R™*(™) ¢ uma solugio vidvel do seguinte conjunto de restricdes line-
ares:

Hyy — Ky = —Ab3Go + Abyy (4.20)
(H}} + Kn)u)l < —&W — lAb}z!Wg (421)

Prova: Para que S(G,w) (4.4) seja um poliedro invariante do sistemna (4.1}, pela
Proposicao 1, devemos ter

(H ~— K)G =G(A+ BF) (4.22)
(H+ K)w < —ew (4.23)
com h;; > 0 para i # j e k;; > O para quaisquer 1, 7.
Podemos sempre transformar (4.22) na seguinte forma equivalente
(H - K)GQ' = GQ'Q(A+ BF)Q' (4.24)
Substituindo (4.15), (4.18) € (4.19) em (4.24) temos que:
(H — K)G = G(Ab+ BbFQ') (4.25)

(H+ K)w < —¢ew (4.26)

Assumindo

Hy Hy Ku Kp
H = K =
{ Ha Hp ] ’ [ Kn Kz }

Hll; K € ge(n—m)x(num)
Hys , K2 € Rr—m)xm
Hy , Ky € Rmxin-m)

, K22 € §Rm><m

(4.27)
O=[a @] Qe e Qern

Wy

wm[wl]; w; € RO e W e BT

e substituindo (4.16),(4.18),(4.19) e (4.27) em (4.25) e (4.26), temos que:
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Hy Hip | | Kn K L oy _|[L o Abin Abyp n
Hy Hy, K Ko Ga I Gan I Aby;  Abyy

el @)

(4.28)
U ]+ [ o] s-[a] e
De (4.28) temos que:
(Hu — Ku1) + (Hyz — Ki2)Goy = Abyy (4.30)
His — Kip = Aby, (4.31)
(Ha1 ~ Kn) + (Hyo — K22)Gay = Gy Abyy + Abgy + Bb,F Q! (4.32)
Hyy — Ky = Gy Abiz + Aby, + By, FQ), (4.33)
De (4.29) temos que:
(Hi1 + Ku)wy + (Hiz + Kip)wp < —ewy : (4.34)
(Ha + Ka)wy + (Hoz + Kop)wy € —gws (4.35)

Sem prejuizo da existéncia de solugdo para (4.29), podemos assumir uma solugdo
de norma minima para (4.31). Neste caso é facil verificar que [4]:

Hyz + K3 = |Abyy| (4.36)

Substituindo (4.31),(4.36) em (4.28) e (4.29) respectivamente, temos que
Hy O | Ku O L O n Abyy Abyy Gn O _
Hy Hj Ky Ky Ga I ¢ o 0 I,|
L 0]([Abs o 0 1.1 |
[(;21 IzH_Abn Aan*[Bbz}F[Qf Q?}}‘L (437)

1, 0 0 Aby,
| 0 G21 0 Ablz
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{[gli 11?22} + {ﬁi Igg]}{:::]ﬁ‘f[ﬁ] + IAbml[‘gz] (4.38)

Podemos reduzir (4.37) a:

Hy 0| [Ku 0 ]l[L 0] _
H21 H22 K21 K22 i GfZl 12
_[nL o ][-Ab, o i O]
N {0 e [ 0 Abp | [ o |7 (4:39)

I 0)([Aby o© 0 | r
+ [Gn Iz,{[Abﬂ Abzz} + [Bbz Pl Q2]}

Finalmente, de (4.39) e (4.38), temos que:

Hy — K1y = —AbGyy + Abyy (4.40)

(Hll + Kll)wl _S gLy — ]Ablg!W2 (4.41)

Como o par (A, B) ¢ controlével, Ab; tem posto completo. Isto garante que
(4.40) e (4.41) sempre tém solugio, fazendo com que G (4.16) sempre pode ser
obtida. Portanto, o poliedro S(G,w) (4.4), com G dado por (4.15) e (4.16), é um
poliedro invariante do sistema (4.1). O

E importante notar que

lim G=1,

Gg3 —0

Assim sendo, o condicionamento numérico das operacdes envolvendo G é favore-
cido pela diminuigao da ||Gz||. Tendo em vista este fato, para um dado par (e,w),
utilizando a Proposigao 10, podemos obter é(ﬁgl(;j)) através da solugio do seguinte
problema de programacio matematica: :
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min .
Go1,Ha1, Ky ; g IgZI(g,J)I
s.a Hyy — Ki1 + AbipGay = Abyy i

(Hi: — Ky)wy € —ewy ~ [Abpafw,

hu) 2 0 para i # 5, kngy) 20

Assumindo uma mudanga de varidveis comumente utilizada em programagio
linear [4],

92165 = F3165) ~ Ia i)
@216 = 8y + F3005)

.&;;(,‘j) >0, .‘%_1(,'5) >0

podemos transformar (4.42) no seguinte problema equivalente de programacio line-
ar:

m n-m

min Z Z g.’jl{ij) + f};l(ij)

"-*4 - N .
GGy Hin K 3 =1

s.a H]] - Kll + Ab‘lz(é& - é;l) = Abll

443
(Hi — Kywy € —ewy — |Abg|w, (4.43)

Ry =0 parai# 5, k) >0
G265 2 05 G 20
Caso em que n > 2m

A Proposigao 10 pode ser extendida facilmente para sistemas onde n > 2m.
Vamos ilustrar através do exemplo de um sistema onde n = 6 e m = 2.
Similarmente a (4.15) e (4.16), temos que:

G=GQ (4.44)
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I, o0 0
G=|Gn L 0 (4.45)
Ga Ga Iy

onde é?la é’sl; G~321 ILLlLelz R2x2

O par (A, B) na forma canénica de controlabilidade (Ab, Bb) é dado por:

Ab;y Ab, 0
Ab= QAQ' = [Abﬂ Abyg Abzs} (4.46)
Abz;  Abs; Abgs
0
Bb-:QBz[ 0 } (4.47)
Bb,

onde Ab,'j - %2’(2, Bb, € Frx2

Substituindo (4.45), (4.46) e (4.47) em (4.25) e (4.26) e considerando H, K, F,Q
e w dimensionadas consistentemente, temos que:

Hyy Hyy Hys K1 Ki3 Ky L 0 o
Hyy Hyp Hp | -~ | Koy Ky Kia Gu L 0] =
H3 Hip Hg Ka Kz Ks3 Gar Ga2 Is
,:.,{1 0 0 Abu Ablg 0 0
Gn L, 0 Aby Aby; Aby | + | O | F [ Qr @ @3 J
Ga1 G L4 Absy Absy; Abss Bb,
(4.48)
Hyy Hyy Hys Ky Ky Kis Wy wy
Hy Hyy Hp | + | Kan Ky Ko wy | < —£! wy (4.49)
H31 H32 H33 K31 Ksz K33 W3 w3
De (4.48) temos que:
Hyy — Ky3 = Abyy (4.50)
H23 b K23 — Ab23 (451)

Da mesma forma que em (4.36), podemos assumir uma soluc¢io de norma minima
para {4.50) e (4.51), o que nos permite escrever
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Substituindo (4.52) e (4.53) em (4.48) e (4.49) respectivamente, podemos sim-

Hyz + Kqp = |Abys}
Haz + Koz = |Abgg)

plificar (4.48) e (4.49) de forma que:

Hy © 0 ] Ky 0O 0 ] r
0 Hy O - 0 Ky, O +
0 0 H. 33 | 0 0 K. 33
L 0 0] Abyy Abz 0] [
= |Gy I 0 Abyy Aby; Aby | +
Ga1 G2 Is | Abs; Abs; Abg; | |
H11 0 0 Kl 1 0 0
0 Hy 0 -+ 0 Ky 0 +

< —£

h
= Wa
w3

De {4.54) temos que:

Hoyp — Ky + Abz:aéaz = 6'21 Abp + Aby,

0

0 Abp»
0 o
0
0
0
Bb,
0 |Aby
0 o
¢ 0

Hiy — Ky + AbyyGay = Aby,
(Hay — Kaz)én + AbysGy = Gy Abyy + Aby

0

Abys
0

0

| Abys|
0

i

(Hss — K33)Gay = Gy Abyy + Gy Aby + Abzy + Bb, FQ;
(Hzz — Ka:s)éaz = G':-uAblz + G'szAbzz + Absy + Bb FQ,

H33 - K33 — G~’32A623 + Ab33 + BbgFQ;

De (4.55) temos que:

(Hu + Ki)w £ —ewy ~ | Abyg|wy
(Hzo + Kp)wy < ~gwp — |Abyslws
(Haz + Kag)ws < —€ws

w
Wwa
Ws

(4.52)
(4.53)

E

(4.55)

(4.56)
(4.57)
(4.58)
(4.59)
(4.60)
(4.61)

(4.62)

(4.63)
(4.64)

Para calcular a matriz G (4.45), as submatrizes Go; e Gap podem ser calculadas
utilizando um PL como em (4.43), considerando as seguintes restrigdes :

;1 0 O
G I, ©
Gz Ga I

Fl@ Q) @ ]} (4.54)

|
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e Para a submatriz Gy

Hy — Ky + Abméu = Aby;;

(Hun + Knwy € —ewy — |Abgafws

e Para a submatriz G,

Hyp — Koo + AbysGay = Goy Abyy + Abyy

(Hyz + Kaz)ws < —ewp ~ |A523]w3

Uma vez queflgg, Koy e (g foram obtidos, a submatriz 631, € calculada dire-
tamente em (4.57).
Finalmente, a matriz G é obtida de (4.44)

4.3.2 Determinacao da Matriz F

Uma vez determinado o poliedro S(G,w) conforme indicado na secéo 4.3.1, uma
matriz F(fi;) € ®**", de norma minima, solucio do PARP, pode ser obtida através
do seguinte PL:

min 2> il

[ESNES

sa (H-K)G=G(A+ BF) (4.65)

(H+ K)w < —ew

onde: hjj > O parai # j, kij 2 0, Vi,jeec > 0é a margem de estabilidade
desejada.

O esforgo computacional para obtengao de F' pode ser significativamente reduzido
se utilizarmos os resultados intermediirios da obten¢io de G.

No caso, n < 2m, das equacdes (4.28) e (4.29), é facil verificar que F pode ser
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obtido da solugéo do seguinte PL de menor dimensao:

) m n
min 33 |/l

t=lj=1

I 1]
5.2 [ (Ha1 — K2} (Hzp — Ka) ] [ é; I ] N

(4.66)
- Ab;;  Ab ,
= [ Ga 12]{[Ab; Abﬂ 14 BszQ}

[ (H + Kon) (HMKH)]{*;;}S_EP}

w2

onde H21 _>_ 0, Kzl 2 0, Kgg 2 0, hgg(,‘j) Z D, para ) -7£ _}' ee>0¢éa margein de
estabilidade desejada.
E facil verificar que tratamento similar pode ser feito também no caso n > 2m.
A transformagédo dos PLs matriciais (4.65), (4.66) para uma forma vetorial pa-
drdo, pode ser facilmente feita, de forma anéloga ao apresentado nas seces anteri-
ores.

4.4 Alocacao Regional Parcial de Pélos

Devido a existéncia de modos néo controldveis no sistema (4.1) ou para a ob-
tencdo de uma matriz de realimentagio de estados com ganhos menores, em muitas
situagbes praticas ¢ utilizada a alocagdo regional parcial de pélos.

Considere a fatoragdo ortogonal QR '

v=lo @][5] w80

onde: V € %! é uma matriz cujas colunas correspondem a um conjunto de auto-
vetores generalizados da matriz A do sistema (4.1); R € R'*' tem posto completo e
Q1 € R Q, € R<(~D 530 matrizes ortogonais com '

QQ2=0 (4.68)

Proposigdo 11: Sejam o sistema (4.1) e a fatoragio QR (4.67). Uma lei de
controle

u(t) = MQ,z(t) (4.69)
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com M € (") aplicada ao sistema (4.1), ndo altera os autovalores e autovetores

da restrigao de A ao subespaco V gerado por V e garante a livre alocagio de parte

dos autovalores da restri¢do de A ao complemento ortogonal do subespago V.
Prova: Considere a mudanca de base

0=]a @] [ 0 ] (4.70)

onde € facil verificar que ;(t) estd associado ao subespago V e #,(¢) ao seu comple-
mento ortogonal.
Substituindo (4.70) em (4.1), temos

30] -le eTale e][50] +
(4.71)

! ! i'l(t)
+ [Ql Q‘Z] BMQz{QI Qz][ig(t)}
Consequenteménte, considerando (4.68), devemos ter:

[50] - [2 drsa] (20

Z9(1) Az Apn+ BoM Z(t)
onde:
;111 = Q;AQI 3 fil? = Q;AQZ , (4-73)
fizi = Q;AQI 3 4‘122 = Q;AQz (4-74)
B =QB. ; B,=Q,B (4.75)

E facil verificar também, que na nova base (4.70) o subespaco V relacionado a V
na base antiga corresponde aos vetores

x;[“’f)] S NOE | (476)

como V e V tem por base um conjunto de autovetores generalizados, eles sdo subes-
pagos A-invariante e A-mvanante respectivamente [6]. Consequentemente conside-
rando (4.76), para que V seja A—mvanante, devemos ter também,

Ay =0 : (4.77)

Substituindo (4.77) em (4.72), temos que
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#(t) | _ | Au A+ BM Z:(1)
: = < ~ - (4.78)
{xz(t) J [ 0 Ax+ B:M ] { Z2(1) }

De (4.78) vemos que os autovalores e autovetores de A;y, correspondente & res-
trico de (4.1) ao subespago V, nio sdo afetados pela lei de controle (4.69) e uma
parte pelo menos dos autovalores de A, +B,M , correspondentes & restricdo de (4.1)
ao complemento ortogonal de V podem ser livremente posicionados pela matriz M ,
o que completa a prova.O

Baseado na Proposigio 11, nos resultados apresentados na secao 4.3 e conside-
rando (4.67), podemos fazer alocagio regional parcial dos autovalores do sistema
(4.1). Essa alocagdo consiste em manter inalterados os autovetores componentes
de V juntamente com seus autovalores e alocar os autovalores de (;122 + B M ), na
regiao do plano complexo indicada na figura 4.1.

Para isso, basta assumir

u(t) = MQya(t) (4.79)

e obter M através da solugao do PARP, conforme indicado na secao 4.3, para o
sistema de ordem reduzida

52 = 1‘1225,‘2“) + .ég?],(t) . (4.80)
i(t) = M#a(t) (4.81)
onde:

4.5 Exemplo Numérico

Considere o modelo linear de um sistema de geracio de energia elétrica, composto
por um gerador sincrono ligado a um barramento infinito através de reatincia ex-

terna e seus sistemas de controle de velocidade da turbina e do regulador de tensdo,
obtido de [14]:

#(t) = Az(t) + Bu(t) (4.82)
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onde:
[ -1.6 1.42 0 G 0 0 0 0 4] 0
16,0 -10.6 283 -131 041 9.2 6 0 0 G
299 502 —~6.05 5.9 —-0.04 203 0 0 0 {
0 G 513 -6.86 0 0 0 6 0 0
216 189 117 -59.4 0 0 g 0 12.9 15
0 0 0 0 i 0 0 0 0 0
A= 0 o 0 G ~{.36 0 —6.670 0 0 1]
- 0 ] 0 ] 0 0 3.33  -3.33 g 0
0 0 0 0 )] 0 0 2.16  —2.15 0
0 0 0 0 0 ¥ 0 0 0.066 —0.08
0 9 0 0 Y 0 0 0 0 0.1
0 0 0 [ 0 0 ¥ 1] 0 0
(¢] 0 1] 0 0 4 0 0 g 0
i —T38 247 534 814 —~844 517 0 0 0 ¢
0 0.192 0 0 [0 0
G 0.114 0 0 0 0
] 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 ¢
60 0 0 6 0 0
0 0 ] 4] 0 1]
0 0 0 0. 0 0
0 0 0 0 ; B=1 19 o
0 0 0 0 2.15 0
0 ¢ 0 0 0 1]
—0.14 0 ] 0 0 0
0 -0.012 0 1.58 0 G
0 —~0.001 -—-0.8 0.13 0 0
0 -0.7 —2500 —50 ] | 0 2500

~ Para este sistema, os autovalores e autovetores em malha aberta sio respectivamen-
te:

—9.939 4 376.8714 ]
~9.939 — 376.871¢
—42.654 '
—4.174 +9.126i
—4.174 — 9.126¢
—8.699
0.545 + 1.560i
0.545 — 1.560i
~4.136
~2.757 + 0.371i
—2.757 — 0.371i
~1.672
—0.140
—0.080

MA) = (4.83)
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[ —0.000 — 0.001{ —0.000 +0.001 —0.000 0.003 + 0.002{ 0.003 — 0.002:

0.284 + 0.006: 0.284 —- 0.006: —0.000 0.001 + 0.003: 0.001 — 0.0634

~0.004 + 0.378¢ —0.004 — 0.378: 0.000 —0.000+ 0.000: -—0.000 — 0.000:

0.005 + 0.000: 0.00b — 0.000: —90.000 0.000 4+ 0.0004 0.060 — 0.000:

0.117 — 0.143: 0.117+0.143: —~0.000 0.033 4 0.036: 0.033 — §6.030:

—0.000 — 0.000{ —0.000 + 0.000: 0.000 0.601 — 0.004: 0.001 + 0.004:

W(A) = 0.00G + 0.000: 0.000 - 0.000 —0.000 —0.00140.001: -0.001 — 0.001¢

- 0.000 — 0.000: 0.000 + 0.000z 0.000 0.000 + 0.0004 0.060 — 0.000:2

—0.600 — 0.000¢ —0.000+ 0.000{ -—0.000 0.000 — 0.000:¢ 0.000 + 6.000:

—0.000 + 0.000¢ —0.000 — 0.0001 0000 —0.000 - 0.000: —6.000+ 0.000;

0.000 + 0.000: 0.000 — 0.000: ~0.000 0.000 + 0.000: 0.600 — 0.000:7

0.001 ~ 0.004: 0.001 + 0.004¢ 0.037 —0.124+0.095: -—0.124 — 0.095{

0.000 — 6.0004 0.000 4 0.0004 0.003 —0.01140.007{ —0.011— 0.007:

| 0.846 + 0.1624 0.846 — 0.1627 —0.999 -0.219-0962i —0.919 ~+ 0.962:

—0.026+90.0737 -0.026 —0.073¢{ —0.015 0.0144 0.035¢ 0.014 - 0.035¢ —0.072

—0.029+0.082¢ —0.020 - 0.082 -0.021 0.012 + 0.033: 0.012 - 0.033: -0.085

—0.001 +0.005¢ —0.001 — 0.005: —0.031 0.001 + 0.002: 0.001 —-0.002¢ —0.008

0.000 + 0.0044 6.000 - 0.004: —0.0684 0.001 + 0.003: 0.001 — 0.003i —-0.008

0.168 — 0.002¢ 0.168 +0.002i -0.114 0.033+ 0.075¢ 0.033 - 0.075¢ —0.178

0.032 — 0.096; 0.032 + 0.0964 0.028 —0.008 - 0.028: —0.008 + 0.028 0.107

—0.008 + 0.002¢ —0.008 — 0.002: 0.016 -0.004 — 0.007¢{ -0.004 + 0.007 0.013

~0.005+0.004: -0.005—0.004i —0.067 —0.033—0.0177 -0.033 + 0.0174 0.026

—0.002+ 0.0047 —0.002 — 0.0044 0.072 0.057 + 0.096¢ 0.057 - 0.096¢ 0.116

0.000 + 0.0004 0.000 - 0.000¢ —0.001 —0.001 - 0.002i —0.001 + 0.002{ —{0.004

{.000 — 0.0004 0.060 + 0.000: 0.000  0.000 + 0.000: 0.000 — 0.0007 0.000

—0.673 — 0.008{ —0.673 + 0.008:7 0.354 —0.243 — 0.427i —0.243+0.4271 0.663

—0.041 ~ 0.017{ —0.0414+0.017: 0.036 —0.025—0.050: —0.025+ 0.050¢ 0.104

-0.229 - 0.663{ —~0.229+0.663i -0.919 0.519 + (.680: G.519 — 0.680i —~0.692

Dada uma lei de controle

u(t) = Fz(t)

~{0.007
~(.005
0.000
—(0.000
—0.008
0.001
—0.162
0.101
~{0.048
0.000
—0.000
0.229
0.021
—0.961

-0.155
—0.042
0.014
0.011
0.018
—0.125
—0.001
—0.001
—0.001
0.001
—0.443
—0.870
0.015
0.070

(4.85)

queremos alocar os autovalores do sistema em malha fechada (A+ BF), de forma

que:

Re [\(A + BF)| < —1

[Re [MA + BF))| > [Im [A(A + BF)]|

(4.86)

(4.87)

Como foi visto na segdo 4.3, esta alocacgio é obtida através da determinacio de
um poliedro S(G,w) e uma matriz F € £2X14 que torne este poliedro positivamente
invariante para o sistema dado.

(4.84)

0.127
0.017
-0.014
—0.011
—0.012
0.146
0.001
0.001
0.00
0.220
6.366
0.882
-(.008
—0.038
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Colocando portanto, o par (A4, B) na forma canénica de controlabilidade (Ab, Bb),

temos que

—0.528
~0.408
—0.472
0.165
1.114
33.175
25.636
18.526
~4.926
—2.554
—0.034
—52.57¢
0.368
-1329.910

Ab

0.000
0.000
~0.600
0.000
0.000
—0.600
—1.516
3.475
0.973
1.577
0.018

0
-100.462
278.270

Seja

onde w; € R¥*1,

-0.403 -—-0.501
~0.753 0.312
0.236 -3.972
0.510 —-1.047
~2.346  13.584

39.57¢  21.147
17.055  T0.553

42.784 —71.393
6.773 —53.830
7.871 —45.410
-0.046  0.002
~11.032 —48.469
0445  0.250
—2017.370  886.450
0.000 0.000
0.000  —0.000
~0.000 0.000
0.000 0
0.000 0.000
—0.000  —0.000
~1.498  —0.000
-3.517  —0.000
~0.264 0.228
~1.453 0.043
0.000  —0.017
0 0
71.323 0
~343.908 —204.420

0.404
0.598
~0.167
~2.510
1.777
43.424
40.251
19.710
~10.376
~5.365
~0.020
—33.298
~1.796
—800.569

—0.000
0.000
-0.000
—-0.600
0.000
~(.000
0.000
0.000
6.009
—1.140
0

0

0.070
—843.981

wz{wl Lt

-0.060 -0.000
-0.000  —-0.000
0672 -0.073
0.225 2.079
—2.986 -—21.211
54.139  67.320
26.705 -—38.764
56.826 191.680
7476  80.721
9.918 75215
~0.002 -0.002
~10.788  32.931
~0.031 0.699
-312.928 136.839

6.000
—~0.000
0.000
—0.000
0.000
0.600
0.000
—0.000
~{.000
—0.000
0
—2.150
12.900
t

¥
w;r]

0.000
0.000
—0.000
0.000
0.000
0.000
—0.000
£.000
~0.000
—~0.000
1.595
0

0

~50 |

—0.000
0.000
0.000

—0.000

—~17.800
230.176
78.709
280.425
58.532
63.159
0.009
—107.323
—0.604
221.998

L]

Bb =

3]

0.000
-0.000
0.000
0.000
-11.757
—348.504
—209,047
~170.735
70.810
38.971
—0.605
251.730
~{.385
634.142

w

Tocovmoocooooco oo

by
o

(4.88)

Como pode ser observado em (4.62) e (4.63), valores altos de |Ab;;] podem au-
mentar significativamente a margem de estabilidade especificada para o sistema.
Sendo assim, determinaremos o vetor w de forma que seus valores diminuam esta
influéncia de |Ab;].

Para isto adotaremos o seguinte procedimento:

11

-[1]
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Parai=2até:=T:

onde ¥ é um escalar.

Desta forma, temos
w .—_—[ 1.060 1.000 0.100 0.100 0.043 0.043 8.333x10™% 8333x 105 1.190x 10-5

P 5
wip = 2 wig
4; = min vy

¥
s.a

|Abiy 4] wiin <7y wioy:

1.190 x 10% 1.190x 107% 1.190 % 10~% 9.228 x 10~7 9.228 x 10~7 ]!

Aplicando os resultados da se¢do 4.3.1, temos que:

[ 1 0 0 0
0 1 0 0
—2.3798 1.6075 1 0
0.5612 1.0057 0 1
—7.7488 5.7819 0.0000 —0.0000
1.1028 0.1677 —0.4742 0.1800
G- 6.2134 -5.3813 -0.3004 —0.1857
. 4.0030 ~3.6671 ~0.2596 ~{).2488
—631.7302 551.8592 2.8276 14.7547
—629.6289 536.5417 27.3847 11.6855
—9398  1.687 x 10* —1.532 x 10* 1090
3071 206.4 9749 3958
~6.467 x 10* —1.258 x 10° 1.533 x 10° —7.370 x 10%
1.411x 10° 1125 x 10°  3.196 x 105  2.087 x 10°
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
—58.6470 24.9847 1 0 0
—128.9513 52.2908 0 1 0
4.726 x 10* —1.148 x 10¢ 798.9 5.966 1
1286 —2.923 x 10% -302.5 —8.578 0
—8.077T x 10°  6.176 x 10° ~8104 7832 —5.373
5.7x10° —1.591x 107 —5.887 x 10* —1.921 x 10¢ 115

(4.89)

(4.90)
0 0
0 0
0 0
0 0
1 0
0 1
—0.7500 0.0253
~0.6499 —0.1837
82.4493 44.1588
68.0163  —11.0301
1.024 x 10*  3.768 x 10*
1342 ~9919
~1.674 % 10° ~4.951 x 10°
1.647 x 10° —1.004 x 10°
0 0 0]

0 0 0

6 00

000

000

000

000

00 0

000

000

000

100

0.7188 1 0
~1.665x 1075 ¢ 1 |

(4.91)
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Aplicando os resultados da secéo 4.3.2, temos a matriz de controle:

Foe —5538 —7.376x 10713 5,604 x 10~12 -2734° 4221 —734
T 3447 x10* -5.157x 10711  2.109 x 10° —9.766 x 10° -7.359 1.03 x 10°

3.165 x 10* 1688 —90.27 —1.943x 10* -7.907 x 10* —228.1  —452 —8.53 ] (4.92)

346.6 1223 0.1061 ~183.8 ~749.6 -b9 -3477 —-0.1598

Os autovalores do sistema em malha fechada (A + BF) sio:

[ —296.812 + 74.691i ]
~226.812 — 74.691
~184.165

~23.964

-3.212

~2.786

—2.508 + 0.2764
~2.508 — 0.276i
~1.972 4 0.405i
~1.972 — 0.405i
~1.657

~1.144

~1.114

| —1.091

MA+ BF) = (4.93)

Pode ser verificado, que os autovalores esto localizados na regiao pré-estabelecida
em (4.86), (4.87).

E importante notar que os ganhos da matriz F' (4.92) sdo muito altos. Neste
caso, eles sdo devido & alocagdo desnecessaria de alguns autovalores e principalmente
& alocagao dos dois primeiros autovalores em (4.83).

Para contornar este problema, faremos a alocagéo parcial envolvendo apenas os
seguintes autovalores dominantes: :

0.545+1.560i ; —0.140 ; —0.080 ; —4174+9.126; (4.94)

Para isto, construiremos a matriz V, cujas colunas correspondem as partes reais
e imaginarias dos autovetores de 1( A) (4.84) correspondentes aos autovalores de A
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que nao serdo alterados:

-0.0000
0.2838
—0.0044
0.0051
0.1170
—0.0004
0.0001
0.0000
--0.0000
—0.0600
0.6000
0.0006
0.0000
0.8463

—-0.0011
0.0057
0.3778
0.0000

—0.1432

-0.0003
0.0001

—0.0000

—0.0000
0.0000
0.0000

~0.0036

—0.6003
0.1620

—0.0002
—-0.6001
0.0000
~0.0000
—0.0004
0.0000
—0.0000
6.0000
—0.0000
0.0000
—0.0000
0.0373
0.0031
~0.9993

- ~0.0073

—0.0048
0.0000
—0.0001
~0.0082
6.0012-
-0.1024
0.1012

—0.0478 -

0.0004
-0.0000
0.2286
0.0212
—0.9613

-0.0152
-0.0208
—.0307
—0.0640
—0.1138 .
0.0275
0.0162

—0.0668

0.0723
—0.0011
0.0000
0.3542
0.0359
—0.9186

0.0144
0.0119
0.0007
0.0012
0.0333
—0.0082
-0.0037
-0.0326
0.0569
—0.0010
0.0000
-0.2430
-0.0251
0.5191

0.0354
0.0326
0.0620
0.0025
0.0754
—0.0285
—-0.0066
-0.0172
0.0957
—0.0023
0.0001
~0.4266
-0.0501
0.6798

--0.0719
-0.08580
-{0.0078
—0.0081
~0.1785
0.1067
0.0129
0.0258
0.1163
-~0.0044
0.0003
0.6630
0.1039
~-0.6924

(4.95)

.

e uma matriz (3, cujas colunas formam uma base ortogonal para o complemento
ortogonal do subespaco V gerado por V:

Q2 =

—0.2182
—0.1027
(.0750
0.3957
0.1991
~0.7886
~0.0778
-0.2144
0.1944
0.0238
—0.0011
0.1104
0.1243
0.6045

0.0056
0.0007
-0.0002
—0.0101
--0.0006
0.0215
0.0114
0.0230
0.0252
0.9990
0.0001
-0.0017
—0.0024
-0.0001

—0.0002
—0.0000
0.0000
0.0002
0.6000
~0.0010
-0.0010
—0.0017
-{.0014
0.0001
1.0000
0.0000
0.0000
0.0000

De acordo com (4.80) e (4.81) temos

onde:

Agp =

15.1507
--0.0019
0.0048
58.9181
21.7413

| —25.0651

0.3673
~0.2949
0.2631
~0.0305
0.6817
0.1930
~0.0258
~0.2315
01218
~0.0038
~0.0000
0.2001
~0.3110
0.0062

.’éz = 4‘122522“) -+ Bg'&(t)

2.6246
-0.0881
0.1005
B.8747
3.0971
-3.5687

aft) = M,(2)

11.9585
—0.0336
—~0.1377

40).9568

14.3865

—16.5597

-12.3993
0.0653
~0.0036
—-37.5515
~-12.5892
14.0987

0.1827  0.7751
—0.0921  0.1001
0.0926 —0.1040
—0.3593  0.5171
0.2394 —0.2756
—0.0314  0.0049
0.0346 —0.0685
0.0015 -—0.0843
~0.0283 —0.0113
~0.0015  0.0040
0.0000 —0.0002
~0.0576  0.0109
0.8700  0.1517
0.0004  0.0008 |
~16.4355 —17.7267
0.2175  0.0696
—0.0065  —0.0033
—29.2225 —57.9047
—6.2488 —19.4999
2.3117

21.3964

(4.96)

(4.97)
(4.98)
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T 0.4179  11.1548
0.0543 —0.1776
= 1 —0.0029  0.0047

0.2618 15.4745
—0.0609  1.0881
| —-0.0244  2.1135 |

Assim, dos resultados apresentados na secio 4.4, temos que,

(4.99)

M= —6.0638 0.6984  0.0000 7.7820 2.7944 6.5435
Tl —-2.6760 —1.2153 -3.6047 1.5270 1.5983 2.5067

os autovalores para o sistema (4.97) sdo:

[ —1.4328
—1.2470 + 0.0427¢
—1.2470 ~ 0.0427:
—1.0991
—1.0370
| —1.0000

A Az + BoM) = (4.100)

e a matriz de controle F' (4.85) é:

F=MQ,= 9.7679 —1.2745 1.1713 —0.2643 2.9632 5.2436 —0.0726 —1.0326 -—0.3668
. 2T 3.4432 —0.0636 0.0793 —0.3253 0.1758 2.3453  0.0350 —0.0181 ~0.4347

(4.101)

0.5459  0.0053  0.7968 0.2480 0.0278 ]
—1.2759 -3.6023 —0.0518 0.9798 0.0005

Os autovalores para o sistema em malha fechada (A + BF ) séo entdo:

[ —9.9391 + 376.87i ]

| —9.9391 — 376.87:
—42.6536
—~6.6987
—~4.1360
—2.7571+0.37¢
~2.7571 — 0.37i
~1.6724
—1.4328
~1.2470 + 0.0427i
—1.2470 — 0.0427i
~1.0991
~1.0370
| —1.0000

MA+ BF) = (4.102)
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Note que apenas os autovalores escothidos em (4.94) foram alterados e que eles
foram alocados na regido especificada (4.86),(4.87). Podemos resolver o mesmo e-
xemplo de forma sequencial, alocando uma parte por vez dos autovalores do conjunto
que se quer modificar. Ao final, a matriz de controle F ser:

F=f+fit+..fr

onde f; é uma matriz de controle obtida na etapa 1.

Para o exemplo anterior vamos, por exemplo, alocar dois a dois os autovalores
escolhidos em (4.94).

Assim, para o par complexo A = 0.545 % 1.560¢, termos que:

., — | —0.1988 1.7829 . j, | —00352 —0.7411
271 11.6746 1.9889 ' 27| —0.1467 1.2993

_ 19.2851 0.0974 -0.0864 2.0225 --0.3867 10.7749 —0.2757 —0.7333 -1.6844
fi= 1.0031 0.0136 -0.0094 -0.0464 -0.0320 0.0989 —0.0037 -0.0232 -0.0011

(4.103)

-2.1139 ~10.0839  0.2026 2.6766 0.0128
0.0343 ~0.1448 —0.0988 1.2856 0.0002

|

~9.9391 + 376.87i ]
~9.9391 — 376.87i
—42.6536

~4.1745 + 9.13i
~4.1745 — 9.13
~6.6987

~4.1360

~2.7571 4 0.37i
~2.7571 — 0.37i
~0.0798

~0.1402

~1.6724

~1.0000

| —1.1540 |

—-1.1540

—1.0000 (4.104)

A(J‘I22+B2M1)= { } ; AMA+ Bfi) =

Para A = ~0.140 e A = —0.080,

.- | 00013  0.1561 . B, | —00814 10329
227 ] ~0.0736 -0.2214 ! 2% | —0.0581 0.6296
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n —19.5083 —0.0992 0.0880 —2.0427 0.3927 -10.9753 0.0535 0.2606 0.8703
f2= —-2.1961 —0.0112 0.0099 —0.2301 0.0442 -1.2349 0.0083 0.0349 0.1093

—32.5198 —106.4349 —0.2083 —2.6664 -0.0130]

—-3.1016  ~8.6739 —0.0233 —0.3014 —0.0015 (4.105)

—9.9391 + 376.87i ]
~9.9391 - 376.87i
—42.6536

~4.1745 4 9.13i
~4.1745 — 9.13
~6.6987

~4.1360

~2.7571 +0.37i
—2.7571 - 0.37¢
~1.6724

~1.1540

~1.0000

~1.0000

| —1.0000

-1.0000

} ;' MA+Bfi+Bfy)= (4.106)

Finalmente, para o par A = —4.174 + 9.1264,

~2.9959  3.9118

Az = [ ~21.6473 —5.3530 } K

B, | 00172 —0.5941
271 —0.1928  0.1036

fa = 16.3107 —0.9314  0.8954 —0.2438 2.1858 11.6381 0.1594 —0.4134 —0.7158
3= —0.1158  0.0066 ~0.0064 0.0017 —0.0155 -0.0827 —0.0011 0.0020  0.0051

25.5652 83.1968 0.659%  0.0278 0.0212}

—0.1816 —0.5909 —0.0047 —0.0002 —0.0002 (4.107)
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[ —9.9391 + 376.87:
—9.9391 — 376.87¢
—42.6536
-5.1324 + 4.1206:
-5.1324 — 4.12064
] - 8.6987

Mz + By = | TR aa BBy = | TE0 oy
—2.7571 - 0.371
—1.6724
—1.1540
—1.0000
—-1.0000

| —1.0000 ]

A matriz de controle F ¢ dada por
F=fi+h+f

que corresponde a:

F= 16.0875 —0.9332  0.8970 -0.2640  2.1918 11.4378 ~0.0628 —0.8861 —1.5299
- —1.3089  0.0090 -0.0059 -0.2747 -0.0033 —1.2187 0.0035 0.0146  0.0233

—9.0685 -33.3220 0.6542 0.0381 0.0211]

—3.2489 -9.4095 —0.1268 0.9840 —0.0015 (4.109)

Podemos verificar, que em geral, os ganhos da matriz F (4.109) obtida sequen-
cialmente, s30 maiores que os da matriz F em (4.101). Esta diferenca é previsivel,
devido ao fato de'o processo sequencial ser uma forma sub-étima de resolver o pro-
blema (4.65) do qual origina a matriz F.

4.6 Conclusao

Através da teoria de conjuntos poliédricos positivamente invariantes, foi demons-
trado neste capitulo, que uma maneira de se obter a alocagéo regional de pélos, é
através da propriedade da invaridncia positiva do poliedro definido pelas restri¢oes
no estado. Foi visto que para uma dada margem de estabilidade (€), pré-especificada
para o sistema em malha fechada, é possivel determinar uma lei de controle (F) que
a0 promover a invariancia de um poliedro (G, w), posiciona os autovalores do sis-
tema na regido admissivel do plano complexo. Foram entio, propostos algoritimos



Conclusio 42

eficientes e numericamente estiveis para a determinagio, de forma integrada, do po-
liedro S(G,w) e da matriz de controle F de norma minima, utilizando programacio
linear.

Utilizando o algoritimo desenvolvido para alocagio regional e o complemento or-
togonal dos autovetores relacionados com os autovalores que ndo se deseja modificar,
foi proposto um algoritmo eficiente e numericamente estivel para alocacao regional
parcial de pélos.

Para ilustrar os problemas de alocagiio regional e regional parcial, foi resolvido
um problema de controle de um sistema de geragio de energia elétrica.
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O projeto de sistemas de controle para sistemas lineares sujeitos a restrigbes nas
suas variaveis de estado e/ou controle foi abordado neste trabalho através da teoria
da invariadncia positiva de conjuntos poliédricos.

Propriedades como as da invarilncia positiva de um poliedro simétrico e do Lem-
ma de Farkas Extendido, foram utilizadas para demonstrar que a invaridncia de um
poliedro simétrico limitado, implica em um posicionamento regional dos autovalores
emn malha fechada. Para o caso em que o poliedro é néo limitado, condigbes equiva-
lentes de invariancia positiva foram obtidas para um poliedro fechado considerando
um sistema de ordem reduzida.

Considerando as condigdes de invaridncia dos poliedros definidos pelas restrigoes
aos vetores de estado e/ou controle, assim como a estabilidade assintética do sistema
em malha fechada, foi proposta uma forma fécil e eficiente de resolver o problema
de regulacio linear com restrigoes (PLR), através de uma abordagem simples de
programagao linear matricial. Para transformar o problema de programacao linear
matricial na sua forma padréo vetorial e assim utilizar as bibliotecas de programas
disponiveis, foram utilizadas as propriedades do produto de Kronecker, que facilitam
consideravelmente essa transformacio.

Para solucionar o problema de regulacio linear robusta (PLRR) de sistemas
continuos, considerando restri¢des tanto nos vetores de estado quanto nos de con-
trole, uma nova condigéo suficiente foi derivada da teoria de conjuntos poliédricos
positivamente invariantes. Baseado nesse método, uma abordagem de programagcao
linear foi proposta para solu¢do do PLRR, particularmente indicada para sistemas
com grande ndmero de pardmetros incertos.

A alocagio regional de pélos foi também tratada pela teoria de poliedros positiva-
mente invariantes. Algoritmos eficientes e numericamente estaveis foram propostos
de forma a determinar uma lei de controle que ac promover a invaridncia de um
poliedro simétrico, posicionasse os autovalores do sistema em malha fechada, em
uma regido pré-estabelecida do plano complexo.

Utilizando apenas o complemento ortogonal dos autovetores cujos autovalores
nio se deseja modificar, chegou-se a alocagio regional parcial de pélos, utilizando
um sistema de ordem reduzida, facilmente resolvido pelo algoritmo proposto para a
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alocagdo regional. .

Um exemplo ilustrativo mostrou a eficiéncia do método proposto e a vantagermn
da utilizagdo da alocagéo regional parcial, onde, para o sistema considerado, nio
era necessario alocar todos autovalores, o que resultou em uma consideravel reducio
nos ganhos da matriz de controle.

Ficam em aberto, pespectivas de continuidade deste trabalho, tais como:

e Desenvolvimento deste estudo para poliedros assimétricos;
e Resolugao do PARP com robustez;

o Regulacio dinamica. ..
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A péndice

Produto de Kronecker

- Neste apéndice apresentaremos a definigao e algumas propriedades do Produto
de Kronecker [25]:

Definic¢ao : Dadas duas matrizes Xnxm) € Yirxp) 0 Produ_to de Kronecker, X @ Y,
¢ uma matriz de dimensdes (nr x mp) dada por

$11Y .'L‘]gY - xle
XY= : : e :
:cnlY .’lfngy PN .’L'ﬂmY
Onde z;; sao os elementos da matriz X.

Propriedades: As seguintes propriedades sdo tteis na transformagcio de equacoes
matriciais em vetoriais:

Propriedade 1: Dados A € %" |, B € %™, entdo

AX =B

€ equivalente a

AL,z =14



Produto de Kronecker

49

Onde
Ty by
z b
T = }2 b — ?2
Inm b‘nm
ou ainda,
(I.®@A)z=5b
Onde
Tyy bll
z b
xr o= 2 b o ?I
Lnm bnm.

Propriedade 2: Dados A € R"x"

, C € R™*™, temos que

XA=C
¢ equivalente a
(I.@A)x=c

Onde

n €11

T12 Ciz

T = . c = .
Lmn Cmn
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ou ainda,
(AQL)r=c
Onde
Tyy C11
Z21 C21
r = . £ o .
Timn Cmn

Propriedade 3: Dados A € R™*", B € R, C € R"? e D € R°*?, temos que

(AQBY =A'®@B'

(A® B)(C ® D) = AC @ BD



