M Universidade Estadual de Campinas

il . oo - i
"'":'.nr . Faculdade de Engenharia Elétrica e de Computagio
R o P Departamento de Telematica

Cddigos Geometricamente Uniformes

Derivados de Grafos sobre Anéis
Quocientes de Inteiros e de Ordens dos

Quatérnios

Catia Regina de Oliveira Quilles Queiroz

Tese de Doutorado

Orientador: Prof. Dr. Reginaldo Palazzo Junior

Banca Examinadora:

Prof.
Prof.
Prof.
Prof.
Prof.

Dr.
Dr.
Dr.
Dr.
Dr.

Reginaldo Palazzo Jr. - FEEC/UNICAMP
Antoénio Aparecido de Andrade - IBILCE/UNESP
Henrique Lazari - IGCE/UNESP

Marcelo Firer - IMECC/UNICAMP

Sueli Irene Rodrigues Costa - IMECC/UNICAMP

Tese apresentada a Faculdade de Engenharia
Elétrica e de Computagao da Universidade Estadu-
al de Campinas - FEEC - UNICAMP, como parte
dos requisitos para a obtencao do Titulo de Doutor

em Engenharia Elétrica.

Campinas - SP
Fevereiro - 2011



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA
BIBLIOTECA DA AREA DE ENGENHARIA E ARQUITETURA - BAE - UNICAMP

Queiroz, Catia Regina de Oliveira Quilles

Q32¢ Codigos geometricamente uniformes derivados de
grafos sobre anéis quocientes de mteiros e de ordens dos
quatérnios / Catia Regina de Oliveira Quilles Queiroz. --
Campinas, SP: [s.n.], 2011.

Orientador: Reginaldo Palazzo Junior.

Tese de Doutorado - Universidade Estadual de
Campinas, Faculdade de Engenharia Elétrica e de
Computagdo.

1. Teoria da codificacdo. 2. Geometria hiperbolica.
3. Teoria dos reticulados. I. Palazzo Junior, Reginaldo.
II. Universidade Estadual de Campinas. Faculdade de
Engenharia Elétrica e de Computagao. III. Titulo.

Titulo em Inglés: Geometrically uniform codes derived from graphs over quotient rings
of integers and quaternion orders

Palavras-chave em Ingles: Coding theory, Hyperbolic geometry, Lattice theory

Area de concentracdo: Telecomunicacdes e Telematica

Titulacao: Doutor em Engenharia Elétrica

Banca exammadora: Antonio Aparecido de Andrade, Henrique Lazari, Marcelo Firer,
Sueli Irene Rodrigues Costa

Data da defesa: 25/02/2011

Programa de Pos Graduacao: Engenharia Elétrica

i



COMISSAO JULGADORA - TESE DE DOUTORADO

Candidata: Catia Regina de Oliveira Quilles Queiroz

Data da Defesa: 25 de fevereiro de 2011

Titulo da Tese: "Cddigos Geometricamente Uniformes Derivados de Grafos sobre Anéis
Quocientes de Inteiros e de Ordens dos Quatérnios"

B s s X
2 fdssr e e i g ¥
Prof. Dr. Reginaldo Palazzo Junior (Presidente): /éu?&’lcﬁ&-f/‘u = Zé 7/9\,%7{ Lﬁ?{l;'
" .

Prof. Dr. Antanio Aparecido de Andr:

¥ =

Prof. Dr. Henrique Lazari:

=3

Prof. Dr. Marcelo Firer: A/V.;M.(‘brff// i
Profa. Dra. Sueli Irene Rodrigues Costa: B—J' A 9 7~

il



v



“E graca divina comecar bem e persistir na caminhada certa. Graca maior é
diante das dificuldades nao desistir nunca, pois provavelmente aquele

que nunca cometeu um erro nunca fez uma descoberta.”

D. Hélder Camara e Samuel Smiles
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Resumo

Neste trabalho apresentamos a construcao de cédigos geometricamente uniformes derivados
de grafos sobre anéis quocientes de inteiros e de ordens dos quatérnios. Inicialmente propomos
um procedimento para a geracao de codigos quase-perfeitos derivados de grafos sobre anéis
quocientes de inteiros, que além de serem geometricamente uniformes, sao capazes de corrigir
mais padroes de erros que os codigos perfeitos, porém com uma menor cardinalidade. Além
disso, observamos que os codigos perfeitos sao um caso particular dos cédigos quase-perfeitos.
Os cédigos geometricamente uniformes derivados de quocientes de ordens dos quatérnios foram
obtidos de forma similar, porém a geometria relacionada é a hiperbdlica e os cédigos deriva-
dos estao no plano hiperbdlico. A estrutura algébrica associada a essa classe de codigos nao
havia sido obtida até entao para esta geometria. Apresentamos ainda um procedimento para
o rotulamento de pontos gerados por tesselagoes do plano hiperbdlico no disco de Poincaré, e

obtemos a representacao geométrica dos codigos obtidos.

Palavras-chave: codigos geometricamente uniformes, anéis quocientes, grafos, ordens dos

quatérnios, tesselacoes, geometria hiperbdlica.
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Abstract

In this work we present the construction of geometrically uniform codes derived from graphs
over quotient rings of integers and quaternion orders. Initially we propose a procedure to gene-
rate quasi-perfect codes derived from graphs over quotient rings of integers, which in addition to
preserving the property of being geometrically uniform codes they are able to correct more error
patterns than the perfect codes, by decreasing its cardinality. Furthermore, we observe that the
perfect codes are a particular case of the quasi-perfect codes. The geometrically uniform codes
derived from quotient of the quaternion orders are obtained similarly as in the previous case,
however the related geometry is the hyperbolic and the derived codes are on the hyperbolic
plane. The algebraic structure associated with this class of codes had not been obtained so far
for this geometry. We also present a procedure for labeling the points generated by tesselations

of the Poincaré disk, and showing the geometric representation of the aforementioned codes.

Keywords: geometrically uniform codes, quotient rings, graphs, quaternion orders, tessellati-

ons, hyperbolic geometry.
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Capitulo 1
Introducao

Neste capitulo apresentaremos um breve historico do que foi feito até entao no contexto de
codigos geometricamente uniformes e geometria hiperbdlica, falaremos sobre a nossa proposta
e descre-

veremos os demais capitulos que compoem este trabalho.

1.1 Historico

O estudo de c6digos de grupo foi iniciado por Slepian [1] para canais Gaussianos. Forney (2]
propos uma classe mais geral de codigos de grupo que tem propriedades de simetria similares,
chamados cddigos geometricamente uniformes. FEsta classe de codigos engloba a classe dos
codigos de grupo de Slepian e os cddigos reticulados permitindo que os elementos do grupo
gerador sejam isometrias arbitrarias do espaco euclidiano R™ ao invés de transformagoes ortogo-
nais ou translagoes consideradas de forma separada. Tais codigos apresentam propriedades de
simetria altamente desejaveis, tais como: todas as regioes de Voronoi sao congruentes; o perfil
de distancias é o mesmo para qualquer palavra-codigo; e as palavras codigo possuem a mesma
probabilidade de erro.

O conceito de cédigos geometricamente uniformes é ampliado em [3] para qualquer espaco
métrico e em [4], [5], foram propostas novas métricas vindas da teoria de grafos sobre estru-
turas matematicas dadas por anéis quocientes e uma subclasse dos codigos geometricamente
uniformes, chamados cddigos perfeitos, foi construida em dimensao 2, utilizando grafos sobre
quocientes de anéis dos inteiros de Gauss e de Einsenstein-Jacobi.

Em [6], [7] construimos uma outra subclasse de cédigos geometricamente uniformes, mais

geral que os cédigos perfeitos, chamados cddigos quase-perfeitos, também utilizando grafos



sobre quocientes de anéis dos inteiros. Para o anel dos inteiros de Gauss observamos que a
constelacao de sinais possui regiao de Voronoi dada por quadrados e pode ser representada
pelo reticulado Z2, enquanto que para o anel dos inteiros de Einsenstein-Jacobi a constelacao
de sinais possui regiao de Voronoi dada por hexagonos e pode ser representada pelo reticulado
hexagonal Aj,.

No estudo dos cddigos reticulados de dimensdo dois, sabe-se que para o reticulado Z? a
modulacao do tipo QAM tem um melhor desempenho que a modulacao do tipo PSK. A
pergunta que surge é, porque a constelacado com modulacdo QAM tem melhor desempenho?
Observou-se que as constelagoes obtidas podem ser representadas geometricamente por um
circulo para a modulacao PSK, e por um quadrado para a modulacao QAM. Fazendo o
pareamento dos lados destas figuras, as superficies obtidas sao a esfera e o toro, respectivamente,
que possuem genero g = 0 e ¢ = 1. Uma possivel inferéncia aqui é a de que o invariante
topoldgico associado ao desempenho de uma modulagao é o género da superficie, que se obtém
fazendo o pareamento dos lados da figura ou regiao fundamental da constelacao. Nesta busca
por constelagoes de sinais com melhor desempenho, constelacoes associadas a superficies com
género g > 2 tem sido estudadas. Tais superficies podem ser obtidas de forma homogénea (
curvatura constante) como quocientes do plano hiperbdlico e portanto a geometria utilizada
deve ser a hiperbdlica.

Em um trabalho pioneiro no contexto da teoria de comunicagoes e projeto de sistemas de
comunicagoes no plano hiperbdlico [8] considera as tessela¢oes auto-duais {p, p}, que sdo um im-
portante subconjunto das tesselacoes {p, ¢}, onde {p, ¢} denota um poligono regular de p lados
onde em cada vértice ¢ desses poligonos regulares se encontram, tendo em comum somente as
arestas. Em [9] foram construidas familias de constelagoes de sinais provenientes de quocientes
de espacos hiperbdlicos por grupos discretos de isometrias. Em [10] foi proposta a construgao de
constelacoes de sinais geometricamente uniformes no plano hiperbédlico através do processo de
construcao de cadeias de particdes geometricamente uniformes a partir do grupo de isometrias
do octdégono, regiao fundamental da tesselagao {8, 8}, e do grupo de isometrias do p-dgono da
tesselagao {p,3}. Em [11] as tesselagbes do tipo {4g,4¢g} para g = 2 e 3, e em [12] para g = 2",
3.2" e 5.2", foram consideradas de modo que os grupos Fuchsianos aritméticos formados por
elementos que fazem o pareamento dos lados dos poligonos obtidos por estas tesselagoes, sao
identificados em ordens dos quatérnios e o rotulamento de algumas constelacoes de sinais geome-
tricamente uniformes particulares para g = 2,3 e 4 a partir dos grupos Fuchsianos aritméticos
foi obtido. J4 em [13], foram consideradas tessela¢oes hiperbdlicas da forma {12g — 6, 3}, cuja

cardinalidade é maior do que as obtidas a partir das auto-duais {4¢g,4¢g}. Ainda, sob o ponto de
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vista geométrico e combinatorial, em [14] foram obtidas tabelas de possiveis c6digos no plano
hiperbiico.

Na prética, também verifica-se que dimensoes maiores sdo mais tteis. Em [15] foram estu-
dados cédigos sobre espagos de sinais de dimensao quatro e as constelagoes modeladas por meio
de grafos definidos sobre anéis quocientes dos inteiros de Lipschitz, ou seja, anéis quocientes da

ordem dos quatérnios sobre o corpo dos nimeros reais.

1.2 Proposta do trabalho

A construcao de cédigos perfeitos derivados de grafos sobre quocientes de anéis dos inteiros
proposta por [4] e [5] abre espaco para a construcao de uma classe de c6digos mais geral
chamados c6digos quase-perfeitos, que possui uma capacidade de correcao de erros maior que
os cédigos perfeitos, com o custo de se obter um menor nimero de pontos, sendo ambos uma
subclasse dos cédigos geometricamente uniformes. Tais codigos podem ser utilizados em canais

apresentando assimetria. Essa é a primeira parte da nossa proposta de estudo.

Além disso, estendemos as idéias utilizadas para a construcao dos codigos geometricamente
uniformes derivados de grafos sobre quocientes de anéis dos inteiros para grafos sobre quociente
de ordens dos quatérnios, assim como feito em [15] para a ordem dos quatérnios de Hamilton,
também chamada inteiros de Lipschitz, a qual esta relacionada ainda a geometria euclidiana.
Nossa proposta de construgao de codigos geometricamente uniformes sobre quociente de ordens
dos quatérnios segue os mesmos passos usados na construcao sobre quocientes de anéis dos
inteiros, contudo levando em consideracao a geometria relacionada as superficies de género

g > 2, a geometria hiperbélica.

Em [11] e [12] os grupos Fuchsianos I'y, para g > 2, formados pelas isometrias que fazem
o pareamento dos lados de um poligono hiperbdlico Py, que tessela o plano hiperbélico D?,
foram associados as ordens dos quatérnios. Assim, conhecidas as ordens dos quatérnios que
fazem o pareamento dos lados dos poligonos, obtemos resultados para quocientes de ordens
dos quatérnios analogos aos obtidos para quocientes de anéis dos inteiros e construimos entao
cédigos geometricamente uniformes derivados de grafos sobre o quociente destas ordens. Desta

forma, obtemos codigos geometricamente uniformes no plano hiperbdlico.

Até onde é de nosso conhecimento estruturas de cédigos nao foram obtidas anteriormente

em geometria hiperbdlica, neste sentido tivemos um avango na aplicagao deste contexto.
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1.3 Descricao do trabalho

A organizacao basica dos capitulos que compoem o escopo deste trabalho esta dividida como
se segue.

Inicialmente, no Capitulo 2, estabelecemos a terminologia e a notacao adotadas neste
trabalho, revisando os conceitos de teoria dos niimeros e de geometria hiperbdlica necessarios
para a compreensao e desenvolvimento dos demais capitulos.

O Capitulo 3 apresenta as ordens dos quatérnios e os grupos Fuchsianos aritméticos. Em
seguida fazemos a identificacao destes grupos pela ordem dos quatérnios associada.

Apresentamos nossos primeiros resultados no Capitulo 4 referentes a codigos geometrica-
mente uniformes no plano euclidiano. Construiremos uma sub-classe dos cédigos geometrica-
mente uniformes, chamados codigos quase-perfeitos, sobre os anéis quocientes dos inteiros de
Gauss e de Einsenstein-Jacobi. Veremos que esta construgao pode ser facilmente estendida para
um anel dos inteiros qualquer.

No Capitulo 5, apresentamos a construcao de cédigos geometricamente uniformes no plano
hiperbdlico. Inicialmente construimos anéis quocientes de ordens dos quatérnios e obtemos
resultados para superficies de género g = 2", 3.2" ¢ 5.2". Fazemos ainda o rotulamento de pontos
gerados por tesselacoes do plano hiperbdlico no disco de Poincaré e vemos alguns conceitos
sobre grafos e codigos sobre grafos a fim de construirmos cédigos geometricamente uniformes
derivados de grafos sobre anéis quocientes de ordens dos quatérnios.

Finalmente, concluimos o trabalho no Capitulo 6 com uma avaliacao dos resultados e os

possiveis trabalhos decorrentes.



Capitulo 2

Elementos de Teoria Algébrica dos

Numeros e Geometria Hiperbdlica

Neste capitulo apresentamos os principais elementos da teoria algébrica dos nimeros e da

geometria hiperbdlica necessarios para o desenvolvimento dos demais capitulos.

2.1 Teoria Algébrica dos Niumeros

Nesta se¢ao apresentamos conceitos basicos da teoria algébrica dos niimeros envolvendo médulos
Noetherianos, elementos inteiros, norma e traco, decomposicao de elementos, norma de um
ideal, formas quadraticas, reticulados e constelacoes. Estes resultados sao fundamentais e
formam a base para o entendimento dos demais capitulos e o desenvolvimento do trabalho.

Para tal, utilizamos as referéncias [16]-[25].

2.1.1 Modbdulos Noetherianos

Nesta subsecao apresentamos a definicao e algumas propriedades sobre médulos e médulos
Noetherianos, necessarias para o entendimento das demais secoes.

Seja R um anel. Um R-mddulo M é um grupo abeliano (M, +), junto com a funcdo « :
R x M — M definida por a(r,m) = rm, com r € R e m € M, satisfazendo para todo r,s € R,
m,n € M:

L. (r+s)m =rm+ sm;

2. r(m+n) =rm+rn;



3. r(s-m)=(r-s)m;
4. 1-m=m.

A funcao a é chamada uma R-ac¢ao sobre M. Se R é um corpo K, entao um R-mddulo é o
mesmo que um espacgo vetorial sobre K.

Um anel R com as operacoes de soma e produto é chamado dominio se o produto de
quaisquer dois elementos nao nulos de R é um elemento nao nulo. Um ideal Z de R ¢ dito
principal se existe a € R tal que Z é gerado por «, e é denotado por Z = (a)). Um dominio no

qual todo ideal é principal é chamado dominio de ideais principais.

Definicao 2.1.1 Um R-submoddulo de M é um subgrupo N de M tal que sen € N, r € R,

entao rn € N.

Um modulo M é dito finitamente gerado se possuir um conjunto finito de geradores. O
conjunto de elementos linearmente independentes que gera M é chamado base. Um R-modulo
M que possui uma base (nao necessariamente finita) é chamado de mddulo livre, e o nimero de
elementos da base é chamado posto de M. Nem todo mdédulo finitamente gerado possui uma

base, e nem todo submédulo de um modulo livre é livre.

Definicao 2.1.2 Seja R um dominio. Dizemos que um R-modulo M € livre de tor¢ao se nao

existe « € R, a # 0, tal que am = 0, para todo m € M.

Teorema 2.1.1 [16, Theorem 1, p.92] Todo mddulo finitamente gerado livre de tor¢ao sobre
um dominio de ideais principais ¢ um modulo livre.

Demonstracao: Sejam R um dominio de ideais principais, M um R-maodulo livre de tor¢ao e

{ai,...,a,} um conjunto de geradores de M. Se {f1,...,0m} # {a1,...,an} é um conjunto
de elementos de M linearmente independentes, entio {cy,...,an, B1,...,Bm} € linearmente
dependente, paral <i<n el <j<m. Assim, existem a;,b;1,...,b;,, € R, nao todos nulos,
tais que

a;o; + b1 0+ ...+ bimfBm = 0. (2.1)
Temos que a; € nao nulo, pois b;1,...,b;m sdo todos nao nulos e {f,...,Bnm} € linearmente

independente. Seja entao L o submddulo de M gerado por {f,. .., Bm}. Logo, L € livre, pois o

congunto de geradores é uma base. Da Equacao (2.1) temos que a;o; = —(bj181+ ...+ bimfBm),
n

e 1sto implica que a;a; € L. Tomando a = H a; temos que ac; € L para todo 1 <1 < n e como

i=1
{ag,...,a,} € um conjunto de geradores de M, seque que aM C L, entao aM é um submddulo
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livre. Agora, considere a funcao f : M — aM definida por f(m) = am para todo m € M.

Como M ¢€ livre de tor¢ao, temos que f € um isomorfismo. Portanto, M € livre. [ ]

Sejam R um anel e M um R-médulo. Dizemos que M é um R-mddulo Noetheriano se

satisfaz uma das seguintes condigoes:
1. Toda familia nao vazia de R-submoddulos de M tem um elemento maximal.
2. Toda sequencia crescente de R-submodulos de M é estacionaria.
3. Todo R-submédulo de M é finitamente gerado.

Um anel R é Noetheriano se R considerado como um R-médulo for Noetheriano.

Teorema 2.1.2 [17, Theorem 1,p.21] Sejam R um anel de ideais principais e M um R-mddulo

livre de posto n. Se M' é um R-submddulo de M, entao:
1. M’ € livre de posto r, para 0 < r < n.

2. Se M' # 0, entao existe uma base {vy,...,v,} de M e elementos nao nulos ay,...,a, € R

tais que {ayvy,...,a,v,.} € uma base de M' e que a; divide a; 41, paral <i <r—1.

2.1.2 Elementos Inteiros

Nesta subsecao veremos o conceito de elementos inteiros sobre um anel enfocando suas principais
propriedades.

Seja A C R um anel. Um elemento a € R é chamado elemento inteiro sobre A se « é raiz
de um polindbmio moénico com coeficientes em A, isto é, se existem ag,aq,...,a,-1 € A, nao
todos nulos, tal que

a4 ap 10"+ Faja+ag =0.

Em particular, todo elemento de A é inteiro sobre A.

Exemplo 2.1.1 O elemento a = %(1 + \/3) € R ¢ inteiro sobre Z, pois € raiz do polinomio

monico 22 —x — 1 com coeficientes em Z.

Se R é o corpo dos ntimeros complexos e os coeficientes do polindmio monico sao ntimeros
racionais, o elemento o é chamado niumero algébrico. Se os coeficientes do polinomio monico

sao numeros inteiros, o elemento « é chamado inteiro algébrico.
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Exemplo 2.1.2

27

1. O elemento o = €5 € C é um inteiro algébrico, pois é raiz do polinémio ménico x° — 1

com coeficientes em 7.

2. O elemento o = % € C € um numero algébrico, pois € raiz do polinomio monico x — 2—72

com coeficientes em Q.

Teorema 2.1.3 [18, Teorema 1.1] Sejam A C R anéis e o« um elemento de R. As sequintes

afirmacoes sao equivalentes:
1. « € inteiro sobre A.
2. O anel Ala] é um A-mddulo finitamente gerado.
3. FExiste um subanel B de R contendo A e a que € um A-mddulo finitamente gerado.
Demonstracao: (1) = (2) Como « € inteiro seque que
A"+ 10" T aja+ap =0,

onde ag,aq,...,a,_1 € A e ndao sao todos nulos. Seja M o submddulo de R gerado por
{1,a,...,a" '}, Temos que M C Ala]. Por outro lado, temos que a" = —(a,_1a" ' + ... +
ara + ag) € M e por indugdo seque que o™ € M para todo j > 0. Assim Ala] C M e deste
modo Ala] = M. Portanto, Ala] é um A-mddulo finitamente gerado.

(2) = (3) Neste caso, € suficiente tomar B = Alal.

(3) = (1) Seja {b1,...,0n} um conjunto finito de geradores de B como um mddulo sobre A,
ou seja, B=Ap + ...+ ApB,. Cr’lomo a € B e B € um subanel de R seque que af3; € B para

todoi=1,...,n. Assim, af; = Zamﬂj, com a;; € A paral <i,j <n. Dai

j=1
O.//Bi — Z amﬂj = 0, (& Z(Oéﬁ— — ai,j)ﬁj = O
j=1 j=1 J
0 se 1#j
Tomando % =0, = 7 , temos que
J

1 se 1=

n

Z(adi,j —a;;)B; =0, parai=1,... n.

Jj=1



Assim, temos um sistema de n equagoes lineares homogéneas em {f1, ..., Bn}, ou seja,

( n

> (@b —ar;)B; =0

j=1

n

> (@b, — an;)B; =0

\ J=1

Escrevendo na forma matricial obtemos que

adpp —ap; b —are ... Q0ip —Aip B 0
0452,1 — Q21 0452,2 — Q22 ... Oé52,n — Q2n Bo 0
Of(sn,l — Qnp1 aén,? —Qp2 ... O[(Sn,n — Qnn Bn 0

Seja d o determinante det(d; joo — a; j). Pela regra de Cramer temos que df; = 0 para todo j =
1,2,...,n. Como B é gerado por {f,...,Bn}, seque que dB =0, e em particular d1 = d = 0.
Deste modo, temos que d € um polinomio monico em «, onde o termo com ordem mdxima
aparece na expansao do produto

H(@,zﬂ - ai,i) = H(@Oé - ai,i) = H(Oé - ai,i)

i=1 i=1 =1
das entradas da diagonal principal. Portanto, a € raiz de um polinomio monico com coeficientes

em A, ou seja, o € inteiro sobre A. [ ]

Proposicao 2.1.1 [18, Corolario 1.2] Sejam A C R anéis e ay, s, ..., a, € R. Se oy € in-
teiro sobre A e oy € inteiro sobre Alaq, ..., a; 1], para i = 2,...,n, entio Alag, ag, ..., ap] €
um A-mdodulo finitamente gerado.

Demonstragao: A prova serd feita por inducdo sobre n. O caso n = 1 seque do item
2 do Teorema 2.1.3. Agora suponhamos que o resultado ¢ verdadeiro para n — 1, ou seja,
que B = Alay, ..., a1 € um A-mddulo finitamente gerado. Logo, existe um conjunto finito
{B1, B2, ..., By} de geradores de B sobre A. Assim, B = iAﬁj. Pelo item 2 do Teorema 2.1.3
obtemos que Alaq, ag, ..., o] = Blay] € um B-mddulo ]J‘Z;Llitamente gerado, e assim possui um

q
congunto finito de geradores {v1,72,...,7,}. Deste modo, podemos escrever Bla,| = ZB%.
k=1

Assim,

q q p
Alag, ag, ... apn] = Znyk = Z(Z ABj)ve = ZA@'%,
k=1 Jik

k=1 j=1
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e deste modo (Vi) 1<j<pi<k<q € um conjunto finito de geradores de Alay, oo, . .., o] como um

=JSPhi S

A- mddulo. Portanto, Alay, aq, ..., o] € um A-mddulo finitamente gerado. [ ]
Corolario 2.1.1 Sejam A C R anéis. Se aq, ..., q, sdo elementos de R que sao inteiros sobre
A, entao Alay, o, ... o] € um A-mddulo finitamente gerado.

Demonstracao: Uma vez que se «; é inteiro sobre A entdo «; € inteiro sobre Alay, ag, ..., 1],
para i =1,2,...,n, o resultado seque pela Proposicao 2.1.1. [ ]

Corolario 2.1.2 [17, Corollary 1, p.29] Sejam A C R anéis. Se a e B sao elementos de R
que sao inteiros sobre A, entao o+ 3, a — B e af8 sao inteiros sobre A.

Demonstracao: Como Ala, 3] € um subanel de R e o, f € Ala, ] seque que a+ 3, o — 3 e
af € Ala, 8]. Pela Proposi¢ao 2.1.1, como a e 8 sdo inteiros sobre A, seque que Ala, §] € um
A-médulo finitamente gerado. Logo existe um subanel B = Ala, 5] de R contendo A, + (3,
a—f eapf € Ala, 8]. Assim, pelo item 3 do Teorema 2.1.3, seque que o+ 3, a — B e aff sao

inteiros sobre A. ]

Seja A C R um anel. O conjunto dos elementos de R que sao inteiros sobre A é chamado
anel dos inteiros de A em R ou fecho inteiro de A em R, denotado por Ig(A), ou quando nao

houver confusao simplesmente por [g.

Corolario 2.1.3 [18, Corolario 1.3] Se A C R € um anel, entdo:

1. O conjunto Ir(A) € um subanel de R que contém A.

2. Todo subanel de R que é um A-mddulo finitamente gerado estd contido em Ir(A).
Demonstracgao:

1. Pelo Coroldrio 2.1.2 temos que Ig(A) € um subanel de R. Como todo elemento de A é

inteiro sobre A seque que Ir(A) contém A.

2. Sejam B um subanel de R que é um A-mddulo finitamente gerado e {ay,...,a,} um
conjunto finito de geradores de B. Se a € B, entao Ala] € finitamente gerado como
A-mddulo, pois a = ayaq + ... + apay,, com a; € A. Assim pelo Teorema 2.1.3 seque que

a € inteiro sobre A, ou seja, a € Ir(A). Portanto B estd contido em Ig(A). n

Seja A C R um anel. Quando Igr(A) = R dizemos que R ¢é inteiro sobre A.
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Proposicao 2.1.2 [17, Proposition 2, p.29] (Transitividade) Sejam A C B C R anéis. Assim,
R € inteiro sobre B e B ¢ inteiro sobre A, se, e somente se, R € inteiro sobre A.

Demonstragao: Suponhamos R inteiro sobre B e B inteiro sobre A. Se a € R, entio o €
inteiro sobre B. Logo « é raiz de um polinémio monico f(x) = 2™ + by_12™ 1 + ... + bix + by
com coeficientes em B. Tomando B' = Alby, ..., b,_1] temos que a € inteiro sobre B'. Como
B ¢ inteiro sobre A, seque que o0s b;s sao inteiros sobre A. Pela Proposicao 2.1.1 seque que
B'la] = Alby, ..., by_1,a] é um A-mddulo finitamente gerado, e pelo Teorema 2.1.3 seque que o
€ inteiro sobre A. Portanto R € inteiro sobre A. Reciprocamente, suponhamos que R € inteiro
sobre A. Se o € R, entdo « € raiz de um polinémio monico com coeficientes em A, ou seja,
A"+ a0t Faiat+ag =0 coma; € A paratodoi=1,...,n—1. Como A C B, seque
que a; € B para todoi=1,...,n—1, ou seja, a € inteiro sobre B. Assim R € inteiro sobre B.
Agora, se a € B e como B C R seque que o € R. Por hipdtese, seque que « € inteiro sobre A.

Portanto B € inteiro sobre A. ]

2.1.3 Extensoes de Corpos

Nesta subsecao veremos o conceito de extensoes de corpos e suas principais propriedades que
serao utilizados no restante do trabalho.

Sejam R um anel e K um corpo tal que K C R. Um elemento o € R é chamado elemento
algébrico sobre K se for raiz de um polindmio com coeficientes em K. Caso contrario, « é
chamado transcendente sobre K. Se « é algébrico sobre K, entao o polinémio moénico m,(z) de

grau minimo tal que m, () = 0 é chamado polinémio minimal de « sobre K.

Definicao 2.1.3 Um corpo K € chamado algebricamente fechado se qualquer polinomio em

K[X] tem todas raizes em K.

Sejam R um anel e K um corpo. O conjunto dos elementos de R que sao algébricos sobre

K é chamado fecho algébrico de K em R e denotado por Ix(K).

Exemplo 2.1.3 O elemento oo = /7 — /3 ¢ algébrico sobre Q, pois € raiz do polinémio x* —

2022 + 16 com coeficientes em Q.

Sejam R um anel e K um corpo tal que K C R. Dizemos que R é algébrico sobre K se todo
elemento de R é algébrico sobre K. Se R é um corpo, R é chamado uma extensdo algébrica de

K.

Observagao 2.1.1 Sejam K C 1L corpos.
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1. O fecho algébrico de K em L € igual a L se, e somente se, . é uma extensao algébrica

sobre K.

2. Todo elemento algébrico sobre K é um elemento inteiro sobre K. Em particular, sobre

corpos, elementos algébricos e inteiros sao equivalentes.

Dada L : K uma extensao de corpos, I tem uma estrutura natural como um espaco vetorial
sobre K, onde a adicao vetorial é a adicao em L e a multiplicagao por escalar de A € K sobre

vel,élel.

Definigao 2.1.4 Sejam K e L corpos tal que K C L. A dimensao de L sobre K é chamada

grau da extensdo, ou grau de I sobre K, e denotada por [L : K].
Assim podemos reescrever as equivaléncias do Teorema 2.1.3 para corpos da seguinte forma:

Teorema 2.1.4 [17, p.30] Sejam K e L corpos tal que K C L e a um elemento de L. As

sequintes afirmacgoes sao equivalentes:

1. « € algébrico sobre K.
2. [K[a] : K] € finito.

Demonstracao: (1) = (2) Suponhamos que o é algébrico sobre K com polinémio minimal
mq(x) de grau n. Temos que K(a) € um espaco vetorial sobre K gerado por {1,a,...,a" 1}
Observamos que K(a) € fechado sobre a adigdao, subtra¢ao e multiplicagao por a. Como o™ =
—my (@) +a™ = g(a), onde I(g) < n, seque que K(a) € fechado sobre a multiplicacdo e, assim,
K(a) € um anel. Finalmente, mostramos que se v € K(a), v # 0, entao + € K(a). Temos
que v = h(a), onde h(z) € Klz| e d(h) < n. Como my(x) € irredutivel seque que mey(x) e
h(zx) sao coprimos. Assim, existem p(x),q(x) € K[z] tal que map(z) + h(z)q(z) = 1. Logo, 1
= mq(a)p(@) + h(a)q(a) = h(a)g(a). Assim, g(a) = + € K(a) e [K(a) : K] = n. Portanto,
K(a) : K] € finita.

(2) = (1) Se [K(a) : K] = n, entdo {1,a,...,a"} € linearmente dependente. Logo existem
ag, a1, ..., a, € K, nao todos nulos, tais que ag + a1 + ... + a,a™ = 0 e dai temos que « €

algébrico sobre K. [ ]

Corolario 2.1.4 [17, p.31] Toda extensdo finita € algébrica.
Demonstracao: Sejam L e K corpos tal que K C L, [L: K] =m < o0 ea € L. Como K|a]
¢ um subespaco de L seque que [K(a) : K] =n < m < o0o. Pelo Teorema 2.1.4 seque que v €

algébrico sobre K. Assim, I € uma extensao algébrica. [ ]
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Teorema 2.1.5 [17, Proposition 1, p.31] (Multiplicidade dos Graus) Sejam K, I e M corpos.
Se M € uma extensao algébrica finita de I e I € uma extensao algébrica finita de K, entao M
¢ uma extensao algébrica finita de K e [M : K] = [M : L][L : K].

Demonstragao: Sejam {ay, o, ..., an} uma base de M sobre L e {31, fa, ..., Bn} uma base
de L. sobre K. Verifiguemos que {a151,...,@n0n} € uma base de M sobre K. Se a € M,
entao o = a181 + afs + ... + apBy, onde a; € L, para j = 1,2,...,n. Agora, como cada
a; € L, seque que podemos escreve-lo como a; = by + bacg + ... + bp,vyy,, onde b; € K, para
i=1,2,...,m. Assim, a = Zajﬁj = Z b, jaifB;, ondeb; ; € K. Logo, {151, ..., amfBn} gera

=1 ij

M sobre K. Da relacao Z b, joiB3; =0, temos que Z(Z bija;)B; = 0. Como {f1, Ba, ..., n}

i j=1 i=1
m
¢ linearmente independente, seque que Zbi,jai = 0 e, novamente, como {ay,as,...,qy,} €
i=1
linearmente independente seque que b; ; = 0 para todo i =1,2,...,m e j=1,2,...,n. Assim,

{181, ...,amPn} € linearmente independente. Portanto é uma base de M sobre K. Além disso,

temos que [M : K] = [M : L][L : K]. u

Seja K um corpo. Dizemos que K tem caracteristica m se ma = 0 para todo elemento
a € K, e m é o menor inteiro positivo com esta propriedade. Se ma # 0 para todo elemento

nao nulo « e inteiro positivo m, dizemos que K tem caracteristica zero.

Observacao 2.1.2 Todo corpo possut um unico subcorpo minimal, chamado subcorpo primo,
e este € isomorfo a Q ou a Z,, onde p é primo. Se € isomorfo a Q o corpo tem caracteristica

zero e se € isomorfo a Z, o corpo tem caracteristica p.

Definicao 2.1.5 Seja L uma extensao do corpo Q. Se o grau de L sobre Q € finito, dizemos

que I € um corpo de nimeros.

Seja K um corpo de niimeros, entao existem varios monomorfismos distintos o; de K em C.

Por exemplo, se K = Q(7), onde i = v/—1, entdo temos as possibilidades
o1(a + bi) = a+ bi,
oa(a + bi) = a — bi,

para a,b € Q.

Teorema 2.1.6 [19, Theorem 2.3,p.41] Seja K = Q(0) um corpo de nimeros de grau n sobre

Q. Entao existem exatamente n distintos monomorfismos o; de K em C.
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Demonstragao: Sejam 61,0s,...,0, raizes do polinomio minimal m de 6, entao cada 0;
também tem o mesmo polinomio minimal m e seque que existe um unico isomorfismo o; :
Q(0) — Q(8;) tal que 0;(0) = 6;. De fato, se a € Q(A) entao a = r(0) para um unico r € Q[z]
com grau menor que n, e devemos ter o;(a) = r(6;).

Reciprocamente, se 0 : K — C é um monomorfismo entio o € a identidade sobre Q. FEntao
temos

0= o(m(6)) = m(a(6))

tal que o(0) € um dos 0;, dai o € um dos o;. u

2.1.4 Corpos Quadraticos

Nesta subsecao apresentamos os corpos quadraticos e suas principais propriedades enfocando o
anel dos inteiros desses corpos.

Um corpo quadrdtico é uma extensao de grau 2 sobre o corpo QQ dos niimeros racionais.

Proposicao 2.1.3 [19, Proposition 3.1,p.67] Todo corpo quadrdtico é da forma Q(v/d), onde
d € um inteiro livre de quadrados.

Demonstracao: Se K é um corpo quadrdtico, entdo todo elemento o € K tal que o & Q ¢é
de grau 2 sobre Q. Pelo Teorema do Elemento Primitivo temos que K = Q(«). Tomando

o polinémio minimal de o sobre K, mq(x) = 2* + bz + ¢, e resolvendo a equacao quadrdtica

o + ba + ¢ = 0, obtemos que 2a = —b + /b2 — 4c. Portanto, K = Q(a) = Q(v/1? — 4c).

u uv

Observando que b*> — 4c é um nimero racional da forma — = —, com u,v € Z, temos que
v v

Q(Vb? — 4c) = Q(\/uv). Assim, como uv € Z, seque que uv € fatorado em produtos de primos.

Portanto, Q(y/uv)= Q(+v/d), onde d € inteiro livre de quadrados. [

Observacao 2.1.3

1. Pela Proposi¢ao 2.1.3, temos que todo corpo quadrdtico € da forma Q(\/Zl), onde d € um
inteiro livre de quadrados. Portanto, {1, \/c_l} ¢ uma base de K sobre Q.

2. 0 elemento Vd € K € uma raiz do polinémio irredutivel 2*> — d, e seu conjugado é
—Vd. Assim, existe um automorfismo o tal que o : Q(vd) — Q(\/d) é dado por
o(a+bVd) =a—bVd.

Lema 2.1.1 [17, p.35] Seja K = Q(v/d) um corpo quadrdtico, onde d é um inteiro livre de

quadrados. Se o = a + b\V/d é um inteiro algébrico, entdo 2a e 2b sdo nimeros inteiros.
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Demonstragao: Pelo item 2 da Observagao 2.1.3, temos que existe um automorfismo o tal que
o Q(Vd) — Q(vd) ¢ dado por o(a) = o(a+bVd) = a—bV/d. Como o(a) também € raiz da
mesma equagao de o, seque que o(a) € Ix(Z). Como o e o(«) € Ix(Z), pelo Corolario 2.1.2,
seque que a+o(a) € Ix(Z) e ao(a) € Ig(Z). Além disso, a+o(a) = (a+bvd) + (a—bVd) =
2a € Q e ao(a) = (a+bVd)(a—bVd) = a> —db*> € Q. Como Z é um anel de ideais principais,
seque que 7. é algebricamente fechado e, portanto, 2a € Z e a®> — db* € Z. Assim, temos que
(2a)? — d(2b)? € Z, e como 2a € Z, seque que (2a)® € Z. Por outro lado, se 2b € 7, o seu
denominador teria um fator primo p e este fator apareceria como p? no denominador de d(2b)?.

Sendo d livre de quadrados, seque que d(2b)* € Z, o que é um absurdo. Portanto, 2b € Z. m

Teorema 2.1.7 [19, Theorem 3.2,p.67] Seja K = Q(v/d) um corpo quadrdtico, onde d € 7 ¢
livre de quadrados, ou seja, d #Z 0(modulo 4). Se d # 1(modulo 4), entdo o anel dos inteiros
Ix € Z|\Vd] e {1,4/d} € uma base de Z[v/d] como um Z-mddulo.

Demonstragao: Seja o = a + bv/d com a,b € Q wm inteiro algébrico sobre Z. Pelo Lema

2.1.1 temos que a = g,b = g,
2, respectivamente, temos que u* — dv? € 4Z. Se d # 1(modulo 4), entio d = 2(modulo 4)

com u,v € Z, e a* — db® € Z. Substituindo a e b por ¥ e

ou d = 3(modulo 4). Assim, u e v sdo pares. Se por absurdo, v fosse impar, entao v?

1(modulo 4). Como u? —dv? € 47 seque que u®> —d(4k+1) € 4Z o que implica que u*> —d € 47.
Assim, u?> = d(modulo 4). Portanto, d = 1(modulo 4) ou d = 0(modulo 4), o que é um
absurdo por hipdtese. Assim, sendo v par, temos que v? = 0(modulo 4) e deste modo u* € 47.
Portanto, u também é par. Assim, u e v sdo pares. Logo, a,b € Z e a = a + bV/d € Z[\/E]
Portanto, Iy C Z[\/d]. Por outro lado, tomando o € Z[\/d], temos que a ¢ raiz do polinémio

2? — 2ax + a® — db® € Z[z]. Assim, Z[\Vd] C Ix, e portanto, Z[\/d) = Ix. m

Teorema 2.1.8 [19, Theorem 3.2,p.67] Seja K = Q(v/d) um corpo quadrdtico, onde d € 7. ¢

livre de quadrados, ou seja, d Z 0(modulo 4). Se d = 1(modulo 4), entdo o anel dos inteiros

1++d 1++d
2

Ix €7 e {1, %ﬁ} ¢ uma base de Z como um Z-mddulo.

Demonstragao: Se d = 1(modulo 4), entao u,v tem a mesma paridade. Assim, se u e v sdo

1+d
9

pares temos que a,b € 7, equea:a—i-b\/_zg—i-g\/gzU_U+g(1+\/a)EZ

9 2 2
1+vd
2

u+v\/;i_u—v
2 2 2

1 d
. Por outro lado, sea—a+b< +\/_> ez

Se u e v sao impares, entio o =

1+d
9

+ g(l +Vd) € Z . Portanto,

14+ Vd
9

temos que Ix C 7 com

2

%) e 2),

a,b € Z, entao temos que o € raiz do polinémio x* — (2a+b)x + | a® + ab —
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1+vd
2

1 d
pois d = 1(modulo 4). Assim, seque que 7 +2\/_ C Ix. Portanto, 7 =Ix. =

2.1.5 Norma e Traco de um Elemento

Nesta subsecao veremos os conceitos de norma e traco de um elemento e suas principais pro-
priedades que serao tteis para o desenvolvimento das propriedades do anel dos inteiros de um
Corpo.

Sejam K um corpo de niimeros de grau n e oy, 09, ..., 0, 0s monomorfismos de K em C. Para

qualquer « € K definimos a norma

N(a) = H oi(a)

e o traco
n

T(o) =) oi(a).

=1

Como os o;s sao monomorfismos segue que
N(aB) = N(a)N(B),
para quaisquer «, € K. Ainda, se a # 0, N(«) # 0 e se a,b € Q, entao
T(ac 4+ bp) = aT(a) + bT(B).

Exemplo 2.1.4 Dado K = Q(v/2), pelo Teorema 2.1.7 temos que o anel dos inteiros é Z[/2].
Os monomorfismos o's sio dados por o1(a-+bv2) = a+bv/2 e oy(a+bv2) = a—by/2. Assim,

a norma e o trago sao dados, respectivamente, por

N(a+bV?2) = (a+bV2)(a — bV2) = a® — 20°,

T(a+bv2) = (a +bV2) + (a — bV2) = 2a.

2.1.6 Decomposicao em Irredutiveis

Nesta subsecao veremos a teoria de decomposi¢ao prima em Z para um dominio integral D e
em particular para o anel dos inteiros de um corpo de nimeros. Veremos que a norma de um
elemento é uma ferramenta conveniente para detectarmos unidades e elementos irredutiveis, o

que nos sera muito util nas proximas segoes.

16



Um elemento a em um anel R é chamado uma unidade se existe 8 € R tal que aff = 1. Se

u é uma unidade em R, entao qualquer elemento v € R pode ser fatorado como
o =uf,

onde = u"ta. Um elemento 8 é chamado um associado de a se o = uf3 para uma unidade u.

Proposicao 2.1.4 [19, Proposition 4.1,p.82] As unidades U(R) de um anel R formam um

grupo sobre a multiplicacao.

Exemplo 2.1.5
1. Dado R = Q. O grupo das unidades é dado por U(Q) = Q*, que é um grupo infinito.

2. Dado R =7. O grupo das unidades é dado por U(Z) = {1,—1}, que é um grupo ciclico

de ordem 2.

3. Dado R = 7Z[i] o anel dos inteiros Gaussianos. Os elementos de Z[i] sao da forma
a+ bi, onde a,b € Z. Assim, a+ bi € uma unidade se, e somente se, existe um elemento
c+di € Z[i] tal que

(a+bi)(c+di) = 1.
Multiplicando obtemos (ac—bd)+(ad+bc)i = 1, logo devemos ter ac—bd =1 e ad+bc = 0.
Isto tem solucao inteira apenas quando a®> +b*> = 1, entdo a = 1, b =0 oua = 0 e
b = +1. Portanto, o grupo das unidades é dado por U(Z[i]) = {1,—1,i,—i}, que € um

grupo ciclico de ordem 4.

Usando normas podemos estender os resultados do Exemplo 2.1.5 para um caso mais geral

de anéis dos inteiros de um corpo quadratico.

Proposicao 2.1.5 [19, Proposition 4.2,p.82] O grupo das unidades U dos inteiros em um corpo
quadratico Q(\/E), onde d < 0 € um inteiro livre de quadrados, é dado por:

1. U ={#£1,+i} parad = —1;
2. U = {+1, 4w, +w?} para d = —3;

3. U ={=x1} para todos os outros d < 0.
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Demonstracao: Suponhamos que o € uma unidade no anel dos inteiros de Q(\/E) com, inverso
B. Logo, aff =1 e tomando normas N(a)N(B) = 1. Como N(a), N(B) sdo inteiros racionais,
temos que N(«) = £1. Escrevendo o = a + bWd, onde a,b € Q, temos que

N(a) = (a+bVd)(a—bVd) = a® —db* > 0

pois estamos tomando d < 0. Assim, N(a) = a*—db*> = +1. Agora, sea,b € Z ed = —1, temos
a? +b* =1, que tem solucoes a = +£1,b=0 oua=0 e b= %1, como encontrado no Exemplo
2.1.5, assim obtemos o item 1. Para d < —3 imediatamente concluimos que b = 0, pois caso
contrdrio a® —db? excederia 1, entdo as tinicas solu¢oes sio a = 41, b= 0. Se d # 1(modulo 4),
entdo a,b € Z, logo as tinicas solugdoes sao as apresentadas. Para d = 1(modulo 4), entretanto,
devemos também considerar a possibilidade adicional a = A/2, b = B/2 onde ambos A e B
sdo inteiros racionais impares. Neste caso, A> —dB? = 4. Para d < —3, temos B = 0, logo
A =2 e obtemos a = 1, e nao existe solugcao adicional. Isto completa o item 3. Para d = —3,

encontramos as solugoes adicionais A = +1, B = =+1. Do caso A=1, B =1 temos que

1 .
a= 5(—1 +/=3) = &¥™/3

que denotamos por w e nos outros trés casos obtemos —w,w? e —w?. Isto somado as solucoes

encontradas nos fornece o item 2. [ ]

Veremos a seguir algumas propriedades das unidades, tais como elementos associados e

irredutiveis.
Proposicao 2.1.6 [19, Proposition 4.3,p.84] Em um dominio D,
1. « € uma unidade se, e somente se, a|l;

2. Quaisquer duas unidades sao associados, e qualquer associado de uma unidade € uma

unidade;
3. a, B sdo associados se, e somente se, o|f e Bla;
4. « € irredutivel se, e somente, se todo divisor de o € um associado de o ou uma unidade;

5. um associtado de um irredutivel € irredutivel.

Demonstracao: Os itens 1,2,4 e 5 sequem da definicao. Provaremos apenas o item 3 que
requer a lei do cancelamento. Suponhamos que «|f e [|a, entdo existem a,b € D tais que
B =axa ea=>bB. Logo,

a = baa.
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Assim, ou o = 0 e seque B = 0 e, portanto, eles sao associados, ou a # 0, e cancelando o
obtemos

1 = ba,

entdo a e b sao unidades. Portanto, o e B sao associados. A reciproca € imediata. [ ]
Podemos estender algumas destas idéias em termos de ideais.

Proposicao 2.1.7 [19, Proposition 4.4,p.84] Seja D um dominio e «, 3 elementos ndo nulos
de D. Entao,

1. «|f se, e somente se, (o) 2 (B);
2. «a e f sdo associados se, e somente se, () = (f5);
3. a € uma unidade se, e somente se, (a) = D;

4. « € irredutivel se, e somente se, () € mazimal dentre os ideais principais de D.
Demonstragao:

1. Se a|f, entio p = ya € (a) para algum v € D, logo (B) C («). Reciprocamente, se
(B) C (), entao f =y« para algum v € D.

2. 1mediato de 1.

3. Se a é uma unidade, entao an = 1 para algum n € D, logo para qualquer 5 € D temos
f=anB € (a) e D= {a). Se D= {a) entdo como 1 € D, 1 =~f para algum v € D e

o € uma unidade.

4. Suponhamos o ¢ irredutivel, com (a) G (6) & D. Entdo Bla mas ndo é uma unidade
nem um associado de o, contradizendo o item 4 da Proposicao 2.1.6. Reciprocamente, se
nenhum tal ( existe, entao todo divisor de o € uma unidade ou um associado, entdo o €

rredutivel. ]

Em um dominio D, se uma nao unidade « é redutivel, podemos escrevé-la como o = (.
Se [ ou 7 é redutivel podemos expressa-lo novamente como um produto de fatores. Seguindo
este Processo escrevemos
Q& =piP2- .- Pm;
onde cada p; é irredutivel. Dizemos que a decomposicao em irredutiveis em D é possivel se
todo a € D, nao unidade e nao nulo, pode ser escrito como o produto de um nimero finito de

irredutiveis.
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Teorema 2.1.9 [19, Theorem 4.6,p.87] Se um dominio D é Noetheriano, entao a decomposi¢ao
em irredutiveis em D € possivel.

Demonstracao: Suponhamos que D é Noetheriano, mas existe uma nao unidade o # 0 em
D que nao pode ser escrita como um produto de um numero finito de irredutiveis. FEscolha o
tal que (o) € maximal com estas condi¢oes sobre v, que é possivel pela mazimalidade. Por esta
definicao, este o nao pode ser irredutivel, entao o = [y, onde 5 e v nao sao unidades. Assim,
pelo item 1 da Proposicdo 2.1.7 seque que () D (). Agora, se (5) = (v), entdo pelo item 2
da Proposicao 2.1.7, B e v sao associados e este ndo € o caso pois isto implica que v € uma

unidade. Assim, (3) 2 (v), e analogamente () 2 (7). Pela mazimalidade de () devemos ter

B=Dpi...pr,

T =4q1---4s,

onde cada p; e q; sao irredutiveis. Multiplicando 3 e v escrevemos a como um produto de
wrredutiveis, o que € uma contradi¢ao. Portanto, a afirmacdao que existe uma ndao unidade

diferente de zero € falsa, e a decomposicao em irredutiveis € sempre possivel. [ ]

Teorema 2.1.10 [19, Theorem 4.7,p.87] O anel dos inteiros Ix em um corpo de nimeros K é

Noetheriano.

s

Demonstracao: Vamos provar que todo ideal T de Ix é finitamente gerado. Agora, (Ix,+) €
abeliano livre de posto n igual ao grau de K. Dai (Z,+) € abeliano livre de posto r < n pelo
Teorema 2.1.2. Se ai,...,q, € uma Z-base para (Z,+), entao claramente (ay,...,a,) = I.

Logo T ¢ finitamente gerado e Ix ¢ Noetheriano. [ ]
Corolédrio 2.1.5 [19, Corollary 4.8,p.88] Decomposicao em irredutiveis é possivel em Ix.

Através da norma podemos identificar se um dado elemento é irredutivel, como veremos a

seguir.

Proposicao 2.1.8 [19, Proposition 4.9,p.88] Seja K um corpo de nimeros e Ix o anel dos

inteiros. Dados a, B € Ix temos:
1. o é uma unidade se, e somente se, N(a) = +1;
2. Se av e B sdo associados, entio N(a) = £N(5);

3. Se N(«) € um primo racional, entdo o € irredutivel em Ik.
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Demonstragao:

1. Se au =1, entdo N(a)N(u) =1. Como N(«a),N(u) € Z, temos N(a) = £1. Reciproca-

mente, se N(a) = £1, entdo
o1(a)os(a)...on(a) = %1,

onde o0s a.s sao os monomorfismos de K em C. Além disso, sem perda de generalidade,

o1(a) € igual a v e todos os outros ols sao inteiros. Tomando
u=to3(a)...on(),
entao au = 1, logo u = o' € K. Portanto, u € Ix e o é uma unidade.
2. Se «, B sao associados, entio o = uf3, onde u € uma unidade. Assim, pelo item (1)

N(a) = N(up) = N(u)N(8) = £N(f).

3. Se o = By, entio N(a) = N(B)N(y). Como por hipdtese N(a) = p primo racional,
seque que N(B)N(y) = p, e entdo N() ou N(y) € £p e a outra é £1. Assim, pelo item

(1), B ouy é uma unidade, e seque que o € irredutivel.

2.1.7 Norma de um Ideal

Nesta subsecao apresentamos o conceito de norma de um ideal do anel dos inteiros de um corpo
de nimeros e suas principais propriedades que serao uteis para o calculo da cardinalidade dos
anéis quocientes sob os quais os cédigos serao construidos.

Sejam K um corpo de numeros, Ix o anel dos inteiros de K e Z um ideal de Ix. A norma

do ideal Z é definida como sendo a cardinalidade do anel quociente %K, ou seja,

Ix
N(T) = d|l — ).
(Z) = car (I)
Exemplo 2.1.6 Seja Z um ideal principal de Z[i], onde i* = —1, gerado por 2 — i. Assim,
7l
% ={x+Z;x € Z[i]}. A norma de I ¢é o numero das classes laterais de I. Uma vez que

2 —i = 0(modI), seque que 2 = i(modZ). Assim, para x = a + bi, com a, b € 7, temos que
r=a+bi =a+2b(modZ). Como (2+1i)(2—1i) =5 € L, seque que as classes laterais de T em
Z[i] sao {0, 1, 2, —1, =2}, ou seja, N(Z) = 5.

Agora, dado um corpo de nimeros K, e Ixa = (a) o ideal de Ik gerado por «, entao temos

o seguinte resultado.
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Proposicao 2.1.9 [17, Proposition 1, p.52] Seja 0 # « € Ix. Entdo
Iy
N = d| —
NG| = card (7).

ou seja, o anel quociente -5 possui |N(a)| elementos.
K&

Proposicao 2.1.10 /20, Proposi¢cio 1.7.2] N(Z) € finita.
Demonstracao: Se a € Z é um elemento nao nulo, entao Ixaw C Z. Além disso, podemos

escrever Ix /T como um quociente de Ix /Iga. Assim,

s (8 =t (B2 a2

Mas pela Proposicao 2.1.9 temos que card <%) € finita. Portanto, card (%K) € finita. [ ]

2.1.8 Formas Quadraticas

Nesta subsecao consideraremos as formas quadraticas, que como exemplo temos a norma de

um elemento, na qual estamos interessados e serd utilizada nos préximos capitulos.

Defini¢ao 2.1.6 Uma forma quadrdtica (n-dria) sobre um corpo K é um polinémio f ho-

mogéneo de grau 2 com n varidveis sobre K, tendo a sequinte forma geral

n

flzy,... x,) = Z a;;rivy € Klay, ..., ). (2.2)

ij=1
Para obter os coeficientes simétricos é usual reescrevermos f como
!
f(ZL’) = E ((lij + aji)xixj = E aijxia:j, (23)
4,j=1 5,j=1
/ 1 . . . . ’ . /
onde a;; = 5(ai; + aj;). Desta forma, f determina unicamente uma matriz simétrica (a;;), que

2
podemos denotar por M. Em termos de notac¢ao matricial, temos

T
f(X) :(xl,...,:cn).Mf. IXt.Mf.X,
Tn

onde X é visto como um vetor coluna e X’ denota a transposta de X.
Isto nos permite denotar f(z1,...,x,) por f(v), para v = (z1,...,2,). Tomando v =
Z?jzl Ti€; e w = Z?jzl yie;, com z;, y; € K, para todo ¢« = 1,...,n e a aplicagao By :

V x V' — K definida por

By(v,w) = S[f(v+w) = f(v) = f(w)]. (2.4)

| —
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Desenvolvendo a equagao (2.4) podemos observar que By é uma aplicagao bilinear. Portanto,
associada a uma forma quadrética f existe uma aplicagao bilinear By dada pela equacao (2.4).
Por outro lado, considerando {ey,...,e,} uma base de V' e uma aplicacdo bilinear como a

da equagdo (2.4), para um vetor ndo nulo u = Y\ | ae; temos que

n
B(u,u) = B(ajeq, ... ,apnen, at€1, ..., a0,6,) = Z B(e;, ej)a;a;.

ij=1

Logo, da equagao (2.3) segue que

felay,...,a,) = f(u) = B(u,u).

Isto mostra que existe uma correspondéncia biunivoca entre formas quadraticas e aplicacoes

bilineares.

Definicao 2.1.7 O par constituido pelo espago vetorial V' e a aplicagao bilinear B é chamado

espaco quadrdtico.

2.1.9 Reticulados

Nesta subsecao apresentamos o conceito de reticulados, enfocando suas principais propriedades.
Sejam K um corpo, R C K um anel, V um espago vetorial de dimensao finita n sobre K
e {v1,...,v,} vetores de V linearmente independentes sobre K, com m < n. O conjunto dos

elementos de V' da forma

m
{x = Zaivi, com a; € R} ,

i=1
¢é chamado reticulado com base 5 = {vy,...,v,} e serd denotado por Ag.

A seguir estaremos considerando em R™ apenas os Z-reticulados.

Definicao 2.1.8 Seja = {v1,...,v,} uma Z-base do reticulado Ag C R". O conjunto

PﬁZ{ZL’GRni JIZZ)\ZU“OS)\Z<1},
i=1
¢ chamado regiao fundamental de Ag.

Exemplo 2.1.7 Temos que Ag = Z? ¢ um reticulado gerado pelos vetores v; = (1,0) e vy =

(0,1) com regiago fundamental descrita na Figura 2.1.
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Figura 2.1: Reticulado Z?

Exemplo 2.1.8 Temos que Ag = {(a,b) € Z%* a+b=0(mod2)} é um reticulado gerado pelos

vetores v1 = (2,0) e vy = (1,1) com regiao fundamental descrita na Figura 2.2.

Figura 2.2: Reticulado gerado por vy e vy

Observagao 2.1.4 Seja Ag um reticulado do R™ com base = {vy,...,v,}. Se ci,... ¢, sdo
n

elementos quaisquer de Ag, entdo ¢; = Zaijvj, com a;; € Z. Assim, temos que {c1,...,c,} €
j=1

uma base de Ag se, e somente se, det(a;j) € um elemento inversivel de Z.

Definicao 2.1.9 Um subconjunto do R™ ¢é dito discreto se a intersec¢ao com qualquer bola de

centro zero e raio r € um conjunto finito.
Exemplo 2.1.9 Temos que Z" é um subconjunto discreto do R™.

Lema 2.1.2 /20, Lema 2.6.1] O conjunto dos pontos de um reticulado A no R™ € discreto.

Demonstracao: Seja {vy,...,v,} uma base do reticulado A. Temos que as condigoes (x,vy) =
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0,...,(z,v,) = 0 fornecem um sistema linear com n — 1 equagoes lineares homogéneas e n

incognitas. Como este sistema tem uma solucdo nao nula, seque que existe um vetor x ortogonal

aos vetores vy, ..., U,. Se (x,v1) = 0, entdo o vetor x seria ortogonal a todos os vetores do R™,
o que € impossivel. Assim, (x,v1) # 0. O vetor sy = [1/(zx,v1)]/x também é ortogonal a
todos os vetores va, ..., vy, € (s1,v1) = 1. Deste modo, para todo 1 < i < n, podemos escolher

um vetor s; tal que (s;,v;) = 1 e (s;,v;) # 1, para i # j. Agora, suponhamos, que o vetor
z=a1z1+ ...+ apz, de A, com a; € Z,i = 1,2...,n, pertence a uma bola de raio r. Como

ar = (z, s, pela inequagao de Cauchy-Schwartz, seque que

llakll = [1¢z, si)l| < [l=]ll[skl] < rllsell,

onde r||sg|| ndo depende de z. Portanto, existe um nimero finito de possibilidades para ay e o

conjunto de todos os z € A tal que ||z|| < r € finito. u

O proximo teorema diz que um reticulado é gerado sobre Z por uma base do R™, ou seja,

por uma Z-base do reticulado dado.

Teorema 2.1.11 [17, Theorem 1, p.53] Se A € um subgrupo discreto do R™, entao A € gerado
como um Z-maodulo por r vetores linearmente independentes sobre R, com r < n.
Demonstracao: Sejam = {vy,...,v.} um conjunto de vetores de A que sdao linearmente

independentes sobre R, onde r € o maior possivel com r < n, e

'Pﬁ:{xERn:x:ZOzﬂ}i,OSOZigl}y

i=1
o paralelepipedo construido a partir destes vetores. Temos que Pg € fechado e limitado, logo
Ps € compacto. Agora, como A é discreto, seque que Pg N A € finito. Tomando v € A,

pela mazimalidade de r, seque que {x, vi,...,v.} € linearmente dependente. Assim, ezistem
N €Ri=1,....,7r, nao todos nulos, tal que x = Z Aiv;. Para cada j € N, seja
i=1

r

vj=jr— Y [jA]vi € A, (2.5)

i=1
onde [k] denota o maior inteiro menor ou iqual a k. Assim,

T

=1

i=1 i=1
Deste modo, tomando j =1 na Equagao (2.5) obtemos que

r

r1=x— Z[)‘i]v"" ou seja, ¥ =11 + z:[/\z]vZ

=1 =1
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Assim, como x1 € P,NA e este € finito, seque que A € finitamente gerado como um Z-mddulo.
Por outro lado, do fato de P, N A ser finito e N ser infinito, existem inteiros j e k, tais que
T T

r; = xx. Da Equacdo (2.5), seque que v; = xp = jr — Z[j)\i]vi = kx — Z[k)\i]vi =

i=1 i=1
T T

(G — Bz =D ([iN] — kX))o = (j — k)z)\wz‘ = (N] = [BADv = (F — kA =

R S (2%
A = A = A = 2R

por um numero finito de elementos, que sao combinagoes lineares com coeficientes racionais

, ou seja, \; € Q. Assim, A € gerado como um Z-mddulo

dos vis. Seja d # 0 um denominador comum destes coeficientes. Consideremos o conjunto dA.

Temos que dA C ZZ’UZ'. Dai, pelo Teorema 2.1.2, seque que existe uma base {s1,...,S,} do
i=1

Z-modulo Z Zv; e inteiros a;, tal que {on sy, ..., a8} gera dA sobre Z. Como o Z-mddulo dA
i=1

,

tem o mesmo posto de A e como ZZUi C A, seque que o posto de dA > r. Pela mazimalidade
i=1

de r decorre que o posto de dA €r e os als sao nao nulos, pois caso contrdrio dA nao teria posto

r. Assim os sis sao linearmente independentes sobre R, uma vez que {v, ..., v} € linearmente
independente sobre R. Portanto, dA\ € gerado por r vetores linearmente independentes sobre R

e, consequentemente, A também € gerado por r vetores linearmente independentes sobre R. m

Observagao 2.1.5 [19, Theorem 6.1, p.142] Seque do Teorema 2.1.11 que um subgrupo aditivo

discreto do R™ é um reticulado em R™.

2.1.10 Empacotamento Esférico

Nesta subsecao apresentamos os conceitos de empacotamento esférico, densidade de empacota-

mento e densidade de centro, relacionando-os e enfocando as principais propriedades.

Definicao 2.1.10 Um empacotamento esférico, ou simplesmente um empacotamento no R™, é
uma distribuicao de esferas de mesmo raio no R"™ de forma que a intersec¢ao de quaisquer duas
esferas tenha no mdximo um ponto. Pode-se descrever um empacotamento indicando apenas o

conjunto dos centros das esferas e o raio.

Um problema classico do empacotamento esférico consiste em encontrar um arranjo de
esferas idénticas no espaco euclidiano n-dimensional de forma que a fracao do espago coberto
por essas esferas seja a maior possivel. Isto pode ser visto como a versao euclidiana do 18°

Problema de Hilbert, proposto em 1900.
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A Teoria dos Cédigos Corretores de Erros nasceu em 1948, com o famoso trabalho de
Shannon, onde foi demonstrado o Teorema da Capacidade do Canal. Em linhas gerais, este
resultado diz que para a transmissao de dados abaixo de uma certa taxa C' (simbolos por
segundo), chamada de capacidade do canal, é possivel obter a probabilidade de erro tao pequena
quanto se deseja através de codigos corretores de erros eficientes.

A prova do Teorema da Capacidade do Canal implica que no caso de valores altos da
relagao sinal-ruido (SNR), um cédigo de bloco 6timo para um canal com ruido gaussiano branco
(AWGN), limitado em faixa consiste em um empacotamento denso de sinais dentro de uma es-
fera, no espaco euclidiano n-dimensional, para n suficientemente grande. Assim, se estabeleceu
o vinculo entre empacotamento esférico e Teoria da Informacao.

Para cada n, Minkowski provou a existéncia de reticulados no espago euclidiano n-dimensional
com densidade de empacotamento esférico A satisfazendo

A S

2n—1’

onde ( ¢ a funcao zeta de Riemann. Como consequéncia, obtém-se
1
—loga A > —1. (2.6)
n

Em [41] Leech e Sloane estabeleceram as primeiras relagoes entre empacotamento de esferas
e os codigos corretores de erro, e desenvolveram a “construcao cédigo”de muitos reticulados
conhecidos. A busca de empacotamentos densos como métodos de modulacao codificada teve
sucesso com o trabalho de Forney et al. [42] em 1984, no qual sistemas de modulagao codificada
em bloco foram construidos usando-se reticulados densos nas dimensoes 4, 8, 16 e 24, com
ganhos de codificagdo em torno de 1.5, 3.0, 4.5, e 6.0 dB, respectivamente; e em [43] Conway
e Sloane provaram que reticulados satisfazendo a cota de Minkowski, dada pela Equacao (2.6)
sao equivalentes a codigos atingindo a capacidade do canal.

Dentre os métodos de geragao de reticulados, o homomorfismo de Minkowski apresenta ca-
racteristicas interessantes. Usando a Teoria Algébrica dos Nimeros, Craig [44] reproduziu o
reticulado de Leech Aoy através da representacao geométrica de um ideal do anel dos inteiros
de Q((39). Com o mesmo método, ainda obteve a familia A7 em dimensoes n = p — 1, através
de Q(¢,), onde p é um nimero primo.

Ao estudar a densidade de empacotamento, um dos principais problemas é a obtencao de
reticulados com alta densidade e que sejam ao mesmo tempo manipuléveis. Lembramos que os

reticulados de maior interesse sao aqueles com maior densidade de empacotamento.
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Para que possamos prosseguir no estudo de reticulados, precisamos da no¢ao de volume. O
volume no R™ é bem conhecido e pode ser facilmente transferido para o R-espago V' através do
isomorfismo natural entre R™ e V', e definido por meio de uma base {v,...,v,}. Além disso,
¢é possivel restringir a subconjuntos C' de V' que sao reunioes finitas da regiao fundamental,

usando apenas as seguintes propriedades de volume.
1. vol(xz + C) = vol(C), para todo z € V.
2. vol(yC') = y™vol(C), para todo v € R, v > 0.
3. Se CNC" =10, entao vol(C'UC") = vol(C) + vol(C").

4. Sejam {vy,...,v,} uma base de um reticulado A C R" e P, a sua regiao fundamental.
Se v; = (Vi1, Vigy -+, Uin), Para i = 1,2, ..., n, entdo o volume da regido fundamental P,,

denotado por vol(P,), é dado por

vol(P,) = |det(B)|,

onde
U171 V12 - Vin
Vg1 V22 ++° U2p
B =
Un1t Up2 -+ Unn

Proposicao 2.1.11 [17, Lemma 1, p.55] O volume de uma regiao fundamental independe da
base do reticulado.

Demonstracao: Sejav = {vy,...,v,} uma base de um reticulado A CR"™. Ses = {s1,...,s,}

¢ uma outra base de A\, entao, s; = E Q;jv;, com oy € L. Assim,
=1

vol(Ps) = | det(a;)|vol(Py).

Como a matriz de mudanga de base (o) € inversivel com entradas inteiras, seque que det(ay;) =

+1. Portanto, vol(Ps) = vol(P,). u

Observagao 2.1.6 Sendo 8’ uma outra base para Ag, seque que vol(Ag) = vol(Ag), pois B e
B’ diferem pelo produto de uma matriz inversivel com entradas inteiras. Deste modo, podemos

definir o volume de Ag como o volume de uma regiao fundamental.
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Seja B = {v1,vg,...,v,} uma base de um reticulado A C R™. O wvolume do reticulado Ag é
definido por vol(Ag) = vol(P,).
Um empacotamento reticulado é um empacotamento em que o conjunto dos centros das

esferas formam um reticulado Ag de R™.

Exemplo 2.1.10 Empacotamento do reticulado Ag = Z2.

Figura 2.3: Empacotamento do Reticulado Z?
Definicao 2.1.11 Dado um empacotamento no R™, associado a um reticulado Ag, com B =
{v1,...,0,} uma Z-base, definimos a sua densidade de empacotamento como a propor¢io do

espaco R™ coberta pela uniao das esferas.

Estamos interessados nos empacotamentos associados a um reticulado Ag em que as esferas
tenham raio méaximo, onde consigamos cobrir a maior area possivel. Para a determinagao
deste raio, observe que fixado k > 0, a intersecgdo do conjunto compacto {z € R"; |z| < k}
com o reticulado Ag é um conjunto finito, de onde segue que o niumero Ag, = min{|A|; A €
Ag, A # 0} estd bem definido e (Ag,,)? é chamado norma minima. Observamos que p = Ag, /2
¢ o maior raio para o qual é possivel distribuir esferas centradas nos pontos de Ag e obter
um empacotamento. Dessa forma, o estudo dos empacotamentos reticulados é equivalente ao
estudo dos reticulados.

A densidade de empacotamento de um reticulado Ag é definida por

Volume de uma esfera de raio p

A(Ag) =
( p ) Volume do reticulado

Denotando por B(p) a esfera com centro na origem e raio p, temos que o seu volume é dado

por

vol(B(p)) = vol(B(1))p",
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onde vol(B(1)) é o volume de uma esfera de raio 1. Assim, a densidade de empacotamento é

dada por
pn
A(Ag) =vol(B(1))———.
(45) = vol(B(1)) 7
Portanto, o problema se reduz ao estudo de um outro parametro, chamado densidade de centro,
dado por
pn
0(Ag) = )
(As) vol(Ag)

Exemplo 2.1.11 Seja Ag = Z* um reticulado do R? gerado pelos vetores (1,0) e (0,1). Temos
que o raio de empacotamento € p =1/2, e vol(B(1)) = n.1 = m. Assim, o volume do reticulado
¢ vol(Ag) =1, a densidade de empacotamento é

p* 1

= TT— =

il
vol(Ap) 4 4

A(Ag) = vol(B(1))
e a densidade de centro é 6(Ag) = 1/4.

Exemplo 2.1.12 Seja Ag = Z™ um reticulado do R"™, gerado pelos vetores v; = (1,0,...,0),

0,1,...,0),...,v, = (0,0,...,1). A forma quadrdtica |v|> = 2? + ... + x> assume o valor
minimo quando x; = 1 para algumi=1,...,n, e 0s demais sao nulos. Assim |[v]* =1 ¢ p= 3
Visto que v(Ag) = | det B|, e B neste caso é a matriz identidade, temos que o vol(Ag) =1, e

|
1
portanto, 6(Ag) = o
Um dos problemas de empacotamento esférico de um reticulado Ag do R™ é encontrar um
empacotamento com maior densidade. Em dimensao um, temos que os pontos de coordenadas

inteiras da reta formam um reticulado cuja densidade de empacotamento é a melhor possivel

dada por A = 1. Neste caso as “esferas” sao intervalos como podemos ver na Figura 2.4.

esfera
——
o—| o | e
-1 0 1

Figura 2.4: Empacotamento de esferas em dimensao 1

A resposta também é conhecida para dimensao dois, o reticulado hexagonal com base

B = {(1,0),(—%,\/75)} e p = 3 ¢ o de maior densidade, dada por A = ~ 0,9069. O

SE
V)

empacotamento deste reticulado é ilustrado na Figura 2.5.
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Q.

Figura 2.5: Empacotamento de esferas em dimensao 2

Em dimensao trés Gauss sugeriu em 1831 que o reticulado denominado face — centered —
cubic, denotado por fcc (pilha de laranjas ou bala de canhoes) é o empacotamento reticulado
com maior densidade, sendo A = T~ 0, 7405.

V18

O empacotamento reticulado mais denso no R* é o do reticulado denominado checkerboard
D,. Analogamente ao anterior, este reticulado consiste de todos os pontos (z,y,z,w) € R?
tais que x +y + z + w = 2k, com x,y, 2z, w, k € Z. Os reticulados com maior densidade estao
determinados até dimensao 8 [43]. Nas dimensoes 2 e 3 ja foi provado que os empacotamentos
reticulados sao os mais densos dentre todos os empacotamentos.

As definigoes e propriedades apresentadas até aqui para reticulados Ag do R", podem ser

estendidas para Ag em um espago métrico (E, d). Nosso objetivo neste trabalho serd construir

cédigos reticulados em dimensoes 2 e 3 no R” e em dimensoes n > 4 no espago hiperbdlico.

2.1.11 Constelacoes de Sinais

Nesta subsegao veremos alguns conceitos fundamentais para os objetivos do nosso trabalho,

como constelagoes de sinais geometricamente uniformes e regioes de Voronoi.

Definicao 2.1.12 Uma constelacao de sinais S é um subconjunto finito de pontos em um

espago métrico (E,d). Os pontos da constela¢ao sao chamados de sinais.

Seja U(S) o grupo de simetrias de S em E. Uma constelagao de sinais é dita geometricamente
uniforme se para quaisquer sinais sg, $; € S, existe uma isometria 7' € U(S), tal que T'(sg) = s1,

ou seja, U(S) age transitivamente em S. Equivalentemente,
U(so) ={T(s0) : T €U(S)} =S.

Definicao 2.1.13 Sejam S uma constelagao de sinais e sg € S. A regiao de Voronoi de sg
em S consiste dos pontos que estao mais prozimos de sy que de qualquer outro ponto de S, ou
seja,

Vs(so) ={s € E:d(s,s0) <d(s,r),Vr €S,s # so}.
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O perfil de distancia global com relagdo a sg, denotado por PD(sg), é dado pelo conjunto

das distancias dos pontos de & com relacao a s, ou seja,
PD(so) = {d(s0,8): s €S}

No préximo teorema veremos a relacao entre uma constelacao de sinais geometricamente

uniforme e regioes de Voronoi.

Teorema 2.1.12 /2] Seja S uma constelagdao de sinais. Se S € uniforme, entdo:
1. Todas as regioes de Voronoi sao congruentes;

2. O perfil de distancia global € 0o mesmo para qualquer sinal s € S.

Uma constelagao de sinais S esta casada a um grupo G, se existe uma aplicacao sobrejetora
n:G — S tal que
d(n(h1),n(hs)) = d(n(e),n(hflhﬁ)ﬂhl, hy €3,

onde e é o elemento neutro de G e d é uma distancia em S. A aplicacao 1 é uma aplica¢dao

L ¢ um rotulamento casado. Nesse

casada. Além disso, se 1 é injetora, entao dizemos que 1~
caso, dizemos que 7 é um rotulamento isométrico.

Tanto no aspecto da geracao de constelagoes, como na implementacao pratica, a construgao
de sinais que possuam boas propriedades geométricas e boas estruturas algébricas é fundamental
e relevante. Assim, nosso trabalho serd dedicado as constelagbes de sinais geometricamente

uniformes.

2.2 Geometria Hiperbdlica

Esta secao tem por objetivo a apresentacao das principais defini¢oes e resultados da geometria
hiperbdlica, principalmente aqueles relacionados aos proximos capitulos. As referéncias aqui

utilizadas sao [26]-[31].

2.2.1 Notas Histdricas

Nesta subsecao apresentamos algumas notas histéricas sobre o desenvolvimento da geometria
hiperbdlica.
Por mais de dois mil anos “Os Elementos”do matematico Euclides (325ac — 265ac), foi o

texto padrao na geometria. No primeiro dos seus trinta conjunto de volumes sistematicamente
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descobriu a geometria euclidiana introduzindo defini¢oes de termos geométricos (tais como reta
e ponto), cinco nogoes comuns concentrando magnitudes, e os seguintes cinco postulados:

(i) Uma reta pode ser tracada de qualquer ponto a outro.

(ii) Qualquer segmento finito de reta pode ser prolongado indefinidamente para construir
uma reta.

(iii) Dados um ponto e uma distancia quaisquer, pode-se tragar um circulo de centro naquele
ponto e raio igual a distancia dada.

(iv) Todos os angulos retos sao iguais entre si.

(v) Se uma reta cortar duas outras retas de modo que a soma dos dois angulos interiores,
de um mesmo lado, seja menor que dois angulos retos, entao as duas outras retas se cruzam,
quando suficientemente prolongadas, do lado da primeira reta em que se acham os dois angulos.

Ao longo dos séculos foram encontrados diversos enunciados equivalentes ao 5° postulado,
sendo o mais popular deles feito por John Fairplay (1748 — 1819) que afirma que, “Por um
ponto nao contido em uma reta dada, pode ser tracada uma e apenas uma reta paralela a reta
dada”, que ficou conhecido como Postulado das Paralelas.

Durante o século XV III diversos matematicos tais como Girolomo Sacheri e Johann Hein-
rich Lambert tentaram demonstrar o 5° postulado mas nao foram bem sucedidos, ja que este
¢ um postulado independente, fato conhecido hoje em dia. Apesar disso, conseguiram avancos
importantes, como provar por exemplo, que sem o Postulado das Paralelas, obtém-se que a
soma dos angulos internos de um triangulo pode ser maior ou menor do que 7.

Na primeira metade do século X IX comegou-se a suspeitar da independéncia do Postulado
das Paralelas. Matematicos como Karl Friedrich Gauss (1777—1855), Janos Bolyai (1802—1860)
e Nicolai Lobatchevsky (1793 —1856) trataram da questao ao considerar trés situagoes distintas:
Por um ponto nao contido em uma reta dada passa, mais de uma, apenas uma ou nenhuma reta
paralela a reta dada. Por suspeitarem da independéncia do Postulado das Paralelas, ou seja, de
que sua negacao poderia gerar uma geometria consistente, sem contradigoes, desenvolveram de
forma axiomatica um estudo amplo e detalhado de uma geometria que assumia a existéncia de
mais de uma reta paralela (a terceira hipétese, da inexisténcia de retas paralelas pode ser des-
cartada se assumirmos que as retas sao infinitas), criando o que veio a ser chamada com o tempo
de Geometria de Lobatchevsky ou Geometria Hiperbolica. No entanto, as dividas referentes a
consisténcia desta nova geometria s6 foram dirimidas no final do século, quando matematicos
como Eugenio Beltrami, Henri Poincaré e Felix Klein criaram modelos euclidianos para esta
geometria. A criagao de modelos euclidianos para a geometria hiperbdlica resolve a questao da

consisténcia desta geometria, pois qualquer eventual contradicao a ser encontrada implicaria
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em uma contradi¢ao existente na geometria euclidiana, ou seja, as geometrias hiperbdlica e
euclidiana tem o mesmo grau de consisténcia.

Neste texto exploraremos apenas dois modelos para a geometria hiperbodlica, conhecidos
como disco de Poincaré e o semi-plano de Lobatchevsky. Os modelos exercem para a geometria
a mesma funcao que um bom atlas exerce para a geografia: apesar de os mapas apresentarem
distorcoes, estas sao quantificaveis e razoavelmente “bem comportadas”, de modo que podemos
nos situar de forma bastante satisfatéria apenas através de nossos mapas. Além disto, de forma
analoga ao que acontece com os distintos mapas de um atlas, modelos distintos distorcem ou
preservam propriedades distintas. Assim, dependendo da propriedade que desejamos estudar,

podemos escolher o mapa mais conveniente.

2.2.2 Espaco Hiperbdlico

Nesta subsecao definiremos o espaco hiperbdlico e alguns conceitos importantes como compri-
mento hiperbdlico e distancia hiperbdlica entre dois pontos.

Consideremos o conjunto
n+1 __ n+1 .
H {.Z'l,...,l'nJrlER .$n+1>0}

dotado da estrutura Riemanniana

dad + ... +da2,,

2
mn+1

ds® =

(2.7)

Com essa estrutura, o semi-espaco H"™! ¢ chamado espago hiperbélico (n+1)-dimensional,
e a métrica ds é chamada métrica hiperbolica.

A introducao desta estrutura Riemanniana nos permite definir comprimentos de curvas,
geodésicas e distancia entre pontos, que faremos a seguir.

Sejam [a, b] um intervalo fechado e 7 : [a, b] — H"*! uma curva continuamente diferencidvel
por partes, onde Y(t) = (z1(t),...,Tnt1(t)). O comprimento da curva 7([a,b]) denotado por
7], é dado por

dCEl dl‘n+1 )2

Il = / Ve sy,

Tn+1

Sem perda de generalidade, podemos assumir que a curva 7y estd definida no intervalo
[0,1]. De fato, considerando a aplicacao ¢ : [0,1] — [a,b] definida por ¢(t) = a + (b — a)t e
F(t) = (yo ¢)(t) = y(a + bt — at), obtemos pela regra da cadeia que

\/ d:Jcl da:n+1 )2 1 \/(dﬂ)z + (dxn_H )2
B d¢ dt o\ dt ~
= | = at =151l

Tni1 0 Tn+1




A seguir definimos a distancia entre dois pontos.

Definig¢ao 2.2.1 Dados dois pontos p, ¢ € H", a distancia entre p e q é dada por

d(p,q) = inf||

onde o infimo € considerado sobre o conjunto das curvas continuamente diferencidveis por partes

v :[0,1] = H"™, com y(0) =p e (1) =q.

Uma prova detalhada de que d(.,.) é de fato uma distancia pode ser vista em [26].
A partir da definigao de distancia definimos as geodésicas, que sao curvas de menor com-

primento entre dois pontos.

Definigao 2.2.2 Uma curva v : [a,b] — H"™ ¢ chamada geodésica se para quaisquer s,t €

[a, b] tivermos

dTp41 )2

P
dtr(s) () = [ VG o

ou seja, se v minimizar a distancia entre os pontos de seu tracado.

2.2.3 Modelos Euclidianos do Plano Hiperbdlico

Existem varias formas distintas de se construir o plano hiperbdlico. Nesta subsecao veremos
dois modelos euclidianos do plano hiperbdlico, simples e convenientes, e algumas propriedades.

Consideremos o semi-plano superior H? = {z € C : Im(z) > 0} com a métrica Riemanniana

Vdx? + dy?

ds = u’ (2.8)
)

onde z = x + yIm. Com esta métrica H? é um modelo do plano hiperbélico chamado plano de

Lobachevski.

Observagao 2.2.1 O limitante euclidiano ou bordo de H? é dado por O, ,H* = {z € C :
Im(z) =0} U{oo}.

Podemos ainda determinar as geodésicas do plano hiperbdlico.

Teorema 2.2.1 [26, Teorema 3.7, p.23] As geodédicas de H? sao as semi-retas e semi-circunferéncias

ortogonais a O H2.
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Figura 2.6: Geodésicas no plano de Lobatschevsky

Dado um conjunto A C H?, sua drea hiperbélica, denotada por u(A) é dada por

) = [ S,

y2

se a integral existir.
Um outro modelo euclidiano do plano hiperbdlico é o disco unitario D* = {z € C: |z| < 1}
com a métrica derivada da diferencial

2|dz|
ds =
TTIRP

(2.9)
e ¢ chamado modelo de Poincaré.
Observagao 2.2.2 O limitante euclidiano ou bordo de D* é dado por OD* = {z € C: |z| = 1}.

Neste caso as geodésicas do plano hiperbdlico sao dadas pelo seguinte resultado.

Teorema 2.2.2 [26, Observagao .12, p.27] As geodédicas de D? sio segmentos de retas orto-

gonais a D* (pela origem) e de circunferéncias ortogonais a OD?.

Figura 2.7: Geodésicas no plano de Poincaré
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Dado um conjunto A C D?, sua drea hiperbdlica, denotada por pu(A) é dada por

B 4ddxdy
W= [ G

se a integral existir.
Para determinarmos a area de um triangulo hiperbdlico podemos usar o seguinte teorema

que mostra que a area hiperbdlica de um triangulo hiperbdlico depende apenas de seus angulos.

Teorema 2.2.3 Seja A um triangulo hiperbolico com angulos o, 3,7y. Entao a drea de A €

dada por
WAy =7 —a—f—7.

A funcao f : H? — D? dada por

zIm+1

fe) =2 (2.10)

é uma bijecao e podemos verificar que é uma isometria. Isso nos permite trabalhar com o
modelo mais adequado de acordo com a necessidade. Existem ainda outros dois modelos, a

saber, de Klein e Minkowsky, que nao serao considerados neste trabalho.

2.2.4 Grupos Fuchsianos

Nesta subsecao vamos definir e caracterizar os grupos Fuchsianos, que sao fundamentais para o
desenvolvimento do nosso trabalho, visto que em [11] e [12] alguns destes grupos, que veremos
no proximo capitulo, foram identificados em ordens dos quatérnios, as quais sao a base para a
construcao dos codigos que iremos propor.

Seja PSL(2,R) o conjunto de todas transformagoes de Mobius de C sobre ele mesmo da

forma
b
{z Zjid ta,b,c,d € R, ad — be = 1}. (2.11)
. : : a b
Consideremos um grupo de matrizes reais g = com det(g) = ad —bc = 1, e
c d
tr(g) = a+ d o traco da matriz g. Este grupo é chamado grupo unimodular e é denotado por
SL(2,R).

O conjunto de transformagoes fracionérias lineares (transformagoes de Mdobius) de C so-
bre ele mesmo da forma (2.11) forma um grupo tal que o produto de duas transformagoes

corresponde ao produto das matrizes correspondentes e a inversa corresponde a matriz inversa.
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Cada transformacao T é representada por um par de matrizes +g € SL(2,R). Assim, o
grupo de todas transformagoes (2.11), chamado grupo projetivo linear PSL(2,R), é isomorfo a
SL(2,R)/{x1l>}, onde I, é a matriz identidade 2 x 2, ou seja
SL(2,R)

PSL(2,R) ~ ENA

Teorema 2.2.4 [27, Theorem 1.1.1, p.3] PSL(2,R) age sobre H? por homeomorfismos.
Demonstragao: Primeiro vamos mostrar que qualquer transformacao do tipo (2.11) leva H?

sobre ele mesmo. Seja T € PSL(2,R), ew =T(z) = %. Entao

(az+b)(cz+d)  aclz|* +adz + bez + bd
lcz + d|? B lcz + d|?

)

¢ tal que
w—-w: .2_2 _ Im(z) ' (2.12)
2i 2ilcz +d]? ez + d|?

Im(w) =

Assim, Im(z) > 0 implica que Im(w) > 0. O Teorema agora seque da continuidade de T'(z) e

Sua 1NUersa. ]

As transformagoes da forma da equagao (2.11) em PSL(2,R) podem ser classificadas quanto

ao valor do modulo do traco da matriz associada em trés tipos:
1. Eliptica, se T(T) = |a + d| < 2;
2. Parabdlica, se T'(T) = |a+d| = 2;
3. Hiperbdlica, se T'(T) = |a+d| > 2.

Teorema 2.2.5 [26, Teorema 5.3, p.50] Toda transformagao Ta € PSL(2,R), Ta # I, possui

uma matriz B € SL(2,R) associada, tal que Tg o Ty 0 Tg-1 € associada a uma das matrizes

cos(0)  sen(6) 1 ¢ A

—sen(6) cos(0) 0 1 (213)

>= O

onde 0 <0 <2m, teR* e\ e R* —{1}.

Portanto, a menos de conjugacao, podemos assumir que a matriz A associada a trans-
formagao T4 seja uma das matrizes como na equagao (2.13), conforme A seja eliptica, parabdlica
ou hiperbdlica, respectivamente.

Temos ainda o seguinte resultado.
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Teorema 2.2.6 [27, Theorem 1.2.4, p.5] Qualquer transformag¢ao em PSL(2,R) leva geodésicas

em geodésicas em HZ2.

Agora, cada transformacao 7" € PSL(2,R) dada por T'(z) = %Ig pode ser identificada
de modo natural com o elemento (a,b,c,d) € R*. Logo, SL(2,R) pode ser identificado como

espaco topoldgico, associado a um subconjunto de R*,
E={(a,b,c,d) €R*: ad — bc = 1}

herdando assim a estrutura topoldgica de R*.

A aplicacao ¢ : E — E dada por ¢(a,b,c,d) = (—a, —b, —¢, —d) é um homeomorfismo, e ¢
com a identidade forma um grupo ciclico de ordem 2 agindo em E. Definimos a topologia em
PSL(2,R) como o espago quociente
SL(2,R)

{£e}
A norma em PSL(2,R) ¢ induzida do R* da seguinte forma: para cada T € PSL(2,R) dada

por T'(z) = % ad — be = 1, seja

PSL(2,R) ~

IT|| = Va2 + 02 + 2 + &,
que estd bem definida. Assim, PSL(2,R) é um grupo topolégico com relagao a métrica
d(T,5) = [T =S|
onde T, S € PSL(2,R). Temos ainda que o grupo das isometrias de H? também é topoldgico.

Definicao 2.2.3 Uma transformacao de H? sobre ele mesmo é chamada uma isometria se ela

preserva a distancia hiperbélica sobre H?2.

E claro que o conjunto de todas as isometrias de H? forma um grupo, denotado por

Isom(H?).

Teorema 2.2.7 [27, Theorem 1.1.2, p.4] PSL(2,R) C Isom(H?).

Demonstragao: Pelo Teorema 2.2.4 todas transformacgoes em PSL(2,R) levam H? nele mesmo.
Vamos mostrar que, se vy : [a,b] — H? é uma curva continuamente diferencidvel por partes em
H?, entao para qualquer T € PSL(2,R) temos que |T(7)|| = ||v||. Suponhamos v : [a,b] — H?
¢ dado por z(t) = (z(t),y(t)), e w(t) = T(2(t)) = u(t) +iv(t). Temos

dw a(cz+d—claz+0b)) 1
dz (cz +d)? "~ (cz+d)? (2.14)
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dw _

dz 5
U dw) gy 1| dwdz) gy U4z dt

el = [ R o [leaS ey,
o v(t) o v(t) o y(t)

Definigao 2.2.4 Um subgrupo T de Isom(H?) é chamado discreto se a topologia induzida sobre

Agora, pela equagao (2.12) temos que v = e dat . Assim,

_Y
lcz+d|2 7

[ é uma topologia discreta, isto é, se I' é um conjunto discreto no espago topolégico Isom(H?).

Definigao 2.2.5 Um subgrupo de Isom(H?) é chamado um grupo Fuchsiano se ele for dis-
creto e consistir de transformagoes que preservam orientacao, em outras palavras, um grupo

Fuchsiano € um subgrupo discreto de PSL(2,R).

Analogamente, o grupo discreto I', de isometrias que preservam orientagao 7), : D* — D?
também é um grupo Fuchsiano, dado por transformacoes 7, € I'), < PSL(2,C) tais que

az + ¢

Tp(z) = oo wheC laf2 — |cf2 = 1.

Além disso, podemos escrever T, = foT o f~' onde T € PSL(2,R) e f : H* — D? é uma
isometria dada pela equagao (2.10).

A seguir veremos algumas defini¢oes no sentido de caracterizarmos os grupos Fuchsianos.
Sejam E um espago métrico e G um grupo de homeomorfismos de E.

Uma familia {M, : « € A} de subconjuntos de E indexados pelos elementos de um conjunto
A é chamada localmente finita se para qualquer subconjunto compacto K C E, M, N K # ()

apenas para uma quantidade finita de o € A.

Definigao 2.2.6 Sejax € E. A familia G(x) = {g(x) : g € G} é chamada a G- orbita do ponto

x.

Definicao 2.2.7 Seja x € E. O subgrupo G, ={g € G : g(x) = x} € chamado estabilizador do

ponto x.

Dizemos que um grupo G age de maneira propriamente descontinua sobre E se a G-6rbita

de qualquer ponto x € F ¢é localmente finita.

Teorema 2.2.8 [26, Teorema 5.16, p.62]/ I' é um grupo Fuchsiano se, e somente se, I' age de

maneira propriamente descontinua sobre H?2.

Observacao 2.2.3 Como veremos a sequir, o grupo I' tem uma regiao fundamental em H?
e estaremos interessados principalmente em grupos que tem uma regiao fundamental de drea

hiperbolica finita.
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2.2.5 Regiao Fundamental

Nesta subsecao veremos o conceito de regiao fundamental de um grupo Fuchsiano. Este conceito
esta intimamente ligado no processo de construcao das constelagoes de sinais geometricamente
uniformes no plano hiperbélico.

Sejam E um espago métrico e I' um grupo de homeomorfismos agindo sobre F de maneira
propriamente descontinua. Um subconjunto fechado D C E com conjunto interior denotado

por D nao vazio é chamado regidgo fundamental de T' se

1. U, 9(D) = E

2. DN g(D) =0, para todo g € I — {Id}.
Definigao 2.2.8 A familia {g(D) : g € '} é chamada tesselagdo ou ladrilhamento de E.

Definigao 2.2.9 Sejam T' um grupo Fuchsiano e zy € H? tal que T(z0) # 20, para todo T € T.

Chamamos de dominio (ou regidgo) de Dirichlet de I' centrado em zy ao conjunto
D, (T)={z € H?:d(z,2) <d(z,T(2)),VT €T}.

Observagao 2.2.4 Em outras palavras, D, (T') consiste de pontos de H? que estio mais prézimos

de zy do que de qualquer outro ponto da drbita T'(z).

2.2.6 Tesselacoes Regulares no Plano Hiperbdlico

Com o objetivo de determinar os reticulados hiperbédlicos usados no processo de construgao de
constelacoes de sinais, apresentaremos nesta subsecao a definicao de tesselacao regular no plano

hiperbdlico.

Definicao 2.2.10 Uma tesselagao reqular no plano hiperbdlico é uma particao deste plano por
poligonos requlares nao sobrepostos, todos congruentes, sujeitos a restricao de se interceptarem
somente em suas arestas ou vértices, de modo a termos o mesmo numero de poligonos parti-

lhando um mesmo vértice, independente do vértice.

Se os poligonos de uma tesselacao de H? contém p lados, onde cada vértice é o encontro de
q desses poligonos, entao a tesselacao serd denotada por {p,q}. Em particular, se p = ¢, entao

a tesselacao é chamada auto-dual.
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Como a soma dos angulos internos de um triangulo hiperbdlico é menor do que 7, pelo
Teorema 2.2.3, segue que {p,q} é uma tesselacao regular de H? se, e somente se,

2T 27w

- + -

p q

<,

ou seja, se, e somente se

(p—2)(¢—2) >4
Portanto, existem infinitas tesselacoes regulares em H2. Por outro lado, como a soma dos
angulos internos do triangulo euclidiano é igual a 7, segue que {4,4}, {6,3} e {3,6} sdo as
tinicas tesselacoes regulares no plano euclidiano. Nesses casos, temos particoes de R? por

quadrados, hexagonos regulares e triangulos regulares, respectivamente.

2.2.7 Grupos Fuchsianos Co-Compactos

Nesta subsec¢ao definiremos grupos Fuchsianos co-compactos, importantes para a caracterizacao
dos grupos Fuchsianos que serao utilizados.

Consideremos a ac¢ao

P:T'xE — FE
(T,x) +— T(x)
de um grupo I' como homeomorfismos de um espaco topologico E, ou seja, para todo S, T € T,
a transformacao x — T'(x) é um homeomorfismo de E, Id(x) = x e S(T(x)) = ST(z). Dizemos

que a acao de I' é:

1. Livre se T(x) = x para algum z € E se, e somente se, T = Id;

2. Propriamente Descontinua se para todo compacto K de E, T(K) N K # () apenas para

um numero finito de elementos 71" de T.

A primeira situacao que nos ocorre de uma agao livre e propriamente descontinua é no caso
de recobrimento: Dizemos que uma aplicagao continua P : E — E entre espagos topoldgicos
conexos por caminhos é uma aplicacao de recobrimento se todo ponto z € E possui uma
vizinhanga aberta U tal que P~!(U) é uma uniao disjunta de abertos e conexos, cada um deles
homeomorfos a U.

Podemos obter uma superficie de Riemann considerando, por exemplo, 0s espagos quociente
H?/T', e D?/T,, onde I', é um grupo discreto agindo de maneira propriamente descontinua sobre
H? ou D? [28]. O espago H?/T, é construido por meio da seguinte relagao de equivaléncia sobre
H?:

2~ ze 3T el T(z) = 2. (2.15)
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Além disso, a classe de equivaléncia de um elemento z € H?, denotada por [z] é tal que [z] = T',-

6rbita de z. Assim, os elementos do espago H?/T',, sao as I',-Grbitas, isto é,
H?/T, = {[2] : = € H?}.

Analogamente, construimos o espago D?/T,.

Topologicamente, qualquer g-toro 7, localmente isométrico a H? pode ser obtido pelo quo-
ciente de H? por um grupo Fuchsiano T, isto é, 7, = H?/T',. De um modo geral, para cada
geénero g a agao do grupo I', em H? pode se processar pela identificagao das arestas de um
poligono regular P, de p arestas em H? por isometrias que geram T',,.

Considerando o grupo Fuchsiano I', para o qual o espago quociente H?/T", é uma superficie
compacta, esse grupo serda chamado grupo Fuchsiano co-compacto, e temos os seguintes resul-
tados que o caracterizam.

Se I' possuir dominio fundamental compacto D, entao I' é co-compacto, pois a restricao de

P a D é sobrejetora. A reciproca também é valida:

Teorema 2.2.9 [26, Teorema 7.27, p.125] Seja T' um grupo Fuchsiano que possui dominio
fundamental convexo ndo compacto. Entio H?/T ndo é compacto.

Demonstracgao: Seja D um dominio fundamental convero ndao compacto. Como D € fechado
e nao compacto, existe sequéncia ilimitada (2,)5, de pontos de D. Sem perda de generalidade
podemos assumir que z, converge para um ponto q € O-H2. Dado p um ponto interior de D, a
sequéncia dos segmentos geodésicos ligando p a z, converge para um raio vy geodésico ligando p a
q. Mas como D é convexo e p ponto interior, temos que 7y estd contido no interior de D. Logo,
se tomarmos uma cobertura de v que nao possua subcobertura finita por abertos suficientemente
pequenos, estes se projetardo homeomorfamente sobre sua imagem, e obteremos que H?/T nao

€ compacto. [ ]

Corolario 2.2.1 /26, Coroldrio 7.28, p.125] Um grupo Fuchsiano I' é co-compacto se, e so-
mente se, toda regiao de Dirichlet for compacta.

Demonstracgao: Segue do Teorema 2.2.9 e da consideracao que o antecede. [ ]

Teorema 2.2.10 /26, Teorema 7.29, p.125] Um grupo Fuchsiano T' é co-compacto se, e so-

mente se, ele nao possui elementos parabdlicos e u(H?/T) < oo.

A 4rea sobre o quociente H? /T estd bem definida, pois ela ¢ induzida pela drea hiperbdlica
sobre H?, e é dada por u(D), sendo D a regido fundamental obtida através da agao de I' sobre

H?.
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Como consequéncia do Teorema 2.2.10 iremos considerar apenas os grupos Fuchsianos que

nao contenham elementos parabélicos, que foram utilizados em [11] e [12].

2.2.8 Assinatura de um Grupo Fuchsiano

Nesta subsecao iremos considerar os grupos Fuchsianos I' que foram utilizados no processo de
aplicagao de recobrimento em H?/T. Para isso, necessitamos do conceito de assinatura de um
grupo Fuchsiano.

Seja I' um grupo Fuchsiano co-compacto e D(I') um dominio de Dirichlet de I'. Em D(I")
existe um numero finito de vértices, r, que sao pontos fixos por elementos elipticos de I.
Consideremos my, ..., m, as ordens dos elementos elipticos e g o género da superficie compacta
H?/T. O conjunto ordenado de inteiros (g;my,...,m,) é chamado assinatura de T.

O teorema a seguir relaciona a drea de H?/T' com a assinatura de T.

Teorema 2.2.11 [26, Teorema 7.34, p.129] Sejam T um grupo Fuchsiano co-compacto e (g;my,

...,m,) sua assinatura. Entio a drea de H?*/T é dada por

w(H?/T) = 27 [(29 —2)+ Z <1 — mik)] :

k=1

Reciprocamente,

Teorema 2.2.12 /26, Teorema 7.35, p.131] Dados os inteiros g > 0, 7 > 0 e my > 2 para

1 <k <r, tais que
a 1
29 — 2 1—— ] >0
-2+ 3 (1-50)

entdao existe um grupo Fuchsiano co-compacto com assinatura (g;ma, ..., m,).

Se o grupo Fuchsiano nao possui elementos elipticos, entao sua assinatura ¢ dada por
(g;0,...,0), ousimplesmente (g; —). Pelo Teorema 2.2.11 a drea de H?/T é dada por pu(H?/T) =
271(2g — 2) e a acdo de I' em H? ¢ livre, ou seja, a projecao P : H? — H?/T' é uma aplicagao de
recobrimento.

O tltimo teorema afirma que dada uma superficie compacta S com género g > 2, existe um
grupo Fuchsiano T tal que S = H?/T.

Encerramos o capitulo com o seguinte resultado, que é uma consequéncia do Teorema 2.2.12.

Corolario 2.2.2 [26, Coroldrio 7.37, p.135] Toda superficie compacta com género g > 2 pode

ser modelada no plano hiperbolico.
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Demonstracao: De fato, temos que 2g — 2 > 0, logo, existe um grupo Fuchsiano I" com
assinatura (g; —). Como T' nao possui ciclos elipticos, temos que a agdo de T' em H? € livre e a
aplicagio P : H? — H?/T € aplicagdo de recobrimento. Temos entdo que H?/T' € uma superficie

de género g. [ ]

Em [11] e [12] superficies compactas orientéveis foram modeladas no plano hiperbdlico a
partir de tesselagoes hiperbodlicas, de modo a obter os geradores dos grupos Fuchsianos, que por
sua vez estao associados a uma ordem dos quatérnios, a qual utilizaremos para a construcao

dos cédigos.
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Capitulo 3

Ordens dos Quatérnios e Grupos

Fuchsianos Aritmeéticos

Neste capitulo definiremos grupos Fuchsianos aritméticos e faremos a identificacao de alguns
destes grupos com ordens dos quatérnios, as quais serao utilizadas para construcao de conste-
lagoes de sinais e codigos no Capitulo 5. Utilizaremos as referéncias [11], [12], [27]-][29], [32]-

135).

3.1 Ordens dos Quatérnios

Nesta secao apresentaremos as algebras dos quatérnios e seus subanéis chamados ordens dos
quatérnios, além de algumas propriedades que serao importantes para o desenvolvimento das
demais secoes.

Seja A um espaco vetorial sobre um corpo K. Dizemos que A é uma K-dlgebra se existe
uma multiplicagdo de A x A em A dada por (a,b) — ab satisfazendo para todo a,b,c € A e

a e K
1. a(b+c) = ab+ ac;
2. a(ab) = (aa)b = a(ab);
3. a(bc) = (ab)c;
4. Existe 14 € A tal que a.14 = 14.a.

Definicao 3.1.1 Uma dlgebra A é chamada simples se o radical R, isto é, um ideal R C A

tal que R"™ = {0} para algum n € N, € o trivial, ou seja, R = {0}.
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Defini¢ao 3.1.2 Uma dlgebra A é chamada central se o centro Z = {x € A : vy = yx,Vy €
A} =K.

Teorema 3.1.1 Se A € uma dlgebra central simples de dimensdo 4 sobre K, entao A tem uma
base da forma {1,i,7,k}, onde 1 é uma identidade multiplicativa, > = a.1, j> = b.1, onde

a,be K" eij =—ji.

Definigao 3.1.3 Uma dlgebra dos quatérnios A sobre K é definida como uma dlgebra central

simples de dimensao 4.

Observacao 3.1.1 Para quaisquer a,b € K*, podemos definir uma dlgebra dos quatérnios sobre

K, como no teorema anterior.

Observagao 3.1.2 Denotaremos a dlgebra dos quatérnios A sobre K pelo simbolo de Hilbert

(‘%), ou simplesmente por (a,b)k.

Exemplo 3.1.1
1. M5(Q) = (1,1)g € uma dlgebra dos quatérnios, onde

1 0 ) 1 0 ) 01 N 0 1
1= , 1= , ] = e 1) =
01 0 —1 1 0 -1 0

2. (=7, €2m/5)(@(62m/5) = {ag+ayi+ayj+azij : a; € Q(e*™/°)} € uma dlgebra dos quatérnios,

onde a multiplicacdo é definida por i = =7, j> = e*™/° ij = —ji.

Sobre qualquer algebra dos quatérnios, existe uma fungao conjugada definida para a =
aop + a1t + asj + azij, onde ag,ay,as,a3 € K, por & = ag — a1i — asj — azij. Dai obtemos a
norma reduzida,

Nrd(a) = a.a = a® — aa® — ba? + aba? 3.1
0 1 2 3

e o traco reduzido,

Trd(a) = o+ a = 2ay. (3.2)

Além disso, podemos verificar que
Nrd(a.p) = Nrd(a).Nrd(p), (3.3)

para quaisquer «, 3 € A.
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Observacao 3.1.3
1. Sobre uma dlgebra matricial, a norma é simplesmente o determinante.

2. A funcao conjugada nao depende da escolha da base.

3. O simbolo de Hilbert nao é unicamente determinado, isto ¢€, (a—b) i (%), para qual-

quer x,y € K.

Existe entretanto um poderoso teorema de existéncia e classificagdo para a algebra dos

quatérnios sobre corpos de niimeros, que veremos mais adiante.

Observacao 3.1.4 Se considerarmos a dlgebra dos quatérnios sobre R, entao existem apenas

duas possibilidades

1,1 1,—-1 —-1,-1
<5E) ~ (’T) ~ My(R) ou ( I?K ) =~ H (quatérnio de Hamilton). (3.4)
Observacao 3.1.5 Como ij = —ji, seque que nao vale a comutatividade numa dlgebra dos

quatérnios A.

Sejam A = (a,b)x e My, My, My e M; matrizes linearmente independentes de My (K(y/a)),
dadas por

1 0 0 01 0
My = My = \/5 , My = e Mz = \/E

0 1 0 —a b0 —b/a 0
Consideremos agora o mergulho ¢ da algebra A = (a, b)x sobre My(K(y/a)) definido por
@(ag + ari + agj + azk) = agMo + a; My + ag My + azMs.

Como ¢(M?) = a.ly, p(M3) = b.1y e o(M;)p(My) = —p(My)p(M;), onde I é a matriz
identidade de ordem 2, verifica-se que ¢ é um isomorfismo de A = (a,b)x em uma subdlgebra

de My(K(y/a)). Assim, cada elemento de A ¢ identificado com

a— p(a) = ag + a; + ay + ag

a0+a1\/5 a2—|—a3\/a
b(ag — ag\/ﬁ) ag — al\/a
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Dessa forma, se a = t* com ¢t € K — {0}, entdo

aop + a;t as + ast
pla) =
b(a2 - agt) ag — alt

e segue que A = M,(K). Também observe que K(y/a) = K(vV\2%a), para qualquer A € K*.

Assim, temos o seguinte resultado:
Teorema 3.1.2 [27, Theorem 5.2.1, p.114]
1. Se a € (K*)?, entao A = My(K).
2. Para qualquer X\ € K*, temos (a,b)x = (M\a, b)x

Coroléario 3.1.1 /27, Corollary 5.2.2, p.115] Se K é um corpo algebricamente fechado, entao
para qualquer a e b, temos A = (a,b)x = Ms(K).

Definigcao 3.1.4 Seja A uma dlgebra dos quatérnios. Se cada elemento de A tem um inverso,

entio A € chamada dlgebra de divisao.

Teorema 3.1.3 [27, Theorem 5.2.83, p.115] A € uma dlgebra de divisio se, e somente se,
Nrd(a) = 0 apenas para a = 0.
Demonstracao: Suponhamos o # 0. FEntdo Nrd(a) # 0, pois temos que Nrd(a) = aa,

a =1, o que significa que —%— € o elemento inverso de «, logo A é uma dlgebra

lOgO Nrd(a)

_a
Nrd(a)
de divisdo. Reciprocamente, se A é uma dlgebra de divisio e o # 0, entdo a~! # 0, e dai

Nrd(a)Nrd(a™t) =1, isto é, Nrd(a) # 0. n

Teorema 3.1.4 [27, Theorem 5.2.4, p.115] Se A = (a,b)x ndo € isomorfa a My(K), entio A
¢ uma dlgebra de divisao.

Demonstragao: Primeiro observamos que a & (K*)?, caso contrdrio teriamos A = My(K) pelo
Teorema 3.1.2. Entio L = K(i) é uma extensdo quadrdtica de K e A =1L + Lj. Suponhamos
que A nao é uma dlgebra de divisao. Entao pelo Teorema 3.1.3, exviste a € A, a # 0 com

Nrd(a) = 0. Seja o = ag + a1t + asj + ask, entdo temos que
0 = Nrd(a) = ai—aja—a3b+azab = (aj—a3ia)—b(a3—aza) = N(ag+ia;)—bN(ag+iasz), (3.5)

onde N € a norma no corpo .. Mostraremos primeiro que as+ias # 0. De fato, se as+iaz = 0,
temos N(ag+iay) = 0, e como nao existem divisores de zero em 1L, ag+ia; =0, e entdo o = 0,
uma contradigdo. Assim deduzimos de (3.5) que

N(ap + iay)

b p—
N(as + ias3)

- N(qo + iﬁh)»
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onde qo, q1 € K, isto €, b= q3 — aq}. Agora, construimos uma fun¢io de A em My(F) levando

os elementos da base de A nas sequintes matrizes:

10 , 0 1 . G —¢
1 — , 1 —> e j—
01 a 0 q1a —qo
4o : : a 0 ‘ b 0 - g : .
E fdcil verificar que i* — , 2 = e 1] = —jJi, e que as matrizes sao
0 0 0 0

linearmente independentes. Dai A = Ms(K), uma contradigao. Portanto, A é uma dlgebra de

divisao. ]

Consideremos agora A = (a, b)g uma algebra dos quatérnios sobre o corpo Ke ¢ : K — F

um homomorfismo de corpos. Definimos

A7 = (pla), o(b))pw) € AP OF = (p(a), p(b))r, (3.6)

onde A” ® F denota o produto tensorial da dlgebra A% com o corpo F, que continua sendo uma

dlgebra central simples [21].

Definicao 3.1.5 Para cada homomorfismo ¢, a dlgebra A? = (¢(a), o(b)),x) € chamada de

lugar da dlgebra dos quatérnios A.

Seja K um corpo de nuimeros algébricos totalmente real de grau n. Isso significa que os n
monomorfismos ¢;, ¢ = 1,...,n sdo todos reais, ou seja, ¢;(K) C R. Portanto, os n distintos

lugares sao definidos pelos R-isomorfismos
p1: AP QR — My(R) e p: A QR — H (3.7)

onde ¢; é a identidade, ¢; um mergulho de K em R, para ¢ =1,...,n, e H uma subalgebra de
divisao de M>(K(y/a)). Desse modo, dizemos que A é nao ramificada no lugar ¢; e ramificada
nos lugares ¢;, para 2 <17 < n.

Sejam Nrdy e Trdy a norma e o trago reduzidos em H, respectivamente. Dado a € A,

verificamos através de simples calculos que
Nrdg(a) = det(p1(@)) e Trdg(a) =tr(p(a)). (3.8)
E, desde que identifiquemos «; com ¢;(«;), para i = 0, 1,2, 3, obtemos para todo 2 < i < n,
pi(Nrdg(a)) = Nrdu(pi(e) e @i(Trda(e)) = Trda(pi()). (3.9)
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Exemplo 3.1.2 Sejam H = H = (—1,—1)r a dlgebra dos quatérnios de Hamilton e H' =
{a € H: Nrdy(«) = 1}. Entdo, dado o = ag + ayi + asj + azk € H', obtemos de (3.1) que

Nrdy(a) = aj — aai — baj + aba3 = aj + af + a5 + a3 = 1,

o que implica que a2 =1 —a? —a3 — a3 e dai |ag| < 1. Agora de (3.2) seque que Trdg(a) = 2ay,

e assim Trdy(a) = 2ag € [—2,2]. Portanto, Trdy(H') = [—2,2].

Agora, dados A uma algebra dos quatérnios sobre K e R um anel de K, uma R-ordem O em
A é um subanel com unidade de A que é um R-mdédulo finitamente gerado tal que A = KO.

Assim, sendo A = (a,b)x e Ix o anel dos inteiros de K, onde a,b € Ix — {0}, entao
O = {ao + a1i + azj + azij : ap, a1, as, a3 € Ix},
¢ uma ordem em A denotada por O = (a,b)r,.

Exemplo 3.1.3 Dada H = (—1,—1)g a dlgebra dos quatérnios de Hamilton, temos que o anel

de inteiros de R € Z e a ordem dos quatérnios
H[Z] = {ao +ayt + @2j + agij 1 Qp,a1,09,0a3 € Z},

¢ chamada anel dos inteiros dos quatérnios de Hamilton, ou inteiros de Lipschitz.

3.2 Reticulados Hiperbdlicos

Nesta secao definiremos reticulados hiperbdlicos, que sao usados no processo de rotulagem
de sinais de uma constelagao de sinais geometricamente uniforme no plano hiperbdlico, como
proposto em [11].

Sejam A uma algebra dos quatérnios sobre K e R um anel de K. Uma R-ordem O em A é
um subanel com unidade de A que é um R-modulo finitamente gerado tal que A = KO, como

vimos na secao anterior.

Observagao 3.2.1 Também chamaremos uma R-ordem O de reticulado hiperbdlico, devido a

sua identificacao com grupos Fuchsianos aritméticos.

Sendo O uma ordem em A, entao existe uma base {ej, ez, e3,¢e4} de A em R e um R-ideal
7 tal que
O == I@l D Reg D R63 D R€4,

onde @ denota a soma direta.
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Observagao 3.2.2 Por defini¢io, dados o, € O, temos afp € O. Além disso, como todo
elemento a € O ¢ integral sobre R, entio Nrd(a), Trd(a) € R.

Na proxima se¢ao definiremos grupos Fuchsianos aritméticos, e entao podemos identificar
grupos Fuchsianos aritméticos em uma ordem dos quatérnios O, de modo a realizar o rotula-
mento dos sinais das constelagoes (quociente em uma ordem por um ideal préprio). Entretanto,
para que a rotulamento algébrico seja completo, é necessario que as respectivas ordens sejam

maximais.

Definicao 3.2.1 Uma ordem M em uma dlgebra A é chamada mazimal se M nao estd pro-

priamente contida em nenhuma outra ordem em A.
A existéncia de uma ordem maximal M é garantida pelo seguinte resultado.

Proposicao 3.2.1 [32] Existe pelo menos uma R-ordem mazximal em A. Além disso, toda

R-ordem em A estd contida em uma R-ordem mazimal de A.

Podemos ainda, verificar se uma ordem é maximal através do seu discriminante. O discrimi-
nante de uma algebra dos quatérnios A, é definido como o produto dos ideais primos nos quais

A ¢ ramificado, e serd denotado por d(A).

Exemplo 3.2.1 Consideremos a dlgebra A = (v/2, —1)gvz)- Entao, por [33]
d(A) = V2.

Seja {ag, ai, as, ag} um conjunto de geradores de O sobre R. O discriminante de O denotado

por d(O), é definido pela raiz quadrada do R-ideal gerado pelo conjunto de elementos
{det(Trd(a;a;)) : 0 <1i,j <3} (3.10)
Exemplo 3.2.2 Sejam A = (a,b)x e Ix o anel de inteiros de K, onde a,b € Ix — {0}. Entdo
O ={ag+ ari + asj + ask : ag, a1, a2, a3 € Ix},

¢ uma ordem em A denotada por O = (a,b)r,.. Vamos determinar d(O). Temos que o discrimi-

nante de O definido anteriormente € o sequinte ideal principal,
Ix.det(Trd(a;a;)),
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onde {ag, ay,aq,a3} = {1,4, 7, k}. Assim, por defini¢ao
d(O) = (det(Trd(a;d;)))">.

Por outro lado, verifica-se que Trd(a;a;) € a sequinte matriz diagonal

Trd(1) 0 2 0 0 0
Trd(e 0 -2 0 0
Trd(a;a;) = rd(i) . = “
Trd(y) 0 0 =20 0
0 Trd(k) 0 0 0 2ab

Portanto, d(O) = (16a%b?)'/? = 4ab.

Se M é uma ordem maximal em A contendo uma outra ordem O, entao o discriminante

satisfaz

d(O) = d(M). M : O], dM) = d(A). (3.11)

Reciprocamente, se d(O) = d(A), entdo O é uma ordem maximal em A [33].

Exemplo 3.2.3 Consideremos a dlgebra A = (v/2, —1)(@(\/5) com uma base {1,1,7,k}, satisfa-
zendo i = /2, j = Im, k= V2 e O = (/2,—1)p, onde R = {£ : © € Z(v/2),n € N}. Pelo
Ezemplo 3.2.1 temos que d(A) = \/2, e pelo Evemplo 3.2.2 seque que d(O) = —/2. Portanto,

O € uma ordem mazimal em A.

Para cada ordem O em A, consideremos O! o conjunto
O'={a € O: Nrd(a) =1}.

Proposigao 3.2.2 [12, Proposigio 3.2.5, p.34] O é um grupo multiplicativo.
Demonstragao: Sejam «,3 € O'. Logo o, € O. Mas por (3.3), seque que Nrd(a,3) =
Nrd(a).Nrd(B) = 1. Assim, a8 € O'. Por outro lado, o inverso de « é @ e Nrd(a) =1. =

Teorema 3.2.1 (Borel-Harishchandra) Sejam K um corpo de nimeros real, (a,b)x uma dlgebra
dos quatérnios sobre K tal que (a,b)x = My(R) e O uma ordem em (a,b)x. Entdio O € um

reticulado em (a,b)x = SL(2,R) se, e somente se:
1. K ¢ totalmente real,

2. Para todo o monomorfismo de Galois, 0 : K — R, o # Id, temos (o(a),o(b))r = H

(quatérnio de Hamilton).
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Exemplo 3.2.4 Seja K = Q(ﬂ) Temos que K € totalmente real, pois x*—2 € o seu polinémio
minimal e suas raizes /2 sio reais. Seja A = (—1, \/§)Q(\/§) uma dlgebra dos quatérnios
sobre Q(v/2). Observe que (—1,v/2)g = My(R). Seja O = Z(v/2)[1,14,7,ij] uma ordem em A.
Temos ainda que os monomorfismos de Galois sio o1, oy tais que o1(a + bv/2) = a + byV/2 e

o9(a + b\/§) = a— b\V/2. Assim
(0(=1),0(V2))r = (-1, —V2)r = H.

Portanto, as condicoes do teorema sdao satisfeitas. Agora, queremos mostrar que O é discreto
em (—1, \/§)R. Faremos um esbogo da prova. Suponhamos que nao. Entao existe uma sequéncia
a, € O tal que o, — 1. Seja o, = a(()n) + agn)i + aén)j + aén)ij, onde agn) € Z[V?2]. Agora,
considere a sequéncia

!
)

(o) = o(a]") + a(a))i' + o (al?)j + a(a§”)i'j

onde {1,i,5,i'j'} € a base de (—1,—v/2)r. Mas o(a,) € (=1,—V2)r = H = S3, que ¢
(n)

compacto. Entao, para todo n, o(ay”), a(aﬁ”)), a(agn)) e O(ng)) sao limitados.
Por hipotese, os elementos aén), aﬁ”), a;n) e aén) também sao limitados para todo n grande.
Suponhamos sem perda de generalidade a(()n) = Tp 4+ YnV2, Tn, Yn € Z. Assim, para muitos

valores de n, x, + yn\/§ e Ty — yn\/§ sao limitados. Entao x, ey, sao limitados para muitos

valores de m, o que é uma contradicdo. Portanto, O' é discreto em (—1, \/§)R.

Observacao 3.2.3 O ponto critico desta demonstracao € que existe uma Sequéncia infinita
x, de todos os inteiros algébricos cujos conjugados sao limitados, isto vem da condi¢cao de
compacidade como descrito nesta demonstracao, que ¢ uma consequéencia da sequnda condi¢cao

do Teorema de Borel-Harishchandra.

Agora, observamos que os grupos Fuchsianos podem ser obtidos do isomorfismo p; em (3.7).
De fato, pela equagao (3.8) temos que Nrd(«) = det(p;(«)). Além disso, pela Proposigao 3.2.2
temos que O! ¢ um grupo multiplicativo. Logo, p;(O') é um subgrupo de SL(2,R), ou seja,
p1(OY) < SL(2,R). Portanto, o grupo derivado de uma &lgebra dos quatérnios A = (a,b)k
cuja ordem é O, denotado por I'(A, O) é dado por

I'(A,0) = f’{ii]? < S{Lﬁf) ~ PSL(2,R). (3.12)

Mais ainda,
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Teorema 3.2.2 [27, Theorem 5.2.7, p.119] T'(A, O) € um grupo Fuchsiano.

Demonstracao: Provaremos para o caso em que a dlgebra de divisio é A = (a,b)x, a >0 e
O ={a=ay+ @i + azj + azk : ag,a1,as,a3 € Z}. Para o caso de um corpo de nimeros K =
Q(0), a demonstragao seque o mesmo raciocinio com algumas adaptagoes. Precisamos mostrar
que I'(A, O) € um subgrupo discreto de PSL(2,R). Para isso, € necessdrio encontrarmos uma
vizinhanga Vi, de I, € SL(2,R) que ndo contenha nenhum elemento de pi(O') diferente de I.

Consideremos
Vi, = {(9i)ij=12 € SL(2,R) : [g11 — 1] < 1/2,|g1a| < 1/2,|g21| < 1/2,[go2 — 1] < 1/2}.
Seja go € p1(OY) NV, digamos

ag + (11\/5 as + (13\/5
b(ag — ag\/a) ag — al\/E

Ga =

Deste modo, 2|ag—1|, ou seja, ag = 1. Como b > 1 temos também que |az—az~/a| < 1/2b < 1/2,
e assim |2as| < 1, o que implica que ay = 0. Por outro lado, |a1\/a| < 1/2, |azy/a| < 1/2,
implicando que a; = ag = 0, e consequentemente g, = I. Portanto, T'(A,O) € um subgrupo

discreto de PSL(2,R). u

Tudo isto finalmente conduz a definicao de grupo Fuchsiano aritmético.

3.3 Grupos Fuchsianos Aritméticos

Os grupos Fuchsianos aritméticos foram considerados no processo de construcao de constelacoes
de sinais geometricamente uniformes no plano hiperbdélico, no trabalho de Carvalho [11], onde
as partes aritmética e geométrica inerentes a esses grupos sao unidas nesse processo. Nesta
secao consideraremos um critério para caracterizacao de grupos Fuchsianos aritméticos e des-
tacaremos os principais resultados que usaremos no processo de identificacao desses grupos em
ordens dos quatérnios.

Se I' é um grupo Fuchsiano de indice finito de algum I'(A, O), entao dizemos que I' é um
grupo Fuchsiano derivado da dlgebra dos quatérnios A. Dois grupos I'y e I'y sdo comensurdveis

se a interseccao I'y N I'y tem indice finito em I'y e I's.

Definigao 3.3.1 Se I' é comensurdvel para algum T'(A, O), entdo I' é chamado grupo Fuchsi-

ano aritmético.
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Observacao 3.3.1 Por definicao um grupo Fuchsiano derivado de uma dlgebra dos quatérnios

A € um grupo Fuchsiano aritmético.

Mostraremos a seguir que podemos caracterizar os grupos Fuchsianos aritméticos através

do conjunto do trago de seus elementos
tr(I') = {xtr(T) : T € T},

conforme o Teorema 3.3.2, que é o principal resultado desta secao.

Para cada corpo de nimeros K, vamos considerar

b
sL2K) =4[ “° ca.bc,d €K, ad—be =1
c d
(§]
SL(2,K)
PSL(2,K) = 225

Lema 3.3.1 [27, Lemma 5.5.1, p.120] Seja T um grupo Fuchsiano tal que p(H?/T') < co. Con-
sideremos o conjunto formado pelos tragos dos elementos de I denotado por tr(I') e suponha-

mos que tr(I') C Ky, onde Ky € um corpo de nimeros algébricos Ky : Q] < oco. Entao existem

um corpo de nimeros K e h € SL(2,K) tais que h~'Th C PSL(2,K).

Teorema 3.3.1 [27, Theorem 5.5.2, p.122] Assumindo as hipdteses do Lema 3.3.1, considere-
mos Ky = Q(tr(T) : T € T). Entao,

Al = K, = {ZaiTi:ai e Ky, T, er} (3.13)

i=1
¢ uma dlgebra dos quatérnios sobre Kj.
Demonstragao: Como p(H?/T') < oo, seque que I' é um grupo Fuchsiano do primeiro tipo e,

portanto nao elementar. Assim, pelo Lema 3.3.1, podemos assumir que I contém os elementos

A 0 ap 1
TO = 5 T1 = > (61 7& 0 el 7& ].), (314)
0 )\_1 C1 d1

e’ C PSL(2,K), onde K = K;y(\) é uma extensao quadrdatica de Ky, ou seja, K : Ky] = 2.
Para simplificar a notagdo vamos indicar a dlgebra A[l'] por A. Dessa forma, A C My(K) e

1 < dimg,(A) < 8. Vamos mostrar agora que:
1. R = {o},
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2. 7 =K,
3. dimg, (A) = 4,

onde R e Z denotam o radical e o centro de A, respectivamente. De fato:

a b
1. Sejam n € N e T = € R tais que T" = 0. Logo det(T) = 0, ou seja,
c d

ad —bc =0, e dai ab = be e seque que tr(T™) = tr(T)", ou ainda
(a+d)"=0&tr(T)=a+d=0. (3.15)
Agora, como R € um ideal, temos que

a b Aa Ab .
= ERS Na+N"d=0. (3.16)
c d A le A ld

Portanto, de (3.15) e (3.16), temos que a = d = 0. Analogamente,

a b a; 1 aa, + be;  a + bd;
= € R,
c d C1 dl cay + dCl c+ ddl

logo bcy + ¢ =0 e be(c; — ardy) = 0. Daibc =0 = b= c = 0. Portanto, R = {0}.

a b
2. Consideremos agora T = ; € Z. Como TTy =TyT, obtemos
c
a b A0 B a\ b7t B \a b B A0 a b
c d 0 M1t e d\! A le A ld 0 Mt c d

(3.17)
e dai DA™ = \b, ch = \"l¢, o que implica

DA2=b=b\2—b=0= b\ —1)=0,

N =c=c\-1)=0.

Disso seque que b= c = 0. Mas, T também comuta com T, assim a = d. Por outro lado,
para qualquer T' € A, tr(T") € Ky. Dai, tr(T) = a + d = 2a, implicando que a € K.
Portanto,

a 0
= ,G/GKl gKl.
0 a
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3. Finalmente, a dimensdo de A sobre K € o quadrado de um inteiro. Logo dimg, (A) = 4m

Lema 3.3.2 /27, Lemma 5.3.8, p.122] Sejam T um grupo Fuchsiano com u(H?/T) < oo, K; =
Q(r(T):Tel), [Ki:Q] <o etr(I') C Ig,, onde Ix, é o anel dos inteiros de K,. Entao

d
Ol = Iy, (T') = {Z a;lia; € Ix,, T; € F} (3.18)
i=1

¢ uma ordem da dlgebra dos quatérnios A[T].

Consideremos Ty e T} como em (3.14). Verificamos que o conjunto {ls, Ty, 11, ToT1 } é uma

base para a algebra A(T") sobre K;. Consequentemente,

a b
A[F] = la, be K,ci € K; p, (319)
bep o

onde @', sdo os conjugados de a e b em K = K;(A), respectivamente. A algebra A[I'] desem-

penhard um papel fundamental no estudo dos grupos aritméticos I' < I'(A, O).

Lema 3.3.3 [12, Lema 3.3.4, p.38] Seja T um grupo Fuchsiano com pu(H?/T') < oo satisfazendo

as condigoes:

1. Seja Ky o corpo Q(tr(T) : T € I'). Entdo Ky é um corpo de nimeros algébricos de grau

finito, e tr(I') estd contido no anel dos inteiros de Ky, Ik, ;
2. Seja ¢ um mergulho de Ky em C tal que ¢ # Id. Entao p(tr(I")) € limitado em C.

Entao Ky é um corpo de nimeros totalmente real. Além disso, p(tr(I')) estd contido no intervalo

~2,2].

Proposicao 3.3.1 [12, Proposicio 3.3.5, p.39] Seja ¢ um merqulho de K = Ky(\) em C tal

que |k, # Id. Entao, para qualquer elemento

a b
T= el
bep o
temos que |p(a)| < 1. Em particular, para
aq 1
T1 - € F,
a a



obtemos p(c1) < 0.

Demonstracgao: Consideremos

A0
Th = el
0 A

Como TTY €T, entao pelo Lema 3.3.3 seque que

lo(tr(TTy))] < 2. (3.20)

Usando o Lema 3.3.3, podemos mostrar que |p(A)] = 1 e % = XN. Desse modo, para a =
ao)\ + al)\’ ceK= K1(>\),

pla’) = p(a), (3:21)

basta notar que Ky € um corpo de nimeros totalmente real e p(X') = @(\). Por outro lado,
o(tr(TTY)) = a\" + a' (N)".
Dai, usando (3.21) obtemos
p(tr(TT5)) = p(aX™) + @(a'(N)") = p(aX”) + (a'(V)"),

isto é
p(tr(TT5)) = 2Re(p(a)p(X")).
Logo, de (3.20)
| Re(p(a)p(A"))] < 1. (3.22)

Como @(A") # 1 para todo n € N, o conjunto {p(A\)™ : m € Z} é um subgrupo denso de
St ={z e C:|z| =1}. Disso seque que |Re(p(a)z))] < 1,Vz € St. Assim, de (3.22) obtemos
que |p(a)] < 1. Agora, aplicando o mesmo raciocinio ao elemento Ty, obtemos que |p(ar)| < 1.

Por outro lado, temos que
det(Th) = a1a), —c1 = 1 & ¢(c1) = |p(a))]* =1 <0.
Mas sendo ¢ # 0, temos @(c1) < 0. u

Seja Ky um corpo de niimeros tal que [K; : Q] = n, e sejam

w; - K; —R
os monomorfismos de Ky em R, i = 1,...,n e ¢; aidentidade. A partir de cada ;, consideremos
o isomorfismo

%‘ K — (C,
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onde K = K;(A), [K: K;] = 2. Logo,

definido por

() = Yi(a) (D) |
Yi(t'e) ia)

a b

onde a = ¢ um mergulho. Portanto,
be d

A = Awlqu.A[F] _ wl<a) wl<b> LabeK Y

hi(b'e) uld)
onde A é uma algebra dos quatérnios sobre ¢;(K;). Disso segue que

AP @R = My(R). (3.23)

Por outro lado, usando a Proposi¢ao 3.3.1 e considerando que ¢;(a’) = 1;(a) para i # 1 temos
AP Q@R>H, 2<i<n. (3.24)

Portanto, de (3.23) e (3.24) concluimos que A[l'] satisfaz (3.7). Disso segue que A[I'] é uma
algebra de divisao sobre K;. Encerramos este capitulo apresentando o resultado principal, pois

a partir dele caracterizamos os grupos derivados de uma algebra dos quatérnios.

Teorema 3.3.2 [27, Theorem 5.3.4, p.123] Seja T' um grupo Fuchsiano com p(H?/T) < oo.
Entao T' € derivado de uma dlgebra dos quatérnios A sobre um corpo de nimeros K totalmente

real se, e somente se, satisfaz as sequintes condicoes:

1. Seja Ky o corpo Q(tr(T) : T € T'). Entao Ky é um corpo de nimeros algébricos de grau

finito, e tr(I') estd contido no anel de inteiros de Ky, Ik, ;
2. Seja o um mergulho de Ky em C tal que ¢ # Id. Entao ¢(tr(I")) é limitado em C.

Demonstragao: Suponhamos primeiro que I' seja um subgrupo de indice finito em T'(A, O), ou
seja, I' € derivado de uma dlgebra dos quatérnios A sobre um corpo de numeros K totalmente
real. Para qualquer T € T, tr(I') € K. Mas, sendo Ky o corpo Q(tr(T) : T € T'), temos
que Ky C K. Portanto, K; também € totalmente real. Agora, como Trd(O) C Rk, obtemos

tr(I'") C Ix. Com isso seque a primeira condigio. Consideremos agora um mergulho ¢; de
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K; em C tal que p # Id. Por (3.9) temos que p;(tr(T')) C Trdy(p;:O'), para 2 < i < n,
Ky : Q] = n. Por outro lado, para qualquer o € O, temos p;(Nrd(a)) = Nrdg(p;(a)).
Portanto, p;(O') C H' = {a € H : Nrdg(a) = 1}. Mas pelo Exemplo 3.1.2, sabemos que
Trdy(H') = [-2,2]. Desse modo,

@i(tr(T)) C Trdu(p;(O")) C Trdy(H') = [-2,2],

isto é, @;(tr(I)) C [—=2,2]. Logo, @;(tr(I")) é limitado em R. Vamos mostrar que K = K.
Suponhamos que K é uma extensao propria de Ky. Dessa forma, existe um mergulho ¢ : K —
R, ¢ # Id tal que p(K;) = K;. Portanto, pela defini¢ao de Ky, obtemos p(tr(I')) = tr(I") C
[—2,2]. Isso significa que T' nao contém elementos hiperbolicos, o que contraria o fato de T" ser
nao elementar (por hipdtese pu(H?/T)). Portanto, K = Ky, e a sequnda condigdo € satisfeita.
Consideremos agora a reciproca. Em decorréncia da Proposicdao 3.3.1, mostramos que a dlgebra
Al em (3.17) satisfaz as condigoes de (3.7). Por outro lado, temos que T' é um subgrupo
de T(A[T], O[]). Mas como H?/T' e H?/T(A[T], O[T]) tem covolume finito, seque que T é um
subgrupo de indice finito em T'(A[l'], O[T']). Portanto, T' é um grupo Fuchsiano derivado de

uma dlgebra dos quatérnios. [ ]

Observacao 3.3.2 Na primeira condicao do Teorema 3.3.2, o anel de inteiros algébricos de
Ky, Ik, pode ser substituido por um anel R tal que Iy, C R C Ky, mas desde que O = (a,b)r
e A= (a,b)g,.

3.3.1 Grupo Fuchsiano Aritmético I'y,

Nesta subsecao o grupo Fuchsiano aritmético I'y, ¢ apresentado. No que segue o modelo do
plano hiperbdlico que sera utilizado ¢é o disco de Poincaré, por sua conveniéncia na visualizacao.
Vamos considerar a tesselacao auto-dual {4¢g,4¢}, g > 2, e o poligono hiperbdlico regular P,
com 4g arestas associado, que tessela o plano hiperbdlico ID?, tal que em cada vértice existem
4g poligonos Py,, temos que Py, ¢ uma regiao fundamental de I'y,.
Sem perda de generalidade assumimos que Py, estd centrado na origem de D? e consideramos

as arestas ordenadas de forma ciclica como segue:

Uy, V1, UL, VY, - - Ug, Vg, Uy, Uy (3.25)
As isometrias hiperbdlicas T4, 51, ..., Ty, S, geradoras do grupo Fuchsiano I'y, sao tais que,
Ti(ug) = uy, e Si(v) = vy, (3.26)
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onde k,l=1,2,...g9.

Destes pareamentos resulta a superficie compacta orientdvel D?/T'y, com género g. Assim,
estd associado com uma tesselacao auto-dual {4g,4g} um poligono hiperbdlico regular Py, que
por sua vez esta associado com um grupo Fuchsiano I'y,. Disto segue que a area hiperbdlica é

dada por
H(Piy) = p(D?/Tsy) = dm(g — 1). (3.27)

Se considerarmos agora uma transformacao eliptica Tx com ordem 4¢g cuja matriz associada

e 49 0
—nlm 9 (328)
0 e %
tal que Te(uy) = vy e 1y é a poténcia de T onde
Tore (ur) € {ug, vg, up, Vi, k= 1,..., 9}, (3.29)

podemos escrever os geradores de I'y, como conjugacoes de T} por meio de poténcias de C'. Por
exemplo, suponha que queremos determinar Ty tal que To(us) = uj. Sabemos que Ti(uy) = u}
e Tea(ur) = ug pois ug estd 4 arestas apos u; como adotamos em (3.25). Logo, Te-1(ug) = uy.
Portanto,

Tes(T(Te-4(us))) = Tes(ur) = us, (3.30)

isto é, Tea o Ty o To-a(ug) = uj. Logo, obtemos Ty = Tga o Ty o Tp-a. Portanto, de (3.26) e
(3.29) segue que:
Ap = C?A 0™ e B = C"A,C™, (3.31)

onde A; e B; sao matrizes correspondentes as transformacoes Tj e .S;, respectivamente, com
kil=1,...g, \=k—1ev=4]—-3.
Assim, uma vez obtido o gerador T} os outros geradores sao obtidos por conjugacao. Agora,

por [11] temos o seguinte resultado:

Proposicao 3.3.2 [11, Teorema 5.2.1, p.63] Os elementos a,c da transformagao Ty associada

a c
a matriz Ay = sao dados por

c a

=t (P15 - =1

lc| = \/tcm2 (%) —1, arg(c) = —%.
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As outras transformagoes hiperbdlicas Ti(ug) = uj, e Si(v)) = v} que geram o grupo Fuchsi-
ano hiperbdlico 'y, e também realizam os pareamentos de arestas restantes sao obtidos pelas
conjugagoes

Tk = Tcrk o T1 o Tc—rk (& Sl = SCTI o Sl o SC_’"Z .

3.4 Identificacao de Grupos Fuchsianos I'y, por Ordens

dos Quatérnios

Nesta secao identificaremos os grupos Fuchsianos aritméticos I'y, derivados de uma algebra dos
quatérnios A4 sobre um corpo de nimeros K, para [K : Q] = 2", 3.2" ¢ 5.2", onde [K: Q] é o

género da superficie D?/I"y, em uma ordem dos quatérnios.

Teorema 3.4.1 [12, Teorema 4.2.5, p.50] Para cada género g = 2", onde n é um nimero
natural qualquer, os elementos do grupo Fuchsiano 'y, sao identificados via isomorfismo com

elementos da ordem O = (0, —1)g, onde

R:{%:QEZ[Q] e mEN} (3.32)

69:\/2+\/2+...+ 2 + /2 contém n radicais.

Teorema 3.4.2 [12, Teorema 4.2.6, p.51] Para cada género g = 2", onde n é um nimero
natural qualquer, o grupo Fuchsiano I'y, associado ao poligono regqular Py,, ¢ derivado de uma

dlgebra de divisao dos quatérnios A = (0, —1)k, sobre K = Q(f), onde [K : Q] = 2" ¢

0= \/2+\/2+...+ 2+ /2 contém n radicais.
Em particular, para g = 2 temos.

Corolario 3.4.1 [11, Se¢cdo 5.5, p.83] Dado g = 2 os elementos do grupo Fuchsiano I's sdo
identificados via isomorfismo com elementos da ordem O = (0, —1),, onde Iy = Z[\/2] denota

o anel de inteiros de K = @(\/5) e =12

Teorema 3.4.3 [12, Teorema 4.5.2, p.56] Para cada género g = 3.2", onde n é um nimero
natural qualquer, os elementos do grupo Fuchsiano 'y, sao identificados via isomorfismo com

elementos da ordem O = (0, —1)g, onde

R:{%:an[G] e meN} (3.33)

69:\/2+\/2+...+ 2 + /3 contém n radicais.
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Teorema 3.4.4 [12, Teorema 4.3.3, p.56] Para cada género g = 3.2", onde n € um nimero

natural qualquer, o grupo Fuchsiano I'y, associado ao poligono regular Py,, é derivado de uma

dlgebra de divisao dos quatérnios A = (0,—1)g, sobre K = Q(0), onde [K : Q] = 2"t ¢

0 = \/2—1—\/2—!—...—1— 2+ /3 contém n radicais.
Em particular, para g = 3 temos.

Corolario 3.4.2 [11, Se¢do 5.6, p.93] Dado g = 3 os elementos do grupo Fuchsiano 'y sdo
identificados via isomorfismo com elementos da ordem O = (6, —1);,, onde Iy = Z[\/3] denota

o anel de inteiros de K = Q(\/g) e =3+2V3.

Teorema 3.4.5 [12, Teorema 4.4.2, p.61] Para cada género g = 5.2", onde n € um nimero
natural qualquer, os elementos do grupo Fuchsiano I's, sao identificados via isomorfismo com
elementos da ordem O = (0, —1)g, onde

R:{%ZO&EZ[H] e mGN} (3.34)

69:\/2+\/2+...+ 2+ /5 contém n radicais.

Teorema 3.4.6 [12, Teorema 4.4.3, p.61] Para cada género g =5.2", onde n € um nimero
natural qualquer, o grupo Fuchsiano 'y, associado ao poligono hiperbolico reqular Py,, ¢ de-

rivado de uma dlgebra de divisio dos quatérnios A = (0, —1)g, sobre o corpo de nimeros

K=Q(0), [K:Q] =2t 69:\/2—|—\/2—|—...+ 2 + /5 contém n radicais.

Consequentemente, para qualquer um destes casos, {1, VO, Im, /01 m} é uma R-base para
o reticulado O, onde I'm é a unidade imaginéria.

A seguir, vamos verificar que os grupos Fuchsianos associados as ordens encontradas nos
Teoremas 3.4.1, 3.4.3 e 3.4.5 sao de fato aritméticos. Para isso, basta mostrar que a algebra
dos quatérnios ¢ nao ramificada em ¢; e ramificada nos demais lugares.

Tomando o grupo Fuchsiano I'y,, dada uma algebra dos quatérnios A = (6, —1)k, temos

que os elementos T' € I' sao dados na forma:

i Ve oz 4w
2\ —a+wvVl x—yVo

onde s € N, x;,y;, 2, w; € Z[f] e 6 é dado por:

0:\/2—1—\/2%—...—1—\/5, para g = 2";
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9:\/2+\/2+...+\/§, para g = 3.2";
9:\/2+\/2+...—|—\/5, para g =5.2".

Como ¢ é a identidade, segue que A ~ M;(K) é ndo ramificada em ¢;. Agora observe que 6

nao é um quadrado para K = Q(6), ou seja, nao existe t € K — {0} tal que t*> = 6. Portanto,

A é ramificada em todos os lugares ¢;, exceto em ;.
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Capitulo 4

Cddigos Geometricamente Uniformes
Derivados de Grafos sobre Anéis dos

Inteiros

Em [36] Golomb e Welch definem cddigos perfeitos (close-packed) usando poliominos, dados
por esferas de Lee de raio ¢, consideradas como regioes de Voronoi. Essas regioes tesselam o
toro por translagoes e formam, portanto, cédigos geometricamente uniformes. Em [3] toros
planos foram usados com um objetivo similar, bem como conjuntos de sinais do tipo QAM
considerados como cédigos de classe lateral perfeitos com a distancia de grafos induzida pela
métrica euclidiana.

Em [4], [5] e [15] foi introduzida uma nova métrica, que se confunde com a métrica de
Lee, proveniente da teoria de grafos sobre constelagdes do tipo QAM modeladas por inteiros
Gaussianos, e em [5] sobre constelagoes hexagonais nas quais todo baricentro possui seis outros
vizinhos (baricentros) com distancia um modeladas por inteiros de Eisenstein-Jacobi [37]. Por
outro lado, cédigos de grupo perfeitos de comprimento um foram construidos resolvendo um
problema tedrico sobre grafos circulantes, qual seja o problema do conjunto perfeito de vértices
dominantes. Neste capitulo propomos a construcao de cédigos quase-perfeitos, que além de pre-
servarem a estrutura de um codigo geometricamente uniforme, corrigem alguns padroes de erros

além da capacidade de correcao dos cédigos perfeitos, porém com uma menor cardinalidade.

4.1 Anéis Quocientes

Nesta segao definiremos anéis quocientes do anel dos inteiros de Gauss e de Eisenstein-Jacobi.
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Tomando o corpo de nimeros K = Q[v/—1] = {a + bv/—1|a, b € Q}, pelo Teorema 2.1.7 o
anel dos inteiros de K é Z[v/—1], chamado anel dos inteiros de Gauss e denotado por Z[i] =
{a + bila,b € Z}, onde i = /—1. Se o = a + bi € Z[i] sua norma é dada por

N(a) = a.a = (a+bi)(a —bi) = a® + b
ou seja, a norma é dada por uma forma quadratica N tal que
N: Z[i] — Z*
a+ bi — a® + b*.

Agora, tomando o corpo de nimeros K = Q[v/—3] = {a + bv/—3]a,b € Q}, pelo Teorema
2.1.8 o anel dos inteiros de K é Z[%], chamado anel dos inteiros de Fisenstein-Jacobi e
denotado por Zlw| = {a + bwla,b € Z}, onde w = (%) Podemos observar que w é tal

que w? +w +1=0. Assim, se a = a + bw € Z|w] sua norma é dada por
N(a) = a.a = (a+ bw)(a + bw?)
= (a+bw)((a —b) — bw) = a* + b* — ab,
ou seja, a norma é dada por uma forma quadratica N tal que

N: Zjw] — 7+
a + bw —> a® + b? — ab.

Se (a) denota o ideal de Z[p] gerado por «, onde p = i ou p = w, entdo o anel quociente

2 onde o € Z[p], serd denotado por Z[p|,. Da Proposigao 2.1.9 segue que:

@)

7]
(
Teorema 4.1.1 Seja 0 # « € Zp|, onde p =i ou p=w. Entao Z[p|. tem N(«) elementos.
Coroldrio 4.1.1 Seja 0 # « € Zlp], onde p=1i ou p = w.

1. Se B € Z[p] € tal que B|a, entdo o ideal (5) C Z[p]o tem ordem N(a)/N(B);

2. Se p € Zlp| € tal que 5 fao e v = mde(a, B), entao o ideal (B) C Zlpls € gerado por v e
tem ordem N(a)/N (7).

Exemplo 4.1.1 Dado o = 3 + 4i, temos N(«) = 25. Logo, pelo Teorema 4.1.1, Zli]314; tem
25 ele-

mentos, que sao obtidos pelo quociente do anel Z[i| e o ideal (3 + 41), ou seja, tomamos os ele-
mentos de Z[i| e fazemos médulo (3 + 41i), obtendo Z[i|3y+4; = {0,1,2,3,—1, -2, =3, 1, 24, 3i, —1,
—26,-3i,1+4,14+20,1 —4,1—2i,—1—4,—1 =24, —1+4,— 142,240, —2 44,2 —i,—2 —i}.
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Exemplo 4.1.2 Dado o = 3+ 4w, temos N(«) = 13. Logo, pelo Teorema 4.1.1, Z|w]31 4. tem
13 elementos, que sao obtidos pelo quociente do anel Zw] e o ideal (3+4w), ou seja, tomamos os
elementos de Z|w] e fazemos mddulo (3 + 4w), obtendo Z[w]314, = {0,1, -1, w, —w, 1 + w, —1 —

w,2, -2, 2w, —2w,2 4+ 2w, —2 — 2w}.

4.2 Codigos sobre Grafos

A seguir veremos alguns conceitos sobre grafos e codigos sobre grafos, os quais serao usados na

proxima secao.

Definigao 4.2.1 Seja 0 # « € Z[p]. A distancia sobre Z|pl, € a distancia induzida pelo grafo
Go. Assim, sen, T € Z[pla, a distancia D,, é dada por:

1. Dy(n,7) = min{|x| + |y|}, tal que T —n = x + yi (mod «), onde p = 1.

2. Do(n,7) = min{|z| + |y| + |2|}, tal que 7 — n = x + yw + 2w? (mod «), onde p = w.

Exemplo 4.2.1 Novamente no Exemplo 4.1.1, para V = Z[i|344;. Se 7 =14+2i en = —1,
temos T —n = 2+ 2i, logo Do(n,7) =2+2=4. Set =1+2i en = —3i, temos T —n =
14+ 5i = —2—1i(mod &), logo Do(n,7) =2+ 1=3.

Exemplo 4.2.2 Novamente no Exemplo 4.1.2, para V = Z|w|344,. Se T=w en = —w, temos
T—n=2w, logo Doy(n,7) =2. Set=14wen=—1, temos T —n =2+ w = —2(mod «a),
logo Dy(n, 1) = 2.

Dada a distancia D,,, definimos um grafo gerado por «, para a € Zp|.

Defini¢ao 4.2.2 Seja 0 # o € Z[p|, onde p =1 ou p = w. O grafo gerado por «, denotado por
Go = (V,E), € definido por:

1. V. =7Z[pla € o conjunto de vértices;

2. E={(n,7) €V xV :D,(n,1)=1} € o conjunto de arestas.

Exemplo 4.2.3 No Ezxemplo 4.1.1, temos que o conjunto de vértices é V. = Zlilz14; € 0 con-

junto de arestas satisfaz F.
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Figura 4.1: Grafo gerado por 3 + 44

Exemplo 4.2.4 No Ezemplo 4.1.2, temos que o conjunto de vértices é V. = Z[wl]314m € 0

conjunto de arestas satisfaz E.

Figura 4.2: Grafo gerado por 3 + 4w

Observacgao 4.2.1 Note que a distancia entre dois pontos ) e T no grafo, nada mais € do que

o menor numero de arestas necessdrias para ligar o ponto n ao ponto T.

Dado um grafo G, com conjunto de vértices V' e distancia D,, um cddigo em G, é um
subconjunto nao vazio C de Go. A regiao de Voronoi V,, associada com 7 € C é o subconjunto
formado pelos elementos de V' para os quais  é o ponto mais préximo em C, ou seja, V, =
{r € V;D(n,7) = D(n,C)}. O nimero t = max{D(n,C);n € V} é chamado raio de cobertura
do cédigo. O raio de cobertura é o menor nimero t tal que as bolas de raio t centradas nos
pontos de C, dadas por By(n) = {7 € V : D(n,7) <t} cobrem V. O nimero 6 = min{D(n, 1) :
n,T € C,n # 7} é a distancia minima de C, e 6 < 2t + 1, a igualdade vale quando as bolas de
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raio t centradas nos pontos de C formam uma particao de V. Um cddigo com esta propriedade
é chamado perfeito e é dito corrigir t erros. Na busca por esses codigos voltamos a teoria de

grafos para descrever tais bolas e, assim, as parti¢oes do conjunto V.

Definigao 4.2.3 Um vértice n de um grafo G € dito t-dominar outro vértice T se D(n, 1) < t,
onde D denota a distancia do grafo. FEntdao, um subconjunto S de vértices é chamado um

conjunto t-dominante se todo vértice de G € t- dominado por um unico vértice em S.

O préximo teorema fornece um procedimento para a obtencao destes conjuntos no caso do

anel dos inteiros de Gauss:
Teorema 4.2.1 [3/[5][15] Seja 0 # o € Z[i] e t um inteiro positivo. Temos que:

1. Se = t+ (t + 1)i divide o, entdo o ideal S = () C Z[i]lo € um conjunto perfeito

t-dominante em G;

2. Se B =t— (t+1)i divide o, entio o ideal S = (j3)

t-dominante em G,.

N

Zli]a € um conjunto perfeito

Observe que dado 3 tal que 8 = t + (¢t + 1)i, sua norma N(f) = 2t> + 2t + 1 resulta no
nimero de pontos da regiao de Voronoi, que pode entao ser vista como uma esfera de Lee de
raio t, onde cada ponto do grafo é uma célula da esfera.

Analogamente, obtemos um procedimento para o caso do anel dos inteiros de Eisenstein-

Jacobi:
Teorema 4.2.2 [3/[15] Seja 0 # o € Z[w] e t um inteiro positivo. Temos que:

1. Se § =t+ (2t + 1w divide o, entdo o ideal S = () C Z|wl], € um conjunto perfeito
t-dominante em G;

2. Se =B = (t+ 1) + (2t + w divide o, entdo o ideal S = (—f) = (B) C Zw]s € um

conjunto perfeito t-dominante em G,.

Novamente, dado § tal que § é da forma ¢t + (2t + 1)w ou (¢t + 1) + (2t + 1)w, sua norma
N(B) = 3t? + 3t + 1 resulta no nimero de pontos da regiao de Voronoi, que agora é dada por
hexagonos de raio t.

Podemos observar que os procedimentos para obtencao de cédigos perfeitos sobre os anéis
dos inteiros apresentados sao andlogos e podem ser facilmente estendidos para outros anéis de

inteiros, obtendo outras constelagoes.
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4.3 Cbdigos Perfeitos Derivados de Grafos sobre Anéis

dos Inteiros

Nesta secao vamos definir cédigos perfeitos e ver exemplos sobre os anéis dos inteiros de Gauss
e de Einsenstein-Jacobi.

Um cédigo C é chamado perfeito se as bolas de raio t centradas nos pontos de C particionam
o conjunto de pontos V', ou seja, é um codigo que corrige todos os padroes com até t erros e
nenhum padrao com t 4+ 1 erros ou mais. Dado um conjunto perfeito t-dominante S como nos

Teoremas 4.2.1 e 4.2.2, podemos observar que ele forma um cédigo perfeito.

Exemplo 4.3.1 Dado a = 6 + 7i, temos N(a) = 6% + 7% = 85. Logo, pelo Teorema 4.1.1,
Zlile+7: tem 85 elementos. Agora, o = 6+ Ti pode ser escrito como 6+7i = (—i)(1+2i)(1+44),
e se tomarmos  como no Teorema 4.2.1 temos o gerador do conjunto perfeito t-dominante.
Assim, 5 = 1421 satisfaz estas condigoes, e disso seque que o ideal (3) = (142i) € um conjunto
perfeito 1-dominante em Gg, ;. Portanto, o codigo perfeito que corrige todos os padroes com
1 erro e nenhum padrao com 2 ou mais erros, pelo Coroldrio 4.1.1 possui % = % =17
elementos, € dado por S ={0,1+2i,2+4i,—3—1i,—2+1i,—143i,5i, =5, —4+2i, —1 —2i, —2 —
4i,3414,2—1,1—3i,—5i,5,4—2i} e € identificado no grafo pelos pontos duplamente circulados,
formando os baricentros dos 17 poligonos fundamentais (contendo 5 elementos) que recobrem a

constelagao de sinais, esta contendo os 85 elementos de Zgi7i, como ilustrado na Figura 4.3.

)

)—Q
D
D

O0—-0-0O
0

_C
_C
O
O

Ly

Figura 4.3: Coédigo Perfeito 1-dominante em Gg.7;
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Exemplo 4.3.2 Dado a = —8 — 3w, temos N(a) = (—8)* + (—3)* — 24 = 49. Logo, pelo
Teorema 4.1.1, Z|w]_g—3, tem 49 elementos. Agora, a = —8 — 3w pode ser escrito como
—8 — 3w = (1 + 3w)?, e se tomarmos 3 como no Teorema 4.2.2 temos o gerador do conjunto
perfeito t-dominante. Assim, f = 1 + 3w satisfaz estas condicoes, e disso seque que o ideal
(B) = (143w) é um conjunto perfeito 1-dominante em G _g_3,,. Portanto, o cddigo perfeito que
corrige todos os padroes com 1 erro e nenhum padrao com 2 ou mais erros, pelo Coroldrio 4.1.1
POSSUL % = 79 =7 elementos, é dado por S ={0,1+3w,—3—2w,—2+w,2—w,3+2w,—1—
3w} e € identificado no grafo pelos pontos duplamente circulados, formando os baricentros dos
7 poligonos fundamentais (contendo 7 elementos) que recobrem a constelagdo de sinais, esta

contendo os 49 elementos de Z_g_3.,, como ilustrado na Figura 4.4.
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eSS % gl
(s
o g itg Mgty
O~

Z787&0

Figura 4.4: Cédigo Perfeito 1-dominante em G_g_3,,

4.4 Codigos Quase-Perfeitos Derivados de Grafos sobre

Anéis dos Inteiros (Gaussianos

Nesta secao definiremos codigos quase-perfeitos, veremos um resultado construtivo para obter-
mos tais codigos derivados de grafos sobre o anel dos inteiros de Gauss e mostraremos que com
certas propriedades estes codigos sao tnicos.

Um codigo é dito quase-perfeito se o mesmo é capaz de corrigir todos os padroes com até ¢
erros e alguns padroes com t + 1 erros.

Até aqui observamos que escolhendo 3 divisor de « tal que 5 é da forma ¢ + (¢ + 1)i ou
t — (t + 1)i, obtemos um cédigo perfeito, e a constelacdo de pontos é coberta por regides
fundamentais cujo raio de cobertura tem valor no maximo t, ou seja, as regides fundamentais

sao constituidas por esferas de Lee de raio t. Assim, cddigos perfeitos sao obtidos através de
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translagoes de esferas de Lee de raio ¢, onde t < r. Como observado em [36], uma esfera de
Lee de raio r em Z? possui 212 + 2r + 1 pontos. Agora, se tomarmos um £ divisor de «, que
nao contenha nenhuma das formas ¢ + (¢t + 1)i ou t — (¢ + 1)i, podemos obter um novo cédigo,
nao mais perfeito, mas que cobre a constelagao de pontos por regioes fundamentais idénticas,
e mantendo as propriedades de um cédigo geometricamente uniforme. Nesta busca, chegamos

ao seguinte procedimento.

Teorema 4.4.1 Seja 0 # o € Zli] e t um inteiro positivo. Temos que:

1. Se p=(t—c)+ (t+ (c+1))i divide o, entao o ideal S = (B) C Zlilo forma um cddigo
quase-perfeito que corrige todos os padroes com até t erros e 2¢® + 2¢ padrées com t + 1

erros em Gg;

2. Se B=(t—c)— (t+ (c+1))i divide a, entdo o ideal S = (B) C Z[i]o forma um cédigo
quase-perfeito capaz de corrigir todos os padroes com até t erros e 2¢* 4 2c¢ padroes com

t+ 1 erros em GG.

Demonstragao:

Pelo Coroldrio 4.1.1 temos que se 8 é um divisor de o, entdo S = (B) tem ordem N («)/N(5),
ou seja, S tem N(a)/N(B) elementos. Ainda, tomando o = a + bi € Z[i], temos que N(a) =
a® + b2

1. Dado 3 divisor de « tal que 8 = (t—c)+ (t+(c+1))i, temos que N(B) = (t—c)?+ (t+(c+
1))? = 262+ 2t +1+(2c*+2¢). Vamos provar que, se B1, B2 € S, entio Dy (B, B2) > 2t+1.
Sejam By, B2 € (B), entao 1 = a1 e P = aff, com ay,ay € Z[i|. Temos que mostrar
que Dy (51, B2) = Do(anf, ) = Do((a1 — a2)B,0) > 2t + 1. Observe que é suficiente
provar que para qualquer n € Z[i| tal que nB # 0(mod «) implica D,(nB,0) > 2t + 1.
E claro que para n = {1,i,—1, =i}, Dy(np,0) = 2t + 1. Suponhamos por absurdo que
D.(nB,0) < 2t + 1. Entdo np = x + yi(mod «), com |z| + |y| < 2t + 1 minimo. Assim,
ns = (z+yi)+y1a = (x+yi)+y20, onde 1,72 € Zli] e como S|a, entao x+yi = B(n—"2).
Agora, N(z+yi) < 4% pois |z| + |y| < 2t +1. Como N(B) = 2t? + 2t + 1 + (2¢* + 2¢) >
2t2 para t > 0, ¢ € Z, entio N(np — v) = 1. Consequentemente, x + yi = [u, com
u € {1,i,—1,—i}. Entao, em qualquer caso, |x| + |y| = 2t + 1, que é uma contradi¢ao.
Portanto, D, (p1,52) > 2t + 1.

Agora, 2t* 4+ 2t + 1 € o numero de pontos de uma esfera de Lee de raio t, logo cada uma

das N(«)/N(B) regioes de Voronoi com centro nos pontos dados por S tem exatamente
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2t2 4+ 2t + 1 pontos de distdncia até t e 2¢® + 2c pontos com distancia t + 1, formando
assim um cédigo quase perfeito que corrige 2t* + 2t + 1 padroes com até t erros e 2¢* + 2¢

padroes com t 4+ 1 erros.

2. Dado f divisor de « tal que B = (t —c) — (t+ (¢ +1))i, temos que N(B) = (t —c)* + (t +
(c+1))% =2t 4+ 2t + 1 + (2¢* + 2¢), portanto a demonstragdo é andloga.

Observacgao 4.4.1 Cddigos perfeitos podem ser vistos como um caso particular de cdodigos

quase-perfeitos, note que tomando ¢ = 0 no Teorema 4.4.1 obtemos o Teorema 4.2.1.

Exemplo 4.4.1 Voltando ao Exemplo 4.5.1, vimos que o = 6+71 pode ser escrito como 6+7i =
(—i)(1 +2i)(1 4+ 4i) e N(a) = 85. Se tomarmos 8 = 1+ 4i como gerador do ideal, ele tem a
forma = (t—1)+(t+2)1, e obtemos um cddigo quase-perfeito que corrige todos os padrdes com
t =2 erros e 4 padroes com 3 erros, pois temos que N(B) = 17 e a maior esfera de Lee contida
em 17 pontos possui 13 pontos com raio de cobertura 2, logo restam 4 pontos para completarmos
0s 17. Assim, obtemos uma regiao fundamental que cobre 17 pontos. Logo, S = () tem ordem
N(a)/N(B) = f—? =5 e o cddigo quase-perfeito, que corrige todos os padroes com 2 erros e 4
padréoes com 3 erros, dado por S = {0,1+4i,—4+1i,4—1i,—1—4i} € identificado no grafo pelos
pontos duplamente circulados, formando os baricentros dos 5 poligonos fundamentais contendo
17 elementos que recobrem a constelacao de sinais contendo os 85 elementos de Zgy7;, como

tlustrado na Figura 4.5.

q
O

HO
0

Figura 4.5: Cdédigo quase-perfeito sobre Zg, 7,
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Exemplo 4.4.2 Dado o = 8 + 9i, temos que N(«) = 145. Logo pelo Teorema 4.1.1, Zlilg i
possui 145 elementos. Como 8 + 9i = (—1)(1 — 2i)(2 — 5i), se tomarmos § = 2 — 5i como
gerador do ideal, ele tem a forma = (t—1)+ (t+2)1, logo forma um cédigo quase-perfeito que
corrige todos os padroes com t = 3 erros e 4 padroes com 4 erros. Como N(5) =29 e a maior
esfera de Lee possui 25 elementos com raio de cobertura 3, restam 4 elementos para completar
0s 29. Assim, obtemos uma regiio fundamental contendo 29 elementos. Logo, S = (/) tem
ordem N(a)/N(5) = % =5 e o cddigo quase-perfeito, que corrige todos os padroes com 3
erros e 4 padroes com 4 erros € dado por S = {0,2—5i, —5—2i,5—2i, —2+5i} e € identificado
no grafo pelos pontos escuros, formando os baricentros dos poligonos fundamentais contendo
29 elementos que recobrem a constelacao de sinais contendo os 145 elementos de Zg.q;, como

tlustrado na Figura 4.6.
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Figura 4.6: Cédigo quase-perfeito sobre Zg, o,

Nesta secao apresentamos um resultado para a obtencao de cédigos geometricamente unifor-
mes quase-perfeitos derivados de grafos sobre anéis de inteiros de Gauss, cujas palavras codigos
sao elementos do ideal S = () C Z[i],. Além disso, se garantirmos a propriedade de ser um
ideal do anel, podemos mostrar que estes cdédigos sao inicos. Para tal, necessitamos introduzir

o seguinte resultado:
Lema 4.4.1 [5] Seja 0 # « € Z[i] e t um inteiro positivo. Para todo n € Z[i|, temos que:
Bi(n) N By(0) =0 < D,(n,0) > 2t + 1.
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Pelo Corolério 4.1.1 e o Lema 4.4.1 podemos provar a unicidade dos coédigos quase-perfeitos

dados, como veremos a seguir:

Teorema 4.4.2 Seja 0 # « € Z[i] e t um inteiro positivo. Se existe um cddigo ideal quase-
perfeito que corrige todos os padréoes com até t erros e 2¢? + 2c¢ padroes com t + 1 erros sobre
Zl[i)a, entao ele deve ser o grupo gerado por (t —c¢)+ (t+ (¢+1))i ou (t —c¢) — (t + (¢ + 1))i.

Demonstragao: Dado um codigo quase-perfeito que corrige todos os padroes com até t erros

N(a)

SO R T2oTT) elementos. Como

e 2¢® + 2¢ padroes com t + 1 erros sobre Zlil,, ele possui

estamos em um dominio de ideais principais, este codigo deve ser gerado por um elemento
B € Zli] divisor de «, tal que N(B) = 2t* 4+ 2t + (2¢* + 2¢ + 1), pelo Coroldrio 4.1.1. Assim,
se B é da forma a + bi, devemos ter a* + b* = 2t* + 2t + (2¢* + 2c¢ + 1). Vamos mostrar que
la|+1b] = 2t+1. Suponhamos por absurdo que |a|+|b] < 2t+1, logo Dy (5,0) < |a|+b] < 2t+1,
e pelo Lema 4.4.1 seque que By(n) N By(0) # 0, que € um absurdo pois B e 0 sdo elementos
do cddigo. Agora, suponhamos que |a| + |b] > 2t + 1, entao temos que |a| + |b] > 2t + 1 e
a?+b* = 202+ 2t+ (22 +2c+1), assim |a| > 2t+1—1b], logo |al* > (2t+1)*—=2(2t+1)|b|+|b]? €
pela sequnda equagdo seque que 26>+ 2t+(2c*+2c+1) = a>+0* > (2t+1)2—2(2t+1)[b|+|b]*+b|?,
de onde obtemos t* +t — (2t + 1 + |b|)|b] < 0, que é um absurdo pois t,c e b sao inteiros.
Portanto, |a| + |b] = 2t + 1. Assim, temos que 8 = a+ bi, com |a| + [b] =2t +1 e a® +V* =
262+ 2t + (22 4 2c+ 1), de onde seque que |a| = (t—c) e |b| = (t+ (c+1)) ou |a| = (t+ (c+1))
e b = (t—c), ou seja, B € da forma (t —c)+ (t+ (c+1))i ou (t —c) — (t+ (c+1))i, a menos

de associados.

4.5 Cobdigos Quase-Perfeitos Derivados de Grafos sobre

Anéis dos Inteiros de Einsenstein-Jacobi

Nesta secao veremos como construir cédigos quase-perfeitos derivados de grafos sobre o anel
dos inteiros de Einsenstein-Jacobi.

Analogamente ao caso do anel dos inteiros de Gauss, podemos observar que escolhendo (3
divisor de « tal que 8 é da forma t+ (2t+1)w ou (t+1)+ (2t +1)w, obtemos um cédigo perfeito,
e a constelacao de pontos é coberta por regioes fundamentais cujo raio de cobertura tem valor
no maximo t, ou seja, as regioes fundamentais sao agora constituidas por hexagonos de raio t.

Assim, codigos perfeitos sao obtidos através de translagoes de hexagonos de raio ¢, onde t < 7.
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Neste caso, um hexdgono de raio r possui 3r2+3r+1 pontos. Agora, se tomarmos um /3 divisor
de a, que nao contenha nenhuma das formas ¢t + (2t + 1)w ou (¢t + 1) + (2t + 1)w, podemos
obter um novo cédigo, nao mais perfeito, mas que cobre a constelagao de pontos por regices
fundamentais idénticas, e mantendo as propriedades de um cédigo geometricamente uniforme.

Nesta busca, chegamos ao seguinte procedimento.

Teorema 4.5.1 Seja 0 # « € Z[w] e t um inteiro positivo. Temos que:

1.Se B =(t+2c+1)+ (2t + 1w ou B = (t — 2¢) + (2t + 1w divide «, entdo o ideal
S = (B) C Z|w|a forma um cddigo quase-perfeito que corrige todos os padroes com até t

erros e 4c? + 2c padroes com t + 1 erros em G

2.8 0 =(t+2c)+ 2+ 1w ou f = (t —2c+ 1) + (2t + 1)w divide «, entao o ideal

S = (8) C Z|w|a forma um codigo quase-perfeito capaz de corrigir todos os padroes com

até t erros e 4c® — 2c padroes com t + 1 erros em Gy,.

Demonstragao: Pelo Coroldrio 4.1.1 temos que se  é um divisor de «, entao S = (f) tem
ordem N(«)/N(B), ou seja, S tem N(«)/N(f) elementos. Ainda, tomando a = a+bw € Z[w],
temos que N(a) = a?® + b* — ab.

1. Dado B divisor de o tal que f = (t4+2c+1)+(2t+1)w ou B = (t—2¢)+(2t+1)w, temos que
N(B) = 3t*+3t+ 1+ (4c*+2c¢). Primeiro, vamos provar que 3 € tal que D,(5,0) = 2t+1.
Como = (t+2c+1)+2t+1w=(t—2c)w+ (t+2c+1)(14+w) = (t —2c)w— (t+2c+
Dw?(mod a) com [t —2¢|+|t+2c+1|=2t+1, e = (t—2¢)+ (2t +1) = (t+2c+ 1w+
(t—2¢)(1+w) = (t+2c+1)w—(t—2c)w?(mod ), com |t+2c+1|+|t —2c| = 2t +1, temos
que Do (B,0) = 2t+1. Agora, vamos provar que, se 51, Ps € S, entdo Dy (51, P2) > 2t + 1.
Sejam By, B2 € (B), entdo b1 = a1 f e o = aoff, com ay, s € Zlw]. Temos que mostrar
que Dy (51, B2) = Do(an 8, asf) = Do((ap — a2)B,0) > 2t + 1. Observe que é suficiente
provar que para qualquer n € Zlw] tal que nB # 0(mod «) implica Dy(nB,0) > 2t + 1.
E claro que para n = {1,w, —1,—w}, Da(nf,0) = 2t + 1. Suponhamos por absurdo que
D,(nB,0) < 2t+1. Entdo nB = z+yw+ zw?(mod ), com |z|+ |y|+ |2| < 2t+1 minimo.
Assim, 0B = (v +yw + 20?) + 11 = (T +yw + 20?) + Y20, onde V1,72 € Zlw] e como [,
entao +yw+zw? = B(n—1). Agora, N(z+yw+2w?) < 42 pois |z| + |y| +|z] < 2t+1.
Como N(B) = 3t + 3t + 1 + (4c* + 2¢) > 3t? para t > 0, ¢ € Z, entio N(n — ) = 1.
Consequentemente, © + yw + zw? = fu, com u € {1,w,—1,—w}. Entdo, em qualquer

caso, |x| + |y| + |2| = 2t + 1, que é uma contradi¢ao. Portanto, D.(f1,02) > 2t + 1.
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Finalmente, 3t + 3t + 1 é o numero de pontos de um hexdgono de raio t, logo cada uma
das N(«)/N(B) regioes de Voronoi com centro nos pontos dados por S tem exatamente
3t2 + 3t + 1 pontos de distancia até t e 4c? + 2c¢ pontos com distancia t + 1, formando
assim um cédigo quase perfeito que corrige 3t> + 3t + 1 padroes com até t erros e 4c* + 2c

padroes com t + 1 erros.

2. Dado f divisor de o tal que B = (t+2¢) + (2t + 1)w ou B = (t —2c+ 1) + (2t + 1w,
temos que N () = 3t*> + 3t + 1 + (4¢* — 2¢), e a demonstragdo seque analogamente.

Observacao 4.5.1 Note que tomando ¢ =0 no Teorema 4.5.1 obtemos o Teorema 4.2.2.

Exemplo 4.5.1 Dado a = —5 + 2w, ele pode ser escrito como —5 + 2w = (1 4 2w)(3 + 4w) e
N(a) = 39. Se tomarmos f = 3 + 4w como gerador do ideal, ele tem a forma associada a B =
(t4+2c+1)4+(2t+1)w com ¢ = 1, e obtemos um cédigo quase-perfeito que corrige todos os padroes
comt =1 erro e 4c*+2c = 6 padrées com 2 erros, pois temos que N(3) = 13 e o maior hexdgono
contido em 13 pontos possui 7 pontos com raio de cobertura 1, logo restam 6 pontos para
completarmos os 13. Assim, obtemos uma regidgo fundamental que cobre 13 pontos. Logo, S =
(8) tem ordem N(a)/N(B) = 33 =3 ¢ 0 cddigo quase-perfeito, que corrige todos os padries com
1 erro e 6 padrées com 2 erros, dado por S = {0,3+ 4w, —3 — 4w} € identificado no grafo pelos
pontos duplamente circulados, formando os baricentros dos 3 poligonos fundamentais contendo
13 elementos que recobrem a constelagao de sinais contendo os 39 elementos de Z_52,, como

ilustra a figura 4.7.

et
7679875
A7 7540
st 1l

LY

(OO
6 L5490

Figura 4.7: Cédigo quase-perfeito sobre Z_5. o,

Observe que os procedimentos adotados podem ser facilmente estendidos para outros tipos
de anéis, obtendo assim formas para a construcao de novos cédigos quase-perfeitos sobre cons-

telagoes de sinais diferentes.

79



80



Capitulo 5

Cddigos Geometricamente Uniformes
Derivados de Grafos sobre Ordens dos

Quatérnios

Cédigos geometricamente uniformes foram propostos por Forney [2] e apresentam propriedades
de simetria altamente desejaveis, tais como: todas as regides de Voronoi sao congruentes; o perfil
de distancias é o mesmo para qualquer palavra-cédigo; as palavras codigo possuem a mesma
probabilidade de erro; e o grupo gerador é isomorfo a um grupo de permutacoes transitivo sobre

as palavras-codigo.

Uma subclasse dos codigos geometricamente uniformes, chamados codigos perfeitos foram
estudados em [15] sobre espacos de sinais de dimensao quatro e as constelagoes modeladas por
meio de grafos definidos sobre anéis quocientes da ordem dos quatérnios sobre o corpo dos

nuameros reais, chamados inteiros de Lipschitz.

Neste capitulo construiremos cédigos geometricamente uniformes sobre ordens dos quatérnios,
as quais em [12] foram associadas aos grupos Fuchsianos I'y,, para g = 27, 3.2" e 5.2" formados
pelas isometrias que fazem o pareamento dos lados de um poligono hiperbdlico Py, que tessela
o plano hiperbélico D?, de modo que cada vértice é compartilhado por 4¢g poligonos de mesma
forma, obtendo assim uma tesselacao auto-dual do tipo {4g,4g}, onde g > 2 é o género da

superficie.
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5.1 Anéis Quocientes de Ordens dos Quatérnios Associ-

adas a [y,

Nesta secao definiremos anéis quocientes de ordens dos quatérnios associadas a grupos Fuchsi-
anos aritméticos I'y, para os casos g = 2", 3.2" e 5.2" e veremos algumas propriedades.

Dado um grupo Fuchsiano aritmético I'y, derivado de uma élgebra dos quatérnios .4 sobre
um corpo de nimeros K = Q(6), com [K : Q] = g, onde g é o género da superficie D?/Ty,.
Tomando tesselagoes do tipo {4g, 49}, pelos Teoremas 3.4.1, 3.4.3 e 3.4.5 vimos que os elementos
do grupo Fuchsiano I'y, sdo identificados via isomorfismo com elementos da ordem O = (0, —1),

onde

R:{%ZQEZ[Q] emEN}, (5.1)

e pelos Teoremas 3.4.2, 3.4.4 e 3.4.6 o grupo Fuchsiano I'y, ¢ derivado de uma élgebra de divisao
dos quatérnios A = (6, —1)k sobre o corpo de nimeros K = Q(0).

Assim, seja K = Q(#) e {1,4,5,k} = {1,V8, Im,/6Im} a base da dlgebra dos quatérnios
A = (,—1)g, onde i® = 0,52 = —1,k = ij = v/AIm e I'm denota a unidade imaginaria
Im? = —1. Em [12] foi provado que o anel dos inteiros de K = Q(#) é dado por Ix = Z[6],
logo O = {ag + a1i + asj + ask : ag, a1, as,a3 € Ix} é de fato uma ordem em A. Inicialmente
trabalharemos com esta ordem por facilidade dos calculos, e entao estenderemos para a ordem
O = (0,—1)g, onde R = {2% caelg e me N} que faz o rotulamento completo e que
também foi mostrado em [12] que é uma ordem.

Observe ainda que O = {ag + a1i + asj + agk : a; € Ix} é uma extensao de Ix de dimensao
4, pois tem {1,4,j,k} como base, e temos que O é um subanel de A contendo 1 que é um
Ix-médulo finitamente gerado. Agora, se olharmos a ordem O como extensao de Z, a dimensao
aumenta para 2”72, Neste caso, a ordem serd denotada por Oz. Podemos verificar ainda
que de acordo com a definicao de ordem, Oz é um Z-médulo livre de posto 4r = 2""2, onde
r=[K:Q]=[Q(f) : Q] =2, e desta forma, ndo estaremos mais trabalhando com quatérnios,

mas com extensoes maiores onde perdemos varias propriedades.

5.1.1 Caso g=2"

Nesta subsecao veremos anéis quocientes de ordens dos quatérnios associadas a grupos Fuchsi-

anos aritméticos I'y, para o caso g = 2".

Pelos Teoremas 3.4.1 e 3.4.2 dado o género g = 2", temos que os elementos do grupo
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Fuchsiano I'y, sdo identificados via isomorfismo com elementos da ordem O = (6, —1)g, onde

R:{%IQGZ[Q] e mEN},

e o grupo Fuchsiano aritmético I'y, é derivado de uma algebra de divisao dos quatérnios A =

(0, —1)k, sobre K = Q(6), onde [K: Q] =2"e

0 = 2+\/2+\/...+\/2+\/§,

contém n radicais. Assim, dados K = Q(6) e O = (0, —1)z tal que

O ={ag+ ari +agyj + ask : a; € Z[G],z‘Q = 9,j2 — —1,k2 = -6},
a norma reduzida de um elemento o = ag + a1i + asj + ask € O é dada por
Nrdzg (o) = aa = af — 0af + a3 — 0a3 € Z[0)] (5.2)

e satisfaz Nrdgpe(a) € Ix = Z[f]. Vamos verificar em quais casos essa norma é um elemento
€ Z.

Observacao 5.1.1 Dado 0 = \/2 + \/2 + \/ .+ V24 V2 com n radicais, temos que 6 € Z
apenas para n = 0, mas neste caso temos g =1 o qual nao estamos interessados, logo conside-

raremos apenas n > 0 e 0 € Z. Podemos observar ainda que, 0* € Z apenas paran = 1 e
0 &7, ¥n > 0.

Proposicao 5.1.1 Seja a = ag + a1i + asj + ask € O, onde a; = x; + y;,0 e 0 com n radicais

dado por § =\/2+ \/2 + \/ ..+ V2+ V2. Entao, Nrdzg(a) € Z se, e somente se,

1. Paran =1,
200 — T7 — 293 + 2a9ys — x5 — 295 = 0.

Neste caso, a norma é dada por Nrdgpg (o) = x§ + 2y5 — 4xiyr + 23 + 295 — 4a3ys.

2. Paran > 1,

2x0Yo — 27 + 2Tays — 15 =Yg — 2011 + Y5 — 2T3y3 = y; +y5 = 0.
Neste caso, a norma é dada por Nrdgg (o) = x§ + 3.
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Demonstragao: Da equacio (5.2) temos Nrdgg(a) = aa = af — 0af + a3 — 0a3. Como
a; € Z[0] ele pode ser escrito por a; = x; +y;0, onde x;,y; € Z. Assim, a? = x? + 0%y? + 20x;y;
e disso seque que

Nrdzg (o) = af — 0a3 + a3 — 0a3 = xf + 0%y + 20x0yo — O(x] + 6%y + 20z1y1) + 23 + 0%y5 +
209y — 0(22 + 0%y2 + 20x3y3) = 23 + 235 + 0(230y0 — T3 + 229y2 — 73) + 0 (Y3 — 27191 + Y5 —
2z3y3) + 0°(—y? — y3).

Para o cason = 1 temos g = 2 e § = /2, logo 8> = 2 e ° = 2V/2, e dai Nrdz[ﬁ](a) =
w2 + 22 — dwyyn + 22+ 292 — dasys + V2 2wy — 17 — 297 + 2w0ys — 32 — 2y2). Portanto,
Nrdz[ﬁ](oz) € Z se, e somente se, 2xyy — T3 — 2yt + 2T9ys — 2 — 2y2 = 0, e disso seque que
Nrdy () = xf + 2y5 — 4a1ys + @5 + 2y5 — dasys € Z.

Agora, para o caso n > 1, pela Observagio 5.1.1 temos que Nrdgg(a) € Z se, e somente,
se 2xoYo — 12 + 2Tays — T3 = yg — 2myyy + ys — 2x3y3 = Y2 + yg = 0, e disso seque que

Nrdgp () = 23 + 23 € Z. u

Agora, tomando a ordem O como extensao de Z, que denotaremos por Oz, a norma reduzida

de um elemento o = ag + a1t + asj + ask € Oy serd dada por
Nrdz(a) = aQ = agag — Oaia; + asas — 9@3@3 € Z[Q] (53)
onde a; denota o conjugado de a;.

Proposicao 5.1.2 Seja a = ag + a1t + asj + ask € Oy, onde a; = x; + y;0 e 0 com n radicais

dado por 6 =\[2+ \/2 + \/ .. +V2++2. Entio, Nrdz(a) € Z se, e somente se,

1. Paran =1,

ol + a3 = 2(yf +y3) = 0.

Neste caso, a norma € dada por Nrdz(a) = x5 — 2y2 + 23 — 2y3 € Z.

2. Paran > 1,

T el =y ys =y Hys =0

Neste caso, a norma € dada por Nrdgpe(o) = xf + 3.

Demonstracao: Da equacdo (5.3) temos que Nrdz(a) = aa = agag — Oayday + asas — Qazas.
Como a; € Z[0] ele pode ser escrito por a; = x; + y;0, onde x;,y; € Z. Assim, a;a; = v? — 0%y?

e disso seque que
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Nrdg(e) = af — 0%ys — 0(x] — 0%y1) + 23 — 0%y3 — 025 — 0%y3) = af + 25 — 0(af + 23) — 0%(y5 +
y3) + 0 (yi + 13).

Para o cason = 1 temos g = 2 e = /2, logo 8> = 2 e ° = 2v/2, e dai Nrdz[ﬁ](a) =
23 — 208 + 23 — 2y2 — V2(x? + 22 — 2(y? + 42)). Assim, Nrdgz(a) € Z se, e somente se,
x? — 2yt + 23 — 2y3 = 0, e neste caso seque que Nrdy(a) = x2 — 2y3 + 23 — 2y5 € Z.

Agora, para o caso n > 1, pela Observacao 5.1.1 temos que Nrdgg(a) € Z se, e somente se,

i+ 23 =y +y3 =yi +yi =0 e disso seque que Nrdgp (o) = xf + 23 € Z. u

Observacgao 5.1.2 Quando nao houver confusao de notacao denotaremos por simplicidade a

norma reduzida de o apenas por Nrd(«).

Teorema 5.1.1 Seja 0 # a € O. Se Nrd(a) € Z, entdo <TO> tem Nrd(a)* elementos.

Demonstragao: Seja 0 # a € O e Nrd(a) = N € Z. Primeiro vamos mostrar que o O-

@]
<N>

(O : Z] = 8 e a base de O sobre Z ¢é {1,0,1i,i0,7,j0,k,k0}. Assim, « € O € da forma
a = ag + a10 + azi + azif + ayj + as0j + agk + ark6. Agora, dados dois elementos (3,5 € O,
B = by + by0 + bi + byi6 + byj + bs0j + bk + bik0,b; € Z e B = b, + b0 + bi + byi +
WJ + 05 + bgk + b2k, U, € Z dizemos que B e (' sao congruentes mdodulo N se existe " =
b+ b0+ b1+ b5i0 4+ 0§+ 205 + bk +07k0, b € Z tal que B— ' = B"N. Assim, b; —b, = b/ N,

parai=0,1,...,7, isto €, b; = b(mod N) o que implica que existem N possibilidades para cada

modulo a esquerda tem N® elementos. Como N € Z, vamos tomar O sobre Z. Mas

b; e, assim, N® classes de equivaléncia diferentes médulo N.
Agora, como Nrd(a) = aa temos a sequinte cadeia de ideais: (Nrd(a)) = (aa) C ().
Pelo Terceiro Teorema do Isomorfismo para A-mddulos [22], temos a sequinte sequéncia de

A-mddulos a esquerda:

(@) faa)  {a)

Denotamos o niumero de elementos de % porn e o numero de elementos de % por m. Entao,
como consequéncia do Teorema de Lagrange [22], podemos considerar a sequéncia exata anterior
como uma sequéncia de grupos abelianos, assim obtendo que Nrd(«)® = nm. Se provarmos que

n = m podemos finalmente concluir que n = Nrd(a)*. Agora, observe que a funcao

A
fi—=— @,
(@  (aa)
definida por f(B + (@) = Ba + (ad) estd bem definida e é um isomorfismo de A-mddulos a
esquerda. Portanto, m € exatamente o numero de elementos de %.

Finalmente, a conjugacgao de quatérnios é um anti-automorfismo, o que implica que (A e

(@)
A . . . , _ ,
Tay tem a mesma cardinalidade, isto é, n = m, como queriamos provar. [ ]
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Exemplo 5.1.1 Seja a=14+j¢€ 0 = (\/5,—1) , logo Nrd(a) = 2. Pelo Teorema
5.1.1, temos que —-— tem 16 elementos, que sao obtzdos pelo quociente da ordem O e o ideal

(14 j), ou seja, tomamos os elementos de O e fazemos mddulo (1 + j), obtendo Tﬁ =

{0,1,vV2,1 + V2,0, 1 4+ 0,72 +0,vV2i, (1 + V2 +4), 1 4+ V2, V2 + V24, (1 +V2) + v2i, (1 +
V2)i, 14 (14+v2)i, v2 + (1 +V2)i, (1 +v2) + (1 + v/2)i}.

Exemplo 5.1.2 Dadoa=+2€ O = (\/_,—1)2[\/] temos Nrdy (o) =2 e Nrdz(a) = —2.
Logo

7<>

kij+k14+i4+j1+i+k1+j+ki+j+k1+i+7+k}

tem 16 elementos, agora dados por <\[ ={0,1,4,5,k, 1 +d, 1+ 75,1+ k,i+j,i+

Exemplo 5.1.3 Dado a =2++2 € O = (12, —1)z3), temos Nrdy m(a) = 6 + W2 ¢ 7.
Mas, tomando a ordem como extensio de 7, ou seja, Oz = (v/2,—1)z temos Nrdg(a) = 2 e
< ={0,1,4,5,k, 1+i,1+j,1+k,i+7j,i+k j+
k:,1+z—i—j,1—|—z+k,1—l—j—l—l{:,z+]+k,1—l—z+]—{—k}.

< ~ tem 10 elementos, novamente dados por —=

Exemplo 5.1.4 Dado o = \/_—i-j € O = (V2,—1)y,3, temos Nrdy, m(a) = 3. Logo,
= o = 0L -1v2, V214 V2,1 - V2, -1+ V2,1~
V2,0, —i, V2, =20, (1+V2)i, (1= V2)i, (=1 +v2)i, (=1 —V2)i, 1414, —14i,vV/2 414, —/2 +
i, (T+V2) 44, (1= V2)+4, (—1+V2) +4, (—1—v2) +i,1—i, —1—i,v/2—i, =2 —i, (1 ++/2) —

(1=v2) =i, (= 14+v2) —i, (=1 =V2) —i, 1 + V20, =1 +/2i,v/2+/2i, —/2+/2i, (1 +/2) +
V2i, (=14 V2) +V2i, (=1 = V2) + v2i,1 = V2, -1 = V2i,v/2 = V2i, =2 = V2i, (1 + V2) —
V2i, (1=+/2) = V20, (= 14+v2) = v/2i, (=1 = /2) = /2i, 14+ (1 +v/2)i, =14+ (1+v/2)i, V2 + (1 +
V2)i, =2+ (14+V2)i, (1+V2) + (1+v2)i, 1= v2) + (1+v2)i, (—14+V2) + (1 +V2)i, (-1 —
V2)+(1+v2)i, 1+ (1= v2)i, =1+ (1= v2)i, V24 (1 = vV2)i, —V2+ (1 = V2)i, 1+ V2) + (1 —
V2)i,(1=v2)+ (1= v2)i, (—14+vV2)+ (1= v2)i, (=1 —=V2)+ (1 = v2)i, 1+ (=1 +2)i, -1+
(“14+V2)i,V2+ (-1 4+ V2)i, —vV2 + (=1 + vV2)i, (1 + V2) + (-1 + v2)i, (1 = V2) + (-1 +
V2)i, (14 V2) + (=1 +v2)i, (=1 = V2) + (=1 +v2)i, 1+ (=1 =2)i, 1+ (=1 —/2)i,v/2 +
(=1 =V2)i, =V2+ (=1 = vV2)i, 1 + V2) + (=1 = V2)i, (1 = V2) + (=1 = V2)i, (=1 + V2) +
(=1 =V2)i, (=1 = V2) + (=1 = v2)i}.

tem 81 elementos, dados por

Observagao 5.1.3 Neste trabalho nao estamos interessados em ordens Oy, pois como menci-
onado anteriormente, quando estendemos da ordem O para a ordem Oz passamos a trabalhar
com extensoes maiores e com isso perdemos propriedades importantes. Por isso, sé tomamos
esta extensao quando ela é realmente necessdaria, ou seja, quando a norma sobre Ix nao é um

elemento em Z.
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Corolario 5.1.1 Se f € O = (0, 1)z € um divisor a direita de o e Nrd(f) € Z, entao o

Nrd(a)
Nrd(B)

4
ideal a esquerda gerado por 5, < 8 >C O tem ( > elementos.

Exemplo 5.1.5 Dado a = 1+ 2v/2j, temos Nrdym(a) = (1)* + (2v2)% = 9. Agora, a =

1 + 2v/2j pode ser escrito como 1+ 2v/2j = (V2 + j)?, logo B ¢ um divisor & direita de o
4

e Nrdy 5(B8) = 3 € Z, entdo o ideal a esquerda gerado por 3, < B >C O tem (Nrd(o‘)> =

| Nrd(5)
(%) = 81 elementos.

Como verificado em [11] para § = v/2 e [12] nos demais casos, a ordem O = (0, 1)z
nao ¢ uma ordem maximal. Portanto, devemos tomar a ordem sobre o anel R = {5 : a €
Z[0], m € N}, que torna a ordem maximal. Assim, dados K = Q(#) e O = (0,—1)g, onde
R = {5 : « € Z[f], m € N} tal que

0= {a0+3z+3j+—k a; € Z[0),i* = 0,5° = —1,k* = -0},

temos que a norma reduzida de um elemento o« € O ¢é dada por

1 1 1
Nrdg(a) = af — 59@% + Eag - Z@a% € Z[0). (5.4)

Agora, para a ordem maximal, a cardinalidade do anel quociente segue os dois seguintes resul-

tados:

Teorema 5.1.2 Sejaa € O = (0,-1)r, onde R = {5% : a € Z[#)], m € N}. Se Nrdg(a) = 2,
s e N, entao — possuz apenas 1 elemento.

Demonstragao Sejay € ==—. Vamos mostrar que v = 0(mod «). Mostrar que v = 0(mod «)

<>

¢ equivalente a provar que v = xa, onde x € O. Como Nrdg(a) = 2°, s € N, temos que

aa = 2°, logo v pode ser escrito como

Y= lo‘za
2s
ou seja, v = 0(mod «). Em particular, verifica-se que 1 = 0(mod «), pois 1 = 2%@04. ]

Teorema 5.1.3 Sejaa € O = (0,-1)r, onde R = {5% : a € Z[0)], m € N}. Se Nrdg(a) # 2°,
s € N, entdo —= possui Nrdg(a)* elementos.
Demonstragao: Seja 0 # a € O e Nrdg(a) # 2°, s € N, Nrdr(a) = N € Z. Temos que

mostrar que o O-maodulo a esquerda % tem N® elementos. Como N € Z, vamos tomar

O sobre Z. Mas [O : Z] = 8 e a base de O sobre Z ¢ {%, & L 90 4 10 k k3 Assim, a

23723723723723723725728

demonstragao seque andloga a demonstrag¢ao do Teorema 5.1.1. ]
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Exemplo 5.1.6 Seja o = 2 € Og, logo pela equagao (5.4) temos que Nrdr(a) = 4, e pelo

Teorema 5.1.2 seque que <TO> possui apenas 1 elemento {0}.

Exemplo 5.1.7 Seja o = V2 + %ij € Og, logo pela equacao (5.4) temos que Nrdr(a) = 3 e

pelo Teorema 5.1.3 seque que % possut 81 elementos.

5.1.2 Caso g =3.2"

Nesta subsecao veremos anéis quocientes de ordens dos quatérnios associadas a grupos Fuchsi-
anos aritméticos I'y, para o caso g = 3.2".

Analogamente ao caso anterior, dado o género g = 3.2", pelos Teoremas 5.1.1 e 5.1.2, os
elementos do grupo Fuchsiano I'y, sao identificados via isomorfismo com elementos da ordem
O = (0,—1)g, onde

R:{%ZCMEZ[Q] e meN},

e o grupo Fuchsiano aritmético I'y, ¢ derivado de uma algebra de divisao dos quatérnios A =

(6, —1)g, sobre K = Q(#), onde [K: Q] = 2" ¢

= 2+\/2+\/...+\/2+\/§,

contém n + 1 radicais. Assim, dados K = Q(f) e O = (0, —1)zp tal que

O ={ag + ayi + agj + ask : a; € Z[0),i* = 0, 5% = —1,k* = 0},
a norma reduzida de um elemento a = ag + ai@ + asj + azk € O é dada por
Nrdzg (@) = aa = ag — bai + a3 — fa; € Z[0)], (5.5)

e satisfaz Nrdzg () € Ix = Z[f]. Vamos novamente verificar em quais casos essa norma é um

elemento € Z.

Observacao 5.1.4 Dado 0 = \/2+ \/2 + \/ ..+ V2+3 com n+ 1 radicais, temos para
n=0 quel &Z, mas 0> € Z e 03 € Z. Podemos observar ainda que, 0, 6%, 6> & Z para todo

n > 0.

Proposicao 5.1.3 Seja a = ag+ari+asj+azk € O, onde a; = v;+y;0 e comn+1 radicais

dado por 0 = \/2 + \/2 + \/ .+ V2 + /3. Entdo, Nrdgpg(a) € Z se, e somente se,
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1. Paran =0,
2a0Yo — 7 — 3y; + 2aays — 5 — 3y5 = 0.

Neste caso, a norma € dada por Nrdy, (o) = xd + 3yg — 6z1y1 + 23 + 3y3 — 6x3ys.
2. Paran > 0,
2a0yo — T + 2@ayo — T3 = yp — 21y + Y3 — 203y = i + 3 = 0.
Neste caso, a norma é dada por Nrdgp (o) = x§ + 3.

Demonstragao: Da equagio (5.5) temos Nrdgg(a) = aa = af — 0af + a3 — 0a3. Como
a; € Z[0] ele pode ser escrito por a; = x; + y;0, onde z;,y; € Z. Assim, a? = x? + 0%y? + 20x;y;
e disso seque que

Nrdzg (o) = af — 0a3 + a3 — 0a3 = xf + 0°y3 + 20z0yo — O(x] + 0%y} + 20x1y1) + 23 + 0%y3 +
20xays — 0(x3 + 0°y3 + 2073y3) = af + 25 + 0(2x0y0 — 2] + 222ys — 23) + (Y5 — 22151 + 5 —
2x3ys) + 0°(—yi — y3).

Para o cason = 0 temos g = 3 e = /3, logo 8> = 3 e 6° = 3V/3, e dai Nrdz[\/g](a) =
w2 + 3y — 6z1y1 + 23 + 3y2 — 6233 + V3(2x0y0 — 73 — 3y? + 2w0ys — w2 — 3y2). Portanto,
Nrdz[ﬂ](a) € Z se, e somente se, 2xqyy — T3 — 3yt + 2ways — x3 — 3y2 = 0, e disso seque que
Nrdy 5(a) = x5+ 3yg — 6211 + 25 + 3y5 — 63y3 € Z.

Agora, para o caso n > 1, pela Observagao 5.1.4 temos que Nrdze(a) € Z se, e somente
se 2xoYo — 12 + 2ways — x% = y(Q) — 2y + Y5 — 2x3yz = Y2 + yg = 0, e disso seque que

Nrdz[g}(a) = IL% + x% €. [ |

Novamente, tomando a ordem O como extensao de Z a norma reduzida de um elemento

a = ag+ a1t + asj + ask € O sera dada por
N?”dz(Oé> = al = agQp — Baay + asas — Basds € Z[Q], (56)
onde @; denota o conjugado de a;.

Proposicao 5.1.4 Seja o = ag + a2 + asj + ask € Oy, onde a; = x; +y;0 e 0 com n + 1

radicais dado por 6 = \/2 + \/2 + \/ ..+ V2 ++/3. Entio, Nrdg(a) € Z se, e somente se,

1. Paran =0,
vy + x5 = 2(yf +43) = 0.

Neste caso, a norma € dada por Nrdz(a) = x3 — 3y2 + 13 — 3y3 € Z.
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2. Paran >0,

B+ ri =y +ys =yi +y3=0.

Neste caso, a norma é dada por Nrdz(a) = x3 + x3.

Demonstracao: Da equagdo (5.3) temos que Nrdz(a) = aa = agag — Ga1ay + asas — Oazas.
Como a; € Z[0] ele pode ser escrito por a; = x; + y;0, onde x;,y; € Z. Assim, a;a; = x? — 0%y?
e disso seque que

Nrdaa) = 73— 6292 — 6(% — 6%52) + 3 — 6% — B(a3 — 6%52) = 2 + 23— (a3 + 2) — (43 +
y3) + 0 (yi +v3).

Para o cason = 0 temos g = 3 ¢ 0 = /3, logo 60> = 3 ¢ 0° = 3V/3, e dai Nrdz(a) =
xd — 3y3 + 22 — 3y2 — V3(a? + 22 — 3(y} + y3)). Assim, Nrdz(a) € Z se, e somente se,
22 — 3y} + 23 — 3y2 = 0, e neste caso seque que Nrdz(a) = x3 — 3yt + 23 — 3ys € Z.

Agora, para o caso n > 1, pela Observacao 5.1.1 temos que Nrdgg(a) € Z se, e somente se,

4 ai=y2+yi=1y?+y3 =0 e disso seque que Nrdz(a) = 22 + 23 € Z. u

Observe que o Teorema 5.1.1 foi demonstrado para qualquer #, portanto continua valido

paraocaso@z\/2—|—\/2+\/...—l— 2 ++/3 com n + 1 radicais.

Exemplo 5.1.8 Seja o = 14+ 5 € O = (\/3,—1)2[\/3}, logo Nrd(a) = 2. Pelo Teorema

5.1.1, temos que % tem 16 elementos, que sao obtidos pelo quociente da ordem O e o ideal

(1 + 7), ou seja, tomamos os elementos de O e fazemos mddulo (1 + j), obtendo ﬁ =

{0,1,V3,1 + V3,4, 1 +4,v/3 + i,4/3i, 1 + V3 4+ 0,1 + V3i,v/3 + v3i, (1 + V3) + V36, (1 +
V3)i, 1+ (1 4+ v3)i, V3 + (1 +3)i, (1 ++/3) 4+ (1 +/3)i}.

Corolério 5.1.2 Se f € O = (0, —1)z, onde 0 =\/2 + \/2 + \/ A+ V2+V3 cotémn+1
radicais € um divisor a direita de o e Nrd(f) € Z, entdo o ideal a esquerda gerado por [3,

4
< B >C 0O tem (%:‘;Egg) elementos.

Analogamente a secao anterior, tomaremos a ordem maximal e obteremos da mesma forma

os Teoremas 5.1.2 ¢ 5.1.3.

5.1.3 Caso g =5.2"

Nesta subsecao veremos anéis quocientes de ordens dos quatérnios associadas a grupos Fuchsi-

anos aritméticos I'y, para o caso g = 5.2".
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Como nos casos anteriores, pelos Teoremas 3.4.5 e 3.4.6, dado o género g = 5.2" os elementos
do grupo Fuchsiano I'y, sao identificados via isomorfismo com os elementos da ordem O =
(0, —1)g, onde

R:{%ZQEZ[Q] e mEN},
e o grupo Fuchsiano aritmético I'y, é derivado de uma algebra de divisao dos quatérnios A =

(6, —1)g, sobre K = Q(#), onde [K: Q] = 2" e

0= 2+\/2+\/...+\/2+\/5,

contém n + 1 radicais. Este caso é idéntico ao da se¢ao anterior, portanto apenas enunciaremos

os resultados com as alteragoes devidas.

Proposicao 5.1.5 Seja a = ag+ayi+asj+ask € O, onde a; = x;+y;0 e 0 com n+1 radicais

dado por 0 =\/2+ \/2 + \/ ..+V2+ 5. Entio, Nrdg(a) € Z se, e somente se,

1. Paran =0,
230y — T — BY; + 2ay0 — a3 — 5y3 = 0.

Neste caso, a norma € dada por Nrdy, (o) = x3 + 5ys — 10x1y1 + 73 + bys — 10x3ys3.
2. Paran > 0,
2x0Yo — 7 + 2Tays — 15 =Yg — 2011 + Y5 — 2T3ys = y; +y5 = 0.
Neste caso, a norma é dada por Nrdgg (o) = x§ + 3.

Proposicao 5.1.6 Seja o = ag + a1t + as) + ask € Oy, onde a; = x; +y;0 e 0 com n + 1

radicais dado por 0 = \/2 + \/2 + \/ ..+ V2 ++/5. Entao, Nrdz(a) € Z se, e somente se,

1. Paran =0,
} + x5 = 2(yf +43) = 0.

Neste caso, a norma € dada por Nrdz(a) = x3 — 3y2 + 13 — 3y3 € Z.

2. Paran >0,
el =y +ys =y +y3 =0.

Neste caso, a norma é dada por Nrdz(a) = x3 + 3.
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Como dito anteriormente o Teorema 5.1.1 continua valido para o caso onde # com n + 1

radicaisédadopor@-\/2+\/2+\/...+ 2+ /5.

Exemplo 5.1.9 Seja o = 14+ j € O = (\/5,—1)Z[\/5}, logo Nrd(a) = 2. Pelo Teorema

5.1.1, temos que % tem 16 elementos, que sao obtidos pelo quociente da ordem O e o ideal

(14 j), ou seja, tomamos os elementos de O e fazemos mddulo (1 + j), obtendo ﬁ =

{0,1,v5,1 +v/5,4,1 4+ i,v/5 + i,v/5i,1 + /5 + 4,1 + v/5i,v/5 + V5, (1 + v/5) + V/5i, (1 +
V5)i, 14 (14 v/3)i,v3 4+ (1 +V5)i, (1 +v5) + (1 4+ V/5)i}.

Corolério 5.1.3 Se 8 € O = (0,—1)zp), onde 0 = \|2+ \/2 + \/ .+ V245 contém
n + 1 radicais é um divisor a direita de o e Nrd(B) € Z, entao o ideal a esquerda gerado por

4
B, < B>C 0O tem (%:Z%g;) elementos.

Analogamente as secoes anteriores, tomaremos a ordem maximal e obteremos da mesma

forma os Teoremas 5.1.2 ¢ 5.1.3.

5.2 Rotulamento de Pontos Gerados por Tesselacoes do

Plano Hiperbdlico no Disco de Poincaré

Nesta secao veremos como rotular os pontos de uma tesselacao obtida pelo anel quociente de
ordens dos quatérnios através das transformagoes que realizam os pareamentos dos lados do
poligono hiperbdlico regular Py, que tessela o plano hiperbdlico para regices fundamentais do
tipo {4g,4g}.

Na subsegao 3.3.1 consideramos o poligono hiperbdlico regular P,,, ordenamos suas arestas
e obtemos as isometrias hiperbdlicas que geram o grupo Fuchsiano I'y, e realizam o parea-
mento destas arestas. Por [11] dado o género g da superficie obtemos estas transformagoes.
Assim, conhecidas as transformacoes e a regiao fundamental somos capazes de tesselar o plano
hiperbdlico e rotular os seus pontos, é o que faremos a seguir.

Dado um poligono hiperbdlico regular Py, vamos coloca-lo no “centro”do disco de Poincaré
e identificd-lo com o ponto zero. Pela Proposicao 3.3.2 obtemos as 2¢g transformacoes que fazem
o pareamento dos lados deste poligono. Aplicando estas transformagcodes no ponto 0 geramos
4¢g pontos. Aplicamos novamente as transformagoes nestes novos pontos, e desta forma vamos

tesselando o disco de Poincaré e rotulando os pontos obtidos.
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Exemplo 5.2.1 Para o caso g = 2, tomando a regiao fundamental Py, dada por um octéogono,
que gerard a tesselagao, vamos colocd-la no centro do disco de Poincaré, e identificd-la como
o ponto zero. Pela Proposicio 3.3.2 temos 4 transformacoes que realizam o pareamento dos
lados deste poligono, Ty, Ty, Sy e Sy dadas por Ty(z) = 2L, Th(z) = 2=, Si(z) = i‘j—is e

cz+a’
$2(2) = =L, onde a = BRI ¢ ¢ VAN

sao obtidos pela Proposi¢ao 3.3.2.

Assim, pelas transformacoes a partir do ponto 0 geramos os 8 pontos:

_ —V2(-1+ (V2 +1)i)

7,(0) s ~ 0.3483 — 0.844,
T(0) = \4/5(_121(\\2 DI 03483 + 0.844,
$,(0) = v2( ;(\/\/E; V) « 03483 + 0.844,

S5(0) = _w(lzi(g DD o 03483 — 0.84i,
T74(0) = ‘%((\fi/g 0 ~osat 0.3483i,

T5;740) = _w(g‘/fjﬁl) =) & 084 0.34834,
ST 0) = —@((;fé D+ osa— 0.34834,
S;1(0) = VA(CV2-D 40 —0.84 + 0.3483i.

242
que sao representados graficamente, como mostra a Figura 5.1.

y

Figura 5.1: Aplicagao das transformacgoes
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Fazendo uma rotagao de g radianos e normalizando os pontos obtidos, temos os novos
pontos:

T7(0) = “75(1—2) T5(0) = *F(=1+1)

51(0) = S5(0) = —i
TI71(0) = %?(1 +i) T3H0) = L2(—1—14)
S7H0) = SH0) = —1

com a nova representacao grdfica rotacionada, como ilustra a Figura 5.2.

;

e
o

o)

Figura 5.2: Representacao rotacionada

A partir dos pontos obtidos aplicamos novamente as transformagées Tv, Ty, Sy, So, Ty 4, Ty ', Syt

e Syt obtendo assim outros 56 pontos:

Ty (T1(0)) = 0.463 — 0.844, T5(T1(0)) ~ —0.292 + 0.9472,
S1(T1(0)) =~ 0.16419 — 0.95694, Sy(T1(0)) ~ —0.4161 — 0.90364,
T,71(T1(0)) = 0, Ty (T1(0)) =~ —0.9198 — 0.38099i,
S (T(0)) & 0.933 — 0.3447i Sy (T1(0)) & —0.7928 + 0.56051,
T1(T»(0)) ~ 0.292 — 0.9472i To(T5(0)) ~ —0.4632 + 0.88634,
S1(T5(0)) ~ 0.4161 4 0.90364 Sy(T5(0)) ~ —0.1641 — 0.9569,
T (T5(0)) ~ 0.9198 + 0.3809i, T, '(T»(0)) =0,

)
STHTL(0)) = 0.7928 — 0.5605i, Sy '(T5(0)) ~ —0.933 + 0.3447i,

T1(51(0)) =~ 0.1641 — 0.95694, T5(S1(0)) ~ —0.4611 + 0.90364,
S1(51(0)) ~ 0.4632 + 0.87634, S5(51(0)) ~ —0.292 — 0.9474,
T7H(S1(0)) ~ 0.933 + 0.3444, T, 1(S1(0)) = —0.7928 — 0.56054,
S71(S1(0)) =0, S5 1(S1(0)) ~ —0.9198 4 0.41614,
T1(S2(0)) =~ 0.4161 — 0.90364, T5(S2(0)) ~ —0.1641 + 0.9569i,
S1(S2(0)) = 0.292 + 0.947, S5(S2(0)) ~ —0.4632 — 0.9332i,



T71(S2(0)) ~ 0.7928 + 0.56054, T51(S2(0)) =~ —0.933 — 0.344i
SH(S2(0)) ~ 0.9198 — 0.38099i, S, '(S5(0)) =0,

T(T710)) = 0, To(T;(0)) ~ —0.3809 + 0.9198i
S1(T;71(0)) ~ 0.5605 + 0.7928i Sy(T;1(0)) ~ —0.3447 — 0.9332i
T7H(T71(0)) ~ 0.947 4 0.292i, Ty H(T71(0)) =~ —0.8763 — 0.4632i
STHTTH(0)) &~ 0.9569 — 0.16414, Sy (T, (0)) ~ —0.9036 + 0.4161i
T (T, (0)) ~ 0.3809 — 0.91984, T»(T, 1 (0)) = 0,

S1(T571(0)) = 0.3447 + 0.9334, Sy(T5(0)) ~ —0.5605 — 0.79284,
T7H(T51(0)) ~ 0.8763 + 0.4631, T, (T (0)) = —0.9472 — 0.292i,

ST H0)) &~ 0.9036 — 0.41614, Sy (T, (0)) ~ —0.9569 + 0.16414,
T1(S;1(0)) =~ 0.5605 — 0.79284, T5(S;71(0)) =~ —0.3447 + 0.9334,
S1(S71(0)) =0, S5(S7(0)) =~ —0.3809 — 0.9198i
T71(S7H0)) ~ 0.9569 + 0.16414, Ty '(S;1(0)) ~ —0.9036 — 0.4161i
STH(SH0)) &~ 0.9472 — 0.292i, Sy H(S7H0)) ~ —0.8763 + 0.4632i

! 0.3447 — 0.9334, T5(S51(0) 0.5605 + 0.7928i

( ) ~ ) ~
S1(S51(0)) =~ 0.3809 4 0.91984, Sy(S51(0)) =0,
T71(S5;1(0)) = 0.9036 + 0.41614, T, '(S51(0)) ~ —0.9569 — 0.16414,
S7(S51(0)) ~ 0.8763 — 0.4634, S5 (S5 1(0)) ~ —0.947 + 0.292i,

que novamente normalizados formam a figura com 65 pontos, como mostra a Figura 5.3.

L

ol

Figura 5.3: Nova Aplicagao das transformagcoes

A medida que vamos aplicando as transformacoes estamos tesselando o disco de Poincaré,
pois cada ponto representa um octogono, com o rotulo que acabamos de ver. Isso pode ser visto

na Figura 5.4, onde o baricentro de cada octégono é um ponto da Figura 5.3.

95



Figura 5.4: Tesselacao gerada por octégonos

Exemplo 5.2.2 Para o caso g = 3, tomando a regiao fundamental Pi5, dada por um do-
decdgono, que gerard a tesselagao, novamente vamos colocd-la no centro do disco de Poincaré,
e identificd-la como o ponto zero. Por [11] temos 6 transformagdes que realizam o pareamento

dos lados deste poligono, Ty, Ty, Tz, Si, So e Ss dadas por Ti(z) = Lt Ty(z) = =2=4

- ciz+a ’

cz+a’
_ —aztai _ —az—¢ _ —aztc _ —azte _ (2+v3)+i(3+2v3)
T3(2) = TGizta’ Sl(Z) = “eixa’ SQ(Z) = Zita € 83(2) = Teita onde a = 5 €

c= VY 3+2v3((=14+v3)+i(1+V3))
- 2

sao obtidos pela Proposicao 3.3.2.

Analogamente ao caso g = 2, obtemos os rétulos dos pontos e tesselamos o plano hiperbdlico,

agora por dodecdgonos como ilustra a Figura 5.5.

Figura 5.5: Tesselacao gerada por dodecagonos
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5.3 Caddigos sobre Grafos

A seguir veremos alguns conceitos sobre grafos e codigos sobre grafos que serao tteis na préxima

secao.

Defini¢ao 5.3.1 Seja 0 # a € O = (0,—1)g. A distancia sobre O € a distancia induzida pelo

grafo G,. Assim, sen, 7 € O, a distancia é dada por:
Da(n,7) = minf|zy| + |w2| + 2|ws| + 2|za| — 2]waws]},

tal que T — 1 = 11 + Toi + T2J + 23k (Mmod «), x; € Z.

o
(V2+j)

T—n = 1—1, logo Dy(n,7) =2. Se T = \/75(1+i) en=Y2(1—1), temos 7—n = V/2i = k(mod «),

-2

Exemplo 5.3.1 Novamente no Fxemplo 5.1.4, para V = Set =1en =1, temos

logo D, (n,7) = 2.
Dada a distancia D,, definimos um grafo gerado por «, para a € O.

Defini¢ao 5.3.2 Seja0# o € O = (0, —1).. O grafo gerado por « € definido por G, = (V, E),
onde:
1. V= <Q € o conjunto de vértices;

@)

2. E={(n,7) €V XV :Du,(n,7) =1} € o conjunto de arestas.

Exemplo 5.3.2 No Exemplo 5.1.4 temos que O = (\/5,—1)2[\/5], o conjunto de vértices, €

V= i €° conjunto de arestas satisfaz F.

Figura 5.6: Rotulo dos baricentros dos octégonos
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Observacao 5.3.1 Note que a distancia entre dois pontos n e T no grafo, nada mais é do que

o menor numero de arestas necessdarias para ligar o ponto n ao ponto T.

Dado um grafo GG, com conjunto de vértices V' e distancia D,, um codigo em G, é um
subconjunto nao vazio C de G,. A regiao de Voronoi V;, associada com n € C é o subconjunto
formado pelos elementos de V' para os quais 7 é o ponto mais préximo em C, ou seja, V,, = {7 €
Vi:D(n,7) = D(n,C)}. O numero t = maz{D(n,C);n € V} é chamado raio de cobertura do
codigo. O raio de cobertura é o menor nimero t tal que as bolas de raio ¢ centradas nos pontos
de C, dadas por Bi(n) ={r €V : D(n,7) <t} cobrem V. O nimero § = min{D(n,7) :n,7 €
C,n # 7} é a distancia minima de C, e § < 2t + 1, a igualdade vale quando as bolas de raio
t centradas nos pontos de C formam uma particao de V. Um cdédigo com esta propriedade é
chamado perfeito e é dito corrigir ¢ erros. Um cédigo é dito quase-perfeito se o0 mesmo é capaz
de corrigir todos os padroes com até t erros e alguns padroes com ¢+ 1 erros. Codigos perfeitos
e quase-perfeitos fazem parte de uma classe mais geral de c6digos chamados geometricamente

uniformes, nos quais estamos interessados, e trataremos na préxima segao.

5.4 (Cdbdigos Geometricamente Uniformes sobre Ordens

dos Quatérnios

Nesta secao utilizamos os conceitos obtidos nas segoes anteriores e apresentamos coédigos geo-
metricamente uniformes derivados de grafos sobre anéis quocientes de ordens dos quatérnios.

Um cédigo do espaco de sinais é definido como geometricamente uniforme se, para quaisquer
duas sequéncias do codigo, existir uma isometria que leva uma sequéncia na outra enquanto
deixa o codigo invariante. Assim, codigos geometricamente uniformes particionam um conjunto
de pontos por regioes de Voronoi.

Dado um elemento a € Og, geramos uma constelacao de sinais através do anel quociente %
Assim, escolhendo S divisor de o obtemos um cédigo geometricamente uniforme, e a constelagao

de pontos é coberta por regioes fundamentais através de isometrias, como foi construido na

Secao 5.1.

Exemplo 5.4.1 Para g =2, dado o = 1 + 2v/2j, vimos no Exemplo 5.1.5 que Nrdy s (o) =
9. Logo, pelo Teorema 5.1.1 a constelacao possui NT‘dZ[\/i](Og)4 = 9% = 6561 pontos. Como
o = 14 2v2j pode ser escrito como 1+ 2v/2j = (V2 + 5)?, seque que B é um divisor a

98



direita de a e Nrdz[ﬂ}(ﬁ) = 3 € Z. Portanto, o codigo gerado por 5, < [ >C O tem

NtV 5y -
(Nrdzm](ﬁ) = (3)" = 81 palavras-cddigo.

Exemplo 5.4.2 Para g = 2, dado o = 33, temos que N?"dz[\/ﬁ](a) = 9. Logo, pelo Teorema
5.1.1 a constelagao possui Nrdz[\/i](oz)4 = 9% = 6561 pontos. Como o = 3j pode ser escrito
como (14+v25)(V/2+7), seque que f = /247 € um divisor a direita de o e Nrdy5(8) =3 € Z.
Nrdz[ﬁ](a)>4 _ (9

4 .
Nrdy /5 (5) —) = 81 palavras-codigo.

Portanto, o codigo gerado por 5, <  >C O tem < 3

Exemplo 5.4.3 Para g = 2, dado o = (3 + 4v/2) + (2 + 2v/2)i + (2 + 2Vv2)k, temos que
Nrdy g (a) = 9. Logo, pelo Teorema 5.1.1 a constelagio possui Nrdz[\/i](oz)4 = 9 = 6561
pontos. Como o = (3 4+ 4v/2) 4+ (2 4+ 2v2)i + (2 + 2v2)k = (1 +v/2) + i + k)?, seque que
B=(1++2)+i+k éum divisor a direita de o e Nrdy s (B) = 3 € Z. Portanto, o cddigo

NTdZ[ﬂ](OZ))Al 2 47 _ R
gerado por B, < >C O tem (—Nrdz[ﬁ](,ﬁ) = (3) = 81 palavras-codigo.

Exemplo 5.4.4 Para g = 2, dado a = (1 +4v/2) 4+ (2 + 2v2)i + (4 + 2v2)j + (2 + 2V2)k,
temos que Nrdz[\/g}(a) = 25. Logo, pelo Teorema 5.1.1 a constelagdo possui ]\M“dz[\/i](a)‘L =
25% = 390625 pontos. Agora, o = ((1+2v/2)+i++/2j+k)?, logo B = (14+2v2)+i+2j+k ¢
um divisor a direita de o e Nrdz[ﬂ](ﬁ) =5 € Z. Portanto, o cédigo gerado por B, <  >C O

tem (WY = (2)4 = 625 palavras-codigo
NT‘dZ[\/ﬁ](ﬂ) - 5 - p g .

Exemplo 5.4.5 Para g = 3, dado o = 33, temos novamente que N?‘dZ[\/g](Oé) = 9. Logo, pelo
Teorema 5.1.1 a constelacao possui N?”dz[\/g]<og)4 = 9* = 6561 pontos. Agora o = 3j pode ser

escrito como (v/3)(V/35), seque que 3 = /3] € um divisor a direita de o e Nrdy s (B) =3 € Z.

Nrdz[\/g](a)>4 _ (9

4 e .
Nrdy /5 B) 3)" = 81 palavras-cédigo.

Portanto, o codigo gerado por B, < B >C O tem <

Note que, pelos Teoremas 5.1.2 e 5.1.3, a menor norma possivel é 3, logo os menores con-
juntos de cédigos possuem 3* = 81 elementos e as menores constelacoes 9* = 6561 pontos.

Os procedimentos adotados podem ser estendidos para superficies de outros géneros conhe-
cendo a ordem dos quatérnios que esta associada a ela, obtendo assim formas para a construcao

de novos codigos geometricamente uniformes sobre constelagoes de sinais diferentes.
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Capitulo 6

Conclusoes

Este trabalho pode ser dividido em dois resultados principais: a construcao de cédigos
geometricamente uniformes derivados de grafos sobre quocientes de inteiros e a construcao
de cédigos geometricamente uniformes derivados de grafos sobre quocientes de ordens dos
quatérnios.

Em relacao aos cédigos geometricamente uniformes derivados de grafos sobre quocientes
de inteiros, obtivemos um resultado para a geragao de cddigos quase-perfeitos, que além de
serem geometricamente uniformes, sao capazes de corrigir mais erros que os cédigos perfeitos,
observando que o custo de se obter codigos com maior capacidade de correcao de erros é reduzir
o nimero de vértices ou pontos sobre o mesmo anel quando comparado aos codigos perfeitos.
Além disso, verificamos que os codigos perfeitos sao obtidos de um caso particular dos cédigos
quase-perfeitos.

A segunda parte do trabalho apresenta cédigos geometricamente uniformes sobre quocientes
de ordens dos quatérnios, onde obtemos cddigos no plano hiperbdlico. A principal motivacao
para o estudo de cédigos no plano hiperbélico vem da observagao que o invariante topoldgico
que melhora o desempenho de uma modulacao é o género da superficie, e a geometria relativa
a superficies de género g > 2 é a geometria hiperbdlica.

Em [11] e [12] foram estabelecidas as condi¢bes algébricas necessarias para o rotulamento de
sinais de uma constelagao geometricamente uniforme no plano hiperbdlico. A proposta consistiu
na busca de subgrupos normais com p™ elementos, em grupos Fuchsianos aritméticos através
da identificagao destes grupos em ordens dos quatérnios O sobre um corpo K.

Em nosso trabalho utilizamos as ordens associadas aos grupos Fuchsianos provenientes das
tesselagoes do tipo {4g,4g}. Inicialmente fizemos um estudo e obtemos resultados para a car-

dinalidade do quociente destas ordens dos quatérnios nos casos em que g = 2", 3.2" e 5.2",
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similares aos obtidos para quocientes de anéis de inteiros. Apresentamos ainda um procedi-
mento para o rotulamento de pontos gerados por tesselacoes do plano hiperbdlico no disco de
Poincaré, onde podemos notar que a geracao de pontos cresce de forma muita rapida, assim
como a cardinalidade do quociente de ordens dos quatérnios, e dessa forma os elementos do anel
quociente podem ser representados geometricamente. Construimos entao cédigos geometrica-
mente uniformes derivados de grafos sobre quocientes de ordens dos quatérnios, analogamente

a construgao feita sobre grafos derivados de quocientes de anéis dos inteiros.

6.1 Perspectivas para Trabalhos Futuros

Para finalizar gostariamos de apresentar de modo sucinto alguns topicos para dar prossegui-

mento a este trabalho:

e A identificacao e o processo construtivo das subclasses de cédigos perfeitos e quase-
perfeitos dos codigos geometricamente uniformes sobre quocientes de ordens dos quatérnios

apresentados.

e A construcao de cédigos geometricamente uniformes sobre o quocientes de ordens dos

quatérnios provenientes de outras tesselagoes que foram identificadas em [12].

e A identificacdo da ordem dos quatérnios associada a familia de tesselagoes do tipo {12g —
6,3} que s@o as tesselagdes mais densas, como mostrado em [45], e a construgao de codigos

geometricamente uniformes sobre o quociente destas ordens.

e O estudo da cardinalidade de quocientes de ordens dos quatérnios que possuem a norma

de seu elemento gerador nao pertencente ao conjunto dos inteiros.

e O desenvolvimento de programas capazes de mostrar geometricamente as constelacoes e
os codigos encontrados, visto que o nimero de pontos obtidos na geragao cresce muito

rapidamente.
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Indice Remissivo

algebra, 47
central, 48
de divisao, 50
dos quatérnios, 48

simples, 47

anel dos inteiros, 10
de Einsenstein-Jacobi, 68
de Gauss, 68
aplicagao
casada, 32
de recobrimento, 42

area hiperbdlica, 36
base, 6

codigo
perfeito, 72
quase-perfeito, 73
sobre grafo, 70

caracteristica, 13

comprimento de uma curva, 34

conjunto discreto, 24
constelagao de sinais, 31

coTpo

algebricamente fechado, 11

de ntimeros, 13

quadratico, 14

densidade

de centro, 30
de empacotamento, 29
dimensao, 12
discriminante
de uma &algebra dos quatérnios, 53
de uma ordem dos quatérnios, 53
distancia
hiperbdlica, 35
induzida pelo grafo, 69
dominio, 6
de Dirichlet, 41

de ideais principais, 6

elemento
algébrico, 11
associado, 17
inteiro, 7
inteiro algébrico, 7
redutivel, 19
transcendente, 11
empacotamento, 26, 29
espago
hiperbdlico, 34
quadratico, 23
estabilizador, 40

extensao algébrica, 11

familia localmente finita, 40

fecho

107



algébrico, 11
inteiro, 10

forma quadratica, 22

geodésica, 35
grafo, 69
grupo
age de maneira propriamente descontinua,
40
projetivo linear, 38
unimodular, 37
grupo Fuchsiano, 40
aritmético, 56
assinatura de, 44
co-compacto, 43
derivado da algebra dos quatérnios, 56

grupos comensuraveis, 56

ideal principal, 6

isometria, 39
lugar da algebra dos quatérnios, 51

métrica hiperbdlica, 34
modulo, 5
finitamente gerado, 6
livre, 6
livre de torcao, 6
Noetheriano, 7
modelo
de Lobachevski, 35
de Poincaré, 36

monomorfismos, 13

nimero algébrico, 7

norma

de um elemento, 16
de um ideal, 21

minima, 29

orbita, 40

ordem, 52

perfil de distancia global, 32

polinomio minimal, 11

raio de cobertura, 70
regiao
de Voronoi, 31
fundamental, 23, 41
reticulado, 23
hiperbdlico, 52

rotulamento casado, 32

submodulo, 6

subrupo discreto, 40

tesselacao, 41

traco, 16
unidade, 17

vértice dominante, 71
volume
da regiao fundamental, 28

do reticulado, 29

108



