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SUMARTLO

Negenvolvenos o metodo Primal-Dual para problemas cuja fungao ohje
civo a minimizar & convexa lineayr por partaes, numa formilagao baseada na duali-

dade segundo a teoria de Lagrange.

w - o~ . - il -t .
No capltulo 1 B felta uma nova Caracterizagae do matodo Primal-

~pual linesr (DANTZIG, FORD, FULKERSON}, e uma aprespntagac 4os aspectos  noves
ao tratsmento de problemas lineares por partes.

No capitulo 2 apresentanns o problema linear poy partes @ Fazrenos
o desenvolvimento do matodo en qnest%o,

No capitulo 3 resolvemos um problema auxiliar pelo metode primal

) . - . e . . -

linear por partes {(YOUDINE) adequado as caracteristicas parviculares do provle-
A

No capitule 4 regpresentames ©5 metodos Primal e Dual Simplex  li-
near por partes (GARCIA} e fazemos oma analise conjunia nos aspeclos qualitari-

. -~ - "
vos relevantes dog tres metodos am questaon.
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CAPTTULO 1:  INTRODUGAC

¢ ohietivo basico deste trabalho i o ¢esenvolvimento de um metoda

primal-~dual pava problemas, cuja fungao a minlaizar e convexa e Linear poy pay

tes. A fmrmulaqga do metodo 2 voltads para uma melhor caracterizagan de seus a8

1.1 ~ Frimal-Dual Linear

Dado o problema:

MINIMIZAR ¥F{x) = ¢ ¥

\ ' (P}
g.4: .{51:\;_ =
w o B

¢ seu dusl

MAXIMIZAR $(}) = A b

5.az AL e




1.2

Classicamente o unetode primal-doad coractarizado coms o gue pro-

. . o~ - - . s [ o
cede a partiv de uma solucgao factivel de {1, 27, que, & "melborada”, a cada

iteracac, pela vesolugac de um problema primal yrestrite associado. Apos um N

ro finitte de "melhovas'™, obremos 2 solugac otima de () (SIMOENARD) .

A idéia ac se desenvolver o metods primal-dual, (ol a de  atingiy,

- - » . - . - i
puma unice fase, a factibilidade » 2 otimalidade; dat s construgac do problema

rimal restrito ser felta sobre estes do
P

5oaupechos?

[

- Fartibilidade:

F procurada come na fase inicial do algoritme Siwmples, acrescentan

do~ge as varifvels arvificiasis y, que sao penalizadas muma Tungas ebjetive, ob-
tendo—ge:
MINIMIZAR Wiy} = e ¥ g > 0

3. Ax + v = b

onde e pondera as componenies de y.

~ Otimalidade:

£ assepurada de acordo com o teorvema dax folgss complementares:

Teorams das Folgas Complemeniares: Sendo g% e A% $a1u§5e$
factivels de (P) e (I, respectivamente, elas Cambem Se T A0

Stimas se:

(¢ = MFa)yp* = O (1.1)




definiundo:

As variaveis x. ficam divididas em dois conjuntos, x. @
.-g - v -

Na i—-esima itevagao, estando numi solugae factivel de (D), A, e

o= 1i &Léj = L} (1.2

Farando:

&4

(1.1} & satisfeita para todo By

Assim o problema primal vesirito ansociade, que denominaremss Pro-

blema Auxiliar, Fica definido como:

MINIMIZAR h(y) = e ¥ e » 0

. ;
5.a; f‘a{{}{. Toyo= {1 (FAY

Sende (PAY resolvido pelo algovitms Simplex @ QEEQ&J#} sua S0LuLAD

Otima, se y¥ = {, (gé,xa} B factivel de (F) e sarisfaz (1.1}; peloe tecrena das

folgas complementares, (Egyxﬁ§ & ooime de (P).

ga yx ¢ {0, sendo u¥ o vetor mulrinlicador associadn @ solugas oti~
:_‘g_ﬂ ] el ¥ W

X .o o~ 1
ma de (P8), modificames a solugas de (D), 1, de acorde com:

E\‘ T /\ A g‘:}i’ﬁ

onde t & tal gue a facribiiidade de (D) seja preservada.



T R . . o PO B . Y
Facribilidade do (P: 80 E}A <) pava tedo 1 £ 4, ¢ pode crescer ar
bitrariamente e G(A) -+ =, entae (F) nac tem solugse factivel.

Com & caracteris i do merodo avima descrito, nao podemos infevir

uma gualidade a u¥, além da simples verificagac de guu $(A) orvesce segundo u® o,
" e o b e - \ g - -
o que weorre pava qualquer solugao Lactivel do problemns dual de {PA}, do quak

u® & solugan otima:r

{
§.a: ot < o (PAD)

% i

Para uma melhor caracterizagac do v

te rriterio:

. . I3 ot " - . . . e
4 partiv de A7, sclugao factivel de (B}, a cads iteraguo,

mantendo g factibilidade de (D), wudawmos de solugas segun

do a direcao de miximo crescimento de ¢{A).
e PRI

Desta maneira, o deseovelvimento do wmetodo transcorre fuaturaimen—

re', aparecendo (PAD) na procura da diregao de m imo crescimento de §{AY. Ope-
racionslmente, resolvemos o seu dual (PA} pelo mirt 0o primal linear Simplex

amos a Tmalhor”  implementagac

¢ com o sen vetor multiplicador brime u¥, fa

na solugae do dual {&%)~



b

1,2 - Primal-Dual Linear por Favtes

Bado o probleomas

i=l
(¥}
S.a: Aw o= D
L & bl & :i
- A{m,n} de Urank” m , £,{x,) convexa linesar por partes.
A
o

O geu duoal &2

MAXIMEZAR  ¢(p)
{13

- $(p) convexa, linear por partes, definida pava todoe p.

Como alguns aspectos novos aa abordages do proble

a lineay por pax

tes, podemos citar:

- & dualidage & estabelecida em termes da teoria de Lagrange (LAS-

DONY



1.5

~ Ho problema auxiliar, a penalizagan das variavels artificials &

feira segundo:

m
t -,
Wiy = g 2,1y, g > 0
2 LS =
il
do que resulta v irvestrito e o problema auxiliar lineay por partes.

- ¥a anzlise de otimalidade o teorvema das folgas complementares e

generalizado para:

% e p%, solugoes Factiveis de (P} e {1} vespectivamente, 580

orimas se x® minimiza a fungac Lagrengeano L{x,p*:.

- Sendo separavel 2 minimizacao do Lagraageanc, definimos Mourva
de otimalidade" associada a variavel xjy {Cﬁ}j’ come o lugar geométrico dos pon

RES {szyﬁj} gue minimizam L{

- Introduzimos a norma Vretangular?

all = minte {g: ~ge fug qe , e>0, g=> O}
que permitiv formalizar a dirvegao de maxima taxs de crescimento de §(p), CERD
da “derivada dirvecional® maxima.
_ ~ i+l i ~
- Ha mudanca de solugac dual, p = p o+ tu¥, a chtengac de t
corresponde s uma busca unidimensional em ¢{p) (linear por partes), cujo origé-
rio de parada envolve nao mals 2 duasl Facribilidade, mas o crescimento conti —

nuado de ${pd com L.

- Estruturalmente, dividimes ¢ métode em duas partes  denominadas

Problema Principal (PP} e Problema Auxiliar {PA). Sendo:

_ s s S - ~ il
{PF)} ~ Busca Unidimensional, obtem nova solugao p .

(PAY = Algoritmo Primal, obtim diregae de maxime crescilmento u¥.



(PA) (rP}
0 . RS i
k w U P =

— Podemos antal caracterizar o metodo como do tipo

~OFSCENT ou “GRADIENTE O11MO", para problewmas Tinwares por partey.

- Se o problema () tem solugao factivel, o btime sevd

ripo (@) e opuncie tipo (B}, porque as restrigoes definem um conjunto

{fechado e limitado); casc contrario a infactibilidade o detectads,

STEEPEST-

uma selugae

compacto



CAPTTULG 7:  METORO PRIMAL-DIUAL LINEAR POR PARTESR
{PROBRLEMA PRINCIPAL, PP)

2.1 =~ Formulacao do Problems

Uhma Funcao convexa Linesr por paries, wode ser Formalmente defini-
o I

da pord

Fexdy = HMax L. (x)
B2 il s
16k

Coan ﬁi(x} « H.x ~ h.,, i-esima linha do sistema Lineay:

A programagac linear por partes consiste ne conjunte de wnétodos pa
- . - i P . . e -
ra o caleulo do minimo duma funcan convexa linear por paries, defintda aum  po-
Tiedre convexo.

Nosso problems pode esntao 8&r caracterizsde genericamgnte por:

MIN Fx}

.21 Gix) £ 8
An o= B




sendo

Neste trabalho abordavemos a formulagao particulars

Determine o valor de x gue resolve,

MIN  F(x) = 3 £ Ge)

- fj(xj) eonvexa linear por paries.

£

~A{m o, n): Bimo, 1)y ox, G B o{n, 1)

- a matriz A {m , ny de "rank™ m.

=~ (PY denominade Primal.

Rapresentamos graflcamente as fj{m,):

£, (x,)
33
%_.} q
oy b
1
LY
A \‘
!
. ;
1
. 1 I
2 :
i -
] )
i i . 3
o 1 !
. ¢ . o e !
o DO L U SR K™ !
E{ R T ~~I~---"“““‘:"}m-r-—‘"""°-‘—mw‘; 1
i I SR b s : : i
e T i N
g U { ; ; 5
H : 1 ! ; ¢ 3 H
i J i 1 v
g ! ' : : :
' : : ' i H |
i i ] i ! : :
ki H - v i
al 4 A gt i -
o1 i le+] .,} W,
: i
o i

Lp

aer * R

Foopura 2.1

bt

Tl



]
'
Lk

Na figura £.1:
- . determina o aumerc de intervalos lineares segundo xjx

- cf & a inclinacao do intevvalo de ovdem k.
. .

N i - oo . - - . a e - 5 v " .
- mf ¢ 0 ponla Criflicoe de fi{x}}, Timite tmferioy o ntoervalo da
S . .
grdem k.

Sendo fi = fj(di} , para k = 1, vj + 1

fi ” Qi»»}. (di v ‘i'iwz} ¥ flj{“'i.- | (2.1
Rseravemss para Kj no intervalo ]di s di+1i s KO= 0, vj

fj(xj} ™ ci (xj - dg) ¥ fi — (2.2}
Sendo,
»,- R (2.3

i o =
obtemes pava Rj £ 1dr , Qk+1t s, k=0 4w

F.{xm.,} = o wm. (2.4
J(XJ} i




ol
a
Lt

Na figura 2.1:

- vy, determina © armere de intevvalos lineaves segunde x, .
3 I

~ pd d a inclinagac do intervalo de ovdew .

-4t a o ponto critico de fj{:{})5 timite inferior do iatervaln de

asrdem E.

e o3 @l - diﬂlj + £ (2.1

B ; 3 . s .
Eacrevemos para x, ne intervalo [dé . dh%}i . k=0, v

Lt
4,

fo{x.d = Q? {m., — &?) + fj (2.2
. S 3

Sendo,

gl = ) - ol d) (2.3)

Y e ey @ T . | I 3 - . s
abtemoy parva xj £ ‘dk . dk+1i s K . Xj
o = |j w. o A
fjihj} é.k ?\.j 31( ( N )




Definindoe,

v = p A (2.6)

z. denominade inclinagao de referéncia, recscrevemnss (2.0}

T
Li{xz,p} = pb + (F (x, ) =~ =%} 2.7
= L z :i:)il;1 ‘it (2.7)
j=1

& fungao dual & definida por:

b{p) = MINIMO L{x.p)

2.8
o xngp ¢ )

¥o deecorrer do trabslho, mostramoes que  ${p o oconcava, Linsar por
3 ) YR +

.. L
partes, definida para teds p em B,

Dafinindo:

para algum k& {o, ... vjv}

(Z.9)




Podemos escrever § coms a unise dos conjuntos ahaizod

o

= i3 QJ <z, < r;r.;] pava algum ke {1,....v.}

~ iroz, < (2.10)

(%) Hote gque a particac {4 , O} & fungao do p em quesfac.

»

Mo caleulo da fungao dual, a minimizagao em (2.8 e geparavel con-

forme:
- 3£4Q
g7.(x,} | FRE T
,:__’. i 1 | 5
]
} A
) o grmnms—
2N
7%, & e
1 J ; 3{1}:
i
N " )
3 o
i
; H i ; .
! P I . 4
3 e t J
J Ik 1 i
r M 1 {
i t . ] i
; : i - i
’ H
wh o= dﬂ ES !
} K g
CPigura 8.3
a a e _}
(f,{x.) = z.x.) tewm s2u minime en % = d
3001 NI 3 w
Se oz, W c:j ou x5, P s:'j g minimo ocorrera respactivamente S
] o i v, 7
ou x. = B,. Y



rervalo

Do exposto

otimiza o Lagrangeans @

PO

gl S

.
Y v

- M i
SRy TRy v

acima concly i‘ S

o corrvespondents

o

*

: :
4
sk
P

! o
i N W
dJ ﬂj. j
. el :

il g

en gualquer ponto do
i )

catealado 2. para dade p, ®.

(que

sohre a curva de otlmalidade abai

{0y,
3

: i v
: a” . T
. ? ok 3
. i ;‘E 4

K it




2.8

Obtemos o valor da fungae dual:

, ol — - L
${pr = phb + 4 {fj{dg} - ajmk} + :g: %i (Z.11)

0 problema dual & definide por:

HAX ¢lp) (2.12)

o]

Como Gipd & obtida numa minlmizagao en x vanal rzada, $ip} euiste

para qualquer p finito.

“esulta o problema dueals

MAX  p

pa

S NURNT: RO i
+ z {fj(dk) Aju%{} E £y

P ogualgusy




2.3 = Dbtengao da Derivada DMrecional

Considevando (P} e (1)) definides anbericrmente.

Como {F) & convexo nao ha inrervalo de duslidade entes o "nar duall

Se x* v p¥ sac as respectivas solugoes Otimas, entac F{x%) = ${p#y.
Comegamos nossa abordagem pelo problems duszl, com uma solucao arbi
- 0 . .
trarvia p . (D) irrescrito,

. ) € L. " - . .
A partiv de p’ temos que bentar awnmentar Pip). Se nao for possivel,

[ B -~ . P .
pooe otime, se for, vames procurar faze-lo na direcao nue fovnece maxima deriva

da direcional,

fere~se a norma "retangular’:

A derivada direcional em guestas re

e
i

MIN {q: Tge & g o ge s o e>0 , q» 0 {

. o
Seja p = p o+ tu , onde:

-~ t & suficientemente peguens.

- el =

= - . £
~ %, , e ¢} sao relativos a p“
i &

3z oy T ey ey £ = iR T d‘: {P‘i 2 b . ] + o N
Esorevemos ¢ Lﬂgraﬂ&taﬂﬂ & o B S _{‘? fizs

LGt , p° o+ tu) = (p7 + tw)b + 2 3 £ (x) - (p° ot J-.xlx,s *

jeld

. 0 i
+ E Folw.) ~ {p7 + ta)A'x,
: iy T2 R
1eQ



Supondo que § nao seja altevado {primeiva resteicao a t):

b e - 0 wn s X e - o e g |
1k s - %3

* MINTMO z Ve - Y t;u}A'}':%,g‘ (2.14)
n < x 3 =)
ST g

A mivimizagao em (2.14) e separavel, deflinindc para jeQ:

w, = 3&3 {

Pl
-
Ja—
[
e

it
e
et

Q, = {i: w. (2.16)

5
o
"

{j: w {2.17)

L]
J
H

{2.18)

sy
o3
)

g, = {i: w.

Assim, considerando

MINTIMO Folx.d = {7, + va.)xn. (2.19)

=Q ~G -0 jeq

- 8e ] € Ql s Zj nao se altera e :;3 continua livre no  intervalo
I

o, 9
ffigura 2.4).
lf}—k , ﬁiﬁl.' {fipgura 2%

— Be ] £ Q2 s z_i aumenta & o valoy x¥ = di gy minimiza em £.19.

3
J



Graficamente:

L D T+
1 et
2, LW o e o o v s o g e T
. e }
& n
A .
3 :
3 j mood ’} ® .
e ekl *

{(segunda vestricac a .

. -~ _ e
Supombs guea zj nae ultrapasse S
b BT

T @y zs diminul e o valorv x? = ﬁi mindmiza em 2,19, Gra
ficamente:

e
Tl

¥

Supemos que zi nan ultrapasse ngl {rervesirva vestrigao a ).



igey
Il

Asgim a equacae {(2.19) resulta em:

i ST L T (5o il o
g+ 9. séﬁk cu Ay > ] A7 (2.20)

Subseltuinde {2.20% em (2,143

f
Y
o
o
+
e A
by
[
o~
o s
p—_
f
=
ﬂ__;':«
i
.
L
et
g

$p° + tu)

o o ¢Q Q0 @y Uy
$(p° + tw) = 07 ¢ tulb - A - A 4T - A ) (7.22)

o S o - :
$ip + t”}i} - Q}EQ} 0 a Q. B 4, 4 o
- T N AN S D R (2.23)




Considerands (2,233, definimos como a derivads dirvecionasl de Gi{p)

g divegns s

Ple)

i

o
P
o

t
.

fen

i
e
The

& a0 2.24)

Verifica~se que para u , 4 , @, , 4, & Q} definidos comn anterior—

mente, Ylul e splugao do problema:

h Lg\;‘- - "".‘}' ":_ = .

pluy = HNDO buts - a%9 - ,f_x’“g_;,;._){ (2.25)
Qe o gl -

S N2 T Y

Para acharmos a divegac gue fornece s "maxima’” derivada divecional,

voegolvenos

MARIMIZAR @{3}
la ll =1

Hosso problema resulta em:

sax b ooy u - Al - sf%{} [
. xg : $

(FAD

e




Pt

Prova~se no Apondice 1 gue o problema anterior {PAD) @ o dual de:

MIN by

i
i rvj 3
@
fots
e
bt

BA)

denominade Problema Auxiliar de {P).

b~ Caﬁ&igaﬁshde Orimalidade

Seia (:S S ENEED solucas atima do {PA}:

Se y¥ = 0, entao éék s Eﬁ

[Py gcorresponde a minfmizar F(x) sujeite as restrigoes:

Se y¥ = 0 obviamente Qﬁk *_55) & facrivel de (B).

4



Seado  h{y*) = 0 e s& o® & solugas Gtima de (PADR):

pluk) =0
it

Plpe + tu®) - b(p*)

- - . ; . , A
onde 0f B g solucan do dual (DY corvespondente o (A5, wEr.
¥ k S Ty m_{\é A

- 4 .
Conpluimbs gua:

d{p* v puky = HLpFy

onda u* & a divecao de maximo crescimento. Fodemos enban quEe para u

trario:

plp* + tu) € ¢ {p*
donde p* & um mixime local de ¢(p). Como $(p) & concava, p* @ maxime plobal. A

solugao correspondente x¥*, @ otima do primal (¥},

Oppeluindo:

= {3 , o problema em guestan {P) esta resolvido.

t
9]
i

b

s

- Se y¥ # ¢ , caleoalamos uw¥, diregae de maxima derivada divecior

nal, & alterazos p na divegaos u¥ o

(%%  i-Ggima ilteragas.



Sy EAG

nar A

vimento anterior & valido.

sejam violadas. { & alterado

A fungao $(p)

+
T
EC}

%:s
i

vealmonte cresce nn Jdioe

rp{uty v 0

L

Para £ convenianie.

- ﬁgingﬁo Pual ~ Limi!

de Variagao

Fazemos um apanhado das restrigoes impostas a ¢, a

amplitude do intervale de variacac de p ua direg

~  Primeiva restrigac

 aso se altera. Temos que garantiy

< 0 i

Gue
com 2 ocorvrencia da

i _ R

i

gma das sliuagoes

awy u®, no gual o

restricoes

f
—
o

(2.27)

debarmi—

Fim g

srwdsd

(2,10 nao

ahalyue:



Graficamente:

¥

Pigura 4.8

Para este caso definimos entaos of limites de L@

j -
&.k k2 fj }
t i } S eerr—m e S W2 3] . o {0 PR
G ’ 3 il

e {.’E.g..«v}é"l.}

~  fegunda TesLrigac

e 3 e w, » i fomos Que mnsnter %, oo .

e {_s:.'r,ﬂ,v,“}.}
1

L]
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{22493
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109



temos gue manter  #

t(i; =

Graficamente:

g

sendo t* a amplitude do intervalse em dues pE

Min { e(iy !
3




wore gue na definigac de £{i} para cada casoe, se estamos om alguma

exntremidade do intervalo de variagac de x,

, conforme o sinal de w., © nao e 1i-
i

mivado, iste &, podemos cresce—lo arbitrariamente. Sa0 o8 AR

(xy ¢ &, k refere-se a ponto crities.

g

o
L

0

e ko=

e G, k refere-se a inclinagao,

Definimoes

£{i)

£

Grafloamente!

bt =

iz
N

C’v, . - g
3 §
H
é e
o
i
§ A




A
]
[

assim, se {3 v{i) & definlde} for wvawgro, % = o e o valoy da

k

fungaao dual cresep arbitrariamente poist

@(E} +oputy - @{p}} = pg{ul

onde t pode sar feito arbiiearioamonts grande . Conelufswss que o problows primal

WAQ TEM SOLUCAC RACTIVEL (LASDOM).

2,6 ~ Mudanca de Solucac Dual ~ Busca

Ate agora caminhamos na diregac u® sta atingirmos o limite %, ga-

rantindn o crescimente de ¢{p). Com & nova solugao do dual obtida, voltariamos

. 4 e - il ; N . . . -
ae (PPY, atualizariames 0 v ..., & caleularianes a dervivada divecional maxima

nasts nova “face’, resolvendoe oubro {(PAY. Antes $LE80, vapos considerar a possi

bilidade de, sltrapassandc t*, $(p} contipuar crescendo sepundo u®. Assim proce

1

demos & uma busca unidimensional de manelra que nesia iteragac, & aova  solugao

do dual seja

1+l ! .
poo* ot u®

1

P

com b, ehtide dey

MAX  9(p + tu®)
i

Atraves da ordenagas crescente dos slementos v{31), construlremcs a

seguencilal

P
T
-

des consecutives limites de b,



[h peeym L T s s p_ @ Hidda guands §oabings o rresismo
Timite. Assim:
Py + tiﬁn
[2.38)
= oop 4+ (v v Lo u¥
Eray Lt ¥ r} -----

PO A sl froas

Logicamente, nesta busca unddimensional o vel

v, iy omedands o owaloy doow de omas

3 - i .
da segundo p + FuF @ Lemos (at, HIC2SSIVan

peira que o pontos (. , #.) aabofom sobye ax YGSFQﬁCéVGS curvas do otimalidar

1 J
de,

Tomps fus:

Resolvide (PAY, caleulade ¥, 3o devmos um Ligaive acrescine em €.

3 se divide en Q! s B, = Qg de modo que:
- I .

i
L.
Ll
-
i
e
&
i
oy
]
[
e
¢
i~
-

XK. = dg e o8

Pazewmos para  § & (L

v,

BOVO ko= kvl



T O
gum <

(%) Mo intervale de ordem k, K refera~se ao imif

Fp oy
e % din e

Assim para b 4 OLoe U,
. r ) ‘]

Iy

L

Fazmamns

T

W

B
£
g
&
-
T

BOVO O = U4

(2.35)

NOVO O =

Crescende © valor de v, atingindo ¢, para alpus 3, 2. tpuala  al-
donde x., £ a7 - b com:
3 ¥ T

s ol

T o=k se §oa @ e W, v D
(2.56)
row el S % & iE 4] (S ¥
] i

inferior do intervalo ou 4

sua inclinagao.

e tr & ultrapassado roiramente, x, muds paral
I L

(2.37)




ssaim podemos esoriver gue i odad i

oo arualizado de

feqg, k

5ICH(w

Y ;
N

[

.
]

PPRP T & _— .
R E G, DATA {3

(2.5%;

Aruallzade k&, para o varlavet xi, caloulamon nowe lindtante { s
cle existir}, que & convenlentemente inserido ua spquencia [ v 1.
: v
aruatizagao de k e feita noms

forme {2,363,

mente dita, o que coyrespoie

sual nao se

Li

%, correspondente a by, © BATEH

rre dois limites consepubivos de L.

pagueno

Aringido ©_, otimo na direg
G :

Procedemncs agora 40 caleulo d8 £, 04
&

verifica crescimento en hipy.

T W romns 8 baxa de

Tniclialmente, Guand .

da direcional maximal:

5 . b & alvervado de scovds

Se ultrapassarmes t.i
cada B atuaiizade, este

Xi a vaviavel

Supondo atingido b gando

acrhecimo (£} & ©, obtamos:

4 achar o elemento da seguencla

T TmAne oL conslanta

correspondente, dando

sp buscea unidimenclonal propria

{ . Poalem  do

{2.349)

crescimente {darivas

Leagan

-

cims £ omedll Tic

L

3

[

HH



]
o
s

Befinindo:

= G-

ben,

cserevenos o valor da fungao dual:

$(py =phb * :gz Zfiidi} - g&jdié + ﬁf_{dir} - pattar o jgj %ﬁr

bp) =p. bt g zfi @y - p A d;% R iy = p attalt e ?%ix

.. . . . - 1T Py .
o limite 1y dderwa o e 1 i = c% ?j £
T . - Te \.'n%(.

X NN P

) . ir ir
constante ne intervalo édé . dé+1§& Donde
i iy AT iy . iv
¢ {d; oo A 4 £, TN B
Ty =1 TR

S{py ~ lp ) = g~ pt b 4 § 3 (2.40)

Definindo a "tasa de crescimente”™ & o Poradiente’:

GRAD = D

. W R iy T _ o 5 .
Vemos gque b~ A éb - A7 dé‘ . correspondente ac B arualizado, & O

“novo gradienta’.



2LEh

Asaim:

HGRAD =

et
o
4

i

worap = b - Adad - At T - 3r
MORAD b AT e A {s,ly_ AN

VYarifica-se facilumenbe yue o produta u¥ £ sempre po

sivive, donde:

NIC < 30 ERES

oy chual oo

s _ - . s N . :
Vemos dal que, §& na ang whramon Sepun d

menbo dimivai

de crescimente desta, o cada mudangs de Face &

N acima exposts depresndeTse Gque B{p) & roslmente concava  Linear

Per P R N

Como eritério de pavada’ deo procedinente acina degerite, aparecs

naruralmentes

NTE < O (2.44)



L. Beorovaenss:
< DL Baoreven

-
T

NGRAD [T

A taxa de cresclmepto @ & sro Jecan do sradiente
- " ar
entre dois limites conseoutives de ©oa s cada lipile afl

gradienta & constante
a0 u® dimi

gido ele muda, nao s€ sabe g prioril como, mas & 2uld projegas nd direy

nuk .
apos o liwmite b & bLaxa de cresci-

furante o Processe antarior,
nho houver nemhum ocutyo limite Ciniido, © opode ores

mento for ainda positiva &

e o problemas primal nas e

cor arbitrariamente e sotugsn Factivel.

B




2.7 — A Hova It

227

SUREdLs

Wa

f”i—*)‘\
i T

deserita no it

husca valdimeneional

X ot -
()

m oanterior, podemos phicer um

rscimento’

Trama de o

Fazer & arblbvari

positiva, © gque Acarre

s
e
s

SUR ff;‘f!: + tuf\“} . P oo g owmooD g
RS P

. -
dornde coneluimd

- (htermos o Limite de crescimento de

$ que o problema (P} 2 oinfactivel (LABDON.

poed
]
p
)
e
]
by
]
T

(v ) finlto.

Keote caso fazemos?

-

Assim o indice

dos a cada tr’

(O, entre duas i

b pev " o .-I[
35 sai do conjunto © e val somplerar o Q da proximea

Sendo %, 8 variavel correspondents o 6, Cewmos gque 2. 0F CyJ .

Durance 2 busca unidimensional, oz valoves de v e b sao atualiza

de mode gque no Ploeal desta temds wo& b osorvespondendo o nove .

Podemas ¥ cmoptar a8 modifieacocs ooorridas noes conjunios § e

teragoes consecubivas, da seguinte manalral




cendo tambem caleutade a varlag Goono valor da fungae dualy &%,

@6 0T VRS S

i’ 5 A
gz o= {p + & u¥ia
) = SM-”

Assim com . K o, D8£ %, resolvopos o nowe probleng auxiitiar, don

carie repellmos o proLessa.

de se y% = 0 (P} cath vosolvido, casoe oot



7.8 - Disgrama de Blocos - Problema Principal
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Fungan Dual
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o o T

Seauencia de 0]

v}
.

Busea Unidimensionn

i

Hao1 N ] [ae)

{1+1]
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2.9 ~ Diagrama de Blocos ~ Busca Unidimensional

Buasca Unidimensional

t b b

]

Tawa o Orggeimento

TC =k b

Acvescinm

B¢ = £, IC

Aringido o
’ ¥

Perrurbo £

v o=k o+ SIGN{w, )
qv

i

i) L
LG

Busca

i
'-‘ Y
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Miyiroy

nara =,

Yy Inptaviivel

i

TR

Atualizo k

e
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2.10 - Diagrama de Blocos ~ Atualizagao de

Para
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B - Lt s
o= efir}
b
§ = £+ 1

-

i
T

Argalizado
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CAPITULO 3:  OBTENCAO DA MAXIMA DERIVADA DIRECTOHATL
{PROBLEMA AUKILIAR, PA)

No desenvolvimento anterier, estando num ponte arbitriric do dual,
quande da procura dums {iiregéo que corresponde a maior taxa de crvescimento para
#{p}, s¢ 0 Q & nao vazic, deparamos com o problema (PAD), cuja solugan Gtima

fornece a tal direcac!
i

wax §mrm b ougp - a%0 - Agﬁgji(

{(PAD)

Este procedimento & equivalente ao de se ohter o “vetor multiplica

dor™ referente a solucas basica Otima do problema {PA):

m
MIE hiy} = e; |y, |
(v i ¥
j:‘;—"}'_
o (PA)
voar A%+ g o= p - a0
G.a: A 3}{} ty=b A fi;;z,;
d{:‘} ( b & fiq




Horma

Ho apéndice 1, prova-se que (PAD) & o dual de (PA).

Do exposto, mestramos a nao existencla de lntervalo de

entre {(FAY e (PAD):

vobtangular adotada:

Min {r: ~re € 0o < e

¥

dualidade

: . - B - e = # - . ;
kenolvido (PA), tem~se a sua solugap otfima, (¥ ’-EQ)’ satisfazendo:

(PADY resulta em:

- 33 aqx
wax fu (b - atdr - A% !

ik

¥ Q

cuja solugac, separavel, el

* , B |
yj = 4 i uj £ i“ej &,
B3 5 0 4
ki N i, = 8
1 3
P 0 3
L ., ¥ U0,
7 ? i i
Aseim o valor otimo de (PADY &:
% . G.Q
gl )= u (b A 4y - Atx.) =

¢
26

{3.0)



Zem perds de generalidade, cons

s v

i
B 2 e
plu 3 o= § 2y E's‘li = iy )
5=t

near por partes, numa formulagao sdequada as

Juanto A solugas otima de {FAY,

dos fatores absixe estahelece isto:

-~ Funcae objetivo penaliza as w

- A cada iteragac, ¥y tem gue satd

aunca crescondd arbltvaviamente.

3.2 -0

O problema (FAY, pode

-~ Linsar e canalizado

~ Lineay por partas e lyrestrite, oom somente um pongo

nag variaveis v.

¥o problema principal, a cada j

[irat

& wvazrio, {(q = 0}, =& solugac de (PA)

Definindo: ® . =y, i o=
o 7
5, =, 3 o=
3+n d

ﬂkgzti{E
-

ide

5 bhasie

nas variavels

rrivi

3.3

ande 3 tal gue @serevan

amente o algoritme primal 13

sias caractreristicas particulares.

ela nunca sera tipo B, GQualquer um

variaveis irrestrifas.

{
sfazer a Ag

ser caracterizade como um primal resfvito:

ok

__ZQ

- T
oritico,

_____ i. Be
gk

r ( obtido, def

al, (Xh = va A Y.

{3.1)

w+l, atuw



Resgcrevenos (PAY:

MIN  hix) = Z h ey

{PA)
S.art &w o= )

Observagoes:

- Para simplificar, sends O constitulde de g elemsntos, se § varia

em 0, gscrevemos § o= 1, g @ nao 1{i) com i = 1, gy,
- A& wvariivel x ¢ um vetor coluna de nbg componentes.

-0 & a matriz identidade {m , m).

Represenlamnos sraficanente as hj{xi} @ a% respectivas curvas de

atimalidade, (CO}j:

*h, {x,)

i
1 <
“loet i
I {0y .
: i
i
47 %
.J\ h-‘..i




RS
b
aro Lo
i
o
i R
(009,
A
0,
3
<
g,
i

3.3 - 0 Mlgori]

A partir de uma solugao hasica factivel, o alporitmo percorre  s0-
iugoes bisicas factivels, num numere finito de passos, ard a solugao Dtima. A
cada passo fazemos um teste de otimatidade, que, se satisfeito, finaliza o alge

ritmo, se nao, procuramos uma sova solugan gque dimimua hix}.

¥o problema auxiliar, por congtrugan, A tem Yrank™ m.

Sepdo {I , J} & base, I o conjunto de iadices das varifdvels basi-
cas, de Ax = b obtemos:

g I
A E.J + A }”\‘“E =

Part

1
o~
s
g
o

§
el
s
=

g TV 27 y

. = b ~ &' £3.2)



3.6

\ e T E e (T ;
Colocamns as varLavels Xy e pOnLes Criticos {ﬁ%}, Assim, para

x, = 0 s@ 1 »on (3.3

Temns a solucao basica:
&

¥ da
= J <4t .

x = ' . s 7363 Y
£y A =ty

Nete que a uma base {1 3}, correspondem varias solugoes basicas.
) e - - - . Y . - -
A solugao {3.5) = Factivel se =. £ [dL o d§+1 . Fe i, 19 n.

i T

do problema avxiliar, sendo & Base indclal:

»
Ly
3
H

q

{n+1,,.,n+m}

Fian!
H

u - - - - bl P r - e . - - N
come %,, 1 & I e irrestrita, wid solugar basgica fFactivel de partida 2 de obten—
gao trivial.

Consideragoes:

~ A solugao (3.5} F depgnerada se x,, § £ 1 colnoids com algum pon
v i 1
toooribuon A7

;

BE:

- (PAY & degooerado se alguma solugad basica factivel for degenera
das

~ Supomus (FA) nac degenerado.



fund
]

4.4 - Condigoes de Ovimalidade

(3, mj:

.. TR I
Definimes o wvator de luclinagoes {i
: S

- ci =0 :I ] e ) ' (3.6)
c} = aj S T VR Kj NS {3.73
Ci. e wej , o, yj < 4 (3.8}

Sendo:

L s w o= R oalh - A
% ’ ¥ e g entan o8 [slaiee el

g e R . P T . S R N 1 e .
se para dado u, X minl@iza Llx . ud, sujelta a 4. € X <Ay

‘,-'?Q | s L3 - E -
{3, W, , oomw., = o A% surao sobre as respootivas curvas de otimglidade. Sey
. ® J b — L] L
& &

albm disso, x & Factivel de {FAY, entac x & otime de (FA). Como © algoritmo
v il ]
primal 85 trabalhs com solugoes Factiveis, resulta a condigac de crimalidade »

cada iteragao:

% = - T 1) = El 7’: I3 B " o
x E OTIMO DO (PA}, BE 05 YONIOS {x v, Y, 4 o= 1, ntm, ESTAO 50—

REE AS RESPECTIVAS CURVAS DE OTIMALLIDADE.

Fara ] £ I, supondo nao deganereﬁcﬁntia, xi exta om algem intarva-

Lo linear de hj(xj). Para obtermos 08 pontos {xi ) wj} sohra {Cﬂ}j, Lmpomos

w, = el e 1 (3.9)




Besta manpelta x.

w, = u AT,

Haerdo

Com o

L)

ros (%,
1

Sende

rir das figuras 3.1

e 3.2, GEQYEVems

des {3,100

£

basico satiafaz o condigs

bt emos

caleulado em (3.103, obtemos w, .,
i

W, o

A

w, g {00y, se:
A ) 1

Jy e

— - 4o N . = .
a wariavel w, nao banicda, €14 BESUME ym valor Cribioo.
1

ah

b e e snpan
B e T

3 .
AT, ou

£3.11)

OB ponT

A par

{3.12)

(COY, ovorre n  dos
¥,

para 1< w1 X, e w80, ou
3 K 3
®, = .rfj & w. = G
1 e+l i
para 1 ¥ 0 @ K. = 0 g L & oW, &8
3
Supondo que {xg R NR}S Lo d, nae periense A
Casns:
. B o
{13 o o# o e w, » 0
X o 4
para & € 0
.. g Lo
{11} w, = &, & W, <U
% Hl £
SRR : -.\ : oo
iil} ox, ® U @ W, oS
* ’ £ # £
para & ¥ 0
{13 w, o i W, T e
L i 2




3.4
Definimos:
g _ .. .
e = 1§ . cases (1) & {11}
I o
ol o= oe . caso (Lii) (3.14)

P
P

cano (1w}

Craficamente um ponto (X, . Wﬁ} node estar localizado reatl vanen—
K

re A curva de orimalidade da seguinte maneiva:

R

L >0

)
e
s

Observacoes:
w B, caso (1) ou {(iii}
case (i1} ou (iv)

- iz} diminui se =, e alterado geeunds 4.
A 3 : ®



310

3.5

~ Mudanca de Solucao Independente
; RE L

Corvesponde aos casos (1) e £itiy.

Gueremos sumenbar x comstruinde wwa nova solugae basics factivel

:}2' k]

e
e
o
o
o7y
Aad

{21

P
LAWY,
ey
.
1

onds t oindica a posigae de § oem I.

Considerando que:

~ as variavels nac basicas pormaneces: inaltevadas (exceto K£>’
- as variidveis x., 3 ¥ n sas Lyvestritas,

]
- 3 restricac Ax{@) = & f savisfeita para § arbitrario,

. -
coneluimos que

a factibilidade de

o orestrita parat

2o g

<i§ «
i

w, {8y &
3

(3.15}

Analisando o eregcimento de 6, vestrito a (3.13), wvemos que as va-

- - " = r - - a - _n r
TLHAVELE Xj, 1 > o1k, DPEYCOTYMm intervalos Lineares ¢ 56 o Do i or tiron & EELlIlgl*‘

do, a respectiva inclinagae se altera de Ze o

J



.10

Graficamente, para } £ 1, us pontos {xj s wi} e moven relativanen

e a curva de otimalidade da seguinte manciva:

W

&
.‘

1?""““

(S
i
i, b
1 1
" R
AT w {} H AT o« b
i : £ .
- & - -,
i
Ry &7
O.caleulo da variagﬁo de h{x) e fepito a cads orecho linear desta,

istoe B, por intervalor de § tal que, entye dois § consecurivos, neohum *y ultra

42848 O OTEC <';'L"Iti€0 corraspondente.
i



3,12

Ohservande as Flouras 3.5, 3.6 o 3.7, escrevemos of valores de &

que dao margem & esta situsgao:

e o, RS Gy = - lwzgwjhw {3.16)
Ai;
=2 . R
ieEono, &L < ¢ Hi3y = (3.173
?&t >0, x> {3
! 5,
ivon, B{3) = e (5.18)

Com relagao & x

£

L N

' L
el {3.19)

8(8) = d

X . . . - —-
Ordenando os B(1) acima calculados, construimes a sequencid {Gr}‘

‘Wac considerando degenerescencia, supomos disvincos todos os 2le -

menges de £@r}'

Crescaendo § sucessivaments, a cada GT atingide, para a variavel xj
correspondente, nao calculsmos nenbum oubro Pimite, porgue $0 000TCE ama das

duas situagoes:
i

- i ]
. < . w. = o iy . .
3% Ity E i dK €L d{{‘*’ 1

Eate 6"i & o limite de cresclmento de @ {equacao 3.15).

- j}ng x}x\}

A narrir dai, x. cresce indefinddamente com 8.
P T
-4



3.13

Ate Agora Nos pradoupames em Ler 8 el {3.,19) savisfeita. Ten-

do em vista que o objetivo & obrer nova solugas gue, alem de factivel, sela ba~
sica e malhore o valer de hix}, consideramos so, com & pereorrende {9 ), {w)
i e A

gsta diminuindo a cada passo.

Dafinimog:

-, £3.20)

Dhservagoes:

£
~ ¢, pomo em (3014).
i

-~ Bm {3.12} vemos gque 4 < .

- ]&[ fornece wma medida de quao Lo esta da otimalidade.

I
i

Suponde 8 & i 0, 6. 1

Ay (3,210

T LR

da equagﬁm (3.1%y, w, = AT,

£ ﬁk

. . . £ . I
h{x(8)) - hix) = & {ck - &g} = A <0 {3.22)
Vemos fque A & o crescimento por unidade de 6 no primeive intervalo.
hix} diminuia,
. .

Ge € ultrapassa @1, em (3,212 ak' ae altera, conforme figuras 3.6

e 3.7, de e para:
i

E? = ot o~ o, Sipm {Kﬁ} £3.23%
k [ 3 i T

sende x®,, = 0 referente a {4 = G!f



E assim para todo Gr BELTEVEROS !
ir iy . Y o f
e - a; = Zg, Bipn (A )

qy ' ty

Hd K

Definimos o

Vemos que Gr ¢ sempre posltivo.

Resulta gque no intervale | 8, @?if
B(x(E)) ~ hix) = 4G, + Ai (- 0

oude ﬁl = f a, lngeo:

h(z(8)) - hix) = 4B+ o (8- 0))

Gepericamente num intervale | 8, 31|:
! e

\. r
th,(@)} - Ih(_}f_} = AD 4 z {?i.{_@ - 9})
T
T
A o= A 4 i
E’ i

{3,

14

26)

(3.27)

{3.28)}



Varga g 4 N iniciglmente e gal ERTIE . H afre porescluos 3OS Ltlvos s 0y
) r
A y

a cada @r atingido, Quando A se tovnar pao pegative, hix) nao dimioud mais. Se

ja B o walor de 8 tal que isto acontega.
s

. . . - ) . . '
Desta mansira x{@w) ¢ a melior selugeo factivel pava hixd nesta

o

iteragac. Observe tambem que dade a forma cowe forsm obtides oy valores de xj,

je i+ {8}, u(8) & basies.
Assims

- ¥y enbra ns biase & x . sai.

~ He 18 = 4, temos a mesma base mas solagoes basicoes diforentew.

0 procedimente anterior pode ser ilustrade grafica nin—

da sag

Lo maneira:

1 ¢ n P v e
WPU i x,t.}_j P

'T?”
|
}

é iy

H A — ray ﬁ.

: oo -

: - il ¥
-4 :

: :
; i .
: - & i
: s i
E . PR l‘l.‘
VB : !
Cir : : O K
i v 5_ - L"‘
A %
R : i,
# iy i o+l
¢
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¢

=¥ . . ]
tinus, sntyé O

O

T i
—~ Az 8r atingide iguala 4

B

- 03
(%} 4 situagac B nao ccorre pava

Com relacac a mudanga de base podenos diger:

- A e Ty

- B

consecutivos . N

'JL\“~

e,

A

v

idem a A, com

£

Xy entra & sal da base, s que agora {x%

(Lﬁ)gﬂ

a vertical,

B

0 ponto {x, wﬁ} se move us direg

cpara de crescer gquando ocorre

e+l 7

se torna nac negativo.

T

entra na hase, XK.

1%

& cada

a0 horizontat, de maneira con-

sofre um decrésclimo de

ama das tves situagoes, (fig's 3.8

sohre
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3.6 - Mudanca de Solugae Basica — Decreéscimo na Variavel Independente

Corresponde aos casos (11} e fivy.,

Queremos diminuily X, constituinde uma nova solugae bisica faeti-

vel para (PAY, associada a um valor menoy de =),

A alteragad & feita segundo:

w ., F E}?}‘: i £k
3
%(8) = %, -0
%, e d - f 8}
A

onde t indica a posigas de § em I.
0 ssctude & andloge ac anterlor com as sepuintes wodificagoes:

. - .
~ ¥aleores crlticos de B

i
. %l_. . {i( T - E.
j <0, ﬁt > {) Biiy = "Mjitaimﬁﬁw" (3.249)
Ké

7 dr - o,
jen, & <O (1) = e (3.30)
L o
R
E
AV » 0, =, <0

Pvoa, | 0y = g - (3.31)

(%) Se L &£ i B{Ly = diw. - -



(%)

o3
¥

2e3 8Sign {Ei} A

A& cada 8: atingido temos:

~ NWova Lnclinagao:

% . o -5
or o= ci + Rﬁj Sign (ﬁt}

- Nova taxs de decrescime:

[P e IO N
[ {f.k {I{_} J.AJ{:

Pl

£

r
£ &r = A EE: gi
j=}

(%3

¥xpressac inalterada.

(3.32)

(3.33)

(3,343
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CAPTTULO 4:  ANALISE QUALITATIVA DE METODOS ALTERNATIVOS

Fazemos uma abordagem dos wetedos primal e doal-Simplex, relevando
seus aspectos gqualitativos, numa formulagac voltada para @ curve de otimalida-

d

g

®

4.1 ~ Introdugac

Reapresentamos s curva de otimalidade ¢ estendemos da  prograwaga
Linear os conceitos de base, multiplicador assoclade a uma base ¢ solugao  dual

facrivel {LUENBERGER).

Na resolucap do problema:

n
MINIMIZAR F = £.{x.3
(x) z j(xj

3=l

(P

~ Alm,ny de Vrank” m Ej{xi} convaxa Linear por parves.



4.2

Graficamente:

ji fn{?éh}
F I
3
30
5%
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S
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s %1 i w1 Yo, Fpet
3 3
o g,
i i
Figura 4.1

A otimalidade de uma solugac & estabelecida pelo teovema (YOUDINE):

Sendo x* solugao factivel de {F), x* & Orima de (P}, se para algu-

ma solugdo p¥ de (DY, x% minimiza L{x,p¥%).

A minimizagio de L{x,p*) & separvel por * Agsim a curva de sti-
malidade pode zer caracterizada como o lugar geométrico dos pontos (x?,zj}, on-

ds para dado p, sendo zj = 2&3, x? minimiza {fj(xj) - zjxj) (Figura 4.2},

0s dois metodos em guestan trabalham com solugOes basicas. A idéla
na utilizagdo de solugles basicas & a de que se (F) tem uma solugao factivel
Gtima, ele tem uma solugdo basica factivel Otima. Assim nes restringimos a ana~

lise das sclugoes basicas.



4.3

L»da.

S0,
{t }3

ol

¥

55 fin
Liir
Dl v ..

v}

Blgure 4.2

Ne resolugio do sistema linear Ax = b, com A{m,n}, n > m, dividi -
mos 56 varidveis em bisicas (I) e nao basicas (J), fizando o valor de (n - w
delas {§§}, em pontos criticos {§i), de modo que as colunas da matriz A, corres
pondentes as m variaveis restantes {Az}, sejam linearmente independentes, obten

dot

E“%md
R £ s {4.1)
e 4 = 253

v e E
sendo B = (a0, & = b7,

Hote que g uma mesma Dage carraspondem'véxiag soiuQSes basicas. Se

para algum 3 & I, x§ - di . k£ {a,.,gvj+1},a solugan basica sm questdo é dege-

[
nerada. Hesta apalise 85 consideraremos solugoes nao degenersdasy idem § € J

2; = ci , k& {O,.@,vj}, degenerescencia no dual.



kN
+
e~

Dizemos entao, que as variavels Xy sa0 dependentes das waria-
vels Xy Na minimizagao do Lagrangeano L{X,p). s¢ quevewos torna~lo "insensivel”
&s variaveis x, nos respectivos intervales, fazemos, para j ¢ 1s 2. = Ci ou

3 I

A = o 4,23

E_. e { i
dai g_ {(f.(x,) ~2z,x.) =& constante

-3 371 "k 7

I8k :

Em programagao linear, iste equivale a achar o vetor multiplicador
gque anule as componentes do vetor de custo relativo, correspondentes as varia-
A - - AI
veis bhasicas (¢7).

Estendendo a definigso de cada fj(xj} para pontos fora do interva-

io ]a.,s.], de maneira que para ¥, < o, definimos oI o=l e para x. > 8,
N k! i -1 o 3 3
definimos ai b1 = aé , 0 conceito de vetor multiplicader fica agora assoclado,

I
nac somente a uma base 11,7}, mas rambem a uma estrutura de intervalos k, sendo

os k fixados para cada j £ I, k ¢ {-1,0,.... vj+1}, Assim definimos:

I

RN PR AT
B = g

} (4.3)

vetor multiplicador da base {I,J} associado a uma estrutura k.

Com relagao i otimalidade de uma variavel x., para dado p, ela &
assegurada se (Xj,zi} € (CO}j‘ Gonsiderandso uma $Olu§§ﬂ basica (§§,§§), o var

tor multiplicador {estrutura k) fica bem definido {(4.3}. Sendo:

By

I,
p A

=t

&

[

para cada 3 £ I tal que X, £ ]aj,Bj[, zsnter (x?,z?) g {Cﬁ)j, e considerando
uma estrutura Y qualguer, de intervalos em I, com multiplicador Bi {4.3), tal

que ¥ £ {O,,.,.vi}, suponha gue ocorre um 408 CASOE!



= ospe fanB] e (xhEp e (00 (4.5)
& e 3 ot mp D e . ey g .
- Ef £ Egi’éli &  oxiste 1 £ .J g, (xE,zJE & {Lﬂ}j (4.6)

o 1.3 N ' . .
- Existe y ig. {Ej,gyA Yo oLy, e oemiste 3o I tg.

i
Ay (o), (4.7

~ Hao existe ¥ tq. ix*,g{AJ) £ {00}

L y g7
Desta maneira, relativamente a (P), {x§3x§} tam respectivamente

um dog aspectos:

~ B basica, factivel e Stima.
~ B pasica, factivel e nao Otima.

bt - - . o . .
~ Nao pecessariamente factivel, corresponde a solugao dual facti-

vel da programagac linear, oe solugao basica otimista {GARCIA}.

- Nem factivel, nem otimista.

4.2 - PLP - Primal Simplex

{ método tvabalha no problema primal com solugoss basicas  facti-

veis. Reguer uma primeira fase de resolugar que consiste na procura de wma solu
A o a o . o o - . e - -

gac basioa factivel de partida. Acrescentames s variavels artificiais (y) @

rrabalhamos com o sistema mnsntado:

Ax + Iy

“MD

levando primeliramente as variaveis artificials a zevo.

Obtida ums solugao basica factivel, z partir dail, a cada ireragao,
verificamos, psra as variaveis nzo basicas, se os (Kj,zj} estac sobre as respec
tivas curvas de otimalidade. Se isto ccorve para tode i £ J, esta solugac @ oti

ma (4.5), caso pontraric (4.6), escolhemos alguma ngo basica (xgj tal que isto



4.6

nao ocorra e a altevamos mantende fixas as demals nao basicas (procedimente Sim
plex). Em rermos da base {I,J}, se xy ao parar o faz povutrs ponto critico, nao
_ _ - - AR
nouve mudanga de base; se Xy para entre pontos coriticoes {ﬂ{’dk+§)’ X, entra mna
4 3 s

base.

: 3 p
Suponha Xg tal que zﬁ > Gy 3 temos quée gumsntary %y conabruindo

uma nova solugao basica factivel associada a um valor menor de ¥(x). Definimos:

M‘\Q; ‘
xi SAt 3151
xj(ﬁ) = %y + 8
xj ieJ~-4{ 8}

onde t indica a posigae de %, na base 1.
A restrigav Ax = b e satisfeita para § arbitrario; desta maneira

o limite pava o crescimento de £ e determinado por wm dos dois fatores:

=~ Alguma variavel XE{S} , 3e T+ {2}, atingiv um limite,

®. {63 =a, ou B..
] 3 i
-~ A fungge obietive parar de diminuiy com o crescimento de 9.

BDurante o crescimento de 8, as variaveis x,, J e I+ { £ } passanm
- » ¥ .’ . bl e - -
por ponros criticos, mudando de intervalop definimos entac uma $eguencia { ﬁr }
de valores criticos de 9, de maneiras que eatre Sr consecubives, as variavels es

tao percorrendo iatervalos lineares, isto &, F(x{8)) varia linearmente com 6 .

Assim:
Fx(8)) - F(x) = 8(cy - 2,) (4.8)
z X “% T
. L 1.8
P(x(8)) - F(x) = 0(e, = g A0 (4.9)
s . e ol 4 .- . .
Jendo que a taxa de crescimento (L = & T Zgh e negativa,  que  a
cada ﬁr atingide ela sofre um acréseime pesitivo (¢ ), quando esta se tornar

nao pegativa, F(x(H)) para de diminuir.



Desta manelra ﬁr pode ser considerade como uma medida de otimalida
de para X,.
2
6 vetor multiplicador da base {I,J} e alterado cada vez que © Br
atingido corresponde a uma variavel basica, pois a estrutura k associada se al-
cors, Desta maneiva as variaveis bAsicas permanecem otimas durante todo o pro -
cesse. Com 8 percorvendo {@r}, representamos graficamente & Yayolugao’ de

{Xg’zg) relacivamente & curva de otimalidade:
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3
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Da figura anterior ressaltamos 0% seguintes aspeolos:

{Kg,zg} gp movimenta de maneira cnntinua-na horizontal 2

2 Ei } s 203 cada 8 s B {\?’f:‘.f v L‘:Eil.} "«’Ei'l_"i a bruscaments de 1 & 5 "
. . b
i 1 I_ E J%( ! .

{6

-~  Opnsiderando a trajerdria descrita porx (xi,zg},vemeﬁ que a area

entre esta curva e a curva de otimalidade & o decréscimo em F{x) nesta ireragao.

~ Com relacac as situagoes A, B, C e D apresentadas:
A: Alguma wvariavel xjr(ﬁ) atinge um limite e bloguela o crescimen-
to de B, Kj sai da base e X, entra (xjr{@) = Q? ou ﬁj)‘

B: (x g) atinge a curva de otimalidade {CG}Qt A base nao se alte

A
ra mas temos outra solugac bhasica.

£: Para alguma variavel st’ ﬁQ se torna nao negativo. xz,  sai  da
. 1%

b i

base @ X, entra.

. v T o~ . ..
D: 0 vetor multiplicador P, nao s altera se o 6r atingido corres~

ot & XN, .
i 2

4.3 =~ PLF ~ Dual Simplex

0 metode dual Simplex pode ser caracterizado como um procedimento
no problema primal (P}, equivalente a aplicar ¢ metodo primal Simplex no proble
ma dual (D) (SIMONNARD) . Trabalha com anlucoes basicas otimistas (4.7}, e uma so

lugam bAsica otimista de partida pode ser obtida da seguinte maveirat

i

Escolho uma base I ¢ uma estyutura ¥ € {U,..,kvj}.

: : i -1
- {htenho Ei s Ei(ﬁ Yy o,
i,.d
- faloulo 2% = plA .

- Para cada 1 & J, com z?, obtenho am {Gﬂ)j G x? correspoadente.



4.8

~ Tenho entas a solugse basica orimistar

AP

ok
K
~J

#

-E-E- - “é;;a.} r'g{

%
=3 2

s partir daf, a cada iteragac, verificamos para as variavels basi~
cas se 0§ (x?,z?) estac sobre as respectivas curvas de otimalidade {CG)E' Se is
to ocorre para todo j € 1, esta solugac & otima (4.5}, caso contrario (4.7) es-
colhemos alguma variavel basica {xg) tal que iste nan ocorra € alteramos 2y
mantende fixas as demals componentes de z. {procedimento Simplex}. Terminada a

alteragao em z,, em termos de base {I,J}, se Xy a8td agora num ponte  critico,

Z

%, sai da base, casc contrario nac ha mudanga de base.

A

&

g I 3% 2 . .
Suponha x, < dy , sendo zg as EWA.Stemaﬁ gue alterar Qi CONSLrULn
do uma nova solugao bisica otimista, associada z um valor waior de ¢{p). Defini

mos :
= Foe
zgiﬁ) z§ g
L{8) = g% TR SRS
23{ ) 3 i }
. 1
Resulta a variagao em QW:
p(8) = pt - aahy? (4.10)

onde crescemos § até que ${p) para de crescer com f.

A referencia zjiﬁ} das varidveis nzao bisicas resulta em:

zj{a) = p(8)a’ jed (4.11)



4,10

Durante o crescimento de 8, os z,, § & 4 + 1 & }, passam por pon-
tos eriticos determinados na curva de otimalidade pela mudanga do corresponden-
re x?; Pefinimos entao uma seguencia {Qr} de valores criticeos de 8, de manelira

gue éntra Br rongecubivos ¢(B) varia linsarmente com 0. Assim:
Sp() - $pD) = Bla - )
- =Y ¥ £

. ; : & - -
Sendo gque a baxa de crescimento {4 = dY - x%}, & positiva, & a ca-
da 8; atingido ela sofre um acréscime negativo (0 )5 quande esta (4,) se tornar

nao positiva, ¢{p) para de crescar.

Desta maneira ﬁr pode ser consldevada come uma medida de facribili

dade nesta iteragao,

Cada vez gue o §_ atingide corresponde a oma variavel nao  baslca,
o ponto critico x§ % alterado de acordo com a curva de otimalidade de manelra
que as variaveis nao basicas permanecem Grimas durante todo ¢ processo.  Com ©
perycorrendo {Qg}, representancs graficamente a Mavolugao! de {Xg’zg} relativa —

mente & curva de otimalidade (figura &4.4).

Ra figura 4.4 ressallanos os segulntes aspecios:
-~ {xg,z%} se movimenta de maneirs continua na vertical em (¥ 1,@ 3
_ J - -
; " N N p . o
& a cada 0. %y (horizental) varia bruscamente de §grg4

- Considerando a trajetoria descrita por (Kf,ﬁg), vemos que d Area

entre esta curva e 4 curva de otimalidade © o acréscimo em ${p) nesta iteracac.

~ Com relagao as situagoes A, B e C apresentadas;

i

&3 {Kg’gg) atinge a curva de otimalidade Qﬂﬁjgg a base nao se alt

ra mas temos outra solugao basica.

8: Para alpuma variavel 2ja* &% s¢ LOYna nao positiva. %, entva

nz base & XE sai .

[

¢: %% nac se altera se o B  atingido corresponde a 2.
¥ i
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fod - ?rimai, Lual, Primal-Dual, Quadro Comparativo

Para o8 metodos primal-S8implex, dual~Simplex = Primal-Dual, usados
na resplucas do problema (P), fazemos uma quadro comparativo com alguns aspec -

tos qualitativos relevantes. Foram considerados os saguintes aspectos;
INICTALIZAGAO:

0 wétodo Primal-Simplex, no case geral, exige uma primeira fase de
resolugdo, que comsiste na procura de uma solugac hasica factivel; isto requer,
em wedia, tanto trabalbo quante a otimizagao propriamente dita. Fsta fase ini-

erial corresponde a um problema de minimizagao que trabalha no sistema aumentado

#

b, penalizando as variazvels artificiass (y). Temos gntag um método que

Ax + ¥
antes de ser aplicado na resolugao do problema (F), exige gue o sistema Ax = b
nae seia redundante, isto 8, Alm,n) de “rank' w,e que encontrsmes uma solugas

hAsica que satisfaca Ax = b e 4 < x < B ou detectemos que {¥) & infactivel.

0 matodo dual Simplex exige uma fase inicizl mals simples. Corres-
ponde ac procedimento desevito ne item 4.3 onde apos m plvoteamentos obtemos a
solugao basica otimista de partida ou detectamos redundancis em Ax = b, Note

-

qua & restrigao o < x < § @ agors relaxada,

A inicializacao do primal dual & trivial, pois trabalha no problie-
ma dual (irrestrito). A restricao Ax = b & relaxada. Assim 0 méLodo nAC reguer

sulugoes factiveis nem basicas) reselve problemas com Ax = b redundante.

CAMINHO: Considerando que as solugoes basicas sao virtices no gra
fico da fungao linear por partes e que Temds arestas 1igando vertices adjacen -
res, dizemos que os métodos primal Simplex e dual Simplex "caminham' nas arves-
tas de F(x} e ¢{p) ﬁaspeativamente, 1 método primal-deal caminha em $(p) segun-

do a direcio de maximo crescimento {(u*).

FACTIBILIDALE: Consideramos as vestrigoes gque sac satisfeitas mno

recurso da otimizagao.

OTIMALIDADE: Consideramos 05 pontos (xj,zj) relativamente A curva

de otimalidade (Bﬁ}j. No caso do primal e dual Simplex seja {1,3} a base.
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STIMO: Consideramos as condigoes que determinam o final da otimi-

zagac, isto &, a solugdo Otima.

i

1

i, . o s e !

Primal Bimplex Dual Bimplex Primal-Dual !

Tage Inicial: Pase Ianicial: ;

Inicializacao - - - .. Trivial :
‘ ¥ Basica Factivel Bagstea OCimisis i

F{x}

$i{pi

${p)

Caminho P . . é
Arvestas Arastas D Mawimo Oresclmento
_ Ag = B
factibilidade Ly = b o ox < B
: EE\ o :‘E Pl ‘{?,‘ T . - — i

Orimalidade (ﬁigEEE g (LG)I (ﬁj’fd} £ {L&)j {x,.,2.1 € (Qﬁ}j
io= 1.
G imo (de,:i ]} g (L) T <—:£'.£: ' *Z—f) e (C0) 1 Ax = b %




APENDICE 1:

onde:

(PAD) £ O DUAL DE (PA)

Dado o problema (P}

MINIM F{x)
S.a: Ax = i

x & R’

Definimes o seu problema dusl comol

MAXTM  (u)

.80 u e EN;

.~ * .
- i, vetor de variavels duais .

o $Cu) = MINIM L(x,u), fungao dual
xe R

- D= {u:}ﬁMM L(x,w) existe |
xe R

- L(gfg} = F(E} + &{Q‘* Aﬁ} . fungﬁa Lagrangeans associada a {Ph



hseim, dado o problema {PA):

MINIM h{y) = z e

dg g < d”
S ® QT Skt
m ......
. . b L S0 A
Ligeow) = 2 #lysl + il = a%d = 4%~ )
j=1
i I
. _ G,Q ¢
L, 5 ¥,0) = s by - uLy.y ¢ oulb w AT - ATE
(gqgg) & {hjlyjl Lljij uih a4 LAY
Tt
¢{E) = ﬁﬁ?{ﬁ EE: !ﬂj[y - u,y%E +
3 il
. ol a
+ MINTH Vulp - ffzfgf - A%x 1i
. Q f

1 & <
G < 2 € hoa

Mo caleulo de (A3}, vesolvemos o8 problemas restritos:

™
MINIM {e. = u,}y,
vy, 28 z A 3

MTNIN z —le, * u,)¥.
yi<0 A

&.2

(A1)

{A.2}

(A3}

(&.43

(5.6)



A3

[A.3) e (A.6) assumem valer finite {zero) nos casoes:

(ej - uj} 20 = u, € a. {(A.7)

(ej + uj} 00 0 uj B e, (A.8)

{A.7Y e (A.B) podem ser reunidos em:

LS e, ALG
lugl € ey (4.9

Como a minimizacac (A.4} assume valor finito para qualquer u, obte

WS L
p o= {u: ]uj! £ ej . 3 o= 1,m} (A.10)
a gendo:
Tull = #vid {e: -te € u < te g >0, t>0] (A.112
p= fur ffuil <1} (A.12)
Resulta:
${u) = MINTH sl - a%® - AR 5 (A.13)
s v Sl - M.,(E S
2w < G2
s TRy T Syl

e o problema dual (PAD):

. l] . g
kY. ¥ 4 — : e
MAXIM { MINIM } u (b A ‘di : }x;

= —
S.ar Jull =1

Q. Q
de € g € Seuy
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