s

PROGRAMAGEC LINEAR DINAMICA



UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
FACULDADE DE ENGENHARIA DE CAMPINAS

DEPARTAMENTO DE ENGENHARIA ELETRICA

kY

g
A PROGRAMACRO LINEAR DINAMICA

?gz‘
VINICIUS AMARAL ARMENTANO

Orientadores

i 7

%f

CELSO PASCOLI BOTTURA | PAULO MORELATO FRANGA

Tese de Mestrado apre-
gentada & Faculdade de
Engenharia da Universi-
dade Estadual de Campi-

nas .

QUTUBRO ~ 1979

UNICAMP
BIBLIOTECA C(ENTRAL



RESUMO

Sistemas fisicos e econdmicos modelados como siste-
mas lineares dinimicos a tempo discreto com critério ou  fungao
objetivo linear sdo considerados problemas lineares dindmicos. A
Programacao Linear Dinimica € um corpo de teoria e métodos desti-

nades ao estudo desses problemas. Um problema linear dinamico po-
de ser considerado um caso especial de um problema mais geral de
controle dtimo ou otimizacao dindmica.

No Capitulo I & feita a apresentagac do problema,
bem como dos métodos de resolugao, aqui divididos em duas cate-
gorias:

a-) Métodos indiretos que buscam a decomposigdo do

‘problema original ou que somente se utilizam da separabilidade da
funcido objetivo. |

b-) MBtodos diretos que exploram a estrutura da ma-

triz de restricoes global.

No Capitule II s3o expostos tréds métodos pertencen-—
tes a categoria dos indiretos. Todos eles dependem de teoria e
técnicas provenientes da programagac matematica, aqui apresenta-
‘das de maneira sucinta antes de serem aplicadas aos problemas li-
neares dindmicos. As se¢oes desse capitulo pode ser 1lidas inde~
pendentemente.

No Capitulo III sdo descritos dois algoritmos ba-
seados no método Simplex e classificados como diretos. A princi-
pal caracteristica desses algoritmos estid na manipulag3o da base
global que & substituida por um conjunto de bases locais. O nime-
ro dessas bases & igual ao numero de periodos gque constituem o
horizonte de planejamento. O capitulo se encerra com uma analise

comparativa entre os dois algoritmos.
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CAPITULO I

PROGRAMACAQ LINEAR DINAMICA: APRISENTACAO
DO PROBLEMA E DOS METODOS DE RESOLUCAQ

I. 1/ INTRODUCAQO

Diversos sistemas fisicos e econdmicos s3o representados
matematicamente como sistemas lineares dindmicos a tempo discre-

to. Mesmo gquando a modelagem envolve tempo continuo, n3ac raro, é
permitida a discretizagao do mesmo.

Em geral, estamos interessados em agir na dinémicé do sis
tema através de uma excitagao ou controle, com a finalidade de
atingir algum objetivo ou satisfazer algum critério de maneira
otima. Procuramos pois, plahejar a evolugdo do sistema ao longo
de um certo horizonte de tempo, de modo a otimizar um eriterio
gque megca a qualidade das decisdes.

_ Estamos portanto, frente a um problema de otimizag3o di=-
" namica, onde a tomada de decisd3o & sequencial, isto &, em cada
periodo ou intervalo de tempo, adotamos a melhor decisdao de acor-
‘do com a fungdo objetivo, que serd considerada neste trabalho, 1i
near.

Sistemas lineares dindmicos com criterio ou fungao obje-
tivo linear sao considerados agui como problemas lineares dindmi-
cos. Varios sistemas dentro das areas de agricultura, energia,
recursos hidricos, transportes, producdao industrial, podem ser
modelados como problemas lineares dindmicos. Apenas como exemplo
citamos os trabalhos de Propoi [30] , Carter et al. [7], Swart et
al. [39] na area de agricultura, o trabalho de Marks e Cohon [23]
na area de recursos hidricos e o de Bellmore [2] na Area de trans
portes,

Uma vez obtida a representagdo matemdtica da  situagao
real, procura-se entdo desenvolver uma teoria associada com essa
representagdo e simultaneamente buscar métodos que resolvam ©
problema,
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Egse corpo de teori e métodes associados com  a reso-
lugao de problemas lineares dindmicos, constitue a Programagido Li
near Dindmica (P.L.D.). '

Segundo Propoi [29] e Belukhin [6] , a natureza dual da
P.L.D. exige que a sua tioria e métodos de resolugao estejam re-
lacionados com a programagao linear e com o controle otimo, visto
que nao & sd importante a determinagdo da solugdo Otima, mas tam-
bém a realizagao dessa solugao, o gue envolve, por exemplo, gues-
tSes como realimentagdo e estabilidade.

!

. No trabalho de Propoi e Krivonozhko [31] a teoria da
P.L.D. & apresentada sob os dois dngulos. Quando olhada sob o pon
to de vista da programag¢ao linear, a teoria da P.L.D. & uma mera
extensdo e quando olhada sob a Otica de controle Otimo, a sua

teoria & uma aplicacgdo do principio do maximo de Pontryagin para
sistemas lineares a tempo discreto,

0s métodos expostos neste trabalho s8o provenientes da
programagao matemdtica. Ndo dispomos em maos de técnicas de reso-
lugao para a P.L.D. baseados no principio do maximo., Mesmo assim
acreditamos que a formulagao da P.L.D. na se¢3o seguinte & ade-
quada para o tratamento por métodos da programagdo matemdtica que
explorem as suas peculiaridades,

Neste trabalho damos &nfase 3 busca da solugdo Otima.
‘Problemas de planejamento em geral se caracterizam por periodos
ou estdgios nao pequenos. Nesse caso & possivel corrigir a lei
6tima de controle para uma dada pérturbagéo, sem termos necessi-
‘dade de uma lei de controle que seja fungd3c do estado do
sistema.

I. 2 PFORMULACAO DO PROBLEMA

Adotamos a representacao de variavel de estado para des-
crever o sistema linear dindmico. Distinguimos pois, dois tipos
de variaveis:

- varidvels de estado que descrevem as condi¢des passa-

| das, presentes e futuras do sistema, ou o seu estado.

- wvariaveis de controle ou decisio que podem ser




especificadas diretamente. Essas variaveis influen-

ciam o sistema através das variaveis de estado.

Seja pois, um problema linear dindmico, referente a um
dado sistema , descrito por

a~) Equacoes de estado

X(E41) = A(E) x(t) + B(t) u(t)  =0...T-1  (2.1)
x(0) = © o | o (2.2)

onde’
x{t) € Rnr - vetor que define o estado do sistema no estagio t.

u(t) ¢ R" - vetor de controle no estagio t.

x(0) - vetor que representa as ‘condicdes iniciais conhe-
cldas.

T = horizonte de planejamento, considerado fixo.

A(t) e B(t) - matrizes conhecidas de dimensaoc (nxn) e (nxr)

As equagdes de estado (2.1) descrevem a evolugdo do sis-
tema ao longo do tempo para uma dada sequéncia de controles u{t).

b-) Restricoes

C(t) x(t) + D(t) ult) = £(t) (2.3)

tﬁo " . -T"'l

x(t+1) 30 , u(t) 30 (2.4)




onde

c(t) e D(t) =~ matrizes conhecidas de dimensao (mx n) e (mx r),
' mgr,

f(t) ¢ r® - yetor de recursos conhecido.

Como se pode notar de (2.3) e (2.4), distinguimos dois
tipos de restrigOes, isto &, restrigfes lineares qué acoplam va-
ridveis de estado e controle, e restrigdes individuais sobre as
variaveis.

¢~) Funcao objetivo

T-1 -
Jilx,u) = §  c(t+l) x(t+l) + d(t) u(t) (2.5)
t=0 :

onde
cl{t) e d{t) = sdo vetores (lxn) e (lxr) conhecidos.

O problema 1 da P.L.D, pode ser descritc da seguinte ma-

neira: encontre uma sequéncia de vetores de contreole u ={ u(0)...
Cvee u(T=1)} e uma trajetdria x ={ x(0)... x(T)} , satisfazendo as
. equagOes de estado (2.l) com condigoes iniciais (2.2), as  res-
trigoes (2.3) e (2.4), e tais que minimizem a fungdo objetivo
(2.5).

Diremos que a sequéncia u e a trajetdria x s3o factiveis
gquando satisfazem conjuntamente (2.1) a (2.4), e s3o Otimas quan
do minimizam (2.5) e sdao factiveis,

Outros problemas lineares dindmicos sd@o possiveis come
variantes do problema 1, podendo incluir atrasos distribuidos nas
variaveis de estado e controle, restri¢des lineares individuais
nas variaveis de estado e controle, restrigoes canalizadas nessas
mesmas variaveis e diferentes formas de fung@o objetivo.

tma formulagac matematica diferente & apresentada a




seguir; encontre vetores { x(1)... x{(T)} que minimizem

T .
T clt) x(t)
t=1
(2.6)
sujeito a A(l) x(1) = £{(1)
/ B(t-1) x(t-1) + A(t) x(t) = £(t) £=2,..T
x{(t) > 0 t=1,..T

A formulagao (2.6) & a extensdo para problemas dindmicos
da sua correspondente em programacac linear estidtica (um sO esti-
gio) . Nessa formulagao nao fazemos disting3o entre varidveis de
estado e controle.

A formulagao a ser escolhida depende do tipo de sistema
gue se esta descrevendo e da énfase ac aspecto de controle. Por
exemplo, alguns problemas de controle dtimo tais como tempo mini-
mo e combustivel minimo recaem naturalmente em variantes do pro=-
"blema 1. Neste trabalho adotamos a formulagido do problema 1 e ana
‘lisamos alguns métodos para sua resolugdo. A apresentagdo nessa
forma facilitara possiveis extenstes para problemas de controle
Stimo com fungldo objetive linear por partes.

Desde que as variadveis de estado sao restritas a ser nao
negativas, nio & possivel achar a lei Stima de controle indepen-
dentemente, para entdo atraves da equacdc de estado determinar a
correspondente trajetdria Otima. Caso as variaveis de estado fos~
sem livres, poderiamos entdo substitui-las em funcdo dos contro-
les e transformar o problema 1 somente nas variaveis u(t),
t=0...7T~1.

Sabemos da teoria de programagao linear que o minimo do
problema 1 corresponde a uma solugido basica. Ao montarmos a  ma-
triz de restrigdes global, notaremos a existéncia de {(r-m)T graus
de liberdade associados com as varidveis nao basicas, que por sua
vez incluem varidveis de estado e de controle,.




I. 2,1 O PROBLEMA 2 (DUAL)

Seja o Lagrangeano referente ao problema 1

L(x,u,p,A) = 1 clt+l) x(t+l) + d(t) u(t) +
( £=0 :

T-1
+ I p(e+D) [x(e+1) - A() x(8) - B(B) w(t)] +

=0

T-1 o
+ 20 ) [£(8) - cle) x(t) - DlE) ult)] (2.7)
. t= : .

onde

p(t+l) e A{t), t=0...T-1 sac os vetores multiplicadores de
dimensdo (lxn) e (lxm) , respectivamente,

Definimos a fungao dual como

Jz(p,l) = min L(x,u,p,A) =

x0,u20
g 5 |
= min I [ae) - pre+1) B(E) - a(v) Dev)]ulr) +
x20,u20 =0
T-1

+ {1 [P(t) + c(t) - p(e+l) ALE) - A(E) c(&)]x(t) +
t=

+ [etm + cm]xm - [p1) A0 + 2(0) c(®]x(0) +

T-1

v 1 M) £(8) (2.8)
t=0 .




e

0 minimo em {2.8) serad finito, se e somente se,

=~

d(t) - p(t+l) Bft) - A{t) D(t) 2 0 t=0...7T-1 (2.9)
p{t) + c{t) «~ p(t+l) A(t) - A(t) C(t) 20 - t=1...T-1 (2.10)
p(T) + c(T) 3 0  t=T (2.11)

Nessas condigOes a fungao dual assume a expressdo

| T-1
3,(p,) = - [?(1) A(0) + A(0) C(O)]x(ﬁ) + 1 A(e) £(v)
£=0

(2.12)

Podemos pols, enunciar o problema 2 ou dual, da seguinte

maneira: encontre uma sequéncia de vetores de controle duais
A = {A(T-1}... X(0)} e uma trajetoria dual p = {p{(T)... p(1)}, sa
tisfazendo (2.9) a (2.11), tais que minimizem a fun¢@o objetivo
(2.12) .

Citaremos frequentemente esse problema 2 no transcorrer
do CapItulo II. ' |

I. 3 METODOS DE RESOLUCAO

£ evidente que um problema linear dinfmico pode ser re-
solvido atraves da técnica consagrada do Simplex. No entanto, ao
se proceder dessa maneira, nao se leva em consideragéo.a estrutu-
ra particular desse problema. Além do mais, se o problema linear
34 & de grande porte para um periodo ou estigio, seri muito maior
quando o considerarmos dindmico, visto que o numero de variaveis

e restricoes pode ficar multiplicado pelo niimerc de estigios.

Existe pols a necessidade de se buscar novos métodos que
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explorem as peculiaridades dos problemas lineares dindmicos, vi-
sando com isso facilitar os aspectos computacionais relacionados
com a sua resolugdo. Um levantamento de varios métodos. e modelos
em Programagdo Linear Dindmica @ apresentado por Propoi[ZQ].

Seguindo a divisao proposta por Lasdon [21] . classifica-
remos os métodos descritos neste trabalho em duas categorias: me-
todos indiretos e diretos.

M2todos Indiretos

Sd3o apresentados e analisados trés métodos no Capitulo

II:
1-) Decomposigdo em Cascata
2~) Método dos Multiplicadores de Hestenes e Powell
aplicado a P.L.D,
3-) Método de Gradiente Projetado aplicado a P.L.D.
Nos métodos indiretos buscamos a decomposicac temporal
- do problema original, de forma a obter sub-problemas de um S0

estigio, sem levar em consideragao a estrutura particular da ma-
triz de restrigSes. O importante & explorar a separabilidade da
funcao objetivo (2.5). O objetivo nesse tipo de abordagem & obter
sub-problemas menores e independentes, cuja resolucao e mais
facil. Desde que esses sub-problemas correspondem a sub-sistemas
que interagem, nio podemos tomar a solucao individual de cada um
déles como sendo a solugao global. Existe pois a necessidade  de
 .um problema mestre colocado em um segqundo nivel, com a finalidade
de coordenar as agoes dos sub-problemas localizados no primeiro
nivel.

MESTRE

Figura 2.1




A Fiqura 2.1 mostra o exemplo de uma estrutura a  dois
niveis tendo sub-problemas de um sd estidgio colocados no primeiro
nivel e o problema mestre no segundo nivel. As flechas indicam a
troca de iﬁformagées entre os dois niveis. A disposigao mostrada
na Figura 2.1 e tipica do metodo dos Multiplicadores de Hestenes
e Powell aplicado aP,L.D.

Nem todos métodos, porém, permitem uma decomposicido tem-
poral com sub-problemas independentes. O método Decomposicac em

Cascata & um exemplo tipico, em que todos os sub-problemas inte-
ragem e a estrutura obtida & multinivel, com um sub-problema para
cada nivel.

No método do Gradiente Projetado nao ha uma decomposigao
do problema original da P.L.D. {(problema 1}, mas sim uma decompo-

sicdo para achar diregoes factiveis dentro do sub-espago das res-

tricoes ativas, ao mesmo tempo em que se explora a separabilidade
da fungado objetivo.

Belukhin [6] sugere um método que pode ser enquadrado
nessa classe de indiretos. Em seu método uma certa trajetdria
factivel & fixada, procurando-se entdc a diregao factivel que pro
voque o maior decréscimo na fungao cbjetivo. Essa direcao & obti-
da a partir da resolugao de T sub-problemas independentes e coor-
denados por um orgac no nivel superior que apenas atualiza a tra-
- jetdOria. Uma vez calculada a trajetOria Otima, determina-se entdo
o controle factivel que gera essa trajetdria.

Algoritmos que se baseiam no principioc de decomposigao,
envolvem sub-programas computacionais de mais facil realizagio e
um uso pequeno de memdria rapida. A dificuldade mais evidente
esti no nimero de vezes que se visita o primeiro nivel, pois cada
vez que isso ocorre, devemos resclver todos os sub-problemas.

As segdes do Capitulo II, envolvendo os trds mdtodos, s3o
estanques e podem ser lidas independentemente.

Métodos Diretos

Sac descritos e comparados dois métodos no Capitulo III:

1~) Metodo Simplex Dindmicc de  Krivonozhko-Chebotarev-
Propoi

2-) Método Simplex Dindmico de Wollmer.
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Nos métodos diretos procura-se adaptar um algoritmo  ja
existente, levando-se em consideragdo a estrutura do proklema.
Os dois meétodos apresentados constituem uma aplicagdo dessa
idéia, desde que sao baseados no poderoso algoritmo do Simplex ,
a0 mesmo tempo em que exploram a estrutura escada da matriz de
restrigc'ies do problema 1. A Figura 2.2 gue se segue ilustra a ma-
triz com caracteristica escada e as dimensdes envolvidas,

i’ — r n - e & 4 & oo s e se be s bees s n r n
m | D(O) 7
n B(0) -1
< | c{l) D(1)
* A{l) B(1) -1

A = - . .
m c(T-1) D{T-1)
-1

n A(T-1) B(T~1)
Figura 2.2

Krivonozhko e Chebotarev [19] sugerem um algoritmo  que
pode ser enquadrado na categoria dos diretos e que se baseia em
um método de penalizagdo finito proposto por Chebotarev [8] para
programagdo linear. O algoritmo em [19] apoia-se na decomposigio
da matri.z AA', necessaria ao método, no produto LDL', onde

L = matriz triangular inferior
D = matriz diagonal

L = matriz triangular superior

No entanto, ©s autores nao explicam claramente uma ques-

t3o relacionada com a nao singularidade de uma matriz envolvendo
'
AA .
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Métodos diretos aparecem frequentemente em problemas 1li-
neares, procurando sempre tirar provelto da forma especial da ma-
triz de restrigdes global. O objetivo & sempre fazer operagoes
que envolvam sub-matrizes, para se economizar memdria e tempo de

computacgao.

O intuito deste trabalho nao & varrer a drea de Progra-
magae Linear Dindmica, mas sim dar inicio a pesquisas numa Area
muito importante relacionada com a otimizacao dindmica.

; Procuramos também, atraves de uma forma sucinta chamar a
atengao para o método dos multiplicadores de Hestenes e Powell e
relaciona-lo com a téoria de dualidade. Queremos ressaltar que
esse método & bem geral e pode ser aplicado a problemas de pro-
gramagao nao linear, bem como a problemas de controle Gtimo  que

envolvem sistemas nao lineares.

_ 0s métodos aqui analisados e 3s vezes simplesmente cita-
dos, constituem apenas uma parcela do levantamento feito por
Propoi [29]. Seria impossivel expor de maneira critica todos os
trabalhos na area da P.L.D., de uma sO® vez. Além disso, nao dis-
pOmbs de muitos artigos da literatura russa citados em[29]. Expe~
riéncias computacionais serio necessirias para comprovar-se de
modo pratico as virtudes e os defeitoé apontados nos métodos.




caAPITULO IIT

MATODOS DE DECOMPOSICAO E COORDENACAO
APLICADOS A PROGRAMACAO LINEAR DINAMICA

- II. 1 INTRODUGEO

i

O primeiro método a ser exposto na segao 2 & aqui deno-
minado por "decomposigao em cascata" e foi proposto por Glassey
[12, 13] com o titulo de "nested decomposition”., Veremos que a

decomposigao realizada & algo diferente do usual, no sentido de
que o5 sub~problemas obtidos ndo sdo independentes e nem estdo em
um mesmo nivel, Na realidade cada sub-problema situa-se em um
nivel, resultando numa estrutura multinivel, com tantos niveis
guantos forem os estagios da P.L.D. Pode~se dizer que a decompo-
sicdo em cascata consegue realizar dois objetivos simultaneamen-
te, isto €, obter uma decomposigdo temporal, onde cada  sub-pro-
blema & um problema linear estatico, e explorar a estrutura esca-
da da matriz de restrigdes. O método & finito e primal,

Na segdo 3 fazemos a aplicagdo do método dos multiplica-
‘dores de Hestenes [15] & P.L.D., O método dos multiplicadores se
baseia em um Lagrangeano aumentado ou penalizado. Ao montarmos
esse Lagrangeano para a P.L.D., iremos buscar a sua decomposigao
temporal. Nesse tipo de método nao se da importancia para a estru
tura escada da matriz de restrigdes. Os sub-problemas obtidos sdo
independentes e situam-se num mesmo nivel, O método & do tipo
dual e nd3c ha necessidade de uma solucao factivel de partida.

0 método apresentado na seg@o 4 baseia-se na técnica de
projegio de gradiente sobre as restrigOes ativas. 0 método nao
realiza decomposicdao em sub-problemas nem tao pouco explora a
estrutura escada. Apoia~se simplesmente na separabilidade tempo-
ral da fungao objetivo e se classifica como iterativo e primal,
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IX. 2 DECOMPOSICAQ EM CASCATA

0 método baseia-se no principio de  decomposicdo de
bantzig - Wolfe [21] . Esse principio & aplicado ao estdgio T-1
gque passa a agir como problema mestre para os outros estagios,
considerados entao, como um Unice sub~-problema. A seguir, o mesmo
principio & aplicado ao estdgio T-2 que passa a se comportar
como um Sub-~problema para o estdgio T-1 e como problema mestre
para os estigios seguintes. Prosseguindo dessa maneira, obtemos
uma "decomposigao em cascata", na medida em que cada estdgio se
comporta como problema mestre para os estdgios seguintes e como
sub-problema para os precedentes. O nome decomposigao em cascata

provém dessa aplicagao sucessiva do principio'dé Dantzig - Wolfe.

A estrutura do problema linear multi-estdgios de Glassey
[13]permitiu-lhe associar o problema mestre ao primeiro estagio.
No trabalho aqui exposto associaremos o problema mestre ao Ultimo
estagio e veremos que essa inversaoc nao altera quaisquer caracte-
risticas do método. Essa mesma inversdo também & verificada no
trabalho de Ho e Manne [16] , onde os autores proptem o metodo
baseado nos mesmos principios de Glassey e apresentam resultados
computacionais que ser3o discutidos na sub-segao 2.5.

Krivonozhko [20] aplica a metodologia da decomposigdo em
cascata a um problema de P,L.D. com variaveis de estado livres,
isto &, podendo assumir valores positivos e negativos, e funcao
‘objetivo contendo um inico termo envolvendo somente o estado fi-
nal,

Tamura [41] estende a aplicagao da decomposigao em cas-
cata para problemas de P.L.D. envolvendo equacdo linear a dife~
rengas de ordem superior, isto &, uma equagao de estado onde ocor
rem atrasos distribuidos nas variaveis de estado e controle,

0'Neill [25] usa os mesmos principios para resolver problemas di-

nimicos discretos com fungdo objetivo e restrigdes convexas.
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II. 2.1 A ESTRUTURA ESCADA E A DECOMPOSIC&O DE DANTZIG - WOLFE

¢

‘ Segundo Lasdon [21] , a decomposigac de Dantzig - Wolfe
é eficiente quando trata problemas com estrutura bloco angular,
isto €, um ou mais blocos matriciais ligados por uma equagao de
acoplamento. A Figura 2.1 ilustra a estrutura bloco angular com
p blocos. |

Al Az & 8 & & & 8 &8 e AP
B
1
B,
A= .
B

Figura 2.1

Ao se aplicar o principio de Dantzig - Wolfe & matriz A,
obtdm-se um problema mestre em um nivel superior coordenando P
sub-problemas independentes situados em um Onico nivel inferior.

Consideremos agora a estrutura escada invertida mostrada
‘na Figura 2.2 . Note que existem virias equagdes de estado que
acoplam dois vetores de estado por vez, o que & diferente da es-
trutura bloco angular, onde uma tnica equagdo acopla p vetores.,
0 fato de existir varias equagoes acoplantes, sugere a aplicagao
do principio de Dantzig — Wolfe tantas vezes quantas equagoes de
estado existirem (no caso T). Através dessa explicagdo, nota-se
que a extensdo de Tamura [41] & imediata, pois sua equagdo a di-
ferengas possul varios vetores de estado e controle acoplados em
cada equagao, 0 que & perfeltamente factivel para o principio de
Dantzig - Wolfe,
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Sejas(t), t =0.,.. T-2, o conjunto de vetores X{(1).....
- x(t+l), u(0).... u(t), que satisfazem as equagSes de estado e
restrigdes abaixo.

x{T+1) = A(1) x(1) + B(1) u(1)

C(t) x(1) + D(t) ulr) = £{1) 1=0,..t (2.1)

x{t+l) > 0 ’ u(t) 2 0

Vamos considerar que esse conjunto seja limitado. Por-
tanto, ha um numero de pontos extremos finitos em S(t), t=0...T-1,
Caso S(t) seja ilimitado ha necessidade de se considerar ralos

extremos [21] .

Associemnos o problema mestre ao estagio T-1, que com-
preende as varidveis x(T) e u(T-1). Podemos pois reescrever o

problema 1 da P.L.D. como

min y(T-1) = c(T}) x(T) + 4d(T-1l) u(T-1) + h(T~2)

s.a  x(T) = A(T-1) x(T-1) + B(T-1) u(T-1) (2.2)

c(T~1) x(T=-1) + D(T-1} u(T-1) = £(7-1)

x(T) >0 , x(T-1) >0 , u(T-1) 3 0

onde
T2
h(T-2) = min § c(t+l) x(t+1) + d{t) u(t)
=0 .

s.a (2.1) , t =0,,. T-2

o seda zh(T-2) = (xb(1),... xM(r-1), wi(o)... ul(T-2)) um
ponto extremo do conjunto S$(T-2). Podemos pols, descrever qual-
quer ponto nesse conjunto como combinagao convexa desses pontos
extremos. Ao procedermos assim, podemos reescrever (2.2) como
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_ e (T-2)
min y(T-1) = c(T) x(T) + &(T-1) u(T-1) + } a, (T-1) g, (T~1)
i=1
e({T-2) s
s.a a-) x(T) = ] v (T-1) a,(T-1) + B(T-1) u(T-1)
i=1
e(T-2) '
b-) ] w(T-1) a, (T-1) + D(T-1) u(T-1) = £(T-1) (2.3)
i=1
e(T-2) _
c=) I ay(r-1l) =1
i=1

x(T) >0 , u(r-1}20 |, a; (T-1) > 0

onde
' T2 = i i
g (T-1) = ] c(t+l) x (t+l) + d(t) u ()
£=0
_vi(T—l) = A(T-1) x;(Twl)
wi(T-1) = c(T-1) x*(T-1)

e(T~2) - numero de pontos extremos de S(T-2).

_ Os pontos 2t (r-2) sdo gerados atraves do problema a ser
definido abaixo. O c¢ritérioc para entrada de uma variavel a; (T-1)
na base do problema mestre (2.3) &:

g; (T-1) = p(T) v (T-1) - A(T-1) w'(T-1) - o(T-1) < O

onde p(T}, A{T-1l) e 0(T~1), s3dao os multiplicadores associados com
(2.3&,'b, ¢}, respectivamente, Sequindo o procedimento de Dantzig-
Wolfe, vamos definir um sub-problema que gere os pontos zi(T—Z) e
que indique a possibilidade da entrada de uma variivel ai(Tw2) na
base de (2.3).
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[~p(T) A(T-1) - A(T-1) C(T-1)] x(T~1} =+

T=2
+ ) c(t+l) x(t+l) + d(t) u(t)
+=(}

S.4d (2ll) i t = O-oo T""'Z

Nota-se que esse sub-problema tem um estigio a menos.

Aplicando novamente o principio de Dantzig - Wolfe,

mos definir um problema mestre para o estdgio T-2.

Ve

min  [e(T-1) - p(T) A(T-1) - M(1-1) c(T-D] =(1-1) +

onde

seja zt(1-3) = (x*(1)... F(r-2), Wtioy... oFir-3n,

+ d(T-2) u(r-2) + h(T-3)

x(T-1) = A(T-2) x(T-2) + B(T-2) u(T-2)

C{T-2) x(T-2) + D(T=2) u(T-2) = £(T-2)

%(T-1) 3 0 , x(T-2) >0 , wul(T-2) > 0

T-3
h(T-3) = min § c(t+l) x(t+l) + d(t) u(t)
_ t=0

S.a (2.1) ’ t=20,.. T-3

(2.4)

- am

ponto extremo de S(T-3). De maneira a andloga a (2.3) podemos re-
escrever (2.4) como

min y(T-2) = [e(T-1) - p(T) A(T~1) - A{T~1l) C(T=-1)]x{(T-1) +

e{T-3)

+ d(T-2) u(T-2) + ] @, (T-2) g, (T-2)

i=1
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- e(1-3)

s.a x(T-1) = } @7 (T-2) &, (T=2) + B(T=2) u(T-2)
1= i
' | . (2.5}
e(T-3) i
I wi(T-2) o (T-2) + D(T-2) u(T-2) = £(T-2)
1=1 j |
! e(T-3)
| 1 og(r-2) =1
: i=1

x(T-1) >0 , u(T-2) >0 , o (T-2) 20

onde
7-3 L .
gy (T=2) = ] clt+l) x (t+1) + d(t) u (¢)
£=0
vir-2) = a(r-2) x%(T-2)
wh(T-2) = c(T-2) x*(r-2)

e(T-3) - nimero de pontos extremos de S({T-3).

0 problema (2.5) se comporta como sub-problema para o
mestre (2.3) e como problema mestre para os estigios T-3...0. Dbal
definirmos {2.5) como o sub-problema mestre T-2,

" De um modo geral o sub~problema mestre t &:

min y(t) = [c(t+l) - p(t+2) A(E+1) - A(t+1) C(t+1)] x(t+l) +

e(t~1)
+ d(t) u(t) + 3} a, (t) g, (t)
i=1
e(t-1) i
s.a x(t+1) = ] vi(t) a () + B(t) u(t) (2.6)

i=1



onde

~20=-

e(t—-l)i
I wi(t) o (t) + D(t) ult) = £(t)

x(t+l) 20, ult) >0 -, ag(t) 20

=1 ;
g;(t) = ] c(r+1) x (1+1) + d(1) u (1)
=0
Vi) = a
wh(t) = c(t) xt(t)

e(t~l) - numero de pontos zi(t-l), extremos de S(t~1l).
-1 = Hn,... e, ol otien

O sub-problema zero & considerado aqui como o inico

sub-problema real no sentido da decomposigdo de Dantzig - Wolfe e

pode ser escrito como

min y(0) = [c(l) ~ p(2) A(L) - A(1) C(1)]x(1) + d(0)u(0)

s.a x(1) = A(0) x(0) + B(0) u(0)

C(0) x(0) + D(Q) u(0) = £(0) | (2.7)
x{1) >0 , u(0) >0

A Figura 2.3 mostra a estrutura com T niveis e um

sub-problema para cada nivel,
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T-1

p{T), A(T~1) l ] x(T-1), g{(T-1)

- ) -
. .

- L)

| ]
t+1
plt+2), A(t+l) x(t+1), g(t+l)
t
3
p{t+l), A(t) x{(t), g(t)
t~1
v
p(2), A(1) l I x{(1), g{(l)
Q
Figura 2.3

A figura também mostra toda a troca de informagoes entre
os diversos niveis. Assim, uma vez obtida a solugd3oc Otima para o
sub~problema t, este envia uma informagao para cada nivel adja-
cente. Para o sub-problema t+l & enviada a solugdo otima  x{t+l)
visando gerar uma nova coluna. O escalar g(t+l) representa o coe-
ficiente da variavel a(t+l) associada com essa nova coluna a
entrar na base do submpioblema t+l, Para o sub-problema t-1 so
enviados os multiplicadores p(t+l) e A{t) associados com a so-
lugaoc otima e que irao modificar a sua fungdo objetivo.

O problema mestre fol associado ac estdgio T-1, devido a
formulagio do problema 1 da P.L.D. com condigdes iniciais  x{(0)
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conhecidas.

Consideremos agora as condigaesfdé otimalidade para o
sub-problema t (2.6), aqui divididas em condigoes locais e con-
digao de conexao.

Condicoes locais

p{t+l) + c(t+l) - p(t+2) A(t+l) - A{t+l) C(t+l) 2 O

t":O .o .'I'-Z
p{(T) + c(T) 2 0 t=T-1 (2.8)
d(t) - p(t+l) B(t) -~ A(t) D(t) = 0 t=0,..7-1

onde

p(t+l) e A{t) sao os multiplicadores associados com a solugdo
otima do sub-problema t.

Condic3o de conexao

, - Essa condigdo é verificada através do sub-problema t-1,
de modo analogo ao métode de Dantzig - Wolfe, isto é&:

y(t-1) - o(t) > 0 t=l,..T-1 . {2.9)
onde
y{t-1) & o valor Otimo da fungido objetivo do sub-problema t-1.

ag(t) € o multiplicador 6timo associado com as res-
trigoes de convexidade do sub-problema t.

como ndo poderia deixar de ser, as condi¢es de otimali-

dade locais {2.8) correspondem a& factibilidade do problema 2 da
P.L.D. (ver Cap. I). Esse fato sera usado adiante para o calculo
da fungao dual e comparagao com © valor da fung¢do primal, forne~.
cendo assim o critério de parada para o m@todo. A condigdo de co-
nexao (2.9), assim denominado, pois representa a condigaoc que
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liga o sub-problema t ao subsequente t-1, indica que a coluna ge~
rada pelo sub-problema t-1 ndo ird melhorar a fungao objetivo do
sub-problema t.

'II. 2.2 ESTRATEGIA DE SOLUCAO

E evidente que os sub-problemas n3o operam com todos os
pontos extremos, isto &, eles sdo gerados enquanto a condigac de
conexdo (2.9) nio se verificar. Por essa razio & comum asso-
ciar-se ao estagio T~1l, o nome de problema mestre restrito e aos
estagios T-2,..1, 0 nome de sub-problemas mestres restritos.

Um ciclo nesse algoritmo corresponde & resolugao sequen-

cial dos sub-problemas desde o estagio T-1 até o estigio 0. A es-
tratégia de solugao aqui abordada consiste pois, em resolver to-
dos os sub-problemas nessa ordem decrescente de tempo.

Suponhamos que o sub-problema t va ser otimizado no ci-
clo k. Em geral, teremos mails uma atividade nesse  sub-problema
com coeficiente escalar gkml(t) e mais uma coluna {vk—%t),wkgg))ﬂ
resultantes das informagoes enviadas pelo sub-problema t-1 duran-
te o ciclo k-1. O sub-problema t a sef resolvido nesse ciclo k &,
portanto

mn  y(t) = [clt+l) - p (t+2) A(t+D)

= Ay (E+1) ClE+1) ] x(t4+1) +
k=1 -
+ d(t) ult) + } ai(t) g, (t)
i=0
k-1 i
s.a x(t+l) = ] v (t) a,(t) + B(t) ult)
i=0
(2.10)
k-1 i
I wi(t) a (t) + D(t) ult) = £(t)
i=0
k-1
I a(t) =1
i=0

x(t+1) > 0, u(t) 30 , a () >0
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onde

pk(t+2) e lk(t+l) Sac 0S8 Novos mﬁltiplicadores enviados pelo
sub=-problema t+l.

Sejam xk(t+l), uk(t) e ak(t) as solugoes Otimas  desse
sub~problema, ondequ(t) é um vetor kx1l . Associado com solugao
do sub-problema t, temos os multiplicadores otimos Py (£+1) e
lk(t), que sao enviados ao sub-problema t-1, modificando sua fun-~
gao objetivo.

f

Resolvemos assim, sequencialmente, todos os sub-proble-
mas desde o estidgio T-1 até o estidgio zero. Podemos agora calcu-
lar recorrentemente, o coeficiente da nova varidvel uk(t) a entrar

na base dos sub-problemas t, t=l...T-1, através das expressoes

fl

g (1) = c(L) ¥ (W) + a0 u*(0)

(2.11)
k k k""'l
c(t) x (t) + d(t-1) u (t-1) + } a, (t-1) g, (£-1)
' i=0

#

gk(t)

t=2- . -T—l

Calculamos tamb&m a nova coluna correspondente & varia-
vel ak(t)'através das expressodes

A(t) x°(8)

i

vk(t}

t=1l.,.T-1 (2.12)

wE(e) = crt) x5 (k)

O sub-problema t fard proposta de nova coluna ao sub-pro
blema t+l1l, somente guando

ylt) - Ok(t+l) < 0 t=r-2,..0 (2.13)

onde ¥(t) & o valor S6timo da funcgao objetivo com os noves multi-
plicadores pk(t+2) e lk(t+l). Analcgamente ok(t+l) e ¢ nove mul-
tiplicador referente as restrigoes de convexidade do sub-problema
t+l, '

A resolugdo dos sub-problemas & feita através do simplex
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revisado. O problema mestre associado ao estidgio T~1 & resolvido
com um unico pivoteamento como no método de Dantzig-Wolfe. To~
dos os outros sub-problemas sofrerdo varios pivoteamentos até a
obtengdo da solugdo, desde que a fungdo objetivo dos mesmos foi
alterada pelos novos multiplicadores, Em qualquer desses casos
partimos da base Otima do ciclo anterior, que & adotada como base
factivel para o nove ciclo. '

Mostremos gue O processo de ciclos descrito anteriormen-
te & finito, ‘

i

Teorema 2.1,

0 algoritmo decomposigao em cascata termina em um nimero
finito de ciclos,

Prova

7 Para um nimero de estagqgios igual a dois, dispomos da es-
trutura tipica de Dantzig - Wolfe com um problema mestre e um
sub-problema, Portanto, ao éplicarmos o algoritmo de Dantzig -
Wolfe, obtemos a solugdao em um nimero finito de ciclos.

Supdnhamcs gque o algoritmo séja finito para os estagios
m-2,..0, A introdugao de cada coluna no problema mestre associado
- a0 estl@gio T-1 fard com que a sua fungao objetivo sempre decrescga
{lexicograficamente se for preciso). A expressao (2.13) impede a
‘duplicagao de colunas jad existentes e portanto nenhuma base pode
reaparecer, Além do mais, a suposic@c de que o algoritmo & finito
para os estagios T-2,..0, implica que o nimero de bases para o
estagio T-1 & finito.

Mostramos pois que, se o algoritmo & finito para os estd
gios T-2...0, ele também o &, para os estdgios T-1...0. Resta mos
trar que o estdgio T-l1 espera um nimero finito de ciclos até re-
ceber um nova coluna., Isto decorre do fato de que quando 0 esta-
glo T-1 fixa os multiplicadores p(T) e A{t-1l), o algoritmo, pela

hipdtese indutiva, & resolvido em um numero finito de ciclos.

Vimos através das expressdes (2.8) que ao resolvermos um
sub~problema, as condi¢oOes de otimalidade sd3o tais que fornecem

multiplicadores p(t+l) e A(t} factiveis para o problema 2 da
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P.L.D. Portanto, a vantagem de se resolver o problema sequen-
cialmente desde o estadgio T-1 até o estdgio zero, & obtermos ao
fim do ciclo k uma solugao dual factivel com correspondente fun=-
g3 objetivo dada por

T-1
Ip(h 0 By) = =[p (1) A0) + 2, (0) c(0)]x(0) + Lo £

Como a fungao dual ndo cresce monotonicamente, tomamos
ao f£fim do ciclo k o valor

LI = max Jz(li, pi) ; i=l...k o (2.;4)

onde LI & um limitante inferior para a fungao primal. Se ao fim
desse ciclo k obtivermos

LI » y(T-1) - € | (2.15)

| para um valor de € pequeno, O algoritmo termina.

Esquema geral do algoritmo

1-) Supondo existente uma solugdo basica factivel
o o
(x7(t+1), u (t))}, faga

go(l) = c(1) x°(1) + d(0) u°(0)

9o (k) = c(t) x7(t) + a(t-1) u(t-1) + g, (t=1)-
t=2,..7-1
vO(t) = are) x°(¢)
t=1,..7-1
wWOt) = c(r) Pt

2-) Inicie o cliclo k=1, resolvendo sequenclalmente 08
sub~problemas T-1,..0 e calcule




Al(t} ": Yl(t} - Ul;t} ‘ “ tzT"'Zﬁch

3;) Calcule ¢ iLimitante inferior LI ‘:i.14; com o8 wulti=~
plicadores Otimos obtidos através da resolugao dos sub=-problsmas.
Se o critério de parada (2.15) ndo for ubedecido, va para 4-).

4-) Introduza nova coluna (2,12} nos sub-problemas t+l,
para os quais Ak(t{pgwot_Calcule os coeficiente das novas va-
ridveis através de (2.11),. '

S-) Inicie o ciclo k+1, resolvendo sequencialmente oS
sub-problemas t+l, 1...0 , ondeté o maior indice temporal para
o qual Ak(T) < 0, e calcule :

‘Faga k = k+1 e volte para 3-)

Tanto Glassey como Ho&e Manne nd3o deixam bem claro a
introdugao de colunas nessa estratégia de solugdo. Assim &  que
Ho e Manne dizem para iniciar cada ciclo pelo sub-problema T-1,
ao passo de Glassey sugere o inicio do ciclo pelo primeiro sub-
problema T ndo otimo (como no esquema anterior).

Sﬁponha gque durante a resoluqéo de um éiclo, o 'sub«pro“
blema T-2 gere um ponto tal que a condigéo (2.9) se verifique.
Nao adianta pois introduzir a coluna asséciada Com esse ponto,
pois ndo melhoraremos a funcdo objetivo do problema mestre T-1.
Pode ser, no entanto, que no ciclo seguinte essa coluna passe a
ser util para o problema T-l1 e nesse caso deveriamos introduzir
duas colunas nesse problema, supondo que as duas sejam iteis, no
sentido de melhorar a fungdo objetivo. Com isso evitamos desper-
digar informagdo para o problema T-l. A mesma discussac vale para
0s outros sub-problemas,

Outrc critério de parada adotado por Ho e Manne [16]
estd relacionado com o nimero de colunas geradas. Assim, nas expe
riéncias computacionais relatadas pelos autores esse nlmero foi
limitado previamente, visando com i3s0 ndao ultrapassar uma certa
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dinensdo para as matrizes V{t) e W(t) compostas das colunas gera-
das vl(t) e wi(t} e também limitar o tempo de computacgao.

£ possivel utilizar o prdprio algoritmo decomposicac em
cascata durante a resolucao da fase I, realizada com o intuito de
se obter uma solugdo basica factivel se a mesma existir, Para

isso basta considerar o problema abaixo.

T~1 _
, min } &(t+l) + 8(t)
‘ t=0

s.a =-x({t+1l) + A(t) x(t) + B{t) u(t) + &(t+l) = 0

C(t) x(t) + D(t) ult) + 8(t) = £(t)
x(t+l) 30 , uf{t) 20 , §(t+1)»0, 6(t) 2 0

onde 6(t+l) e 8(t) sido variaveis artificiais.

Apiicamos entdo, a mesma metodologia exposta na sub-se-
gdo 2.1, com a finalidade de se cbter sub-problemas de um sO esta
gio, Uma vez obtida a decomposigac em cascata e desde que uma so-
lugdo basica factivel & disponivel para o prdblema acima, o algo-
ritmo pode partir.

Tanto Glassey, como Ho e Manne, apresentam o método do M
grande para resolver a fase I, o que & equivalente a resolugao do
problema acima.

IX. 2.3 RECUPERACAO DA SOLUCKO OTIMA

Apbs termos passado pelo critério de parada, dispomos
de solugoes x(t+l), u(t), t=0...T-l, fornecidas pelos sub-pro-
blemas no dltimo ciclo e que sao pontos extremos dos conjuntos
§(t), t=0...T-1l. Como no método de Dantzig ~ Wolfe, esses pontos
nio sao, em geral, solucao do problema original, pois o© ponto
extremo solu¢@o ndo precisa ter componentes que sejam pontos ex-
tremos dos sub-problemas. Devemos pois, ponderar todas as SO~

lugbes dos ciclos anteriores com os pesos o, (t),




Um ponto da sub-segao anterior deve ser ressaltado. De
acordo com o item 5 do esquema geral os su.-problemas T-1,..T+2
ndo sdo alterados nesse ciclo. Portanto, em geral, o nimero de
pontos gerédos por esses sub-problemas & menor que o nimero de
ciclos. Para simplificar a apresentacao que se segue, vamos Supor
gue todos os sub-problemas tenham gerado pontos extremos em todos
‘0s ciclos até o ciclo k onde o critério de parada foi satisfeito,
ou onde o numero miaximo de colunas estipulado foi alcangado.

Sejam as matrizes

X(t+l) z:[xp(t+1), xl(t+l)....xk?%+1)] nxk
1 k-1

o) = [0, u (.. (8) ] rxk

ae) = [obqw) , af(®)......cdf) ] kxk

onde

_xj(t+1) e uj(t) sao as soluqaes fornecidas pelo sub-problema
't durante o ciclo j.

ad(t) = (ag(t).... ag_l)'. As componentes de ad (&) corxespon
dem aos pesos colocados no ciclo j pelo sub-problema t as so-

- lugOes enviadas pelo sub-problema t-1 nos ciclos anteriores. A

-

matriz H(t) e triangular superior.

Teorema 2.2

Formemos os vetores r(t), s(t) e y(t) ndo negativos atra

vés das seguintes expressoes recorrentes

£(m = (1) : s(T-1) = u(r-1) ; Y(T-1) = o (T-1) (2.16)
k-1

r(t) = ] x (t) v (t) = X(t) v () t=T-1,..1 (2.17)
i=0 :
k-1 N

s(t) = ] u'(t) v (t+l) = U(t) Y(t+l)  t=T-2...0 (2.18)

1=0
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K
Y(t) = } ai{t) Yial(t+l) = H(t) y/t+l) =
121
= H(t) H(t+l).... H(T-2) & (T-1) £=T-2...0

(2.19)

Os vetores r(t) e s(t) assim formados constituem uma so-
lugdo factivel para o problema original com valor de funcg@ao obje-
tivo y(T-1), ou seija ‘

a-) r(t+l) = A{t) r{t) + B(t) s{t)

b-) C(t) r(t) + D(t) s(t) = £(t) | (2.20)
T-1
c-) ] c(t+l) r(t+l) + dlt) s(t) = y(T-1)
t=0
Prova _
k-1

a-) Mostremos  que Ioyge) =1
i=0

Seja o vetor e = (1,1...1), 1xk . De (2.1%9)e(2.16)
vem

k-1

I vy(6) = ev(t) = eH(t) Y(t+l) = eV (t+l).... = ea(T-1) =1
i=0 :

b~) Mostremos que as restrigdes do sub-problema zero sao

satisfeitas, Seja o par (xi(l), ui

Entao

(0)) um ponto extremo de S5(0).

(1) - B0y ut(o) = A(0) x(0)

pds-multiplicando por vi(l) e somando em i, temos

k=1 _ k-1
(x} (1) - B(0) wt(0)) I v (1) =A@ x(0) [ vy, (1) =A(0) x(0)
1=0 1=0
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ou

X(1) y(1) - B(0) u(0) y(1) = r(l) - B(0) s(0) = A(0) x(0)

De modo anilogo

D(0) ut(0) = £(0) -C(0) x(0)

- D(0) U(0) Y(1) = D(0) s(0) = £(0) - C(0) x(0)

c-)} Mostremos que as restrigoes do problema mestre T-1
sa0 satisfeitas ao definirmos <r(T), r{T-1}) e s{T-1l) como am

(2.16) e (2.17).

A(T-1) r(T-1) + B(T-1) s(T-1) = A(T-1) X(T-1) o®(T-1) =+

+ B(T~1) u(T-1) = Vv (T-1) ak('l‘-rl) + B(T-1) u(T~l) = r(T) = xk(T)

De modo andlogo mostra-se que a outra restrigio desse

estdgio & satisfeita.

d-) Mostremos que as restrigles do sub-problema t sao
satisfeitas ao adotarmos as definigdes (2.17) a (2.19). Seja o
par (xi(t+l), ui(t)), um ponto solugdo de (2.6). Portanto

T (t+1) = v(£) ol (t) + B(t) ul(t)

PSs-multiplicando pelos pesos v (t+l) e somando em i, temos

k-1 ' k

Ioxb(er) vy (el) = vy §oat(e) vy (D) 4
1=0 1=1
k=l
+ B(t) ] ut(t) v, (t+l)
1=0 )

ou

X(t+1) y(t+l) = V(t) H(E) y(t+l) + B(t) U(E) y(t+l)
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r(t+l) = A(t) X(t) H{t) yv{t+l) + B{t) s(t) =

= A(t) X(t) v(t) + B(t) s(t) = At} r(t) + B(t) s(t)

De modo andlogo mostra-se que a outra restrigao & satis-
feita. '

e~) Mostremos que a expressao {2.20c) e valida.

T-1 | X K
I c(t+l) r(t+l) + d(t) s(t) = c(T) X (T) + d(T-1) u (T-1) +
t=0 :
T-2 K
+ ] c(t+l) r(t+l) + d(t) s(t) =c(T) x (T) +

t=0
. T2
+ d(T-1) u (T-1) + ] c{t+l) X(t+l) y(t+l) +
)
k k
+ d(t) U(t) v(t+l) = c(T) x (T) + 4(T-1) u (¥-1) +

T-2 ‘
+ ) Ec(t+1) X{t+l) + d(t) U(t)]H(t+l)... H(T~2) dk(Tml)
t=0 ‘

(2.21)

~ Consideremos, a partir de (2.11), a expressd3o para o©
vetor g(T-1)

g(T-1) = c(T~1) X(T-1l) + 4(T-2) U(T-2) + g(T-2) H(T~2) =
= c(T-1) X(T-1) + d(T-2) U(T-2) +

[c(T-2) X(T-2) + d(T-3) U(T-3) + g(T-3) H(T-3)]H(T-2) =

+

c{T-1) X{(T-1) + d(T=-2) U{(T-2) +

+

[c(T-2) x(T-2) + d{(T-3) U(T-3)]H(T-2) +

-+

[c(T-3) X(T-3) + a(T-4) U(T~4)]H(T-3) H(T-2) + ...... +
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+ e x@) +a@) vW]uER) BE) ..., HT-2) +

+ g(1) H{(1) H(2) ...... H(T=2) ' (2.22)

Mas  g(l) = c(l) X(1) + d(0) U(0)

Substituindo g(l) em (2,22) & pos-multiplicando por
ak(T—l), obtemos

- T-2
g(t-1) of(T-1) z‘t20[¢(t+1) X(t+1) + d(t) u(t)] H(t+l)......

L ] H(T""’Z) Otk (T""l)

Ao utilizarmos (2.21), obtemos

y(T-1) = c(T) xk(T) + d(T-1) uk(T-l) + g(T-1) dk(T*l) =

T-1 ‘
= z c(t+l) r(t+l) + d(t) s(t)
=0

Para o caso em que o nimero de pontcs extremos gerado
por um sub-problema & menor gue o nlmero de ciclos, basta substi-
tuir o Indice k-1 nas somatdrias (2.17) e (2.18) pelo  Indice

h(t), onde h(t) &€ o nimero de pontos extremos gerados pelo sub=-
problema t. '

Através do teorema 2.2 pode-se recuperar uma solugao
factivel ac fim de qualquer ciclo. Em geral a recuperagio
far~se~-a quando tivermos passado pelo criterio de paréda. Note
gue somos obrigados a guardar na memdria lenta todas as solugGes
xi{t+1), ui(t) e'ai(t) obtidas nos ciclos. Visando economizar me-
mdria, Ho e Manne apresentam um outro método que envolve uma oti-
mizagida de T programas lineares para recuperar a solucgdo em qual-
gquer ciclo, evitando-se com isso armazenar as solugbGes  obtidas.
Egta & uma alternativa que deve ser usada somente quando o pro-
blema de memdria for critico, pois o algoritmo decomposi¢do em

cascata com o método de recuperagao aqui exposto, ja conseque uma
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boa economia de memdria em relagao ac simplex revisado.

II. 2.4 INTERPRETACAO ECONOMICA

De forma analoga aoc método de Dantzig - Wolfe, podemos
interpretar economicamente o papel desempenhado pela funcdo obje-
tivo de um sub-problema, bem como o papel dos multiplicadores,

; Consideremos as restri¢des originais relaciocnadas com o
sub-problema t+l e os multiplicadores associados, p{t+2) e A{(t+l)

p(t+2) —> X(t+2) = A(t+l) x(t+1) + B(t+1) u(t+l)
A{t+l) ~— C(t+l) x(t+l) + D{£+1) u{t+l) = £{t+l)

Suponha agora que o nivel de uma atividade xj no estagio
t+2 resulte de uma transformagao linear aplicada as atividades
Xy j = 1... n, do estagio t+l, adicionada a uma transformagao
linear aplicada a "investimentos" u (t+1), 3 = 1... r. Suponha
também que a atividade de Xy (t+l) e o investimento Uy (t+l) consu-
mam por unidade, respectivamente, (t+l) e d (t+l) unidades do
<recurso i.

Consideremos a fungao objetivo do problema 1 da P.L.D.

T-1
min § c(t+l) x(t+l) + d(t) u(t)
' t=0

Sejam cj(t+1) e dj(t) os custos assoclados com o nivel
de atividade xj(t+l) e com o nivel de investimento uj(t). Atraveés
da fungao objetivo tentamos pois, minimizar o custo associado com
as atividades e investimentos em todos os estigios.

E classico na teoria de dualidade associar-se o papel de

preqo aos multiplicadores {21] Aqui p](t+2} & associado aoc valor.
monetario unitario da atividade xj(t+2)e kj(t+l) é associado ao
prego unitadrio do recurso fj(t+l).
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Suponha que k-1 ciclos tenham se passado e que o0 sub-pro

blema t va ser otimizado no ciclo k. Inte pr.iemos as componentes

da fungédo objetivo desse sub-problema, cuja expressio &:

min y(t) = [c(t+l) - pk(t+2} A(t+D - Ak(t+l) C(t+l)] x(t+l) +

k-1

+d(t) ult) + | a,(t) g (t)

onde
t-1

gy (t) = § c(r+l) x(t+D) + d(v) ub ()

=0

pk(t+2) e xk(t+1)

e(t+l) x(t+1)

d{t) u(t)
A(t+l) x(t+l)

pk(t+2) A(t+l) x{t+l)

Cl{t+l) x(t+l)

vlk(t+l) C(t+l) x(t+l)

multiplicadores enviados pelo sub-pro-
blema t+l no ciclo k.

custo direto devido & operagdo nesse ni-
vel de atividade. '

custo direto devido & operacgao nesse ni-

vel de investimento,

parcela das atividades x(t+2) devida a
contribuicao de x(t+l).

valor das atividades x(t+2)'geradas a
partir de x(t+l). O sub-problema t tenta
maximizar esse valor.

um vetor cuja j-ésima componente indica
a quantidade de recurso j consumida, devi
do a operacao nesse nivel de atividade.

custo envolvido pela utilizacdoc dos re-
cursos. A componente Aj do vetor Ak(t+l)
€ negativa para indicar que um decrésci
mo na disponibilidade do recurso j causa
um aumento no custo,
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k-1
) a, (t) gy (t) - representa uma pcaderacgao feita sobre as
1=0 propostas do sub-problema t-1 e que

envolve as varidveis dos estagios 0..t-1

‘ Portanto no ciclo k, o sub-problema t+l envia ao sub-pro
blema t, um vetor de multiplicadores associado com o prego unita-
rio dos recursos utilizados pelas atividades x(t+l) e um vetor de
multiplicadores associado com o valor unitario das atividades
x{t+2). De posse dessas informagoes, o sub-problema t minimiza a
diferenca entre o custo associado com os niveis x(t+l), u(t) e o
valor associado com o nivel x(t+l). Simultaneamente procura achar
a melhor ponderagac possivel entre todas as propostas de custo

feitas nos ciclos anteriores pelo sub-problema t-1,

De modo andlogo, podemos interpretar as condigdes de oti
malidade para o sub-problema t. Lembrando (2.8) temos;

pl{t+l) + c(t+l) - p(t+2) A(t+l) - A(t+l) C(t+l) =2 0

Para as componentes basicas desse vetor temos a igualda-
~de. Assim a expressdo acima afirma que para as componentes n&o ba
sicas, o valor unitarioc das atividades x(t+l) somado com o seu
custo unitdrio nd3o & inferior ao valor unit3rio das atividades
x(t+2) geradas por x(t+l), somado com o custo unitirio das ativi-
dades x(t+1).

A interpretagao para a expressio

d(t) - p(t+l) B(t) — A(t) D(t) > O
€ analoga.

Finalmente, pela expressao (2.9)
F(t-1) -0y () 30

onde y(t-1) & o valor dtimo da fungdo objetivo do  sub-problema
t-1 e o(t) & o multiplicador dtimo associado com as restrigdes de
convexidade do sub-problema t, isto é&:
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k~1
g(t)— § o, (t) =1
i=0 “

De acordo com Lasdon [21] , o multiplicador o (t) répre—
senta uma medida do custo marginal das propostas feitas pelo
sub-problema t-1. A fungao objetivo y({t-1l) representa (como visto
anteriormente) o custo de uma nova proposta a ser feita ao sub-
problema t, Portanto, esse critério de otimalidade diz que a
introdugao de uma nova proposta nesse ciclo k implicarid em custo
superior ao custo cbtido como ponderagac de todos os ciclos ante-
riores.

II. 2.5 COMENTARIOS

Como se pode observar da Figura 2.3, a aplicagdo repeti-
da do principio de Dantzig ~ Wolfe resultou numa estrutura rela-
tivamente complexa quando comparada com uma decomposicao em gque
os sub-problemas nao interagem. Com isso, em cada ciclo, novos
multiplicadores sao enviados aos sub-problemas que tém sua fungdo
objetivo modificada, obrigando que cada sub-problema mestre seja
resolvido pelo simplex revisado, o que envolve algumas iteragOes.

As experiéncias computacionais relatadas por Glassey, Ho
e Manne ndo foram muito alentadoras com relagdo ao tempo de com~
putagdo requerido pelo método. Por exemplo, Ho e Manne resolvem
um problema de programacgao linear dindmica com a formulagdo (2.6)
do capituloe I, em que; |

m - nimeroc de linhas por periodo

= 11
n - namero de variaveis por periodo = 11
T - nimero de periodos = 11

onde obtém um tempo de computagdoc cerca de 2,5 vezes maior que o
simplex revisado.

Glassey conseguiu alguma melhora no método atraves da
geragac de varias colunas por parte de um sub-problema em um dado
ciclo, mas conclui seu trabalho aconselhando a usar o metodo
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somente no caso em que nao se dispdOe de um computador suficiente-

mente grande para tratar o problema de P,..D.

Soubemos através do trabalho de Wollmer [43] que em sua
tese de doutorado, Ho conseguiu reduzir o tempo de computacao
abaixo do simplex revisado através da introdugdo de tdcnicas espe
clais, Isto confirma a caracteristica inerente da decomposigdo em
‘cascata, qual seja, a de que &€ um método lentd e que precisa de
sofisticagao para se tornar competitivo, por exemplo, com o sim-
plex revisado,

0 aspecto positivo obtido pelo método & o relacionado
com a economia de membria. No mesmo exemplo citado anteriormente,
Ho e Manne relatam uma economia de memdria em torno de 2,5 vezes

em relagao ao simplex revisado,
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II. 3 O METODO DOS MULTIPLICADORES DE HESTENES E POWELL APLICADO
X P.L.D. ‘ ' e

0 método acima fol proposto independentemente - por
Hestenes [15] e Powell [26] no ano de 1968 para problemas de pro
gramagao nao linear com restriqﬁes.-Ambos OS autores - procuravam
entdo uma maneira de tornar os métodos de penalizagdo mais atraen
tes, O trabalho de Hestenes tem o mérito de fazer a conexao do
. novofmétodo de penalizagdao com um certo Lagrangeano aumentado, o
gque ﬁossibilitou posteriormente, perspectivas mais amplas para a
teoria de dualidade. O trabalho de Powell & bem mais elaborado e
motivado por uma Otica exclusiva de fungdo de penalizagdo. Foram
as suas consideracgoes sobre convergéncia que despertaram a aten-

g30 para o novo mdtodo. Pode-se dizer que esses dois  trabalhos
representaram um marco revoluciondrio nos métodos de penalizacgdo
que se tornaram bastante competitivos com outros metodos para pro
gramagac nao linear com restrigoes. Nas sub-segOes 3.1 e 3.2 apre
- sentamos interpretacdes diferentes para o trabalho de Hestenes.
Na sub-secao 3,3 discutimos brevemente a importdncia do novo mé-
todo para a solugao de problemas nao convexos. Finalmente nas
sub-secCes 3.4 e 3.5 estabelecemos a sua aplicagao i P.L.D.

‘II. 3.1 O METODO DOS MULTIPLICADORES COMO UM METODO DE PENA-

LIZAQEO

Fazemos aqui uma breve exposicdo comparativa entre o mé-
todo de penalizagdo classico e o método dos multiplicadores, ba-
seada no trabalho de Miele et al. [24].

Seja o problema

min £(x)

(3.1)
8.4 hi{x) =0

onde ' .

n 1

xeR' , hix) e R" , f,hecC

As consideracgoes feltas daqui por diante podem ser esten
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didas para restrigCes de desigualdade e restrigdes de conjunto,
isto &, x ¢ S. Adotamos somente restriglOes de igualdade para sim-
plificar a explicagao. '

Seja x* um ponto solugao do problema (3.1). Portanto as
condi¢Ses necessarias de 12 ordem afirmam que existe um multipli-
cador de Lagrange AY , tal que '

VE(x*) + A*Vh(x™) = 0 | (3.2)

onde VE{x*) e A* sdo vetores 1lxn e lxm . Essa equagdo sera
itil no momento em que definirmos os multiplicadores )\ nos méto-
dos de penalizagdo.

a-) Método de penalizacao clissico
A idéia desse método & substituir o problema (3,1}

pelo problema irrestrito abaixo

1 '
min p(x, q) = f(x) + 5 4 h(x) " h(x) (3.3)

onde g > 0. Idealmente para qﬂ'é‘a solugdo de (3.3) converge para
a solugdo de (3.1). Assim o procedimento para resolver o proble-
ma (3.1) atraves da fungao de penalizagdo p(x, q) & este: seja
{qu} , k=1, 2... uma sequéncia tendendo para infinito tal que
para cada k, q > 0, Gesr > I Para cada k resolva o problema

min p(x, qk) ‘ (3.4)

obtendo uma solugdo X, que deve satisfazer as cond;gﬁes neces-—
sirias de 1% ordem

VE(x) +q h(x) Vhix) =0 (3.5)

onde VE(x) & 1lxn.

A
Definindo Ak = qy h(xk)', um vetor lxm, a equagﬁo (3.5)
fica '
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VE(x ) + A, Vh(x) =0 (3.6)

L T

Portanto, associado a cada 9 existe um multiplicador de Lagrange
Ay, que & determinado apds a realizag¢do da minimizagdo irrestrita.
A definigao dos multiplicadores A & tal que a condigdo (3.5) fi-
ca coincidente ao fim de cada ciclo com a condigdo de 12 ordem

'(3.2) relativa ao problema (3.1).

Se o ponto x*, solugdo do problema (3.1), & um ponto

regular, isto &, Vh{(x“) tem rank m, entdo para X, - x*, temos que

_liw A*.

e

Luenberger [22] mostra que & medida que 4> @, pior vai

se tornando a estrutura de autovalores do Hessiano da fungao
P(x, qp). Os métodos de minimizagdo irrestritos aplicados & so-
lugao de (3.4) devem estar dotados de esquemas especiais para
eliminar o efeito desse mau condicionamento do Hessiano, caso

contrdrio a taxa de convergéncia torna-se muito lenta., Bertsekas
[3] apresenta um resultado sobre a taxa de convergéncia relaciona
do com os multiplicadores X para os métodos de penalizagdo clis-

sicos e que d3 idéia do comportamento geral dos mesmos, isto &

A - 2™ ¢ a/q, +» vk>k (3.7)

onde k & um Indice e a & uma constante dependente do problema.
A expressao (3.7) serda comparada posteriormente, com a sua equi-
valente no método dos multiplicadores.

Os métodos de penalizagdo trabalham com solugdes infactl
vels e valores crescentes de 9 devem ser empregados em ciclos su
cessivos, onde um ciclo corresponde a resolugao do problema {3.4).
Seja q © fator de_penalizagﬁo do presente ciclo e qk+1 o fator
do ciclo seguinte, com q, ., > q . Portanto a fungdo de penali-
zagao sofre um acréscimo dado por

PX, Gpyy) = PUXq) = (g - q) hix)' hix) (3.8)

0 lado direito de (3.8) & positivo e 3joga um papel fundamental
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nos métodos de penalizagao, pois garante a sua convergéncia. Em
[22]mostra—se gue para qualguer k temos que f(xk)sp(xk,qk)sf(x*),
onde x* & a solugdo de (3.1), Assim, procuramos atingir o conjunto
factivel e simultaneamente a solugdo Otima através do acréscimo
do fator qy -

b-) Método dos multiplicadores

0 método baseia-se na fungdo de penalizagdo aumenta-
da, Ou também Lagrangeano aumentado,

m(x,A,q) = £{x) + Ah(x) +%qh&fh&} (3.9)

onde A & o multiplicador de Lagrange e q > 0.

Essa fungao foi proposta por Hestenes, com a finali-
dade de acelerar a taxa de convergéncia dos métodos de penali-
zagao e simultaneamente evitar os problemas demau condicionamento
. associados com os altos valéres do fator de penalizagao q. O pro=-
.‘cedimento para resolver o problema (3.1) através da fung¢do de pe-
nalizagao m(x,A,c) & este: seja {l }» k=1, 2,... uma sequéncia
de multiplicadores calculados recorrentemente. Para cada k resol-
va o problema

obtendo uma solugao ¥, que deve satisfazer as condigoes necessa-
rias de 13 ordem

vE(x) + [\ +qhix)'] Vhix) =0 (3.11)

A equagao (3.11) sugére a definicdo de um novo multiplicador

3k+1 = kk + g h(xk) (3.12)

de tal forma que a condi¢@o necessaria de 18 ordem para (3.8)
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coincida ao fim de cada ciclo com a condig@o necessaria de 12

ordem (3.2) relativa ao problema (3.1). Portanto
Vf(xk) + Ak+l Vh(xk) =0 (3.13)

onde_Ak+1 & o multiplicador a ser utilizado no ciclo k+l. Na sub-
segdo 3.2 daremos uma interpretacgio diferente para a expressio
(3.12). |

Ao fim do ciclo k, guando o multiplicador de Lagran-
ge & atualizado, a funcao de penalizagao aumentada sofre um acréi
cimo dado por

m(x, A -~ m(x,\_,q) =qh(x)' hix (3.14)

k+1' D)

Como se pode notar, o lado direito de (3.14) & posi-
tivo. Por analogia com (3.8), os autores em i24] sugerem gue ©
fato da funcao de penalizacao ser crescente em cada ciclo, no
mesmo ponto, garante a convergéncia do método. Assim, nesse méto-
do, procuramos atingir o conjunto de solugdes factiveis (h{x)=0)
através da alteracao do multiplicador em cada ciclo. A  grande
‘vantagem & que o fator de penalizagao q pode ficar constante, evi
tando-se assim o tradicional problema de mau condiclonamento asso
ciado com altos valores de q nos mdtodos clissicos. Na secao se-
guinte teceremos consideragoes sobre a taxa de convergéncia para

esse método com o intuito de comparar com (3.7).

II. 3.2 O METODO DOS MULTIPLICADORES COMO UM METODO PRIMAL-DUAL

Apresentamos agora a interpretacgido de Luenberger {22]
para o método dos multiplicadores,ressaltando sua caracteristica
primal-dual e estabelecendo suas propriedades de convergéncia.

Seja o problema (3.1) com £, h e Cz. Seja x* un minimo
local para esse problema e supconhamos gque x* seja um ponto regu-
lar, isto e, Yh{x*) tem rank m. A matriz Vh(x*), (mxn) tem ®m
suas linhas os gradientes das restrigoes hy (x), 1 = l.eam, no

ponto x*. Associado com esse ponto solugdo existe um multiplica-
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dor A%, tal que o par (x*, A*) satisfaz (3.2). Suponhamos que as
condic¢des suficientes de 2° ordem subsist .m ..o ponto x*, isto &,
gue o Hessiano do Lagrangeano
L L I * * *
L(x", M) = F(x") + ATH(x) (3.15)

seja positivo definido no sub-espago tangente M = {x | Vh{x")x=0}

0 que implica em dizer que x* 8 um minimo local estrito.

Consideremos agora o problema

min £(x) + %r q h(x)' h(x)

(3.16)
8.a hi(x) =0 , vg>20

Notamos que o problema (3.16) & equivalente ao problema (3.1).

Seja também o Lagrangeano para (3.16)

m(x,A,q) = £(x) + Ah(x) + __;.,.. g hi(x)' h(x) (3.17)

conhecido na literatura como Lagrangeano aumentado ou penalizado.
Qualquer minimo local x* para o problema {3.16) deve satisfazer
conjuntamente com um multiplicador A* as condigOes necessarias de
12 ordem, ou seja .

Um(x*,\*,q) = V£(x") + A% Vh(x*) + g h(x*)' Vh(x") =0
(3.18)
Mas h(x*) = 0, o gue implica que as condi¢des necessirias de 12

ordem para os problemas (3.1) e (3,16) s3o idénticas. O Hessiano
do Lagrangeano (3.17) no par (x*, A\*) & .

** Usamos letras mailsculas para representar o Hessiano de wuma

fungao, Assim F(x) = v2£({x). A notagao A H(x) indica
m

Y A{ Bj{x), onde Hj(x} & o Hessiano individual da restrigdo
i=1

hy (%), i=1... m [22].
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M(x*,A*,q) = F(x*) + A% H(x") + q_Vh(x*)' vhix") + q hix")' H(x*)
_Mas' h(x*)‘ﬂ 0 , portanto

M(x*, X5q) = L(x*,}*) + q Vh(x")' vh(x®) (3.19)

Mostremos agora que a matriz Vh(x*)' Vh{x*)_ & positiva
definida no sub-espaco Mi, gerado pelos gradientes das restrigoes
hi(x), i=1,,. m no ponto x*. 0 sub-espago Mi € ortogonal ao
sub-espa¢o tangente M que € definido como

M={yerR |y 'z2=0 , 2z =
’ i

e b

) ay Vhi(x}}

Sabemos também que a matriz Vhix™) ' vhi(x*) & semi~defini
da positiva no R®, isto &

<<§h(x*)x ,_Vh(x*)x:> > 0 ,' vx ¢ R® (3.20)
Mas qualquer vetor x g R pode ser escrito como

Xx=y + 2 ’ veM ’ z2e M (3,21)

Substituindo {3.21) em (3.20) vem-

<vh{x*)z ' Vh(x*)z> > 0 r Yz #£0c¢ e

Desde que L{(x"*,\") & positiva definida em M
Vh(x*)' Vh(x*) & positiva definida em M', existe um g >0 [s5],
tal que para todo q 2 q* o Hessiano M(x*,h*,q) e positivo defini-
do no Rn. Isso quer dizer que o Lagrangeano m(x*.x*,q) e localmen
te convexo em x . Além do mais, para qualquer ) suficlentenente
proximo a A* a fungdo m{x,A,c) terd um minimo local em ponto x
proximo a x* [22]. A teoriada dualidade local pode entdo ser apli

e
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cada. Seja a fungdo dual

p{A,q) = min m(x,A,q) {3.22)

x
Seja x o vetor que minimiza m(x,\,c). B facil mos trar

que o gradiente no ponto x @ dado por

v,60,q) = hi{x)' | (3.23)

e que o Hessiano de ¢(A,q) & dado por

-Yh(x) [L(x) + q Vh(x)' Vh(x)]”l Vh(x)" (3.24)

Como a matriz L(X) + q Vh(x)' Vh(x) & positiva definida
e Vh(x) tem rank completo (m), segue~se de (3.24) que o Hessiano
de ¢(A,q) e negativo definido. A medida que g aumenta, a matriz
" q Yh(x)' Vh(x) predomina sobre L({x) e o Hessiano (3.24) tende
para (1/q)I, onde I & a matriz identidade mxm. E essa andlise do
Hessiano de ¢{A,q) que torna o método muito atrativo, pois a ra-
zio de autovalores do Hessiano & proxima da unidade para q gran-
de, conferindo pois, uma taxa de convergéncia extremamente alta
para © problema dual.

Adotando (1/q)I como o Hessiano aproximado e h(x)' para

0 gradiente, podemos entao dar um passo do método de Newton modi-
ficado [22] no sentido de maximizar a fung@o dual, ou seja

onde X minimiza
m(x,\ @) = £(x) + A h(x) + g h(x) h(x) (3.26)
Assim, o metodo preposto por Hestenes, de acordo com

ILuenberger, pode ser_interpretado como um método primal-dual., Nos
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primeiros ciclos quando as restrigoes sdo muito vicladas o termo
guadratico no Lagrangeano aumentado (3.17) predomina e este se
comporta como a fungdo de penalizacdo cladssica (3.3). A medida
gue nos aproximamos do conjunto de restricdes o termo quadritico
perde influéncia e o Lagrangeano aumentado passa a se comportar
como o Lagrangeano ordinario. Com estas consideracgbes podemos di-
zer que o metodo dos multiplicadores se comporta como um método
de penalizagdo no inicic e como um método pfimal-dual nos . ci=~
clos finais., ' '

A expressdo (3.25) indica que para a maximizag¢do da fun-
¢a3o dual utilizamos um gradiente de passo fixo e que &, neste ca-
so, muito eficiente, Aqui inexiste agquele problema classico do
métode primal-dual, qual seja, o de escolher o tamanho do passo

a ser dado para a maximizagdo da fungao dual. Ao interpretarmos
(3.25) como um passo do método de Newton modificado, estamos con-
ferindo ao método uma convergéncia super-linear. Bertsekas [3]
faz uma analise detalhada sobre a convergéncia do problema dual,
chegando & mesma.cogcluséo que Luenberger, isto &

HAeer =~ M s e Il A - A, vk >k (3.27)

~onde k & um Indice e £ 0 & medida que e aumenta. Bertsekas
aumenta o fator de penalizagao q em cada ciclo para acelerar a
‘convergéncia do método. Os valores assumidos por g, no entanto,
s3o muito menores que os necessarios nos métodos de penalizagdo
classicos. Comparando a expressdo (3.27) com (3.7), nota-se que a
sequéncia {Ak} deve convergir bem mais ripido no método dos multi

plicadores.

A primeira vista, teriamos vontade de adotar um valor
para q bem grande de modo a resolver o problema dual em poucos ci
clos. No entanto, para q muito grande pioramos a estrutura do Pro
blema (3.26) que padece do mesmo mal que as fungoes de penali-
zagao. Existe pols, um compromisso na escolha dos valores para q.

Varios sdo os trabalhos e modificagOes propostos em tor-
no da idéia aqui exposta. Miele et al. [24] procuram atualizar
o fator de penalizacgdo q em cada ciclo e propoem uma regra dife-
rente para atualizagdao dos multiplicadores no fim de cada ciclo
com o intuito de acelerar a convergéncia. Além do mais, a minimi-
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zagao (3.26) & feita de forma aproximada, a fim de reduzir o tem~
po de computagac em cada ciclo.

_ Bertsekas [3, 4] estuda detalhadamente o método aplica-
do a problémas de programagao convexa, propondc novas regras para
atualizagao de q e A . Rockafellar[33,34]apresenta trabalhos muito
interassantes conectando o Lagrangeano aumentado com a teoria de
dualidade e considerando ac mesmo tempo restricdes de desigualda-
de. Em [34], Rockafellar prova que o método, no caso convexo, con
verge para qualquer fator de penalizacio e qualquer sequéncia de
multiplicadores, sem a necessidade de se obter um minimo exato em
(3.26) para cada ciclo, Portanto a partida, no caso convexo, pode
ser feita com quaisquer X e q > 0.

Bertsekas [5] propOe um método mais geral que engloba o

método dos multiplicadores e os métodos de penalizagdo classicos,
provando também convergéncia para qualquer segquéncia de multipli-
cadores, no caso de problemas n3o convexos. Kort e Bertsekas [17]
apresentam um método gue contém o método dos multiplicadores como
caso especial para o caso ﬁe programag&o convexa. Nesse trabalho
os autores propoem termos de penalizagac distintos de h(x)' h{x)
com a finalidade de acelerar convergéncia em certos casos e obter
um Lagrangeano aumentado duplamente diferenciavel no caso de res-
trigoes de desigualdade.

As referéncias aqui apresentadas constituem apenas uma
parcela, mas,bastante significativa, dos trabalhos sobre o métcdo
dos multiplicadores, um campo muito fértil e que apresenta diver-
sas variantes competitivas com outros métodos de ?rogramagéo nao

linear com restrigodes, '

II. 3.3 O LAGRANGEANO AUMENTADO E A PROGRAMACAC NAO CONVEXA

Mostramos aqui de forma bastante simplificada e intulti-
va a maneira pela qual o Lagrangeano aumentado

mix,A\,q) = £(x) + A h{x) + %— g h(x)' hix (3.28)

se constitue numa técnica poderosa para resolver problemas com
"gap" de dualidade. Esse gap pode ser visualizado geometricanmente
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através da fungao de pertubacao, assim definida

viy) = min £(x)
(3.29)

s.a h(x) =y

com dominio de definigdo dado por V = {y | J x., h{x) =y}. O pro
_ blema primal (3.1) corresponde ao valor de y = 0. O teorema 3.1
abaixo conecta a fungao de pertubag¢do a minimizagdo do Lagrangea-
no ordinario %(x,x) [21, 37].

Tebrema 3.1

_ o
% minimiza E(x,i) se e somente se v(y) 2 vi(y)- Ay - §},
vy evVv ,‘§ = h(ﬁ) , ©Onde

L(x,3) = £(x) + % h(x) (3.30)

Este teorema diz gue o ponto X minimiza (3.30), se e so-
‘mente se, existe um hiperplano suporte a fungao de pertubagao no

ponto (v(§) , ¥) = (£(x) , h(R).

$viy)

wiy)

ST ¢ viylaf(x)

%'~ solugdo do
probiema {3.1)

vio)=£(x)

FELYED)

Figura 3.1

A Figura 3.1 mostra o hiperplano suporte w(y) = f£(X) -
~ ~ -
-A{y « h(x)) e sua intersegac com o eixo y = 0 fornecendo o valor




-50--

da fungio dual, O problema dual consiste em achar a maxima inter-
segao do hiperplano com o eixo y = 0} Hiperplanos suportes exis-
tem em todos os pontos da fungao de pertubacdo v(y), se e somente
se, v(y) & convexa. No caso de fungBes v(y) ndo convexas ha re-
~gides do dominio de v(y) que nao sdo geradas por qualquer vetor %
Se a fungao de pertubagac for nao convexa em torno do ponto y=0,
entao nao consequimos resolver o problema original.

f bviy)

vio)

LX)

[ —— gep de dualidade

Figura 3.2 -

A Figura 3.2 mostra que a maxima interseg¢do do hiperpla-
no suporte com o eixo y = 0 (o valor otimo da fungao dual) & infe
rior ao valor dtimo da fungdc primal,v(0) = £(x*), e o método pri-
mal-dual com o Légrangeano ordinario (3.30) n3o pode ser aplicado.

Vejamos agora como ¢ metodo dos multiplicadores de
Hes tenes baseado no Lagrangeano aumentado pode resolver este pro-
blema e tornar novamente viavel o método primal-dual para proble-
mas nao convexos. Consideremos o problema pertubacdc associado ao
problema aumentado (3.16) '

ply) = min £(x) + .%-.-q h(x)' h(x)

+ (3.31)
8.a hix) =y ' . vg»>0

O teorema 3.2 que se segue mostra a influéncia do termo
quadratico sobre a fungdo de pertubagdo v(y) original (3.29) e o
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efeito do valor de q sobre a fung¢do de pertubagao p(y).

Teorema 3.2

Seja X uma solucdo para o problema (3.29). Entdo:

a-) X resolve o problema (3.31). Alédm disso v{y)< p(y) ,
para ¥y # 0 e v(0) = p(0).

;

b=) q; > 93 =>P,{y) > py{y), paray # 0 e p,(0) =p,(0)

Prova

a-) Paray # 0, v(y) < ply), desde que q > 0 e y' y > 0.
Para y =0, v{(0) = p(0), desde gque o termo penalizante em (3.31)

se anula. Suponhamos agora que x resolva o problema (3.29) e gque
x # % resolva (3.31) para um mesmoc y. Entdo

-~ l ~ ¥ - ~ l Al ”
f(x) + - h(x) h(x} < £(x) + 5 4 h(x) h(x)
e gortantd

£(x) < £(%)

o0 gue ndo é possivel, pois por hipdtese X resolve (3.29). Portan-
to % resolve ambos os problemas .

b-)lpz(y) = min {£(x) + %& d, y' v} >

min {f(X) + %— ql y‘ y} = pl(y)

Portanto pz(y) > pl(y), para y # 0, a, > q; € pz(o) = pl(o),

A Figura 3.3 ilustra o efeito "convexificante" do termo
guadratico sobre a fungao de pertubagdo original v(y). A  fungao
ply) move-se para cima, para valores de g crescentes, mantendo
sempre o mesmo valor para y=0,
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ply)

Pyl

Figﬁra 3.3

Seja a fungao dual ¢(A,q) {(3.22) definida em,reiaggo ao
Lagrangeano aumentado. O seguinte teorema & provado em [38].

Teorema 3,3

Se a fungao viy) élfinita para todo y, continua, com de-
rivada primeira continua em y = 0 e derivada segunda direcional
finita em qualquer diregdo para y = 0, entdo existe um valor g*
finito tal que para todo q > g%, ¢(X,q) = ¢(&,q*) = £(x"), onde
. x* & a solugdo do problema (3.1).

Este teorema mostra que, obedecidas certas condigdes de
'diferenciabilidade, & sempre possivel construir uma fungdo de per
turbagdo que admite um hiperplano suporte no ponto y = 0, O pro-
blema do gap & ent3o eliminado, ccnseguinda—se obter os mesmos va
lores para as fungdes dual e primal,

Uma outra interpretaciao geométrica interessante & sugeri
da por Watanabe et al, [42] , também em termos da fungao de per-
turbagac e relacionada com o teorema que se segue e gque & O ana-
logo do teorema 3.1 para o Lagrangeano aumentado.

Teorema 3.4

*

~ L ~ -~ FS
x minimiza m(x,A,q) se e somente se v(y) > v(y)- Aly-y) -

—%—qfllyflz-l!f}llz] F YYEV , ¥ =h(X.

O teorema acima diz que R minimiza o Lagrangeanc aumen-—
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tado m(x,i,q), se e somente se, um hiperparaboldide suporta a
fungao de perturbagdo original v(y) no ponto (v(g), ) =
(£(X), h(%)).

wplyl=vly) -3 (y-§) -
_%qhwufuff]

TfR)

viy)

mi%,1,q)

hix)
Figura 3.4

A Figura 3,4 mostra o hiperparaboloide W (y) suportando
a fungao de perturbacio v(y) no ponto (£(X), h(x)) A intersecgao
do hiperparaboldide com 0 eixo y = 0 fornece o valor da fungdo
dual ¢(i,q) =‘m(§,i,q§. A existéncia das condig¢bes de diferencia-
bilidade do teorema 3.3 associada com um valor de g suficientemen
“te grande, garante a existéncia do_hiperparaboiéide que suporta a
fungdo v{y) no ponto (v{(0)}, 0).

Varios sao os autores que tem analisado o Lagrangeano
aumentado e construido uma teoria de dualidade mais geral e que .
engloba aguela relaciocnada com o Lagrangeanc ordinario. Podemos
destacar o trabalho de Arrow et al, [1] » tratando com  res-
trigoes de desigualdade, Em sintese os autores provam que

min m(x,A*,g%) = m(x*, 2%, q%) = max m(x*,A,q%)
xeN Az0

onde N & uma vizinhanga da solugdo x*,

Rockafellar [35] estendeu o resultado acima, ac incluir
restrigoes de conjunto x € S, provando que o minimo pode ser to-
mado para todo x € S e permitindo gque as variaveis duais A assu-
missem também valores negativos. Com isso o problema dual fica
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realmente irrestrito. Bertsekas [5] constroi essa teoria de duali

dade global de maneira andloga a Rodkafellar, adicionando pro-
priedades de diferenciabilidade a fungao dual cdncava.

O intuito das sub-segoes 3.1 a 3.3 foi tdo somente dar
‘nogoes gerais e chamar a atencd3o para as propriedades do método
dos multiplicadores e sua relagao com a teoria de dualidade mais
global envolvendo o Lagrangeano aumentado.

II. 3.4 APLICACAO AAP.L.D.

Antes de tratarmos especificamente da P.L.D. vejamos a
aplicagdo do método do multiplicadores & programagdo linear (P,L.).

Seja pois, o problema de P.L.

min cX
s.a Ax =bh (3.32)
x 290

A fungao dual associada a esse probiema & dada por

J{A) = min (¢ - AA)x + Ab (3.33)
x20 '

" 0 minimo finito existe se e somente se, (c - AA) > 0 ,
Portanto,o dominio de definigdo da funcdo J()\) e tal que
D={\A]| 2AAa<gc). Para qualquer A € D o minimo & atingido ao se
fazer '

(e - XAx =0 (3.34)

i i

A expressao (3.34) indica que se ¢ -~ A A* = 0, entdo a éomponen~
te x; correspondente pode assumir gqualquer valor nao negativo.
Seja A" o vetor dual Stimo. Ent3o J(l*) = ¥b = c x*. No entan-
to, a solucgio primal x* ndo pode ser determinada através de

(3.33), desde que existe um conjunto solugao X(A*) associado com
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(3.34) do qual x* & um ponto. Essa pequena discuss@o visa ilus~
trar a impossibilidade desse tipo de método primal-dual aplicado

-

a P.L. Um outro tipo de método primal-dual & apresentado em [22].

Consideremos agora a fun¢ao de perturbagdo v(y) associa-
da ao problema (3.32)

v(y) = min <X

s.a Ax-b=y ' (3.35)
x 20
‘v(y)
tg @ = - a*
T - .
TN L,

Figura 3.5

A Figura 3.5 ilustra a fungdc de perturbagdo v(y) conve-
z%a e linear por partes. Cada trecho linear corresponde a uma base
E é"éada inclinagao corresponde a um multiplicador. Da figura no-
ta-se que para o mesmo valor otimo de fungdo dual A*b correspon-
dem varios vetores y perturbantes localizados no conjunto Ay. Na
realidade a cada vetor y e Ay corresponde uma solugao do conjun-
to X(A\*). Como nota Soares [37] , sabemos que x* € X(A*), 3endo
porém necessdria a sua determinagdo.

Conslderemos agora o problema

mn ¢ x + L qf|ax - b||?
5 |

s.a Ax =Db
x>0

{3.36)




com fungio de perturbagdo associada

" ply) = min cx + é;,qlLAx - b“2
(3.37)

x2 0

p {y)

viy)

Flgura 3.6

A Figura 3.6 mostra o efeito "suavizante" do termo qua-
drético sobre a fungdo de perturbacdo, Nos pontos de quebra a
fungdo p(y) tem derivada descontinua. Mas & medida que g aumenta
a fungdo p(y) tende a se tornar diferencidvel em todos os pontos.
Note que agora ndo existe a necessidade da determinagido da so-
lucao Ootima do problema primal., Assim, 0 método dos multiplicado-
res aplicado 3 P.L. tem a funcao de tornar vidvel o método  pri-
mal-dual baseado numa sequéncia de problemas Lagrangeanos.

O trabalho de Propoi e Yadykin [27] constitue uma exten-
sdo para a P.L.D. das idéias aqui expostas para P.L. Alguns resul
tados obtidos nesse trabalho serao apresentados agui sem
prova.

Consideremos o Langrageano %(x,u,p,A) referente.ao pro-
blema 1 da P.L.D. (ver (2.7) Cap. I) e a fungao dual J,(p,A)

Jz(p,l} = min L(x,u,p,A) _ o (3.38)
xz0
uz0
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Seja o Lagrangeano aumentado

, T--1
=0
1 T-1 : ' )
+ —q I I£(8) - nix(t) ,ule) || (3.39)
2 =0 |

* onde
!

glx(t),u(t)) = A(t) x(t) + B(t) u(t)

h(x(t),u(t) = c(t) x(t) + D(t) u(t)
e a fungdo dual

¢{p,A,q) = min m(x,u,p,A,q) (3.40)
T ‘ x>0
uz0

Sejam

2(p,)) = { {x,u} | J,(p,A) = L{x,u,p,A) , x 320 , u30)
Znlp,A) = { {x,u} l ¢(p,A,q) = m(x,u,p,A,q) , x20 , uz 0}

os conjuptos compostos pelas solugoes de (3.38) e (3.40). Suponha
mos qgue o conjunto de restrigdes do problema 1 da P.L.D. seja con
sistente e limitado. Com estas consideracgoes a fungdo dual
I, (psA) € finita para quaisquer sequéncias {p,A} factiveis para o
problema 2 da P.L.D. A partir dessas premissas o segqguinte teore-
ma & provado em [27].

Teorema 3.5

]

A fungdo ¢(p,\,q) € cdncava, continuamente diferenciavel
e finlita para todos os valores de {p,A}. Além disso
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20 o x(t+l) - A(E) x(t) - B(t) ult)  (3.41)
ap(t+l) :

290 = £(t) - c(t) x(t) - D(t) ult) (3.42)
3 A(t) ,,

onde (x,u) e Znlp,r)

i

Os gradientes (3.41) e (3.42) sao unicamente determina-
dos e sao independentes da escolha de (x,u) e Z.p,A). Note que

a forma gquadratica m(x,u,p,\,q) & semi-definida positiva e em
geral o minimo ocorre em varios pontos., Esse resultado & muito

importante, pois garante que um passo de gradiente no dual pode
ser dado sem temores quanto 3 convergéncia [21].

Definimos o problema dual modificado

max ¢ (p,\,q) (3.43)
Pr1

" Teorema 3.6

seja Qp = {p*,A*} o conjunto de todas as solugdes Oti-
mas de (3.43). Entao

X =Q* ;  z* "Dz ('Y = zF

onde

Q" = {p*,l*} & o conjunto solugdo do problema 2 da P.L.D.

2% = {x*,u*} & o conjunto solucao do problema 1 da P.L.D.

Esse teorema apenas formaliza o que j& tinhamos exposto
intuitivamente atraves da Figura 3.6, isto &, o hiperplano supor-
te no ponto y = 0 para a fungdo de perturbagdo v(y), também & su-
porte para a fungao de perturbagao ply). Todos os pontos de sela
das fung¢des R(x,u,p,A) e m(x,u,p,A,q) s3c idénticos com o con-
junto z*xQ™.
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0 esquema geral do algoritmo & descrito abaixo:

Passo 1 : Adotam-se valores arbitrdrios para os vetores multipli-
cadores A(t), p(t+l) , t = 0.,.T-1 e um fator de pena-
lizagao q > 0O,

Passo 2 : No ciclo k minimize m(x,u,pPy,Ak,q), obtendo a solugao
Uk(t}: Xk(t'i'l) ’ t = OoorT“'lc

Passo 3 : Calcule os gradientes atravds (3.41) e (3.42). Se

3 ¢ X . 2 oal

——— & ———— = ( , pare;a solucao e otima,
Ip(t+l) 3 A(t)

Passo 4 : Dé um passo de gradiente fixo no problema dual

Py (t¥1) = py (1+1) + q [y (£+1) = AE) x (t) - B(e) w (6]

tge.-nT"l (3.44)

Meer (8) = A (8) + q[E(8) - c(8) x (£) - D(t) u ()]

‘e volte para 2 .

Propoi e Yadykin [27} mostram que o procedimento (3.44)
se faz ao longo de solugdes factiveis do problema 2 (dual) e con-
sequentemente o algoritmo & finito. Isto realmente n3o tem nenhum
interesse agqui, pois ja sabemos que a taxa de convergéncia do pro
blema dual e bastante ré@pida, pouco importando se o procedimento
se faz ao longo de solugoes duais factiveis. Os autores mos tram
também que: -

T-1
1
¢(pk+l'kk+l'q) - MPk.lk:q) 2 "5—' q tzg ka(t-:»l) -

2 1 Tt 2
- gl (0, (e)]7+ g L llee - nog g el
(3.45)

A expressdo (3.45) mostra que a lei de crescimento do problema
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dual & quadrdtica com o erro nas restrigoes. Para g relativamente
grande o problema dual converge rapidamente, isto &, em poucos
ciclos.

Com a finalidade de evitar o passo 2 em cada ciclo e re-
‘duzir o tempo de computagdo, Propoi e Yadykin {28] sugerem um mé-
todo parametrico iterativo. Através deste, obtém-se wma certa
decomposicao, no sentido de gue em cada iteraéﬁo, resolvem-se re-
correntemente T sistemas de equagoes de Riccati.

i

ITI. 3.5 DECOMPOSICAO DO LAGRANGEANO AUMENTADO

A questac crucial relacionada com o esquema geral do
algoritmo situa-se no passo 2, onde temos gue minimizar o Lagran-
geano aumentado, no caso, uma expressao quadratica e que pode ser
grande, conforme o horizonte T. Além do mais, ja destacamos na
secao 3.2 os problemas de mau condicionamento associados com esse
Lagrangeano aumantaao e gue podem se avolumar devido ao numero de
variaveis envolvidas. Nada mais natural, entdo, do gque procurar a
separabilidade desse Lagrangeano aumentado. Notamos que a primei-
ra somatdria na expressdo (3.39) introduz termos cruzados que des
troem a separabilidade temporal. Utilizamos aqui a té&cnica  pro-
' posta por Watanabe et al. [42] , com o intuito de restaurar a se-
parabilidade. E facil mostrar que

Ilg(x(t),u(t))— V(t)“2 +|[x(e+l) - v(t)“2 = %&lfx(t+1) -

- gx(t),u(en|[*+ 2| v —-%— [g0xtt) ,uten + x(t+1{]H2
| (3.46)

Tomando o minimo em v{t) para ambos os lados da expressao (3.46)
temos que

Ll xtes1) - gleter,uten]P = min [ gtx(e),uie)) - veo|]® +
2 v(t)

*||xterd) - vie) | (3.47)




e o minimo ocorre em

vie) = L fgremr,uce) + x(ern)] (349

Substituindo (3.47) em (3.39) e trocando a ordem de ope~

ragoes entre somatdria e minimizagdo, obtemos'

T-1
'm(x,u,p,A,v,q) = min J L(x(t),ult),p(E+l),A(t)) +
= ~v(t) t=0

+ [p(m + cMIx(m + qllglxtt),ute)) - vie)®+

‘ 2
+ gl x(e+1) - v |F + 12‘- all £(8) - h(x(t) ,ult))]
(3.49)

onde
2(x(0),u(0),p(1),A(0)) = -[p(l) A(D) + A(0) c(0)]x(0) +

+ [@(0) - p(1) B(0) - A(0) D(0)]u(0)

[p(t)+c(t)~pletl)a(e) - (L) () Ix{t) +

i

Lx(E),ult),p(E+l) A (L))

+ [a(t)-p(t+1)B (L) -A(£)D(t)]Ju(t)

A expressdo (3.49) fica agora separavel nas  varidveis
x(t) e u(t), podendo ser escrita como

3

n(x,u,p,A,v,q) = min
vit)

m{t) * {3.50)
0

B3

onde



Y

2
m(0) = £(x(0),u(0),p(1),A(0)) + qf| g(x(0),u(0)) - v(0)|| +
- -%- all £60) - h(x(0) ,ul0) |
mw)#RJMtLuwhpﬂﬁﬁ.MtH +q“ghdw.uwn'-vwm2+
| 2. 1 2
: +aqll x(t) - v(e-D + 5 all £(£) - h(x(t),u(e)) ]
| t“i...T-l (3051)
M = pm +emlxm +qf = - vie-nf

A fung3o dual pode ser escrita

. _
¢${p,A,q) = min min § m(t) (3.52)
x,u v(t) =0

A ordem das minimizagdes pode ser trocada da seqguinte forma. Ado-
- tamos valores arbitrarios para v(t) (que & irrestrita), t=0...T-1
e calculamos

T

min § m(t) : (3.53)
Xe. t=0

Com os valores u(t) e x(t+l) obtidos de (3.53), calculamos v(t)
através de (3.48) e testamos a igualdade entre o valor adotado e
o calculado. Seja portanto a fungldo

T

- Vi(p,A,v,q) = min 2 m(t) {3-54)
x,u t=0

e a fungao dual

$(p,A,q) = min V(p,A,v,q) | (3.55)
‘ : v )
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0 problema 1 da P.L,D, pcde ser resolvido entdo atraveés
de uma estrutura de trés niveis, onde

19 Nivel

' pado um conjunto de valores para p(t+l), aAlt), vit),
t=0...T7-1, resclva um conjuntc de T+l sub~problemas

: min m{0) H min m{T)
i u{0)=0 x(T)20
min m(t) ’ tﬂl. - .T-l
x(t)>0
u(t) 20
29 Nivel

Ajuste o valor de v(t), t=0...T-1,de modo a minimizar
Vip,A,v,q).

39 Nivel

Ajuste o valor de p(t+l), A(t), t=0...T-1, de modo a maxi

mizar ¢(p,A,q).

M e — — oy

max ¢{p,A,q)
P,A

o}
St
%
o

!
i
i
l
i
i
!
I
|
!
1
i
i
!
!
i

b e e e e e e e ey

min V(P;}\ :qu)
v

i

|

\ |

v(0) x(T) . |

v(t) x(t) I

— {

2(0) vie-1) | u(t) v(T-1) |

min m(0) min  m(t) min  m(T) :
u(0) x(t),ult) x{T) :

Figura 3.7
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A Figura 3.7 mostra a estrutura a trés niveis e a troca
de informagdes entre os mesmos. Interno a. pontilhado encontra-se
o problema primal. O segundc nivel contém um problema decorrente
do artificio empregado ao decompormos o Lagrangeano aumentado. O
esguema geral do algoritmo apresentado na sub-secac 3.4 sofre uma
modificacao e pode ser assim enunciado:

Pagsso 1 : Adotam-se valores arbitrarios para os vetores multipli-
cadores ) (t}, p(t+l), t=0...T-le um fator de penali-
zagao q > 0. '

Passo 2 : Adotam-se valores arbitrarios para 0os vetores v(t),
t”ﬂ. . rT"‘l-

Passo 3 : No ciclo k resclva os sub-problemas m(t) , t=0...T,

obtendo as solugodes x, (t+1l) e u, (£} , t=0...T-1.
¢ k k

Passo 4 : Va para o passo 5, se a expressao (3.48) for satisfeita
* para t=0...T-1. Caso contririo, atualize o valor de v(t)
e retorne ao passo 3. . '

passo 5 Calcule os gradientes atraves {(3.41) e (3.42); Se

~3¢ 2% _gq . pare; a solugdo em questdo &
dp (£+1) 3 A(t)

Btima. Caso contririo, atualize os valores de p(t+l) e
A(t) de acordo com (3.44) e volte ao passo 2.

Como se pode notar desse esquema, nao existe na realida~
de uma troca de informagées entre o0 terceiro e segundo niveis. O
segundo 'nivel age como uma porta que se abre, quando a expressio

(3.45) & satisfeita, deixando passar as informagles do primeiro
nivel para o terceiro.

Mostremos que apds a resolugéo do primeizro nivel o gra-

diente da fungao V{p,A,v,q) & disponivel. Para tanto,vamos substi
tuir a identidade (3.46) na expressao para V(p,A,v,q).
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T=1

Vip,A,v,q) = min T ooLix(t),ult),plt+l), () +
x(t+1) >0 =0 R
u({t) 20

+ [p(T) + c(T]] x(T) + %—.,. qll x(e+1) - g(x(t),u(t))“2+ 2 gl vit) -

, .
- -:- [gtx(t) u(e)) + xe+1)] 1|7 + «-%- all £6e) - nixie),ueen |

(3.56)

o : Teorema 3.7

Seja v = (v(0),..., v(T~l»'. Se V(p,\,v,q) € diferen-

cidvel com relagiaoc a v, no ponto v = ¥ , entdo

IV
3 vit)

(p,A,%,q) =4 q[ﬂt) - -2‘11- [g(R(e), AN + :’E(t+1)]:[

t=0 Y oT"“l

onde u(t), %X(t+l), t=0...T-1 si3o as solugbes dos sub-problemas
para v(t) = ¥(t), t=0...T-1 e também solugio do problema (3.56).

Prova
Para vit) = v(t),

-1
VP, V@) = 2 (R(0),8(0),p(e+l), A(8)) + [p(T) + c(m]R(T) +
t=0

+ 2 qf &er) - gL dwf + 2 qfl S -

1 ~ A A ~ ~
- 5 [sE@,dwn + &+ 5 af £0 - nEo, ien)?

Também temos que




T-1
Vip, A veq) € T 2(X(0),0(8),p(e+l) ,A(8) « To(D) + c(m]R(T) +
t=0 s

+ -;m qf] X(t+1) - g(?c(t),{i(t))[fu qll vit) -

.- %*[g(ﬁ(t),ﬁ(t)) + g(t-i'l}:]“z + .,i;... qll £(t) - h(g(t)pﬁ(t)) ”2

Portanto

T-1
VIPer,ved) ¢ VAV, + I 2 q] vie) -
t=0

P n 2 "
- —%‘-—[g(x(t),u(t)) + X+ ]I - 2 ql| S0 -

~ ~ -~ 2
- e, &) + Rern)] ) (3.57)

A expressdo (3.57) mostra que a fungdo V(p,A,v,q) & suportada
pelo hiperparaboldide

T-1
ViR, A, T,q) 4 ZQ 2 qf| v(t) - %—[g(:?(t),ﬁ(t)) + R+ |12 -
| L

-2 q]jv(t) - %[g(Q(t).ﬁ(t)) + £(t+1)]112 (3.58)

no ponto (9, V(p,l,?,q)). Portanto o gradiente de V(p,\,v,q) con
relagdo a v no ponto (G,V(p,l,ﬁ,q)) deve coincidir com o gradiente
de (3.58) se V(p,A,v,q) & diferenciavel com relagio a v .,

- Qualquer método de minimizag3o irrestrita como, por
exemplo, o algoritmo de gradiente conjugado com convergéncia qua-
dratica, pode ser aplicado ao sequndo nivel, uma vez que o gra-

diente & conhecido.

Mostramos a seguir que a fungao V(p,A,v,q) & convexa em
v, facilitando pois, - a convergéncia do segundo nivel,




Seja a fungao

Tl ’
Wi{p,A,s,q) = min T f(x(t),ult),plt+l),A(t)) +
x{t+1)20 =0
u(t) >0

+ [pm + emIxm + - allx(e+1) = gtx(e) ucen]? +

1
+ = qll £(t) - h(x(t) ,u(t)) |2

1
s.a  —[gx(t)u(t) + x(t+1)] = s(¢) t=0...T-1
| (3.59)

definida no conjunto
s = {s(t) | %., [g(x(t),ult)) + x(t+1)] = s (£)

para algum x(t+1)> 0, u(t) 2 0, t=0,,.T-1}

(3.60)
Com essa definigdo podemos escrever {3.56) como
Tl 2 ’
Vip,A,v,q) = min {Wp,A,s,q) + ] 2qfvi) -sw))
: s(t)eS t=0

0 seguinte teorema & provado em [42] para wuma fungdo
Vi{p,A,v,q) gualquer.

Tearema‘B.B

Seja s = (5(0),.44, S(T—ln'. Se o0 conjunto S e convexo e
se W(p,A,s,q) & convexa com relagao a s € S entdo V{p,A,v,q) e

convexa com relagao a v.

Apliquemos esse teorema ao nosso problema. Desde que
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g(x(t),u(t)) = A(t) x(t) + B(t) u(t)

& linear em u(t) e x(t), mostra-se facllmente que o conjunto § &
convexo. Resta mostrar que W(p,A,s,q) & convexa em relacao a
s € S. Em [37] e provado que a fungdo

wi{s) = min £{(x)

8. a g{x) ¢ s

XxXe X

definido no conjunto S = {s ] g(x) & s para algum x ¢ X}, e con-

vexa sobre S convexo se f{x) e g{x) forem convexas sobre X con-

vexo.

B claro que esse teorema pode ser aplicado para res-—
trigées lineares de igualdade. Os conjuntos s {3.60) e
X = {x{t+1)>0, u(t) 2 0, t=0.,.T-1} sdo convexos e a fungio a

ser minimizada em (3.59) & uma forma quadritica semi-definida po-
sitiva e, portanto, convexa. Com todas essas éonsideragées e pelo
teorema 3.8 temos que a fungao V(p,A,v,q) & convexa em v.

II. 3.6 COMENTARICS

Devemos ressaltar que essa ndo & a unica maneira para se
obter a decomposigdo ou separabilidade do Lagrangeano aumentado.
Uma outra técnica & apresentada por Stephanopoulos e Westberg
[38], onde os autores aproximam linearmente os termos cruzadoes,
obtendo também um algoritmo com estrutura de trés niveis. O nivel
intermediario nesse algoritmo ndo & constituido por um problema
de minimizacao mas sim, por simples atualizacao de alguns vetores
£ evidente que esse algoritmo & de mais facil implementagdo com~
putacional, desde que ndo precisamos de um método_para resolver o
segundo nivel como aqui exposto, e evita as possiveis compli-
cagbes nos casos em que a fungdo V(p,A,v,q) & nio diferencifivel e
nao convexa ou pelo menos unimodal. As experiéncias computacio-
nais de Watanabe et al.[42] revelaram que o algoritmo em [38] se
caracteriza por um excessivo numero de visitas ao primeiro nivel,
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que é o mais complicado. A resolugdo de um mesmo problema em [42]
pela técnica aqui exposta demandou um nim.ro de 90 iteragdes no
segundo nivel, enquanto que a aplicagdo da técnica de [38] deman-
dou 250 itéraqaes no segundo nivel e consequentemente maior soli-
citacio do primeiro nivel,

Portanto, em problemas de P.L.D. com horizonte de médio
'a grande, a técnica aqui exposta deve ser preferida, desde gue se
disponha de um algoritmo eficiente, comc o de Fletcher - Powell,
para a resolugdo do segundo nivel,

E evidente que somente o esquema geral do algoritmo foi
aqui apresentado. Varios refinamentos podem ser feitos, tais como

atualizagdo do fator de penalizagdo e minimizagdc inexata dos

sub-problemas. Para a resolugac dos sub-problemas quadraticos no
primeiro nivel podemos utilizar o método de gradiente conjugado
especializado para operar com restrig¢des do tipo x 2 0[32]. Se es
tivermos tratando de sub-problemas com fungao objetivo. nao li-
near e restrigbes lineares, podemos aplicar o método de Goldfarb
[14], que & extensdo do método de Fletcher - Powell para res-
‘trigoes lineares.

Como se pode notar o método dos multiplicadores aplicado
a P.L.D. resulta num algoritmo muito rico em alternativaé. Aliado
a esse fato,a grande vantagem para esse método @ a nido necessida-
de da tradicional fase I, obrigatdria para os métodos primais,
gquando nao se dispde de uma solugdo factivel de partida. No entan.
to, como o método caminha por solugaes infactiveis temos que obri
gatoriamente obter a solugao Otima para garantir a factibilidade.



70—

II. 4 UM METODO DE GRADIENTE PROJETADO APLICADO A P.L.D.

B

Esse método foi proposto por Geromel e Baptistella [ll ]
para problemas de grande porte com fungao objetivo nao convexa e
restrigoes lineares, podendo também ser aplicado a problemas con-
vexos. O método & do tipo primal e a trajetdria em busca do Stimo
'@ feita através de diregdes factiveis, que sio determinadas pela
projegao dos respectivos gradientes no sub-espago das restricgdes
ativas, O calculo dessa projegao & feito através de uma decompo-
sigdo dual, obtendo-se solugoes analiticas para cada componente
da projegao. O tamanho do passo & facilmente calculidvel no caso
de programagaoc linear.

Nao se obtém aqui uma decomposigdo em sub-problemas, co-

mo no métodos apresentados nas segdes 2 e 3. No entanto, o método
se caracteriza por uma grande simplicidade de implementacgao compu
tacional quando comparado com a "decomposicao em cascata”, que
também & do tipo primal. Na sub-segdo 4.1 & feita a apresentacgio
do método para um problema de programacio matematica geral (fun-
-gﬁo-objetivo qualquer), enquanto que na sub-secao 4.2 fazemos a
sua aplicagdo a P.L.D. ‘

II. 4.1 CALCULO DO GRADIENTE PROJETADO

Seja o problema de programagao matematica

min f£(x)
s,a Ax = b (4.1)
Xx 20

onde x e R®, b e R®, A & (mxnye fe Cl. Supomos que uma Solucdo
factivel x esteja disponivel e qde VE(x), o gradiente de f£(x) em
x,seja diferente de zero. Com essa Ultima suposicdo, & possivel
construir um procedimento iterativo que gere uma sequéncia de so-
lugoes factiveis, tal que

£f(x - as8) < f{x) {(4.2)
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onde o » 0 & o passo e s & a diregac factivel de busca. Esse

procedimento baseia~se na fOrmula de Taylor desenvolvida até os

termos de primeira ordem, ou seja
£(x ~as) = £(x) ~a {VEX) , s> + 0lls || (4.3)
'mﬁmmsomﬂmmIcmo

I={i|x; =0} (4.4)

A melhor direcao s, tal que satisfaca (4.2), pode ser
escolhida ao se maximizar o produto escalar <V £(x), s> . A Figu
ra 4.1 abaixo mostra a interpretacgao geométrica da projegdo orto-
gonal do gradiente sobre o sub-espaco linear definido pelas res-
trigdes ativas do problema (4.1), |

Figura 4.1

A Figura 4.1 mostra que maximizar o produto escalar
<:Vf(x), s>> é equivalente a minimizar a norma euclidiana

| vE(x) - s |f.

Definimos, pois, o problema para a determinaqao da di-

recao s
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: |  (4.5)

onde S = {s | s; ¢ 0, fe I}. O conjunto de restrigdes para a

diregdo s & constituido por todas as diregdes factiveis a partir
do ponto x factivel.

-

A resolugao do problema (4.5) & obtida através de uma
decomposicao dual. Seja, poils, o Lagrangeano

L(s,\) = %[i VE(x) - s|®+ A as (4.6)

onde A & lxm , e a correspondente funcdo dual

Yv(A) = min 2(s,A) o : (4.7)
seS

Desde.qué o Lagrangeano & estritamente convexo e o con-
junto S & convexo, garante-se a unicidade da solugao s e a dife-
renciabilidade da fungdo dual [21].

Seja o problema dual,

max y () (4.8)

que pode ser resolvido por uma técnica de otimizagao irrestrita.

A separabilidade do Lagrangeano em {(4.6) nos permite

escrever

n
Py = § &, (5,,}) (4.9)
=1 1
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4r i=l...n sdo solugoes dos sub-problemas

+ A ATs, i=l...n (4.10)

i

-

& a i-ésima coluna da matriz A. A solugdo de (4.,10) &
obtida analiticamente, ou seja '

onde A

af

V axi
~
3, = (4.11)
.E}L - Xp}' ' ’ ig 1
3}(1 :

0 gradiente da fungao dual $(A) no ponto § & dado por

Ve(A) = As - (4.12)

Uma vez obtida a direcdo factivel §, podemos achar nova
solugdo factivel para o problema (4.1) através de uma busca uni-
dimensional, isto &

min f(x - a8) , x-a8 30 (4.13)
az0 ’

) As condigles de otimalidade podem ser sintetizadas atra-
vés do seguinte lema:

Lema

Seja 5 a solugdo Stima do problema (4.5). Dois casos
podem ocorrer:

a-) se 8 # 0, entio § & uma direcdo usidvel, isto &,
uma direcdo na qual a fungao decresce.
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b-) se 8 = 0 , entdo x satisfaz as condigoes de Kuhn-
Tucker. S

Prova

a-) § , solug3o do problema (4.5) & uma diregdo facti-
‘vel, Além disso '

1 A2 .1 (12
- Il Ve - 8 < = I v£(x) || (4.14)

A partir de (4,14), temos que

VE(x)' § » —;;-H 3”2 > ¢

0 que garante gque a fungao decresce estritamente.

b-) As condigbes de Kuhn-Tucker para o problema (4.1) po
dem ser escritas '
VE(x) =A'B+ Y =0
Ax=b , x30 " (4.15)
Yy =0 i ¢ I

enquanto que as condigbes de Kuhn~Tucker para o problema {4.5)
sdo:

“VE(x) + S +A A+ 0 =0

As =0 , seS (4.16)
Bi 20 , 1l

eimo . igﬁI
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Como x & factivel em cada iteracao, fazendo s = 8 = 0 em (4.16),
temos a condigao (4.15) para B = -1 e y = -8, '

0 .procedimento agul descrito pode ser facilmente esten-
dido para variaveis canalizadas, X € x € X, e para restricdes de
desigualdade, Ax ¢ b. A

II. 4.2 APLICACEO A P.L.D.

Apliquemos agora o método ac nosso problema 1 de P.L.D.

Seja
3 .
c(t+l) = ————— f£(x(t+l),u(t))
¢ x(t+1)
t'—"G-ooT""}» (4-17}
a(t) = L) f{x(t+l) ,u(t))
9 u(t)
onde
F(x(t+l) ,u(t)) = c(t+l) x{t+l) + d{t) u(t)
O problema associado a (4.5) pode ser aqui escrito como
1 TRt 2
min g(r,s) = T o lje(t+l) - r(t+1)“2+|[c3(t) ~ s(t)|]
. ‘ +=0

s.a r{t+l) = A(t) r(t) + B(t) s(t)

t=0-n.T—l (4-18)

C(t) r(t) + D(t) s(t) = 0

r(t+l) € R{t+l) , s(t) € S(t) , x(0) = 0

onde




T

R(t+1) = {r,(e+1) | r;(t+]) ¢ 0 , 1 e I}

S(t) = {si(t) | si{t{ £0 , 1ie€e I}

Definimos o Lagrangeano correspondente ao problema (4.18)

como
T-1 _
2(r,s,p,)) = glr,s) + § p(t+l)[x(t+l) - A(t)r(t) - B(t) s(t)] +
| £=0
+ A(t) [c(t) z(t) + D(E) s(t)] (4.19)
e a fungao dual
vip,\) = min &{(r,s,p,A) (4.20)
r,s

r(t+l) € R(t+l) , s(t) € S(t) , r(0) =0

De (4.19), pode-se ver que o Lagrangeano & separivel no
tempo, ou seja, podemos escrever

. T-1
z(rrSrP:A) = fﬂ(S(O)JP(l)tl(o)) + Z £{r(t},s(t),p(t),l(t)) +
t=1
+ % (x(T),p(T)) (4.21)

onde

Mﬂmmuhum)=%Hmm~smm2+ammw>-mnmmkw)

L(r(t),s(t),p(t),A(t)) = --};-“c(t) - r(e))? + —%—”d(t) - s +
+ [p(t) = p(e+l) A(t) + A(v) c()]r(v) +

+ [A(e) D) - plt+l) B(E)]s(t) t=1...T-1
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L(x(T),p(T) = %&Ii¢tT) - (@ + pl) (D

onde

ri(t) =

‘ri(T)

Qi(t)

-

A solugao do problema (4,20) &:

v(eA) = (5,5,p,2)
mn (0, vy (t)) , ieI
t=l...T~1 (4.22)
e (t) - py(8) + pieralw) - awiche) =v 0, 141

min (0, v;(T)) , ie1

(4.23)

cy (T) - py (T) = vy (1) i ﬂ I

min (o, wi(t)) ' iel

t?"‘Occh—l (4024)

4, (£) + p(t) BY (1) - A(t) DM ()

H

wi(t) . i g1

O gradiente da fungdo dual em (f,S5)

3 $(p,2)
9 pl{t+l)

= T(t+l) - A(t) £(t) - B(t) S(t)

tﬂo_.ouT"'l (4.25)

39pMN L oee) £(8) + DY) 8(t)
9 Alt)

& utilizado no problema dual abaixo

max P(p,A) (4.26)
PrA
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Uma vez achada a solugao do problema (4.26), determina-
mos o passo Otimo na diregao do gradiente prvjetado, de modo a
achar outra solucao factivel. A solugdo de (4.13), no

caso da
P.L.D. também € analltica , ou seja

T-1
min  § c(t+l) [x(t+l) - af(t+1)] + a(x) [ult) - aS(t) ]
ax0  t=0
(4.27)
s.a x(t+l) —c:?(t+l) 20 t=0...T-1

u(t) - as(t) > 0

As restricoes de nado negatividade impdem um limite su-
perior ao valor gque @ pode assumir, isto e

a = min s i fI (4.28)

y

£, (t+1) s, (0)

Podemos reescrever (4.27) como

min  aa+b : (4.29)
Osasa
onde '
Tl
b= § c(t+l) x(t+l) + d{t) u(t)
t=0
T-1 A a
a=- J cl(t+tl) r(t+l) + d(t) s(t)
t=0 -
Portanto, de (4.29) a soluglo a &:
a ' ac<o .
a =10 . a>0 (4.30)
Y valor ¢ [0,a] , a=20
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Podemos agora descrever o esquema geral do metodo, su-
pondo que uma solugdao factivel seja conhe:id .,

*

Passo 1 : Determine o conjunto I.

Passo 2 : Encontre a projegao do gradiente da seguinte maneira:

a-) com as varidveis duais p(t+l), i(t}, fixas, calcule
r(t+l) e §(t), t=0...T-1, através de (4.22) a
(4.24).

b-) calcule o gradiente da fungdo dual através de
(4.25). Se llvwcx)]l $ €y, @ solugdao obtida para
(4.26) & dtima. Caso contrdrio, atualize as varia-
veis duais através de um metodo de otimizagao irres

trita'( por exemplo gradiente conjugado) e faga uma
busca unidimensional, isto &

max $(x + op
020 :

onde p € a direcdo conjugada no caso de utilizarmos
o método de gradiente conjugado. Va para a-)

Passo 3 : Uma vez resolvido o problema de projecao do gradiente
| encontre o passo o através de (4.28) e (4.30), e atua-
lize as variaveis x{t+l) e u(t), t=0...T-1l.

Passo 4 : Se || r(t+1}]| < e, e || stt)]| € e, , t=0...7-1, pare; a
solugdo em questao €& Otima para o problema 1 de P,L.D.
Caso contririo va para o passo 1.

A solugdo factivel de partida pode ser determinada atra-
vés da resolug@o do seguinte problema: |

min 5 T olxe) |[° + ] uw)]| (4.31)
ult) ,x(t+l) t=0
s.a x(t+l) = A{t) x(t) + B(t) ult)
cl(t) x(t) {»D(t) alt) = £(t)

x(t+1) 2 0 , ult) 3 0
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Definindo o Lagrangeano

T-1

Lix,u,p ) = L T xte+n |12+l aco]?
2 =g

+ ple+l) [x(E+1) = A(E) x(8) = B(t) u(t)] +

+ e [£(0) - ) x(t) - D(B) u(t)]

e a fungao dual

“'(pr) = min i(x,u,p,k') (4.32)
x20
u20

_ Verifica-se facilmente que a solugdo de (4.32) & anali~
tica e que o gradiente @ dado pelas restrig¢des do problema (4.31),
Assim a solugaoc do problema dual

max  Y(A,p)
PsA

ocorre num ponto tal gque as restrigdes em (4.31) estdo satis~-
feitas (gradiente nulo). '

0 procedimento aqui adotado para a fase I wvisa utilizar
o mesmo algoritmo escolhido para a solugao do problema dual
(4.26). A funcado quadratica escolhida em (4.31) tem por finalida-
de obter um Lagrangeano estritamente convexo e simultaneanmnente
uma solugao analitica para a minimiza¢do desse Lagrangeano.

II. 4.3 COMENTARIOS

Distintamente do simplex, © método iterativo agui expos-
to faz com que a trajetdria em busca do Otimo (que estd num ver-
tice), se faca interiormente ao conjunto de restrigdes. Como  se
pode notar, o mé&todo  nao realiza uma decomposigao em
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sub-problemas para o problema original de P.L.D., mas sim uma de=-
composicao dual para se achar a direcdo factivel. Desde que a mi-
nimizagdo do Lagrangeano e o calculo do passo o sdo facilmente
realizaveis através de expressOes analiticas, segue-se que a efi-
ciéncia do método estara centrada na maximizagdo da fungao dual,
isto &, no algoritmo escolhido e também na estratégia de busca
unidimensional, uma vez determinada a diregig conjugada {(caso se
use o metodo de gradiente conjugado). |

; Somente as experiéncias computacionais irdao determinar a
sensibilidade do método para sistemas de grande porte e horizonte
de planejamento de médio a grande, caso em que o numero de va-
ridveis na fungao dual (4.20) torna-se grande. Os autores [l11)re-

solvem, em seu trabalho, um problema com 230 varidveis e 575 res-

trigOes lineares, obtendo um tempo de computagao de 0,85 segundos
por iteracfo e satisfacao do critério de parada apbs 65iteracgoes,
resultados esses gque podem ser considerados muito bons,

0 método agqui exposto pode também ser facilmente adapta-
do para sistemas dinamicos descritos por equagoes a diferencgas
com atraso distribuid0o nos vetores de estado e de controle.




f%f

w2
CAPITULO III

‘

METODOS DIRETOS APLICADOS A PROGRAMACEO LINEAR DINAMICA

&

IITI. 1 - INTRODUCAO

I :
Os metodos aqui abordados procuram trabalhar a matriz de

restriqﬁes, exploranéo sua estrutura escada. Desenvolvemos nas
segoes 2 e 3 deste capitulo dois algoritmos baseados na filosofia

do primal simplex, isto €, caminha-se pelos pontos extremos do
politopo convexo, até a obteng¢dc da solugdo Otima em um nimero
finito de passos. O conceito de base global, isto €, uma base

para a matriz de restrigOes completa, & substituido nos dois méto
dos pelo conceito de bases locais. Associamos assim a cada esta-
gio uma base com dimensdo bem menor, quando comparada com essa
base global. Aplica-se a sequir o simplex, especializado para o
conjunto de bases locais, e agui denominado simplex dinamico.

O primeiro trabalho publicadd nessa linha & devido a
Krivonozhko e Chebotarev [18], onde os autores expdem seu método

.para variaveis de estado sem restric¢oes individuais, isto &, o ve

tor x @ livre podendo ter componentes positivas ou negativas. A

‘'seguir, Propoi e Krivonozhko [31] reformularam o trabalho inicial
‘procurando dar uma certa conotacido de controle, ao mesmo  tempo

em que reduziam o nlmerc de bases locais para tratar o problema
com x livre.

' Na segdo 2 fazemos uma extens3o do método acima proposto
para x > 0 , desde que ao aplicarmos programagao linear dindmica
a problemas de planejamento, ndao faz sentido termos algumas ati-
vidades assumindo valores negativos. O algoritmo apresentado na
secao 2 serd denominado por metodo simplex dindmico I (MSDI).

Um outro algoritmo criado nessa linha & devido a Wollmer

[43], operando também com bases locais e resolvendo o .problema
para x > 0. As principais diferengas nos métodos de Wollmer e
Krivonozhko et al. consistem no processo de obtengio das  bases
locais e na atualizagdo das mesmas. Na segdao 3 expomos o0 método
de Wollmer aqui adaptado para incluir as restrigoes que acoplam
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varidveis de controle e estado. Denominaremos esse algoritmo por
método simples dindmico II (MSDII). Conclulmos essa segdo com uma
analise comparativa entre MSDI e MSDII,

‘

III. 2 O METODO SIMPLEX DINAMICO DE - KRIVONOZHKO — CHEBOTAREV-
PROPOI (MSDI)

As bases locais sao aqui obtidas através da decomposigdo
da m&triz B em um produtoc B U onde B & uma matriz bloco trian-
gular inferior contehdo matrizes quadradas cocm m ou n colunas li-
nearmente independentes na sua diagonal principal (as bases lo-
cais) e U & uma matriz bloco triangular superior com elementos

unitdrios na diagonal principal. Na realidade a matriz U & o re-
sultado de um produto de varias matrizes triangulares superiores
obtidas durante o processo de decomposicdo. Por analogia com a
fatoragao de nlmeros em aritmética, o procedimento acima & também
conhecido como fatoragdo da matriz B, Usamos os dois nomes indis-
tintamente.

Consideremos a matriz de restrigoes formada somente por
Colunas basicas com dimensdo (m+n)T, factivel para o problema orji
ginal e denominada por matriz B.

m —D(O)

B(0) ~-I(L)

-

C(1) D(1)
A(l) B(lL) -I(2).

-

w
]

m ‘c(r-1) D(T-1)

n - A(T-1) B(T-1) -I(T)

b Anemeead

Figura 2.1

Com o intuito de simplificar a notagfo, estamos adotando
a mesma simbologia para as matrizes compostas de colunas béasicas,
Portanto, a partir de agora D{t), B(t), ~I{t), C{t), A(t) Sa0
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submatrizes das originais, contendo somente colunas basicas, sendo
~I(t) uma submatriz da matriz identidade negativa -I.

Seja yj(t) uma coluna da matriz B e seja I o conjunto
de indices (j, t) correspondente a essas colunas bisicas. Seja
também J o conjunto complementar de I,correspondente as colunas
nao basicas. Definimos ent3o, 0s conjuntos basico e n3o basico
para as componentes dos vetores u(t) e x(t) como:

o ozp =y (), x () | 4, t) e 1)

zJ = {ui(t) ’ xj_(t) I {1, t) e J}

Qualquer solugao basica factivel pode ser representada
por; '

z m'{zI ; zg} , com zZp 2 0 , z.=0

Suporemos durante a exposicac que o conjunto de res-—
trigdes & consistente e que qualquer solugdo basica & ndo degene-
rada. Seja tambem '

r(t) - nimero de componentes bAsicas do vetor u(rt)

8(1) - nlmero de componentes basicas do vetor x(T)

Entao
t
m+ntg ¥ r(rt -1 + s(t) t=1...T-1 (2.1a)
' =1 :
T S
(m+n)T= § r(r~1) + s(r) (2.1b)
T=1
t
mt +nf{t - 1) ¢ § r(r -1) +s(t - 1) ¢t=l...7 (2.2)
1=]

s{0) =0

As inequagdes (2.1a) e (2.2) expressam o fato de que ao
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cortarmos a matriz basica num instante t qualquer, a submatriz
resultante &, em geral, retangular (n? de colunas maior que ¢ n%

de linhas), caso contririo as linhas dessa submatriz seriam  1li-
nearmente dependentes, o que nac & o caso, pois B & uma base,

_ 0 método apola-se nessa simples observagao acima, isto
&, agrupamos conjuntos de me n varidveis bdsicas de tal forma a
obtermos bases locais de dimens3o m e n alternadamente, Assim uma
Certa variavel u, (ty) ou x (t;), (i, t;) € I pode pertencer a
. QUalquer base local tz onde t2 > tl'

f

III. 2.1 FATORAGAOC DA MATRIZ BASICA

Enunciamos agora um teorema que serad aplicado sucessiva-
mente durante o processo de fatoragao da matriz B,

Teorema 2.1

Seja uma matriz naoc singular M particionada em blocos,

m n
H, Pin .
M= - , com H nao singular.
Q'R C

‘Entao M pode ser representada pelo produto de uma matriz trian-
gular inferior e uma matriz triangular superior com elementos
unitirios na diagonal principal. -

_ H'O I
M=MUS= B T o
a'c| |o

-—- o=

onde

G=R~-Q¢ , [G|#0 , ¢&¢=H P

Ine I, s30 matrizes identidade de dimensdo m e n respectivamen-
te. A inversa M ' vem dada por:
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Prova

Ver Apéndice (A.l),

Para termos uma vis3o bem detalhada do processo de obten
qﬁo_das bases locais, consideremos uma matriz basica B relativa a
um problema com horizonte T=2 e generalizemos depois os resulta-
dos (ver Fig. 2.1). |

Como as primeiras m linhas sao linearmente independentes

(1.i.), podemos escolher m colunas l.i. entre as colunas de D(0)},

formando a matriz Dl (), 0 resto das colunas forma a matriz DX(0),
A partigao correspondente & feita na matriz B(0), ou seja;

D(0)

f

[ ot ' o0y ] = [ m(0)

P(0) ]
(2.3)
R(0) ]

B(o) = [ 8L(0) ;1 8%0) ] = [t

A notagao Dk(O) indica colunas basicas a serem usadas em alguma
base local k, k > 1. Veremos que o método opera com 2T bases lo-
cais. Aplicando o teorema 2.1 ac bloco de matrizes formado por;

______ b o o e ¢ Ppodemos escrever B = BplU,
Q(0) I R(0)
onde
- m - .y -y
mn §£9l~; _________________________ In l¢(0)
n|Q() } R(O) -I(1) ..
Bo = 1 UO = L]
m ' c(l) Do(1) .
% »
n ' A(l) B(1) -I(2) ",
. ~ 1

com #(0) = H Y(0) P(0) | (2.4)
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R(0) = R(0) =~ Q(O) @(0)

¥

A pcsi¢§o“é dimensao de ¢(0) coincidem com a posigdo e dimensdo
de P(0) em B. A matriz U, & quadrada com a mesma dimensdo de Bg e

B,

Novamente pelo teorema 2.1 a matriz interna ao pontilha-

do (o blc.o major) & nao sinéular e, portanto, as n linhas
respondentes 3s matrizes R(0) e -I(1l) si3o 1.i.

®(0) = [ §2(0)

c0) = [ R%(0)

L R0 ]

~12 (1) ]

cor-
Escolhamos n colu

. has dessas matrizes. Para isso, particionemos ﬁ(O} e -I{l) em co-

lunas a serem usadas nessa segunda base local e colunas a
usadas numa base k futura, k > 2.

serem
-1(1) = [-1¥(n 1 -1F)]

(2.5)
F(O) = [ ®(0) 1 -1%(1)]

Agui G(0) corr33ponde 34 matriz formada por n colunas l.i.,, sendo

por F(0) e também contém em geral colunas correspondentes a

‘que em geral essas colunas correspondem a variaveis
. aos

pertencentes

vetores u(0) e x(1) basicos. O resto das colunas & denominado

va-

riaveis dos vetores u(0) e x(1) basicos.

As matrizes C(1l)
‘ 2
c(1) = [ c“(1)

A matriz B, é;

~ m n -
m H(0)
n | Q(0) G(0)
Boﬁ ) 'k _
n oic?(L 0:c®( b
n oraZ() oia¥() B -1(2)

e A(l) devem acompanhar essa partigao.

k) ]

a = [a%w 1 2% ]

portanto, rearranjada.

L]

As colunas da matriz ¢(0) em U, devem ser arranjadas de

acordo com a particdo em R(0), isto &:

[ % ¢ ot o*(0) ]
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Note que as colunas ¢k(0) deven acompanhar o deslocamento das
colunas §k(0) que agora compoem F({0). Dal a indicacdo da matriz

formada por celunas de zeros, tal que o niumero dessas colunas &

igual ac nlmero de colunas de -12(1). Aplicando o teorema 2.1 aos
blocos.

e
oic?(1) ! oick(n) 0ia®(1) ! oiak(1)
podemos escrever By = By V,, onde

' I
m| H(0) ' m
: 1, ¥(0)
n| Q(0)  G(0) )
B, = B Vo =
l i~ ° .e
m oic’() ! & b :
12 1~k ‘ 1
n 0,a%(1) &%) B -I(2) .

. A posigdo e dimensao de Y¥(0) em V5 coincidem com a posigao e di-
mensao de F(0) em By, sendo Vg, quadrada com mesma dimens3o de B.

¥(0) = c1i0) F(0)

& = Pickw] - o] o (2.6)
B = [ora®] - [ora?(w)] v

Note. que as matrizes Ek(l) e ﬂk(l) contém colunas correspondentes
a variaveis de u(0) e x(l) nao usadas nas bases anteriores. Nova-
mente pelo teorema 2,1 podemos escolher m colunas l.i., dentre as
colunas de Ek(l) e D(1l), formando a matriz H(l). Fagamos as diver-
sas partigoes. '

& = @w el oo = PP ofw)]

Fo o= Bo o) osw=Bo st (1))

(2.7)
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ot )]

-

r = [y Pw] e o= E

Q) = [R3) @ B3] R(1)

B ¢ B ]

A notagao ek = [C (1) E 54(1)], indica que estamos usando
algumas colunas de ck(l), para a formagao da terceira base e o
restante, 4(1), deve ser usado na quarta base, no caso a ultlma
- base. De modo que a configuragao da matriz B, agora &:

m’ n m

m [ H{0) | i
n | Q(0) G{0)

LT oic?(1) H(L)  P(1)
a 0ia%(1) Q1) R() -I(2)

b -t

Correspondente a paftigéo feita em (2.,7), devemos rearranjar as
colunas de ¢(0) em UO e Y(0) em Vo'

22 ! o ' at(0)]

[ #2(0) ! o

vioy 7

- -
-

[v3@ 1 o

As matrizes 93(0) e ?3(0) tem posicdo determinada pela matriz
H(l). Assim 3 posigao (m+n+l) ocupada pela primeira coluna de'
H(l) em Bl,3corresponde a posicao (m+n+1) ocupada pela prlmﬁlra
coluna de ¢~ (0) enm Uy, Idem para ? (0) em V . A matriz ¢ (0) tem
sua primeira coluna na posigao cor:espondente 4 primeira coluna
de P(l). Idem para ?4(0).

Através do teorema 2.1 aplicado ao bloco

]
f

______ T---~~m podemos escrever Bl = B2 Ul '
]

onde




) ()

m n m n
™~ . - -
m H(O) Im
B, = n Q(O) G (0) u, = In |
m olc®) H) I 9 (1)
n | ola®() e e N I,
o(1) = M1 P(1) ,  R(L) = R(1) - Q(1) o (L)

G(1)

[R(1) | -1(2)]

Note que,em geral:

H(0) & formada com varidveis basicas u, (0).

G(0) & formada com variiveis basicas ui(O) e x, (1).

H(l) & formada com variaveis basicas ui(O), xi(l) e ui(l),

G{l) & formada com‘variéveis basicas ui(O), xi(l), ui(l) e xi(2).

Podemos escrever a matriz B na forma B U onde B = B, e
u=1u Vo.Uo‘ A Figura 2.2 ilustra a matriz U e as diversas po-~
_sicgOes das suas submatrizes, '

2 3 4
I ¢ (0) 2(0) 19(0)
I, [¥(0) ¥(0)
U =
I, ¢(1)
In
Figura 2,2 )
As matrizes identidade em U ocupam as mesmas posigoes

que H{0), G(0), H(l) e G(1l} em B,. Estamos considerando que H({Q)

-

@ a base 1, G(0) & a base 2 e assim por diante.
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As submatrizes ¢k(0) correspondem a variaveis ui(O) ba-

sicas a serem usadas nas bases

k, k = 2,

3, 4.

As submatrizes ?k(ﬂ) correspondem a variaveils

uy (0) e

xi(l) basicas a serem usadas nas bases k, k = 3, 4 (por esse mo-

tivo desenhamos W (0) com nimero de colunas maior que @ (0)).

A matriz ¢(l) & composta de colunas
varidveis uy (0}, xi(l) e ui(l} basicas usadas na base 4.

correspondentes a

Passemos agora a generalizagao dos resultados obtidos.
Consideramos que a matriz B tenha sido fatorada até o instante t
e escrita na forma: ..

i . Hpae = B
B =Bye-1 Ve-1 V-1 Vo Up = Bog-1 U
_H{O} ]
Q{0}  G(0) .
0ic?(1) .
L] -
01A% (1) H(t) P(t)
By y ™ Q(t)  R(t) ~I(t+1)
C{t+l) D{t+1)
A(t+l)  B{t+l) ~I{t+2)
- “ar(m
R B 2 [ ] 1 1 ] ™
ImQ (0):0: (A E RN NN NN YR @2?3)1:0 : @k(ﬂ)
LYool ..., LR L Ko
: 2641 v 0y
U= Ia ¢ (=100 07 ({t-1)
I, ¥it-1) *
1
1
L 1




As colunas de P(t) e R(t) correspodem a varidveis ui(O), ui(t) P
x (1), T = 1... t,nao usadas até a base Hft) A aplicagdo do teo-
rema 2.1 nos permite escrever B, ; = By, Uy + oOnde

1(0) ' =
Qo) 6(0)
0ic?(1) "
0iaZ(1) “HE)
B, = | Q(t)  R(E) -I{t+l)

it

C{t+l} D(t+l)

A(t+l) B(t+l) ~I(t+2)

‘ex(m)

U, = I 6(t) a(t) = 5 (t) P(t) (2.8)

1 R(t) = R(t) - Q(t) &(t)

Escolhamos n colunas 1.i. dentre as colunas de R(t) e
-I(t+l), tais que componham a matriz G(t). As particgoes corres-—-
pondentes sao:

- . v . 2t+2
Ry = [RPHF 1 ] e = [ (e - (e
- 1 2t+2
Clt+l) = [Cz%zil); Ck{t+l)] D(t+1) = [ D (t+1)} Dk(t-i-l)]
2642 1 2642
A(t) = LA (t+1) ' AF(t+l)] B{t+l) = [ B (t+l): Bk(t+1)]

(2.9)
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~2t+2 , 2t+2
alt) = [

R (t) -1 (t+1)] Flt) = [ﬁk(t)i -1k (£+1)]

As matrizes o(t), v(t-l), ¢k{1*l), ?k(T), t=0,,. t=2 ,
devem acompanhar essa partig&o e permutag&o de colunas, isto é:

2t+2
[e () 101 o5(t]
2742, , 2t+3, 2t+2, 4 X
[p(rore (... @ ()10 0 (1)] (2.10)
=00.¢ -
21431 1 27+4 7 2e421 1 k K el
[¥ (VoY (0)i.... ¥ (1101 Y (D]
A configuracdo da matriz th e:
(1(0) 7]
atoy  Go) .
oic (1)
~oia?q) "H(t)
B, = Q) G(e) Ft)
H 2t+2 ' %
olc (e¢1)  01CN(t+l)  D(t+D)
0ja’ttiy)  oiaN(esl)  B(e+l) -I(te2)
o1 em
Podemos e;crever agora th f 32t+1 Vt ; onde
(0
Qo) @0 .
0ic? (1)
aia2(1) "m(L)
Byeay ® Qlt)  Glt)
otctfiiy sl piesD)
' oinz?:izy RE(Ee1)  B(E+D) -I(t+2)
“artm
L.




H(t+1)

Q(t+1)

.-

T v =c ) B
", _ 2642
o Fern) = [00 Ke+)]-[01 € (£+1) ] (E)
¥ 1
"1 ¥(t) (2,11)
) - ' t+2
. Ak (t+1) = [of Ak(t+l)]—[0: A2(€+1)]‘Ht)
1
Escolhamos m colunas l.i. dentre as matrizes Ek(t+l) e
D(t+l), formando a matriz H(t+1l).
~k 2643 0 Lk 2643, g
C (t+l) = [C (t+1) ! C (t+D)] D(t+1) = [D (t+l) ! D (t+1)]
(2.12)
- . J2t43 ., Lk 2t+3
AR (e+1) = (A" (t+1) A (t+1)] B(t+l) = [B (t+1) ; Bk(t+1)]
- ' 2t+3 ~k ' k
= [cz%?éil) ' D (t+l)] P(t+l) = [C (t+1) ' D (t+1)]
| (2.13)
L =2t+3 4 2t+3 ~k '
= [A"(t+1) + B (t+1)] R{t+1) = [A (£+1) Bk(t+l)]
Particionando ¢k(t), ¥Y(t) , @k(t), (1) vem
2742 t2T+3! 2t+3 1
) ! 0! & (Dfauae @ (1) ¢ 0! 8°(D)] (2.14)
=0 ... t
ot 214" 2t+3 s k
[‘FZT(??; 0! 1 v 0 ¥ ()]

A matriz 82t+1 pode entao

¥ (t))eess ¥ (1)

sexr reescrita como:




Boter ™

=B U

wl
8

Q5

(1(0)
Qo) G(o) .
oic? (1) .
oia?¢1) "Hie)
Q{t) Gy
v 2t+2 '
01c ?t+1) H{t+l) Plt+l)
¥ 2?+2 :
OIA (t+1)  Q(t+l) R{t+l) ~I{t+2}
*
~I{T)
Continuando dessa maneira, obtemos B = BU =

=1 Vp—p Upog v Vg

u_.
o

Yetor Vetor Primal zl(O) 25(0) ceavsnn z,y (T-1)  z5(T-1)
Dual Dimensao m n teeere. m n
A(0) m H(0) o
p(1) n Q(0) G(0) .
* * 0 Cc{ly °
. 3 0 A(l) L] .
A(T-1) m H(T-1)
p(T) n Q{T-1) G(T~1)
Vetor de Custo . hl(O}. ha(0) ..ovvve hy(T-1) hy(T-1)

Figura 2.3




.Y

¢
Im Q2({:‘):0 LR RSN g QZTO)
, .
In ?3(0):0 [ REENEE NN NN ERE Yz‘{o)

27-1 ' v 27
I ¥ (7~2)4 0.+ 9 (T-2)
n T

Im - 9(T-1)

In

A Figura 2.3 mostra a matriz B com

a~)} vetor de multiplicadores

Al(t)=~1lxm
I = (A(0), p(l) .... A{T-1), p(T))
p(t}=1xn
b~) vetor primal basico

: 1
. z7{(t)-mxl

2z, = (zt ), z2(0).... zt(r-1), z%(T-1)) R
‘ z {t)-nxl

A composigdo geral dos vetores zl(e) e z%(t) &:

21 (0) = {u (0) , (i, 0) ¢ I}

2% (t)

{u, (1, M , &, el, ©=1L.. t} t=1...7-1
zz(t) = {ui(r), xi(t) r L, W eI, 1 =0...t-1} t=1,..T-1

¢~} vetor de custo basico

hy(t)-lxm
¢’ = (hy(0) , hy(0), ... hy(T-1), hy(T-1)) hy(t)-Llxn
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A composigao dos vetores de custo h,y (t) e h, (t) estd as-
sociada com a ccmposiqao de z (t) e z (t)

]

Omitimos a partir da Figura 2.3 qualguer Indice sobre as
matrizes C(t) e A(t) guando figurarem em B, Assim a notagao
[0; Cc(t)] indica que as varidveis X, (t), (1, £} e I correspon-
dentes ds colunas de C(t) entram na base G{t-1). O conjunto . das
2T bases {H(t), G(t), t=0... T-1} constitue o conjunto das bases
locais. As diversas expressOes numeradas de (2.3) a (2.14) cons-
tituem formulas gerais para o metodo.

111, 2.2 O SIMPIEX E A DECOMPOSICAO LU

Como bem nota Luenberger [22], a execucdc de um ciclo do
simplex naoc depende de se ter explicitamente B-l, mas sim da ha-
bilidade em resolver sistemas lineares tendo B como a matriz dos
coeficientes, Seja I o conjunto de indices basicos e J o conjunto
de Indices n3o basicos. Assim dada a base B e a matriz de colunas
ndo basicas QJ, o método simplex pode ser enunciado em cinco pas=-

50S.,

Passo 1 : Calcule a solugao basica atual atraves de Bz, = b,

' Seja zy = z° a solucgdo.

Passo 2 : Calcule o vetor de multiplicadores I atraves de IIB = c{
Faga aJ = I - HQJ. Se &1 » 0 pare, a solugao & Otima.

Passo 3 : Selecione uma variavel nao basica a entrar na base.
isto &, uma para a qual gd <o r 3 £ J. Calcule a repre
sentagao da coluna q3 em termos da base B, resolvendo
B§) = 7.

- o;\. A. ’
Passo 4 : Calcule a razao zi/qg ' qi >0, 1 e 1Ie selecione atra-

vés do minimo dessa razdo a variavel basica que vai

sair. Se @2 €0, ¥Yie I, asolugdo & ilimitada.

Passgo 5 Atualize a base B. Retorne ao Passo 1.

L L]




Desde que a matriz basica B estad na forma B U, a solugdo

dessas trés equagdes lineares & trivial.

a~) Calculo da solucdo bisica

Seja b o vetor coluna de recursos do problema origi-

nal.
1 2 . [
b el (b (O)I' b (0)' f(l}' O'.lu; f(T-‘l)’ 0) Fi Onde
: 1., . 2
i b7{(0) = £{(0) ~ C(0) %(0) ; D(0) = -A(0) x{0)
Seja Bz = B Uz =b (2.15)
I I
Introduzindo a notagao z = UzI + a resolucac do sistema
{(2.15) consiste em resolver dois sistemas triangulares, obten-

do-se duas solugoes recorrentes.

8z = b recorrente para frente ' (2.16)
Uz = z recorrente para tras (2.17)

I

A solugdo de {2.16) &:

510y = 571 0) b0y

£2(0) = ¢"to) b2 - Qo) 21(0)]
- | (2.18)
the =i o [fo - cw] 2Pe-n]

t=lo . T"""l

22 (t) = —G_l(t)[[OEA(t)] 22 (t-1) + Q(t) 2t (0]

A solucao de (2.17) é: .

22 (1-1) = 2%(p-1) (2.19)




-1 T-1
27+l
zhe) = 2he) - [@ (t}' 0] z%(t) -3 [e (t)' 0] 2t (1)
£ t=t+]l
‘ t=T-1... 0
-1 5
2 21+l
z%(t) = £2(t) - § [‘P(t)'O]z(r)-—Z ¥ ier s o] 2o
T=t+l =t+1 -
t=T-2,.. 0

b-) Representacado da coluna ndo basica

Passamos agora a calcular a representacac da coluna
que val entrar na base,em termos da mesma., Aqui somos obrigados a

distinguir dois tipos de coluna, ou seja, uma gue corresponde a
a uma varidvel de estado e outra correspondente a uma variavel de

controle. Seja

3¢ty = 0, 0 ... 0, &, pIw, 0 .01,

{(j, ) ¢ J

uma coluna n3o basica relacicnada com a varidvel uj(r),onde as (1)
e bJ (1) representam a j~ésima coluna das matrizes D(t) e  B(t)
originais e que incluem todas as colunas (b3sicas e nd3c basicas).

Seija

F ) = o), v3(0) .... viT-L, vir-n]'

a representaéﬁo de v?(t) na base B. Portanto

x

Bod (1) = B usd(n) = vi(r) (2.20)

* " ~ - - -
Fazendo v = U¥J (1), a solucfo do sistema linear & analoga ao caso
anterior, isto &, (2.20) fica desdobrado em dois sistemas trian-

gulares.,

BY = i) (2.21)

_j _ X ' _
UV =v (2.22)
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A solugdo de (2.21) é:

Vo =v3w = o t=0.... T-1
o) =1 ) adin
P =c¢ro Bl - am ¥o] (2.23)
C e = arhe [0l ce] e
| : | t=t+l,.. T-1
2(t) = -6 [[bf at)] $3(e-1) + a(v) Gl(t)]

A solugdo de (2.22) é&:

v (r-1) = $2(1-1) (2.24)
T-1 ’ -1
2T+2 4 2T+l
Vi) =3 -1 [T o] vt -3 [°te fo] v
: T=t t=t+1
t"“"“T"lono 0
. T-1 T-1
) 2 2 '
Gy =¥w -5 I 0] o - 2 2T 1 o] v
r=t+1 +1
t=T=2... 0
Seja
Wiy = [0, 0,.... 0, =e3(1), Jv), ad(n), 0.vn 0]', (3, D e d

uma coluna ndo basica correspondente & variavel x (1), onde -eJ (T)
<’ (1} e al (1) representam a j-ésima coluna das matrlzes originais
-I{1), C(1) e A(T). Seja '

#(t) = [h (), w2(0) .uun. wi(T-1), wi(r-1)]"

BIBLIOTECA CENTRAL
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a representagao de wl(r) na base B. Portanto

wjm = Buad(r) = wi(t)
xS
Fazendo w = UW-(T) , obtemos
. _* -
Bw = wi (1) (2.25)
s R
o uwi) = | (2.26)

De (2.25) temos;

§1(t) =0 t=0,.. t~1
* 2
w (t) = o twonoc T"’z
(-1 = - ¢ -1 eI (n) (2.27)
wlin =8l {cj(r) - [o: cm] ;2jr~1)]
o =a o [&d - ol am] W - o W]
Wt = 1w [ co] WP e-n)]

t=1+l,.,.. T-1
wiir) = -a t(e) [[oi A(t)] w2 (t-1) + Q(t) &l(t)}

A solugao de (2.26) fornece expressdes idénticas a (2.24),

c~) Calculo dos multiplicadores

O sistema linear a ser resolvido é

¢t =M =038 U , ou
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vl < 1B -  (2.28)

Pode~se verificar facilmente que a matriz U“l é obtida a
partir de U pela simples troca de sinal dos elementos acima da
‘diagonal. Portanto de (2.,28) temos

QS ~ ~ ~ ~
c U - (hl(O), h?(O) s s 8 h}‘{l)' hz(t) oot) t“o.coT"‘l

=
[
-~
=]
i

h, (0)

-h; (0) [o%(0) § 0] + n,(0)

a——

o

et
(]

241 1 1

=1
- ) hy (1) (67 (1)
=0

-
0] + }
T=0

o
=
o~
g
i

2t+1,
hy(v) [¥() :0]:|+hl(t)

tgl. - T_l

=28
N
¢
|

c t-l 242
2 "
= - [ I hito [o ???, o] + § hy(r) [¥ (T}:Oﬂ%—hz(t)
’ =0 - =0

0 tridngulo superior da matriz U pode ser muito denso e
consequentemente essas expressdes analiticas ndo terao interesse
em termos praticos. Nesse caso apenas multiplicamos o vetor c
pela matriz U”l e agrupamos as componentes do vetor resultante em
blocos de m e n alternadamente.

ME = (A(0) H(0) + p(1l) Q(0), p(l) G(O) + X(l)EOE c(1n] +
+p(2) [0 AT, covveiiil, AlE) H(E) + plt+l) Q(E),

p(t+1) G(E) + A(e+1) [07 c(e+D)] + p(e+2) [0 A(e#1], ...

vees, p(T) GlT-1) '

Igualando~se cada componente, observa-se as relagoes re- -
correntes para tras, o que ja era esperado, devido & caracteris-
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tica intriseca do problema 2 {dual) da P.L.D.

p(T) = hy(r-1) ¢™H(r-1)
' (2.29)
Ae) = [h,(6) - p(t+l) Q)] 1 t(e) L teTel... 1
p(tl) = [ﬁz(t-l) - A(t) [0-5 C(t)] - p(t+l) [oE A(t)]] G'l(t—i)
jf
A0 = [R; 0 - pD) o] 510

Un fato importante nessa bateria de fdrmulas €& que todas
as solugbes obtidas s8o fungdo das inversas das bases locais.

A determinagao da varidvel a entrar na base & feita atra
vés do sinal de

ey = o) - ngdie (3, &) € g (2.30)

e escolhendo~se uma para a qual aj(t) < 0. Aqui qj(t) € uma colu=~
na nao basica da matriz global de restricoes e cI(t) o custo cor-
respondente. Seja esse Indice (j, tz). Calcula-se agora a repre-
sentagao dessa coluna ndo bisica em termos da base, podendo-se
entac determinar a variivel a sair da base através das seguintes
expressGes abaixo, que dependem do tipo de variavel a entrar na

base,.
a-) Se a varidvel a entrar & de estado
23 (t) 22 (t) |
(k. t,) = arg-min ' i, £y e 1 (2.31)
1 2
AR A wi(t) , wi(e) > 0
1
zp (t1) .
Seja = e——

1
wk(tl)
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~ - - - o]
A nova solugaoc basica e entac (z

I e a solugdo antiga):’

1oy 291, 0 _ a0l
2i(t) = zi(t} Qwi(t) |

i

zi(t) %i{t) - Bwift)

xj(tz) = 0 . zi(t) = 0 ', (1, t) e J

b~} Se a variavel a entrar & de controle

| Nzt 22 (¢)
1
z, (t,)
Seja © = -%%—JE-
Vi (t)

A nova solugao basica é:

1 o1 1
2he) = 2he) - evi()
‘ (i, £) e I {(2.34)
22 (¢) = 3?(1:) - avi(t)
.~uj(t2) =0 . zi(t} = 0 , ‘i, t) e J

III. 2.3 ATUALIZACAO DAS BASES LOCAIS

Passamos a descrever o processo de atualizagao das bases
locais, que ocorre quando ha uma troca de coluna basica por uma
nao baslca. Veremos que sob certas condigdes, somente algumas ba-
ses locals precisam ser atualizadas, Isto confere ac método um
aspecto atrativo, visto que o maior esforgo computacional esta




~105-

concentrado na atualizacao das bases. Para compreender esse pro-
cesso de maneira intuitiva, vamos lancar ~ac da Figura 2,2 e da
discussao com ela relacionada.

Séja xj(l) uma variavel ndo basica a entrar na base e
seja uk(O) uma variavel bésicapartencenteezH(OL a sair da base.
Suponhamos que existam mais de m variaveis basicas u (0) na base
"global e gue as matrizes @k(O) , k=2, 3, 4, sejam ndo nulas, isto
&,existem varidveis u(0) em todas as bases locais. Lembre que a
variavel xj(l) tem liberdade para entrar em qualquer das bases
G(0), H(l) e G(1), mas & proibida de entrar na base H(0), desde
gue esta envolve a equagao

D(0) u(0) = £(0) - C(0) x(0)

somente nas varidveis u(0).

Trocamos a varidvel basica u (0) a sair, com uma va-
lriével ui(O)pertencente a base G(0) e correspondente a uma coluna
de 92(0) . Trocamos a varidvel uy (0) com uma variavel u,(0) . ou
x; (1) pertencente 3 base H(l) e correspondente a uma coluna de
o3
tencente & base G(1) e correspondente a uma coluna de #(1) , isto

(0) . Trocamos novamente a variavel uk{O) com una varilvel per-

&, ui(G), xi(l) ou ui(L). Agora a variavel uk(O},a sair da base,
pertence & base local G(l). Retiramos entdo essa variavel e intro
duzimos a varidvel xj(l) nessa base, CondigOes serac enunciadas
nos teoremas 2.2 e 2.3 para que a variavel xj(l) possa entrar na
base G(0) ou H(1l).

Lembre que a matriz basica global B deve ter no minimo
m variaveis u(0). Portanto, se tivermos somente m variaveis u(0)
na base e uma variavel u (0) esta saindo, o critdrio de entrada
tem que estar indicando obrigatoriamente, que uma variavel ui(O)
esta entrando.

- 2
OQutra possibilidade & ter, por exemplo, ¢ (0) =0, ou
seja nenhuma varidvel basica u; (0) fol usada na formagao de G(0).

Nesse caso trocamos a variavel uk(O) a sair com uma variavel
uy (0) pertencente a H(l) e correspondente a uma coluna de 23(0) .

E importante pois, ter em mente a composic@o qualitativa
das bases locais e lembrar que qualgquer varidvel a entrar na base
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pode fazé-lo em qualguer base local a partir da qual ela figura
pela primeira vez. Essa base local envolve 2 equacdao na qual a
varidvel a entrar aparece pela primeira vez. No nosso exemplo, a
base G(0) estd relacionada com a equagdo de estado

x(1) = A(0) x(0) + B(0) u(0)

que & a equagdo em que as varidveis x(l) ocorrem pela primeira
vez,

A troca de varidveis entre bases adjacentes, quando pos-
sivel, € mais eficiente que outros esquemas de troca. Ilustremos

com um exemplo baseado na figura 2.2 ., Ao trocarmos a variavel
w, (0), correspondente a k-esima coluna de Im(Héo))' com a varia-
vel ui(O), correspondente d i-é&sima coluna de ¢°(0) , alteramos
somente uma linha na matriz In(G(O)).

k i
1 1
28 0
L1 2
1 37 (0)
L1 »
2 .
L~
/ »
[ .
|,
;E 0
i1i— i1 0
0 0
. . I
n
0 0
Figura 2.4

A Fiqgura 2.4 mostra a troca da coluna k=1 com a coluna
i=1l. Ao pivotearmos em torno do 19 elemento da coluna k de modo a

zerar as componentes situadas abaixo e obtermos novamente a estru
tura da Figura 2,2, alteramos apenas a linha i=l da matriz
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1,.(G(0)}.

Se a troca de uk(O) fosse feita com uma variavel ui(O),
correspondente a uma coluna de ¢3(0), alterariamos entdo todas as
colunas em,In(G(O)) situadas abaixo de @2(0), quando do pivotea-

mento. O teorema 2.4 ira mostrar que a matriz Gml(O} @ alterada
apenas na sua l-ésima linha.

Formalizemos entdo as idéias até aqui expostas.

Designamos o bloco de matrizes guadrado, com dimensao
(m+n), na diagonal principal '

y 0
N(t) = ..ff.(..tf.?...,.........._ ,. por bloco t
Q(t) | G(t)

Seija yk(tl} uma coluna a sair da base B e que correspon-
de a uma coluna de H(tl) ou G(tl) no bloco t; e seja qj(?z) uma
coluna ndo basica. Representamos por qj(tz) 0o vetor vj(tz) ou
‘wj(tz) (ver sub-secao 2.2). Um fato importante deve ser ressalta-
do na atualizagao das bases. A mudanga de uma coluna em um bloco
ty influencia, como se pode ver das expressoes (2.8) a (2,13),
" todos os blocos subsequentes. Os dois teoremas abaixo dao con-
digdes suficientes para que a troca de uma coluna em um bloco nio
influencie os blocos seguintes.

Teorema 2.2

A troca de uma coluna da base correspondente 3 k-&sima
coluna da matriz H(t) nao altera a matriz ¢(t) e os blocos N(t),
T = t+l...T-1, se a k-ésima linha de ¢(t) & igual a zero.

Prova

Consideremos as seguintes matrizes dispostas na diagonal

de Bthl
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G e e S sl ke

L4

Prénmultipiicando 0 primeiro bloco de linhas por H“l(t) e zerando
as colunas abaixo de H(t), temos

I E B (t) s(t) = K~ (t) P(t)

A ———— - ——

0 1 R(t) R(t) = R(t) - Q(t) o(t)

A troca da coluna k de H(t) implica em operagdes de pi-

voteamento com a k-ésima linha de &(t), isto &, esta linha & mul
tiplicada por alguns coeficientes e somada com as outras linhas.
Mas desde que essa linha & composta de elementos nulos, a matriz
¢(t) n3o se altera e consequentemente, pelas expressoes (2.8) e
(2.9), os blocos seguintes nao mudam. Como consequéncia direta
dessas consideragOes temos que se o elemento @%(t) e zero,entdo a
troca da coluna k em H(t) n3o altera a coluna j da matriz R(t).

© Teorema 2.3

A troca de uma coluna da base correspondente a k-esima
coluna da matriz G(t) n3o altera a matriz ¥(t) e os blocos N{t),
T = t+l.,.T-1, se a k~ésima linha de ¥{t) & nula.

Prova

E idéntica a prova do teorema 2.2 ao considerarmos

G(t) . F(b) . I LY () ¥(£) = GTH(t) F(t)
mmmmmmmmm r“““--‘l——_- MMMM!——————
' ' -
o;cz%t-%;):o;ck(ul) 0 13 (esny| Feen = [o: Ck(t+l)] -
1 ]

- [oi cz?zil)] ¥ (t)

e as expressdes (2.10) e (2.11) .
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Suponha que yk(tl) » & coluna a sair da base, corresponda
a uma coluna de H{tl) Fazemos a permutagao dessa coluna com uma
_coluna pertencente a G(tl) e correspondente a ¢ l(t:l). Com isso
a solugao basica ndo se altera e y (ty) & agora uma coluna de
'G(t;) . Permutamos novamente yk(tl) com uma coluna basica perten-
cente a H{tl+1) do bloco seguinte. Prosseguindo com essas  permu-
tagoes chegamos ao bloco t 3 ty, onde t, & o Indice temporal da
coluna qj(t ) a entrar na base. Caso nesse bloco t ocorram as
condigdes do teorema 2.2 ou 2.3, retiramos a coluna basica y ()
e introduzimos a coluna nao basica qj(tz). Portanto, uma variavel
nao basica x; (t3) ou u; (t,), pode entrar numa base local corres-
pondente ao bloco t, t= t,, t,+l...T-1. Se ndo encontrarmos
nenhum bloco :t para o qual as condigCes do teorema 2.2 ou 2.3

subsistam, retiramos a coluna basica no 4ltimo bloco T-1. Vejamos
agora alguns teoremas que estabelecem relagOes matematicas tradu-
zindo o gue foi exposto acima.

Teorema 2.4

‘Seja a matriz

m n
m |H) P
M= o o s o s , com M e H n3o singulares,
n |Q! R
Permutemos a k-ésima coluna da submatriz [H] com a
Q

Z-—ésima coluna da submatriz [P] .
' R

Seja ¢; # 0 o elemento de ¢ = HulP situado na linha
kX e coluna £ , também chamado de elemento pivot no simplex.

) ~

Representemos as matrizes atualizadas em M por ﬁ, P, Q,
Pl ~
R. Seguem-se as seguintes relacgoOes:

N
B~ =E"H (2.35)

onde Ek € uma matriz elementar coluna (mxm) com elementos da




-110-

k-8sima coluna dados por

; 2
1 : !
Tk = o—_— ' Yi = - — r i=l...m , i#k
o’ 0%
k k
83 = gk I § # &
. (2.36)
Az [}
i @ = [Yl MY EREE Ym]
onde 9 & a j-8sima coluna de ¢ .
Al -1
a-) G Ez G
(2,.37)
F ....l .
b-) & = GE; , G =R-Q &
onde El e uma matriz elementar linha (nxn}) com elementos da
f-&sima linha dados por
¥ = - ¢ j=1...n (2.38)
E; também & matriz elementar linha {n'xn) com elementos da
2-gsima linha dados por
) 1 °1
Y &= — P) Yj = e —— e J=l..on , 3 #2R
' £ ¢2
% X (2.39)
Prova

Ver Apéndice A.2 -,
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O teorema 2.4 nos permite enunciar dols teoremas funda-

mentais para o problema de atualizagao da~ b ses.

Teorema 2.5

' Seja Qi(t) o elemento pivot da matriz ¢(t), tal que a
coluna Qz(t) corresponda a &-&sima coluna de G(t). Ao permutar-
mos a k-ésima coluna de H(t) com a 2-ésima coluna de G(t), os
blocos 1t = t+l...T-1, ndo se alteram e as sequintes atualizagdes

ocorrem
A-]_ _ -1 A
a-=) G “(t) = Ez G T (t) b-) ¥{t} = EE ¥{t)
(2.40)
e-) 1 te) = X v e a-) 83(e) = 5 o (1)
AR ]
o7 () = vy «oo. 7]

.onde Ez e Ek sao as matrizes elementares descritas no teorema
2.4. '

Prova

Consideremos as matrizes H(t) e P{t) na diagonal de
B,,_1 © as seguintes partigoes

2t+2 1 | 2t+2 1+ k
Pty = [p'(e) ! Pkct)] R(t) = [R (t) | R(6)]

Ent2o,0 teorema 2.1 aplicado ao bloco

) 2t+2
H(t) P o(t) 0
2t+2 242
Q{t) R () -1 (t+l}

fornece uma expressdo para G(t) equivalente a obtida em (2.,9).
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2642+ 2t42 - 2442 1
G(t) = [R (&) & -1 (e+1)] - Qo) BT () [P(t) | 0]

2t+2 - 2¢4+2
o (t) = H T(t) P{L)

2642 2t+2 _ .
Lembramos que P (t) e R (t) contém colunas de varia-

veis de estagios anteriores e gue ser3o usadas em G(t). Como G{t)
@& quadrada (nxn),podemos aplicar o teorema 2.4 ao trocarmos a

2
coluna k de [H(t) Q(t)]' com a coluna & de [PZ%I? R %Z?]i

Notg que pela ordenagao das colunas de ¢(t) a fL-&sima
+ - -

coluna de ¢ %t? corresponde a AL-esima coluna de G(t) e ®(t), e
portanto 3 fL-8sima componente de z2{t). Assim de (2.37b) vem

¢ Ly = E, ¢ L)

isto &, somente a linha & de G-l{t) & alterada. Pela expressao
(2.11)

Wst) = Eg'?(t)

Como somente a linha % de VY(t) muda, de (2.12) temos
iy ~ - + -
que ck(t+l) nao muda, pois a £ -~-eésima coluna de [Oscz tzlﬂ 2 a

coluna zero (note gque CZ%zil) esta abaixo de Iz%zfl) no bloco mos

trado acima). O mesmo argumento vale para ak(t+l). Portanto de
(2.12) e (2.13), as matrizes H(t+1l), Q(t+l), P(t+l) e R{t+l) nio
mudam. Consequentemente os blocos t+1,..T~1 nao se alteram. As

expressdces c-) e d-) sdo obtidas pela aplicagao direta do teore
ma 2.4 .

Teorema 2.6

Seja ?i(t) # 0 o elemento pivot na matriz ¥(t), tal que

a coluna Y¥¥(t) corresponda a {-&sima coluna de H(t+l). Ao per-
mutarmos uma coluna da base correspond&nté a4 k-ésima coluna de

G(t) com uma coluna da base correspondente & f-8sima coluna de
H(t+l), as seguintes atualizagOes ocorrem
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a-) & l(t) = e ¢ t(t) o) A tesn) = Ey 0L (e+1)
(2.41)
b=) ¥(t) =E¥i(e) , 3 #2 d-) Q(t+l) = Q(t+l) E;i

¥h(t) = [vyeern ¥, T )
' e-} ¢ (t+l)

E gNp + E;p 0(t+l)

onde Ek & uma matriz elementar coluna {nx n),com e'lementos da
k-&sima coluna dados por

. . ¥ (£)
Tk B m—— ] i = - 1=l.un " i #k
L A
Tk(t). Wk(t)
E;i’ & uma matriz elementar linha (m xm), diferindo da ‘matriz
identidade pela linha % .
N, @& uma matriz que difere da matriz nula pela L-ésima linha,

. 2
possuindo m linhas e numero de colunas igual & matriz P(t+l). As

bases G(t+l), H(t), G(t),T = t+2...T-1, nao mudam.

Prova

, As expressOes a=-) e b-) resultam da aplicacgdo direta do
teorema 2.4.

Através das expressGes (2.11) e (2.37 b) temos que as
matrizes Ck(t+l) e AK(t+l) sdo atualizadas

N N
F(e+) = K1) B , AR (e+1) = AR (e+1) E, "
onde Eil & uma matriz elementar linha quadrada, com dimensao

dada pelo nimero de colunas de V¥(t), tendo os sequintes elemen-
tos na linha 2 '
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3
L ¥ (£)
Y = - ! r Yj-"-"‘k ’ j#A R
L L
(1) ¥, (8)

Pelas expressoes (2.12) e (2.13), sabemos que algumas co-
lunas de Ck(t+l) e Kk(t+l) sdo usadas na formagdao de H(t+l) ,
Q{t+l), P(t+l), R{t+l). Podemos pois escrever

n 5 m s
L ‘...l L
. H(t+l) ! P(t+l) E1£ : N, | m
M{t+l) = |---=-==- e I === (2.42)
Q{t+l) | R{t+l) 0 1 I, | s

A matriz do lado direito & construida do seguinte modo:
adicionamos elementos unitirios na diagonal principal e zeros em
todas as outras posicSes da matriz E;l até tornd-la quadrada
com mesma dimensdao do nimero de colunas da matriz a sua esquerda,
~ A seguir os elementos da linhamckaE;l sao permutados de acordo -
com a permutacdo de colunas de K (t+1) e AS(t+1) durante a for-

magdo de H(t+l), P(t+l), Q(t+l) e R(t+l),

A partir de (2.8) temos

o ” ~ ”~
R(E+1) = R(t+1) = Q(&+1l) H(t+l) B(t+1)

De (2.42)
B(t+l) = H(t+l) N, + P(t+1) 81+ = B, 57 e
R(e+1) = Q(erl) N + R(t+l) Qe+l = Q(e+l) E])

Portanto
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g(t+1) = Q(t+1) NL + R{t+1}

-1 g1 -
- Q(t+1) Elm By, H (t+1) [H(t+1) N, + P(t+l)] =
= R(t+1l) - Q(t+1l) H-l(t+1) P(t+l) = ﬁ(t+1) (2.43)
Finalmente
B(t+1) = B L(t+l) B(t+l) =E. N, + E.  @(t+1)

1% 2 1%

Os elementos da linha & de E,, distintos de =zero, sao

1L
dados, de acordo com (Z2.38), por —?ﬁ(t). Como o produto Eln Nl
difere da matriz nula somente pela linha & , entao a matriz

$(t+l) sO & alterada na sua L-esima linha. A matriz H“l(t+l) tam-
bém sofre alteragdes somente na linha % . De (2.43) temos que a
- matriz R(t+l) ndo muda e de (2.9) notamos que G(t+l), F(t+l) e
todas as matrizes subsequentes nao mudam, |

As denmonstragoes dos teoremas 2.5 e 2.6 basearam~se no
fato de'que o elemento pivot diferente de zero @i(t)(?i(t)), cor-
responde a uma coluna basica a ser utilizada na base local
.G(t) (H(t+l)). Pode ocorrer, no entanto, que o primeiro elemento
na linha k, ¢k(t) # 0, corresponda a uma coluna basica a ser utili
zada na base H(t* ), t¥ > t, e todos os outros elementos Qg(t) re-
lacionadeos com as colunas a serem usadas nas bases G(t), G{t) ,
H{t), 1 = t+l... t*—l,sejam nulos., Devemos pois, trocar a colu-
na k de H(t) com essa coluna de H(t") (para a qual Qi(t) # 0). Ape
sar disso parecer complicante, veremos que computacionalmente, o
fato acima apresenta vantagens, Enunciamos abaixo o teorema rela-
clonado com essa troca de colunas. Teoremas analogos podem ser
obtidos ao considerarmos a troca de colunas entre H(t) e G(t*),

G(t) e G(t¥), G(t) e H(t*+1), t* > t.
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Teorema 2.7

Na linha k de ¢(t) seja o primeiro elemento _@i(t) # 0
tal que corresponda & g-eésima coluna ba3sica a ser usada na Dbase
local H(t"), t* > t . Entdo ocorrem as seguintes atualizagdes

il =X H-l(t)'
23 23 2q |
o (t) =Ek-<_» %t) » J#4g gcft) =[Yl....vm]'
A2 2
¥ (1) =¥ (1) E, T =t,,.t"-1
(2.44)

20 = 0% (0 £y £ = t+l...t%-1
A-l{t*) = E-l Hnl(t*)

1q
~ ' e 1 *
d(t*) =B " N_ + B o(t
-( ) 1q a o (™)
A .* - *
Q(t™) = Q(t") Elq

onde QZ(T) e uma partigdo de ¢(t1). As bases G(t), H(t), G(T),
T = t+l;..t*vl, nao mudam.

Prova
Dividimos a matriz $(t) em duas partes,
o({t) = [¢1(t)5 ¢2(ti10nde ¢l(t) possul as colunas de d(t) a

serem usadas nas bases G(t), G(t), H(1), T = t+l...t*~1 e para as.
quais @g(t) = 0, COnsequenEemente,¢2(§) possul colunas a serem
usadas a partir da base H(t ). Seja ®"(t) a fL-ésima coluna de
$(t) e simultaneamente a g-ésima de ﬁg(t), para qual ¢i(t) # 0.
Ao trocarmos a coluna k de H(t) com a coluna & de P(t), pelo teo-
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rema 2.5,a matriz H‘l(t) € atualizada

A1) = 5 u

onde Ek @ a matriz elementar coluna (mxm}) com elementos da

-‘k-&sima coluna dados por

£
.1 o/ (£)
k

Yi - -~ i~=l-sum r i # k

L L
o (t) ¢ (t)

Consideremos as particoes acima referidas no bloco de
matrizes da diagonal de Bore1 -t

B(t) pl(r) p2(e) 0 I et (r) 8%(t) 0
-— :

Q(t) RY(t) RE(t) -I(t+l) o Ri(t) R3(t) -I(t+l)

- De acordo com a consequencia do teorema 2.2 e da figura

acima as matrizes ¢l(t) e ﬁl(t) nao mudam. Por outro lado

n2q

) =E° e (t) , J#q ¢ =[H;~-Ymr
De (2.34Db)

V)

Re(t) = R (t) E;l

onde 'E_l & a matriz elementar linha com dimens3o igual ao nime-

ro de colunas de ﬁz(t) e elementos da linha g dados por

o1t

!

9= . v = t r d#aq
o (t) 8 (t)
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Formamos agora a base H(t*) com algumas colunas - de
c (t*), algumas de C %t ) e alggmas de D(t+1), notando que
apenas as matrizes C (t *y e At *) estdo atualizadas. Usando os
mesmos argﬁmentos do teorema 2.6 (ver (2.42)) obtemos 0s resulta-
dos para ﬁ”l(t*), s(t*) e Qlth).

Estamos finalmente aptos a descrever a atualizagao das
bases, baseada nos teoremas 2.5, 2.6 e 2.7. Somente para exempli-
. fica# (todos os outros casos sao andlogos), seja yk(t } a coluna
a sair da base, correspondente & k-&sima coluna de H(ty) . Seja
j(t )} a coluna correspondente a uma variavel de controle uj(tz)
que vai entrar na base, Lembramos que o indice (k, l) € determi-

nado de (2.33). Seja, por exemplo

(k, tl) = arg { —— . V. (tl) >0
1 k
vk(tl)

Dois casos sdo possiveis

- £ <%

Nesse caso a linha k de @(t;) contém um elemento pivot
‘diferente de zero, desde que yi(tl) >0, De (2.23) e (2.24) te-
mos que

1
vi (¢ 2 [, (t § 0] v (o) - [¢2§ti): o] vtn)
=t tl

e portanto, pelo menos um elemento na linha ¢k(tl} e distinto de
zero,. Suponha que a esse elemento corresponda a zsoluna L de
G(tl). Portanto o #-&simo elemento da linha @itl?%l) e vi(tl)
sdo distintos de zero. Trocamos entdo a coluna k de H{tl) com a
coluna £ de G(ty), atualizando as matrizes H{ty), Glty),* ot} e
?(tl) de acordo com o teorema 2.5, Portanto,a coluna a sair da
base estd situada na posigdo % de G(ty).
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Formamos agora as segulntes matrizes:

G(t) - com algumas colunas de ﬁl(t} e algumas de ~I{t+l),.
Fl(t) - COm és colunas de §1(t) e as de ~-I(t+1l) nao usadas
para G(t).

Fz(t) - Com as colugas de ﬁz(t)

[ett) 1 FHee) 1 PP ()] 1! vh e ¥i(o)]

vhe) =M Frey ¥ (t) = ¢ L) Py

Do exposto acima G(t) e ?l(t) nao se alteram, enquanto que

&2 2
¥ (t) ¥ (t) Eq

Prossequindo desse modo chegaremos ao instante t*~l, com a
seguinte configuragao

I vlie*-1)  ¥Pe*-n. o
0! ety KM 0 D(t+l) | —
0% AtH ak(e*y 0 B(t+1)
C 1 ylee*-1)  ¥2(e*-1) o
. | - k2
— 0 &ty c (t%) D{t+1)
’ "’"kl * ~k2 *
0 A A (Eh B(t+l)
k1 k \ |
¢ (£" =c (£ - [0} c™] vhe*-1)
k1 K
(e =a"h - [olaeh] vt

vle*o1) = ¢~ Ler-1) ® M

2k2 ~
C (t") = - [01cit"] ¥ (e*-1)

o~
-~

ATt = - [o
V.4 — '
§ (t*-1) = ¢ L(e*-1) PE(e*-1)

- oo

A" ] & (e*-1
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De acordo com (2.23) e (2.24) temos

T-1 L 2T+2 T"l 2T+l
'Vi(tl) «=- 1 [ z(tl)' 0] Vi) - [? (tl)- 0] vo (1)

'Mas vg(tl) # 0, e portanto, deve haver pelo menos um elemento na
linha ?z(tl) distinto de zero. Suponha que a esse elemento corres
ponda a coluna m de H{ty+l). Trocamos pois a coluna % de G(t,)
com a coluna m de H(t;+l) de acordo com o teorema 2.6, Prosseguin
do com essas permutagdes e atualizacgdes chegamos ao seguinte
caso;

As permutagoes com a coluna a sair da base devem conti-
nuar até que adentremos um bloco ty, onde as condigoes do teorema
2.2 ou 2.3 sejam satisfeitas. Vejamos porque essas condicbes po-
dem ser satisfeitas. Suponhamos que a coluna a sair da base este-

ja situada na posigdo k da matriz H(t ), ty 2 t,. Entao, pela
expressao (2.24)

1 *] 2T42
v (ty) = Vi(ty) - [¢ (k)% 0] vP (1) -

T 27+l
[¢, (£ § 0] vi(n
T«t +1

Como anteriormente vi(t3) # 0. Portanto, ou 5¢(t3) # 0,

ou a linha ¢k(t3) possui pelo menos um elemento diferente de
zero, Portanto se $§(t3) # 0, a linha @k(t3) tem agora permis-
sdo para ter todeos os seus elementos nulos. Supondo que isso

ocorra,retiramos a coluna a sair nessa base H(tB) e introduzimos
a ndo bisica. Se as condi¢des do teorema 2.2 ou 2.3 nio forem sa-
tisfeitas em nenhum bloco,retiramos a coluna basica na base
G{T-1) e introduzimos a n3o basica nessa base local. Como a va-
riavel uj(tz) vai entrar na base H(t3), devemos calcular oS

i
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coeficientes de sua coluna vj(tz) na base H(tB) de acordo com o
processo construtivo das bases locais exgﬁs > na sub=-segao 2.1,
Denominanmaessacoluna recalculada por v (t ), & facil verifi-
2 ty+l..
...t3 Anexamos agora v (t ) ao lado de H™ (t ) e pivoteamos em
torno do elemento v (t3) que & # 0, Mostremos porque isso ocor-

car que v (t3) é calculada a partir da (2. 23) para 1T = t

. re. Seja v (t ) a representagao da coluna v’ (t,) nas bases agora
atualizadas. Podemos, pois, escrever

T-1 27+2
1 Al
Vi (t,) = v (t,) - [® (£, o] Vi) -
k'3 k'3 T£t3+l k' 3
T-1 2t+l
- ¥ [¢ (tg ). 0] vi(r)
1=t3+l

Como supusemos que as condigOes do teorema 2.2 estdo satisfeitas,
temos que

1 -1
vk(ta) ﬂ_vk(t3) # 0

Para finalizar um Gltimo detalhe. Introduza os vetores
v (t) na p031gao correspondente & k-ésima coluna das matrizes
2t3tl = t,...t3-1 e introduza os vetores v (t) na posigao

oy - 2t4+
carrespondente a k-esima coluna das matrizes V¥ 3(%): tz...t -1.

3
A Figura 2.5 mostra um trecho da matriz U e demonstra a
necessidade da introdugao desses vetores.

T
d(ts)
T
¥(to) T=2t4+1
1
¢ (t,-1)
T
¥ (ty-1)
coluna noéa 5 I — corresponde a H{t3)
l » k
Figura 2.5




-122~

Recomendamos a analise da Figura 2.5 conjuntamente com a

Figura 2.2. Durante a explicagdoc da fase T i”ustramos com um pe-
queno exemplo a introdugac da variavel numa base local.

I1I. 2.4 ESQUEMA GERAL DO METCDO

Suponhamos conhecida uma base B, Se isso n3o ocorrer te-

mos que langar m3c da fase I a ser discutida na sub-segao se-

guinte .,

Passo 1

Passo 2

Passo 3

Pésso 4

Passo 5

Passo 6

Passo 7

-

8

e

(13

1]

Realize a fatoragdo da matriz B, obtendo o conjunto de

bases locais {H{t), G(t), t = 0... T-1}.

Calcule a solugao basica atual {zl(t},zz(t),t=0... T-1}
através de (2.18) e (2.19).

Calcule os multiplicadores simplex {A(t) , p(t+l),
£ = 0... T-1}. Calcule o custo reduzido das variaveis
nio basicas, &7 (t), (3, ) € J através de (2.30). se
Gj(t) >0, vi{j, £t} € J, a solugdo & Otima. Caso con-
trario va para 4,

Escolha algum sy < 0, de acordo com algum critério
(o primeiro ou o mais negativo). Seja (j, t,) o indice
escolhido. Calcule a representagao da coluna ndo basica
em termos das bases locais atraves de (2.23), (2.24) ou
(2.27).

Determine qual a variavel a sair da base atraveés de
(2.31) ou (2.33). Se vj(t), vi(t), wi(t), w’(t) sdo ndo
positivos V (1, t} € I, a solugdc & ilimitada. Seja
(k, ty) o indice achado.

Calcule a nova solugao basica atraves (2.32) ou (2.34).

Atualize as bases locais de acordo com 0 exposto na

‘sub-segado 2.3. Volte para 3.
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III. 2.5 FASE I

A fase I consiste em se achar uma solugao basica facti-
vel usando a metodologia das bases locais. Da mesma maneira que
no simplex classico, introduzimos wvariaveis artificiais e adota-
mos inicialmente bases locais upitarias.

Consideremos novamente o0 caso de um ﬁorizonte T=2 e se-
jam &(t+l) e 6(t), t = 0, 1, as variaveis artificiais., O proble-
ma a ser resolvido na fase I @&, portanto:

1 ,
min ] §(t+l) + 8(t)
t=0

s.a -x(t+l) + A(t) x(t) + B(t) u(t) + S(t+l) = &(t)

. t=0, 1
C{t) x{t) + D(t) ult) + 8(t) = £(t)

u(t) 20 , =x(t+l) 20 , &(t+l) >0, 6(t) 20

0 vetor 4(t) engloba o caso mais geral em gue as equa-
¢oes de estado envolvem constantes diferentes de zero. - Caso
2(t) = 0, entfo ndo ha necessidade das varidveis ' artificiais
d(t+l) e a solugao basica de partida é&:

x(t+l) = u(t) =0
t=00 - oT"'l
8(t) = £(t)

Estamos supondo também que as restrigdes que acoplam
estado e controle tenham sido arranjadas de tal modo que f£{t)» 0.
Se ao fim da fase I, alguma variavel artificial resultar na base
com valor positivo, entdo o conjunto de restrigdes é inconsis-~
tente.

Consideremos o tableau relacionado com o problema acima.
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w(0)  8(0)  x(1) &(1) u(l) - 8.1) x(2) 8(2)
J:* m n n r m n n
m | D(0) I
n | B(0) -I(l) I
m c(1) b 1
n A(1) B(1) -I(2) I
Figura 2.6

As matrizes indicadas no tableau s3o as mesmas matrizes
originais do problema 1 da P,L.D. e n3o mais as matrizes relacio-
nadas com colunas basicas como notado no inicio da segdo 2.

| Sao adotadas como bases locais iniciais, as matrizes
identidade 1 comrdimensao m e n relacionadas com as varidveis
artificiais. '

Seja agora um exemplo em gue tcdas as variaveis nao arti
ficiais até@ a presente iterac¢do, tenham entrado nas bases locais
correspondentes a equagoes em que essas variaveis figuram paela
primeira vez, Suponhamos agora que uma variavel u, (0) va entrar
na Gltima base local. A configuracdo da matriz B para esse casoé:

H(0) | d(0)
B(0) G(0) b {0)
B =
C(L) | H(L)
A(L) | B(1) | c(1)

Figura 2.7

A Figura 2.7 llustra as bases locais H(0), G(0}, H(l) e
G(l), onde
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H(0) & formada com variaveis u(0) e 6(0). mxm
' G(0) & formada com varidveis x(1) e &(1). nxn
H(l) é formada com varidveis u(l) e 6(1). mx m
G(l) & formada com variaveis x(2) e 6(2). nxn

As matrizes abaixo das bases locais ¢ontem colunas de
zerocs e colunas relacionadas com as variaveis ndo artificiais das
bases locais. A coluna (d(0), b{0))" indicada na figura correspon
de & variavel u; (0) a entrar na base G(1). '

Vamos decompor a matriz B no produto de duas matrizes
triangulares, ou seja B = B U,

v 0)
H(0) Im v
_ B | ato) I ¥2(0)
B = U = vl
. C(1) | H(L) I, v (DE
o2
i _ L2 (1
A | B [ewfpY Y I

Figura 2.8

Os sub-vetores indicados na Figura 2.8 tem expressoes
tais que, B =3B U , ou seja

o) = w0y aco)

320y = ¢ Mo o) - Bloy ¥(0)]

Hy = - S Yo -4
vi(1) = - [i(l) 20y + By ]

Para atualizar a inversa G_l(l) basta calcular a repre-
sentagao de v2(1) na base G(l), isto &,
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2 =c iy vy

e pivotear .na linha correspondente & varidvel artificial que
esta saindo da base.

Suponhamos que algumas variaveis u(0) tenham entrado
.nessa base G(l) e que a mesma tenha sido atualizada da maneira
indicada acima. Suponha agora que uma variavel ui(O) tenha entra
do na base H(0). Com isso, essa base local e atualizada e os veto
res vz(l) em (2.45) correspondentes as varidveis u(0) gue entra-
ram em G{0), devem ser recalculados. A matriz G(l) deve entao ser
atualizada através da pré-multiplicag@c de tantas matrizes de pi-
voteamento, quantcs forem esses vetores recalculados,

Esse pequeno exemplo ilustra a dificuldade de atualiza-
¢ao das bases locais, que tamb@m ocorre na fase II, ao nao provi-
denciarmos um processo mais eficiente, que consiste na troca de
varidveis entre bases locais como ji explicado anteriormente. Pa-
ra que essa troca possa acontecer e a atualizacao seja eficiente
sugerimos a seguir uma possivel estratégia,

Inicie com as bases locais unitirias e cologque uma va-
ridvel u,; (0) na base. £ facil ver através da representagio da co-
- luna dessa variavel que a mesma sO consegue expulsar uma varidvel
Bi(G) ou §,(1), isto &, u; (0) entra em H(0) ou G(0). Suponha
entao que se consiga colocar alqgumas varidveis ui(O) em H(0).

H{O)

B(0) | G(0)

t
i

H(1)}

G(1)

Figura 2.9

A Figura 2.9 mostra a configuracdo da base B com varia-
veis u(0) em H{0). Cada vez que introduzimos uma varidvel desse
tipo, atualizamos H1(0) atravds da pre~multiplicacdo de uma ma-




triz Jde pivoteamento. As outras bases continuam unitdrias. A ma-
triz B & triangular inferior e sua decompusiydo B U & evidente.

Suponha agora gque uma varidvel u, (0) entre em G(0).

H(0) 1, a(0)
B(0) | G(0) Hb b(0)
B = #
H(1)
G(1)
| -1
H(0) I gﬂ (0) d(0)
_ B [ctoy fhBo) I
B = 1 U=
H(l) I
G(1) I,

B(0) = b(0) - B(0) H-Y(0) a(0)

Figura 2.10

' A Figura 2.10 mostra a matriz B, sua decomposicio B U e
a coluna (d(0), b(0))' correspondente & varidvel u, (0) a entrar

na base. A definicdo de b(0) & tal que B = B U. Para atualizar
Gnltc) basta calcular a representacao de b(0) na base G(0) ,
isto & '

* - -

B(0) = ¢"*(0) b(0)

e pivotear na linha correspondente & variavel artificial que sai
da base, Tente colocar logo a sequir mais algumas varidveis ui(O)
em G{0). Com isso a atualizagao da base global reduz~se 3 simples
atualizagao de G(0). Nao volte a colocar variaveis u; (0) em H(O0),

pols a atualizagao da mesma ira alterar todas as colunas introdu-
zidas em G(0).
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Introduza agora uma variavel xi(l) na base, procurando, é
claro, sempre expulsar variaveis artificiais. Suponha que se con-
'siga colocar algumas variaveis xi(l) em G(0). Com isso atualiza-
mos somente a base G(0). Quando isso ndo for mais possivel, pro-
cure introduzir uma variavel xi(l) em H{l).

#
H(0) H a(0)
1 =
B(0) | G(0) b (0) Homell)
B = »
C(1)y |H(1) ppell)
A(l) 4| G(1)
a(l)
| H T (0)d(0)
H(0) I a _
o m -c"Hoe (1)
_ B(o) |c(o)Hb b(0) I E
"B = [ - ] = n
C(1) H(l)5~~w5(l) ‘ I
] m
A(l) E G(1) | In
1
a(l)
S(1) = c(1) + &) ¢ H)e) 3L = a(l) + AL ¢ L(o)e(l)
Figura 2.11
A Figura 2.11 mostra a matriz B com variiveis u(0) em

H(0), x(1) em G{0), uma variavel ui(O) em G(0) e uma variavel
xi(l) em H(l) representada pela coluna (-e(l),c(l), a(l))'. A de
composicido B U & obtida de maneira aniloga ao caso anterior.

Prossequindo dessa maneira, tente colocar variiveis u(l)
em H(l), uma varidvel u; (1) em G(1) e varidveis x(2) em G(1),
sempre lembrando a composigao das bases locais, como exposto na
sub-segao 2.1.
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1" (0)d(0)
-~ I -
kil rb(0) m B -6 L (1)e(1)
B(0) | G(O)f 23 (1) In E -1
B= g Y = H ~(1)a(1)
¢(1) |H(LY B (1) I
A(L) [BWHAleM Y I
2 2 n
Lstl)
B(1) = b(1) - B(L) H 1(1) a(l)
Figura 2,12
A domposigéo das bases locais na Figura 2.12 & a se~
guinte: '

H(0) contém variéveis ui(O) e 61(0).
G(0) contém variaveis xi(l) ' Gi(l) e uma variavel ui(O).
H(l) contém variaveis ui(l) , Bi(l) e uma variavel xi(l).

G(1l) contém variaveis xi(2) ' 61(2) e uma variivel ui(l).

Suponha agora que uma variavel xi(l) queira entrar e que
a variavel 8,(0) queira sair. Permutamos entdo 6,(0) com aquela va
riavel ui(O) em G(0). Trocamos 8, (0) com a variavel x; (1) que
esta em H(l). Trocamos novamente 8,(0) com a variavel u, (1) que-
_esté em G(l). Retiramos entao Gi(O) na base G(l) e introduzimos
xi{l) nessa base local,

Figura 2,13
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A Figura 2.13 mostra a matriz U apds as trocas. A colu-
na indicada corresponde 3 coluna recalculada de x; (1) a entrar na
base G(1). A obtengdo dessa coluna & feita através do cilculo da
sua represéntagéo nas bases ja atualizadas, de modo idéntico &
fase 11, ou seja '

#ay = - Lo e
j WA =5 [e - & wha] (2.46)
w2y = ¢ [a(l) - A1) wi(l) - B(1) w2 (D)]

Em (2.46) a coluna (-e(1), c¢(1), a(l))' corresponde 3
varidvel x; (1) a entrar na base. O pedago de coluna, w' (2), indica-
do em pontilhado ndo faz parte da matriz U, mas sim & usado para
atualizar a inversa G“l(l) com um pivoteamento.

E evidente através da Figura 2.13 que uma variavel 8, (0)
ndo pode agora sair da base, pois niao existe nenhuma variavel
ui(O) nas bases G(0), H{l) e G(1). O intuito aqui foi s50 dar um
pequenc exemplo. Em geral teremos varidveis u(0), x(1l) e u(l) fora
das bases locais H(0) , G(0) e H(1l), de tal modo que as trocas
sejam possiveis, ‘

Quando dessas trocas, atualizamos as bases locais. Essas
‘atualizagdes obedecem ds mesmas regras jA expostas na sub-secgio
2.3. O calculo dos multiplicadores e a representagdo da coluna a
entrar na base sio feitos como na fase II. A {inica particularida-
de da fase I & tomar cuidado para que existam variaveis de um
certo tipo para trocas, isto porque as bases locais tem composi-
¢3o bem definida com relagdo ao tipo de variidveis, como ja expos-
to anteriormente, '

I1¥. 2.6 AVALIACAO DO METODO E COMENTARIOS

Enunciames um teorema que estabelece um nuamero maximo
para as colunas de ¢(t) e ¥(t).
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Teorema 2.8

O,nﬁmero de colunas das matrizes ¢(t) e ¥(t) ndo wultra-

passan.
Prova
f Na matriz Byi.1 Cconsideremos o bloco de matrizes
H(t) | P(t)
—————————e
Q(t) , R(t)
As colunas desse bloco sao linearmente independentes
pols a matriz B,, ; & ndo singular. Além do mais, tanto acima

como abaixo das colunas desse bloco temos somente elementos nulos. -
Consequentemente, 0 nimerc de colunas de P(t) e R(t) no pode ser
maior que n. Portanto, $(t) = H“l(t) P(t), tem no maximo n colunas.
Desde que R(t) e -I(t) t&m no maximo n colunas cada uma, logo te-
mos que ¥(t) = G“l(t) F(t) tem no maximo n colunas.

Depois de obtidas as bases locais, o método opera com ma
trizes de seguintes dimensdes:

_A(t) - nxn (max) H(t) - mxm
C(t) - mxn (mix) © G(t) - nxn
¢#(t) - mxn (mdx) - Q(t) - nxm
¥(t) -

nxn (max)

Para as matrizes A(t), C{t), ¢(t) e y(t) & indicado o nimero maxi
no de colunas,

Se utilizassemos o simplex revisado teriamos que armaze-
nar a inversa com dimensao (m+n)T x (m+n)T. Operando com esse mé-
todo, temos que guardar na memdria T matrizes indicadas acima, for-
necendo um total maximo de (m2+3n2+3mr1)@ elementos a serem
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memorizados. Como se pode notar o simplex dindmico cbtém uma boa
economia de memdria quando trata de problemas com horizonte medio
e grande.

Fagamos agora umas consideragoes sobre o numero de multi
plicagoes requerido pelo método e calculemos uma média por itera-
¢3c para tal nimerc ac atualizarmos as bases locais.

Seja k o nimero de multiplicac¢Oes necessarias para atua-
lizarmos uma matriz qualquer, £ f3cil mostrar que quando pré-mul-
tipliﬁamos uma matriz elementar coluna a uma matriz retangular

2

- P -
mxn), m<n, entaom” < k < n . Analogamente, quando pos-mul-
q 2

tiplicamos uma matriz elementar linha {(nxn) 3 uma matriz retan-

2

- 2 .
gular (mxn), m>n , entao n“ < k < m”, £ evidente que se m = n

’

entao k = mz.

Calculemos agora © numerc mdximo de multiplicacgdes quan-
do da troca de colunas entre H{t) e G{t), e entre G(t) e H(t+1l).
0 guadro abaixo indica o nimerc maximo associado com as matrizes
a(t+l), a(t) e @(t). Para as matrizes &“1(t) e ﬁ"l(t) o nlimero
indicado & exato. '

De (2.40) & ly-n ?(t)-n
8t () - m° ‘ $(t) - n?

pe (2.41) & (t) - n2 #(t) - n>
B (esl) - m 3(t)-n

6(t+l)~ nz

A soma nos fornece kl = 4n2 + m2'+ mn + 3n +m .

Lembramos agora que scmente parte das bases  locais &
atualizada em cada iteracao. No pilor caso,a coluna a sair da base
situa-se em H{(0) e temos que atualizar T blcocos N{t). Assumindo
um nimero médio de T/2 blocos atualizados peor iteracdo, ‘segque-se
gque o simplex dindmico requer em média_ le/E multiplicagdes para
atualizar as bases locals por iteracao.

Computemos agora o numero maximo de multiplicagdes  ne~-
- ~ ~2 , -
cessarias para calcular os vetores vl(t} e v (t) relativos a
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coluna que val entrar e 3s bases ja atualizadas ( ver  discussao
no fim de 2,3). Suponhamos o pior caso, isto &, uma varidveluy (0)
entra na base G(T-1). Pode-se calcular facilmente esse nimeroc a

partir das'expressﬁes (2.23), obtendo~se um maximo de k2 o Tn2 +

+ Tnﬁ + (3T-2)mn . Tomando-se a média desse numeroc e somando-se

com le/Z , Obtemos

2
GI o 2,5'1‘112 + Tm + (2T-1l)mn + 1,5Tn + 0,5Tm

que & o nlmero médio de multiplicagoes por iteragdo nesse método.
Aproximemos o

pela expressao 2,5T(m+n)2 que pode ser
comparada com as (m+n)2T

2

multiplicagOes por iterac¢ao necessarias
para a atualizagdo da inversa global de dimensao (m+n)T. Note que
a inversa global nao guarda nenhuma relacdo de esparsidade com a
matriz escada B, dail supormos o numero (m+n)2T2 por iteragao.

Portanto o simplex dinamico consegue expressoes para
armazenamento e multiplicagOes, lineares com o horizonte T, enquan

to gque no simplex revisado obtemos relagoes quadrdticas com T.

0 calculo da representacac do vetor a entrar na base e
dos multiplicadores & aproximadamente 0 mesmo para ambos os meto-
dos, visto que esse calculo envolve a solugdo de dois sistemas
lineares do tipo Bx = b que pode ser encontrada através de
x = B"!b ou fazendo a decomposicao B =B U, o que & relativa-
mente equivalente em termos de nimero de multipliéagées[Q]. 0 que

realmente conta & se o numero de multiplicacdes para atualizar os
‘fatores B U & menor que tal niimerc para atualizar B”l, fato que
€& realizado pelo simplex dindmico.

Baseado nessa estimativa de multiplicacdes € que propo-
mos o algoritmo com T bases H(t) e T bases G(t) com dimens3o m e
n, respectivamente. A alternativa de se considerar T bases locais
de dimensao (m#n) indica que realizariamos em média mnT Ope-
ragdes a mals por iteracdo.

para finalizar, ressaltamos que esse método tem uma fase
preparatdria relativamente trabalhosa que consiste na obtengao
das bases locais. Esta envolve virias multiplicacOes de matrizes
(uma estimativa aproximada & nfr(n+m)2 multiplicagdes entre nua~
meros) e 2T-1 escolhas de colunas linearmente independentes, !
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que pode ser feito pelo algoritmo de Gauss. Essa desvantagem po-
de, no entanto, ser compensada pela estimativa de economia de nii-
mero de mu;tiplicagSes que ocorre dquando o algoritmo entra em re-
gime e pela economia de memdria.

£ claro que essa desvantagem sO ocorre gquando dispomos
de uma base factivel de partida. Caso contrario, se realizarmos a
fase I com esse método, sO obteremos vantagens em relagao ao
simplex revisado.
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ITII, 3 METODO SIMPLEX DINAMICO DE WOLLMER (MSDII)

Esse algoritmo guarda semelhangas com 0 anterior no sen-
tido de operar com bases locals. A principal diferenga consiste
ﬁa composicao dessas bases e na atualizacao das mesmas. Consﬁxui—
mos aqui essas bases atraves de pivoteamentos, procurando Obter
zeros abaixo das bases locais situadas na diagonal principal .
Queremos ressaltar que esse procedimento poderia ter sido adotado
no método anterior, isto &, para uma dada matriz M { ver prova
teorema 2.1) procurivamos decompd-la no produto MU . Aqui, para
uma dada matriz M, procuramos pré-multiplica-la pela matriz trian
gular inferior ﬁ"l (o qﬁe equivale a pivotear) e obter a matriz

triangular superior, Portanto, ambos os enfoques sac absolutamen-
te equivalentes. A apresentacao da base B na forma de de compo-
si¢cdo BU & sob certo aspecto mais elegante, pois uma vez obtida,
& aplicada aos sistemas lineares a serem resolvidos.

A mesma observagao feita anteriormente & valida aqui ,
isto &, os vetores e matrizes agqui citados estdo relacionados
exclusivamente com uma dada base., Quando houver necessidade de se
- operar com colunas e varidveis nd3c bisicas seraoc feitas defi-
nicdes e esclarecimentos.

III. 3.1 OBTENCAO DAS BASES LOCAIS

Consideremos as inequagdes (2.la) e (2.2) e definamos;

t
b(t) = } r(r-1) + s(1) - (mn)t
=1
t=l."..T
t .
a(t) = } r(r=1) + s(t-1) - mt - n(t-1)
t=1
s{(0) =0

Vamos rearranjar a matriz basica B da Fig. 2.1 de acordo
com © teorema gque se sSegue.
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(0)x (0}¥~ = aoumn
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Teorema ka

Através de um rearranijo adequado de colunas a matriz B
pode ser colocada na forma da Figura 3.1, de tal modo que a subma
triz quadrada composta das primeiras (m+n)t ou mt + n(t-l) colu-
nas € nao singular, ¢t = 1... T.

Prova

Seja t = 1; e evidente que as primeiras m linhas de B
sdo linearmente independentes pois B & uma base. Dai podemos esco
lher m colunas l.i. dentre as colunas D(0) e permuta-las de tal
forma que cbmponham a matriz nao singular Dl(O).

Seja t = t;; como antes, as primeiras mt, + n(tlnl)
linhas de B s3o l.i.,pois B & nao singular. Além disso, gualquer
base para as primeiras (m+n)tl linhas de B deve ter (m+n)tl colu~
nas. Conseqguentemente, existe um conjunto de colunas, tlcorresponm

dente as (m+n)tl linhas, que consiste das primeiras X rirt-1) +

=1
+ s5{r~1) colunas e n-a(tl) colunas das seguintes s(tl) (relacio-

nadas com x (tln,que sao linearmente independentes. O argumento é
0 mesmo ao se partir das primeiras (m+n)tl linhas de B.

Os diagramas abaixo ilustram esse teorema ©para t =1
(ver Figura 3.1)., Pré-multiplicando as primeiras m linhas por

_(Dl(O))"l e zerando as colunas abaixo de D (0) obtemos

m a{l)  s(l)
mfr e 2(0) = (p'(0))7 p?(0)
‘nlo  B¥0) -~1(1) 8%(0) = B%(0) - BY(0) 9(0)

As colunas de EZ(O) sdo linearmente independentes, pois as colu-
nas da matriz B sao 1.1, Portanto,para completar o espago de di-
mensao n basta escolher n- a(l) colunas dentre as s(l) de -I(1l),
tal que uma base seja formada. De modo inteiramente analogo ao
teorema 2.8 pode-se mostrar que as "sobras" a(t) e b(t) tem dimen
sao maxima de n cada uma. Vamos supor, portanto,a partir de agora
gue a Figura 3.1 retrate a base B jd rearranjada de acordo com o
teorema 3.1 .
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Definamos ©s vetores

z1(0) = ut(0) mx 1
25 ) = (P ., ur(e)) =1...7-1 mx 1
22(t) = (u(t) , x> (t+1))" £=0...7-1 nx1

j Queremos enfatizar nesse ponto a diferenca fundamental
entre os dois métodos,relacionada com a composicdo das bases e com
consequente modificagaoc na atualizagiio das mesmas. Note que o ve-
tor u({t) foi particiocnado em ul(t) e uz(t) de tal forma que ul(t)

entra numa base local, enquanto que uz(t) entra na base local se-
guinte. O mesmo & valido para x(t). No método anterior permi -
tiamos que uma dada componente de u{t) cu x(t) entrasse em gual-
quer base subsequente, Veremos adiante que essa liberdade oferece
atrativos em termos de atualizagao das bases.,

Passemos agora ao processo de obten¢do dessas bases atra
vés de pivoteamento. Seja

pl(0) = H(0) 8L(0) = 0(0)

Pelo teorema 3.1, H(0) & n3o singular. Pré-multiplicando
‘as primeiras m linhas por Hml(O) e a seguir pré~ multiplicando
essas primeiras m linhas por -Q{0) e somando com as n linhas se-
guintes, obtemos -

| m a(l)

ul(0) w2 (0)

*]
I ¢(0) = 2z {(0) _ (3.1)
0 82 (0) - = b%(0) - Q(0) Y (0)

onde
b1{0) = £(0) - C(0) x(0) 21y = 57 10) bnlo)
b2(0) = -A 0) x(0) 82(0) = B%(0) - Q(0) 0(0)

8(0) = u"1(0) p?(0)




Novamente pelo teorema 3.1,a matriz G(0)
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formada pelas

colunas de ﬁz(O} e -I{1), & n3o singular com dimensaoc n.

m a(l) n-a(l) b{(l)
ato) R X %P
| "
I ®(0) =z (0)
_ G(0) -r%(1) = b2(0) - Q(0) z*(0)
Pré-ﬁultiplicando por ¢1(0), vem
n a(l) n-al(l) b(l)
o) i xt@) x2(1)
| "
I $(0) = 7z {0)
I_ ¥(0) = z2(0)
onde
¥(0) = -G7H(0) 17 (1)
(3.2)
320) = ¢ o) P2 - 21 (o]

Suponhamos a seguinte configuracao no instante t-l:

a(t) n-a(t) bl(t) m-b(t) alt+l) n=a(t+l) b(t+l)
w?(e-1)  xt(t) ) ult)  wd(e)  xt(eel) %2 (£+1)
*]

m & (t-1) -z (t-1)
. *2

n 1 ¥ (t-1) 2 22 (e-1)

| ]
n o' ctey c2¢e)  plee) Dp2(w) = £(t)
n ot altw A%y sl fv -t P =0
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Pré-multiplicando as linhas correspondentes a matriz ¥(t-1) por

- [0, Cl(t)] e - [0 ' Al(t)] e somando, respectivamente, com as
L i 1

linhas correspondentes a C“(t) e Az(t), temos

. ' *1
»(t-1) =2t
, *2
I, | ¥(t-1) ' = 2°(t-1)
Zw phvy ) = £(t) - [oict(n]z%(t-1)

2w sl B2 -then) -1?ern=[oiat ]2 (e-1)

Seja
~ [} -~ [}
H(t) = [cZ(t) ! Dl(t)] Qlt) = [AZ(t) : Bl(t)]
onde
ey =c?e) - [0 ol ¥ie-1)
(3.3)
-2 2 -1 1
) = a%(e) - [0« A (e) ¥(t-1)
e H(t) & n3o singular pelo teorema 3.1, Pré-multiplicando por
-1
H " (t), temos
. irl
$(t-1) _ = 2z~ (t-1)
*2
I, ¥ (t-1) = 27 (t-1}
In o(t) =zl
oty BI(v) -1r(e+1) -13(e+1) = - [oiatie) 128 (-1
onde
ote) = u (e) DP(8)
(3.4)
o =u e o - o) cte] Pe-n]

Pré-multiplicando as linhas de ¢(t) por -Q(t) e somando com as
linhas seguintes, obtemos
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¢ (t-1) - = zl(t-1)
| .,
I, ¥(t-1) ‘ = z<(t~1)
*1'
I, |e) =z (t)

B2(t) -It(t+l) ~IZ(t+1)

H

-Q(t) o (t) -
- [oial()]22 (£-1)

onde

B2(t) = BZ(£) - (&) (k)

Podemos agora formar a matriz nao singular
]
ctty = [B2(v) 1 -1t (4]

Pré-multiplicando por G_I(t), temos

a(t) n-a(t) b(t) m-b(t) . a(t+l) n-a(t+l) b(t+l)
w?(e-1)  xt(t) (1) ul(e) w?(t) . xM(e+l)  xP(e+D)
- | o
m $(t-1) _ = 2z (t-1)
n 1 ¥ (t-1) = 2% (-1
. l : *1
- . I, ¢ (t) = 2" (t)
— *2
n . ¥(t) =z (t)
Figura 3.2
onde
Y(t) = -G r(t) 1%(t+1) (3.5)
*2

22(t) = -6 L(e) [[o: al ()] 22 (e-1) + Q(e) ;l(t)]
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A Figura 3.3 mostra a configuragao da matriz triangular
superior U apds 0s pivoteamentos. Notamos as semelhangas, com re-
1aqao 3 forma e ndo a composicao qualitativa, das matrizes H(t),
G(t), 2(t) e ¥(t) desse nétodo e do anterior. No método MSDI , &
base H(t) & composta em geral de varidveis uy (6), (T), xi(t),
T=1l... & enquanto que aqui, no MSDII, a base H(t) & composta
somente de varidveis Xy (t) e vy (t). Disting8o andloga deve  ser
feita para as matrizes G(t), @(t) e ¥(t). Compare as Figuras 3.3
- @ 2.2,e note as diferengas na matriz U. Por exemplo na Fig. 2.2,
a matriz %(0) & quebrada em submatrizes que correspondem a varia-
veis uy (0) a serem usadas em bases locais futuras. Aqui as compo-

nentes uy (0) referentes 3s colunas de ¢(0) s3ao todas utilizadas

na base G(O) subsequente,

Resta pois,resolver o sistema triangular

*
Uzp = 2 (3.6)
onde zy & o vetor basico de componentes zl(t) e zz(t), t=0...T~-1l.

A equagao (3.6) & aniloga a {2.17) com a ressalva de que agui a
matriz U & mais simples. Portanto de (3.6),e da Figura 3.3

22 (T-1) = 22(T-1)

{(3.7)
* ! :
2ty = 25w - [ece) 0] 22 (b g=T-1...0
22(8) = 32(6) - [¥(t) 1 0] z-(e+1) £=T-2...0

Representacdo da coluna ndo basica

Uma vez identificada a estrutura da matriz U, a matriz B

fica decomposta no produto BU , onde T tem a forma mostrada na
Figura 2.2. Basta, pois, resolver os sistemas triangulares, dis-
tinguindo como anteriormente as colunas nao bisicas corresponden-

tes a variliveils de estado e de controle,
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* i
Bv= v'(1) . . (3.8)

*

U = v ' (3.9)

onde v7(t) & a coluna correspondente a variavel uj(t) e definida
na segao 2,2. De (3.8).

e =viw) =0 t=0.,.t-1
. i o
v ="t dn
(3.10)
P =c o bl - et vl
3l(t) = -ty [o c;ttﬂ 72 (£-1)
. t=T+loo-T-l
i) = -l [@ ' ale)] v e-1) + (v $l(t)]
De (3.9)

*
V(T = Vi -l
(3.11)

i

Sy :
v =i - oo i o] Vi) eg=7-1...1

v2 (¢) 0] vl (t+1) t=T-2...1

H]

*2
ve(t) ~ [¥(v)

Seja agora wJ(1) a coluna nio bisica correspondente a

varidvel xj(T), também definida na segdo 2,2, De modo anilogo

— j
Bw=w" (1) {(3.12)

- * '
U W/ (1) =w (3.13)
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De (3.12)

:‘l(t) = 0 t=0....1‘—l
*2

w (t} = 0 t=0..-.'1""'2

:’:2(1-1) = -G-l('c-l_) ej('r)

; (3.14)
*1 -1 3 vl *2
wi(t) = H "(1) [c () - [0y c ()] w (1—1}]
* _ .
wz(r) =G 1 [aj(t) - [b; Al(r)] &2(1~l) - Q(t) ;1(T)]
* - ' *
wliey = -u7t(e) [o} ctie)] w?(t-1)
t=1+l,..T-1
;2(1:) = -c;'l(t) [[05 Al(t)] ;2(1:-—1) + Q(t) ;1(1;)]

A solugao de (3.13) fornece expressdes iddnticas a (3.11)

Cilculo dos multiplicadores

0 vetor de multiplicadores II (também definido na segdo
2.2) & obtido da mesma maneira que (2.28), isto &

¢ U = IB | (3.15)

O vetor de custo bdsico & assim definido

I

¢ = (hy(0) , hy(0) ..... hy{(T-1)) ‘ onde
hy () = (cy(t) , dp(t) 1xm

hy(t) = (d,(t) , ¢y (t+l) 1xn




-146-

Portanto
s G R ~ =
¢t uTh = (hy(0) , B,(0) ..... hy(T-1)) (3.16)
~onde
hl(O} = hl(O)
(3.17)
o Bpte) = -hy(e-D) [v(e-1), 0] + by (E) t=1...T-1
h . F— ! ] —-"
hy(t)==h, (t) [o(t)} 0] + h,(t) t=0,..T-1
As expressoOes para Rl(t) e Ez(t) aqui sdo simples e podem ser
usadas quando da programacic do método. A expressio para NI B e

idéntica 3 obtida na segdo 2.2. Portanto ao igualarmos cada com-
ponente dos vetores obtemos

p(T) = hy(T-1) 6™1(T-1)

(3.18)
A(t) = [R,(6) - p(e+1) Q(6)] ™M (e)
=T""l.ool
. _ . ¥ l - i 1 -'l
pl{t) = [hz(t«-—l) - Aty [0rci(e)] ~ p(t+l) [0 A (t)]] G ~(t-1)
A(0) =-[A,(0) - p(1) (O] 1 (0)

A representagdo da coluna ndo basica e os multiplicado-
res poderiam ter sido obtidos sem lancar mdo da decomposigao BU .
Isso ocorre no trabalho de Wollmer e na segunda parte do trabalho
de Propoi-Krivonozhko. No entanto, somos de opinido que uma vez
reconhecida tal decomposigdo ou fatoragao, o trabalho de se re-
solver sistemas lineares envolvendo BU & mecinico e facil. A de-
terminagdo da variivel a entrar na base e da varidvel a sair da
base & feita através da utilizacao de (2.31) a (2.34). Passamos
agora a analisar o procedimento de atualizagado das bases nesse




=147~

método e gue consiste de pivoteamentos como no simplex revisado,

III. 3.2 ATUALIZACAO DAS BASES LOCAIS

Vamos ressaltar um ponto da segdo anterior que sera mui-
"to utilizado. Pelo processo de construcao das bases podemos afir~
mar:

-

a-) uma componente ui(t) pertence a base H(t) ou G(t).

b-) uma componente x; (t) pertence a base G(t-1) ou H(f).

Seja ;k(tl) uma variavel a sair da base e seja vj(t ) a
coluna a entrar, correspondente a uma variavel ndo basica u (t Y.
A descrigaoc para o caso em que uma varidvel de estado entra na

= ¢ t, > £, e

base & andloga. Temos trés casos a considerar: t 1 2

ty <t

1 27

1-) t1 = t2

Nesse caso uk(tl) €& a varidvel a sair da base. Temos que
considerar dois sub-casos: a variavel uk(tl) pertence a base
H(tl) ou a base G(t,). Em qualquer sub-caso as "sobras” a(T) ,
a(t), b{(t), t = 1,..7~1,ficam constantes. As bases H{0), G{0)....
.. G(ty-1) nac mudam,

la~) ugf{ty) e H(ty)

Calculamos aj(tl) =H (t ) d (tl)' isto &, a represen-
tacao do pedago dj(t ) pertencente a coluna v3(t ) a entrar na
base Anexamos dj(t ) & inversa H (t ) e pivoteamos na linha de
d3(t } que corresponde & coluna onde u (tl) € basica. Desse modo

(tl} @ atualizada, tornando—se i’ (tl) e portanto @(tl)—
{tl) P(ty) muda para @(tl). Trocamos o sub-vetor bk(t ) por
bj(tl). Calculamos a nova matriz B (tl) = B (t Q(tl)¢(tl) que

tem a(tl+l) colunas, Lembramos que

'8 - [p2 -
Gley) = [B(t)) | -1(ty+1)]
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e portanto a(t +l) colunas foram alteradas em G(t ). £ evidente
que o produto G (t ) G(t } fornece a ma.ri. 1dant1dada nas Glti
mas n-a(tl+l)colunas (dimensao de -I(t +1)) Entao para atuali
zarmos G (tl) calculamos a representagao das colunas de ﬁz(tl)

na base antiga, isto e
*2 -1 a2
B (tl) = G (tl) B (tl}
Anexamos essas colunas a inversa velha (tl) e pivo-
teamos na diagonal das primeiras aft +1) linhas de B (tl), reti-

rando a segulr essas colunas, Atualzzamos pois, recorrentemente
todas as bases H(s) e G(s). De um modo geral, para atualizar as

bases H(s}), & = t1+l...T-l, calculamos a nova matriz

¢%(s) = c®(s) - [o1ctis)] ¥(s-1) (3.19)

e sua representacio na base velha H(s)

* - -
&) =1t sy (3.20)
. ,
* Anexamos C (s) a inversa velha H (s) e pivoteamos na
diagonal das primeiras b(s) linhas de C (s), Para atualizar as

bases G{(s), s = tl' t1+l...Tml, calculamos a nova matriz

82(s) = B%(s) - a(s) &(s) ' (3.21)
e sua representacao na base velha G(s)

* -,
BZ(s) = G L(s) B%(s) (3.22)

* -
Anexamos Bz(s) a inversa velha G l(s) e pivoteamos na
diagonal das primeiras af{s+l) linhas,

lb-) w(t1) & G(t])

Nesse caso a matriz H(t;} nao muda. Calculamos
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3 -1
Bt = pIee) - Qle) B (e al(ey)
onde bj(ti) e dj(tl) sdo os coeficientes da coluna a entrar .
Calculamos ‘a seguir a representagao de g3{tl) na base antiga,
isto &:
¥ 1 23
b (tl} (tl) b (tl)
*j - . : ""l )
Anexamos b (t ) & inversa velha G (t ) e pivoteamos na
linha onde u (tl) a ba51ca. Trocamos a coluna a entrar e a sair
nas matrizes Dz{tl) e B (tl). As bases H(s) e G(s}, sutl+l..,T—l
sao atualizadas de acordo com as expressoces (3.19) a (3.22),

2~) t1 > t2

Suponhamos que a variavel xk(tl) a sair da base perten-
ga & base G(t;-1) e que a variavel uj(t ) entre na base G(t,).
1(t +l), “desca um

aegrau » entrando na base H(t +1l) e deixando uma vaga en G(t )

Ent3o uma varidvel X7 (t +1) sai do seu grupo x

para que uy (t ) entre, Dev1do a entrada de mais uma componente no
'--grupo x2(t +1), uma variavel u (t +1)} "desce um degrau", entrando
na base G(t +1) no grupo das variavexs u2(t2+1). 0 processo con-
tinua até que uma variavel ui(tl~l) "desca um degrau", entre na
base G(t;-1), no grupo das variaveis u (£,-1), quando entao a va-
riavel xk{tl) pode sair. Nesse caso exposto as."sobras" bi(s) e
a{s+l), s = t2+l...tl ganham uma componente. As bases H{0),
G(0) «s. H(tzwl) nao mudam. Para atualizar a base G(tz) procedemos
da seguinte maneira. Calculamos

Bty = bIiey - otey) w ey adcey

onde b3{t2) e dj(tz) sao os coeficientes da coluna a entrar na
base. A segulr calculamos a representag&o de Sj(tz) na base anti-

ga, lsto é

*
3 = g Lt B3
b7(t, = G ~(t,) b (t,)
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Anexamos bj(tz) a inversa velha G*l(tz) e plvoteamos na
linha % desse vetor tal que & > a(t2+l) + 1. A figura abaixo ilus
tra com um exemplo o porqué desse procedimento.

a(t2+1) n-a(t2+l)
2 1 *4
‘W ——— - -
1l 0 0 0 0 a
0 1 0 0 0 b
0 0 1 0 0 c
0 0 0 1 0 a ik
0 0 0 0 1 le
Figura 3.4

A Figura 3.4 mostra a matriz unitdria obtida a partir de
G(tz),apos pré-multiplicagao por G (t }. Ao seu lado encontra-se
o vetor bj(tz) com suas componentes, Ao pivotearmos nas componen-
tes d ou e, estamos retirando’uma variavel xi(t2+l) da base
G(tz) e aumentando a(t2+l) de uma componente.

_E sempre possivel achar um elemento pivot # 0, caso con-
tririo o teorema 3.1 nado seria valido. Portanto,a coluna & re-
tirada da base G(tz) {(essa coluna pertence & matriz ~Il(t2+l}) e
vai ser introduzida na base H(t2+1).lEm H(t2+l) retiramos uma co-
luna correspondente a uma variavel ui(t2+1) e que tem o elemento
unitario na mesma linha do elemento unitario pertencente d coluna
introduzida. A Figura 3,5 abaixo ilustra melhor o exposto para
H(t,+l). E mostrada a matriz identidade obtida a partir de H(t,+1).

b(ty+l)+1 m - (b(t,+1)+1)
xz(t2+l) ul(t2+1)
0 1 0 ) 0 0
o o 1 -0 o0 0 0 vetor x°(t,+1) ganha
0 0 0 1 0 0 uma components € Q
vetor u (t2+1) perde
ORIRIENOK
uma componente ,
0 0 0 0 0 1l
T !
entra sai
Figura 3.5
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Atualizamos agora a base H(t2+l) de acordo com o exposto
no primeiro caso, usando as expressoces (3 19 e (3.20), lembrando
agora que a (t +1) tem b(t2+l) + 1 colunas e portanto, ao anexar
c (t2+1) a'H (t +1), devemos pivotear na diagonal das primeiras
b(tz*l) +1 linhas. De um modo geral, podemos dizer que as expres=-
sdes (3.19) a (3.22) sao utilizadas para atualizar as bases H(s),
G(s), s = t2+1... tlml, lembrando que as matrizes Ez(s) e Ez(s)
ganharam uma coluna, isto &, tém respectivamente, b(s) + 1 colu-
nas € af(s) + 1 colunas, devendo pois o pivoteamento acompanhar
esse acréscimo. Quando atingimos a base G(t,-1), a variavel
gk(tl) sal dessa base e ndo entra em nenhuma. As bases H(s) '
G(s), s = tq. tl+l...T—l,550 atualizadas da mesma maneira gue O

- primeiro caso,

3-) £y < &3

Suponhamos que a variavel X, (ty), a sair da base,pertenga
a base G(t,-1). Ro sair, esta varidvel deixa um lugar vago na
base G(tl—l) e uma variavel xi(tl),pertencente a base H(tl)' pode
"subir um degrau" e instalar-se na base G(t —1) Com isso a base
H(t ) fica sem uma componente. Para preencher essa vaga, uma va-
riavel u {tl) " sobe um degrau" indo acomodar-se no grupc das va-
" riaveis ul(tl). O processo continua até que a variavel uj(tz)
entre na base H(tz). Nesse. caso,as sobras b(tl), b(s) , a(s),
s = tl+l...t2,perdem uma componente. As bases H(O),G(O)...H(tlwlL
nao sdo alteradas.

A escolha da variivel xi(tl) a entrar na base G(tl-l) a
felta da seguinte maneira, Calculamos

*21 -1 21i
e (t;) = =G "{t;-1) e (t;) (3.23)

21 - - -
onde -e (t;) e a coluna unitaria negativa correspondente a va-

2

riavel (t ) e tendo o elemanto unltaric negativo na linha & .

Lembramos que —I(tl) [—I (tl) E -1° (t )] & uma submatriz da

matriz identidade negativa composta somente pelas colunas basi-
cas, Dal,segue-se que, em geral, i # &, O cdlculo de (3.23) nao
precisa ser feilto. Basta tomar a f£~-ésima coluna de G_l(tl—l) e
trocar os sinais das componentes, Anexamos, pois,essa coluna a
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inversa velha G-l(tlml) e pivoteamos na linha correspondente &
variavel xi(tl) que sal da base,E claroc q & . elemento pivot tem
gue ser diferente de zero, dal a necessidade de se escolher uma
variavel x (t } para a qual isso ocorra. Com isso, a inversa

(tlwl) g atuali;ada e X ét } pertence agora a G{t -1). ma-
trizes -~I (tl}' c (tl) g A% (t;) tem uma coluna a menos e que
-corresponde a variavel xj (t;) que saiu da base H(t,). A  Figura

3.6 a seguir ilustra o que foli exposto para a matriz —Iz(tl).

b(ty)
x? (t;)
e
-1 0 ¢
0 0 0
0 vetor xz(tl) perde uma
“IT(e) =1 0 -1 0 |—>2 =3 componente .
0 0 -1
0 0 0

T—c:oluna i1 = 2 sal

Figura 3.6

Calculamos agora a partir de —I (tl), gue &€ a matriz
obtida de -I (t ) com uma coluna a menos, a nova matriz

o a-1 a2
T(t-1) = -G (g~ T9¢)

Novamente esse cAlculo nao precisa ser feito. Basta trocar o si-
nal das colunas que tem o mesmo numero que as linhas de wI (t

que possuem elementos unitarios negatlvos. Note que ?(t ml) tem
b(tl) - 1 colunas., Calculamos agora C (tl) e Cz(t } atraves de
(3.19) e (3.20). Anexamos C (t ) a H -1

nal das primeiras b(tl)—l 1inhas de Cz(t ) obtendo entdo H (t

(t ] e plvoteamos na dlago—

Notamos entao que o produto matricial

L]
1(tl) Eﬁz(tl} : Dl(tl)] , onde ﬁmi(tl) M oxm

[Eepinten]  mxmeD)
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fornece a matriz identidade a menos da coluna 1 = 2 de onde saiu
a coluna referente a variavel xz(tl). A Fljgu.a 3,7 ilustra com um

exemplo esse produto.

i

- Py T
AleC2(e)  HIDM(Ey,
e g P, e SR
1 0 0 0
0 0 0 0 ~—> 1linha i = 2
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

T

falta a coluna com elemento unitirio na linha i

it
o

Figura 3.7

Escolhemos agora uma coluna 4 ?tl) correspondente a uma
variavel u (ty ) e calculamos sua representagao em H(tl), isto e

*23] _ '_..'1 2?'
d “"3.) = H “(t)) 4 {t;)

—

Anexamos essa coluna a inversa H l(t ) e pivoteamos na
linha i (o numero da linha i & igual ao numero da coluna de onde
salu xi(tl)).Com isso a base H(tl) estd completa e sua inversa
esta atualizada. Como anteriormente,o elemento pivot tem que ser
# 0,dal a necessidade de se escolher uma variavel u?(tl) para a
qual isso ocorra. Por isso, adotamos o procedimento de primeiro
obter ﬁ_l(tl).

ln - .tz"'l

sd3o atualizadas através da utilizagdo das expressdes (3.19) a

De um modo geral,as bases H(tz), H(s), G(s), s=t

(3.22) de maneira analoga a exposta acima, lembrando que as ma-
trizes Cz(tz), C (s}, B (s) perderam uma coluna, Quando atingimos
a base H(tz), calculamos C(t } e introduzimos a coluna dj(t } na
matriz C(t2 A posicio de dj(t ) em C(tz) & determinada
pelo namero da coluna de onde saiu a wvariavel xl(t ) .

Anexamos essa matriz, agora com b(tz) colunas, a matriz H l(tz) e
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pivoteamos na diagonal das primeiras b(tz) linhas de E(tz), atua-
lizando H—l(tz) e simultaneamente introduzindo o© vetor dj(tzh
'correspondente a variavel uj(tz),na base H(tz). O procedimento de
atualizagio das bases G(t,), H{s), G(s), s = t,+l... T-1 & idén-~
tico ao primeiro caso. -

$IT. 3.3 ANALISE COMPARATIVA

Listamos agora alguns itens, procurando através dos mes-
mos estabelecer as diferengas, vantagens e desvantagens entre o
MSDI e o MSDII, durante a fase II.

a-) Obtencao das bases locais

0 trabalho para obtengdo das bases locais & equiva-
lente nos dois métodos, isto &, em ambos temos diversas multipli-
cagOes de matrizes e 2T~l escolhas de colunas linearmente  inde-
pendentes. E evidente que o trecho de programagao do MSDII refe-
rente a obtencdo das bases locais & mais facil, desde que a ma-
. triz U nesse método & mals simples, requerendo um trabalho de
ordenagdo de colunas menor,

b~} Atualizacdo das bases locais

0 diagrama abaixo ilustra a partir de que instante
sdo atualizadas as bases locais no MSDI e no MSDII, lembrando que
tl'é o instante no qual uma variadvel sai da base e t2 & o instan-

te no qual uma variadvel entra na base.

ty=t, t) t, ty  t]
MSDI — MSDI T— MSDI —f —
MSDI — MSDII bt MSDII ey t

Nota-se uma vantagem para o MSDI no caso tl > t2.

c-) O trabalho numérico em uma iteracao

Consideremos no MSDII o caso em gue uma variivel
u; (0) sai da base e calculemos uma média para o numero de multi-
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plicagCes em uma iterag3o. Todas as bases devem ser atualizadas.
A base H(0) & atualizada comum pivoteamento, =nquanto que as ba-
ses subsequentes H(t) e G(t) sd3o atualizadas através de b(t) e
a(t+l) pivoteamentos. Isso quer dizer que temos gque prée-multi-
plicar b(t) e a(t+l) matrizes de pivoteamento is inversas H T (t)
e qu(t) para atualiza-las. Portanto o nimero de multiplicagoes
para atualizacgdes &:

2 T 2 T-1
n“ ¥ a(t) +m I b(t) +m
t=1 t=1

2

Supondo que Z e b sejam as médias para o nlimero de matrizes de
plvoteamento e que em média T/2 bases sejam atualizadas, temos, ao

desprezar o termo isolado mZ
1 - 2 1 - 2
k1=——é—--‘1‘an +--2--[('r-1)b]m

Devemos somar a essa quantidade kl,as operagoes envolvidas com as
expressoes (3.19) a (3.22). Fazendo os calculos em termos de a e
b e em termos de T/2 bases atuallzadas, temos

k, =t ran?+ 2oz +rosan +
2 2 2 2
+ L(7-1) B(n-3) + L 0B ml
2 2

somando kl & kz, obtemos

- 2 - 2
a.I‘I=Tan + 0,5[2(T-1) b+ T3 m° +

+ 0,5 T3 nm + 0,5(T~1) b(n-3a) {3.24)

que & o nimerc médio de multiplicagdes por iteragio para o MSDII
nd3o envolvendo, & claro, as operacdes de cilculo de multiplicado-
res e representa¢ao de uma coluna na base. Esse numero a1 deve
ser comparado com o niamero %y 4 onde

oy =2,57Tn’° +7m® + 2r-mn + 1,570 + 0,5Tm

(3.25)
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que & o nimero médio de multiplicagOes por iteragac no MSDI,
também sem contar as operagoes com o cdlcevlo de multiplicadores e
com a representacgac da coluna na base,

Dés expressoces (3.24) e (3.25) concluimos que o numero
de multipliaagaes em ambos os métodos e linear com o horizonte T.
No caso do MSDII esse numero € ainda linear com a media das "so-
‘bras” a e b, Assim, para um dado problema & muito simples compa-
rar os dois métodos,desde que a dimensdo inicial das "sobras" a(t)
e b(t) & facilmente calculdvel. De um modo geral o MSDI deve se
comportar melhor em problemas de grande porte, onde as "sobras"
comegam a exercer bastante influéncia. Wollmer apresenta um exem-
plo de programacdo linear multi-estagios envolvendo somente uma
equagao dindmica para cada periodo e sem restrigOes acopladas no

estado e controle. O seu problema tem nimero m de restrigoes mé-
dio por periodo igual a 107, numero de varidveis n médio por pe-
riodo igual a 346 e horizonte T=9, A media das "sobras" esta em
torno de 28 para os 7 primeiros periodos, o que realmente compro-
va a nossa observagao.

d-) Memdria, representacdc da coluna ndo b3sica e
nmultiplicadores
Os dois métodos sao equivalentes com respeito a

esses itens,

III. 3.4 CONCLUSOES E EXTENSOES

Anbos os métodos podem ser facilmente adaptados para ope
rar com variaveis canalizadas, isso &, a £ x ¢<B . Pela estimativa
de calculo aqui apresentada o método de Krivonozhko - Chebotarev
-Propoi (MSDI) & vantajoso com relagdao ao simplex revisado em
gualquer situagdo. O mesmo ja ndo ocorre com o método de Wollmer,,
por ser bastante sensivel a dimensdo das sobras e portanto, para
um dado problema, ha necessidade de anidlise das mesmas, antes da
aplicagao do método., Uma vantagem comum para os dois métodos esta
relacionada com a memOria utilizada, cardter esse que ndo deve
ger desprezado,lpois se o programa linear ja for de grande porte
para um estdgio, serd muito maior quando ¢ considerarmos dindmi-

co, visto que o nimero de variaveis e restrigoes pode ficar
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multiplicado pelo nimero de estagios T.

Ainda nessa linha de simplex dinamico, temos dentro do
mesmo trabalho de Wollmer um outro método para atualizagao  das
bases locais, utilizando matrizes de rank 1, isto &, o produto de
um vetor coluna por um vetor linha, Pode-se encarar um pivotea-
mento e uma troca de colunas em uma matriz através da soma de uma
‘matriz de rank 1. Esse método & aplicado no exemplo citado ante-
riormente, consequindo~se bons resultados quando comparados com O
simplex revisado. Sugerimos pois, uma extensao desse trabalho com
parativo,incluindo essa outra metodologia de atualizagao de bases
locais.
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APENDICE A

v

A.1 - PROVA DO TEOREMA 2.1

A prova desse teorema € na realidade ‘a compilagao de
alguns resultados intermediarios apresentados por Gantmacher[lo].

Dada a matriz nao singular,

m n

M = 2 ug_i_f_
L]

n Q : R

podemos realizar um pivoteamento no seguhdo bloco de colunas, des
de que H & ndo singular. Em geral gquando se busca uma decompo-
sigdo L U procura-se pivotear em torno da matriz H através da
pré-multiplicagao de uma matriz triangular inferior com elementos
unit3rios na diagonal. Agqui, no entanto, temos interesse em obter
uma matriz U com elementos unit@rios na diagonal e simultaneamen-—
te uma matriz L com uma matriz nula em lugar de P, Dai pOs-multi
plicarmos a matriz M por U tal Que

H'P Im " -a"tp H'O
MU = |=—=fmee | |ooomt o = |em=teeel = L
[ ] L 1
QIR 0|In QtG
com G=R-Q¢ , o = ulp
Portanto
H'O I. ' 3
-1 m —
M=rul = e mm—eteee| = MU
QIG O!In

A inversa de uma matriz triangular superior com elemen-
tos unitdrios na diagonal & obtida pela simples troca de sinal
dos elementos acima da diagonal. Como a operagao de pivoteamento
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nio altera o rank de M temos que |[M| = |L| = |H| |G| e portanto
|G| # 0. Além disso

I - 5t v o liogout v -t
M‘l — U“1M—1= ——I'lim:nwwu-— —--n-w——-w--—:--—-- ] -n-———-_——-—_—.:. mmmmmm
0 ' 1 1 i -1 1 1 ! -1
' nll~-6 "Qd G -G “QH A
A.2 - PROVA DO TEQOREMA 2.4
consideremos a matriz,
n n
m H'P
M = - , Me H nio singulares.
n| QR '
Pré-multiplicando o primeiro bloco de linhas por gt , Obtemos

[Ii'¢], onde & = H “P. As colunas de ¢ constituem a representa-

¢io das colunas de P na base H, Trocar a coluna k de H com a co-
luna £ de P & equivalente a trocar a coluna k de I (matriz iden-
tidade) com a coluna 2 de ¢. Assim as matrizes I e ® modificadas
sdo: '

k L
~ 3 “ 1 n |
l @l _Qltlliiﬂo 0 -.-ncc.@l
_ ' ' ' 1
1 i ' ' v
- ' ® ] [ ] 1
I = * - !2' E: ) [ ] ]
k=> ¥ k| * 1 '
k 1 ' '
: 1 * * '
L} [ ] ]
t .
' N ] ] +
. [} 1 ]
£ 1 n
L ¢m l om...‘.ll 0 lI.lOd.Qm
- k “l - .
Sakarovitch [36] mostra que I = (E7) 7, isto e, I e una
matriz regular, pois a inversa de uma matriz elementar, ( com

¢£ # 0) sempre existe. Portanto i"l = Ek e uma pré-multiplicagao
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da matriz I por o

matrizes g1

temente atualizadas, ou seja

v

-] k -1 -~ k~

obtendo-se os resultados (2.35) e (2.36).

Para provar (2.37) basta reparar que a troca de
na matriz M pode ser representada por um produto

M =MT, onde

m n
B 1 §
®
. '
. ]
]
- ]
Omemmdmem]
L
] ]
e 0
¥ ]

T E A T ekt T L e s o o o e
t L |
lewaleng

’ v
L4
' L)
1
<
k L
‘ -1 A= -1
Desde que T =~ = T,segue~se M =~ = TF ~. Lembrando

nos fornece novamente a matriz identidade. As
e ® sio também pré-multiplicadas por o

e consequen-

colunas
de matrizes

a particao de

Mfl no teorema 2.1 e considerando o produto do segundo bloco de

linhés de T pelo segundo bloco de colunas de M—l

0!!.'..0 ......O 1
[ 4 E [ ] .
t t % :
1. . o ) )
- | 1 [ ]
g la Oevevcee 1 cevesa s ¢t
¥ ]
? ]
[ ] 1}
0 0

temos
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i L]

1 £ n
""'(b .-OIO—Q s ee ™ G =EG
= k X % '

Portanto, G = GEil, sendo Ezl a inversa de uma matriz

elementar linha e diferindo da matriz identidade pela linha % e

tendo por elementos

1 . .
Y = -7 ’ ) j=l... n ’ j#E L
%
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SIMBOLOGIA

F

Indica vetor transposto ou matriz transposta.

< D" Indica produto escalar.

" ¥V " Operador gradiente.
*{| JI" Norma Euclidiana.
" P * Se uma fungdo & de classe CP , ent3o suas derivadas

parciais sao continuas até a ordenm p.

NO‘i‘Ac;ﬁo

Estamos seguindo a notagdo de Sakarovitch [36]. Seja A
uma matriz. Entdo: '

Al . j-~ésima coluna de A.
A, - i-ésima coluna de A.

Az - elemento da matriz A, situado na linha i e coluna j.

Por analcgia com a notagao de matrizes, o0s vetores colu-
na sao representados por super-indices ({(ex.: x*) e os vetores
linha sdo representados por sub-indices (ex.: xi);
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