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Abstract

Decoherence is one of the major challenges facing the field of quantum
computation. The field of quantum error correction has developed to meet
this challenge. A group-theoretical structure and associated class of quan-
tum codes, the stabilizer codes, has proved particularly fruitful in producing
codes and in understanding the structure of both specified codes and classes
of codes. All stabilizer codes discovered so far are block codes. In this thesis,
we will construct a class of concatenated quantum convolutional codes. We
will introduce the concept of quantum convolutional memory and some sim-
ple techniques to produce good quantum convolutional codes from classes of

classical convolutional codes.

Key-words: Quantum Error Correction Codes, Convolutional Codes, Sta-

bilizer Codes, Concatenated Codes.



Resumo

A decoeréncia é um dos maiores desafios obstrutivos da computacao quan-
tica. Os cddigos corretores de erros quanticos tém sido desenvolvidos com o
intuito de enfrentar este desafio. Uma estrutura de grupos e uma classe associ-
ada de cédigos, a classe dos cédigos estabilizadores, tém-se mostrado tteis na
producao de cddigos e no entendimento da estrutura de classes de codigos. To-
dos os codigos estabilizadores descobertos até o momento sao codigos de bloco.
Nesta tese, construiremos uma classe de codigos convolucionais quanticos con-
catenados. Introduziremos o conceito de memoria convolucional quantica e
algumas técnicas simples para produzir bons cédigos convolucionais quanticos

a partir de classes de cédigos convolucionais classicos.

Palavras-Chave: Cdédigos Corretores de Erros Quanticos, Cédigos Con-

volucionais, Codigos Estabilizadores, Cédigos Concatenados.
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Parte 1

Conceltos Fundamentais






Capitulo 1
Introducao Geral

Anybody who is not shocked by quantum theory has not understood it.
— Niels Bohr.

O primeiro capitulo desta tese apresenta o “estado da arte” da teoria da computacao e
da informacao quantica com o intuito de contextualizar o problema da correcao de erros
em canais quanticos ruidosos. Dado o carater interdisciplinar desta area de pesquisa,
faz-se necessaria a apresentacao de um espectro amplo, variado e por vezes aprofundado
de material preliminar. Tal material pode ser abordado de diferentes pontos de vista
complementares. Este capitulo foi escrito sob a perspectiva de um fisico tedrico preocupado
em trazer a fisica da informacao para o contexto da engenharia quantica. Talvez, em um
primeiro momento, alguns conceitos fisicos sofisticados parecam incompreensiveis para um
engenheiro, porém, ao longo da tese, os topicos fundamentais para a correcao de erros
quanticos serao abordados com a devida necessidade. Para uma abordagem mais ampla e

aprofundada, sugerimos a consulta das referéncias [48, 67, 55].

1.1 A Fisica da Informacao

Information is physical.

— Rolf Landauer.



4 Capitulo 1. Introducao Geral

A fisica da informacao e a teoria da computacao sao disciplinas conhecidas por serem
dependentes uma da outra hd muitas décadas. Afinal de contas, informacao é algo que
é codificado no estado de um sistema fisico e computacao é algo que pode ser executado
sobre um objeto fisicamente realizavel. Portanto o estudo da informacao e da computacao
devem estar relacionados ao estudo dos processos fisicos fundamentais. Certamente, sob
uma perspectiva da engenharia, o dominio dos principios da fisica e da ciéncia dos materiais
é necessario para o desenvolvimento do hardware computacional.

Sob uma perspectiva tedrica mais abstrata, temos assitido a notaveis avangos em nosso
entendimento sobre como a fisica nos obriga a considerar a informacao, para além da
matéria e da energia, na descricao de fenomenos fisicos. A seguir, faremos uma breve
apresentacao de trés resultados relativamente recentes de como a fisica e a teoria da infor-

magao estao cada vez mais dependentes uma da outra.

1.1.1 Principio de Landauer

Em 1961, Rolf Landauer chamou a atencao para o fato de que o apagamento de infor-
magao é necessariamente um processo dissipativo e, portanto, irreversivel [38].

Por exemplo, podemos armazenar um bit de informagao ao colocarmos uma molécula
dentro de uma caixa em um dos lados de uma particao que a divide ao meio. O apagamento
significa que podemos mover a molécula para, digamos, o lado esquerdo, independente de
qual lado comecou a acao. Podemos de repente remover a particao, e entao lentamente
comprimir o “gas” de uma molécula com um pistao até que a molécula esteja definitiva-
mente do lado esquerdo. Este procedimento reduz a entropia do gés por AS = kIn2 (onde
k é a constante de Boltzman), e cria um fluxo de calor associado da caixa para o ambiente.
Se o processo ¢ isotérmico a temperatura T, o trabalho W = kT In2 é realizado sobre a
caixa, trabalho este que temos que fornecer. Portanto, se tivermos que apagar informacao

teremos que gastar energia.

1.1.2 Computacao Reversivel

As portas légicas usadas para executar uma computacao sao tipicamente irreversiveis,

e.g., a porta NAND:
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(a,b) — —(aAb), (1.1)

onde — denota a operagao “not” e A denota a operagao “and”. Como se vé, esta porta
tem dois bits de entrada e um bit de saida. Nao podemos recuperar uma tnica entrada
a partir do bit de saida. De acordo com o principio de Landauer, como cerca de um bit
¢ apagado por porta (medida sobre todas as suas possiveis entradas), é necessario pelo
menos o trabalho W = kT In2 para operar a porta. Se temos um estoque finito de baterias,
esta condigao parece impor um limite tedrico de quao longa pode ser a computacao.
Porém, Charles Bennett mostrou em 1973 que qualquer computacao pode ser realizada
usando somente passos reversiveis e portanto, em principio, nao exigiria dissipagao [3].
Podemos construir uma versao reversivel da porta NAND que preserva todas as infor-

magoes sobre a entrada. Por exemplo, a porta de Toffoli:

(a,b,c) — (a,b,cBaNnb), (1.2)

onde @ denota a operacao “ou-exclusivo”, é uma porta reversivel de 3 bits que troca o
terceiro bit se os dois primeiros forem “1” e nao faz nada caso contrario. O terceiro bit da
saida torna-se o NAND de a e b se ¢ = 1. Podemos transformar uma computacao irrever-
sivel em uma reversivel trocando as portas NAND por portas Toffoli. Esta computacao
poderia, em principio, ser feita com uma dissipacao desprezivel.

No entanto, durante este processo geramos uma quantidade de “lixo” extra. Serd en-
tao que apenas adiamos o custo de energia ? Precisaremos pagar por este custo quando
precisarmos apagar todo o “lixo”. Bennett tratou esta questao afirmando que um com-
putador reversivel pode realizar toda a computagao, imprimir uma cépia da resposta (uma
operagcao reversivel) e entao reverter todos os seus passos para retornar a sua configuragao
original. Este procedimento remove o “lixo” sem qualquer custo de energia.

Em principio, entao, nao precisamos pagar qualquer custo de energia para computar.
Na prética, os computadores em uso atualmente (irreversiveis) dissipam ordens de grandeza
maiores que k7T In2 por porta. Portanto, o limite de Landauer nao é tao importante para
a engenharia. Mas a medida que o hardware computacional diminuir de tamanho, pode

se tornar importante atingir o limite de Landauer para impedir que os componentes dos
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computadores se fundam. E, neste caso, a computacao reversivel pode ser a tinica op¢ao

para a realizacao de uma computagao eficiente.

1.1.3 Demonio de Maxwell

As descobertas de Landauer levaram Bennett a propor em 1982 uma nova interpretagao

para o paradoxo da fisica conhecido como deménio de Mazwell [4]'.

Segundo Bennett, o demonio de Maxwell mostrou que os observadores nao desem-
penham um papel passivo nos experimentos de fisica. O demonio coleta e armazena
informagao sobre as moléculas. Se o demoénio tem uma capacidade de memoria finita,
nao pode continuar a esfriar o gas indefinidamente; eventualmente, alguma informacao
terd que ser apagada. Neste ponto, finalmente paga-se a conta pelo esfriamento obtido
(se 0o demonio nao apagar informacgoes, entdo devemos associar alguma entropia com a

infomagao armazenada).

Esta interpretacao foi, em parte, antecipada em 1929 por um pioneiro da fisica da
informacao — Leo Szilard [71]. Szilard, em sua anélise do paradoxo, inventou o conceito
de um bit de informagao (o nome bit foi introduzido mais tarde, por Tukey) e associou a
entropia AS = kIn2 com a aquisi¢do de um bit (embora Szilard nao tenha compreendido
totalmente o principio de Landauer, de que é o apagamento do bit que leva a um inevitavel

custo de energia).

'Uma descricao simplificada deste paradoxo: Imagine duas salas ligadas por um corredor (pode também
ser uma caixa dividida ao meio por uma veneziana que abre e fecha — o principio é o mesmo). Se a
temperatura do ar for a mesma em ambas as salas, a velocidade média das moléculas de ar nos dois
ambientes também serd a mesma, ja que a temperatura de qualquer gis é funcao da velocidade média
com a qual as moléculas estao se movendo. Note que a velocidade varia consideravelmente de molécula
para molécula; a velocidade de uma molécula em particular pode ser muito maior ou muito menor que a
velocidade média. Imagine agora que um ser, um demonio, seja capaz de controlar a porta que separa as
duas salas. Se o demoénio conhece a velocidade das moléculas que estdao se aproximando da porta, pode
permitir que apenas as mais velozes passem para uma das salas e que apenas as mais lentas entrem na
outra. Depois de algum tempo, a sala onde se acumularam as moléculas rapidas estara cheia de ar quente e
a outra sala ficard cheia de ar frio. Este proceso ocorre com um gasto desprezivel de calor. Ou seja, o calor

flui de um local para outro sem nenhum custo, em aparente violagao da segunda lei da termodinamica.
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1.2 Informacao Quantica

Os trés exemplos apresentados na secao anterior nao deixam dividas de que a pesquisa
de interface entre a fisica e a teoria da informacgao vem produzindo valiosos resultados, de
interesse tanto para os fisicos quanto para os cientistas da computacao. Dadas as evidén-
cias ja conhecidas e as suas previsiveis (e, talvez, imprevisiveis) consequéncias tedricas e
tecnolodgicas, é imperioso que tal linha de pesquisa seja ampliada e aprofundada.

A licao que extraimos destes exemplos é que, de fato, como prevera Landauer, a infor-
macao € fisica e que é instrutivo considerar o que a fisica tem a nos dizer a respeito da
informagao. Mais do que isso, estas descobertas nos fizeram perceber (ou talvez lembrar)
que a fisica nao pode ser descrita apenas em termos de energia e matéria. Deve incluir
também a informagcao e esta nao deve ser vista como uma idéia abstrata, mas sim como
uma entidade concreta, ou seja, algo com algum significado fisico?.

Sabemos que o nosso universo € regido fundamentalmente pelas leis da mecanica quan-
tica. Mas como a fisica quantica pode iluminar nossas idéias a respeito da natureza da
informacao ? Desde os primérdios da teoria quantica ficou claro que as idéias classicas
sobre a informacao precisariam ser revistas sob a nova fisica. Por exemplo, os cliques
registrados em um detector que monitora uma fonte radioativa sao descritos por um pro-
cesso de Poisson verdadeiramente aleatorio. Em contraste com esta situacao quantica, nao
existe verdadeira aleatoriedade na dinamica cldssica deterministica (embora, é claro, um
sistema cldssico complexo (cadtico) possa exibir um comportamento que na prética é in-
distinguivel da aleatoriedade). Além disso, como veremos mais adiante, na teoria quantica
os observaveis que nao comutam entre si nao podem ter simultaneamente valores precisos
definidos (principio da incerteza de Heisenberg), e a realiza¢do da medida de um observavel
A ira necessariamente influenciar o resultado de uma subsequente medida de um observavel
B, se A e B nao comutam entre si. Portanto, o ato de adquirir informagao a respeito de
um sistema fisico inevitavelmente destruirda o estado do sistema. Nao ha contra-partida

desta limitagao na fisica classica.

2John Wheeler, considerado o pai dos buracos negros e de algumas teorias modernas da fissao nuclear,
da fisica quantica e da teoria da relatividade geral, resumiu em poucas palavras a fisica que prevé para o

século XXI: “O it vem do bit”.
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O fato do ato de adquirir informacao implicar na destruicao do estado quantico esta
relacionado a aleatoriedade quantica. Isto porque o resultado de uma medida tem um
elemento aleatoério que faz com que sejamos incapazes de inferir o estado inicial do sistema
a partir do resultado da medida.

Que adquirir informacao causa a destruicao do estado quantico observado também esta
conectado a outra distingao essencial entre a informacao classica e a quantica: a informacao
quantica nao pode ser copiada com perfeita fidelidade. Este resultado, conhecido como
teorema da nao clonagem, foi anunciado por Wootters, Zurek [75] e Dieks [15] em 1982
e serd provado na proxima secao. Se pudéssemos fazer uma coépia perfeita do estado
quantico, poderiamos medir um observavel da cépia sem perturbar o estado original e
assim derrubar o principio da destrui¢ao do estado observado. Por outro lado, nada nos
impede de copiar informacao classica perfeitamente.

Estas propriedades da informacao quantica sao importantes, mas a propriedade mais
profunda que faz com que a informacao quantica difira da informacao classica emergiu do
trabalho de John Bell [2] em 1964, que mostrou que as predigoes da mecanica quantica
nao podem ser reproduzidas por nenhuma teoria de varidvel escondida local. Bell mostrou
que a informagao quantica pode ser (e tipicamente é) codificada em correlagoes nao locais
entre as diferentes partes de um sistema fisico, correlacoes estas que nao tém contra-partida
classica. Algumas implicacoes do teorema de Bell serao discutidas mais adiante.

O estudo da informacao quantica como disciplina emergiu no inicio dos anos 80, e
“explodiu” na década de 90. Muitos dos resultados centrais da teoria da informagcao classica
tém analogos quanticos que foram descobertos e desenvolvidos recentemente. Alguns destes

resultados serao discutidos ao longo deste capitulo.

1.3 Mecanica Quantica
Hilbert space is a big place.
— Carlton Caves.

A unidade fundamental da informacao classica é o bit, uma variavel aleatéria que pode

assumir dois valores: 0 ou 1. A unidade de informacao quantica correspondente é o bit
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quantico ou qubit. O qubit é um vetor em um espaco vetorial complexo bidimensional
com produto interno — ou seja, um vetor no espaco de Hilbert. De acordo com a notacao
introduzida por Dirac, podemos chamar os elementos de uma base ortonormal deste espaco
de |0) e |1) 3. Esta base é chamada de base computacional. Desta forma, o estado de um

qubit arbitrario normalizado pode ser escrito como

W) = al0) +b[1), (1.3)

onde |a|?+ |b|> =1, com a,b € C (o corpo dos niimeros complexos). A base conjugada é
. 1
definida como |+) = %(|O> +|1)).
O estado de um qubit também pode ser representado geometricamente. Podemos

reescrever o estado quantico (1.3) como

y) = e | cos g 10) + ¢®sin g !, (1.4)

onde O, ¢ e Y sdo niimeros reais. O fator de fase global ¥ é fisicamente irrelevante
e, portanto, pode ser ignorado®. Os ntimeros 6 e ¢ definem um ponto em uma esfera,
como mostrado na Figura 1.1. Esta esfera, conhecida como esfera de Bloch, oferece uma
visualizacao grafica do estado de um qubit e freqiientemente serve de referéncia para a
discussao de idéias sobre a teoria da computacao e da informacao quantica. No entanto,
tais discussoes costumam ser limitadas, ja que nao ha uma generalizacao simples conhecida
da esfera de Bloch para multiplos qubits.

Muitos sitemas fisicos diferentes podem ser usados para produzir um qubit, como por
exemplo o alinhamento do spin de um elétron orbitando um atomo em relagao a um campo
magnético externo, as duas diferentes polarizagoes de um féton e o alinhamento de um
spin nuclear em relagao a um campo magnético nuclear.

O estado quantico de n qubits pode ser expresso como um vetor em um espago de 2"
dimensdes (ou seja, o produto tensorial de n espacos bidimensionais). Podemos escolher

como uma base ortonormal para este espaco os estados nos quais cada qubit tem um valor

3Para o leitor nao familiarizado com os postulados da mecéanica quéantica, sugerimos a consulta das

referéncias [59, 16, 17].
4Entenda-se, sem efeitos observdveis.



10 Capitulo 1. Introducao Geral

1>

Figura 1.1: Representacao da esfera de Bloch para um qubit.

definido, |0) ou [1). Desta forma, um vetor geral normalizado pode ser escrito nesta base

CcOomo

-1
ly) = ZO ax|x), (1.5)

onde associamos com cada string o numero que ela representa na notacao binaria, um
valor entre 0 e 2"~!. Os coeficientes a, sdo nimeros complexos satisfazendo a relacao
Y |ax|2 =1

Com multiplos qubits, podemos ter estados que podem nao ser escritos como o produto

tensorial de estados de um qubit. Por exemplo, o estado de dois qubits

1
V2

nao pode ser decomposto desta forma. Diz-se entao que tal estado é emaranhado. Como

(100) +|11)) (1.6)

veremos mais adiante, os estados emaranhados sao os responsaveis pela grande capacidade
computacional dos computadores quanticos e desempenham uma funcao crucial na cor-
regdo de erros quanticos. Em particular, o estado (1.6) é conhecido como estado de Bell
ou par EPR (Einstein-Podolsky-Rosen, [53, 2])°. Este estado serve como unidade bésica

de emaranhamento em muitas aplicacoes de criptografia quantica [15, 20].

5Na verdade, o estado (1.6) é apenas um dos quatro estados de Bell ou pares EPR, matematicamente

descritos como By, ) = w, onde x, y={0, 1} [48].
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O resultado da medida do estado (1.3) é nao deterministico — a probabilidade de
obtermos o resultado |0) é |a|?> e a probabilidade de obtermos |1) é |b|>. A normalizacio
assegura que a probabilidade de obter algum resultado seja exatamente 1.

Esta medida implementa um de dois operadores de projecao, as projecoes sobre a base
{]0),]1)}. Esta nado é a tunica medida que podemos fazer sobre um qubit. Na verdade,
podemos projetar sobre qualquer base do espaco de Hilbert de um qubit. Se tivermos
multiplos qubits, podemos medir um nimero de diferentes qubits independentemente, ou
podemos medir alguma propriedade comum dos qubits, o que corresponde a fazermos
a projecao sobre alguma base emaranhada do sistema. Assim, se medirmos todos os n
qubits do estado (1.5) através da projegao de cada um deles sobre a base {|0),[1)}, a
probabilidade de obter o resultado |x) é |a,|?>. Em particular, o par EPR (1.6) tem uma
importante propriedade: a medida de um qubit sempre d4 o mesmo resultado da medida
do outro qubit. Isto é, os resultados das medidas estao correlacionados.

Uma forma de entender um sistema quantico é observar o comportamento de varios
operadores atuando sobre o estado do sistema. Por exemplo, um conjunto de operadores

a considerar para um qubit é o conjunto das matrizes de Pauli. Estas matrizes na base

{]0),]1)} sao:

Oy = , Oy= e O;= . (1.7)
Uma outra notagao para estas mesmas matrizes é:

0 —1
X=0, Y=XZ=—ic,= e Z=o0,. (1.8)
1 0

Além das matrizes de Pauli e da matriz identidade I com duas dimensoes, um outro
operador importante para o sistema de um qubit é o operador de Hadamard, que promove a
mudanca da base computacional para a base conjugada. Ou seja, o operador de Hadamard

¢ uma rotacao de 7 radianos em torno do eixo %(x-i—z):

H=— . (1.9)
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Para um sistema com n qubits, Glj denota uma matriz ¢; atuando sobre o qubit j e uma
matriz I atuando sobre todos os outros qubits. O grupo de Pauli sobre n qubits, denotado
por Gy, é gerado por Glj para i =x,y,z e j=1,...,n. Poderemos também nos referir ao
grupo de Pauli como sendo o menor subgrupo real gerado por X e Z.

A medida que fizemos para um qubit corresponde a medida do autovalor de 6,. Os
correspondentes operadores de projecao sao %(I +06;). Para uma particula de spin-1/2,
esta medida ¢ realizada através da medida do spin da particula ao longo do eixo z. Também
poderiamos medir ao longo do eixo x ou y, o que corresponde a medir o autovalor de G,
ou oy. Neste caso, os operadores de projecao sao %(1 +0,) e %(l +0,), respectivamente.

Podemos também fazer medidas de operadores mais gerais, desde que tais operadores
tenham autovalores reais. Uma matriz A tem autovalores reais se, e somente se, for her-
mitiana, ou seja: AT = A, onde AT é o adjunto hermitiano (ou simplesmente adjunto),
igual ao transposto do conjugado complexo. Ao operador hermitiano que realiza medidas
projetivas da-se o nome de observdvel.

Note que todas as matrizes de Pauli sdo hermitianas. Além disso, estas matrizes
satisfazem uma importante propriedade algébrica — anticomutam umas com as outras.

Ou seja,

{G,‘,Gj}:GiGj—l—GjGi:O, (1.10)

sempre que i # j (com i,j € {x,y,z}). Outra possivel relacio entre dois operadores A e B

é comutarem entre si. Ou seja,

[A,B] = AB—BA = 0. (1.11)

E possivel que duas matrizes nao comutem nem anticomutem entre si. Duas ma-
trizes que comutam entre si podem ser simultaneamente diagonalizadas. Isto significa que
podemos medir o autovalor de uma delas sem destruir os autovetores da outra. No caso
contrario, quando dois operadores nao comutam entre si, a medida provoca a destruicao
dos autovetores da outra, e portanto nao podemos medir simultaneamente operadores que
nao comutam entre si.

Existe um produto interno complexo natural para estados quanticos. Dada uma base
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ortonormal |y;), o produto interno entre |o) = Y ci|y;) e |B) = Y. di|yi) é:

(alB) = Y cidj{wilw;) =} cid. (1.12)
A cada ket |y) corresponde um bra (y|. O adjunto hermitiano é com respeito a este

produto interno, portanto U|y) corresponde a (y|UT. O operador ¥ |y)(0| atua sobre o

espaco de Hilbert como:

(X hw) {0l ]or) = Y {0loc) w).- (1.13)

O produto interno pode revelar uma grande quantidade de informagao sobre a estrutura
de um conjunto de estados. Por exemplo, (y|d) =1 se, e somente se, |y) = |0).
Autovetores de um operador hermitiano A com diferentes autovalores sao automatica-

mente ortogonais:

(WlAlo) = (wl(Al9)) = Ao (w]0)
= ((WlA)[0) = Ay (wl9). (1.14)

Como os autovalores de A sao reais, segue que (Y|¢) =0 sempre que Ay # Ay. Caso
contrario, se (Y|¢) = 0, existe um operador hermitiano para o qual |y) e |0) sdo autovetores
com diferentes autovalores.

Uma importante propriedade dos estados quanticos tem profundas implicacoes para
a computacao quantica e a correcao de erros quanticos: o teorema da nao clonagem,
que afirma que é impossivel fazer uma cépia perfeita de um estado quantico arbitrdrio
desconhecido [75, 15]. Teremos agora a oportunidade de prové-lo. Este teorema é uma
consequéncia da linearidade da mecanica quantica.

Suponha que desejamos realizar uma operagao que mapeia um estado arbitrario

v) — W) @|y). (1.15)

Entao um outro estado arbitrario |¢) seria mapeado por

|9) = |0) ©10). (1.16)
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Como a transformacao deve ser linear, segue que

W) +10) = W) @) +[0) @ [0). (1.17)

No entanto,

W) @) +19) @[0) 7 (Iw) +0)) @ (lw) +19)), (1.18)

e portanto nao é possivel copiar |y)+ |@). Em geral, dada uma base ortonormal, pode-
mos copiar os estados da base, porém nao podemos copiar corretamente as superposicoes
daqueles estados da base. Isto significa que para realizar a correcao de erros quanticos,

nao podemos simplesmente fazer copias de reserva do estado quantico a ser preservado.

1.4 Complexidade Computacional Quantica

Can physics be simulated by a universal computer ? [...] the physical world is quantum
mechanical, and therefore the proper problem is the simulation of quantum physics [...]
the full description of quantum mechanics with R particles [.. .| has too many variables, it
cannot be simulated with a normal computer with a number of elements proportional to R
[. .. but it can be simulated with quantum computer elements/. [...] Can a quantum system
be probabilistically simulated by a classical (probabilistic, I'd assume) universal computer
? [...] If you take the computer to be the classical kind I've described so far [...] the

answer is certainly, No!
—Richard Feynman (1982) [21].

Vimos que o estado de um computador cldssico é um vetor sobre Z; (o corpo dos
nimeros inteiros médulo-2). O estado de um computador quantico (ou de qualquer sistema
fisico) é um vetor sobre o espago de Hilbert. Um computador cldssico com n bits tem
2" possiveis estados, mas é somente um espago vetorial de n dimensoes sobre Z;. Um
computador quantico com n qubits é um estado em um espacgo vetorial complexo com 2"

dimensoes.
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Estamos agora em condicoes de descrever uma computacao quantica. Inicialmente
reunimos n qubits e preparamos estes qubits em um estado inicial padrao tal como |x =
0). Aplicamos entdao uma transformagao unitaria U aos n qubits (a transformagao U é
construida como um produto de portas quanticas padrao — transformacoes unitarias que
agem em alguns qubits em um instante de tempo. Por exemplo, para um qubit, as matrizes
de Pauli sdo as portas quanticas padrao). Apds U ser aplicado, medimos todos os qubits
projetando-os sobre a base {|0),]1)}. Vimos na se¢ao anterior que o resultado final desta
medida é uma informacgao classica que pode ser impressa, por exemplo, em uma tese de

doutorado.

Note que o algoritmo executado pelo computador quantico é um algoritmo intrinsica-
mente probabilistico. Isto é, por causa da aleatoriedade do processo de medida quantica,
podemos executar exatamente o mesmo algoritmo duas vezes e obter resultados diferentes.
Na verdade, o algoritmo quantico gera uma distribuicao de probabilidades das possiveis

saidas.

Embora um computador quantico opere de acordo com principios fisicos distintos dos
principios de um computador cldssico, um computador quantico nao pode fazer nenhuma
coisa que um computador classico nao seja capaz de fazer. Computadores classicos po-
dem armazenar vetores, rotacionar vetores e modelar o processo de medida quantica pela
projecao do vetor sobre eixos mutuamente ortogonais. Portanto, um computador classico
pode, certamente, simular um computador quantico com boa precisao. Nossa noc¢ao do
que é computavel serd a mesma, seja com um computador classico ou com um computador
quantico. No entanto, devemos também levar em consideracao o quao longa sera esta
simulagao. Suponha que tenhamos um computador que opera com um nimero modesto
de qubits, digamos n=100. Entao para representar o estado quantico tipico do computa-
dor, precisarfamos computar 2 = 219 ~ 103° ndmeros complexos! Nenhum computador
classico existente é capaz de fazer isto em um tempo razoavel. Além disso, executar uma
rotacio geral de um vetor em um espaco com 100 dimensoes estd muito além da capaci-

dade computacional de qualquer computador classico previsto para o futuro.

Portanto, é verdade que um computador classico pode simular um computador quan-

tico, mas a simulagao torna-se extremamente ineficiente a medida que o ntimero de qubits
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n aumenta. Sistemas quanticos sao dificeis de simular classicamente porque genericamente
utilizam o espaco de Hilbert total de 2" dimensoes a medida que evoluem, exigindo fontes
cldssicas exponenciais (tais como tempo e memoria). Esta observagao levou Feynamn a
especular que um computador quantico seria capaz de realizar tarefas que estao longe de
serem realizadas por qualquer computador classico concebivel. Os algoritmos quanticos

que veremos mais adiante parecem corroborar esta visao.

Mas sera que esta visao sobre a simulacao classica da capacidade computacional dos
computadores quanticos estd realmente correta ? A simulagao cldssica deve oferecer
um meio de determinar probabilidades para todas as possiveis saidas da medida final.
Poderiamos entao supor que nao é realmente necessario ter uma descricao completa do
estado quantico de n qubits. Bastaria procurar por um algoritmo cldssico probabilistico no
qual a saida nao é unicamente determinada pela entrada, mas sim por uma distribuicao
de probabilidades que coincida com o que é gerado pela computagao quantica. Neste
caso, poderiamos realizar uma simulagao local, na qual cada qubit tem um valor definido
para cada instante de tempo, e cada porta quantica pode atuar sobre os qubits de varias
formas possiveis, cada uma das quais a ser selecionada por um gerador numérico (pseudo)-
aleatorio. Esta evolugao seria muito mais facil que a evolucao de um vetor em um espaco
exponencialmente grande. Porém, a conclusao do teorema de John Bell [2] é, precisamente,
que esta simulagao nunca sera possivel: nao existe algoritmo probabilistico local que possa
reproduzir as conclusoes da mecanica quantica. Portanto, a simulacao ¢ um problema

muito dificil para qualquer computador classico.

Para entender melhor porque a descricao matematica da informacgao quantica é tao
complexa, imagine que tenhamos um sistema quantico de 3n qubits (n>> 1), dividido em
trés subsistemas de n qubits cada (chamados subsistemas (1), (2) e (3)). Escolhemos
aleatoriamente um sistema quantico dos 3n qubits, e entao separamos os trés subsistemas,
enviando o subsistema (1) para Sao Paulo e o subsistema (3) para o Rio de Janeiro,
deixando o subsistema (2) em Campinas. Gostarfamos de fazer algumas medidas para
saber o quanto podemos saber sobre o sistema quantico. Para tornar esta tarefa mais sim-

ples, imagine que tenhamos muitas cépias do estado do sistema de maneira que podemos
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6 mas estamos restritos a realizar cada medida

medir quaisquer observaveis que quisermos
dentro de um dos subsistemas — medidas coletivas abrangendo os limites dos subsistemas
nao sao permitidas. Entao para um estado tipico do sistema de 3n qubits, nossas medidas
nao revelam quase nada sobre o estado. Quase toda a informacao que distingue um estado
de outro esta nas correlagoes nao locais entre os resultados das medidas nos subsistemas
(1), (2) e (3). Sao estas as correlagoes nao locais a que Bell se referiu como sendo uma
parte essencial da descricao fisica.

O contetudo da informagao pode ser quantificado pela entropia (entropia grande significa
pouca informagao). Se escolhemos um estado dos 3n qubits aleatoriamente, quase sempre
encontramos que a entropia de cada subsistema é muito préxima de”

Sp—2- 1+, (1.19)

onde n é o valor méaximo de entropia, correspondendo ao caso em que o sistema nao
carrega nenhuma informacao acessivel. Portanto, para n grande podemos acessar somente
uma quantidade exponencialmente pequena de informacao através da observacgao de cada
subsistema separadamente. Isto é, as medidas revelam muito pouca informacao se nao
considerarmos como os resultados das medidas obtidas em Sao Paulo, Rio de Janeiro e
Campinas estao correlacionados uns com os outros — Na linguagem que estamos usando,
uma medida de uma correlagdo é uma medida coletiva (embora tal medida pudesse ser
realizada por fisicos experimentais que observam as partes separadas da mesma copia
do estado e entdo trocam informagdes entre si para comparar seus resultados). Assim,
através da medida das correlagoes podemos aprender muito mais; em principio, podemos
reconstruir o estado completamente.

Qualquer descricao satisfatéria do estado de 3n qubits deve caracterizar estas corre-
lacoes nao locais, as quais sao excessivamente complexas. E por esta razao que uma
simulacao cldssica de um sistema quantico grande requer fontes imensas (quando tais

correlagoes nao locais existirem entre as partes de um sistema, dizemos que as partes es-

6Nao podemos fazer cépias de um estado quantico desconhecido, mas podemos convidar um amigo
para preparar muitas copias idénticas do estado (ele pode fazer isso porque ele sabe qual é o estado), mas

sem nos dizer qual estado.
"Este resultado foi encontrado por Don Page [55].
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tao emaranhadas, significando que ndo podemos decifrar totalmente o estado do sistema

dividindo-o em partes e estudando as partes separadamente).

1.5 Paralelismo Quantico

The theory of computation has traditionally been studied almost entirely in the abstract,
as a topic in pure mathematics. This is to miss the point of it. Computers are physical
objects, and computations are physical processes. What computers can or cannot compute

1s determined by the laws of physics alone, and not by pure mathematics.
— David Deutsch.

Em 1985, David Deutsch publicou um importante artigo no qual tratava de forma mais
concreta as idéias lancadas por Feynman sobre o computador quantico universal. Neste
trabalho, Deutsch enfatizou que podemos melhor nos dar conta do poder computacional
de um computador quantico se invocarmos o que ele chamou de paralelismo quantico
[12]. Heuristicamente, e sob o risco de excessiva simplifica¢do, podemos afirmar que o
paralelismo quéntico permite que os computadores quanticos avaliem uma funcao f(x)
simultaneamente para muitos valores diferentes de x. Para entender melhor o que isto
significa, consideremos o exemplo descrito por Deutsch.

Imagine uma caixa preta que computa uma funcao que mapeia um bit x em um bit
f(x). Nao sabemos o que estd acontecendo dentro da caixa, mas deve ser algo complicado
porque a computacao demora 24 horas. Existem quatro possiveis fungoes f(x) (porque
f(0) e f(1) podem assumir, cada uma, dois possiveis valores: 0 ou 1). Gostariamos de
saber o que a caixa estd computando. Levariamos 48 horas para descobrir f(0) e f(1). Mas
gostariamos de obter a resposta em 24 horas, nao em 48 horas. Mesmo que quiséssemos
saber apenas se f(x) é uma fungao constante (f(0) = f(1)) ou balanceada (f(0) # f(1)),
ainda assim levariamos 48 horas para obter a resposta.

Suponha agora que tenhamos uma caixa preta quantica que computa f(x). A agao
do computador quantico é unitaria e deve ser inversivel, portanto precisamos de uma

transformacao Uy que mapeia dois qubits em dois qubits:
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Ur: [0)ly) = [0lye f(x)). (1.20)

(Esta maquina troca o segundo qubit se f(x) =1 e preserva o segundo qubit se f(x) =0).

Poderfamos determinar se f(x) é uma fungao constante ou balanceada usando a caixa

preta quantica duas vezes, em 48 horas. Mas, como veremos a seguir, podemos obter a

resposta em apenas 24 horas, usando a caixa preta quantica somente uma vez — Este é o
Problema de Deutsch [48].

Como a caixa preta é um computador quantico, podemos escolher o estado de entrada

como sendo uma superposigao de [0) e [1). Se o segundo qubit é inicialmente preparado

no estado (|0) —11)), entao

(10)=11)) — IX>\%(|f(X)>—|f(X)@1>)
IRV ORI
= (=1 ﬁ(l()) 1)), (1.21)

portanto isolamos a funcao f em uma fase dependente de x. Suponha agora que preparamos

Uf¢|>7

o primeiro qubit como (\O> +11)). Entao, a caixa preta atua como

1 1
ﬁ(!()) +\1>)\ﬁ

N PN v L oy
7 (=17 0) + (-1 1) ﬂ(!0> 1)) (1.22)

Finalmente, podemos fazer uma medida que projeta o primeiro qubit sobre a base

Uy (10) =[1)) —

conjugada

|+) = (|0>i|1>) (1.23)

V%l

Evidentemente, sempre obteremos |+) se a fungao for balanceada, e |—) se a fungao

for constanteS.

8Em nossa descricdo anterior de computacio quantica, afirmamos que a medida final projetaria cada
qubit sobre a base {|0),|1)}, mas aqui estamos permitindo uma medida em uma base diferente. Para
descrever o procedimento sobre a base {|0),|1)} deverfamos aplicar uma mudanga unitdria de base para

cada qubit antes de realizar a medida final.
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Portanto, resolvemos o problema de Deutsch, e tivemos uma idéia da extraordinaria
capacidade computacional de um computador quantico. O computador cléssico levara o
dobro do tempo para distinguir uma fun¢ao balanceada de uma fun¢ao constante, enquanto
que o computador quantico faz o mesmo trabalho de uma sé vez.

Isto é possivel porque o computador quantico nao ¢ limitado a computar somente f(0)
ou f(1). Pode atuar sobre uma superposicdo de |0) e |1), e deste modo extrair informagao
global sobre a funcao, informagao que depende de f(0) e de f(1). Isto é o que chamamos
de paralelismo quantico.

Suponha agora que estejamos interessados nas propriedades globais de uma funcao que
atua sobre n qubits, uma funcao com 2" possiveis argumentos. Para computar uma tabela
completa dos valores de f(x), terfamos que calcular f(x) 2" vezes, algo completamente
invidvel para n>>1 (e.g. 10%° vezes para n = 100). Mas com um computador quantico que

atua de acordo com

U : [x)|x) = [x)|f (x)), (1.24)
poderiamos escolher o registro de entrada como estando no estado

®n 27

li<|o> H)| =zm L (1.25)

V2

e através de uma unica computagao de f(x), podemos gerar um estado

1 2"—1

7 & WA (1.26)

As propriedades globais de f estao codificadas neste estado, e somos capazes de extrair
algumas destas propriedades se pudermos pensar em um meio eficiente de fazer isto.

Esta computacao quantica exibe um paralelismo quantico massivo; uma simulacao
da preparacao deste estado em um computador cléssico exigiria a computacao de f um
nimero inimaginavelmente grande de vezes (para n > 1). Com o computador quantico
conseguimos fazer isto de uma tunica vez. E exatamente este paralelismo massivo que Shor

usou em seu algoritmo de fatoragao de niimeros grandes, a ser descrito mais adiante.
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Como observado anteriormente, uma das principais caracteristica da mecanica quantica
é que a informagcao pode ser codificada em correlacoes nao locais entre as diferentes partes
de um sistema fisico. Na verdade, este é o caso do estado (1.26); as propriedades da fungao
f estao armazenadas nas correlagoes entre o registro de entrada e o registro de saida do
computador quantico. Esta correlagao nao local, no entanto, nao é facil de ser decifrada.

Por exemplo, se tivéssemos que medir o registro de entrada obteriamos o estado |xo),
onde xg ¢é escolhido aleatoriamente dentre um conjunto de 2" possiveis valores. Este pro-

cedimento prepararia um estado

[x0) | £ (x0))- (1.27)

Poderfamos continuar a medir o registro de saida para descobrir f(x9). Mas como o
estado (1.26) foi destruido pela medida, as intricadas correlagoes entre os registros foram
perdidas, e nao terfamos a oportunidade de determinar f(y) para qualquer yg # xo através
de medida futuras. Neste caso entao, a computacao quantica nao oferece vantagem sobre
a computacao clédssica.

A licdo que tiramos da solucao para o problema de Deutsch é que podemos algumas
vezes ser mais inteligentes em explorar as correlagoes codificadas no estado (1.26). Muito
da estrutura dos algoritmos quanticos envolve descobrir caminhos para fazer um uso mais

inteligente das correlagoes nao locais.

1.6 A Nova Teoria da Complexidade

It should not come as a surprise that our choice of polynomial algorithms as the math-
ematical concept that is supposed to capture the informal notion of “practically efficient
computation” is open to criticism from all sides. [...] Ultimately, our argument for our
choice must be this: Adopting polynomial worst-case performance as our criterion of effi-
ciency results in an elegant and useful theory that says something meaningful about prac-

tical computation, and would be impossible without this simplification.

— Christos Papadimitriou.
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s

O computador que usamos em casa ou no trabalho nao é um computador quantico,
mas ainda assim é uma maquina fantdstica. Em principio, é capaz de realizar qualquer
computacao imaginavel. Porém, na pratica, existem computacoes que nao é capaz de
realizar por exigirem uma quantidade extraordinariamente grande de tempo e/ou meméria.
Mas se fornecermos uma quantidade ilimitada de memoria, e se estivermos dispostos a
esperar quanto tempo for necessario, entao qualquer coisa que mereca ser chamada de
uma computacao pode ser feita em nosso modesto PC. Dizemos, portanto, que nosso
computador é um computador universal.

A teoria da complexidade classica tem se desenvolvido ao longo dos anos para classificar
os problemas de acordo com a sua dificuldade. Usualmente, a classificacao de um problema
entre “dificil” e “facil” é feita em termos do quanto de tempo e memoria é necessario
para resolvé-lo. Mas como fazer distingoes claras entre “dificil” e “facil” sem especificar o
hardaware que iremos usar ? Afinal, um problema pode ser dificil em um PC, mas talvez
exista uma outra maquina que o resolva rapidamente. Ou talvez no futuro um computador
muito melhor seja capaz de resolver o problema com mais eficiéncia. Portanto, as distincoes
entre um problema “dificil” e um problema “facil” devem ser universais, ou seja, nao podem
depender da maquina que estamos usando.

A teoria cldssica da complexidade esta focada sobretudo na distingao entre os algorit-
mos de tempo polinomial e os algoritmos de tempo exponencial. Para qualquer algoritmo
A atuando sobre um dado de entrada de comprimento varidavel, podemos associar uma
fun¢ao de complexidade Tx(n), onde n é o comprimento do dado de entrada em bits. A
funcao Ty(n) é o tempo (isto é o nimero de passos elementares) mais longo necessario
para o algoritmo executar uma tarefa por completo (por exemplo, se A é um algoritmo
de fatoracao, Ty(n) é o tempo necessario para fatorar um nimero de n bits no pior caso

possivel). E dito que A é um algoritmo polinomial se

Ta(n) < Pol(n), (1.28)

onde Pol(n) denota um polinémio de n. Portanto, quando se diz que um problema necessita
de um algoritmo de tempo polinomial para ser resolvido, estamos querendo dizer que o

tempo necessario para resolver aquele problema nao cresce mais rapido que uma poténcia
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do nimero de bits do dado de entrada.

Se o problema nao é de tempo polinomial, diz-se que é de tempo exponencial (embora

isto seja uma designacao incorreta, pois existem fungoes superpolinomiais como nlogn

que
aumentam muito mais lentamente que uma funcao exponencial). Este é um meio razodvel
de tracar uma linha que distingue problemas “dificeis” de problemas “faceis”. Mas a prin-
cipal razao para fazer a distincao desta forma é que o critério em questao independe da
maquina: nao importa qual computador estamos usando, a classificacao sera sempre a
mesma. A universalidade da distingao entre polinomial e exponencial segue de um dos
resultados centrais da ciéncia da computagao: um computador (cldssico) universal pode
simular outro com, no pior dos casos, um “limitante superior polinomial”. Isto significa que,
se somos capazes de executar um algoritmo em nosso computador em tempo polinomial,

entao poderemos sempre executa-lo em tempo polinomial em qualquer outro computador.

Portanto, sempre concordaremos sobre quais algoritmos sao de tempo polinomial.

A classe de problemas que pode ser resolvida com algoritmos que se utilizam de fontes
(tais como tempo e memdria) polinomiais com o tamanho do dado de entrada dé-se o
nome de classe P. Tais problemas computacionais podem ser facilmente resolvidos em um
computador classico. Dentre os problemas de tempo nao polinomial, ou seja, de tempo
exponencial, alguns pertencem a classe NP (de non-deterministic polynomial). Esta classe
engloba todos os problemas que, dada uma caixa preta que fornega a solugao (um oraculo),
pode-se verificar em tempo polinomial se a solugao é correta. Um problema NP bastante
conhecido é o problema de encontrar os fatores primos de um numero com n bits. Até
hoje nao é conhecido um algoritmo rapido que resolva este problema em um computador
classico. Mas dados os fatores primos, ¢ facil de verificar se sao a solugao verdadeira. Outro
problema classicamente intratavel, e também bastante conhecido, que pertence a classe
NP, é o problema do caixeiro viajante (encontrar o caminho ciclico minimo conectando n
cidades com distancias especificadas uma da outra). Em particular, o problema do caixeiro
viajante ¢ um problema NP-completo; isto é, qualquer problema da classe NP pode ser
transformado em um exemplo de problema do caixeiro viajante em tempo polinomial. Isto
significa que se conseguirmos resolver o problema do caixeiro viajante em tempo polinomial

poderemos resolver qualquer problema NP em tempo polinomial.
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Com o advento da teoria da computacao quantica, percebeu-se que o extraordinério
poder computacional dos computadores quanticos poderia ser usado para tentar resolver
problemas que classicamente sao intratéveis. Isto ficou evidente quando o algoritmo quan-
tico de Shor (a ser apresentado na proxima se¢ao) provou que a simula¢ao de um problema
de tempo nao polinomial é possivel em um computador quantico. Neste caso, a teoria que
se conhece hoje da complexidade computacional deve ser repensada. Por exemplo, pode-
mos definir um nova classe BQP (de bounded quantum polynomial) como sendo a classe de
todos os problemas computacionais que podem ser resolvidos eficientemente em um com-
putador quantico com um determinado limitante para a probabilidade de erro. A Figura
1.2 mostra a suposta relagao entre as classes computacionais classicas P e NP e a classe
computacional quantica BQP. Exatamente onde BQP esta com respeito a P e NP ainda é

algo desconhecido.

\ / BOQP 2

Figura 1.2: Suposta relagao entre as classes computacionais classicas P e NP e a classe

computacional quantica BQP.

Se a classificacao quantica da complexidade é realmente diferente da classificacao clas-
sica (como suspeitado, embora nao provado), entdo este resultado ird “estremecer” os
fundamentos da ciéncia da computagao. A longo prazo, poderiamos esperar por novas

revolugdes tecnoldgicas, com consequéncias (certamente boas e mas) imprevisiveis.

Mas qual seria o significado desta nova teoria da complexidade para a fisica ?
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1.7 Algoritmos Quanticos

If computers that you build are quantum,
Then spies everywhere will all want’em.
Our codes will fail,

And they’ll read our email,

Tiull we get crypto that’s quantum, and daunt’em.
—Peter Shor.

Vimos nas secoes anteriores que um computador quantico pode, de fato, ser muito
mais poderoso que um computador classico. Isto abre a possibilidade de alguns problemas
intrataveis classicamente poderem se tornar trataveis quanticamente. O exemplo mais
espetacular disto foi apresentado por Peter Shor em 1994 [65].

Shor demonstrou que, pelo menos em principio, um computador quantico pode fatorar
eficientemente um ntimero grande. O problema da fatoragao (ou seja, da decomposigao
de um nimero em fatores primos) é um exemplo de problema possivelmente intratavel
classicamente com as seguintes propriedades:

— Pode-se verificar facilmente se a solugao encontrada é verdadeira.
— Mas a solucao é dificil de ser encontrada.

Isto é, se p e g sao ntimeros primos grandes, o produto n = pg pode ser computado em
pouco tempo (o nimero de operagoes elementares de bit é aproximadamente log, p-log, q).
Mas dado n, ¢ dificil encontrar p e q.

Acredita-se que o tempo exigido para encontrar os fatores primos seja superpolinomial
em logn (embora isto nunca tenha sido provado). Ou seja, a medida que n aumenta, o
tempo necessario no pior dos casos cresce mais rapido que qualquer poténcia de logn. O

melhor algoritmo de fatoracao conhecido requer

t ~ exp|c(Inn)'/3(Inlnn)?/3], (1.29)

onde ¢ = (64/9)!/3 ~ 1.9. A tecnologia atual permite que uma rede de computadores
encontre os fatores primos de 65 digitos de um nimero de 130 digitos em cerca de um mes.

Usando este resultado para estimar o pré-fator de (1.29), podemos estimar que a fatoragao
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de um ntmero com 400 digitos levaria cerca de 10'% anos, a idade estimada do universo!
Portanto, mesmo com todos os avancos tecnoldgicos, a fatoracao de um nimero com 400

digitos esta fora de questao pelas préximas décadas.

O problema da fatoracao é interessante sob a perspectiva da teoria da complexidade,
como um exemplo de problema presumidamente intratavel; isto €, um problema que nao
pode ser resolvido em um tempo limitado por um polinémio funcao do tamanho da entrada,
neste caso logn. Também é um problema de importancia pratica, porque a dificuldade de
fatoragao é a base para os esquemas de criptografia de chave publica, tal como o esquema

RSA (Rivest, Shamir, Adlemam).

O resultado apresentado por Shor permite que um computador quantico possa fatorar
em um tempo polinomial, e.g., O[(Inn)?]. Portanto, se tivéssemos um computador quantico
que pudesse fatorar um nimero com 130 digitos em um mes, o algoritmo de Shor poderia
fatorar um nimero com 400 digitos em menos de 3 anos. E quanto mais dificil o problema,

maior é a vantagem oferecida pelo computador quantico que executa este algoritmo.

Lembremo-nos de que um algoritmo quantico gera uma distribuicdio de probabilidades
das possiveis solugoes. Assim, nao se pode garantir que o algoritmo de fatoragao de Shor
tenha sucesso ao encontrar os fatores primos. Apenas é um algoritmo que obtém sucesso
com uma probabilidade razoavel. Mas continua sendo um algoritmo muito vélido porque

é facil de verificar se os fatores encontrados sao realmente a solucao do problema.

Outro algoritmo quantico impressionante é o algoritmo proposto por Grover em 1996
[27]. Este algoritmo pode encontrar um elemento em um banco de dados néo ordenado de
n elementos em um tempo O(y/n). Em um computador cldssico, a mesma tarefa exigiria
uma procura exaustiva de tempo O(n). Foi mostrado que o tempo O(y/n) é o menor

possivel para esta tarefa [5].

O algoritmo de Grover poderda ser utilizado para atacar o sistema criptografico DES
(Data Encryption Standard) que apresenta 23 =7 x 10'® caminhos possiveis. Se um
computador classico executando um algoritmo puder verificar 1 milhao de caminhos por
segundo, levara 100 anos para descobrir o caminho correto, enquanto que o algoritmo de
Grover pode obter tal resultado em menos de 4 minutos. Por esta razao, o algoritmo de

Grover também terd grande aplicagdo em protocolos de criptografia quantica [13].
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Os resultados encontrados por Shor e Grover estimularam o interesse da comunidade
cientifica pela teoria da computacao quantica. E realmente espantoso imaginar as impli-
cagoes destes resultados para a teoria da complexidade, para a teoria quantica e para a

tecnologia em geral.

1.8 Hardware Quantico

Computers in the future may weight no more than 1.5 tons.

— Thomas Watson, chairman of IBM, 1943.

... quantum phenomena do not occur in a Hilbert space, they occur in a laboratory.

— Asher Peres.

Os desenvolvimentos da teoria da complexidade quantica e da correcao de erros quan-
ticos tém sido acompanhados por numerosos esforcos de fisicos em busca de técnicas ex-
perimentais que permitam o processamento de informagao quantica.

A descricao de tais experimentos esta fora do escopo desta tese, dada a sua extensao e
complexidade. Nao obstante, faremos a seguir um breve resumo das condigoes necessarias
para a construcao fisica de um computador quantico. Maiores detalhes podem ser encon-
trados em textos (veja, por exemplo, o capitulo 7 de [48]) ou em numerosos artigos citados
nestes mesmos textos.

Para construirmos um hardware para um computador quantico, precisamos de uma
tecnologia que nos permita manipular os qubits. O hardware necessita obrigatoriamente

de algumas especificacoes, a saber:

1. Armazenamento: Precisamos armazenar qubits por um longo periodo de tempo,

longo o suficiente para completar uma computagao interessante.

2. Isolamento: Os qubits devem ser bem isolados do meio, para minimizar erros de

decoeréncia.

3. Leitura: Precisamos medir os qubits eficientemente e corretamente.
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4. Portas: Precisamos manipular os estados quanticos de qubits individuais, e induzir
interacoes controladas entre os qubits, de modo a permitir a implementacgao de portas

quanticas.

5. Precisao: As portas quanticas devem ser implementadas com alta precisao para

que o sistema possa computar corretamente.

Existem muitas propostas de como implementar um computador quantico na pratica.
Trés das principais realizacoes fisicas de qubits nos ultimos 10 anos foram: a polarizacao
de fétons, com interagoes via cavidade éptica [42]; o estado fundamental e excitado de
ions armazenados em uma armadilha de fons linear, com interagoes fornecidas através de
um modo de vibragdo comum [9, 29]; e os estados do spin nuclear em polimeros, com

interagoes dadas por técnicas de ressonancia magnética nuclear [23].

1.9 Ruido Quantico

When I hear about Schridinger’s cat, I reach for my gun.
—Stephen Hawking.

Todas as implementagoes fisicas acima citadas para os computadores quanticos pos-
suem uma susceptibilidade para erros muito mais alta do que qualquer computador classico
moderno. Futuros desenvolvimentos tecnologicos podem reduzir os erros de varias ordens
de grandeza, mas é improvavel que os computadores quanticos alcancem a inacreditavel
confiabilidade dos computadores classicos.

Como temos notado, a propriedade essencial da informacao quantica que um computa-
dor quantico explora ¢ a existéncia de correlacoes nao-locais entre as diferentes partes de
um sistema fisico. Se olharmos somente para uma parte do sistema em um instante de
tempo, podemos decifrar muito pouco da informacao codificada no sistema.

Infelizmente, estas correlagdoes nao-locais sao extremamente frageis e tendem a desa-
parecer muito rapidamente quando implementadas na pratica. O problema é que o sistema
quantico estd inevitavelmente em contato com um sistema muito maior, o meio ambiente

circundante. E impossivel isolar perfeitamente um grande sistema quantico do ambiente
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que o cerca, mesmo que facamos um esforco herdico para isto. Interagoes entre um sistema
quantico e o meio circundante estabelecem correlacoes nao-locais entre os dois. Assim,
eventualmente, a informacao quantica que inicialmente codificamos no sistema é codifi-
cada em correlacoes entre o sistema e o meio circundante. Neste estagio, nao podemos
mais acessar a informagao, somente através da observacao do computador. Na pratica, a
informagao é irreversivelmente perdida. Mesmo que o acoplamento entre o computador e
o meio seja fraco, isto ocorrera muito rapidamente.

Em 1935, Erwin Schrodinger langou duvidas sobre as interpretagoes dadas aquela época
a mecanica quantica. Ele percebeu que existia um aparente paradoxo em um experimento
hipotético envolvendo um gato dentro de uma caixa fechada [74]%. Ele observou que a

teoria quantica permite o estado quantico de um gato da forma

|gato) = L(|morto> + |vivo)). (1.30)

V2
Para Schrodinger, isto mostrava que a mecanica quantica nao podia ser uma teoria
completa, ja que nao faz sentido afirmar que um gato esta vivo e morto ao mesmo tempo.
Um dos avangos mais importantes da teoria quantica nos ultimos vinte anos é que
aprendemos a responder com maior seguranga a pergunta de Schrodinger. O estado |gato) é
possivel em principio, mas raramente ¢é visto porque é extremamente instavel. Os gatos que
Schrodinger observou nunca foram bem isolados do meio. Se alguém fosse preparar o estado

|gato), a informacao codificada na superposigao de |morto) e |vivo) seria imediatamente

9Uma breve descricio deste experimento: Imagine um gato trancado em uma caixa com um vidro de
cianeto. O vidro de cianeto esta ligado a um aparelho que contém uma pequena amostra de uma substancia
radioativa, um contador Geiger e um martelo. Schrodinger ressalta o fato de que o aparelho deve estar
“protegido contra uma intervencao direta por parte do gato”. A quantidade de material radioativo deve
ser suficientemente pequena para que em um intervalo de uma hora a probabilidade de que um dos dtomos
da amostra se desintegre seja de 50%. Se um dos dtomos se desintegrar, o contador Geiger seré disparado,
ativando um relé e liberando o martelo. O martelo, por sua vez, quebrard o vidro, liberando o veneno, que
matard o gato. Depois que o gato é trancado na caixa, ninguém sabe em que momento um dos atomos
da amostra se desintegrard. A questao é a seguinte: o gato estard vivo ou morto depois de uma hora 7 A
resposta correta é a seguinte: é impossivel saber, a nao ser abrindo a caixa e examinando o interior. De
acordo com a descrigao quantica, o gato se encontra em uma espécie de limbo, meio morto e meio vivo,

até alguém abrir a caixa.
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transferida para correlagoes entre o gato e o meio, e tornar-se-ia completamente inacessivel.
Na verdade, o meio continuamente “mede” o gato, projetando-o sobre o estado [morto) ou
sobre o estado |vivo). Este processo é chamado de decoeréncia.

Para realizar uma computagao quantica complexa, precisamos preparar uma delicada
superposigao de estados de um sistema quantico relativamente grande (embora, talvez, nao
tao grande quanto um gato!). Infelizmente, este sistema nao pode ser perfeitamente isolado
do meio, portanto esta superposigao, assim como o estado |gato), decai muito rapidamente.
A informagao quantica é rapidamente perdida, e nosso computador quéantico é destruido.

Dito de outra forma, o contato entre o computador e o meio (decoeréncia) causa erros
que degradam a informagao quantica. Para operar um computador quantico com confianga,
devemos encontrar algum meio de impedir ou corrigir estes erros.

Na verdade, a decoeréncia nao é o nosso unico problema. Mesmo se conseguissemos
um isolamento perfeito do sistema, nao poderiamos esperar operar um computador quan-
tico com grande precisao. Isto porque também temos o problema dos erros intrinsecos
as portas quanticas que realizam a computacao. As portas quanticas sao transformacoes
unitarias que operam sobre poucos qubits por unidade de tempo, como por exemplo ma-
trizes unitarias atuando sobre dois qubits. Estas matrizes unitarias formam um continuum.
Podemos, por exemplo, construir um protocolo para a aplicacao de Uy sobre dois qubits,

mas nossa execucao nunca sera perfeita. A transformacao real

U = Up(1+ O(€)) (1.31)

ira diferir da transformagao pretendida Uy por alguma quantidade da ordem de €. Apds
cerca de 1/€ portas serem aplicadas, estes erros irdao se acumular e induzir uma falha que
comprometera a computagao.

No caso dos computadores cléssicos, foi desenvolvido ao longo das tltimas décadas
um sofisticado mecanismo para corrigir erros durante a transmissao de informagao, a
teoria de codigos corretores de erros. Na década de 50, John Von Neumann mostrou
que um computador classico com componentes ruidosos pode trabalhar com confiabilidade
empregando suficiente redundancia. Ele apontou que, se necessario, podemos computar

cada porta logica muitas vezes, e aceitar o resultado majoritario.
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Os computadores classicos atuais protegem-se de erros sobretudo por serem maquinas
digitais ao invés de analdgicas - ao invés de permitir que cada bit do computador varie
continuamente entre 0 e 1, a cada unidade temporal o hardware “chuta” o bit de volta para
o mais perto de 0 e 1. Isto impede que pequenos erros se tornem grandes erros. Desta

forma, os erros sao drasticamente reduzidos.

A mesma técnica nao pode ser usada em um computador quantico porque continua-
mente a medida de cada qubit destréi os estados emaranhados que distinguem um com-
putador quantico de um computador classico. Os estados emaranhados sao em geral muito
delicados, e ao fazermos uma medida em um deles iremos tipicamente colapsa-lo para um
estado menos emaranhado. Pequenas interagoes com o ambiente fornecem uma espécie
de medida continua do sistema, e a medida que o sistema cresce em tamanho, os erros
tornam-se mais e mais dificeis de serem ignorarados. O sistema sofre entao decoeréncia e
comeca a se comportar como um computador classico. A decoeréncia é a razao pela qual
o mundo parece classico a escala humana. Reduzir as interagoes com o meio pode reduzir

os efeitos da decoeréncia, mas nao elimina-los inteiramente.

Mesmo se a taxa de erro em um computador quantico puder ser reduzida para algum
valor € por unidade de tempo, apds n unidades temporais, a probabilidade de sobrevivéncia
sem erro é de somente (1 —¢€)", a qual decresce exponencialmente com n. Mesmo que
um algoritmo seja executado em tempo polinomial em um computador livre de erros,
precisaremos executd-lo exponencialmente muitas vezes em um computador “real” a menos

que algo possa ser feito para controlar os erros.

O mesmo problema ocorre com os computadores classicos. Em principio, erros classicos
podem ser corrigidos com o uso de cédigos corretores de erros. Na pratica, estes cédigos nao
sao usualmente necessarios para operagoes normais de um computador, mas sao essenciais
para corrigir erros em canais de comunicacao. Apresentaremos uma introducao béasica a

teoria dos cddigos corretores de erros cldssicos (CCECs) nos Capitulos 2 e 3.

As técnicas de correcao de erros cldssicos nao podem ser diretamente adaptadas para
os computadores quanticos. As técnicas classicas assumem que medimos todos os bits dos
computadores. Para os computadores quanticos, isto destruiria qualquer emaranhamento

entre os qubits. Além disso, um computador classico precisa somente preservar os valores
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dos bits 0 e 1. Um computador quantico precisa também manter a fase da informacao
nos estados emaranhados. Apesar das dificuldades aparentemente intransponiveis, é pos-
sivel, como veremos no proximo capitulo, construir codigos corretores de erros quanticos
(CCEQs).

Tendo em vista tudo o que foi apresentado ao longo deste capitulo, estamos agora em

condicoes de enumerar explicitamente os desafios a serem superados durante a construcao

de CCEQs. A saber:

1. Erros de fase. Com a informagao quantica mais coisas podem dar erradas. Além

dos erros bit flip,

0 1
0) = 1) o
1) —10)
podem existir erros phase flip:
0 0
0) — [0) o
1) ——=[1)

Um erro phase flip é grave, porque faz o estado %(!0) +11)) transformar-se no estado
ortogonal %(\@ —|1)). A codificagao cldssica nao oferece protecao contra erros desta

natureza.

2. Erros pequenos. Como observado anteriormente, a informagao quantica é con-
tinua. Se pretendemos que um qubit esteja no estado a|0) +b|1), um erro pode
mudar a e b por uma quantidade da ordem de €, e estes pequenos erros podem se
acumular ao longo do tempo. Os esquemas cléssicos sao designados para corrigir

apenas erros (bit flip) grandes.

3. Medida causa destruicao do estado original. No esquema classico de votacao
majoritaria, precisamos medir os bits no codigo para detectar e corrigir os erros. Mas

nao podemos medir qubits sem destruir a informacao quantica que codificamos.
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4. Nao-Clonagem. Com a codificacao classica protegemos a informacao fazendo
copias extras dela. Mas sabemos que a informacao quantica nao pode ser copiada

com perfeita fidelidade.

1.10 Sumario

Isto conclui nossa introducao geral a teoria da computagao e da informacao quantica.
Vimos que trés fatores convergentes foram combinados para tornar este tépico de pesquisa

extremamente excitante. A saber:

1. Os computadores quanticos podem resolver problemas dificeis. Parece que uma
nova classificacao para a complexidade emergiu, uma classificacao melhor fundada
nas leis fundamentais da fisica do que a teoria da complexidade tradicional (embora
seja necessario caracterizar mais precisamente a classe de problemas para os quais o0s
computadores quanticos apresentam uma grande vantagem sobre os computadores

classicos).

2. O ruido quantico decorrente da decoeréncia e da imperfeicao das portas logicas que
executam uma computacgao constitui um grave problema para a conclusao de uma
computacao longa e eficiente. Veremos no proximo capitulo que é possivel construir
esquemas de codificacao para proteger um sistema quantico dos efeitos debilitantes
da decoeréncia. Nunca poderemos ver se um gato estd metade vivo e metade morto,
mas talvez, possamos preparar e preservar um “gato codificado” que é metade morto

e metade vivo!

3. O hardware quantico pode ser construido. Nossa geracao de pesquisadores vera o

florescimento da manipulacao da informacao quantica coerente em laboratoério.

1.11 Conteudo e Estrutura da Tese

A primeira parte desta tese descreve os conceitos fundamentais necessarios ao desen-

volvimento de CCEQs. Por ser uma area de pesquisa de forte carater interdisciplinar,
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faz-se necessaria uma apresentacao de material preliminar mais longa e didatica que o

usual.

O Capitulo 1 apresentou uma introducao geral a teoria da computagao e da infor-
macao quantica. Julgamos que esta introdugao foi util para que pudéssemos contextualizar
o problema da corre¢ao de erros em canais quanticos ruidosos dentro da engenharia quan-

tica.

O Capitulo 2 apresentard uma introducao a teoria dos CCEQs com destaque para
uma classe de cédigos cuja construcao é analoga a dos cddigos lineares classicos — a classe

dos codigos estabilizadores.

Sabemos que a classe dos codigos lineares classicos possui duas grandes subclasses: a
classe dos cddigos de bloco clédssicos (CBCs) e a classe dos c6digos convolucionais classicos
(CCCs). Na codificacao em bloco, cada estado é primeiramente dividido em blocos fini-
tos de mesmo comprimento e entao é codificado separadamente usando um codigo que é
independente do estado dos outros blocos. Ja na codificagao convolucional, a operacao de
codificacao depende do estado corrente e de alguns estados passados, ou seja, a codificacao
envolve memoria. Sabe-se que a classe dos CCCs possui pelo menos duas grandes vanta-
gens em relacao a classe dos CBCs: permite a codificacao de uma sequéncia continua de
informagao (em principio, infinita) com uma complexidade exponencial de menor taxa e
apresenta melhor performance de correcao. Estes conceitos serao explorados em detalhes

ao longo dos proximos capitulos.

A proposta desta tese é apresentar uma classe de codigos convolucionais quanticos
(CCQs) estabilizadores, explicitando o esquema de geragao e de decodificagdo destes codi-
gos. Os CCQs pertencentes a esta classe sao construidos a partir da concatena¢ao de um
CCQ que corrige erros phase flip com um CCQ que corrige erros bit flip, e sao capazes
de corrigir erros quanticos arbitrarios. Esta técnica de construgao é analoga a usada para
a construgao do cddigo de Shor, o mais simples dos cddigos de bloco quanticos (CBQs).
Um dos objetivos da construgao de CCQs ¢é verificar se apresentam uma performance de

correcao superior aos CBQs.

O Capitulo 3 apresenta uma revisao geral da classe dos CCCs. Os conceitos classicos

embutidos neste capitulo sao necessarios para a compreensao dos esquemas de geracao e de
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decodificacao dos CCQs. Ao final deste capitulo terminamos a primeira parte da tese, que
¢ a de exposicao dos conceitos fundamentais, e damos inicio a segunda parte, que inclui
os capitulos que apresentam as contribuigoes a teoria conhecida.

O Capitulo 4 expoe detalhadamente o processo de geracao e de decodificacao do
CCQ concatenado com construgao mais simples: um CCQ com taxa 1/4 e trés memorias
quanticas, capaz de corrigir um erro quantico arbitrario. Este CCQ é construido a partir
de um tnico CCC de taxa 1/2 e duas memorias.

O Capitulo 5 estende os resultados obtidos no Capitulo 4 para outras taxas, memorias
e distancias quanticas. Também descreve outras técnicas de construcao de bons CCQs
concatenados a partir de CCs conhecidos. Dentre as técnicas discutidas estao a construcao
a partir de dois CCCs distintos, a construcao a partir de CCCs puncionados e a construgao
a partir de CCCs 6timos.

O Capitulo 6 apresenta as conclusoes e consideracoes finais. Também sao apresentadas
futuras linhas de pesquisa a serem exploradas dentro da classe dos CCQs.

O Apéndice A apresenta as solugoes da equacao de Diofanto para duas variaveis,
necessarias ao algoritmo de decodificacao por sindromes para CCQs construidos a partir
de CCCs com taxa 1/2. O Apéndice B apresenta uma lista de enderecos eletronicos para
consulta de referéncias na Internet.

Ao final, apresentamos a Bibliografia.
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Capitulo 2
Correcao de Erros Quanticos

Anything that can go wrong, will.
— “Lei” atribuida a Edward A. Murphy, Jr.

Afinal, os computadores quanticos podem funcionar na pratica ?

Vimos no capitulo anterior que o processamento de informacao quantica é freqiiente-
mente descrito como uma série de operagoes unitarias e de medidas em algum sistema
fisico. Imperfeigoes nestas operagoes e interagoes com o meio ambiente circundante (deco-
eréncia) sdo inevitaveis tanto no processamento de informagao cldssica quanto quantica.
O acumulo de erros sera prejudicial em qualquer processamento de informacao de larga
escala.

Portanto, para que um computador quantico funcione na pratica, temos um grande
obstaculo a superar: proteger a informacao quantica de erros. Sem esta protegao, nosso
computador quantico certamente ira falhar. Qualquer estratégia efetiva para impedir que
erros ocorram em um computador quantico deve proteger contra pequenos erros unitarios
em um circuito quantico, bem como contra erros de decoeréncia.

Contra os erros de decoeréncia foi desenvolvida a teoria dos CCEQs, a ser introduzida
neste capitulo junto com a principal classe de cédigos, a classe dos codigos estabilizadores,
e alguns dos principais codigos desta classe. Quanto aos erros operacionais, intrinsecos
as portas légicas, foi desenvolvida a teoria quantica de tolerancia a falhas, que nao sera

abordada aqui (ver, por exemplo, [48]).

37
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Um CCEQ pode ser visto como um mapeamento de k qubits (um espaco de Hilbert
com 2 dimensbes) em n qubits (um espaco de Hilbert com 2" dimensoes), onde n > k. Os
k qubits sao os qubits l6gicos que desejamos proteger de erros. Os n qubits sao os qubits
fisicos resultantes da codificagao. Os n—k qubits adicionais permitem-nos armazenar os
k qubits logicos de uma forma redundante tal que os n qubits fisicos nao sejam facilmente
alterados.

Antes de iniciar o estudo da teoria dos CCEQs e de alguns de seus exemplos, é imperioso
que se faca uma revisao de elementos basicos da teoria classica de codificacao, ja que os
esquemas de codificacao e de decodificacao dos codigos estabilizadores tomam os CCECs

como base para a sua construgao.

2.1 Elementos da Teoria Classica de Codificacao

2.1.1 Conceitos Fundamentais

Quando a informacao é armazenada ou enviada através de um canal nao confiavel, é
possivel representa-la com redundancia para que possamos aumentar a probabilidade de re-
cuperacao da informagao original. O conjunto de todas as possiveis mensagens codificadas
(palavras-codigo) formam um cddigo corretor de erros.

Vamos ilustrar os conceitos basicos da teoria cldssica de codificacao através de um
exemplo simples, o mesmo que sera posteriormente utilizado para a construcao do mais
simples dos cédigos quanticos, o cédigo de Shor, e para a construcao de toda uma classe
de CCQs.

Considere o canal bindrio simétrico (BSC), no qual um bit b é trocado por b com
probabilidade p. Este canal é simétrico com respeito a b =0 e 1. Veja a Figura 2.1.

Erros em diferentes usos deste canal sao independentes, ou seja, este é um canal sem
memoria. Suponha que p seja pequeno, de forma a ser improvavel que ocorra mais do que
um erro na transmissao. Suponha também que enviamos b trés vezes e decodificamos a
sequencia na saida do canal por votacao majoritaria. Esta técnica de decodificacao falha se
ocorrerem dois ou mais erros durante a transmissio. E facil de verificar que a probabilidade

disto ocorrer é p, = 3p?(1—p) +p* =3p> —2p>. Sem esta codificacio, a probabilidade de
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Figura 2.1: O canal binario simétrico.

ocorrer um erro seria p. Portanto, o uso do cédigo permite uma transmissao mais segura
j& que sempre p, < p para p < 0.5. Este cddigo é chamado de codigo de repeticao de trés
bits.

Podemos melhorar ainda mais a confiabilidade se usarmos um cédigo mais longo. Um
codigo deste tipo (embora longe de ser o mais eficiente) é um cddigo de repeticao de n
bits. A distribuicao de probabilidade para o valor médio do bit, pelo teorema central do
limite, aproxima-se de uma curva de Gauss com largura 1/1/n & medida que n — . Se
p=1/2+¢ é a probabilidade de cada bit ter o valor correto, entao a probabilidade que a
decodificagao por votagdo majoritaria falhe (para n grande) é

2

Per~e ™. (2.1)

Portanto, com a introducao de redundancia suficiente, podemos obter confiabilidade
arbitrariamente boa para qualquer € > 0. Mesmo para € < 0, serd vantajoso se assumirmos
sempre que a votagdo majoritdria dd o resultado errado. Somente para p = 1/2 é que
teremos problemas, pois nosso bloco de n bits sera aleatorio, e nao codificara informacao.

O cdédigo de repeticao ilustra alguns conceitos gerais da teoria de codificacao, a saber:

1. Devemos assumir certas caracteristicas a respeito do ruido do canal. No exemplo

acima, assumimos que o canal é simétrico, binario e sem memoria.

2. Dado um canal, as palavras-cédigo sao escolhidas dentro de um espaco mazor que o
requerido para um uso do canal, tal que os provaveis erros levem as palavras-cédigo
originais a conjuntos disjuntos de mensagens recebidas para assegurar a correta de-

codificacao destas mensagens. Para o cédigo de repeticao de trés bits, isto é melhor
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ilustrado através da Figura 2.2.

|
| 00 000 |
| |
sl el v I
4 |
s
7/ |
’ . |
e y |
r——- / s | |
| 1 4 71 [
1011 | N 019/ ] |
| | N N 4 |
I I /// AN g : I
| | \ |
I I // ; I
1 1 I
| 1,7 101~ 100 :
I v 7 ——_1
| /
| ,/
| S Ao
j111 110 |

Figura 2.2: A geometria do cédigo de repeticao de trés bits. Os erros provaveis levam as
palavras-cédigo 000 e 111 a dois conjuntos disjuntos de mensagens definidos pelas linhas

tracejadas.

3. A codificacao reduz a probabilidade de erro a custa de mais usos do canal. Se
M palavras-cdigo sao codificadas em n bits, a taza do cédigo é (log, M)/n. Por

exemplo, o c6digo de repeticao de trés bits tem taxa 1/3.

Na maior parte dos casos estaremos interessados em tratar apenas de erros indepen-
dentes com pequena probabilidade p de ocorréncia. Além disso, a codificagao serd sempre
destinada a tratar até um certo nimero de erros. Por exemplo, o cédigo de repeticao de
trés bits é um codigo que corrige somente um erro. Similarmente, um coédigo que corrige
até t erros pode falhar se t 4+ 1 ou mais erros ocorrerem. A probabilidade total de erro é
melhorada de p para O(p'*!).

O esquema de codificacao envolve uma relacao entre a taxa do cédigo e a confiabilidade
da transmissao ou do armazenamento de informacao, a qual pode ser melhor compreendida

se estudarmos alguns parametros definidos na préxima secao.

2.1.2 A Geometria da Correcao de Erros

Considere que o conjunto de simbolos seja um corpo F, |F| = ¢, e que as mensagens

de comprimento n sejam vetores em F”. No caso geral, F ¢ um corpo arbitrario, mas
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ocasionalmente restringiremo-nos ao corpo binario a fim de que haja simplificacdo na

notacao.

Defini¢ao 1. A distincia de Hamming entre dois vetores a e b, dy(a,b), é o nimero de

coordenadas em que os dois vetores diferem entre si.

Note que a distancia de Hamming ¢ uma métrica. Chamamos o conjunto de pontos

{b: dy(a,b) <r} de esfera de Hamming de raio r centrada em a.

Defini¢ao 2. Um cddigo (n,M,d) é um conjunto de M wvetores (palavras-cédigo) em F"

com distancia d. O parametro n é chamado de comprimento do bloco do cddigo.

Definicao 3. A distancia de um coédigo C € a distancia de Hamming minima entre quais-

quer duas palavras-cédigo, d = min{dg(a,b) : a#b; a,b € C}.

Suponha que nao ocorram mais do que r erros sobre a palavra-cddigo durante a trans-
missao pelo canal. Entao, cada palavra-cédigo recebida a saida do canal serd um ponto
dentro de sua prépria esfera de Hamming de raio r. Estas esferas de Hamming nao se
interceptam se 2r < d e, portanto, a palavra-cdédigo pode ser decodificada corretamente.

Veja a ilustracao desta situacao na Figura 2.3.

Figura 2.3: Esferas de Hamming de raio r para 2r < d.

Teorema 1. Um cddigo com distancia d € capaz de corrigir até t erros, onde t = L%Jl.

1Ou seja, o maior inteiro menor ou igual a d%l.
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Se imaginarmos um cédigo (n, M, d) como um conjunto de pontos em F”", o problema
da codificacao transforma-se no problema de empacotar tantos pontos quanto possiveis
mantendo uma certa distancia entre os pontos.

O Limitante de Hamming é um importante limitante que relaciona a distancia e a taxa
de um codigo. Para uma mensagem de comprimento n, uma esfera de Hamming de raio r
tem V(r) =Y/, (})(g—1)" elementos em seu interior. Para um cédigo corretor de ¢ erros,

as esferas de Hamming de raio ¢ ao redor das palavras-cédigo nao se interceptam.

Lema 1. (Limitante de Hamming) Seja C um cddigo (n, M, d), entdio

d—1
n—log,M > log,V (LTJ> . (2.2)
Cédigos que saturam o limitante de Hamming sao chamados de cdodigos perfeitos.

Cédigos corretores de erros também podem ser usados para detectar erros. O decodi-
ficador verificarda se a mensagem recebida é ou nao uma palavra-codigo valida. Para um
codigo (n, M, d), sdo necessarios d erros para se evitar a detecgdo. Portanto, um cédigo
(n, M, d) pode detectar d — 1 erros. Em geral, um cédigo (n, M, d) pode corrigir ¢ erros
e detectar até t+1' erros para 2t +1t' < d. Isto é melhor compreendido com o auxilio da

Figura 2.4.

Figura 2.4: Esferas de Hamming e deteccao de erros: um cédigo pode corrigir ¢ erros e

detectar até t +1¢' erros para 2t +1t' < d.

Na proxima secao, descreveremos uma classe especial de codigos classicos, os codigos
lineares, que possuem muitas propriedades simples. Veremos também que existe uma

elegante teoria que relaciona esta classe de cédigos classicos aos codigos quanticos.
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2.1.3 Cddigos Lineares Classicos

Qualquer codigo corretor de erros C é um subconjunto de F", o espago vetorial de n

dimensoes sobre F. C é chamado de linear se for um subespaco de F"*. Em outras palavras,

1. C# ¢ (o conjunto vazio).
2.abeC, o,peF=aa+Pbe.

Se dim(C) =k, € é um cédigo (n, g*, d). Quando g =2, k bits sdo codificados em n bits.
O codigo de repetigao de trés bits descrito na segao anterior é o cédigo linear mais simples
que pode ser construido, embora nao seja o mais eficiente para a maioria das aplicacoes

préticas.

Definicao 4. O peso de um vetor a é o niumero de componentes nao nulas. Fsta quantidade

¢ denotada por wy(a) e € igual a dg(a,0) (onde 0 € o vetor nulo).

Teorema 2. A distancia de um codigo linear C € igual ao seu peso minimo, ou seja, o

minimo dos pesos de suas palavras-codigo nao nulas.

Um cédigo linear corretor de erros pode ser definido por sua matriz geradora ou por sua
matriz verificagdo de paridade. Seja C um codigo (n, k, d). Uma matriz G com dimensoes
k x n é uma matriz geradora de C se as linhas de G formam uma base para C (ou seja, as
palavras-c6digo sao os vetores-linha de G). Uma mensagem original u é codificada como
v onde v=uG. Uma matriz H, com dimensoes (n—k) x n, é uma matriz verificagdo de
paridade para C se, e somente se, para qualquer v € C, VH? = 0. Como consequéncia, as
linhas de H formam uma base para o complemento ortogonal de C. Note que GHT = 0.

Por exemplo, para o cédigo de repeticao de trés bits temos:

G:[l 1 1} e H= (1)1(1) . (2.3)

Assim, G mapeia as possiveis mensagens, 0 e 1, em v=(0)-(1,1,1) =(0,0,0) e v=(1)-
(1,1,1) = (1,1,1). Para construirmos H basta escolhermos 3 — 1 =2 vetores linearmente
independentes e ortogonais a linha de G, como por exemplo (1,1,0) e (0,1,1). Note que,

de fato, vVH? = 0 somente para as palavras-cédigo v = (0,0,0) e ¢ = (1,1,1).
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O c6digo dual de C, denotado por C*, é o complemento ortogonal de C em F". Ct é
um cédigo (n, n—k, d+) com matriz geradora H e matriz verificacio de paridade G. Em
geral, ndo existe uma relacdo simples entre d e d*. Se um cédigo é auto-dual, d = d+. Se
um c6digo contém seu dual, d- > d. Contra-intuitivamente, um vetor bindrio é auto-dual
se tiver peso par, e é possivel que haja interseccao entre C e C*.

O limitante de Hamming para um cédigo (n, k, d) é dado por

n—kzlogqx/(L?J). (2.4)

Para um cddigo definido sobre GF(2) (o corpo de Galois com dois elementos) que

corrija t erros, o limitante (2.4) reduz-se a

,Z:E) (’;) 2k <om, (2.5)

Quando n,k e t sao grandes, este limitante aproxima-se da forma assintética

S|

<1-H <5> (2.6)

n

onde H(x) é a entropia bindria de Hamming

H(x) = —xlogyx — (1 —x)log, (1 —x). (2.7)

Outro conceito que sera 1til para a corregao de erros quanticos é o conceito de sindrome.
Considere C um cédigo (n, k, d) com matriz verificacao de paridade H. Seja v a mensagem
codificada enviada ao canal e r a mensagem possivelmente corrompida, que é recebida na
saida do canal. A sindrome de r é definida como sendo s =rH?. Se e é o vetor erro,

r=vdee

s=rH’ = (vH" )@ (eH") = eH' . (2.8)

Portanto, a sindrome nao depende de v e depende somente de e. Existe uma cor-
respondéncia um-a-um entre os erros de peso < (d —1)/2 e as sindromes destes mesmos

erros, o que possibilita uma decodificacao por mdzima verossimilhanca.
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Uma classe lateral de um coédigo C é o conjunto de elementos wé C para w € F". Um
erro e mapeia o espaco de palavras-cédigo original na classe lateral e C. Duas classes
laterais w1 @ C e wy @ C sao iguais se, e somente se, Wi e Wy estao na mesma classe lateral.
As classes laterais formam uma particio de F". Em um cédigo (n, k, d), existe uma
correspondéncia um-a-um entre sindromes e classes laterais. O elemento de peso minimo
em cada classe lateral (um tnico elemento de peso < (d —1)/2) corresponde ao erro mais
provavel ocorrido quando a classe lateral é identificada. Isto pode ser melhor entendido
com o auxilio da tabela de arranjo padrdo de C, que é uma matriz de dimensoes ¢" % x ¢*

com o formato da Tabela 2.1.

w | w W | U

C 0 \41 \2) qu—l
egbC | e | e DV | eDvy| - | e DVyu_
edC e |edV [ edVvy| - | edVu_
eDC | e | eDv | edDvy |- € DV

Tabela 2.1: Arranjo padrao para um cédigo (n, k, d). O parametro [ é dado por [ =g % —1.

Neste arranjo padrao, as linhas sao as classes laterais. Cada erro e; faz um mapeamento
de C em €;@® C, e a i-ésima linha é a imagem de C sob e;. A j-ésima coluna pode ser
imaginada como a esfera de Hamming ao redor da palavra-cédigo v; (aqui os elementos
em uma coluna podem nao formar um esfera exata). A primeira coluna em cada linha é
o erro mais provavel referente a sindrome correspondente. Quando r é recebido na saida
do canal, a decodificacao por maxima verossimilhanca pode ser feita através da leitura do
indice da coluna. Equivalentemente, a sindrome pode ser obtida para encontrar o indice
da linha de r e o erro mais provavel e. A mensagem enviada, v, pode entao ser recuperada
através da soma de e a r, sem o conhecimento de v. Um exemplo concreto de arranjo
padrao pode ser visto na Tabela 2.2.

A interpretacao do arranjo padrao e o segundo método de decodificagao, que nao requer

o conhecimento de v serd importante para a teoria de codificacao quantica, a ser discutida
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mensagem | 0 1 | sindrome
cédigo 000 | 111 00
classe lateral | 100 | 011 10
classe lateral | 010 | 101 11
classe lateral | 001 | 110 01

Tabela 2.2: Arranjo padrao para o cédigo de repeticao de trés bits. Veja a correspondéncia

entre os erros mais provaveis e suas classes laterais e sindromes.

na préxima sec¢ao.

No final do Capitulo 1 antecipamos que a classe dos codigos lineares classicos possui
duas subclasses importantes: a classe dos cédigos de bloco classicos (CBCs), em que
cada bloco de informacao é codificado independentemente dos outros blocos, como é o
caso do codigo de repeticao de trés bits, e a classe dos cddigos convolucionais classicos
(CCCs), em que a codificagdo de um bloco de informacao depende de blocos de informacao
anteriores, ou seja, o processo de codificacao envolve meméria. Todo o desenvolvimento
tedrico apresentado nesta segao foi feito para os CBCs. Uma teoria semelhante envolvendo

memoéria no processo de codificacao serd apresentada no Capitulo 3 para os CCCs.

2.2 Introducao a Codificacao Quantica

Para proteger os estados quanticos dos efeitos do ruido, seria desejavel desenvolver
CCEQs baseados em principios similares aos dos CCECs.

Mas, como vimos no Capitulo 1, existem algumas diferencas importantes entre a infor-
macao classica e a informacao quantica que exigem a introducao de novas idéias para que a
construcao dos CCEQs seja possivel. Vale a pena relembrar as quatro grandes dificuldades

que devem ser superadas:

1. Os erros de fase nao tém andlogo classico.

2. Os erros sao continuos: Um continuum de diferentes erros pode ocorrer em um qubit.

Determinar qual erro ocorreu para que se possa fazer a corregao parece requerer
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precisao infinita, e portanto fontes infinitas.

3. Nao € possivel clonar a informacgao quantica: Poderiamos tentar implementar o
codigo de repeticao no contexto quantico através da duplicacao do estado quantico
trés ou mais vezes. Mas isto é proibido pelo teorema da nao clonagem. Mesmo se a
clonagem fosse possivel, nao seria possivel medir e comparar os trés estados quanticos

da saida do canal.

4. A medida destrdi a informagdo quantica: Na correcao de erros classicos observamos
a salda do canal e decidimos qual procedimento de decodificacao devemos adotar.
Sabemos que as observagoes da mecanica quantica em geral destroem o estado quan-

tico sob observacgao e tornam impossivel a recuperacao do estado original.

Felizmente, como veremos ao longo deste capitulo, nenhum destes problemas é capaz de
impedir a construcao de CCEQs a partir de CCECs. Em particular, um cédigo sera descrito
em detalhes: o cédigo de Shor [66]. E o codigo quantico mais simples que conhecemos e
foi também o primeiro a ser descoberto (1995). O cédigo de Shor é um cddigo de bloco e
é construido a partir do cédigo de repeticao de trés bits. O método de construcao deste
codigo servira de suporte para a construcao de uma classe de CCQs.

A seguir, faremos a apresentagao da classe dos cédigos quanticos estabilizadores [26, 25].
Os cédigos desta classe sao construidos a partir de codigos lineares classicos. Os exemplos
mais importantes sdo: o préprio cédigo de Shor, a subclasse dos cédigos CSS [6] (com
destaque para o cédigo de Steane [69]) e o cidigo que satura o limitante quantico de
Hamming: o cdédigo perfeito [51, 68]. Portanto, vale a pena iniciar com o formalismo
estabilizador e posteriormente revisitar os codigos quanticos conhecidos sob o ponto de
vista deste formalismo. Apresentaremos também as condigoes necessdrias e suficientes
para a construcao de qualquer CCEQ [26].

Assumiremos ao longo deste capitulo que as operagoes logicas sao perfeitas, ou seja, que
os codigos sao projetados de forma a proteger a informacao de erros de armazenamento
ou de transmissao mas nao de erros operacionais.

O melhor meio de comecar a entender como um CCEQ funciona é apresentando o

cédigo de Shor.
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2.3 Construcao do Cdédigo de Shor

2.3.1 O Cddigo Bit Flip

Suponha que desejamos enviar qubits através de um canal que troca os estados-base de
um qubit de |0) para |1) e vice-versa com probabilidade p e preserva o qubit de erros com
probabilidade 1 — p. Ou seja, com probabilidade p o estado |y) é levado ao estado X|y),
onde X é o operador bit flip. Assim se |y) = a|0) +b|1), temos X|y) =a|l) +b| 0). Este
canal é chamado de canal bit flip e é equivalente aos canais binarios classicos sem memoria
e com erros ocorrendo aleatoriamente. Portanto, para proteger os qubits dos efeitos do
ruido deste canal, é necessario construir um cddigo corretor de erros bit flip.

Suponha que codifiquemos cada estado-base do qubit @|0) 4+ b|1) em um estado de trés

qubits. Esta operacgao de codificacao é convenientemente escrita como:

lu) — |ur) = |u, u, u), (2.9)

onde u ={0,1}. Ou, mais explicitamente,

|0) — [0.) = [000)
(2.10)
1) — |1z) = |111)

Assim, temos um mapeamento da superposicao dos estados-base do qubit em uma su-
perposicao dos correspondentes estados-base codificados. A notacao [0z) e |1z) indica,
respectivamente, que estes sao os estados-base ldgicos |0) e |1).

Suponha que o estado inicial a|0) + b|1) tenha sido perfeitamente codificado como
al000) +b|111) e que cada um dos trés qubits seja passado através de uma cépia idéntica
do canal bit flip. Suponha também que possa ter ocorrido um erro em um dos trés qubits.

Gostariamos agora de corrigir um eventual erro bit flip sem destruir a superposicao
a|000) + b|111). E claro, ndo podemos medir um qubit. Por exemplo, se medirmos o
primeiro qubit e obtermos o resultado |0), teremos preparado o estado |07) e perdido a

informacao quantica codificada nos coeficientes a e b.
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Porém, existe um procedimento simples de detectar qual erro ocorreu (se de fato ocor-
reu) através de duas medidas do sistema fisico. Identificado o erro, é possivel entao fazer
a correcao e recuperar o estado quantico original que foi enviado ao canal. Duas possiveis
medidas sao as dos observaveis Z1Z, (Z®ZRI) e ZpZ3 (I®Z®Z). Cada um destes ob-
servaveis tem autovalores 1, portanto cada medida fornece um bit de informagao de um
total de dois bits de informacao. Ou seja, no total tem-se quatro possiveis sindromes de
erro. A realizacdo da primeira medida, de Z1Z;, é na verdade uma forma de comparar
os dois primeiros qubits para ver se sao iguais. E a realizacao da segunda medida, de
Z>73, uma forma de comparar os dois tltimos qubits para ver se sao iguais. Para melhor

entender o porqué disto, observe a decomposicao espectral destes dois observaveis:

Z1Zy = (|00Y(00] + [11)(11]) @1 — (|01)(01| +[10)(10]) &1
(2.11)
2,73 = 1® (|00)(00] + [11)(11]) — I ® (|01)(01| + |10)(10])

O resultado da medida de Z1Z; serd +1 se os qubits forem iguais, e —1 se forem diferentes.
Similarmente, o resultado da medida de Z;Z3 sera +1 se os qubits forem iguais e —1 se
forem diferentes. Ao combinarmos os resultados destas duas medidas, podemos determinar
se um erro bit flip ocorreu em algum qubit ou nao, e se ocorreu, em qual dos qubits ocorreu
o erro: se ambos os resultados das medidas derem +1, entao com grande probabilidade
pode-se afirmar que nenhum erro bit flip ocorreu; se a medida de Z1Z, der +1 e a medida
de Z»Z5 der —1, entao com grande probabilidade ocorreu um erro bit flip no terceiro qubit;
se a medida de Z1Z; der —1 e a medida de Z;Z3 der +1, entao com grande probabilidade
ocorreu um erro bit flip no primeiro qubit; e finalmente se ambas as medidas derem —1,
entao com grande probabilidade ocorreu um erro bit flip no segundo qubit. Note que estas
sindromes sao semelhantes aquelas encontradas na Tabela 2.2 para o caso cldssico. A unica
diferenga é que ha um mapeamento entre as sindromes classicas e quanticas: 0 — +1 e
1 — —1. Os outros dois possiveis conjuntos de observaveis que podem ser usados para
a medida das sindromes sdo: {Z1Z3,Z,Z3} e {Z1Z,,Z1Z3}. Repare que os trés possiveis
conjuntos de observaveis sao compostos de operadores Z atuando sobre os qubits das
posi¢oes dadas pelo nimero 1 na matriz verificagdo de paridade da eq. (2.3) ou em uma

de suas duas formas equivalentes. Isto sera discutido com mais detalhes mais adiante.



50 Capitulo 2. Correcao de Erros Quanticos

O que é crucial para o sucesso deste procedimento é que nenhuma das medidas da
qualquer informacao sobre as amplitudes a e b do estado quantico codificado, e portanto
nenhuma medida destréi as superposigoes dos estados quanticos que desejamos preservar

ao usarmos este codigo.

A etapa seguinte é usar o valor das sindromes para determinar qual procedimento
adotar para recuperar o estado original. Se as sindromes indicarem que nenhum erro
ocorreu, nada temos a fazer. Mas se indicarem que ocorreu um erro de bit no qubit
i (i=1,2 ou 3), basta aplicar o operador X sobre o qubit i (X;) para fazer a correcao.
Portanto, dadas as sindromes de erros, é possivel recuperar o estado original com total
perfeicao.

O grupo de erros a corrigir é composto por um tunico gerador, (X). Sendo a distancia
do cédigo de repeticao de trés bits igual a trés, podemos afirmar que o cédigo quantico

associado é capaz de corrigir até [(3—1)/2] =1 erro X (ver defini¢do 3 e teorema 1).

Portanto, o procedimento de correcao descrito acima funciona perfeitamente desde
que ocorra no maximo um erro bit flip. Isto ocorre com probabilidade (1 — p)3+3p(1—
p)?=1-3p?>+2p>. A probabilidade de um erro nao ser corrigido é portanto 3p? —2p3,
exatamente como o codigo de repeticao classico estudado anteriormente. Novamente, desde

que p < 1/2, a codificagao melhora a confiabilidade de armazenagem do estado quantico.

Fidelidade Quantica

A andlise de erros que fizemos acima nao é completamente adequada. O problema é
que nem todos os erros e estados na mecanica quantica sao criados de modo igual: vimos
que estados quanticos estao em um espaco continuo, portanto é possivel que alguns erros
corrompam um estado por uma quantidade muito pequena, enquanto que outros destruam
o estado por completo. Um exemplo extremo disto é o fato que o erro bit flip X nao afeta
o estado (]0) +|1))/+/2 como um todo, mas troca o estado |0) pelo estado |1) e vice-versa.
Para o estado (|0) +|1))/+/2, ndo precisariamos nos preocupar se um erro bit flip ocorreu,
enquanto que para os estados |0) ou |1), terfamos, obviamente, motivos para ficar muito

preocupados.
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2 Deixe-nos

Para tratar deste problema faz-se uso do conceito de fidelidade quantica
comparar a fidelidade minima alcancada pelo cédigo de trés qubits com a fidelidade quando
nenhuma corre¢ao de erros é feita. Suponha que o estado quantico de interesse seja |y).
Sem o uso do cédigo corretor de erros, o estado do qubit apds ser enviado através do canal

é:

p=(1=p)W)(Wl+pX[W)(y|X. (2.12)
A fidelidade é dada por:

F =/ (Wlply) =/ (1—p)+ p(wIX |y) (w|X|v). (2.13)

O segundo termo sob a raiz quadrada é nao negativo, e igual a zero quando |y) = |0).
Portanto, vemos que a fidelidade minima é F = /1 — p. Suponha que o cédigo corretor
de trés qubits seja usado para proteger o estado |y) = al0.) +b|1L). O estado quéantico

corrompido apds a correcao é:

p=[(1-p)+3p(1—p)’]lW) (W] +.... (2.14)

Os termos omitidos representam contribuigoes de bit flips em dois ou trés qubits. Todos

os termos omitidos sao operadores positivos, portanto a fidelidade que calculamos serd um

limitante inferior para a fidelidade verdadeira. Temos /(y|p[y) > /(1 —p)3 +3p(1—p)2.
Assim, a fidelidade é de pelo menos /1 —3p2 +2p3 e, portanto, a fidelidade para o estado
quantico é aumentada desde que p < 1/2. Esta é a mesma conclusao a que chegamos

anteriormente com uma andlise bem menos refinada.

2.3.2 O Coddigo Phase Flip

O cédigo bit flip é interessante, mas nao representa nenhuma inovacao significante
em relacao aos CCECs, e nao corrige os tipos de erros diferentes do erro bit flip que

podem ocorrer sobre os qubits. Um canal quantico mais interessante é o canal phase flip,

2A fidelidade entre um estado puro |y) e um misto p é dada por F(|y),p) = /(W|p|y). (veja, por
exemplo, o Capitulo 9 de [48]). O objetivo da corregido de erros quinticos é aumentar a fidelidade até

proximo da fidelidade méxima possivel.
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que pode corromper um estado quantico com erros phase flip. Neste modelo de erro, o
qubit é preservado com probabilidade 1 — p, e com probabilidade p a fase relativa dos
estados |0) para |1) é trocada. Ou seja, o operador phase flip Z é aplicado ao qubit com
probabilidade p > 0 e, portanto, quando o estado a|0) +b|1) ¢é transmitido, teremos a saida
deste canal o estado a|0) —b|1). Nao existe equivalente classico para o canal phase flip,
pois canais classicos nao tém nenhuma propriedade equivalente a fase. No entanto, existe
um meio facil de tratar o canal phase flip como um canal bit flip. Suponha que ao invés
de trabalharmos com a base computacional {|0), |1)}, trabalhemos com a base conjugada
{4+) = (0) + 1)) /v2, | =) = (]0) — [1))/v/2} para o qubit. Com respeito a esta base, o
operador Z leva o estado |+) para o estado |—) e vice-versa, isto é, este operador atua

como se fosse um operador bit flip com respeito aos simbolos + e —. Isto sugere os estados:

0) = |02) = [+ ++)
(2.15)

) =) =[-—-)

como os estados |0) e |1) ldgicos para a protecao de erros phase flip. Todas as operagoes
necessarias ao processo de correcao deste tipo de erro — o esquema de codificacao, a
determinacao das sindromes de erros e a recuperacao do estado original — sao executadas
da mesma forma que para o canal bit flip, mas agora com respeito a base {|4), |—)}, ao
invés da base {|0), |1)}. Para realizarmos esta mudanca de base, basta aplicar a porta
de Hadamard e sua inversa (também a porta de Hadamard) nos pontos apropriados do
processo, pois a porta de Hadamard é a operagao unitéria que realiza a troca entre a base
computacional e a conjugada.

Na base computacional, a codificacao para o canal phase flip é realizada em duas
etapas: primeiro, codificamos em trés qubits exatamente como foi feito para o canal bit
flip; segundo, aplicamos uma porta de Hadamard sobre cada um dos qubits. Assim, a

operagao de codificagdo (2.15) é escrita na base {|0), |1)} como:

1
Y ()Pt p, g, ), (2.16)
p,qJ‘:O

1
Iu>—>|ML>:2\—@



2.3. Construcao do Cédigo de Shor 53

onde u ={0,1}. Ou, mais explicitamente,

|000) + |001) + |010) + |011) + |100) + [101) 4 |110) + |111)
2V2

1000) — [001) — [010) + [011) — [100) + [101) + [110) — [111)
1) —|1) = W

Repare que aqui o cédigo de repeticao de trés bits nao aparece explicito dentro dos

0) = 102) =
(2.17)

kets (como no c6digo para o canal bit flip), mas aparece de forma sutil na distribui¢ao dos
sinais em frente de cada um dos oito kets: para u =0, todos os sinais sao positivos, mas
para u = 1 os kets com nimero impar de 1s tem fase negativa.

Da mesma forma que para o canal bit flip, a deteccao de um eventual erro phase flip
pode ser feita com duas medidas. Dois possiveis observaveis sdo H®3Z1Z,H®? = X1 X, ¢
H®37,Z:H®3 = X,X3. A medida dos observéveis X1 Xa e XoX3 permite comparar os sinais
dos dois primeiros qubits e dos dois ultimos qubits, respectivamente. Isto porque a medida
de X1 X, dé resultado 41 para estados do tipo |+)[4+) ®|-) ou |=)|—) ®][-), e —1 para estados
do tipo [+)|=) @) ou |-)|+) ®1.).

Finalmente, a correcao de erros phase flip pode ser completada aplicando-se os mesmos
operadores utilizados no canal bit flip, mas conjugados pela matriz de Hadamard. Se as
sindromes indicarem que nenhum erro ocorreu, nada temos a fazer. Mas se indicarem que
ocorreu um erro de fase no qubit i, basta aplicar o operador HXH = Z sobre o qubit i (Z;)
para fazer a correcao. Portanto, dadas as sindromes de erros, é possivel recuperar o estado
original com total perfeicao.

Obviamente, o codigo para o canal phase flip tem as mesmas caracteristicas do codigo
para o canal bit flip. Dizemos que estes dois canais sao unitariamente equivalentes, pois
existe um operador unitdrio U (neste caso a porta de Hadamard) tal que a acdo de um
canal ¢ a mesma do outro canal, determinando que o primeiro canal seja precedido por
U e seguido por UT. Além disso, estas operacoes podem ser trivialmente incorporadas as
operagoes de codificacao e correcao de erros.

O grupo de erros a corrigir é composto por um tnico gerador, (Z). Sendo a distancia
do cédigo de repeticao de trés bits igual a trés, podemos afirmar que o cédigo quantico

associado ¢ capaz de corrigir até [(3—1)/2] =1 erro Z.
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2.3.3 O Cddigo de Shor

O codigo de Shor é capaz de corrigir um erro quantico arbitrario em um qubit. Para
construi-lo basta fazer uma combinacao dos codigos de trés qubits para os canais bit flip e
phase flip. Primeiro codificamos o qubit usando o cédigo phase flip: [0) — |+++) e [1) —
| ———). A seguir, codificamos cada um destes qubits usando o cédigo bit flip de trés qubits:
[4+) é codificado como (]000) +[111))/+/2 e |=) é codificado como (|000) — |111))/v/2. O

resultado é um codigo de nove qubits, com palavras-codigo dadas por

1
Z (_1)(p+q+r)u|p7 p,pP.4q9.49,49, 1,1 I">, (218)

u)— |Up) = ——=
2\/5 p7q,r*0

onde u = {0,1}. Ou, mais explicitamente,

(/000) + |111))(]000) 4 |111))(]|000) +[111))
2V2

(/000) —111))(|000) — [111))(]000) — |111))
2V2

Uma superposicao original a|0) + b|1) é codificada como a|0z) +b|1L), deslocalizando a

10) = 10)

(2.19)

1) —[1z)

informagao a ser codificada entre os nove qubits.

Este cédigo quantico corrigirda um erro quantico geral em qualquer dos qubits pelas
seguintes razoes. Primeiro devemos mostrar que este codigo é capaz de corrigir erros X e Z
em qualquer dos qubits. Sem perda de generalidade, suponha que tenha ocorrido um erro X
no primeiro qubit. Da mesma forma que para o cédigo bit flip, este erro pode ser detectado
sem ambiguidade quando realizamos a medida dos observaveis Z1Z, e ZZ3. Neste caso, os
resultados das medidas serao, respectivamente —1 e +1, indicando que ocorreu um erro no
primeiro qubit. Para corrigi-lo basta entao aplicar o operador X ao primeiro qubit. Simi-
larmente, podemos detectar e corrigir um erro bit flip em qualquer um dos nove qubits do
cédigo. Como em geral nao sabemos em qual dos blocos um erro X eventualmente ocorreu,
é necessario realizar a medida de seis observaveis {Z1Z,ZyZ3,72475,72576,2773,23Z9}.

Similarmente, um erro Z pode ser facilmente detectado quando comparamos os sinais
do primeiro e do segundo blocos, e do segundo e do terceiro blocos, da mesma forma que

comparamos o sinal do primeiro e do segundo qubits para o cédigo phase flip. Por exemplo,
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suponha, sem perda de generalidade, que um erro de fase tenha ocorrido no primeiro qubit.
Este erro troca o sinal do primeiro bloco de qubits, de |[000)+|111) para |000) —|111) (para
|02)), e de |000) —|111) para |000)+|111) (para |1.)). Na verdade, um erro Z em qualquer
um dos trés primeiros qubits tem este efeito e, portanto, o procedimento que vamos
descrever serve para um erro Z em qualquer um dos trés qubits. E possivel demonstrar
com um pouco de algebra que os dois possiveis observaveis que comparam os sinais dos
blocos sao X1 X X3X4X5Xe, X4X5XcX7X3X9. O primeiro destes observaveis compara o sinal
do primeiro e do segundo blocos e o segundo observavel compara o sinal do segundo e do
terceiro blocos. Quando um erro Z ocorre em qualquer um dos trés primeiros qubits, os
sinais do primeiro e do segundo blocos sao diferentes e os sinais do segundo e do terceiro
blocos sao iguais. Para recuperar o estado original, basta aplicar o operador Z sobre
qualquer um dos trés primeiros qubits.

O cédigo de Shor também pode corrigir um erro X e Z ocorrendo no mesmo qubit. Para
que isto seja possivel é necessario aplicarmos ambos os procedimentos acima descritos de
detecgao e correcao de erros X e Z, os quais sao independentes. Finalmente, um qubit
com um erro arbitrario é projetado para ter erros I, X, Z, ou XZ durante as medidas de
sindrome dos erros X e Z, e assim fazer com que estes erros possam ser corrigidos.

A ordem dos cédigos bit flip e phase flip na concatenacao é importante. E facil de
verificar que se tivéssemos codificado o qubit primeiro com o cddigo bit flip, ou seja,

|0) — |000) e |1) — |111), e em seguida codificado cada um destes trés qubits com o cdigo

phase flip, ou seja, |0) — |+++) e |1) — | — ——), terfamos, na base {|0), |1)}, o seguinte
codigo:
(10) +11)(10) +[1))([0) +[1)) (10) +[1))(10) + [1)) (0) + 1)) (10) + [1)) (10) + 1)) (10) +[1))
0~ 162
(2.20)
- (10) = 1) (1) = [1))(10) = [1))(10) — [1))(10) = [1)([0) = [1))(|0) = [1))(|0) = [1))(|0) — [1))
16v2

Mas este é um “cdédigo universal” do tipo |000...000), |000...001), [000...010), ...,
|[111...101), [111...110), |[111...111), incapaz de garantir a corregao de qualquer erro.

Muitos conceitos importantes sobre a teoria de correcao de erros quanticos estao ilustra-
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dos neste cédigo:

1. Medir as sindromes nao implica em medir os qubits. As sindromes podem
ser encontradas sem o ganho de qualquer informacao sobre os estados codificados.
Os erros unitarios (X e Z) podem ser invertidos sem o conhecimento da informagao
codificada. Isto é andlogo ao método de decodificacao classica que projeta o estado
recebido do canal sobre uma classe lateral do arranjo padrao e inverte o erro mais

provavel (de peso minimo).

2. A redundancia é usada para inserir o espago das palavras-cédigo em um espaco
maior, de forma a fazer com que os erros corrigiveis mapeiem o espag¢o do codigo
em subespagos ortogonais (sem intersecgao). Isto é o andlogo quantico das esferas de

Hamming.

3. Os erros sao locais e a informacgao codificada é nao local. E importante en-
fatizar a hipotese central que serve de base para a construcao de um cédigo quantico
— erros afetando diferentes qubits sao, em boa aproximacao, nao correlacionados.
Assumimos que um evento que causa um erro em dois qubits é muito menos provavel
que um evento que causa um erro em um qubit. E claro que uma questao fisica é
saber se esta hipotese ¢ justificada ou nao — podemos facilmente imaginar processos
que causam erros em dois qubits de uma sé vez. Se tais erros correlacionados forem

comuns, a codificacao falhara.

4. O cédigo de Shor é um cdédigo concatenado. Este cédigo concatena dois
cédigos de repeticao de trés qubits. A concatenacao segue uma hierarquia de niveis.
O primeiro cédigo, que corrige erros Z, é concatenado ao segundo coédigo, que corrige
erros X. Portanto, a matriz geradora do codigo classico associado ao codigo de Shor
é

1 110000O00O0

G:GZ-GXZ[lll}- 0001T1T1QO0O00O0

000O0OO0OTT1'1

:[111111111]. (2.21)
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ou seja, um cédigo de repeticao de taxa 1/9 (e, obviamente, distancia igual a nove).

Portanto, este cddigo classico é capaz de corrigir [(9—1)/2] =4 erros.

5. O cbédigo de Shor pode corrigir um erro arbitrario ocorrendo em um qubit.
O codigo de Shor pode corrigir um erro quantico geral porque os codigos classicos
associados aos cddigos bit flip, phase flip e bit-phase flip tém distancias trés (o que
garante a corregdo de um erro X), trés (o que garante a corre¢ao de um erro Z) e
nove (o que garante a corre¢ao de um erro cuja base é gerada pelos erros X, Z, XZ
e I), respectivamente. O grupo de erros que este cédigo corrige é composto por dois
geradores, (X,Z). Isto é aparentemente impossivel, ja que o espago de sindromes é
finito e o nimero possivel de erros é infinito. Porém, o continuum de erros pode
ser discretizado. Para ver isto, suponha que um erro arbitrario E tenha ocorrido
em um qubit. Como E pode ser sempre escrito como E = ¢/ +c X +¢,)Y +¢c;Z, o
estado corrompido ¢ a superposicao E|Win) = ¢i|Win) + cxX|Win) + Y [Win) + . Z|WYin) .
As medidas de sindrome, as quais identificam os erros I, X, Y e Z, projetam o estado
corrompido sobre um dos quatro termos, todos eles corrigiveis. Em outras palavras,
quantizamos os erros. Embora os erros na informagao quantica possam ser pequenos,
fazemos medidas que projetam nosso estado sobre um estado sem nenhum erro ou
sobre um estado com um erro que pertence a um conjunto discreto de erros que

sabemos como corrigir.

6. Erros Z atuando em diferentes qubits dentro do mesmo bloco tém efeitos
idénticos. Nao é possivel, nem necessério, distinguir tais erros. Um cédigo quan-
tico é nao degenerado se todos os erros corrigiveis podem ser identificados sem am-
biguidade; caso contrario, é degenerado. O codigo de Shor é portanto um codigo

degenerado.

Esta propriedade é mais facilmente entendida através de um exemplo. Considere o
efeito dos erros Zy, Zy e Z3 (primeiro bloco) sobre a palavra-cédigo (2.19). E fcil de
perceber que o efeito destes erros sobre esta palavra-cédigo é o mesmo. O processo
de decodificagao nos permite identificar um erro de fase no primeiro bloco, mas nao

nos permite identificar em qual dos trés primeiros qubits o erro de fase ocorreu. Para
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corrigir qualquer um destes trés erros, basta aplicar qualquer um dos operadores

inversos, ou seja, Z1, Z ou Z3.

A informagao foi armazenada em correlacoes envolvendo varios qubits. Presumimos
uma natureza local para os erros e codificamos a informagao por um método nao local. Nao
existe meio de distinguir |0z) de |1z) através da medida de nenhum dos nove qubits. Se
medirmos um qubit, encontraremos |0z) com probabilidade 1/2 e |11) com probabilidade
1/2 independente do valor do qubit codificado.

O meio circundante pode ocasionalmente “medir” um dos qubits. Mas, neste caso,
a informacao codificada nao pode ser prejudicada através da perturbagao daquele qubit,
porque um qubit, por si s6, nao carrega informacao pelo todo. A informacao codificada
nao localmente é invulnerdvel a influéncias locais — este é o principio central sobre o qual

os CCEQs estao fundamentados.

2.4 Critérios para a Correcao de Erros Quanticos

Nesta secao apresentamos as condigoes algébricas para que um subespaco C seja um
cédigo quantico que corrige certos erros atuando sobre o espaco de Hilbert #. Estas
condicoes sao freqiientemente chamadas de critérios para a correcdo de erros quanticos,
e sao de grande valor para o entendimento e a construcao de cédigos quanticos. Tais
condicoes também permitem que as nogoes de correcao de erros quanticos sejam tratadas
de modo mais rigoroso.

Para codificar k qubits em n qubits, um cédigo terd 2% palavras-cédigo-base. Qualquer
combinacao linear destas palavras-cdédigo-base também é uma palavra-cédigo. O espago
C de palavras-cédigo (o espaco de codificagio) é portanto um espaco de Hilbert de 2F
dimensoes e um subespaco de um espacgo de Hilbert com 2" dimensoes.

Vimos através do cédigo de Shor que se pudermos corrigir erros E e F, também poder-
emos corrigir um erro arbitrario aE + bF. Logo, precisamos somente nos preocupar se o
codigo pode corrigir uma base de erros. Uma base conveniente para se usar é o conjunto
de produtos tensoriais de X, Y, Z e I. O peso de um operador desta forma é o nimero

de qubits que diferem da identidade. O conjunto de todos estes produtos tensoriais com
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uma possivel fase global de —1 ou %i forma um grupo G sob a operacao de multiplicagao.
Usamos a notagao G, para distinguir os grupos referentes a diferentes nimeros de qubits;
Gy € o produto direto de n cépias do grupo dos quatérnios a menos de um fator de fase
global®. Note que normalmente incluimos a identidade no conjunto dos possiveis erros
porque nao queremos confundir um erro ocorrendo em um qubit com nenhum erro ocor-
rendo em outro qubit. Se tivermos um canal em que estamos certos de que algum erro
ocorreu, entao nao precisaremos incluir a identidade como um possivel erro.

Para um cédigo corrigir dois erros E, e E},, devemos sempre ser capazes de distinguir
um erro E, atuando sobre uma palavra-cédigo-base |ir) de um erro Ep, atuando sobre uma
palavra-cédigo-base diferente |jr). E somente estaremos certos disto se E,|ir) for ortogonal
a Ep|jr); caso contrario, haverd alguma chance de confundi-los. Também, quando fazemos
uma medida para determinar o erro, nao devemos obter nenhuma informagao a respeito
do estado do cédigo dentro do espago de codificagao. Se obtivermos alguma informacao,
estaremos destruindo as superposigoes dos estados da base, e nao seremos mais capazes de
corrigir uma palavra-codigo arbitréria.

Knill e Laflamme [37] e Bennett et al. [68] provaram que para um cédigo funcionar

como um CCEQ a seguinte condicao deve ser satisfeita:

(iL|ESEp|jL) = Capdij, (2.22)

onde |ir) e |jL) sao todas as possiveis combinacoes de palavras-cédigo-base, E, e Ej sao
todas as possiveis combinacoes de erros e Cg, é um elemento de uma matriz independente
de i e j. Eles provaram que a condi¢ao (2.22) é uma condi¢ao necessdria e suficiente para
um codigo corrigir os erros {E,}.

O limitante quantico de Hamming, andlogo ao limitante cldssico de Hamming (2.5),
pode ser facilmente encontrado para cédigos nao degenerados. Suponha que um cédigo
quantico nao degenerado seja usado para codificar k qubits de informacao em n qubits de
forma a poder corrigir erros sobre qualquer subconjunto de # ou menos qubits. Suponha
que j erros ocorreram, onde j <f. Existem (;’) possiveis conjuntos de localizagoes onde os

erros podem ocorrer. A cada um destes conjuntos associamos trés erros possiveis (X, Y e

SEm particular, G é conhecido como grupo dos quatérnios [54].
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Z) que podem corromper cada qubit, gerando um total de 3/ possiveis erros. Para codificar
k qubits de forma nao degenerada, cada um destes erros deve corresponder a um subespaco
2k_-dimensional ortogonal. Todos estes subespacos devem estar contidos dentro do espago

total de 2" dimensoes gerado pelos n qubits das palavras-cédigo. Portanto, conclui-se que

i (") 300k < on (2.23)

j=0 \J
¢ o limitante quantico de Hamming para codigos nao degenerados. Para k=1¢et =1,

temos:

2(1+3n) < 2. (2.24)

Esta condigao sé é satisfeita paran > 5. Assim, o menor cédigo quantico nao degenerado
que pode corrigir um erro arbitrario em qualquer qubit tem comprimento cinco. O cédigo
que satura este limitante é conhecido como cadigo perfeito e sera apresentado mais adiante.
Note que dizer que um cédigo é degenerado ou nao depende do conjunto de erros que
pretendemos corrigir. Por exemplo, um codigo degenerado corretor de dois erros pode nao
ser degenerado quando considerado como um cédigo corretor de um erro.

Na equacao (2.22), se E, e Ej, pertencem ao grupo G, E = E}E}, também pertence ao
grupo G. O menor peso de E em G para o qual (2.22) nao ¢é satisfeita é chamado de
distancia do codigo. Para um codigo quantico corrigir até ¢ erros, deve ter distancia de
pelo menos 2t + 1. Todo cédigo tem distancia pelo menos um. Um cédigo quantico de
distancia d codificando k qubits em n qubits é descrito como um cédigo [n, k, d]. O colchete
serve para enfatizar a similaridade com a teoria classica.

Podemos também considerar variagoes do problema usual de correcao de erros. Por
exemplo, suponha que queremos somente detectar se um erro ocorreu e nao corrigi-lo.
Neste caso, nao precisamos distinguir erros E, de Ej, somente precisamos distingui-los da
identidade. Podemos usar a condigao (2.22), s6 que agora Ej, = I sempre. Isto significa que
para um codigo detectar s erros deve ter distancia pelo menos s+ 1. Outra variagao do
problema é quando sabemos em qual qubit (ou em quais qubits) um erro ocorreu, como em
alguns casos especificos de canal quantico. Neste caso, somente precisamos distinguir os

erros E, de Ej que afetam os mesmos qubits. Isto significa que E;Eb tem o mesmo peso de
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E,, e para corrigir r erros “localizaveis”, precisamos de um codigo de distancia pelo menos
r+ 1. Podemos também imaginar a combinacao de todas estas tarefas. Ou seja, para um
codigo corrigir ¢ erros arbitrarios, r erros “localizaveis” adicionais e ainda detectar s erros,
deve ter distancia de pelo menos r+ s+ 2t + 1.

Assumiremos que os erros ocorrem independentemente em diferentes qubits, e que
quando um erro ocorre em um qubit, é igualmente provavel de ser um erro X, Y ou
Z. Sabemos que, em sistemas reais, a hipétese de que erros sao igualmente provaveis é
pobre. Na pratica, algumas combinacoes lineares de X, Y ou Z sao mais provaveis que
outras. Se a probabilidade de erro por qubit € é muito pequena, é freqiientemente 1til
para a simplificagao do processo ignorar a probabilidade de mais de t erros ocorrerem,
pois isto somente ocorre com probabilidade O(8t+1). Portanto, trabalharemos tipicamente
com c6digos que corrigem até ¢ erros arbitrarios. Outra possivel dificuldade surge quando
podem ocorrer erros correlacionados em multiplos qubits. Em principio isto pode ser um
grave problema, mas este caso pode ser considerado sem uma mudanca do formalismo se a
probabilidade de um erro correlacionado cair rapido o suficiente com o tamanho dos blocos
de erros.

A verificacao direta das condigoes necessarias e suficientes para a correcao de erros
quanticos é uma tarefa exaustiva, ingléria. Na proxima secao descreveremos um formalismo
tedrico que usa estas condicoes para a correcao de erros quanticos como um ponto de
partida para a construcao de muitas classes interessantes de c6digos, e que contorna muito

da dificuldade associada com a verificagao direta destas condigoes.

2.5 C(Cddigos Estabilizadores

We cannot clone, perforce; instead, we split
Coherence to protect it from that wrong
That would destroy our valued quantum bit

And make our computation take too long.

Correct a flip and phase — that will suffice.

If in our code another error’s bred,
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We simply measure it, then God plays dice,
Collapsing it to X or Y or zed.

We start with noisy seven, nine, or five
And end with perfect one. To better spot
Those flaws we must avoid, we first must strive

To find which ones commute and which do not.

With group and eigenstate, we’re learned to fix

Your quantum errors with our quantum tricks.
—“Quantum Error Correction Sonnet”, by Daniel Gottesman.

A teoria geral de corregao de erros quanticos descrita na segao anterior fornece critérios
para a correcao de erros. No entanto, nao fornece métodos de construcao. Vimos que o
cbédigo de Shor estd relacionado com o codigo de repeticao classico. Uma conexao til
a fazer é adaptar codigos classicos conhecidos para construir uma classe mais geral de
codigos quanticos.

Steane [69] e independentemente Shor e Calderbank [6], desenvolveram uma classe de
codigos (hoje conhecida como classe CSS) derivada de alguns cédigos lineares classicos
especiais sobre GF(2). Gottesman [26, 25] subsequentemente desenvolveu uma teoria
de grupos para cédigos quanticos que é muito 1til para a construgao e o entendimento
de codigos quanticos. Resultados similares, mas mais gerais, devido a Calderbank et al
[63, 64] conectaram a codificacdo quantica com a geometria ortogonal e cédigos cldssicos
sobre GF(4). Vamos revisar o formalismo de cdédigo estabilizador devido a Gottesman,
pois serd o mais relevante para a construcao da classe de CCQs que apresentaremos nos
Capitulos 4 e 5.

Os cédigos estabilizadores (ou aditivos) sao uma classe importante de cédigos quanticos
cuja construgao é andloga a dos cédigos lineares cldssicos [11]. Para melhor entendermos
esta classe de codigos é necessario primeiro desenvolver o formalismo estabilizador, um
método algébrico poderoso necessario para o entendimento de uma classe mais ampla de
operacoes da mecancia quantica. As aplicacoes do formalismo estabilizador estendem-

se para além da corregdo de erros quanticos (sdo cruciais, por exemplo, para a teoria
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quantica de tolerancia a falhas), no entanto limitaremo-nos a esta aplicacao especifica.
Apo6s definirmos o formalismo estabilizador, apresentaremos um importante teorema que
quantifica as limitacoes das operacoes de estabilizadores. A seguir, explicaremos como

construir cédigos estabilizadores através de alguns exemplos.

2.5.1 O Formalismo Estabilizador

Considere o estado EPR de dois qubits:

_100) +11)

\% N (2.25)

E facil de verificar que este estado satisfaz as identidades X1 Xz |y) = [W) e Z1Zo|y) = |y);
assim, dizemos que o estado |y) é estabilizado pelos operadores X1 X, e Z;Z,. Um pouco
menos ébvio é verificar que o estado |y) é o unico estado quantico (a menos de uma fase
global) que é estabilizado pelos operadores XX, e Z1Z,.

A idéia basica do formalismo estabilizador é que muitos estados quanticos podem ser
descritos mais facilmente pelos operadores que o estabilizam do que pelo préprio estado
quantico. Muitos cédigos quanticos (incluindo o cédigo de Shor e os cédigos CSS) podem
ser descritos de forma muito mais compacta usando estabilizadores do que a descri¢ao por
vetores de estado. Além disso, as operacoes quanticas tais como os erros nos qubits e porta
de Hadamard sobre uma base computacional sao mais facilmente descritas se usarmos o
formalismo estabilizador. O poder do formalismo estabilizador esta no uso inteligente da

teoria de grupos.

Geradores do Grupo Estabilizador

Considere o espago de Hilbert # para n qubits (portanto um espago com 2" dimensoes)
e o grupo de Pauli G, gerado por X0 ¢ z() (i=1,..., n) atuando sobre H. Nesta definigao,
Gy ¢ Gu, embora Y = XZ = —icy € G,. Cada elemento M € G, tem autovalores £1 ou =i,
e M?> = +1 (M" = +M). Quaisquer dois elementos em G, comutam ou anticomutam.
Seja § o subgrupo abeliano de G, com n—k geradores hermitianos. Estes geradores, que

comutam entre si, definem 2" % autoespacos simultaneos. O autoespaco C correspondente
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ao autovalor 4+1 para todos os geradores de S é chamado de codigo estabilizador com
estabilizador S 4. Qualquer estado [y) em C é estabilizado por qualquer elemento M em
S, isto é, M|y) = [y). C tem 2F dimensdes e, portanto, codifica k qubits.

Seja {|ir)} uma base para C e {E;} o conjunto de erros a ser corrigidos. Vamos nos
concentrar em cddigos que corrigem até ¢ erros, portanto {E,} C G, contém elementos em

G, com peso de Hamming menor ou igual a ¢.

Teorema 3. [48] C ¢ um cédigo que corrige os erros {E,} se ¥ a e b, E}E}, anticomuta
com algum M € S ou EJE, € S.

Prova: Se EE;, anticomuta com algum M € S, entdo

(iL|ESEp|ju) = (iL|EJEsM|jL) = —(iL|MESEy| ji) = —(iL|EJEp| jr) = 0. (2.26)

Por outro lado, se E,IE;, €S, entao

(iL|ESEp|jr) = (ieljr) = 8ij. (2.27)

Além disso, se EJE, € S, entdo (EJEp)~! :EZEa €S, e portanto a equagao (2.27)
vale quando a e b sao trocados. Combinando as equagoes (2.26) e (2.27), temos que
(iL|EJEp|jL) = Cupdij, onde Cyp =0 ou 1 € independente de i e j, e como Cyqa =1, Cgp
forma uma matriz positiva. Portanto, C satisfaz os critérios de corregao de erros dados

pela equagao (2.22). B

Um cédigo estabilizador é ndo-degenerado se para V a # b, E, E}, anticomuta com algum
M € S. Neste caso, C,, € diagonal. Um codigo estabilizador degenerado tem alguns erros
corrigiveis E, e Ej, tais que E;Eb € S, significando que E, e E, atuam identicamente sobre
C. Portanto, para um cédigo estabilizador, erros corrigiveis sao exatamente distinguiveis

ou idénticos em C.

4A existéncia de tal subespaco é garantida pela comutatividade e hermiticidade de seus geradores. Note
que todo elemento M € § é hermitiano com autovalores +1, e M> =1. Ao fazer isto, excluimos elementos

de S com nuimero impar de Ys.
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Grupo de Pauli Légico para Cédigos Estabilizadores

Vimos que o estabilizador S é um subgrupo abeliano de G,. Os operadores que nao
comutam com todos os M € § mapeiam C em seu complemento ortogonal. Tais operadores
sao erros detectaveis. No entanto, podem existir operadores em G, que comutam com todo
M € S mas nao estao em S. Estes operadores sao os erros que mudam os qubits codificados
sem serem detectados. No entanto, tais operacoes sao operagoes logicas legitimas para os

codigos estabilizadores porque mapeiam palavras-cédigo em palavras-codigo.

Matematicamente, o centralizador de S consiste em operagoes que comutam com todo
M € §S. Para um estabilizador, o centralizador ¢ exatamente o normalizador de S em G,
denotado por N(S), que é o conjunto de todas as operagoes que permutam os elementos

de S por conjugacao®.

A distancia do cédigo, d, é o peso minimo de E € N(S) —S=N(S)/S . Como M € S
atua trivialmente sobre C, as operacoes légicas podem ser tomadas como elementos em

N(S)/S.

Considere um cédigo estabilizador [n, k, d]. S tem n—k geradores (e 2" % elementos).
Os geradores podem ser estendidos a um conjunto independente maximo de n observaveis
que comutam mutuamente (gerando 2" observaveis que comutam entre si) através de k
elementos extras Zy, Za, ..., Zr em N(S)/S. Entdo, os autoestados simultaneos de Z;
em C podem ser escolhidos como os estados l6gicos codificados. Em particular, o estado
codificado |cy,¢2,...,c) é o autoestado (—1)% de Z;. Isto transforma o Z; no o, 16gico

para o i-ésimo qubit légico.

Os elementos restantes em N(S)/S nao comutardo com todos os Z;, e cada X; pode ser
escolhido em N(S)/S desde que comutem com todos os Z; para j # i e anticomutem com

Z;. Analogamente, X; atua como o o l6gico para o i-ésimo qubit légico.

5Seja A€ G, e M € S, entdao AMAT =M € S se [M,A] =0. AMAT" = —M ¢ S se {M,A} = 0. Portanto,
[A,M] € S para ¥ M € S se, e somente se, AMAT € S para V M € S, significando que A permuta os elementos

de S.
6Representacio matematica para grupo quociente.
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2.5.2 Sumario: Formalismo Estabilizador

O formalismo estabilizador oferece um meio facil de caracterizar o subespago do cédigo

quantico. Isto se da através de dois grupos de operadores:
1. Geradores do Grupo Estabilizador:

e O grupo estabilizador § é um subgrupo abeliano do grupo multiplicativo de

Pauli, G, = {I, X, Y, Z}*".

e O subespaco do cédigo C é o maior subespaco de H®" estabilizado por S:

) € C = Slw) = v). (2.28)

e Equivalentemente, se os M;’s sao n — k geradores independentes de S, entao:

W) € C <= Vi, Mily) = |y). (2.29)

Estas equagoes, chamadas de sindromes, definem o subespago do cédigo.

2. Grupo de Pauli Légico: Os operadores logicos deixam o subespaco do cddigo
C globalmente invariante, mas possuem uma acao nao trivial sobre este espaco. E
possivel exigir que tais operadores reproduzam exatamente as relacoes de comutacao

do grupo de Pauli para os qubits logicos. Isto é matematicamente expresso por:

( —

X;, Zi € N(S)/S

{Xi, Zi} =0, (2.30)

_—

| Vi) X X)) =21 Z) = [Xi Z] =0.

A aplicagao do formalismo estabilizador ficara muito mais clara com a apresentacao

dos exemplos abaixo.
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2.5.3 Os Cddigos Bit Flip e Phase Flip Revisitados

Revisitemos os cddigos bit flip e phase flip usados na construgao do cédigo de Shor sob
a 6tica do formalismo estabilizador.

O cédigo bit flip de trés qubits é um cédigo quantico [3, 1, 3] em que o estabilizador
tem dois geradores: S = (Z,Z,, Z2Z3). B facil de verificar que as palavras-cédigo [07) e |17)
apresentadas em (2.10) sdo autovetores com autovalor +1 dos geradores Z1Z; e ZpZ3. Ou
seja, Milur) = |ur) parau={0,1} e i=1,2.

Por inspecao, vemos que todo produto tensorial possivel de dois elementos do conjunto
de erros {I, X1, Xp, X3} — I, X1, X2, X3, X1 X2, X1X3, XoX3 — anticomuta com pelo menos
um dos geradores do estabilizador (exceto para I, que estd em S), e portanto o conjunto
E ={I, X;, X2, X3} forma um conjunto corrigivel para este c6digo.

A detecgao de erros para este cddigo é efetuada através da medida dos autovalores dos
geradores do estabilizador, Z1Z, e Z,Z3. Se, por exemplo, o erro X; ocorreu, a medida
da sindrome fornece como resultados —1 e +1. Similarmente, o erro X, fornece como
resultados —1 e —1, o erro X3 fornece como resultados +1 e —1, e o “erro” I fornece como
resultados +1 e +1. Em cada caso, a corregao ¢ efetuada aplicando-se a operagao inversa
ao erro indicado pela sindrome.

Os geradores de um codigo quantico estabilizador tém uma funcao similar a funcao
desempenhada pela matriz verificacao de paridade na codificacao cldssica. No cddigo es-
tabilizador, medimos o autovalor (+1) de cada gerador no estado recebido possivelmente
corrompido, o que é andlogo a uma verificacao de paridade. Os autovalores medidos
formam a sindrome no cédigo quantico. Como cada erro distinguivel mapeia C em um au-
toespaco simultaneo diferente dos geradores de S correspondendo a autovalores diferentes,
cada sindrome correspondera a um unico erro em {E,}.

Para sermos mais claros, note que a matriz verificacao de paridade da matriz geradora

do codigo de repeticao de trés bits é

Hy = : (2.31)

e que as posicoes dos 1s nesta matriz indicam exatamente as posicoes dos qubits com
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operador Z nos dois geradores do estabilizador. Como GXH,T( =0 e as posigoes dos 1s
das linhas de Hy determinam os geradores Z do estabilizador, podemos usar a posicoes
dos 1s da linha de Gy para determinar a operacao légica de erro X, j4 que X deve ser
independente dos dois geradores do estabilizador e comutar com cada um deles. Assim,
X = X1 X:X3. E facil de verificar que, para as palavras-cédigo lup) apresentadas em (2.10),
Xlup) = [(u+1)) é satisfeita para u = {0,1}.

Para o cédigo phase flip dado pelas palavras-cédigo (2.17), a situacdo é andloga.
Basta fazer a permuta Z < X para os geradores do estabilizador, os erros corrigiveis e
o operador légico de erro. Portanto, para o canal phase flip, temos § = (X1X, X>X3),
E={l,7\,2, 73} e Z= X1 X,X3. E facil de verificar que, para as palavras-codigo |ur) apre-
sentadas em (2.17) com u = {0, 1}, as relagoes M;|ur) = |ur) parai=1,2 e Z|ur) = (—1)"|ur)
sao satisfeitas.

Para canais como estes, em que o grupo de erros possui um tunico gerador, o trata-
mento é simples e o uso do formalismo estabilizador pode ser dispensado. A verdadeira
utilidade do formalismo estabilizador comeca a aparecer quando tratamos de exemplos

mais complexos.

2.5.4 O Coddigo de Shor Revisitado

Revisitemos o c6digo de Shor sob a 6tica do formalismo estabilizador. O cédigo de Shor
é um cddigo quantico estabilizador [9, 1, 3] com oito geradores. Veja a Tabela 2.3. Nesta
tabela, as linhas correspondem aos geradores, e as colunas aos qubits. O fato do codigo de
Shor poder corrigir todos os erros de um qubit pode ser verificado para todos os operadores
de Pauli com peso menor ou igual a dois. Portanto, a distancia deste cédigo é de fato tres.
Considere, por exemplo, erros de um qubit como X e ¥4. O produto X;Ys anticomuta com
717y, e portanto nao estd em N(S). Similarmente, todos os outros produtos de dois erros
do conjunto de erros ou estao em S ou senao anticomutam com pelo menos um elemento
de S (e, portanto, nao estao em N(S)), implicando que o c6digo de Shor pode ser usado
para corrigir um erro arbitrario em um qubit.

E facil de verificar que as palavras-cédigo |02) e [17) apresentadas em (2.19) sio autove-

tores com autovalor +1 de todos os oito geradores da Tabela 2.3. Ou seja, M;|ur) = |ur)
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Mx,|Z Zz I 1 I I I I I
My, |1 Z Z 1 I I I I I
Mxs |1 I I Z Z I I I I
Mxs| I I I 1 Z Z I I 1
Mys|I I I I I I Z Z I
Mxg| I I I I I I I Z Z
Mzy |X X X X X X I I I
Mzo | I I I X X X X X X

Tabela 2.3: Os geradores do estabilizador do cédigo de Shor [9, 1, 3].

para u ={0,1} e i=1,...,8. Todos os operadores em G que fixam ambos |0z) e |1z)
podem ser escritos como o produto dos oito geradores acima. O conjunto de operadores
que fixa [0z) e |1z) forma um grupo S, chamado de estabilizador do cédigo, e M até Mg
sao os geradores deste grupo. As medidas de sindrome que comparam os qubits ou os
sinais de blocos correspondem a medida dos autovalores de M;.

Vimos na se¢ao anterior que os geradores de um codigo estabilizador tém uma fungao
similar a matriz verificagao de paridade da codificagao classica. No caso do cédigo de Shor

a matriz verificacdo de paridade da matriz Gx da equagao (2.21) é:

(11000000 0]
011000000
000110000

Hy — (2.32)
000011000
000000T1T10
00000001 1

As posigoes dos 1s na matriz (2.32) indicam exatamente as posigoes dos qubits com
operador Z nos seis primeiros geradores da Tabela 2.3. Similarmente, note que a matriz
de verificagdo de paridade da matriz Gz da equagao (2.21), expandida para nove qubits
(basta tomar cada uma das duas linhas como um bloco de informagao a ser codificado por

GX)? é:
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111111000
H; = , (2.33)
000111111

e que as posi¢oes dos 1s na matriz (2.33) indicam exatamente as posi¢oes dos qubits com
operador X nos dois ultimos geradores da Tabela 2.3. Estes dois conjuntos de geradores
Zs e Xs sao independentes e a medida dos autovalores de ambos permite determinar a
sindrome de um erro geral com geradores X e Z. Isto é possivel porque, classicamente, a

matriz

110000000
011000000
000110000
o |0000 T 1000 (234
000000T1 10
000000011
111111000
(0001 1 1 1 11|

¢ uma matriz verificacao de paridade do codigo associado a concatenacao, que como vimos
tem matriz geradora G =11, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1] e, portanto, é capaz de corrigir quatro
erros. Quanticamente, estes quatro erros classicos correspondem aos erros X, Y, Z e I que
constituem uma base de um erro quantico geral.

Da mesma forma que foi feito com o canal bit flip, como GH? =0 e as posicoes dos
1s das linhas de H determinam os geradores Z e X do estabilizador, podemos usar as
posicoes dos 1s da linha de G para determinar as operacoes légicas de erro Z e X, ja que Z
e X sao independentes dos oito geradores do estabilizador, comutam com cada um deles e
anticomutam entre si. Assim, Z = X1 XoX3X4X5X6X7XsXo ¢ X = Z1 7273747576777 7. E facil
de verificar que, para as palavras-c6digo |uy) apresentadas em (2.19), Z|ug) = (—1)%|ur) e
X|ug) = |(u+1)) sdo satisfeitas para u = {0,1}.

Vimos que o cédigo de Shor é construido a partir do codigo cléssico de repeticao de treés
bits. Em uma situagao mais geral, podemos construir uma classe de CBQs concatenados

construidos a partir de outros codigos lineares de bloco classicos. Isto permitiria obter
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CBQs capazes de corrigir mais de um erro quantico geral.

As duas proximas secoes serao de exemplos de codigos quanticos estabilizadores mais
complexos. Sera feita apenas uma breve descricao com o intuito de apontar linhas de
pesquisa futuras ao final deste trabalho. O entendimento do cédigo de Shor ja é suficiente

para o entendimento da classe de CCQs que iremos apresentar.

2.5.5 Codigos CSS

Vimos que o cddigo de Shor é construido a partir de um cédigo linear classico (o
cédigo de repeticao de trés bits). Outros cédigos lineares cldssicos podem ser usados
para construir uma classe mais geral de codigos quanticos. Nesta secao faremos uma breve
apresentagao da classe de CCEQs proposta por Calderbank, Shor e Steane (hoje conhecida
como classe CSS), que explora o conceito de cédigo dual de um cédigo linear cléssico
para construir cédigos quanticos. A classe CSS, é uma importante subclasse da classe
dos cédigos estabilizadores. Faremos uma breve descricao de como construir um codigo
quantico CSS. Uma demonstragao légico-formal destes resultados pode ser encontrada nas
referéncias [6, 70, 69].

Suponha que (1 e & sejam cddigos lineares cldssicos (n, k1) e (n, k), respectivamente,
tal que G; C (i, e ambos (] e C2L podem corrigir erros em até ¢ bits. Entao, é possivel
construir um cédigo quantico CSS(Cy, &) [n, ki — k2] que pode corrigir erros arbitrérios
em até ¢ qubits [6]. O cédigo de Shor é um cddigo concatenado e, portanto, é um caso
particular de um cédigo CSS com i (9, 3) e &2 (9, 2). Os cédigos CSS sao cddigos
estabilizadores tais que cada gerador pode ser escolhido como sendo o produto tensorial de
I com X ou Z, mas nao de I com X e Z. Os geradores X correspondem a matriz verificagao
de paridade do codigo classico C2L (ou seja, correspondem & matriz geradora de (), que
corrige os erros Z, e os geradores Z correspondem a matriz verificacao de paridade de (i,

que corrige os erros X (usando a notagao definida acima).

O Cédigo de Steane

Um exemplo importante de cédigo CSS é o codigo de Steane [70, 69]. Este cédigo é

construido a partir do c6digo de Hamming (7, 4, 3), cuja matriz verificagdo de paridade é
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dada por:

0001111
H=|0110011]/. (2.35)
1010101

Suponha que chamemos o cédigo de Hamming de C e definamos (i =Ce G = C*.
Para que estes cédigos possam ser usados na definicao de um coédigo CSS, precisamos antes
verificar se (> C (). A matriz verificacao de paridade de & = C*, é igual & transposta da

matriz geradora de C; = C:

(100001 1]
01007101

H[G]=G[a]" = (2.36)
0010110
(0001 1 11

Comparando (2.36) com (2.35), vemos que o espago gerado pelas linhas de H[(;] contém
estritamente o espago gerado pelas linhas de H[(}], e como os correspondentes cddigos sao
os niicleos de H[G] e H[(1], concluimos que G C (1. Além disso, G- = (CH)* = C,
portanto ambos ( e CZL sao codigos de distancia trés que podem corrigir um erro de bit.
Como (] é um cédigo (7, 4) e G é um cddigo (7, 3), segue que o cédigo CSS(Ci, () é um

c6digo quantico [7, 1] que pode corrigir erros em um qubit.

Os geradores do estabilizador deste codigo, apresentados na Tabela 2.4, sao obtidos a
partir das linhas da matriz (2.35). Note que este c6digo é simétrico com respeito a troca
dos geradores X e Z. (& = CIL, portanto (] tem que conter seu dual.). Este cédigo tem

muitas caracteristicas interessantes que nao serao abordadas aqui [48].
A palavra-cédigo |0z) é composta pelas oito palavras-cédigo do cédigo & e a palavra-

codigo |17) é composta pelas oito palavras-codigo do cédigo C) distintas das oito palavras-

codigo de & [48]:
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Mx, | I I I Z Z Z Z
Mx, | I Z Z I 1 Z Z
Mxs|Z 1 Z I Z I Z
Mgy | I I I X X X X
Mzs|1 X X I I X X
Mze |X I X I X I X
Z |z z z z z z z
X |[X X X X X X X

Tabela 2.4: Os geradores do estabilizador e as operacoes 16gicas Z e X do cddigo de Steane

7, 1, 3].

1
0,) = 7 [yooooooo> +[1010101) +[0110011) +|1100110)
+[0001111) +|1011010) +|0111100) + |1101001>]
(2.37)
1
1) = NG [11111111> +(0101010) -+ [1001100) -+ [0011001)

+]1110000) + [0100101) + [1000011) -+ \0010110>} .

2.5.6 O Cddigo Perfeito [5, 1, 3]

O 1ltimo exemplo de cédigo estabilizador é o do menor cédigo nao degenerado que
pode ser construido para codificar um qubit e corrigir um erro quantico arbitrario em um
qubit qualquer da palavra-cédigo. O cddigo perfeito [5, 1, 3] é ciclico e satura o limitante
quantico de Hamming da equacao (2.23). O método de construcao deste cédigo esta fora
do escopo desta tese (veja, por exemplo, [51, 68]).

Os geradores do estabilizador deste cédigo sao apresentados na Tabela 2.5 [48]. Este
cédigo é um exemplo de cédigo estabilizador que nao pertence a classe CSS. Nenhum c6digo
CSS pode codificar um qubit em cinco e corrigir um erro quantico arbitrario. Isto pode ser

mostrado por eliminagao. Suponha que exista um cddigo CSS com quatro geradores. A
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Mi|X Z Z X 1
M| I X Z Z X
My|X I X Z Z
My|Z X I X Z
Z|z z z z z
XX X X X X

Tabela 2.5: Os geradores do estabilizador e as operacoes légicas Z e X do cédigo perfeito

5, 1, 3].

unica possibilidade é ter dois geradores com operadores Xs. Estes geradores nao podem ter
ambos I em nenhuma coordenada. Portanto, cada gerador tem peso maior ou igual a trés.
Reordenando os qubits, o primeiro gerador é da forma X X X I I. Agora, qualquer escolha
do segundo gerador comuta com algum operador de Pauli com dois Zs nas primeiras trés
coordenadas, completando a prova.

As palavras-cédigo deste cédigo sao [48]:

0L) = %{mooom +110010) -+ 01001} -+ |10100)
+]01010) — |11011) — |00110) — | 11000)
—|11101) — |00011) — [11110) — [01111)
—]10001) — |01100) — [10111) +]00101)
(2.38)
1) = %{|11111> +101101) +|10110) +]01011)

+[10101) — [00100) — [11001) — |00111)
—100010) — |11100) — |00001) — |10000)
—101110) — |10011) — |01000) + |11010>}.

2.6 Uma Nova Classe de Cdédigos Quanticos

A Figura 2.5 é uma ilustracao das classes conhecidas de CCEQs.
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Com excessao dos exemplos apresentados nos artigos de Chau [7, 8] e de Ollivier/Tillich
[50, 49], todos os cédigos quanticos construidos até hoje, dos quais os exemplos descritos
neste capitulo sao os mais conhecidos e simples, sao codigos de bloco. Isto inclui até mesmo
os codigos que nao pertencem a classe dos codigos estabilizadores, que nao foram discutidos
aqui. A proposta desta tese é apresentar uma classe de CCQs estabilizadores. Como os
codigos estabilizadores sao construidos a partir de codigos lineares classicos e estes possuem
duas grandes subclasses, a classe dos CBCs e a classe dos CCCs, ¢ instrutivo estudar uma
classe de CCQs estabilizadores e verificar se sua performance é superior a da classe dos

CBQs estabilizadores.

CBQs CCQs
css Shor “Encaixamento de
A A Concatenado Espagos”
A A

| /]
v v

Estabilizadores Estabilizadores

CLQOs

CCEQs

Figura 2.5: Classes conhecidas de CCEQs.

A classe preenchida por linhas transversais ¢é a classe que sera apresentada nos Capitulos
4 e 5 desta tese. Desenvolveremos o método de codificacao e de decodificacao de uma classe
de CCQs concatenados. Este método é andlogo ao utilizado para construir o cédigo de
bloco de Shor. E realmente estimulante imaginar as perspectivas de pesquisa dentro da
classe dos CCQ)s, haja visto que ainda nao se sabe nada sobre as classes mais gerais do
que a classe dos CCQs concatenados, como as andlogas convolucionais das classes CSS
(“encaixamento de espagos”) e nao-CSS.

Para uma introducao a classe de CCQs, é necessario uma revisao dos CCCs. Isto sera

feito no Capitulo 3.
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Capitulo 3

Cddigos Convolucionais Classicos

3.1 Introducao

Considere o circuito de codificagao mostrado na Figura 3.1. Este codificador consiste
de um registro de deslocamento contendo duas memorias e de dois somadores modulo-2.
A sequéncia de informagao u é deslocada da esquerda para a direita de um bit por unidade
de tempo, e duas sequéncias codificadas v(!) e v s30 geradas pelos somadores médulo-2.
Portanto, a cada unidade de tempo i, o bit de informagao corrente (primeira célula) é u;, os
bits de informagao passados sdo u;—j e u;—p (respectivamente, a segunda e terceira células)

(1) 2 (1)

;e v, 7. A primeira saida, v;

(2)

i

e as duas saidas sao v , ¢ a soma modulo-2 de u; e u;j_»,

enquanto que a segunda saida, v,”’, é a soma modulo-2 de u;, u; 1 e u;_». A sequéncia de

bits codificados é entao multiplexada e transmitida pelo canal.

Considere a sequéncia de informacagou=110100 1. Assumimos que as duas ultimas

células inicialmente contém 0Os. Entao, no instante i = 0, o bit de informagao ug =1 ¢

1 2
(1) o

codificado em dois bits vy’ =1 e v No instante i = 1, up = 1 é deslocado para

dentro da segunda célula, e o bit 0 que havia nesta célula é deslocado para dentro da

(1)

terceira célula. O bit de informacao corrente u; = 1 gera dois bits codificados v{’ =1 e
ng) =0. No instante i =2, u; =1 ¢é deslocado para dentro da segunda célula, e ug =1 ¢

deslocado para dentro da terceira célula. O bit de informagao corrente up, = 0 gera dois
(1) (2)

bits codificados v, ' =1 e v, = 0. Continuando com este processo, a sequéncia codificada

inteira ¢ v=1110100001 11 1101 11. Note que os tltimos dois pares de bits codificados

77
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v

v

Figura 3.1: Um codificador convolucional.

sao obtidos através do deslocamento de Os apos ug, nos instantes i =7 e i = 8.

Em geral, no instante de tempo i, um bloco de informacao com k bits é deslocado
para dentro do codificador e um bloco de n bits é gerado na saida do codificador. A taxa
de codificacdo é portanto R = k/n. A diferenga bésica entre a codificagdo de bloco e a
codificacao convolucional é que na codificacao de bloco, o bloco codificado no instante de
tempo i depende somente do bloco de informagcao do instante i, enquanto que na codificacao
convolucional, o bloco codificado no instante de tempo i depende nao somente do bloco de
informagao do instante i mas também de m blocos de informacao anteriores. Portanto, um
codificador convolucional requer memdria. Com este exemplo simples, estamos prontos

para estudar a codificagao convolucional com mais detalhes e formalismo.

3.2 Codificadores e Cédigos Convolucionais

A codificacao convolucional envolve meméria. Portanto, um codificador convolucional
é implementado com o uso de légica sequencial. Em um circuito sequencial linear (CSL)
[24], os sinais escolhidos de um corpo finito GF(g) (na prética, o corpo bindrio GF(2))
sao aplicados simultaneamente a todos os terminais de entrada em instantes discretos de
tempo. Este circuito consiste de uma rede de interconexoes entre um nimero finito de
componentes primitivos. Dois tipos de componentes primitivos sao considerados em codi-
ficadores convolucionais: os somadores para implementar adicao médulo-g e os e elementos

de memoria para atrasar (ou armazenar) um sinal de entrada por uma unidade de tempo.
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As varidveis de circuito béasicas de um CSL sao os terminais de entrada, os terminais de
saida e os estados (contetdos dos registros de deslocamento). Neste tipo de circuito, a
sequéncia de saida é uma funcao linear da sequéncia de entrada e dos estados, bem como

a sequéncia de entrada também é uma funcao linear da sequéncia de saida e dos estados.

Os conceitos de codificador e de coédigo convolucional estao intimamente relaciona-
dos, mas sao distintos. Na literatura existem duas interpretacoes distintas, mas comple-
mentares. Uma destas interpretacoes define o cédigo primeiro, como um subespaco C
k-dimensional de um espaco vetorial n-dimensional sobre um corpo apropriado, e entao
define o codificador como uma matriz de dimensoes k x n cujas linhas sao uma base para
o cédigo. Esta interpretacao foi concebida por Massey [44], e McEliece e Onyszchuk [46].
A outra interpretacao define o codificador como um CSL com k entradas e n saidas, e
entao define o c6digo como o conjunto de sequéncias de saida geradas pelo codificador
para todas as possiveis sequéncias de entrada. Esta interpretagao foi concebida por For-
ney em seu historico artigo sobre os fundamentos da teoria de codificacao convolucional
[34], e posteriormente seguida por Piret [52], e Johannesson e Wan [30]. De acordo com a
primeira interpretagao, o cédigo é o espago gerado pelas linhas do codificador. Na segunda
interpretacao, o CSL realiza um mapeamento entre um espacgo vetorial k-dimensional e
um espaco vetorial n-dimensional, cujo conjunto imagem ¢ o cédigo. Quando consideradas
em justaposicao, estas duas interpretacoes descrevem os mesmos objetos, embora em uma

ordem diferente.

O nivel de generalizacao empregado na definicao de codificadores e cédigos convolu-
cionais ¢ ditado pela estrutura dos conjuntos de sequéncias de informagao e de sequéncias
codificadas. Elementos destes conjuntos podem ser extraidos dos seguintes corpos infini-
tos: o corpo F((D)) de séries formais de Laurent em D (onde D é um operador de retardo)
sobre F, ou o corpo F(D) de fungdes racionais em D sobre F, onde F = GF(g). Também
podem ser elementos do anel F[[D]] de séries formais de poténcia em D sobre F, ou do anel
F[D] de polinomios em D sobre F. Na pratica, o corpo F é usualmente o corpo binério
GF(2). O conjunto F" de n-uplas de elementos de F também é um corpo. O corpo de
séries formais de Laurent de elementos de F" é denotado por F"((D)). Por outro lado,

o conjunto {F((D))}" de todas as n-uplas de elementos de F((D)) é também um corpo.
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Aqui, adotamos a convengao de que {F((D))}" = F"((D)).

Considere que a sequéncia de informacao de k-uplas no instante de tempo i seja
u; = (ul(]),ul(z), ceey ul(k)). A sequencia de informacao de k-uplas pode ser representada como
u(D) =Y wD', comecando em algum instante de tempo arbitrario. As entradas sdo zero
para i <r. A sequéncia u é um elemento de F¥((D)). Similarmente, considere que a sequén-
cia codificada de n-uplas no instante de tempo i seja v; = (vgl),vl@, . ,vl(n)). A sequéncia
codificada de n-uplas pode ser representada como v(D) = Y5 v;D'. A sequéncia v é um
elemento de F"((D)). Por outro lado, se as sequéncias de informacao e de codificagao sao
consideradas separadamente, as k sequéncias de informacgao sao uld i=1,... k, e podem

2. ,u(k)). Similarmente, as n sequéncias codi-

ser representadas como o vetor u = (u(l),u(
ficadas séo v\/), i=1,...,n, e podem ser representadas como o vetor v= (v{!) v(?) _  y()),

Finalmente, u(D) = (u)(D),...,u® (D)), e v(D) = (v\V(D),...,v(D)).

Defini¢ao 5. Um cddigo convolucional C (n, k) sobre um corpo finito F é um subespago

k-dimensional de um espago n-dimensional {F((D))}".

Definicao 6. Um codificador é um codificador convolucional k X n sobre F se o mapea-
mento F*((D)) — F"((D)) realizado pelo codificador puder ser representado por v(D) =
u(D)G(D), onde G(D) € uma matriz k x n de posto k com entradas extraidas no subcon-

junto F[D] de F((D)).

E comum chamar G(D) de codificador. O codificador da Definicio 6 tem taxa de
codificagdo R = k/n. A Definigdo 6 foi proposta por Piret [52], que definiu um cédigo
convolucional como o espago linha-F((D)) do codificador G(D). As defini¢oes de Piret sdo
essencialmente as mesmas de Forney [34].

Outra definicao que sera muito 1util para a correcao de erros quanticos por codigos
convolucionais € a de codigo convolucional dual.

Um subespaco V de um espaco vetorial W tem associado a si um espaco dual V. Um
vetor em V é ortogonal a todo vetor em V+. Além disso, se dim(V) é a dimensdo de V
como um espago vetorial, entdao dim(V)+dim(V+) = dim(W). Portanto, associado a um

cédigo convolucional C, existe um cédigo dual C*.

Definigdo 7. Seja C um cddigo convolucional (n, k). Entdo, seu cédigo dual C+ é um
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subespaco (n — k)-dimensional de {F((D))}", consistindo de todas as sequéncias v*(D)

ortogonais a todas as sequéncias codificadas v(D) € C.

O cédigo dual ¢+ é um cédigo convolucional (n, n—k). Este cédigo é gerado por
qualquer codificador H de taxa (n—k)/n tal que GH” =0. A matriz H é chamada de
matriz verificacio de paridade do c¢ddigo C ou de matriz geradora do cédigo dual C*.

Forney [35] chamou a transposta da matriz verificagao de paridade de decodificador de

sindromes:

Definicao 8. O circuito sequencial linear com n entradas e n—k saidas, cuja matriz fun¢ao
de transferéncia ¢ H' (D), é chamado de decodificador de sindromes, e tem a propriedade

de satisfazer v(D)HT (D) = 0 se, e somente se, v(D) € C.

Isto é, quando as n saidas de um codificador G(D) estao diretamente conectadas com
as n entradas do correspondente decodificador de sindromes H” (D), as n— k saidas do
decodificador de sindromes sao zero para todo instante de tempo.

Seja r(D) a sequéncia recebida quando a palavra-cédigo v(D) é transmitida através do
canal. A sequéncia r(D) € {F((D))}" pode ser diferente da palavra-cédigo transmitida

v(D) pois o canal pode introduzir erros. Seja e(D) a sequéncia de erros. Entao,

r(D) =v(D)+e(D). (3.1)

O decodificador de sindromes H” (D) é 1til na geracdo da sequéncia de sindromes

correspondente a sequéncia recebida r(D).

Definigao 9. O vetor de sindromes s(D) € definido como

Substituindo (3.1) em (3.2), temos que

s(D) = v(D)H' (D) +e(D)H' (D). (3.3)

Mas, v(D)HT (D) =0, e portanto

s=eH’. (3.4)
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Portanto, a sindrome depende somente dos erros introduzidos pelo canal e nao depende
da palavra-codigo transmitida. Vimos no Capitulo 2 que esta propriedade é de fundamental

importancia para a correcao de erros quanticos.

3.3 Representacoes de Codificadores Convolucionais

3.3.1 Representacao Discreta

Um codificador convolucional de taxa k/n é representado por nk sequéncias de geradores
ggj) = ( 1(10)7&(11)7 .. ,gl(jn)l) parai=1,....,ke j=1,...,n. A operagao de codificacao convolu-
cional, como o préprio nome indica, é a convolucao discreta da sequéncia de informacao

com as sequéncias de geradores, e é expressa como

k .
v =Y ul g, (3.5)
i=1
para j=1,...,n, onde % é a operacdao de convolucao. Assim, cada uma das n sequéncias
codificadas v\/) = (v(()j),vgj),véj),...), para j = 1,...,n pode depender de cada uma das
k sequéncias de informacio ul) = ( g),ugl),ug),...), para i = 1,...,k. As sequéncias de

geradores definem a natureza desta dependéncia. A sequéncia de gerador composta para

a i-ésima entrada do codificador é definida como

1 2 n 1 n 1 n
gi = (gl(7())7gl(7())7"'7g£())7g£])7" '7g§71)7' "7gl(7n)17""g£ )) (36)
Para k =1, a sequéncia de gerador composta é simplesmente
1) (2 1 1
g:( 5))7g(())7"‘7g(()n)7g§ )7"'Jggn)J"'?g’(”'l)?"‘?g’S{:))' (3'7>

Um codificador com parametros n, k, e m é chamado de um codificador (n, k, m).
Por exemplo, para o codificador convolucional (2, 1, 2) da Figura 3.1, a operagao de

codificacao pode ser escrita com as seguintes equagoes:

(1)

Vi = Ut

VEZ) = ur+u_ +th72, (38)
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onde definimos uy =u_; =0.
A convolugao discreta (3.5) pode ser mais compactamente expressa como uma mul-
tiplicacao de matrizes. As k sequéncias de informacao podem ser escritas como a se-

(2 (k) (1) (k)

quéncia de informacao composta u= (o, uy,...) = (uy ", Uy ..., Uy U} ... U} ,...),onde

(1) (k))

w = (u; ',...,u; ') é o bloco de informagado no instante de tempo ¢. Similarmente, a se-

quéncia codificada composta (ou palavra-cédigo) que é obtida a partir das n sequéncias
codificadas é v = (vg,vy,...) = (v(()l),v(()z),...,v(()n),vgl),...,vgn),...), onde v, = (vl(l),...,vt(n))
é o bloco codificado no instante de tempo t. Agora, a codificacao convolucional pode ser

escrita como

v=uG. (3.9)

Aqui, a matriz G é uma matriz geradora semi-infinita da forma

[ Gy G G, - G,
Go G, - G, 1 G
G- 0 ™ mot P : (3.10)
GO Gm72 Gmfl Gm

onde os espacos em branco indicam zeros, e

851) 81, 81
nm 2 ()
G = | %20 5 S0 | (3.11)
2 (n)
| 8k 8k k1

A matriz geradora G é uma matriz semi-infinita pois a sequéncia de informacao pode
ser infinita.

(1) ,(2)

Para um codificador (2, 1,m), temos G; = [gl1 g,"’], e a matriz geradora ¢é

M, 1 2 1) (2) (1) ,2)

80 80 &1 & 8 "8 8m’ 8m
G- (1,2 1,0 m @ 0@ | (3.12)

80 80 &1 & o 818 mi1 8m 8m
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Exemplo 1. A matriz geradora semi-infinita G para o codificador (2, 1, 2) da Figura 3.1

é:

11 01 11
11 01 11
G= 11 01 11 (3.13)
11 01 11

e a sequéncia gerada pela sequéncia de informacaou=1101001 € obtida pela sequinte

multiplicagao matricial:

11 01 11

11 01 11
11 01 11
(1101001) 11 01 11 (3.14)
11 01 11
11 01 11
11 01 11

a qual produz v=1110100001 11 1101 11. Note que esta sequéncia € a mesma que foi

obtida na secao 3.1.

No exemplo 1, uma sequéncia de informacao u de comprimento N = 7 bits foi codificada
em uma palavra-codigo v de comprimento M = 18 bits. Os ultimos quatro bits na palavra-
codigo correspondem a m = 2 zeros que sao usados para retornar ao estado inicial do
codificador. A primeira linha de G é a sequéncia de gerador composta g=110111. A
segunda linha ¢ obtida através do deslocamento da primeira linha de duas posig¢oes para
a direita. A terceira linha é obtida através do deslocamento da segunda linha de duas
posicoes para a direita. E assim sucessivamente.

Em geral, ao usarmos um codificador (n, k, m), uma sequéncia de informagao com
N blocos de comprimento (isto é, com kN bits) é codificada em uma palavra-cédigo com
comprimento M = (N +m) blocos, ou seja, com n(N +m) bits, onde os ultimos nm bits

sao gerados por m blocos de informacgao com todos os bits Os anexados a sequéncia de



3.3. Representacoes de Codificadores Convolucionais 85

informagao. Portanto, a matriz geradora G é uma matriz com kN linhas e n(m-+N) colunas.
A cada unidade de tempo, um conjunto sucessivo de k linhas é deslocado para a direita de n
posicoes. Portanto, a matriz geradora captura o deslocamento da sequéncia de informacao

na operacgao de convolucao implementada com o uso de registros de deslocamento.

3.3.2 Representacao Polinomial

As sequéncias de geradores gi(j), com i =1,....,k e j=1,...,n sao finitas e podem
ser representadas como polinémios de grau finito em um operador de retardo D (também
chamado de transformada-D). Os polinémios geradores para um codificador (n, k, m) sdo
g/(D) =g +g/ D+ gD parai=1,... ke j=1,...n.

As sequéncias de entrada e saida do codificador podem ser escritas com o uso do
operador D como u) (D) = u(()i) + u(li)D—l— ug)D2 +...ev(D)= v(()j) + v(lj)D+ véj)D2 +...,
respectivamente. Como a convolucao no dominio temporal é equivalente a multiplicacao

no dominio das transformadas, a operacao de codificacao pode ser escrita como

V(D) = ¥ ul (D) (D), (3.15)
i=1

No dominio das transformadas, um codificador (n, k, m) pode ser representado por

uma matriz G de dimensoes k x n, chamada de matriz geradora polinomial dada por

_ 5 ;
g'(0) g’D) - & (D)
(1) (2) (n)
D D) ... D
G(D) = ) ( ) & ( ) ) ( ) ' (3.16)
1 2
|5/ 0) g7D) - g D)
Aqui, cada entrada gl(j ) (D) é um polinémio. Os polindmios geradores gl(j ) (D) para um
dado i e para todo j=1,...,n capturam a influéncia do i-ésimo registro de deslocamento

sobre todas as n saidas.
Em termos da matriz geradora polinomial, a operacao de codificagao pode ser escrita

CcOo1mo

v(D) = u(D)G(D). (3.17)
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O vetor u(D) tem k componentes u')(D), para i = 1,...,k. Similarmente, o vetor v(D)

tem n componentes v\/)(D), para j=1,...,n.

3.3.3 Parametros de Codificadores Convolucionais

Alguns parametros do codificador convolucional sao importantes para o estudo da ca-
pacidade de correcao de erros. A seguir, apresentamos algumas defini¢coes de comprimento

de um codificador (n, k, m) que serdo 1teis nas préximas segoes e capitulos.

Definicao 10. O comprimento do i-ésimo registro de deslocamento é

vi = max [grau(g\’ (D))]. (3.18)

1<j<n

Definicao 11. O comprimento de restricao total é

k
v=1) vi (3.19)
i=1
Definicao 12. A ordem da memoria do codificador é

m = max V;. (3.20)
1<i<k

Definicao 13. O comprimento de restricao de saida €
ng =n(m+1). (3.21)
Definicao 14. O comprimento de restricao de entrada é
K=v+k. (3.22)

O comprimento de restricao total é o nimero total de memorias do codificador. A
ordem da meméria do codificador é o grau maximo de um polindémio gerador do codificador.
Para um codificador (n, 1, m), temos k=1 e v=v; =m. O comprimento de restrigao de
saida é igual ao numero de bits da palavra-cédigo afetados por um tnico bit de informacao.
O comprimento de restricao de entrada é igual ao nimero de bits de informagao que afetam
qualquer saida, K =v+k. O comprimento de restricao é um importante parametro para

a determinacao da capacidade de correcao de erros de um CCC.
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Exemplo 2. Os polinomios geradores do codificador (2, 1, 2) da Figura 3.1 sdo g)(D) =
1+D? ¢ g?(D)=1+D+D% Logo, a matriz geradora ¢ G(D) = [g)(D), g?(D)] =
[14D?, 1+D+ D?. Este codificador tem v =2. Cada bit de informacdo afeta trés blocos

de bits de saida e portanto ng =6. A ordem de memoria é m=v=2 e K=v+k=3.

3.3.4 Representacoes Graficas

Um melhor entendimento da operacao de codificagdo convolucional pode ser obtido
com representacoes graficas. Nesta secao descrevemos duas representacoes graficas que

sao uteis para o estudo de CCCs.

Diagrama de Estados

Um codificador convolucional é um CSL e é implementado com o uso de registros
de deslocamento. O conteido dos registros de deslocamento é chamado de estado do
codificador. O estado de um codificador (n, k, m), no instante de tempo i, e com uma

sequéncia de informacao u, é dado por

l~_17l/ti_2,...,l/tl-_vl, i_l,...,Lti_V2,...7l/ll~_1,...7Ltl~_vk

( (n (1) ORE) (2) (k) (k) ). (3.23)

O préximo bloco de informagao w1 pode alterar o estado do codificador. Todos os
possiveis estados do codificador e as entradas que causam as transicoes entre estes estados
podem ser compactamente representados pelo diagrama de estados. A Figura 3.2 mostra
o diagrama de estados para o codificador (2, 1, 2) da Figura 3.1. Cada elipse é um estado.
Usaremos a convencao em todos os diagramas de estado de que o bit mais recente é o
menos significativo no estado. Assim, o estado deste codificador no instante de tempo
i ¢ formado pelos bits contidos na segunda e na primeira células e o estado no instante
de tempo i — 1 é formado pelos bits contidos na terceira e na segunda células. Os arcos
representam as transicoes de estados causadas por uma entrada. Cada bit que entra no
codificador produz uma saida (dois bits neste caso), a qual depende do bit de entrada e dos
bits armazenados na memdria (ou seja, do estado do codificador). Os arcos do diagrama

de estados estao acompanhados dos bits de saida e o bit que entra no codificador em cada

transicao estd indicado através de uma legenda.
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entradas

0

———1

Figura 3.2: Diagrama de estados para o CCC (2, 1, 2).

A operacao de codificacao corresponde a uma sequéncia de transicoes de estados,
comecando por um estado conhecido. Em geral, existem 2% transicoes saindo de cada
estado, correspondendo a sequéncia de informacao u; de comprimento k. Para uma dada
sequéncia de informacao, a correspondente sequéncia codificada é obtida percorrendo-se
o diagrama de estados a comecar pelo estado todo nulo. A escolha do estado todo nulo
como o estado inicial é equivalente a inicializar o codificador com todos os elementos de
memoéria dos registros de deslocamento preenchidos por zeros. Observe pelo diagrama de
estados da Figura 3.2 que a sequéncia gerada pelo codificador para a sequéncia de infor-
macaou=1101001¢é¢v=1110100001 111101 11. Esta sequéncia é a mesma que foi
obtida no Exemplo 1.

Diagrama de Trelica

Uma outra representagao muito comum para o codificador convolucional é o diagrama
de trelica. O diagrama de treliga para o codificador (2, 1, 2) da Figura 3.1 é mostrado na
Figura 3.3. Existem quatro possiveis estados. Assume-se que o estado inicial é o estado
todo nulo a =00. Apdés m =2 unidades de tempo, a trelica expande-se para incluir todos os
quatro estados. Duas transi¢oes saem de cada estado; as linhas continuas e tracejadas da
trelica correspondem, respectivamente, a entrada dos bits 0 e 1 no codificador. Cada linha
é acompanhada pelos correspondentes bits de saida. Os ultimos m estagios da trelica sao

para o retorno ao estado inicial @ = 00 e, portanto, correspondem a entrada de m blocos de
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Estado

Figura 3.3: Diagrama de treliga para o CCC (2, 1, 2).

bits zeros. Cada palavra-cédigo ¢ um caminho que comega no estado a = 00 no instante

de tempo t =0 e termina no estado a = 00.

3.3.5 CCCs Equivalentes

Um codigo convolucional pode ser gerado por muitos codificadores. Portanto, uma
nocao de equivaléncia de codificadores pode ser introduzida. Diz-se que dois codificadores
convolucionais sao equivalentes se eles geram o mesmo codigo. A questao Obvia é: en-
tre todos os codificadores equivalentes, qual deve ser escolhido para gerar um cédigo 7
Como veremos nos préximos capitulos, a resposta para esta questao é importante para a

construcao de cédigos quanticos de menor complexidade.

Exemplo 3. Vamos construir um codificador equivalente ao codificador da Figura 3.1 com
taxa 2/4 e com o mesmo niumero total de memdrias (duas). A opgdo trivial € utilizarmos
a mesma matriz geradora discreta semi-infinita (3.13). Esta matriz, quando associada a

um codificador (4,2,1) pode ser escrita como:
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1101 1100
0011 0111
1101 1100
0011 O111
G= : (3.24)
1101 1100
0011 0111
ou na forma de matriz geradora polinomial,
1+D 1+D O 1
G(D) = . (3.25)

0 D 1+D 1+D

v @

N
\V

T4A
'
<

v

VAA
U

a@

N
U

Figura 3.4: Codificador para o CCC (4, 2, 1).

Podemos construir o CSL deste codificador a partir de qualquer uma destas duas
matrizes. Veja a Figura 3.4. Obviamente, o diagrama de estados para este codificador
(4, 2, 1) também é o equivalente trivial do diagrama de estados da Figura 3.2. Veja a

Figura 3.5.



3.4. Distancia Livre 91

entradas

00

01

O ]

Figura 3.5: Diagrama de estados para o CCC (4, 2, 1).

Também podemos obter cédigos convolucionais equivalentes a partir de codificadores
nao triviais, ou seja, a partir de codificadores com diferentes matrizes geradoras. Como
veremos no Capitulo 5, esta possibilidade podera ser til para a construcao de bons CCQs

concatenados.

3.4 Distancia Livre

E interessante considerar a distancia entre quaisquer duas palavras-cédigo em um CCC.
Costello [31, 32] definiu uma medida de distancia chamada de distancia livre. Sejam u e
/ d A . . ~ / ’ . /
u’ duas sequéncias de informagao, e v e V' as palavras-cédigo correspondentes a u e u’,

respectivamente. Cabe entao a definigao:

Definicao 15. A distancia livre de um codigo convolucional €

dfree = min{dy(v,V):u#u'}
= min{wg(v) :u# 0}
= min{wy(uG) :u#0}. (3.26)

Portanto, a distancia livre é a distancia de Hamming minima entre quaisquer duas
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palavras-cédigo distintas. Por causa da linearidade dos codigos convolucionais, a distancia
livre é também o menor peso da palavra-cédigo nao-nula. Em um diagrama de estados ou
de trelica, o caminho de dfre ¢ 0 caminho nao nulo de menor peso de Hamming saindo
do estado a = 00 e retornando ao estado a = 00. Na maioria dos casos, o caminho de d e
também é o caminho nao nulo mais curto saindo do estado a = 00 e retornando ao estado

a =00, mas ha excecoes.

Exemplo 4. Através do diagrama de estados da Figura 3.2 ou do diagrama de trelica
da Figura 3.3, pode-se facilmente verificar que a distancia livre do codigo gerado pelo
codificador da Figura 3.1 € dfree = 5. O caminho de dyy. € constituido de trés transicoes
de estados, a saber: a =00 — b =01 — ¢ =10 — a = 00, referentes a palavra-codigo

110111 e a sequéncia de informac¢ao u = 100.

Diz-se que um cédigo convolucional tem distancia livre otima (DLO) se sua distancia
livre é igual ou superior a qualquer outro cédigo convolucional de mesma taxa e mesmo
comprimento de restricao de saida.

A partir da definicao de distancia livre, cabe também uma definicao para a capacidade

méaxima de correcao de erros destes codigos:

Definicao 16. A mdzima capacidade de correg¢do de errostfre. de um codigo convolucional
é
dfree -1

tfree = LTJ (327>

Obviamente, os cédigos gerados por codificadores equivalentes possuem o mesmo d fre,
e, consequentemente, a mesma capacidade de correcao.

O parametro tf., ¢ usado para analizar o desempenho de algoritmos de decodificacao
baseados no principio de maxima verossimilhanca, como o algoritmo de Viterbi e o algo-

ritmo de decodificagao por sindromes.

3.4.1 Limitantes da Distancia Livre

Um conhecido limitante inferior para a distancia livre dfp. ¢ o limitante de Gilbert

[33], dado por:
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diree _
Zree > g-1(1-R), (3.28)

na
onde R=k/n é a taxa de codificagao, ng =n(m+1) é o comprimento de restri¢ao de saida,

e H(x) é a fungao de entropia para o alfabeto binario, dada por:

H(x) = —xlogyx — (1 —x)log(1 —x), 0>x> 1. (3.29)

Heller [28] encontrou um limitante superior para a distancia livre dfy, dos cédigos

convolucionais de taxa 1/n:

do < mi n 2/
fr“—r}lgl?tizj—l

v+l (3.30)

3.5 Classes de CCCs

3.5.1 Codificadores Catastroficos e Nao Catastroficos

Massey [43] denominou os codificadores que geram uma palavra-cédigo de peso finito
para uma sequéncia de informacao de peso infinito de codificadores catastroficos. Nestes
casos, existe uma probabilidade nao nula de que quando esta palavra-codigo ¢ transmitida
através de um canal ruidoso, um nimero finito de erros introduzidos pelo canal possa
trocar todos os digitos codificados nao nulos por zeros, fazendo com que o decodificador
gere uma saida toda nula no receptor. Portanto, um ntmero finito de erros de canal pode
causar um numero infinito de erros de decodificacao. Esta situagao, claramente indesejavel,
é conhecida como propagacdo catastréfica de erros.

Massey e Sain propuseram um teorema para determinar se um codificador é ou nao
catastrofico [45]. Segundo este teorema, para evitar a propagagao catastroéfica de erros os

codificadores de taxa 1/n devem satisfazer a condicao:

mde gU)(D),j:l,z,...,n] _1, (3.31)

onde mdc é o maximo divisor comum. Discutiremos o caso de um codificador mais geral,

de taxa k/n, na se¢do mais adiante onde introduziremos o teorema do fator invariante.
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O diagrama de estados de um codificador catastréfico tem a seguinte propriedade:

Propriedade 1. Um codificador € catastrofico se, e somente se, seu diagrama de estados

tem um ciclo de peso zero que nao seja a auto-malha em torno do estado todo nulo.

Exemplo 5. Para o codificador (2, 1, 2) com polinémios geradores gV)(D) =1+D e
g (D) =1+D?, temos mde [gV)(D),g? (D)] = 14D, e portanto o codificador é catastro-
fico.

Considere a sequéncia de informag¢aow(D) =1/(1+D), isto é, a sequénciau=111....
Neste caso, as sequéncias codificadas sio v»V) =u(D)g)(D) =1 e v?) =u(D)g® (D) =1+
D. Isto corresponde a sequéncia codificada v=11010000.... Se erros de canal afetarem
o0s trés bits nao nulos, a sequéncia recebida serar=000000.... Neste caso, o decodificador
ird produzir a sequéncia toda nula como estimativa da sequéncia de informagdao original,
resultando portanto em um numero infinito de erros de decodificacao. O diagrama de
estados € mostrado na Figura 3.6. Observe que existe uma auto-malha de peso zero em

torno do estado 11.

Figura 3.6: Diagrama de estados para o CCC (2, 1, 2) catastrdfico.

3.5.2 Codificadores e Cdédigos Puncionados

Um c6digo convolucional de taxa R =k’ /n’ pode ser gerado por muitos codificadores de
taxa R =k/n, onde k > k' e n > n’. Nesta subse¢ao descreveremos um processo conhecido

como puncionamento que nos permite gerar cddigos de diferentes taxas através do uso de
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um tunico codificador. Um cédigo puncionado é obtido através do apagamento periddico
(ou puncionamento) de digitos das sequéncias codificadas. O puncionamento tem o efeito
de reduzir o nimero de digitos codificados correspondentes aos digitos de informagcao, ou
seja, tem o efeito de aumentar a taxa do cédigo. Portanto, um codificador de taxa baixa
pode ser usado para gerar muitos codigos de taxa alta através da selecao apropriada do
padrao de puncionamento (também conhecido como mapa de apagamento ou padrao de
perfuragao). O codificador de taxa baixa é chamado de codificador original, enquanto que
o codificador de taxa alta obtido apds o puncionamento é o codificador puncionado. Se
um codificador original de taxa 1/n é puncionado através do apagamento de alguns dos
nP bits codificados correspondentes a P bits de informagao, entao P é chamado de periodo

de puncionamento. Isto ficard mais claro com o exemplo a seguir.

Exemplo 6. Considere que os bits codificados gerados pelo codificador (2, 1, 2) com
matriz geradora G = [1 +D?, 1+ D+ D?] sejam agrupados em blocos de quatro bits. Cada
um destes blocos corresponde a dois bits de informacgao. Se deletarmos um bit (digamos,
o terceiro) de cada bloco de quatro, ficaremos com trés bits correspondendo a dois bits de

informagao. Ou seja, estaremos gerando um codificador puncionado de taza R=2/3.

Figura 3.7: Ag¢ao de Puncionamento sobre o terceiro bit e com P = 2.

A acdo de puncionamento pode ser melhor descrita através de um diagrama de trelica.
A Figura 3.7 mostra os quatro estdgios iniciais da trelica do codificador original com
0s bits puncionados (representado pela letra “X”) e os dois primeiros estagios da trelica

do correspondente codificador puncionado. A trelica do codificador puncionado € obtida
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através da “fusio” (dois a dois) dos quatro estdgios da trelica do codificador original, com
a remocao dos bits puncionados.

A matriz geradora discreta semi-infinita do codificador puncionado R =2/3 pode ser
obtida através do apagamento de todas as terceiras colunas dentro de cada grupo de quatro
colunas da matriz geradora (3.18). Ou seja, a matriz geradora do codificador puncionado

sera:

[ 111 110

001 011
111 110

G= . (3.32)
001 011

Repare que o numero de estados permanece inalterado. Assim, o codificador pun-

cionado € de memoria unitdria. Veja-o na Figura 3.8.

/TN v
> i
——
u®
e —
||— T v®
S >
I
u®
—

3)

Figura 3.8: Codificador puncionado (3, 2, 1) gerado de um codificador (2, 1, 2).

Este codigo puncionado também poderia ser obtido a partir de um codigo de taza
R =1/3 com geradores G(D) = [l +D+D?, 1+D? 1+D+ D? que tivesse o primeiro e
o sequndo bits apagados da primeira se¢ao da trelica e o terceiro bit apagado da sequnda

secao da trelica.
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O puncionamento reduz a distancia livre do codigo. Se o d e do cédigo puncionado de
uma dada taxa e comprimento de restricao for comparavel ao d .. de um cédigo ordindrio
de mesma taxa e comprimento de restricao, o puncionamento serd tutil pois poderemos
usar a estrutura de treliga do codificador original (de menor complexidade) no algoritmo

de decodificagao do coédigo puncionado.

No exemplo acima, o d e caiu de cinco para trés (palavra-codigo 001 011). No entanto,
este dfree ¢ 0 mesmo alcangado pelo melhor codificador (3, 2, 1). A vantagem do codificador
puncionado é que poderemos usar a treli¢ca do codificador original (de menor complexidade,
ja que chegam a cada estado apenas dois caminhos ao invés dos quatro caminhos da trelica

de um codificador ordindrio (3, 2, 1)) no algoritmo de decodificagao.

Como veremos no Capitulo 5, o puncionamento serd uma opc¢ao simples de construgao
de bons CCQs, podendo ser 1til tanto em termos de distancia quanto de complexi-
dade. Mas nao serd abordado em profundidade, pois desconhecemos um procedimento
sistematico de obtengao do cédigo dual puncionado a partir do cédigo original (ou de
seu dual). Um estudo mais abrangente de codificadores e cédigos puncionados pode ser

encontrado em referéncias especializadas [14, 10].

3.5.3 Codificadores de Memoria Unitaria

Lee [40] definiu uma classe de codificadores convolucionais de memoria unitéria que
tém a maior distancia livre entre todos os codificadores de mesma taxa e complexidade de

estados.

Considere um codificador de taxa ko/ng com ordem de memdria m e com equagoes de

codificacao no instante ¢t dadas por

Vy = utG() -+ ut_lGl +... +ul_me, (333)

O codificador (ng, ko, m) ¢ equivalente a um codificador (n' = mng, k' = mko, m' = 1)

com
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[ Gy G, - G4 G, 0 - 0
0 Gy - G, G, G, - 0
Gh=| I e (3.34)
0 0 - Go | | G Gy - Gy

Codificadores com ordem de memoria igual a um sao chamados de codificadores de
memdria unitdria. Lee definiu a complexidade de estado de um codificador binario (no,
ko, m) como 2k porque existem 27K estados distintos do codificador. E claro que a
complexidade dos dois codificadores equivalentes acima é a mesma. Portanto, o valor
maximo de dfr. ¢ alcancado dentro do subconjunto de codificadores convolucionais com
m = 1. Lauer [39] definiu a complexidade de estado u de um codificador de memoria
unitdria como sendo o posto de G}, a qual pode ser diferente de mky. Os codificadores
com m' =1 e u <k’ sao chamados de codificadores de memdria unitdria parcial (MUP).

Como veremos no Capitulo 5, a classe dos codificadores com memdria unitaria completa

e parcial serao muito importantes para a construgao de bons CCQs concatenados.

3.6 Decodificacao e Correcao de Erros para CCCs

We are motivated to take a closer look at dual codes than our cursory survey ... This
paper develops some initial results on the analysis of convolutional codes via their dual
codes; however, it seems that we have not exhausted the productiveness of this viewpoint,
and that it may eventually be useful in exploring the “terra incognita” of weight and distance

properties of convolutional codes.
— G. D. Forney, em [35].

O melhor, e também o mais conhecido, algoritmo de decodificacao de CCCs é o al-
goritmo de Viterbi [14, 73, 72, 36]. Dada a sequéncia recebida a saida do canal, este
algoritmo utiliza o critério de méxima verossimilhanca! para estimar a sequéncia transmi-

tida. Porém, para que um algoritmo classico possa ser aproveitado no contexto quantico

IPor este critério, o algoritmo estima a sequéncia transmitida ¥, dada a sequéncia recebida r, através
da minimizacao da probabilidade em que V e v diferem, isto é, ¥ é sequéncia mais provavel dado que r foi

recebido.
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necessitamos de um algoritmo que estime os erros do canal sem uma medida direta da
sequéncia recebida. Isto s6 é possivel se utilizarmos o conceito de sindrome de erro, da

mesma forma que foi utilizada para os CBQs no Capitulo 2.

Reed e Truong [56, 57, 58] desenvolveram um algoritmo de decodificacao por sin-
dromes (ADS) baseado no principio de méxima verossimilhanca semelhante ao algoritmo
de Viterbi. Vale a pena descrever em detalhes este algoritmo de decodificacao ja que
¢ pouco conhecido mesmo entre especialistas da area de cédigos. Dedicaremos as duas
proximas subsegoes a esta tarefa. A primeira subsegao descreve o algoritmo para o caso
simples de um codificador de taxa 1/2. A segunda subsegao descreve o algoritmo para o
caso geral de codificadores de taxa k/n. No Capitulo 4, adaptaremos este algoritmo para

a identificacao e correcao de erros em CCQs.

3.6.1 ADS para um CCC (2, 1, m)

Para um CCC (2, 1, m), a matriz geradora polinomial é uma matriz de dimensoes 1 x 2
da forma G(D) = [g")(D), g®(D)]. Para evitar a possibilidade de propagacao catastréfica
de erros é necessario que mdc[g!") (D), g® (D)) = 1.

A matriz verificacdo de paridade H(D), associada a matriz geradora G(D), é uma
matriz polinomial de dimensoes 1 x 2 sobre GF(2) em que G(D)H” (D) = 0 ¢ satisfeita.

Para um CCC (2, 1, m) nfo sistematico? com G(D), é facil de verificar que

H(D) = [g? (D), gV (D)]. (3.35)

Exemplo 7. A matriz H para o codificador (2, 1, 2) com G(D) = [1+D?* 1+ D+D?] ¢
H(D) = [14+D+D? 1+ D?. E facil de verificar que a relagio GHT =0 ¢ satisfeita. Na

forma de matriz discreta semi-infinita, esta H escreve-se como:

2Um codificador convolucional (n, k, m) é chamado de sistemdtico se vi) =ul) para j=1,... k.
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- _
10 11
11 10 11
H= . (3.36)
11 10 11
11 10 11

Portanto, pelas equagoes (3.35) e (3.4), a sindrome para um CCC (2, 1, m) é

s(D) = eV (D)g? (D) + ¢ (D)g"V (D). (3.37)

A equagao (3.37) e, mais geralmente a equagao (3.4), sdo equagoes de Diofanto lineares
sobre o espago F[D] de polinémios em D. Usando técnicas similares aquelas usadas na
teoria dos numeros (veja o Apéndice A), a solugao geral da equagao (3.37) pode ser facil-
mente encontrada. Como o mde(g(V(D),g® (D)) = 1, o algoritmo de Euclides pode ser
usado para encontrar polinémios o (D) e o (D) tais que oy (D)g® (D) + oy (D)g") (D) = 1.

Em termos de ok (D), as solugao gerais da equagao (3.37) sao:

(D) = o (D)s(D) + g (D)¥(D)
(3.38)
el?(D) = 0a(D)s(D) — g (D)t(D),

onde t(D) é um polinémio arbitrério em F[D).

Para um CCC (2, 1, m), uma possivel sequéncia de erro e(D) tem a forma e(D) =
[e()(D),e®(D)], onde eV (D) e e (D) sio polinémios de grau finito sobre GF(2). O
peso de Hamming de e(D) é escrito como Wyle(D)] = Wy[e!")(D)] + Wy[e® (D)], onde
Wyle)(D)] e Wy[e® (D)] sao, respectivamente, os nimeros de coeficientes niio nulos de
el)(D) e e (D).

Estamos agora prontos para apresentar um ADS que eficientemente encontre (D), a

estimativa da sequéncia de erro.
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Implementagao do ADS para um CCC (2, 1, m) - Exemplo

Apresentamos a seguir, através de um exemplo, um algoritmo recursivo de decodificacao
por sindromes. Considere novamente o CCC nao sistemdtico (2, 1, 2) do Exemplo 7.
Vimos que para este CCC temos G(D) = [gV) (D), g (D)] =[1+D?, 1+D+D?| e H(D) =
(D), gV(D)] = [14+D+D? 1+D?. Substituindo g (D) para i = 1,2 na equacio
(3.37) temos:

s(D) =rY(D)+Dr!Y(D) + D*rV) (D) + ¥ (D) + D*r® (D). (3.39)

Finalmente, as solugoes da equacao diofantina 3.37 sao:

el (D) = Ds(D)+t(D)+D*(D)
(3.40)
e?(D) = s(D)+Ds(D)+t(D)+Dt(D)+D*t(D),

pois & (D) =D e oy(D) = 1 +D constituem uma solucio particular de oy (D)g® (D) +
oz(D)gM(D) = 1.

O CSL gerado pela matriz H” relacionando as sequéncias v(D), e(D), r(D) e s(D) ¢
apresentado na Figura 3.9. Schalkwijk e Vinck [60, 61, 62] usaram os estados deste CSL

como os estados de seu diagrama de trelica.

N
PN

Figura 3.9: Decodificador de sindromes para o CCC (2, 1, 2).
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Ja no algoritmo que vamos descrever abaixo, os estados do diagrama de trelica sao
equivalentes aos estados do registro de deslocamento necessarios nas equagoes (3.40) para
armazenar sequencialmente as versoes atrasadas de t(D). Ou seja, os estados do diagrama
de trelica sdo da forma (Dt(D), D*t(D)). A Tabela 3.1 apresenta as transicoes permitidas

entre estes estados.

Dt(D), D*t(D) | t(D)=0 | t(D)=1
a=00 a=00 | ¢c=10
b=01 a=00 | c=10
c=10 b=01 | d=11
d=11 b=01 | d=11

Tabela 3.1: Tabela de estados do registro de deslocamento para t(D).

[lustramos a aplicacao do ADS através do exemplo da Figura 3.10. Nesta figura, uma
transicao de linha sélida corresponde a entrada t(D) =0 e uma transi¢ao de linha tracejada
corresponde a entrada t(D) = 1. Vamos assumir que a sindrome seja 0 antes do estédgio 0.
Em outras palavras, isto significa dizer que assumimos que o estado inicial do decodificador
da Figura 3.9 seja o estado todo nulo. Da mesma forma, ¢ assumido que o estado inicial
do registro de deslocamento de t(D) seja (Dt(D),D*t(D)) = (0,0). Assim, no estégio 0, o
algoritmo esta no estado a = 00.

Para este exemplo, assuma que a mensagem a ser codificada tem comprimento de
apenas dois bits (mensagens de comprimento maior inviabilizariam a reprodugao da trelica
de decodificacdo nesta pagina) u(D) = (10). As sequéncias v{)(D)=(1010) e v (D) =
(1110) sao as duas componentes de v(D) = (11 01 11 00). Considere que a mensagem
recebida & saida do canal seja r(D) = (01 00 11 00). Entao r()(D)=(0010) e r® (D) =
(1010) sdo as duas componentes de r(D). Com o uso da equagao (3.39), é ficil de
verificar que a sequéncia de sindrome é s(D) =1+D?>+D> = (101100). Estes digitos
estao colocados sobre as correspondentes secoes da trelica da Figura 3.10.

O ADS é semelhante ao algoritmo de Viterbi [73, 72, 36], s6 que aqui como nao se
conhece a sequéncia recebida r(D), devemos usar as equagoes (3.40) para o célculo da

sequéncia de erro e(D). Para cada segao da treliga temos associado um par de sindromes
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s(D) 1 0 1 1 0 0

Dt(D), Bt(D)
a=00

Figura 3.10: ADS para o CCC (2, 1, 2) com s(D)=(101100).

(s(D) e Ds(D)) a ser usado nas equagoes (3.40) para as diferentes transi¢oes de estados
(Dt(D), D*t(D)) permitidas para aquela secio. Os pares [e(!)(D), e®)(D)] para diferentes
segoes de trelica e transigoes de estados, bem como a métrica (peso de Hamming) acumu-

lado em cada no da trelica, estao colocados na Figura 3.10.

A partir do estagio 3, chegam dois caminhos distintos a cada né da trelica. Deve-se
calcular a métrica acumulada de ambos os caminhos e selecionar o de menor métrica. Se
ocorrer empate das métricas, podemos selecionar qualquer um dos dois caminhos possiveis,
exatamente como é feito no algoritmo de Viterbi. Assim, continuaremos a ter apenas um
caminho chegando a cada né e, consequentemente, quatro caminhos chegando a cada esté-
gio da trelica. Este procedimento deve ser repetido até o final da trelica. Finalmente, no
ultimo estagio, devemos selecionar entre os quatro caminhos que sobreviveram, o caminho

com a menor métrica, também conhecido como caminho sobrevivente.

Note que no estagio 6 da Figura 3.10, o caminho de menor peso éa —c—d —d —b—
a — a. Os ramos deste caminho produzem &(D) = [8()(D), &2 (D)] =1, D] = [10 01 00 00]
como estimativa do vetor erro. Se subtrairmos estes vetores de r()(D) e r®) (D), teremos
(D) = [14+D?] e (D) = [1 + D+ D?] como estimativas das sequéncias codificadas.
Finalmente, usa-se o circuito sequencial linear inverso de Massey e Sain [45] com equagao

(D) = (1+D)¥)(D) 4+ DV (D) para produzir a sequéncia de informacio @(D) = (1 0)
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como uma estimativa (correta) da mensagem original.

Este exemplo sera usado no Capitulo 4 para entendermos o processo de identificacao e

correcao de erros quanticos.

3.6.2 Generalizagao: ADS para CCC (n, k, m)

O método de decodifica¢ao descrito na subsegao 3.6.1 para CCCs (2, 1, m) pode ser
generalizado para CCCs (n, k, m). Vimos que o algoritmo de decodificagdo consiste em
encontrar a solugao geral das equagdes de sindrome para o vetor polinomial de erro e(D).
Estas equacgoes de sindrome sao equacoes diofantinas lineares sobre o anel de polindmios
F|[D] com coeficientes pertencentes a um corpo finito, no caso o GF(2). O conjunto de
solugoes de Diofanto para as equagoes de sindrome constituem uma classe lateral do CCC.
O problema da decodificagao por sindromes é encontrar o vetor polinomial de menor peso
€(D) desta classe lateral e subtrai-lo do vetor polinomial recebido r(D) para produzir uma
estimativa V(D) do vetor polinomial transmitido. Para encontrar €(D) eficientemente,
desenvolveremos uma generalizacao do ADS apresentado acima. Assim como na subsegao
anterior, apresentaremos um exemplo para descrever o ADS para taxas R = k/n. FEste
exemplo sera utilizado no Capitulo 5 para a decodificagao de um CCQ concatenado de
taxa 1/9.

Alguns dos resultados exibidos a seguir nao serao demonstrados explicitamente. Uma
analise detalhada deste material requeriria a descricao de conceitos sofisticados de alge-
bra fora do escopo principal desta tese. As referéncias citadas junto ao texto devem ser

consultadas em caso de interesse por um tépico especificod.

O Teorema do Fator Invariante

Se G(D) é uma matriz k x n sobre um anel Euclidiano F[D], entdao G(D) pode ser

decomposta na forma normal de Smith*

3Para uma introducdo de conceitos bésicos de algebra, veja, por exemplo, [19].
40 teorema do fator invariante foi desenvolvido pelo matemético inglés H. J. S. Smith em meados do

século XIX.
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G(D) = A(D)T(D)B(D), (3.41)

onde A(D) é uma matriz k x k sobre F[D] com uma inversa A~!(D) com elementos em F[D];
B(D) é uma matriz n x n sobre F[D] também com uma inversa B~!(D) com elementos em

F|[D]; e I'(D) é uma matriz k x n sobre F[D] da forma:

I'(D) = [I'(D), 0], (3.42)

onde 0 é uma matriz k x (n—k) de zeros e I'1 (D) é uma matriz diagonal

['1(D) = diag [v1(D), 12(D), ..., %(D)]. (3.43)
Os elementos diagonais v;(D) (1 <i < k) da equagao (3.43) sao elementos de F[D] e
sao chamados de fatores invariantes de G(D). Os fatores invariantes sao tnicos e podem
ser calculados da seguinte forma: Seja A; o maximo divisor comum (mdc) de todos os
subdeterminantes i x i de G. Considere Ag = 1. Entao V(D) = A;j/Ai—1. Se Yi+1(D) # 0,
entao v;(D) divide Yi11(D) para i=1,2,...,k— 1.
Forney esbogou a prova deste teorema [34]. Uma demonstragdo completa e formal
deste teorema pode ser encontrada em alguns textos classicos de algebra moderna®.
Considere que a matriz geradora de um CCC tenha a forma normal de Smith da

equacao (3.41). Entao a saida do codificador pode ser expressa como

v(D) = u(D)G(D) = u(D)A(D)[(D)B(D), (3.44)

onde A(D) e B(D) tém as inversas A~1(D) e B~!(D), respectivamente, e I'(D) é a matriz
k x n definida pela equagao (3.42).

Para a operagao de codificacao da equacao (3.44) ser ttil no contexto de um sistema
de comunicacdo, é desejavel que o mapeamento de u(D) em v(D) sobre F[D] seja um
mapeamento um-a-um e reversivel. E para que isto seja verdade, deve existir uma matriz

inversa & direita G~!(D) da matriz G(D). Se G~!(D) existir, entdo

v(D)G™ (D) =u(D)G(D)G ' (D) = u(D)I; = u(D), (3.45)

5Veja, por exemplo: Secdo 10, Capitulo ITI da Referéncia [1]
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onde I é a matriz identidade k X k e u(D) é unicamente recuperavel a partir da mensagem
codificada v(D).

Massey e Sain provaram que uma inversa G~!'(D) deve ser livre de realimentacdo
(feedback free)® para evitar que CCCs déem origem & propagacdo de erros catastréficos
[45]. Um CCC com uma inversa a direita e livre de realimentacao é chamado de um
codificador bdsico G(D). Forney demonstrou em detalhes que um codificador é basico se,
e somente se, é um polindémio sobre F[D] e tem todos os seus fatores invariantes iguais a
1 [34]. Daqui em diante trataremos somente de codificadores bésicos para um CCC. Para

estes, a forma normal de Smith da matriz geradora tem a forma

G(D) = A(D)[I;,0]B(D), (3.46)

onde I; é a matriz identidade k x k. A inversa de G(D) tem a forma normal de Smith

G (D) =B 1(D)[1;,0]TA" (D). (3.47)

Forney [34, 35] deduziu uma matriz verificagao de paridade H(D) sobre F[D] para uma
matriz geradora G(D) da forma da equacio (3.46). Para verificar isto, considere B~!(D)
a inversa da matriz B(D) de dimensdes n X n na forma normal de Smith da equacao (3.46)

e seja B1(D) a matriz composta das tltimas (n — k) colunas de B~!(D). Entdo,

H(D) =Bl (D). (3.48)

Forney mostrou que a matriz B;(D) é a matriz verificagdo de paridade de G(D) da
equagao (3.46). Isto é, G(D)H (D) = 0.

Como as (n—k) linhas de H(D) sdo as (n— k) colunas da matriz inversivel B~!(D),
estas linhas devem ser linearmente independentes. Portanto, H(D), da forma definida na
equagao (3.48), tem posto (n—k) e é uma matriz verificacao de paridade valida para a
matriz geradora G(D) dada pela equacao (3.46).

A seguir, usaremos a matriz verificagao de paridade para obter a sindrome do vetor
recebido a saida do canal. Um algoritmo de decodificagao serd entao apresentado através

de um exemplo.

50u seja, as saidas do codificador ndo podem servir como entradas para o préprio codificador.
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Solugoes Gerais da Equacao de Sindromes para CCCs (n, k, m)

Vimos que a equacao geral de sindromes é

s(D) =r(D)HT (D), (3.49)

ou, em termos da sequéncia de erro,

s(D) =e(D)H' (D). (3.50)

Para encontrar a solugao geral desta equacao faremos uso do teorema do fator invari-
ante. Este teorema serd aplicado a matriz H” (D). Pelo teorema do fator invariante e um
lema devido a Forney ([34], Apéndice I), H' (D) tem a forma normal de Smith para um

codificador bésico

H = L(D)[I,_¢, 0]"Z(D), (3.51)

onde L(D) e Z(D) sao matrizes inversiveis n X n e (n—k) x (n—k), respectivamente, sobre
F(D), I, é a matriz identidade (n —k) x (n—k) e 0 denota uma matriz (n—k) x k de
ZET0S.

Para encontrarmos a solu¢do para e(D), primeiro substituimos a equagao (3.51) na

equacao (3.50). Isto produz

s(D) = e(D)L(D)[L,_, 0" Z(D). (3.52)

Apés multiplicar ambos os lados da equacao (3.52) por Z~! (D), obtemos

o(D) = s(D)Z'(D)
= [e(D)L(D)]|[L,, 0]
= e(D)Li+, 0], (3.53)

onde

o(D) =s(D)Z~' (D) = [cV(D),...,c" (D)) (3.54)
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¢ um vetor transformado de s(D) com (n— k) componentes e

g(D) = e(D)L(D) = [e!V(D),...,e"(D)] (3.55)

é um vetor transformado do vetor erro polinomial desconhecido e(D) com n componentes.
A solucdo componente-a-componente da equagao (3.53) é obtida igualando-se as com-

ponentes das equagoes

eV (D)y=c(D), 1<j<n—k (3.56)

e)(D) =tU="(D), n—k+1<j<n, (3.57)

onde t) (D) para 1 < i<k é um polinémio arbitrério no anel Euclideano F[D).
Substituindo as equagoes (3.56) e (3.57) no lado direito da equagdo (3.55) e resolvendo

para e(D) temos finalmente

e(D) = [eM(D),...,e" (D)
= [cM(D),...,c" R (D) tV(D),... t* (D)L (D) (3.58)

como a solucdo geral da equagao (3.50) em termos das n —k componentes da sindrome
transformada (D) da equagao (3.54) e k parametros polinomiais arbitrarios tU)(D) de

F[D] para 1 < j<k.

Exemplo 8. Considere a matriz geradora

G(D)=[1+D* 1+D+D* 1+D+D? (3.59)
de um CCC (3, 1, 2). Em notacao de matriz discreta semi-infinita, G(D) é escrita como:

[ 111 011 111

GD) 111 011 111 5.60)
B 111 011 111 ' '
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As Figuras 3.11 e 3.12 mostram, respectivamente, o codificador e o diagrama de estados
com esta G(D). Efcicz'l de verificar que este codificador tem dfr.e = 8 e, portanto, € capaz

de corrigir até trés erros.

/D v
yan @
€U

Figura 3.11: Codificador para o CCC (3, 1, 2).

Figura 3.12: Diagrama de estados para o CCC (3, 1, 2).

Usando o método de Forney desenvolvido acima, uma matriz verificacao de paridade

para esta G(D) é

H(D) — 1+D+D* 14+D* 0 (3.61)
1+D+D> D> 1|’ '

Ou, mais explicitamente, na forma de matriz discreta semi-infinita:



110 Capitulo 3. Cédigos Convolucionais Classicos

110
101
100 110
100 101
110 100 110
H= . (3.62)
110 100 101
110 100 110

110 100 101

A Figura 3.13 mostra o decodificador de sindromes para esta H(D).

s

J
i)
L/

Figura 3.13: Decodificador de sindromes para o CCC (3, 1, 2).

A forma normal de Smith para HT (D) ¢ dada por

H’ (D) =L(D) , (3.63)

onde a inversa de L(D) €
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D 1+D D
L (D)= 0 0 1 : (3.64)
14+D?> 1+D+D?* 1+D+D?

Substituindo a equacao (3.63) na equagdo (3.50), ficamos com a sequinte equagdo de

sindrome:

onde (D) = e)(D)L(D), para 1 <i<3.
Usando as equagoes (3.56) e (3.57), a solugdo da equagdo (3.65) para e)(D) ¢é

e(D) =sM(D), e (D) =s? (D), e3(D)=t(D), (3.66)

onde t(D) é um polinémio arbitrdrio de F[D]. Finalmente os vetores de erro e)(D) em

termos das solugoes dadas na equagdo (3.66) sao, usando a equagdo (3.64),

[eV(D), e (D), & (D)] = [s"V (D), s (D), «D)IL™!(D). (3.67)

Isto produz

e)(D) = Ds'V(D)+t(D)+D*t(D),

e (D) = s (D)+Ds"(D)+t(D)+Dt(D)+ D*t(D), (3.68)

e® (D) = Ds'V(D)+s? (D)+t(D)+Dt(D)+D*t(D)

como solugdo geral da equagdo de sindrome (3.49) para o codificador (3, 1, 2) da equagao

(3.59).

Mostraremos a seguir como usar as solugoes da equagao de sindromes para executar o

ADS.
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Implementagao do ADS para um CCC (n, k, m) - Exemplo

A decodificacao por sindromes de um CCC (n, k, m) tem como objetivo encontrar uma
estimativa de méxima verossimilhanga (EMV) (D) da sequéncia de erro dentro da classe
lateral determinada pela equagao (3.58), dentre todas as possiveis solugoes da equacao de
sindrome (3.49). A melhor forma de entender como isto se dé na pratica é através da
apresentacao de um exemplo.

Considere o CCC (3, 1, 2) com matriz geradora dada pela equacao (3.59). A saida do

codificador é:

= [u(D)+D?u(D), u(D) + Du(D) + D*u(D), u(D) +Du(D) + D*u(D)].  (3.69)

Assuma que a sequéncia de entrada seja u(D) = [1 1] (sequéncias de informagao mais
longas inviabilizariam a reproduc¢do de um exemplo em uma folha deste tamanho).

Entdo, da equacdo (3.69), concluimos que v{V(D) =[1111], v D) =[1001] e
v3)(D) =1[100 1] sdo as trés componentes da sequéncia transmitida. Considere que as

correspondentes trés sequéncias recebidas sejam:

r'(D)=[1110],

r?((Dy=[0101], (3.70)

r®(D)=[1001].

Agora, substitua a matriz verificagdo de paridade da equacao (3.61) na equagao (3.49)

para obter
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sV(D) = (1+D+D*r"(D)+(1+D*)r'? (D),
(3.71)
s?() = (1+D+D*rV(D)+D*r?(D)+r® (D),

como as sindrome do cédigo. Um calculo das sindromes da equagao (3.71) em termos
da sequéncia recebida [r") (D), r? (D), r®)(D)] da equacio (3.70) produz as sequéncias de

sindromes

sV(Dy=[111011],
(3.72)
s?(D)=1[001011],

para este exemplo. Dadas as sequéncias de sindromes da equagao (3.72), é necessario agora
resolver a equagao de sindrome (3.50) da sequéncia de erro e(D).

As solugbes gerais explicitas da equagao de sindrome (3.50) para as componentes de
e(D) foram encontradas na equacao (3.68). O problema agora é encontrar, a partir da
equagao (3.68) e das sequéncias de sindromes dadas pela equagoes (3.72), a EMV &(D) de
e(D) = [e!") (D), e®)(D), e®)(D)].

Da mesma forma que foi feito para um CCC (2, 1, m), €(D) é encontrado iterativamente
com a ajuda de um diagrama de trelica. Neste exemplo, os estados do diagrama de trelica
sao equivalentes aos estados do registro de deslocamento necessarios na equagao (3.68)
para armazenar sequencialmente as versdes atrasadas Dt(D) e D*t(D) da funcdo arbitraria
t(D) em F. A tabela de estados do registro de deslocamento para t(D) é a mesma tabela
apresentada na subsegao 3.6.1 (Tabela 3.1) para um CCC (2, 1, m), ja que a ordem de
memoria do codificador é a mesma, m = 2.

A Figura 3.14 apresenta o diagrama de trelica para o nosso exemplo.

O procedimento deste ADS é semelhante ao que foi desenvolvido para o caso de um
CCC (2, 1, m). Os digitos das sequéncias de sindromes s(V)(D) e s?)(D) computados

na equacao (3.72) estao colocados sobre as correspondentes segoes da treliga. Os vetores
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s(D) 1 1 1 0 1 1
s?(D) 0 0 1 0 1 1
Dt(D), Bt(D)
2=00 [010] 1 [101]13 [100] 4 3 [011]5 [100] 6
& ¢
\
\
\
b=01
c=10
d=11
estagio 0 1 2 3 4 5 6

Figura 3.14: ADS para o CCC (3,1, 2) com s()(D)=(111011) es®(D)=(001011).

e (D), e (D), e®)(D)] sdo computados em cada ramo da trelica a partir da equacio
(3.68), usando as sindromes s (D) e s()(D) e os valores de t(D), Dt(D) e D*t(D), para o
ramo considerado. Além disso, cada no é classificado com o peso de Hamming acumulado
pelo caminho que chega a esse né (ou seja, com a métrica acumulada). No estdgio 6,
o caminho de menor peso no diagrama de trelica é a —a—c—d —d —d—b. Os
ramos deste caminho produzem &(D) = [&()(D), é?(D), &3 (D)] = [0001, 1100, 0000] =
[D3, 14D, 0] como a estimativa do vetor erro e(D). Subtraindo estas estimativas de erro

das componentes de r na equacio (3.70), temos
YW(y=1111],
@ ()y=[1001], (3.73)
¥3y=[1001].

A forma normal de Smith do CCC (3, 1, 2) com G(D) dado pela equagao (3.59) é
G(D) =[100]B(D), onde
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1+D 1+D+D?* 1+D+D?
1+D2 D? : (3.74)
1

Portanto, a estimativa @i(D) da mensagem em termos da estimativa da palavra trans-

mitida ¥(D) é ¥(D) = @(D)G(D) = &(D)[1 00|B(D). Resolvendo esta relagao para @(D):

(D) = ¥(D)G YD) =%D)B(D)[1, 0,07

14D 1+D+D?* 1+D+D? 1
X D 1+ D? 1+D? 0
0 0 1 0
= (1+D)¥Y(D)+D¥? (D). (3.75)

Uma substituicio das estimativas de ¥(1)(D) e ¥?)(D) dadas em (3.73) na equacio
(3.75) produz finalmente @(D) = (1 1) como a estimativa (correta) da mensagem original.

No exemplo acima, o ADS produziu a mensagem original. No entanto, se o nimero de
erros exceder o valor permitido pelo d ., poderao existir dois ou mais caminhos com o
mesmo peso minimo. Neste caso, o ADS falha.

Finalmente, estamos agora em condigoes de apresentar alguns procedimentos para a

geracao e a decodificagao de CCQs.
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Parte 11

Cddigos Convolucionais Quanticos

(CCQs)
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Capitulo 4

Construcao de um CCQ

We have learned that it is possible to fight entanglement with entanglement.
— John Preskill.

Neste capitulo construiremos um CCQ concatenado de taxa R =k/n = 1/4 ¢ meméria
m =3, denotado por [n, k, m|=[4, 1, 3], capaz de corrigir um erro quantico geral. Fare-
mos uso do formalismo estabilizador para a descrigao do subespago do cédigo quantico e
adaptaremos o algoritmo clédssico de decodificacao por sindromes (ADS) para o contexto
quantico, preservando a otimalidade da estimativa de erros segundo o critério de méaxima
verossimilhanca.

Em 1998 e 1999, Chau [7, 8] propos a construcao de CCQs a partir de CBQs e de
CCCs de forma a permitir a codificacao de sequéncias de registros quanticos com um
desempenho melhor e uma complexidade menor do que o oferecido pelos CBQs conhecidos
na época. Sua analise, no entanto, nao apresentou um procedimento sistemético claro de
codificagao e de decodificagao. J& em 2003 e 2004, Ollivier e Tillich [50, 49] apresentaram
os fundamentos de uma teoria para CCQs e deram um exemplo de CCQ com taxa 1/5. No
entanto, estes trabalhos também nao apresentaram métodos sistematicos de construcao e
outros exemplos concretos de CCQs.

Em termos de complexidade, os CCQs tém pelo menos duas grandes vantagens em
relacao aos CBQs: a complexidade de codificacao cresce exponencialmente, porém com

um expoente menor, e a complexidade do algoritmo de decodificagao cresce linearmente,

119
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porém com uma inclinacao menor, com o numero de qubits de informacgao para todos os
canais sem memoria. Além disso, bons CCQs costumam ter capacidade de corre¢ao maior

do que os melhores CBQs para uma mesma taxa de transmissao.

O CCQ [4,1, 3] que proporemos seré construido a partir da concatenagao de dois CCCs,
a saber, um (2, 1, 2) e um (4, 2, 1), gerados a partir de uma mesma matriz geradora. A
técnica de construgao é semelhante a utilizada por Shor para a construgao de seu codigo
de bloco de nove qubits. Mais precisamente, construiremos dois CCQs especificos (C; e
(, capazes de corrigir um erro de fase Z e de bit X, respectivamente, para um mesmo
conjunto de registros quanticos. A seguir, faremos a concatenagao destes dois cddigos:
primeiro usaremos () para codificar o estado quantico de informacao e entao usaremos
para codificar o estado quantico resultante da codificagao por ;. Veremos que o cédigo C
resultante desta concatenagao serd capaz de corrigir um erro quantico geral com geradores
Z e X para o mesmo conjunto de registros quanticos protegido por C; e (. Até o ano de
2003, este era o codigo quantico com a taxa mais alta capaz de corrigir um erro quantico
geral. Posteriormente, como serd visto no Capitulo 5, conseguimos construir CCQs com

taxas ainda mais altas e com maior capacidade de correcao.

Antes de iniciarmos a construcao de um CCQ, introduziremos algumas observagoes

referentes a notagao que sera utilizada para o estudo de CCQs.

Por se tratar de uma introdugao aos CCQs, nao faremos uso da notagao polinomial para
as operacoes de codificacao, do formalismo estabilizador e da decodificacao. A notacao
polinomial serad citada apenas quando fizermos uso de CCCs. Apesar de mais concisa e
elegante, a notagao polinomial no dominio quantico é demasiadamente complexa para uma
primeira andlise de CCQs. A notagdo de matriz discreta semi-infinita é a mais simples
para os CCQs que iremos estudar ao longo desta tese. Como vimos no Capitulo 3, ambas
as notacoes sao equivalentes e o uso de uma nao traz qualquer perda de informagao em

relacao a outra.

A sequéncia de informacgao quantica que desejamos proteger é, a principio, composta
por infinitos registros quanticos. Suponha que cada registro quantico seja um qubit e que,
portanto, tenha dois estados-base ortogonais, |0) e |1). Entao, a base de um estado quan-

tico geral constituido de (possivelmente) infinitos registros quanticos pode ser escolhida
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como {|w)} = {|uo,u,...,um,...)}, para u, € {0,1}. Além disso, definimos u,, = 0 para

m < 0. Todas as adigoes dentro dos kets serao modulo-2.

4.1 Um CCQ para o Canal Bit Flip

Considere que fagamos uso do CCC (2, 1, 2) com matriz geradora polinomial G(D) =
[14D?, 1+ D+ D?] na operacio de codificacdo dos bits contidos dentro de cada um dos
kets da base de uma sequéncia de registros quanticos que deve ser protegida da acao
dos erros de um canal bit flip. Desta operacao de codificagao classica, podemos obter a

correspondente operacao de codificacao quantica:

too oo
®\u,> r—>®|ut+u,,2, U+ w1 +ur2), (4.1)
=0 =0

onde u_1=u_,=0.

Na pratica, estamos sempre interessados em codificar uma sequéncia finita de qubits.
Isto implica que ao final de cada sequéncia de bits dentro dos kets da base sejam acres-
centados mais dois bits Os para serem codificados. Esta condigao garantira que tenhamos
sempre palavras-cédigo classicas validas dentro dos kets e, consequentemente, garantira
que tenhamos sempre uma palavra-codigo quantica valida.

Este CCQ herda todas as propriedades do CCC associado. Ou seja, é um CCQ [2, 1, 2]
nao-catastréficol, capaz de garantir a correcao de até dois erros bit flip X em quaisquer dois
qubits da palavra-cédigo?. Por causa da natureza convolucional da operacao de codificacao,
algumas palavras-codigo quanticas com mais de dois erros X também podem ser corrigidas.

Nao discutiremos ao longo desta tese, para nenhum dos canais, o codificador quantico
de um CCQ), ou seja, a “méaquina quantica” que realiza as operacgoes de codificacao con-
volucional quantica. A construgao de um circuito sequencial linear (CSL) quantico estd

fora do escopo desta tese.

LOu seja, o CCC associado ndo gera palavras-cédigo de peso finito para nenhuma sequéncia de bits de

informacao de peso infinito.
2A capacidade de correcao deste CCQ serd limitada pelo dree (cinco) do CCC associado, pois este nao

gera nenhuma palavra-cédigo valida nao-nula com peso menor do que o dfree, independente de quantos

bits dentro dos kets da base do estado quantico de informacao codifiquemos.



122 Capitulo 4. Construcao de um CCQ

4.1.1 Formalismo Estabilizador

Vimos no Capitulo 3 que a matriz discreta semi-infinita associada a matriz polinomial

G(D) = [1+D?, 1+ D+ D?] tem a seguinte forma:

[ 11 01 11

11 01 11
11 01 11
G-= (4.2)
11 01 11
11 01 11
Vimos também que a matriz verificacio de paridade associada a G(D) = [gV), g@] =

[1+D% 1+D+D? é HD) = [g?, gV)] = [1 + D+D?, 1+D?, que na notacio de matriz

discreta semi-infinita tem a seguinte forma:

[ 11

10 11
11 10 11
H= (4.3)
11 10 11
11 10 11

As linhas desta matriz permitem-nos escrever os geradores do grupo estabilizador Sy do
CCQ [2, 1, 2] descrito pela operacao de codificacao (4.1). Estes geradores sao mostrados
na Tabela 4.1.

Todos os geradores da Tabela 4.1 comutam e sao independentes entre si. Portanto, o
subespago do c6digo (isto é, o maior subespago comum dos geradores com autovalor +1)
é nao-trivial. E facil de verificar que qualquer M; do conjunto de geradores da Tabela
4.1 satisfaz a relagao M;|y) = |y), onde |y) é a palavra-cédigo gerada pela operacao de
codificagao (4.1).

Como, a principio, o CCQ serd usado para codificar uma sequéncia infinita de qubits

de informacao, o nimero de geradores do grupo estabilizador serd também infinito. Na
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My|\z 2z I I I I I I I I I 1
M|z I 2 2 I I I I I I I 1
M, |\7Z 2 2 I Z Z I I I I 1 1
My |1 I Z Z Z I Z Z 1 I 1 1
My |1 I I I Z Z Z I Z Z 1 1
M. |1 I I I I I I [ I I I I Z Z

Tabela 4.1: Geradores do CCQ [2, 1, 2] descrito pela operagao de codificacao (4.1).

pratica, estamos sempre interessados em codificar um ntmero finito de qubits de infor-
magao. Isto transforma o CCQ em um CBQ gerado através de uma operagao de con-
volugao. Portanto, na pratica, devemos somente considerar um niimero finito de geradores.

Para uma sequéncia de informagao com N qubits, precisamos considerar somente 2(N +
2) — N = N +4 geradores para descrever o subespaco do cédigo (o niumero de geradores
deste codigo serd sempre a diferenca entre o comprimento do cédigo e o niimero de qubits
de informagao). Isto ficard mais claro com os exemplos que serao apresentados para N = 1
e N=2.

Outro importante ponto a considerar quando estudamos cédigos estabilizadores é a
habilidade de manipular informacao codificada através de operacoes légicas. Queremos
encontrar o operador de Pauli l6gico X correspondente a cada um dos qubits de informacao
(os qubits l6gicos). Vimos no Capitulo 2 que estes operadores devem satisfazer as seguintes

relacoes:

X; € N(Sx)/Sx
(4.4)
Vi#j, [Xi, Xj]=0,
onde N(Sx) é o normalizador de Sx. A primeira destas relagoes impoe que os operadores
de Pauli deixem o subespago do codigo globalmente invariante, mas tenham uma agao nao
trivial sobre seus elementos, enquanto que a segunda condigao assegura que a manipulacao

do qubit i nao afeta os outros qubits.
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As linhas da matriz geradora (4.2) podem ser usadas para determinar as operagoes
l6gicas X;, ja que estas devem ser independentes dos geradores do estabilizador e comutar

com cada um deles. Estes operadores estao dispostos na Tabela 4.2.

Xi|x x 1 x x x I 1 I I I 1
X, |1 1 X X I X X X I I I 1
Xs |1 1 I I X X I X X X I 1

Xo| I I 1T 1 I I I I X X I X X X

Tabela 4.2: Operagoes légicas do CCQ [2, 1, 2] descrito pela operacao de codificagao (4.1).

Como o CCC (2, 1, 2) para uma sequéncia de informagao de comprimento N é uma
sequéncia de comprimento 2(N +2), podemos afirmar para o correspondente CCQ [2, 1,
2] que uma transformagao unitéria sobre N qubits ldgicos sera implementada através de

uma transformagao unitaria sobre os 2(N +2) qubits fisicos.

4.1.2 Identificagcao e Correcao de Erros

A cada instante de tempo cada um dos dois qubits gerados do CCQ [2, 1, 2] acima é
passado através de uma cépia idéntica de um canal bit flip sem memoria. Nosso problema
agora ¢ detectar e corrigir os erros que eventualmente possam ter ocorrido na palavra-
c6digo durante a transmissao pelo canal. Uma 6tima solucao é adaptar o ADS classico ao
contexto quantico.

Com a medida da palavra-cédigo recebida a saida do canal quantico pelo conjunto de
observaveis da Tabela 4.1 é possivel determinar qual erro eventualmente ocorreu sobre
a palavra-cédigo original. Os resultados destas medidas sao um conjunto de autovalores
{0y}, que podem assumir os valores +1 ou —1, j& que sdao autovalores de operadores
constituidos de produtos tensoriais de matrizes de Pauli. E facil de verificar que existe,
para cada instante de tempo ¢, um homomorfismo entre as sindromes cléssicas s, = {0,1} e

os autovalores oy = {+1,—1} estabelecido pela relacao s, = (1—0oy)/2 (=0, 1,2, ...). Esta
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relagdo permite que as solugoes da equagao de sindromes (3.40) para o CCC com matriz

geradora G(D) = [1 +D?, 1~|—D~|—D2] possam ser adaptadas para o dominio quantico como:

el")(D) = Ds(D)+t(D)+D*(D)
(4.5)
e?(D) = s(D)+Ds(D)+t(D)+Dt(D)+D*t(D),

onde:

_1—0(,() 1—o04y 1—o0p
2 2 2

s(D) D*+... (4.6)

Os valores de t(D), Dt(D) e D*t(D) ao longo das transicoes de tempo podem ser obtidos
através da Tabela 3.1. Definimos que o estado inicial é (Dt(D),D?*t(D)) = (0,0) e que
s(D) =0 (ou = +1) antes do estagio 0. O ADS entao seleciona o caminho no diagrama
de treliga com o menor peso de Hamming, exatamente como foi feito classicamente (veja

a subsegao 3.6.1).

4.1.3 Exemplos: N=1e N=2

A seguir, apresentamos o CCQ descrito pela operacao de codificacao (4.1) para uma
sequéncia de informagao composta de um e de dois registros quanticos. Os cddigos para

sequéncias de informacao mais longas podem ser obtidos de maneira similar.

Exemplo 9. Suponha que desejamos codificar apenas um registro quantico. O estado do
sistema quantico a ser codificado €, portanto, o estado de um unico qubit, |y) = a|0) +b|1).
A operacao de codificacao quantica € realizada através da codificacao do bit dentro de cada

um dos kets da base pelo CCC com matriz geradora dada por:

G=|11 o1 11| (4.7)

Assim, temos a sequinte operac¢ao de codificacdo quantica:
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|0) — |00 00 00)
(4.8)
[1z) — [1101 11)

Considerando que o estado incial a|0) +Db|1) tenha sido perfeitamente codificado, pode-
mos garantir a correcao de até dois erros X em quaisquer dos seis qubits das palavras-
codigo.

Suponha que desejamos detectar e corrigir erros X que eventualmente possam ter ocor-

rido durante a transmissao da palavra-cédigo (4.8). A matriz verificagio de paridade

correspondente a matriz geradora (4.7) é:

[ 11

10 11
H= |11 10 11 |. (4.9)
11 10

11
As linhas desta matriz fornecem-nos os geradores do estabilizador do CCQ. Veja a

Tabela 4.3.

My |\zZ Z I I I 1
My\Z I Z Z 1 1
M, | Z Z Z I Z Z
Mz |1 I Z Z Z 1
My I I I I Z Z
X|X X I X X X

Tabela 4.3: Geradores e operagao légica do CCQ [2, 1, 2] descrito pela operagao de codi-
ficagao (4.1) para um qubit.

E facil de verificar que cada um dos geradores M; da Tabela 4.3 satisfaz a relagao
M |\y) = |v), onde |y) € palavra-cédigo (4.8). Na Tabela 4.3 também é apresentada a

operacio légica do cédigo, X. Note que, de fato, as sequintes relagoes sio satisfeitas:
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X[0) = |Iz)
(4.10)
X[1z) = |0z)

Usaremos os cinco observaveis da Tabela 4.3 para realizar medidas da palavra-codigo
recebida a saida do canal. Os resultados destas medidas permitem-nos detectar sem am-
biguidade qualquer grupo de até dois erros X que possa ter ocorrido sobre os seis qubits
da palavra-codigo original. Por exemplo, suponha que o resultado das medidas dos cinco
observdveis seja dado pelo conjunto de autovalores (—1,—1,+1,—1,+1). O resultado da

aplicacao do ADS para este conjunto de autovalores € mostrado na Figura 4.1.

- 1 - 1 +1 — 1 +1

estdgio i = O 1 2 3 4 5

Figura 4.1: ADS para o conjunto de autovalores (—1, —1, +1, —1, +1). O caminho

selecionado pelo algoritmo é: a —a —a—c— b — a.

Note que no estagio 5 da Figura 4.1, o caminho de menor peso € o caminho a —
a—a—c—b—a. Osramos deste caminho produzem €= [01 10 00] como estimativa

da sequéncia de erro. Isto significa que a palavra-codigo recebida a saida do canal foi
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al01 10 00) + 5|10 11 11). Para corrigirmos os dois erros, basta aplicarmos os operadores

X, e X3 sobre esta palavra-codigo.

Exemplo 10. Suponha agora que desejamos codificar dois registros quanticos. O estado do
sistema quantico €, portanto, o estado de dois qubits, |W) = a1az|00) +a;bz|01) +bjaz|10) +
b1by|11). A operacdio de codificacio quantica € realizada através da codifica¢io dos dois
bits contidos dentro de cada um dos quatro kets da base pelo CCC com matriz geradora

dada por:

11 01 11
G= . (4.11)
11 01 11

Assim, temos:

100..) — |00 00 00 00)

012) — [00 1101 11)
(4.12)
110.) — |11 01 11 00)

I11,) — [1110 10 11)

Considerando novamente que o estado inicial tenha sido perfeitamente codificado, pode-

mos garantir a correcao de até dois erros X em quaisquer dos oito qubits da palavra-codigo.

Suponha que desejamos detectar e corrigir erros X que eventualmente possam ter ocor-
rido durante a transmissao da palavra-cédigo (4.12). Sendo a matriz geradora do CCC

associado ao CCQ a matriz (4.11), a correspondente matriz verificagao de paridade é:
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11

10 11
11 10 11
H= . (4.13)
11 10 11
11 10

11

As linhas desta matriz fornecem-nos os geradores do estabilizador do CCQ. Veja a

Tabela 4.4.

Mylz z 1 1 1 I 1 1
Miylz I Z Z I I I 1
My|Z Z Z I Z Z I 1
My|1 I Z Z Z I Z Z
My| 1 I I I Z Z Z 1
Ms|1 I I I I I Z Z
XX X I X X X I I
X I I X X I X I I

Tabela 4.4: Geradores e operagoes logicas do CCQ [2, 1, 2] descrito pela operacao de
codificagao (4.1) para dois qubits.

E fdcil de wverificar que cada um dos geradores M, da Tabela 4.4 satisfaz a relagao
M |\y) = |v), onde |y) € palavra-cédigo (4.12). Nesta tabela também sao apresentadas
as operagoes logicas do codigo, X1 e X». Note que, de fato, as sequintes relagoes sdio

satisfeitas:
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)_(1|00L> = ’10L> ) )_(2|OOL> = |01L>

Y1|01L>:’11L> ) Y2‘01L>:|00L>
(4.14)
71|IOL> = ’00L> ) Y2‘10L> = |11L>

)_(1|11L> = |01L> ) YZ|11L> = |10L>

Usaremos os seis observdveis da Tabela 4.4 para realizar medidas da palavra-codigo
recebida a saida do canal. Os resultados destas medidas permitem-nos detectar sem am-
biguidade qualquer grupo de até dois erros X que possa ter ocorrido sobre os oito qubits
da palavra-codigo original. Por exemplo, suponha que o resultado das medidas dos seis
observdveis seja dado pelo conjunto de autovalores (—1,+1,—1,—1,+1,4+1). O resultado

da aplicacdo do ADS para este conjunto de autovalores ¢ mostrado na Figura 4.2.

1 +1 1 1 +1 +1

Dt(D),t(D)
a=00

c=10

d=11

estdgio i=

Figura 4.2: ADS para o conjunto de autovalores (—1, +1, —1, —1, +1, +1). O caminho

selecionado pelo algoritmo é: a - ¢c—d —d —b—a— a.

Note que no estdgio 6, o caminho de menor peso é o caminho a —c—d —d — b —
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a —a. Os ramos deste caminho produzem € = [10 01 00 00] como estimativa do vetor
erro. Isto significa que a palavra-cédigo recebida a saida do canal foi ajay|10 01 00 00) +
a1by|10 1001 11) +b1az|01 00 11 00) + b1 55|01 11 10 11). Para corrigirmos os dois erros,

basta aplicarmos os operadores X1 e X4 sobre esta palavra-cddigo.

Podemos continuar com este procedimento sistematico para codificar quantos qubits
desejarmos. Se quisermos codificar N qubits, teremos 2V sequéncias com N bits de infor-
macdo a serem codificados pelo CCC (2, 1, 2). Portanto, cada uma das 2V palavras-cédigo

da base serda um estado com 2(N +2) qubits.

4.2 Um CCQ para o Canal Phase Flip

Vimos no Capitulo 2, durante a discussao do cédigo de Shor, que existe um meio facil
de tratar o canal phase flip como um canal bit flip. Suponha que ao invés de trabalharmos
com a base computacional {|0),|1)} para o qubit, trabalhemos com a base conjugada
{4) = (|0) + 1)) /v2,|=) = (|0) — |1))/+/2}. Com respeito a esta base, o operador Z leva
o estado |+) ao estado |—) e vice-versa, isto é, este operador atua como se fosse um
operador bit flip com respeito aos simbolos + e —. Assim, todas as operagoes necessarias
— codificacao, deteccao e a correcao de erros — podem ser executadas exatamente como
no canal bit flip, mas com respeito a base {|+),|—)}, ao invés da base {|0),|1)}. Usando
este mesmo procedimento para os CCQs, a operagao de codificagao (4.1) descrita para um

canal bit flip pode ser escrita para um canal phase flip na base {|0),|1)} como:

R ) — @ {§<IO> (=D 1)) (]0)+ <—1><"f+"f—1+"f-2>|1>>}7 (415)
t=0 t=0

onde u_; =u_p =0. Ou, mais explicitamente, como?:

3Chamaremos a operacio (4.15) de forma compacta (a palavra-cédigo sempre pode ser escrita como
um produto tensorial de blocos como estes) e a operagio (4.16) de forma explicita. Ambas as formas sao
equivalentes, mas para um CCQ de canal quantico com erro geral, a forma compacta serd a mais util
para o entendimento da operacao de decodificagao e a forma explicita a mais util para o entendimento da

operagao de geragao.
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oo o (1 (LD
® ) — ® {5 Z (_1)(Mz+ul—2)pt+(uf+ut—l+ur—2)ql"p[’ %)}- (4.16)
t=0 (

t=0 Pt:%):(Q 0)

Evidentemente, este CCQ também esta associado ao CCC com matriz geradora G(D) =
[1+D? 14+ D+D?. Portanto, é um CCQ [2, 1, 2] nio-catastréfico, capaz de garantir
a correcao de qualquer grupo de até dois erros Z sobre a palavra-cédigo quantica (4.16).
Algumas palavras-codigo quanticas com mais de dois erros Z também podem ser corrigidas.

No CCQ para o canal bit flip, a natureza convolucional estava explicita nos bits pre-
sentes dentro dos kets do codigo. No CCQ para o canal phase flip, a natureza convolucional

aparece de forma sutil na distribuicao de sinais em frente aos kets do codigo.

4.2.1 Formalismo Estabilizador

Apresentamos acima um CCQ para o canal phase flip construido a partir da mesma
matriz geradora utilizada na construcao de um CCQ para o canal bit flip. Por esta razao,
o CCQ para o canal phase flip também estd associado a mesma matriz verificacao de
paridade do CCQ para o canal bit flip. Isto nos permite utilizar as linhas da matriz
verificagao de paridade (4.3) para escrever os geradores do grupo estabilizador Sz do CCQ

para o canal phase flip. Estes geradores estao dispostos na Tabela 4.5.

My |\ X X I I I I I I I I I 1
My |\X I X X I I I I I I I 1
M | X X X I X X I I I I I 1
Mz | I I X X X I X X I I I 1
My I I I I X X X I X X I 1
Mo \1 [ I I I I I I [ I I I X X.

Tabela 4.5: Geradores do CCQ [2, 1, 2] descrito pela operagao de codifica¢ao (4.16).

E facil de verificar que todos os geradores comutam e sao independentes entre si.
Qualquer M; do conjunto de geradores satisfaz a relacao M;|y) = |y), onde |y) é a palavra-

codigo gerada pela operacao de codificagao (4.16). Na prética, estamos sempre interessados
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em codificar um ntmero finito de qubits de informagao e neste caso o nimero de geradores
do grupo estabilizador é um numero finito. Da mesma forma que o CCQ para o canal
bit flip, para uma sequéncia de informacao com N qubits, precisamos considerar somente
2(N+2) —N = N +4 geradores para descrever o subespago do c6digo.

Se desejarmos manipular o codigo através de operacoes logicas, devemos encontrar o
operador de Pauli Z correspondente a cada um dos qubits légicos. Vimos no Capitulo 2

que estes operadores devem satisfazer as seguintes relagoes:

Zi c N(Sz)/SZ
(4.17)
v l%]a [Zia Zj] :Oa

onde N(Sz) é o normalizador de Sz. A primeira destas condi¢oes impoe que os operadores
de Pauli deixem o subespago do codigo globalmente invariante, mas tenham uma agao nao
trivial sobre seus elementos, enquanto que a segunda condicao assegura que a manipu-
lacao do qubit i nao afeta os outros qubits. Novamente, podemos usar as linhas da matriz
geradora (4.2) para determinar as operagoes légicas Z;, ji que estas devem ser indepen-
dentes dos geradores do estabilizador e comutar com cada um deles. Estes operadores

estao dispostos na Tabela 4.6.

Zilz z 1 7z 2z 2z I I I I I 1
Zo I 1 z Z 1 Z Z Z I I 1 1
Zs I 1 I 1 zZ Z I Z Z Z I 1

Zo|I I I I I I I 1 Z Z 1 Z Z Z.

Tabela 4.6: Operagoes l6gicas do CCQ [2, 1, 2] descrito pela operacao de codificacao (4.16).

Da mesma forma que o CCQ para o canal bit flip, uma transformacao unitaria sobre
N qubits ldgicos serd implementada através de uma transformagao unitdria sobre 2(N +2)

qubits fisicos.
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4.2.2 lIdentificagao e Correcao de Erros

Como a matriz verificagao de paridade do CCQ para o canal phase flip é exatamente a
mesma do CCQ para o canal bit flip, as solugbes (4.5) da equagao de sindromes continuam
vélidas para, com o uso do ADS, identificar possiveis erros Z sobre a palavra-codigo (4.16).
O procedimento de identificacao de erros Z através do ADS é analogo ao que foi apresentado
na secao 4.1.2 para a identificacao de erros X. Isto ficara mais claro com os exemplos a

seguir.

4.2.3 Exemplos: N=1eN=2

A seguir, apresentamos o CCQ descrito pela operacao de codifica¢do (4.16) para uma
sequéncia de informacgao composta de um e de dois registros quanticos. Os cédigos para

sequéncias de informacao mais longas podem ser obtidos de maneira similar.

Exemplo 11. Suponha que desejamos codificar apenas um registro quantico. De acordo
com a opera¢ao de codificagao (4.16), o CCQ pode ser convenientemente escrito na base

{l+):[=)} como:

0L) = [++ ++ ++)

(4.18)
1) = = 4= =)
Ou, na base {|0),]1)},
1
o) = {000 + 1100 + 11)(10) + 1)
() -+ 11)(10) +[1))(0) + 1)
(4.19)

[12) — 24 (100 = [1))([0) = [1))(|0) + 1))

1
8
(10) = [1)(10) = 11))(|0) — |1>)}
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Ou seja, cada estado da base foi codificado em uma superposicao de sessenta e quatro
estados, cada um contendo seis qubits. Considerando que o estado inicial a|0) +b|1) tenha
sido perfeitamente codificado, podemos garantir a corregcao de até dois erros Z em quaisquer
dos seis qubits da palavra-codigo. Dito de outra forma, este codigo € capaz de corrigir dois
erros de sinal em quaisquer dos seis blocos acima.

Suponha que desejamos detectar e corrigir erros Z que eventualmente possam ter ocor-
rido durante a transmissio da palavra-codigo (4.19). As linhas da matriz (4.9) fornecem-

nos os geradores do grupo estabilizador. FEstes geradores sao apresentados na Tabela 4.7.

My X X I I I 1
My X I X X I 1
M X X X I X X
Mz | I I X X X |1
My | I I I I X X
Z\|\z z I Z Z Z

Tabela 4.7: Geradores e operagao légica do CCQ [2, 1, 2] descrito pela operagao de codi-
ficagao (4.16) para um qubit.

E facil de verificar que cada um dos geradores M; da Tabela 4.7 satisfaz a relagdo
M;|y) = |y), onde |y) € palavra-cédigo (4.19). Nesta tabela também é apresentada a

operacao ldgica do cédigo, Z. Note que, de fato, as sequintes relacoes sao satisfeitas:

Z|0g) = |0p)
(4.20)
Z|ly) = —|lp)

Usaremos os cinco observaveis da Tabela 4.7 para realizar medidas da palavra-codigo
recebida a saida do canal. Os resultados destas medidas nos permitem detectar sem am-

biguidade qualquer grupo de até dois erros Z que possa ter ocorrido nos seis qubits da

palavra-codigo original.
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Por exemplo, suponha que o resultado da medida dos cinco observdveis seja novamente
dado pelo conjunto de autovalores (—1,—1,+1,—1,41), visto no Exemplo 9. O resultado
da aplicacao do ADS para este conjunto de autovalores foi mostrado na Figura 4.1. Vimos
que o vetor erro detectado pelo ADS foie=(011000). Isto significa, para o CCQ de canal

phase flip, que a palavra-codigo recebida foi:

ou) = {000 + 1100 = Im)(@0) = 1)

uw+u»ww~wmm+u»}
(4.21)

[12) — 24 (100 = [1)([0) + [1))(|0) — 1))

1
8
(0) = 11)(9) - [D)(0) ~ 1)
Para corrigirmos os erros de sinal no sequndo e terceiro blocos, basta aplicarmos os
operadores Zy e Z3 sobre esta palavra-codigo. Como o processo de corre¢ao € andlogo

ao do Exemplo 9, algumas palavras-codigo com mais de dois erros Z também podem ser

corrigidas.

Exemplo 12. Suponha agora que desejamos codificar dois registros quanticos. De acordo

com a operacao de codifica¢io (4.16), o CCQ pode ser convenientemente escrito como:

002) — [++ ++ ++ ++)

012) = [++ == +— —-)
(4.22)

100) === += == +4)

112 === =+ =+ =)

Ou, na base {|0),|1)},
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002) — 1—16{(|0> +11))(10) + [1))(10) + [1))(10) + |1))

(10) + [1))([0) + [1))(10) + [1))(|0) + 1))

01z) — 1—16 (10) + [1))(10) 4 [1))([0) — [1))(|0) — [1))
(10) + [1)(10) = [1))([0) — [1))(|0) — [1))
(4.23)
10) — 1—16 (10) = [1))(10) = [1))([0) + [1))(|0) — [1))

(10) = [1))([0) = [1))(10) + [1))(|0) + |1>)}

112 = 16 (100 = 1)00) = 11)(0) - 1D)10) +11)

(10) = 11))(10) + [1))(10) = 1))(10) — |1>)}

Ou seja, cada estado da base foi codificado em uma superposicao de duzentos e cin-
quenta e seis estados, cada um com oito qubits. Considerando que o estado inicial |y) =
a1a2|00) +a1b3|01) +b1az|10) +b1by|11) tenha sido perfeitamente codificado, pode-se garan-
tir a correcao de até dois erros Z em quaisquer dos oito qubits da palavra-codigo. Dito
de outra forma, este codigo € capaz de corrigir dois erros de sinal em quaisquer dos oito

blocos acima.

Suponha que desejamos detectar e corrigir erros Z que eventualmente possam ter ocor-
rido durante a transmissao da palavra-cédigo (4.23). As linhas da matriz (4.13) fornecem-

nos os geradores do estabilizador. Estes geradores estao dispostos na Tabela 4.8.

E fdcil de wverificar que cada um dos geradores M; da Tabela 4.8 satisfaz a relagao
M:|y) = |v), onde |y) € palavra-cddigo (4.23). Nesta tabela também sao apresentadas
as operacoes légicas do cddigo, Z1 e Zp. Note que, de fato, as sequintes relagoes sdio

satisfeitas:
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Zl |00L> = |OOL> ) Zz|00L> = |OOL>
21 |01L> = |01L> ) ZZ|01L> = _|01L>
(4.24)
ZI|IOL> = —‘1OL> ) ZZ|01L> = _|01L>
Zl|11L>:_‘11L> ) 72|11L>:_|11L>
My | X X I I I I I 1
M| X I X X I I I 1
M | X X X I X X I 1
M| I I X X X I X X
My I I I I X X X |1
Ms | I I I I I I X X
Zi\\z z 1 z zZ 7Z I 1
Z |1 I Z Z 1 Z Z Z

Tabela 4.8: Geradores e operagoes logicas do CCQ [2, 1, 2] descrito pela operacao de
codificacao (4.16) para dois qubits.

Usaremos os seis observdveis da Tabela 4.8 para realizar medidas da palavra-codigo
recebida a saida do canal. Os resultados destas medidas nos permitem detectar sem am-
biguidade qualquer grupo de até dois erros Z que possa ter ocorrido nos oito qubits da
palavra-codigo original.

Por exemplo, suponha que o resultado da medida dos seis observaveis seja novamente
dado pelo conjunto de autovalores (—1,+1,—1,—1,+1,+1), considerado no Exemplo 10.
O resultado da aplica¢do do ADS para este conjunto de autovalores foi mostrado na Figura
4.2. Vimos que o vetor erro detectado pelo ADS é e = (100100 00). Isto significa que a

palavra-codigo recebida foi:
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1002) — %6{(!0> = [1)(10) +11)(10) + [1))(|0) = [1))

(10) + [1))([0) + [1))(|0) + [1))(|0) + 1))

012) = <4 (10) ~ [1)(10) + [1)(10) ~ [1)(10) + 1))
(10) + 11))(10) ~ [1)(10) — [1)(10) — 1))
(4.25)
100) = 16 100+ 11)(0) = 11)(0) + 1)(10) + 1)

(10) = [1))([0) = [1))(|0) + [1))(|0) + |1))

1) — %6{ 10) + [1))(10) = [1)(10) = [1))([0) — [1))

(10) = [1))(10) +1))(10) = 11))(|0) = \1>)}

Para corrigirmos os erros de sinal no primeiro e quarto blocos, basta aplicarmos os
operadores Zy e Z4 sobre esta palavra-codigo. Como o processo de correcao é andlogo ao
do Exemplo 10, algumas palavras-codigo com mais de dois erros Z também podem ser

corrigidas.

Podemos continuar com este procedimento sistematico para codificar quantos qubits
desejarmos. Se quisermos codificar N qubits, cada uma das 2V palavras-cédigo da base

N+2)

ser, na base {|0),|1)}, uma superposicio de 22( estados, cada um com 2(N +2) qubits.

4.3 CCQ para o Canal Quantico com Erro Geral

Até o momento construimos dois cédigos quanticos, C; e (, capazes de corrigir erros
de fase Z e de bit X, respectivamente, para um mesmo conjunto de registros quanticos.
Os codigos (1 e G sao CCQs [2, 1, 2]. Para que G possa ser concatenado a (, devemos

antes construir um cédigo equivalente a G com taxa 2/4. A opcao trivial para esta tarefa
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é usar a mesma matriz geradora (4.2) usada na construcao de (;, mas agora com dois bits
entrando no codificador a cada instante de tempo e com cada um dos dois registros de
deslocamento contendo apenas uma meméria de modo que o nimero total de memoérias
permanega o mesmo de (. Assim, o codigo equivalente a ¢ com taxa 2/4 seré construido

a partir da matriz geradora (4.2) escrita na forma*:

1101 1100

0011 0111
1101 1100
0011 0111
G= . (4.26)
1101 1100
0011 0111

Desta forma, a operagao de codificagdo quantica para o coédigo & [4, 2, 1] seré:

+oo o0
R,y — @ i+ ™, u il +u? ) i P e uy, (a27)
=0 t=0

onde ut(l), u,(z) €{0,1} e u_1 =u_p =0. Esta operagao de codificacao quantica é a equiva-
lente trivial com taxa 2/4 e meméria unitaria da operagao (4.1). Por serem equivalentes,
a capacidade de corregdo do novo cédigo é a mesma, ou seja, podemos garantir com C; [4,

2, 1] a corregao de qualquer grupo com até dois erros X.

A matriz verificacao de paridade associada ao CCQ G [4, 2, 1] é a matriz (4.3) escrita

na forma:

4Veja o Exemplo 3 no Capitulo 3.
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[ 1100 ]
1011
1110 1100
0011 1011
Ho 1110 1100 (4.28)
0011 1011
1110 1100
0011 1011

Como as matrizes (4.3) e (4.28) sdo exatamente a mesma matriz, podemos usar as

solugbes (3.40) da equagdo de sindromes (3.39) para determinar a sequéncia de erros

e = (e(l), e () e(4)) da equacdo de sindromes s = eH’, onde s = (s(l), s(z)) e e=

(), e®, ¢ o).

a
V2

N

IV

N
%

(2)
VZ

N

\J

v (2)

(4)
vZ

%

Figura 4.3: Concatenacao dos codificadores (2, 1, 2) e (4, 2, 1).
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Quando fazemos a concatenagao dos CCCs (2, 1, 2) e (4, 2, 1), respectivamente, asso-
ciados aos CCQs (1 [2, 1, 2] e & [4, 2, 1], obtemos um novo CCC, de taxa 1/4. Veja o
CSL deste CCC concatenado na Figura 4.3.

input ————— 0 = ——————- 1

Figura 4.4: Diagrama de estados para o CCC concatenado (4, 1, 3).

Este codificador concatenado nao-catastréfico possui trés memorias efetivas, duas do
primeiro codificador e uma do segundo. Assim, apenas oito estados (e nao dezesseis, como
poderia sugerir o niumero total de memodrias do codificador) sao gerados por este codifi-
cador. Isto pode ser facilmente verificado através de seu diagrama de estados, apresentado
na Figura 4.4. Outra possivel representagao grafica para este codificador, equivalente a
primeira, é o diagrama de trelica da Figura 4.5.

E facil de verificar em qualquer uma destas duas representagoes graficas que sao
necessarias pelo menos quatro transicoes para sair do estado inicial 0000 e retornar ao
mesmo estado (0000 — 0111 — 1001 — 0011 — 0000). E o caminho mais curto é também
o caminho de dfr.. Ou seja, nao hd nenhum outro caminho nao nulo que saia do es-
tado inicial 0000 e retorne ao mesmo estado com peso menor do que nove (palavra-cédigo
1110 — 1000 — 1001 — 1011). Logo o dfre deste CCC é nove e, portanto, é capaz de

corrigir qualquer grupo com até quatro erros sobre a palavra-codigo.
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estado
a=0000 0000 0000 0000 0000
\
b=0001 \

c=0010

d=0011

e=0100

£=0101

g=0110

h=0111

i=1000

§=1001

k=1010

1=1011

m=1100

n=1101

0o=1110

p=1111

tempo 0

Figura 4.5: Diagrama de trelica para o CCC concatenado (4, 1, 3)

1000
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As Figuras 4.6 e 4.7 mostram os decodificadores de sindromes para os CCCs (2, 1, 2) e
(4, 2, 1). Estes dois decodificadores sdo equivalentes: o decodificador da Figura 4.6 produz

as mesmas sindromes do decodificador da Figura 4.7, embora com o dobro do tempo.

N
AN

(1) (1)
V.
5

1
(1)
&

(2)
v 5

@
2
@)
SZ

Figura 4.6: Decodificador de sindromes para o CCC (2, 1, 2).

(2)
e2
4 gD
o
v @ L@ N
3)
eZ
vy s
A 2 5>
TALA v
(3) (3) ) 4
V2 r2
(4)
e |
4 @
v2 r2

Figura 4.7: Decodificador de sindromes para o CCC (4, 2, 1).
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O CCC (4, 1, 3) pode ser usado na contrugao de um CCQ capaz de garantir a corre¢ao
de um erro quantico geral com geradores Z e X em qualquer dos qubits da palavra-cédigo

quantica. Isto porque trés condicoes sao satisfeitas:

1. O CCC (2, 1, 2), associado a (i [2, 1, 2], garante a corregao de um erro (no caso es-
tudado garante a corregao de até mesmo dois erros). Este erro classico esta associado

ao erro quantico Z;

2. O CCC (4, 2, 1), associado a & [4, 2, 1], garante a corre¢ao de um erro (no caso es-
tudado garante a corregao de até mesmo dois erros). Este erro classico esta associado

ao erro quantico X;

3. O CCC (4, 1, 3), associado & concatenacao de G [4, 2, 1] a (1 [2, 1, 2], garante a
correcao de quatro erros. Estes erros classicos estao associados aos erros quanticos

Z,X,Y (=XZ) e I, que constituem a base para um erro quantico geral.

Portanto, & [4, 2, 1] codifica o estado quantico resultante da codificagao por Cj [2,
1, 2]. O cédigo resultante desta concatenagao, C, é um CCQ com taxa 1/4. Definindo
o numero de memorias convolucionais quanticas como m =T — 1, onde T é o niimero de
transicoes de unidades de tempo necessarias para se obter uma palavra-codigo quantica
vélida®, teremos que a memoéria do CCQ concatenado é m = 3. Pode-se entao dizer que C
é um CCQ [4, 1, 3].

A operacao de codificacao do CCQ para um canal quantico com erro geral pode agora

ser convenientemente escrita na base {|0),|1)} como:

oo +oo (1,1) 1
® |ut> — ® { Z _(_1)(ut“’ut—z)l’z+(ut+ut—1+'fiz—2)‘h
2
(

t=0 t=0 \ (ps, 9:)=(0,0)
(4.29)

|Pz+Pt—1;Pt+Pt—1 +Gr—1,9: +9r-1,9: +qr—1 +pt>}a

ondeu_1=ur,=0ep_1=qg-1=0.

SEsta definicao é aniloga & definicdo cldssica de memoria.
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Houve a necessidade de se usar dois codificadores classicos concatenados porque o erro
deste canal quantico possui dois geradores, Z e X.

Como o dfre do CCC associado é exatamente nove, este CCQ nao é capaz de corrigir
nenhum erro além do erro geral, o que nos leva a concluir que a distancia quantica é tres.
Além disso, como os CCCs (2, 1, 2), (4, 2, 1) e (4, 1, 3) sdo nao-catastroficos, segue que o
CCQ [4, 1, 3] associado também ¢é um cédigo nao-catastrofico.

E importante ressaltar que se quiséssemos construir um CCQ que corrigisse apenas um
erro X ou apenas um erro Z, poderiamos ter usado um CCC mais simples, de memoria
unitaria, como por exemplo G(D) = [14D, D], que tem d ¢ =3 € que, portanto, garante ao
CCQ associado a correcao de até um erro X ou Z. Porém, este CCC quando concatenado
a um equivalente de taxa 2/4 geraria um CCC com d e < 9 €, assim, o CCQ C, associado
a concatenacgao, nao garantiria a correcao de um erro quantico geral. Para evitar esta
situacao, achamos mais prudente iniciar o estudo de CCQs concatenados com o exemplo
discutido neste capitulo. Outras situacoes serao estudadas com mais detalhes no proximo

capitulo.

4.3.1 Formalismo Estabilizador

A matriz geradora discreta semi-infinita do codificador convolucional concatenado da

Figura 4.3 tem a seguinte forma:

[ 1110 1000 1001 1011
1110 1000 1001 1011
1110 1000 1001 1011 . (4.30)
1110 1000 1001 1011

Gc

Chamemos a matriz (4.28) de Hy, e a matriz (4.3), expandida para o cédigo C (basta
tomar cada uma das linhas como um bloco de informacao a ser codificado pela matriz
(4.26)(= Gyx)), de Hz. Com as matrizes Hy e Hz podemos construir a matriz He =
Hy; Hyz|:
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[ 1100 ]
1011
1110 1100
0011 1011
1110 1100
0011 1011
1110 1100
0011 1011
1110 1100
He = 0011 1011 ' (4.31)
1110 1011
1101 0010 1011
1110 0110 0010 1011
1110 0110 0010 1011
1110 0110 0010 1011

E ficil de verificar que, quando convenientemente truncadas, temos GCHE =0. As
linhas da matriz (4.31) permitem-nos escrever os geradores do grupo estabilizador § do
CCQ [4, 1, 3] descrito pela operagao de codificagao (4.29). Usamos as linhas da matriz
Hy, para obter os geradores Z, e as linhas da matriz Hz, para obter os geradores X. Estes
geradores sao mostrados na Tabela 4.9.

Todos os geradores da Tabela 4.9 comutam e sao independentes entre si. Portanto, o
subespago do c6digo (isto é, o maior subespago comum dos geradores com autovalor +1)
é nao-trivial. E facil de verificar que qualquer M; do conjunto de geradores da Tabela
4.9 satisfaz a relagdo M;|y) = |y), onde |y) é a palavra-cédigo gerada pela operagao de
codificacao (4.29).

Como, a principio, o CCQ sera usado para codificar uma sequéncia infinita de qubits

de informacao, o nimero de geradores do grupo estabilizador sera também infinito. Na
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Mxo | Z 2 1 1 1 1 1 11111 I I 11 111 1 1 1

Mx, | Z 1 Z2 2z 1 1 1 11111 1 I 11 111 1 I I

My, |\zZ 2z z2 I z Zz I I 1 1 1 1 I I 11 1 I I I I I

Mxs | I I Z Z Z 1 Z 2z I 1 11 I 111 111 1 1 1

Mxs I I I 1 Z 2 Z 1 Z2Z 1 1 I I 11 1 1 I I I 1

Mxs | I I I I I 1 ZZZ12ZZ I I 11 I I I I I I

Mye |\ I I 1 I I I I 1 Z ZZ 1 Z zZ 11 I I I I I I

My, |1 I I 1 1 1 1111272272 7Z I ZZ I I I I 1 1

Mxg | I I I I I 1 I 1 1111 Z ZZ1 Z Z I I 1 1

Mxo | I I I I I 1 I I I 1 11 I I ZZ Z 1 Z Z I 1

Mxo |1 I I I 1 1 1 1 1 111 I I 11 11111 1 Z Z
Mzop | X X X I X I XX I 1 11 1 I I 1 I I I I

Mz, | X X I X I I X I X I XX I I I 1 1 1 I 1

Mz, | X X X I I XX I I I X I X I XX I I I 1

Mzzs I I I I X X X I I XX 1 I I X1 X I X X

Mzqs (I I I 1T I 1T 1 I XXX 1T I XX 1 I I X I

Mz | I 1T I 1T I I I I XXX 1 I XX 1 1 1 X I X I X X

Tabela 4.9: Geradores do CCQ [4,

—_

3] descrito pela operagao de codificagao (4.29).

pratica, estamos sempre interessados em codificar um ntimero finito de qubits de infor-
macao. Isto transforma o CCQ em um CBQ gerado através de uma operacao de con-

volugao. Portanto, na pratica, devemos somente considerar um numero finito de geradores.

Para uma sequéncia de informagao com N qubits, precisamos considerar somente 2(N +
2) —N = N +4 geradores X e 2(N +4) = 2N + 8 geradores Z geradores para descrever o
subespago do cédigo (o nimero total de geradores, N+4+2(N+4) = 3N + 12, serd sempre
a diferenga entre o comprimento do cédigo e o niimero de qubits de informagao). Com este
conjunto de geradores seremos capazes de garantir a identificagdo de um erro geral com
geradores Z e X que eventualmente possa ter ocorrido sobre qualquer qubit da palavra-
codigo (4.29).

Para manipularmos este codigo estabilizador através de operagoes légicas, devemos

encontrar operadores de Pauli légicos X e Z correspondentes a cada um dos qubits légicos.
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Vimos no Capitulo 2 que estes operadores devem satisfazer as seguintes relagoes:

Vi), Xi, Xj]=Zi Zj] =X, Zj] =0 (4.32)

\

onde N(S) é o normalizador de S. A primeira destas condigdes impoe que os operadores
de Pauli deixem o subespago do codigo globalmente invariante, mas tenham uma agao nao
trivial sobre seus elementos, enquanto que a segunda condi¢ao assegura que a manipulacao
do qubit i ndo afeta os outros qubits. Podemos usar as linhas da matriz geradora (4.30)
do CCC associado (4, 1, 3) para determinar as operagoes ligicas tanto de X; quanto de Z;,
ja que estas devem ser independentes dos geradores do estabilizador e comutar com cada

um deles. Estes operadores estao dispostos na Tabela 4.10.

X1\|\zzz1z1 11z 112z Z 1 2ZZ 1111 1 111
X |1 1 11 zZzz1 zZ 111 zZ 112z Z17Z I 111
Xe | I I 1 11 1 11 1 111 2z zZz1 Z 111 zZ112Z Z 1 Z Z
Zyv XXX I1x I I'I X 11X X I XXx I 111 1111
Z |11 11 XX X1 X 111 X I I X X I1XX I 111
Zo | I I 1T 11 1 I T I 111 X XX 1 X 111X 1IXX I X X

Tabela 4.10: Operagoes 16gicas do CCQ [4, 1, 3] descrito pela operacao de codificagao
(4.29).

Como o CCC (2, 1, 2) para uma sequéncia de informagao de comprimento N é uma,
sequéncia de comprimento 2(N+2) e o CCC (4, 2, 1) para um sequéncia de informagao
de comprimento 2(N 4 2) é uma sequéncia de comprimento 2(2(N +2)+2) = 4N + 12,
podemos afirmar para o CCQ [4, 1, 3] associado a concatenacao dos CCCs (2, 1, 2) e (4,

2, 1) que uma transformacao unitaria sobre N qubits ldgicos serd implementada através
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de uma transformacao unitaria sobre 4N 4+ 12 qubits fisicos. Isto ficard mais claro com os

exemplos que serao apresentados para N =1 e N =2 qubits de informacao.

4.3.2 Identificacao e Correcao de Erros

A cada instante de tempo cada um dos quatro qubits gerados pelo CCQ [4, 1, 3] é
passado através de uma cépia idéntica de um canal bit-phase flip sem memoria. Nosso
problema agora ¢é detectar e corrigir os erros de bit e de fase que eventualmente possam
ter ocorrido sobre a palavra-cédigo durante a transmissao pelo canal.

Com a medida da palavra-codigo recebida a saida do canal pelo conjunto de observaveis
da Tabela 4.9, é possivel determinar qual erro eventualmente ocorreu sobre a palavra-
cédigo original. Os resultados destas medidas sao um conjunto de 2N + 8 autovalores
{0y, } e um conjunto de N +4 autovalores {0y, }, ambos podendo assumir os valores
+1 ou —1. Usaremos os autovalores {0y, } e {0, } nas solugdes (4.5) da equacao de
sindromes para detectar, através de dois diagramas de trelica, os qubits onde eventual-
mente ocorreram erros de bit e os blocos do cédigo phase-flip associado onde eventualmente
ocorreram erros de fase. Aqui, como no codigo de Shor, os geradores X nao detectam as
posicoes dos qubits, mas sim os blocos do cédigo phase flip associado, onde eventualmente
ocorreram erros de fase.

As medidas dos geradores Z nos permitem detectar sem ambiguidade qualquer grupo
com até dois erros de bit sobre os qubits do cédigo bit-phase flip. Assim, podemos corrigir
quaisquer dois qubits com erros de bit. Ja as medidas dos geradores X nos permitem
detectar sem ambiguidade qualquer grupo com até dois erros de fase sobre os blocos do
cédigo phase flip. Porém, sé nos permite detectar sem ambiguidade apenas um erro de
fase no cédigo bit-phase flip correspondente®.

No caso do cédigo de Shor, detectado o erro de fase no bloco, é facil de verificar quais
os possiveis qubits onde ocorreu o erro de fase. No caso de um CCQ concatenado, esta

tarefa é mais complexa porque o cédigo bit-phase flip nao pode ser compactado como

6Uma simulacio computacional que considere até dois erros Z atuando sobre o cédigo bit-phase flip
nos permite mostrar que nao conseguimos associar sindromes distintas para padroes de erros com efeitos

globais distintos sobre a palavra-cédigo.
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um produto tensorial de blocos como é feito no cédigo de Shor. No caso de um CCQ
concatenado, isto s6 pode ser feito com o cdédigo phase flip associado.

Para poucos qubits de informagcao, é relativamente facil verificar para qual qubit do
codigo bit-phase flip os erros de fase nos bloco do cédigo phase flip se propagam, mas
nao é 6bvio. Para muitos qubits de informacao, sera necessario criar um algoritmo que
permita descobrir como erros de fase em blocos de um codigo phase flip se propagam para
os qubits de um cédigo bit-phase flip. De qualquer forma, o uso do ADS, aliado a um
algoritmo de verificagdo de propagacao de erros de fase (ambos de complexidade linear
com o numero de qubits), é uma solugdo muito melhor do que o uso de um algoritmo que
resolve “heuristicamente” a equacdo de sindromes s = rH’ (de complexidade quadrética
com o numero de qubits de informagao).

Podemos nos deparar com a situagao em que detectamos erros de fase em dois blocos
do cédigo phase flip se propagando para um erro de fase em um qubit do cédigo bit-phase
flip. Isto ocorre devido as caracteristicas do produto tensorial do cédigo phase flip em
questao. Esta situagao serd apresentada em um dos exemplos abaixo.

O CCQ concatenado [4, 1, 3] tem outra importante propriedade: assim como o c6digo
concatenado de Shor de nove qubits, o CCQ [4, 1, 3] é um c6digo degenerado. Ou seja,
teremos erros de fase atuando em qubits diferentes e associados a um mesmo conjunto
de autovalores (ou de sindromes) dos geradores X. Assim como no c6digo de Shor, nao é
possivel, nem necessario, distinguir tais erros. Basta fazer a correcao de qualquer um dos
possiveis qubits com aquele erro de fase para fazer a correcao do cédigo bit-phase flip.

Um erro Z atuando sobre o primeiro qubit tem o mesmo efeito global sobre a palavra-
codigo de um erro Z atuando sobre o segundo qubit, independente do tamanho da palavra-
codigo (ou seja, independente de quantos qubits codifiquemos). O mesmo vale para o
pentltimo e o ultimo qubits da palavra-codigo. Isto porque os dois primeiros e os dois
tltimos qubits da palavra-cédigo serdo sempre iguais’.

Nos exemplos a seguir para N =1 e N =2, mostraremos como detectar e corrigir o
pior dos casos: quando ocorre um erro de bit e um erro de fase sobre o mesmo qubit. As

situagoes mais simples, em que ocorrem apenas erros de bit ou apenas erros de fase, sao

"Para verificar isto, repare que os dois primeiros e os dois tltimos bits da palavra-cédigo do diagrama

de estados da Figura 3.5 sdo sempre idénticos (00 ou 11), independente de quantos bits codifiquemos.



152 Capitulo 4. Construcao de um CCQ

analogas as abordadas nas segoes anteriores e nao serao consideradas. Se somos capazes
de detectar e corrigir um erro de bit e de fase sobre um mesmo qubit para todos os qubits
do codigo bit-phase flip, podemos afirmar que somos capazes também de corrigir um erro

geral sobre qualquer qubit do cédigo bit-phase flip [63].

4.3.3 Exemplos: N=1e N=2

A seguir, apresentamos o CCQ descrito pela operacao de codificacao (4.29) para uma
sequéncia de informagao composta de um e de dois registros quanticos. Os cédigos para

sequéncias de informacao mais longas podem ser obtidos de maneira similar.

Exemplo 13. Suponha que desejamos codificar um registro quantico, ou seja, um qubit.
Nossa operacao de codifica¢io é realizada através da codifica¢ao pelo CCC (4, 2, 1) de
cada uma das sessenta e quatro sequéncias de seis bits do CCQ) para o canal phase flip
(4.19). Veja o cddigo gerado por esta operagdao na Tabela 4.1/, que € exibida no final deste

capitulo.

Para melhor entendermos a dinamica desta operagao de codificagao: para cada um dos
estados da base do qubit foi gerada uma superposicao de quatro estados de comprimento
quatro no estagio 0, uma superposicao de dezesseis estados de comprimento oito no estdgio
1, uma superposicao de sessenta e quatro estados de comprimento doze no estdigio 2, e,
finalmente, uma superposicao de sessenta e quatro estados de comprimento dezesseis no

estagio 3. Portanto, o numero de memorias quanticas €, de fato, treés.

Considerando que o estado inicial a|0) +b|1) tenha sido perfeitamente codificado, pode-
mos garantir a correcao de um erro quantico geral em qualquer um dos dezesseis qubits

das palavras-codigo.

Os quinze geradores deste CCQ podem ser obtidos a partir da matriz verificagao de

paridade He = [Hx; Hz| (4.31) truncada:
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1100
1011
1110 1100
0011 1011
1110 1100
0011 1011
1110 1100
Hc = 0011 1011 |. (4.33)
1110
0011
1110 1011
1101 0010 1011
1110 0110 0010 1011
1110 0110 1100
I 1110 1011 |

Repare que a matriz (4.33) é wma matriz verificagio de paridade da matriz geradora

(4.30) truncada:

Ge=| 1110 1000 1001 1011 |. (4.34)

As linhas da matriz (4.33) e a linha da matriz (4.34) fornecem-nos, respectivamente,
0s geradores do estabilizador e as operacoes logicas X e Z do CCQ. Veja a Tabela 4.11.
E facil de verificar que cada um dos geradores desta tabela satisfaz a relagio M|y) = |[y),
onde |Y) € palavra-cddigo da Tabela 4.14. Observe também que as sequintes relagoes sao

satisfeitas pelos operadores l6gicos X e Z:

X[0g) =[1z) 5 X[11)=|0z)
Z|og) = o) ;3 Z|1L)=—|1L) (4.35)

Usamos os quinze observdveis da Tabela 4.11 para realizar medidas da palavra-codigo

recebida a saida do canal. Os resultados destas medidas permitem-nos detectar sem am-
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5
XN |~ ~ X X X O~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ N N N
XN~ ~ X X X O~~~ ~ ~ ~ ~ N ~ N
MON |~ ~ X ~ X ~N ~ ~N ~ ~ ~ N N N ~
~N N~ N N XY N N N N N N NN NN~
MON|[~ X o~ N~ XN N N N~ N NN~~~
~NOoN N~ R R N N N N N N NN NN N~
~ON N R R R )~~~ ~ NN N~~~
NN N N N N ] N N N N NN N NN~
~ON O N N N N N N N~NN ~NSNSI~N
~ o~ X~~~ N NN~~~ ~N ~
HMON[~N ~N ~ X ~N N~ ~N N~ N ~N~N~N~N~
MON | X R O~~~ NN N~~~ ~ ~ ~
~N o~~~ ) N N N N N NN NN N N0~
MON | O~ X~ ~ NN N ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
MON [P~ X~ ~ N ~ N~~~ ~~N~ ¥~

1
1
1
1
Zz
Zz
z
1
1
1
1
X
1
1
X
V4
X
C

Tabela 4.11: Geradores e operagoes l6gicas do CCQ [4, 1, 3] descrito pela operagao de

codificagao (4.29) para um qubit.

biguidade um erro geral que eventualmente possa ter ocorrido em qualquer um dos dezesseis
qubits da palavra-codigo original.

Por exemplo, suponha que o resultado das medidas dos dez observdveis Z seja dado pelo
conjunto de autovalores (+1, +1, —1, —1, —1, +1, +1, +1, +1, +1) e o resultado das me-
didas dos cinco observdveis X seja dado pelo conjunto de autovalores (—1, +1, +1, —1, +1).
Os resultados da aplicagdo do ADS para estes dois conjunto de autovalores sdo mostrados

na Figura 4.8.

O caminho de menor peso das duas primeiras trelicas da Figura 4.8 é o caminho
a—a—a—c—d—b—a—a—a— a— a Os ramos deste caminho produzem
€ =[00 00 10 00 00 00 00 00] como estimativa da sequéncia de erro de bit sobre a palavra-
cédigo da Tabela 4.14, ou seja, o ADS detectou um erro de bit no quinto qubit. O caminho
de menor peso da terceira trelica da Figura 4.8 é o caminhoa —c¢c—b—c—b —a. Os

ramos deste caminho produzem € = [10 10 00] como estimativa da sequéncia de erro de
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+1 +1 +1 +1 +1

Dt(D), Bt(D)
a=003

Figura 4.8: Aplicagao do ADS para o conjunto de autovalores {ayy, } (primeira e segunda

trelicas) e {auy,, } (terceira treliga).

fase para o cddigo phase flip associado (4.19), ou seja, o ADS detectou erros de fase no
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primeiro e terceiro blocos. Com um pouco de algebra, é possivel mostrar que estes dois
erros de fase no cédigo phase-flip vao se propagar para um erro de fase sobre o quinto qubit
do codigo bit-phase flip da Tabela 4.14. Para corrigirmos o quinto qubit deste cédigo dos
erros de bit e de fase, basta aplicarmos, respectivamente, os operadores X5 e Zs sobre a
palavra-codigo corrompida. Portanto, fomos capazes de detectar e corrigir um erro de bit
e um erro de fase atuando sobre o quinto qubit. O mesmo podera ser feito com qualquer
um dos outros quinze qubits. Isto nos leva a concluir que também seremos capazes de
corrigir um erro geral sobre qualquer um dos dezesseis qubits.

Se o resultado das medidas dos cinco observaveis X fosse, por exemplo, o conjunto de
autovalores (—1,—1,—1,4+1,41), o ADS detectaria um erro de fase no primeiro bloco do
codigo phase flip. No codigo bit-phase flip, este erro de fase poderia se propagar tanto para
o primeiro quanto para o segundo qubit. Ficariamos em duvida em saber qual dos dois
qubits realmente sofreu um erro de fase. Ou seja, teriamos um erro de fase degenerado.

Para corrigi-lo, bastaria aplicarmos Z; ou Z,.

Exemplo 14. Suponha agora que desejamos codificar dois registros quanticos, ou seja,
um sistema quantico composto por dois qubits. Nossa operacao de codificacao realiza-se
através da codificagio pelo CCC (4, 2, 1) de cada uma das duzentas e cinquenta e seis
sequéncias de oito bits do CCQ para o canal phase flip (4.23). Veja o cédigo gerado por
esta operacao na Tabela 4.15, que € exibida no final deste capitulo.

Para melhor entendermos a dinamica desta operagao de codificagao: para cada um dos
estados da base do sistema de dois qubits foi gerada uma superposi¢ao de quatro estados de
comprimento quatro no estagio 0, uma superposicao de dezesseis estados de comprimento
oito nmo estagio 1, uma superposicao de sessenta e quatro estados de comprimento doze
no estagio 2, uma superposicao de duzentos e cinquenta e seis estados de comprimento
dezesseis no estdgio 3 e finalmente uma superposicao de duzentos e cinquenta e seis estados
de comprimento vinte no estigio 4.

Considerando que o estado inicial |Y) = a1az|00) +a1b2|01) +b1az|10) +b1ba|11) tenha
sido perfeitamente codificado, podemos garantir a correcao de um erro quantico geral em
qualquer um dos vinte qubits das palavras-codigo.

Os dezoito geradores deste CCQ) podem ser obtidos a partir da matriz verificagao de
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paridade He = [Hyx; Hz| (4.31) truncada:

1100
1011
1110 1100
0011 1011
1110 1100
0011 1011
1110 1100
0011 1011
He — 1110 1100 ' (4.36)
0011 1011
1110
0011
1110 1011
1101 0010 1011
1110 0110 0010 1011
1110 0110 0010 1011
1110 0110 1100
1110 1011

Repare que a matriz (4.36) é wma matriz verificagio de paridade da matriz geradora

(4.30) truncada:

1110 1000 1001 1011
Gc = . (4.37)
1110 1000 1001 1011
As linhas das matrizes (4.36) e (4.37) fornecem-nos, respectivamente, os geradores do

estabilizador e as operacoes logicas X1, Z1, X» e Zr do CCQ. Veja a Tabela 4.12.

Efcicz'l de verificar que cada um dos geradores da Tabela 4.12 satisfaz a relagao M;|y) =
lv), onde |y) € palavra-cddigo da Tabela 4.15. Observe também que as sequintes relagoes

sdo satisfeitas pelos operadores l6gicos X1, Z1, Xo e Zo:
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1

Z Z
zZ 1

zZ Z

1

1 7 Z 1 1

Z 7Z Z

zZ Z

1 Z Z Z 1

Z Z Z I 7Z Z 1

1

1

zZ Z

zZ 7Z 7Z I 7z Z

1

1 Z Z Z 1

zZ Z

1 Z Z Z7Z 1

Z Z Z I Z

I

zZ 7Z 7 1

1

X X X I X I X X I
X X X I X

I X X
I X

1 I X
1

1

I X X
I X

I X
1
1

I I X X 1

X X X

X

1

I X X X I I X X 1 I X

1

I X X I X X

I X X X

X X

1

I X X X I X

I

1

Z Z

1 Z Z 1
I X X

V4
X

1
1

Z Z Z
X X X

I X X
1
1

1
1

X
z

X

I 27z z 1 7Z Z

z
X

I
I

1 7 Z Z
I X X X

I

1

X

1

I X X

My

M,

M,

M,

Ms

Mg

M7

Ms

My

Mg

My,

M

My;

My

M;s

Mg

M7

X

z

Tabela 4.12: Geradores e operagoes 16gicas do CCQ [4, 1, 3] descrito pela operagao de

codificacao (4.29) para dois qubits.

=|01.)
|00z)

X>|00.)

b

X1]00L) = [10L)

Z>|00.)

2

=100.)

Z1|00.)

100L)
—[01z)

X,|01z)

9

X1|01z) = |11L)

Z5(01;)

B

01)
100.)
—|10L)

Z1[01;)

X,|10L) = |11g)

b

X1]10L) =

Zz|1OL> = ‘10L>

9

Z1|10L> =

Xo|11.) =110g)

X111y =101.)
—|11g)

=—|11z)

Zo|11y)

b

Zi|11z)
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Usamos os dezoito observaveis da Tabela 4.12 para realizar medidas da palavra-codigo
recebida a saida do canal. Os resultados destas medidas permitem-nos detectar sem am-
biguidade um erro geral que eventualmente possa ter ocorrido em qualquer um dos vinte

qubits da palavra-codigo original.

Por exemplo, suponha que o resultado das medidas dos doze observaveis Z seja dado
pelo conjunto de autovalores (+1, —1, —1, =1, +1, +1, +1, +1, +1, +1, +1, +1) e o
resultado das medidas dos cinco observaveis X seja dado pelo conjunto de autovalores
(=1, +1, =1, +1, +1, +1). Os resultados da aplicacio do ADS para estes dois conjunto

de autovalores sao mostrados na Figura 4.9.

O caminho de menor peso das duas primeiras trelicas da Figura 4.9 ¢ o caminho a —
a—c—d—b—a—a—a—a—a—a—a— a. Osramos deste caminho produzem
€ = [00 10 00 00 00 00 00 00 00 00] como estimativa da sequéncia de erro de bit sobre a
palavra-codigo da Tabela 4.15, ou seja, o ADS detectou um erro de bit no terceiro qubit.
O caminho de menor peso da terceira trelica da Figura 4.9 € o caminho a — a — ¢ —
b—a—a—a. Os ramos deste caminho produzem € = [01 00 00 00] como estimativa da
sequéncia de erro de fase para o cddigo phase flip (4.23), ou seja, o ADS detectou um erro
de fase no sequndo bloco. Com um pouco de dlgebra, € possivel mostrar que este erro de
fase no codigo phase flip vai se propagar para um erro de fase sobre o terceiro qubit do
codigo bit-phase flip da Tabela 4.15. Para corrigirmos o terceiro qubit deste codigo dos
erros de bit e de fase, basta aplicarmos, respectivamente, os operadores X3 e Zz sobre a
palavra-codigo corrompida. Portanto, fomos capazes de detectar e corrigir um erro de bit
e um erro de fase atuando sobre o terceiro qubit. O mesmo poderd ser feito com qualquer
um dos outros dezenove qubits. Isto nos leva a concluir que o codigo também serd capaz

de corrigir um erro geral sobre qualquer um dos vinte qubits.

Se o resultado das medidas dos seis observdveis X fosse, por exemplo, o conjunto de
autovalores (+1,+1,4+1,—1,+1,—1), 0o ADS detectaria um erro de fase no oitavo bloco do
codigo phase flip. No cddigo bit-phase flip, este erro de fase poderia se propagar tanto para
o décimo nono quanto para o vigésimo qubit. Ficariamos em duvida em saber qual dos dois
qubits realmente sofreu um erro de fase. Ou seja, teriamos um erro de fase degenerado.

Para corrigi-lo, bastaria aplicarmos Zig ou Zyg.
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+1 -1 -1 -1 +1 +1

Dt(D), Bt(D)

d=11

+1 +1 +1 +1 +1 +1

Dt(D), Bt(D)
a=00 1 [00] 1 [00] 1 [00] 1 [00] 1 [00] 1 [00] 1
— & & ¢ & & —*

d=11

Figura 4.9: Aplicagao do ADS para o conjunto de autovalores {0, } (primeira e segunda

treligas) e {auy,, } (terceira treliga).

Podemos continuar com este procedimento sistematico para codificar quantos qubits
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desejarmos. Se quisermos codificar N qubits de informacao, cada um dos 2V estados da
base serd uma superposicao de 2202 estados com 2(2(N +2) +2) = 4N + 12 qubits cada
um. Vimos, através da dinamica da operacao de codificacao dos exemplos acima, que
o cédigo phase flip é responsavel pelo nimero de estados na superposicao do cédigo e o
codigo bit flip é responsavel pelo nimero de qubits dentro de cada um destes estados da
superposicao. Em ambos os casos, o crescimento é exponencial com o ntiimero de transicoes
de tempo. O comprimento do cddigo cresce uma unidade de tempo além do nimero de
estados, porque o codigo bit flip é o segundo da ordem de concatenagao e possui memoria
unitaria.

Estamos agora em condigoes de comparar a complexidade do CC(Q apresentado nesta
secao, com a complexidade de codigo de bloco de nove qubits de Shor, ambos codigos
quanticos concatenados. Se usarmos o cédigo de Shor para codificar uma sequéncia de
N qubits de informacéo, cada um dos 2V estados da base serd uma superposicio de 23V
estados de comprimento 9N. Portanto, quando comparamos com o cédigo de Shor, o
CCQ [4, 1, 3] ja tem comprimento menor para N =3 e menos estados em sua superposigao
para N =5. Além disso, a diferenga de complexidade entre estes dois codigos concatenados
cresce muito rapidamente mesmo para valores moderados de N. Veja a Tabela 4.13. Todas
as evidéncias indicam que, em termos de complexidade, o CCQ [4, 1, 3] também é superior
quando comparado com outros CBQs.

Devido ao paralelismo quantico, o estudo da complexidade em termos do comprimento
do codigo quantico é o que realmente importa para a construcao de sistemas de codificacao,
transmissao, decodificacao e armazenamento de informacao quantica. Porém, o estudo
da complexidade em termos do nimero de estados na superposicao do coédigo quantico
é importante do ponto de vista algébrico, pois esta relacionado ao particionamento da
geometria do cédigo em classes laterais.

A propésito, qual seria a geometria para o CCQ [4, 1, 3] 7
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Tabela 4.13: Comparagao entre a complexidade do codigo de Shor e o CCQ [4, 1, 3]:

n° de qubits | CBQ Shor | CCQ [4, 1, 3]
1 (8)[9] (64)[16]
2 (64)[18] (256)[20]
3 (512)[27] | (1024)[24]
4 (4096)[36] | (4096)[28]
5)

(32768)[45]

(16384)[32]

(nimero de estados na superposi¢ao)|comprimento do estado].
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++

10000 0000 0000 0000)
10000 0000 0011 0111)
10000 0000 1101 1100)
10000 0000 1110 1011)
10000 0011 0111 0000)
10000 0011 0100 0111)
10000 0011 1010 1100)
10000 0011 1001 1011)
10000 1101 1100 0000)
10000 1101 1111 0111)
10000 1101 0001 1100)
10000 1101 0010 1011)
10000 1110 1011 0000)
10000 1110 1000 0111)
10000 1110 0110 1100)
10000 1110 0101 1011)
10011 0111 0000 0000)
1001101110011 0111)
100110111 1101 1100)
00110111 1110 1011)
10011 0100 0111 0000)
10011 0100 0100 0111)
10011 0100 1010 1100)
10011 0100 1001 1011)
0011 1010 1100 0000)
0011 1010 1111 0111)
0011 1010 0001 1100)
0011 1010 0010 1011)
0011 1001 1011 0000)
10011 1001 1000 0111)
10011 1001 0110 1100)
10011 1001 0101 1011)

11101 1100 0000 0000)
11101 11000011 0111)
11101 1100 1101 1100)
11101 1100 1110 1011)
1101 1111 0111 0000)
1101 11110100 0111)
11101 1111 1010 1100)
1101 1111 1001 1011)
1101 0001 1100 0000)
111010001 11110111)
11101 0001 0001 1100)
11101 0001 0010 1011)
11101 0010 1011 0000)
11101 0010 1000 0111)
11101 0010 0110 1100)
1110100100101 1011)
1110 1011 0000 0000)
1111010110011 0111)
11110 1011 1101 1100)
11101011 1110 1011)
1110 1000 0111 0000)
11110 1000 0100 0111)
11110 1000 1010 1100)
1110 1000 1001 1011)
11100110 1100 0000)
111100110 1111 0111)
111100110 0001 1100)
1111001100010 1011)
111100101 1011 0000)
111100101 1000 0111)
111100101 0110 1100)
1111001010101 1011)

Tabela 4.14: CCQ para um qubit em canal quantico com erro geral. Cada estado da base

do qubit é codificado em uma superposicao de sessenta e quatro estados, cada um com

dezesseis qubits. A primeira coluna de sinais refere-se aos sinais que estao a frente dos

estados da superposigao de |0z). A segunda coluna de sinais refere-se aos sinais que estao

a frente dos estados da superposicao de |1z).
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Tabela 4.15: CCQ para dois qubits em canal quantico com erro geral. Cada estado da base
do sistema de dois qubits é codificado em uma superposi¢cao de duzentos e cinquenta e seis
estados, cada um com vinte qubits. A primeira coluna de sinais refere-se aos sinais que
estao a frente dos estados da superposicao de |00z). A segunda coluna de sinais refere-se
aos sinais que estao a frente dos estados da superposi¢ao de |01z). A terceira coluna de
sinais refere-se aos sinais que estao a frente dos estados da superposicao de |10.). A quarta

coluna de sinais refere-se aos sinais que estao a frente dos estados da superposigao de |117).

+-+++ | |0000 0000 0000 0000 0000
+—+— | |0000 0000 0000 0011 0111
+—+— | |0000 0000 0000 1101 1100
+-+++ | |0000 00000000 1110 1011
+——+ | /000000000011 0111 0000

++—— | |1101 1100 0000 0000 0000
+——+ | |1101 1100 0000 0011 0111
+——+ | |1101 1100 0000 1101 1100
+-+—— | |1101 11000000 1110 1011
+—+— | |1101 11000011 0111 0000

+-+—— | |0000 00000011 01000111 ++-++ | [1101 11000011 01000111
++—— | |0000 00000011 1010 1100) | ++++ | |1101 11000011 1010 1100
+——+ | |0000 00000011 1001 1011) | +—+— | [1001 11000011 1001 1011
+-+—— | /00000000 1101 1100 0000) | ++++ | |1101 1100 1101 1100 0000

+——+ | |00000000 1101 1111 0111
+——+ | |0000 0000 1101 0001 1100

+—+— | |1101 11001101 1111 0111
+—-+— | |1101 1100 1101 0001 1100

+-+—— | /00000000 1101 0010 1011) | ++++ | |1101 1100 1101 0010 1011
+-+++ | |00000000 1110 10000111 ++—— | ]1101 1100 1110 1000 0111
++++ | /0000 000011100110 1100) | ++—— | |1101 110011100110 1100

+—+— | |00000000 11100101 1011
+——+ | |0000 0011 0111 0000 0000
+-+——{]00000011011100110111
+-+—— | ]000000110111 1101 1100
+——+ | |00000011 0111 1110 1011
++++ | |0000 0011 01000111 0000
+—+— | /00000011 010001000111
+—+— | ]00000011 0100 1010 1100
+-+-++ | |00000011 0100 1001 1011

+——-+ | |1101 1100 11100101 1011
+—+— | |1101 1111 0111 0000 0000
++-++ | |1101 111101110011 0111
++4+++ | 1101 11110111 1101 1100
+—+— | |1101 11110111 1110 1011
++—— | |1101 1111 0100 0111 0000
+——+ | 11011111 010001000111
+——+ | |1101 1111 0100 1010 1100
++—— | |1101 1111 0100 1001 1011

) )
) )
) )
) )
) )
) )
) )
) )
) )
) )
) )
) )
+—+— | 00000000 1110 1011 0000) | +——+ | [1101 1100 1110 1011 0000)
) )
) )
) )
) )
) )
) )
) )
) )
) )
) )
) )
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+—+—
4+
+4+++
+—+—
+4+——
+-—+
+-—+
+4+——
+—+—
++++
+4+++
+—+—
+4+——
+-—+
+-—+
+4+——
+-—+
+4+——
+4+——
+——+
++++
+—+-
+—+—
+4+++
+4+——
+-—+
+——+
+4+——
+—+-
+4+++
+4+++
+—+—
++++
+—+—
+—+—
++++

|0000 0011 1010 1100 0000
|0000 0011 1010 1111 0111
|0000 0011 1010 0001 1100
|0000 0011 1010 0010 1011
|0000 0011 1001 1011 0000
|0000 0011 1001 1000 0111
|0000 0011 1001 0110 1100
|0000 0011 1001 0101 1011
|0000 1101 1100 0000 0000
|0000 1101 1100 0011 0111
|0000 1101 1100 1101 1100
|0000 1101 1100 1110 1011
|0000 1101 1111 0111 0000
|0000 1101 1111 01000111
|0000 1101 1111 1010 1100
|0000 1101 1111 1001 1011
|0000 1101 0001 1100 0000
|0000 1101 0001 11110111
|0000 1101 0001 0001 1100
|0000 1101 0001 0010 1011
|0000 1101 0010 1011 0000
|0000 1101 0010 1000 0111
|0000 1101 0010 0110 1100
|0000 1101 0010 0101 1011
|0000 1110 1011 0000 0000
|0000 1110 1011 0011 0111
|0000 1110 1011 1101 1100
|0000 1110 1011 1110 1011
|0000 1110 1000 0111 0000
|0000 1110 1000 0100 0111
|0000 1110 1000 1010 1100
|0000 1110 1000 1001 1011
|0000 1110 0110 1100 0000
|0000 11100110 1111 0111
|0000 11100110 0001 1100

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
0000 1110 0110 0010 1011)

+-—+
++——
+4——
+-—+
++++
+— 4
+— 4
++++
+-—+
+4——
+4——
+-—+
++++
+— 4
+—4-
++++
+—+-
++ 4+
++++
+—+-
++——
+——+
+-—+
++——
++++
+—4-
+—+-
++++
+——
+4——
+4——
+-—+
+4——
+-—+
+-—+
++——

[1101 1111 1010 1100 0000
[L101 1111 1010 1111 0111
[1101 1111 1010 0001 1100
[1101 1111 10100010 1011
[1101 1111 1001 1011 0000
[1101 1111 1001 10000111
[1101 1111 1001 0110 1100
[1101 1111 1001 0101 1011
[1101 0001 1100 0000 0000
[1101 0001 1100 0011 0111
[1101 0001 1100 1101 1100
[1101 0001 1100 1110 1011
[1101 0001 1111 0111 0000
[1101 0001 111101000111
[1101 0001 1111 1010 1100
[1001 0001 1111 1001 1011
[1101 0001 0001 1100 0000
[1101 0001 0001 11110111
[1101 0001 0001 0001 1100
[1101 0001 0001 0010 1011
[1101 0001 0010 1011 0000
[1101 0001 0010 1000 0111
[1101 0001 0010 0110 1100
[1101 0001 0010 0101 1011
[1101 0010 1011 0000 0000
[1101 0010 101100110111
[1101 0010 1011 1101 1100
[1101 0010 1011 1110 1011
[1101 0010 1000 0111 0000
[1101 0010 1000 0100 0111
[1101 0010 1000 1010 1100
[1101 0010 1000 1001 1011
[1101 0010 0110 1100 0000
[1101 00100110 11110111
[1101 0010 0110 0001 1100
[1101 00100110 0010 1011
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+——+
+4+——
+4+——
+——+
+4+——
+-—+
+-—+
+4+——
+—+—
++++
+4+++
+—+—
++++
+—+-
+—+—
+4+++
+-—+
+4+——
+4+——
+——+
+—+—
++++
+4+++
+—+—
+4+——
+-—+
+——+
+4+——
+-—+
+4+——
+4+——
+——+
++++
+—+—
+—+—
4+

10000 1110 0101 1011 0000)
10000 1110 0101 1000 0111)
10000 11100101 0110 1100)
10000 11100101 0101 1011)
10011 0111 0000 0000 0000)
100110111 00000011 0111)
|0011 01110000 1101 1100)
1001101110000 1110 1011)
100110111 0011 0111 0000)
100110111 00110100 0111)
001101110011 1010 1100)
001101110011 1001 1011)
100110111 1101 1100 0000)
00110111 1101 11110111)
00110111 1101 0001 1100)
100110111 1101 0010 1011)
100110111 1110 1011 0000)
100110111 1110 1000 0111)
00110111 11100110 1100)
00110111 11100101 1011)
10011 0100 0111 0000 0000)
1001101000111 0011 0111)
1001101000111 1101 1100)
1001101000111 1110 1011)
10011 0100 0100 0111 0000)
10011 01000100 0100 0111)
10011 0100 0100 1010 1100)
10011 0100 0100 1001 1011)
10011 0100 1010 1100 0000)
100110100 1010 1111 0111)
10011 0100 1010 0001 1100)
10011 0100 1010 0010 1011)
10011 0100 1001 1011 0000)
10011 0100 1001 1000 0111)
10011 0100 1001 0110 1100)
10011 0100 1001 0101 1011)

+—+-
++++
44+
+—+-
++++
+— 4
+—4-
++++
+-—+
-
+4——
+-—+
++——
+-—+
+——+
++——
+—+-
4+
++++
+—+-
+-—+
-
+4——
+-—+
++++
e
+—+-
++++
+— 4
++++
++++
+—+-
-
+——+
+-—+
++——

11101 0010 0101 1011 0000)
11101 0010 0101 1000 0111)
11101 00100101 0110 1100)
11101 00100101 0101 1011)
11110 1011 0000 0000 0000)
11110 1011 0000 0011 0111)
11110 1011 0000 1101 1100)
11110 1011 0000 1110 1011)
11110 1011 0011 0111 0000)
11110 1011 0011 0100 0111)
111101011 0011 1010 1100)
111101011 0011 1001 1011)
11110 1011 1101 1100 0000)
1110 1011 1101 1111 0111)
11110 1011 1101 0001 1100)
11110 1011 1101 0010 1011)
1110 1011 1110 1011 0000)
11101011 1110 1000 0111)
111101011 1110 0110 1100)
111101011 11100101 1011)
11110 1000 0111 0000 0000)
1110 10000111 0011 0111)
11110 10000111 1101 1100)
11110 10000111 1110 1011)
11110 1000 0100 0111 0000)
11110 1000 0100 0100 0111)
11110 1000 0100 1010 1100)
11110 1000 0100 1001 1011)
1110 1000 1010 1100 0000)
11110 1000 1010 1111 0111)
11110 1000 1010 0001 1100)
11110 1000 1010 0010 1011)
1110 1000 1001 1011 0000)
11110 1000 1001 1000 0111)
11110 1000 1001 0110 1100)
11110 1000 1001 0101 1011)
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+-—+
+4+——
+4+——
+-—+
++++
+—+—
+—+—
++++
+—+—
+4+++
4+
+—+-
+4+——
+——+
+-——+
+4+——
+4+++
+—+—
+—+—
++++
+-—+
+4+——
+4+——
+-—+
+4+——
+——+
+-—+
+4+——
+++—
+—++
+—++
+4++—

|0011 1010 1100 0000 0000
|0011 1010 1100 0011 0111
|0011 1010 1100 1101 1100
|0011 1010 1100 1110 1011
|0011 1010 1111 0111 0000
|0011 1010 1111 0100 0111
|0011 1010 1111 1010 1100
|0011 1010 1111 1001 1011
|0011 1010 0001 1100 0000
|0011 10100001 1111 0111
|0011 1010 0001 0001 1100
|0011 1010 0001 0010 1011
|0011 1010 0010 1011 0000
|0011 1010 0010 1000 0111
|0011 10100010 0110 1100
|0011 101000100101 1011
|0011 1001 1011 0000 0000
|0011 1001 1011 0011 0111
|0011 1001 1011 1101 1100
|0011 1001 1011 1110 1011
|0011 1001 1000 0111 0000
|0011 1001 1000 0100 0111
|0011 1001 1000 1010 1100
|0011 1001 1000 1001 1011
|0011 1001 0110 1100 0000
|0011 1001 0110 1111 0111
|0011 1001 0110 0001 1100
|0011 1001 01100010 1011
|0011 1001 0101 1011 0000
|0011 1001 0101 1000 0111
|0011 1001 0101 0110 1100

)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)
0011 1001 0101 0101 1011)

+— 4
++++
++++
+— 4
+4——
+-—+
+-—+
+4——
+-—+
++——
++——
+——
ot
+—+-
+—+-
++ 4+
+4——
+-—+
+-—+
+4——
+—+-
+ A+t
++++
+—4-
++++
+—+-
+— 4
++ 4+
+-—+
++——
+4——
+-—+

[1110 0110 1100 0000 0000
[11100110 11000011 0111
[11100110 1100 1101 1100
[11100110 1100 1110 1011
[11100110 1111 0111 0000
[11100110 1111 01000111
[11100110 1111 1010 1100
[11100110 1111 1001 1011
[1110 0110 0001 1100 0000
[111001100001 1111 0111
[1110 0110 0001 0001 1100
[1110 01100001 0010 1011
[111001100010 1011 0000
[1110 01100010 1000 0111
[111001100010 0110 1100
[111001100010 0101 1011
[1110 0101 1011 0000 0000
[1110 0101 1011 0011 0111
[11100101 1011 1101 1100
[11100101 1011 1110 1011
[1110 0101 1000 0111 0000
[1110 0101 1000 0100 0111
[1110 0101 1000 1010 1100
[1110 0101 1000 1001 1011
[1110 0101 0110 1100 0000
[11100101 0110 11110111
[11100101 0110 0001 1100
[11100101 01100010 1011
[11100101 0101 1011 0000
[1110 0101 0101 1000 0111
[11100101 0101 0110 1100
[11100101 0101 0101 1011
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Capitulo 5

Uma Classe de CCQs Concatenados

Our field is still in its embryonic stage. It’s great that we haven’t been around for 2000

years. We are still at a stage where very, very important results occur in front of our eyes.
— Michael Rabin, on quantum computer science.

No Capitulo 4, apresentamos um CCQ [4, 1, 3] concatenado capaz de corrigir até um
erro quantico geral. Neste capitulo, mostraremos algumas outras técnicas de concatenagao
que nos permitem construir CCQs com outras taxas, memoérias e capacidades de correcao.
A selecao das técnicas e dos codigos baseou-se no principio da diversidade e da simplicidade

do processo de geracao e de decodificacao.

5.1 As Técnicas de Concatenacao

Para construirmos um CCQ capaz de corrigir até ¢t erros quanticos gerais, é necessario
que os CCCs associados a () (c6digo phase flip) e & (c6digo bit flip) assegurem a correcao
de pelo menos ¢ erros (dfree > 2t+1), e que o CCC associado a C (cédigo bit-phase flip)
assegure a correcao de pelo menos 4t erros (dfr. > 8t+1). Esta condicao é valida se
considerarmos que os erros nos qubits sdo independentes entre sil.

O nimero de codificadores na cadeia de concatenacao depende exclusivamente do

nimero de geradores do erro quantico geral com “naturezas” distintas. Como estamos in-

I'N3o trataremos aqui do caso em que os erros dos qubits podem estar correlacionados entre si ou do

caso em que o canal pode produzir uma “rajada” (burst) de erros.
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teressados em corrigir apenas erros quanticos gerais com geradores Z e X, sao necessarios
apenas dois codificadores na cadeia de concatenacao, um para os erros do tipo Z e outro
para os erros do tipo X. A ordem dos codificadores na concatenacao é importante. Vi-
mos na secao 2.3.3 que quando o primeiro codificador é destinado a correcao de erros X
e o segundo codificador é destinado a correcao de erros Z, apenas codigos universais sao

produzidos, os quais sao intteis para assegurar a correcao de erros de qualquer natureza.

Ao longo deste capitulo usaremos apenas CCCs nao-catastréficos na cadeia de con-
catenagao, pois temos que garantir que os erros Z e X sejam corrigidos localmente. A
concatenacao de dois CCCs nao-catastroficos produz necessariamente um CCC concate-
nado nao-catastrofico. Estando garantida a nao-catastroficidade dos CCCs associados a
Ci, & e C, podemos garantir que o correspondente CCQ concatenado também sera nao-

catastrofico.

Quando o dfree dos CCCs da cadeia de concatenacao for excedente para o ntimero de
erros quanticos gerais que se pretende corrigir, algumas palavras-codigo com padroes de
erros envolvendo mais erros Z e X do que o exigido para a correcao daquele niimero de

erros quanticos gerais também poderao ser corrigidas pelo CCQ concatenado.

Para a classe dos CCQs, o maior problema é alcangar a distancia do c6digo concatenado,
ao contrario da classe dos CBQs, em que o maior problema reside em alcancar a distancia
dos codigos da cadeia de concatenagao. Por exemplo, para o CBQ de taxa 1/16 gerado a
partir do codigo de repeti¢ao com quatro bits, a distancia do c6digo concatenado (d = 16) é
mais do que suficiente para corrigir dois erros, porém os codigos da concatenacao possuem
apenas distancia para corrigir um erro (d =4). Para corrigir dois erros, temos que ir além
e usar o CBQ de taxa 1/25 gerado a partir do c6digo de repeticao com cinco bits. Este fato
ressalta que a complementariedade existente em alguns aspectos entre a classe dos cédigos
de bloco e a classe dos cédigos convolucionais no dominio classico reflete-se também no

dominio quantico.

Em geral, a concatenagao de bons CCCs gera um bom CCC concatenado, nao neces-
sariamente o de maximo dyr, € muito menos o 6timo (ou seja, o de menor nimero de
caminhos com maximo dj... para aquela taxa e memdria). Encontrar uma férmula para o

dfree de um CCC concatenado, ou, para ser mais modesto, um limitante inferior ou supe-
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rior, ¢ um problema desafiador. Lembremo-nos de que nao ha nem mesmo uma férmula
para se determinar o d .. de um CCC isolado, embora existam alguns limitantes inferiores
e superiores?.

Quando consultamos uma tabela de bons CCCs, percebemos que o df, do CCC
equivalente ao CCC concatenado nos da apenas uma idéia muito grosseira do limitante
superior do dfr. do CCC concatenado. A concatenacao tem o efeito de diminuir o d e,
do cédigo. Por exemplo, se formos a uma tabela de bons CCCs, veremos que o CCC (4,
1, 3) tem dfr = 13. Entretanto, em nossa busca computacional, ndo conseguimos obter
nenhum CCC (4, 1, 3) gerado da concatenac¢ao de um CCC (2, 1, 2) com um CCC (4, 2,
1) com dyree > 11.

E necessdrio um pouco de experiéncia pratica para perceber que gerar bons CCCs
concatenados com baixa complexidade nao é uma tarefa tao simples como pode parecer
a primeira vista. Veremos mais adiante, que quando transportamos CCCs com muitos
registros de entrada, memorias e saidas, a complexidade do processo de geracao e de
decodificacao dos correspondentes CCQs cresce muito rapidamente. Dai a importancia de
buscarmos formas de gerar bons CCCs concatenados com o minimo de complexidade.

O objetivo deste capitulo ¢ introduzir algumas técnicas simples de se alcancar um d ¢y,
alto para o CCC concatenado com o minimo de complexidade, tanto em termos de niimero
de memdérias quanto de taxa. Vimos no Capitulo 4 que o primeiro codificador é respon-
savel pelo nimero de estados da superposicao da palavra-cédigo quantica e que o segundo
codificador é responsavel pelo comprimento de cada um destes estados da superposicao.
Dependendo da aplicacao pratica do codigo, reduzir a complexidade de pelo menos uma

dimensao do cédigo pode ser extremamente valioso.

5.1.1 A Memoria Convolucional Quantica

Vimos no Capitulo 4 que o conceito de memoria convolucional no dominio quantico é
fundamental para entendermos o processo de geracao e de decodificacao de CCQs. Isto
ficara ainda mais explicito com os exemplos apresentados ao longo deste capitulo.

Por convencao, falaremos sempre do ntimero de memérias por registro de deslocamento,

2Veja a secdo 3.4.1.
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e nao do numero total de memorias. Chamaremos o nimero de memérias do primeiro
codificador da cadeia (associado a corregao de erros de fase) de memdria convolucional
de fase e o numero de memorias do segundo codificador da cadeia (associado a correcao
de erros de bit) de memdria convolucional de bit. O ntimero de memdrias do codificador
concatenado é a soma do niimero de memorias dos codificadores da cadeia de concatenacao.
Chamaremos o nimero de memorias do codificador concatenado de memdria convolucional
quantica. Como vimos no Capitulo 4, trata-se do nimero 7T — 1, onde T é o ntimero de
transicoes necessarias para se obter uma palavra-codigo quantica vélida.

O numero total de memorias do primeiro e do segundo codificador pode ser diferente.
Em geral, buscaremos sempre um segundo codificador com meméria unitaria completa
(MUC) ou com memoria unitaria parcial (MUP) com o objetivo de diminuirmos a com-
plexidade do cédigo, ja que o segundo codificador tera sempre mais de um registro de
entrada. Veremos mais adiante que até mesmo a opc¢ao por codificadores com MUC ou
com MUP (em que o dfr. ¢ menor) pode fazer uma diferenca importante em termos de
complexidade.

Construir o diagrama de estados de um CCC concatenado nem sempre é uma tarefa
facil. Quando nao for possivel desenha-lo para a andlise do caminho de d ., resta-nos
fazer uma simulacao computacional até uma determinada profundidade ou usar algum
algoritmo que calcule o dfre. O nimero de estados e o ntimero de transicoes do CCC

concatenado serd, respectivamente, 2K1-(m+m2) o pki.(mi+my+1),

5.1.2 Estrutura dos Geradores e dos Operadores Loégicos

A matriz geradora do CCC concatenado é o produto das matrizes geradoras dos CCCs
da concatenagao. Uma matriz verificacao de paridade para o CCC concatenado pode ser
encontrada se fizermos uma justaposicdo da matriz verificacao de paridade do segundo
codificador, a matriz Hy, com a matriz verificacdo de paridade do primeiro codificador
projetada sobre o segundo codificador (basta tomar as linhas da matriz verificacao de
paridade do primeiro codificador como sequéncias de informagao a serem codificadas pelo
segundo codificador), a matriz Hz. As linhas da matriz verificagao de paridade e da matriz

geradora do CCC concatenado podem nos fornecer, respectivamente, os geradores do grupo
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estabilizador do codigo quantico e as operacoes ldgicas para os qubits de informacao. Isto
porque os operadores logicos devem ser independentes dos geradores do estabilizador e

comutar com cada um deles.

5.1.3 As Degenerescéncias de um CCQ Concatenado

Todos os CCQs concatenados sao degenerados ? Nao podemos ainda responder a esta
questao. Todos os CCQs concatenados que estudamos sao degenerados, mas por enquanto
temos apenas uma conjectura. Nao faremos um estudo das degenerescéncias dos CCQs
deste capitulo. Isto requer um estudo a parte, pois a identificacao completa de todas
as degenerescéncias ¢ uma tarefa complexa. Deixe-nos colocar com mais profundidade
algumas destas dificuldades.

As degenerescéncias podem ocorrer dentro de um mesmo padrao de erros (como no
caso do CCQ [4, 1, 3]) e/ou, para quando o CCQ corrigir mais de um erro quantico geral,
entre padroes de erros distintos. No caso de CBQs concatenados gerados a partir de um
cddigo de bloco de repetigao (como o cédigo de Shor), a identificagdo das degenerescéncias
é simples. Neste caso, todos os padroes de peso par de erros Z ocorrendo dentro do mesmo
bloco tém efeito nulo (padrao de peso zero) sobre o bloco. Além disso, todos os padroes de
peso impar de erros Z ocorrendo dentro do mesmo bloco tém o mesmo efeito dos padroes
de peso um sobre o bloco. Identificado o efeito local efetivo dos padroes de erros Z, é
facil identificar o efeito global dos padroes de erros Z sobre todos os blocos do cddigo.
Deste modo, torna-se facil identificar todas as degenerescéncias do codigo. Para CCQs
concatenados, em que nao se pode compactar a palavra-cédigo em um produto tensorial
de blocos, nada disto vale. Nao se pode diferenciar entre padroes de peso par e impar de
erros Z e nem afirmar que todos os padroes e todos os grupos destes padroes seguem uma
regra de degenerescéncia.

O aparecimento da classe dos cédigos quanticos degenerados trouxe boas e mas noticias
para a teoria dos codigos corretores de erros quanticos. Uma das més noticias é a de
que algumas das técnicas usadas classicamente para provar limitantes de correcao de erros

deixam de ser validas para os c6digos degenerados®. Por outro lado, uma das boas noticias

3Veja a secio 2.4.
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é a de que os codigos quanticos degenerados parecem estar entre os cddigos quanticos
mais interessantes. Estes codigos sao capazes de “empacotar” mais informacao que os
codigos classicos porque erros distintos nao necessariamente mapeiam o espago do cédigo

4 e 6 possivel (embora ainda ndo tenha sido provado) que esta

em espacos ortogonais
habilidade extra possa levar os codigos degenerados a armazenar informagao quantica
mais eficientemente que qualquer cédigo nao degenerado.

Com o método de construcao de cddigos quanticos a partir de codigos classicos, sejam
eles de bloco ou convolucionais, nao precisamos nos preocupar com as degenerescéncias dos
codigos que servem como geradores. Para todo efeito, estes cddigos sao codigos classicos
escritos sob a notagao quantica e sabemos que, classicamente, nao existe degenerescéncia
de erros. O mesmo nao se pode dizer para alguns cédigos quanticos que corrigem padroes
mais gerais de erros quanticos e que ja sao construidos a partir de codigos geradores

“puramente quanticos” (por exemplo, a partir de cédigos que ja corrigem um erro quantico

geral).

5.1.4 O Uso de Codificadores Primitivos

No Capitulo 4, produzimos um CCQ [4, 1, 3] a partir de um tdnico CCC (2, 1, 2).
O mesmo pode ser feito com outros CCCs de diferentes taxas e memérias. O uso de
um mesmo codificador primitivo para gerar os codificadores da cadeia de concatenagao é
uma técnica importante para a simplificacao do processo de geracao e de decodificacao de
CCQs. Além de preservar a matriz geradora, de verificacao de paridade, a distancia e a
nao-catastroficidade para o segundo codificador, evita que resolvamos duas equagoes de
sindromes distintas, algo que pode ser extremamente complexo para alguns codificadores
com mais de um registro de entrada. Nem sempre o segundo codificador tem o d e,
méximo (e muito menos o 6timo) para aquela taxa e memoria, mas quando isto nao ocorre
serd sempre um valor muito préximo.

Dentre os codificadores primitivos, os CCCs (n, 1, n) merecem especial aten¢dao. A

concatenacio de CCCs (n, 1, n) com CCCs (n?, n, 1) pode ser usada na construcao de

4Lembremo-nos de que, na teoria dos cédigos corretores de erros classicos, erros em diferentes bits

necessariamente levam a palavras-cédigo corrompidas diferentes.
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CCQs [nz, 1, n+ 1] desde que a distancia requerida seja alcancada. Fizemos isto para
os valores n=1,2,3 e 4 e obtivemos as distancias dfr.=7, 9, 24 e 54. Havera alguma “lei
de formacao”, ainda que aproximada, por tras desta série 7 Esta classe de CCCs é uma
subclasse de duas classes mais gerais de CCCs (n, k, n) e (n, 1, m).

Os CCCs (2, 1, m) e (3, 1, m) merecem especial atengao pela simplicidade e distancias
alcancadas e por isso serdo tratados a parte. Os bons CCCs (2, 1, m) e (3, 1, m) estao
tabelados para véarias memodrias. Tomaremos sempre os CCCs 6timos como os CCCs
primitivos de nossa construcao. Nada nos impede de usar os CCCs que nao tém maximo
dfree OU que nao sao 6timos, mas como sabemos que a concatenagao de bons CCCs gera
um bom CCC concatenado, tomaremos sempre os CCCs 6timo como referéncia-padrao.
Por vezes, o uso de dois CCCs 6timos é importante para se construir um bom CCQ

concatenado. Este caso sera discutido em uma secao mais adiante.

5.2 Uso de Codificadores Primitivos (2, 1, m)

A grande vantagem de construirmos CCQs a partir de CCCs de taxa 1/2 é o fato de
ser facil encontrar a matriz verificacio de paridade, j4 que para G(D) = [g(V)(D), g@?(D)],
temos que H(D) = [g@ (D), gV(D)]. Além disso, as solucoes da equacio de sindromes
para um codificador de taxa 1/2 sdo facilmente encontradas. Vimos na segao 3.6.1 que
as solugoes da equacdo s(D) = e(D)HT (D) para um CCC de taxa 1/2, onde e(D) =
e (D), e (D)], sao:

el (D) = au(D)s(D) + g (D)t(D),
(5.1)
el? (D) = ay(D)s(D) — g (D)t(D),

onde o (D)g? (D) + an(D)g") (D) =1 e t(D) é um polinémio arbitrério em F[D]. Nosso
interesse em construir CCQs a partir de CCCs de taxa 1/2 torna-se ainda mais relevante
quando nos lembramos de que encontrar a matriz verificacao de paridade e as solucoes da

equagao de sindromes para um codificador de taxa k/n (para k > 1) nem sempre é uma
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tarefa simples®.

Podemos usar codificadores de taxa 1/2 de diferentes memorias como codificadores
primitivos de codificadores de maior taxa, por vezes necessarios a cadeia de concatenacao
de construcao de CCQs. Foi o que fizemos no Capitulo 4, quando usamos um CCC (2, 1,
2) para gerar um CCC (4, 2, 1). Generalizaremos esta técnica de construcao.

Vimos que, na forma de matriz discreta semi-infinita, a matriz G(D) de um CCC (2,

1, m) escreve-se como:

g)ey) gVe? gVe% - gew
T e D e N
gl o gl agl gl i engh

Com o auxilio desta matriz, pode-se mostrar que a partir da matriz geradora de um CCC
(2, 1, m) sempre é possivel construir um CCC (2m, m, 1) com K = m (ntmero total de
memorias). Por exemplo, pode-se usar um CCC (2, 1, 2) para gerar um CCC (4, 2, 1)
com K =2, como foi feito no Capitulo 4, ou usar um CCC (2, 1, 3) para gerar um CCC
(6, 3, 1) com K =3, como faremos em um exemplo mais adiante.

Além disso, para m = 2c¢, onde ¢ =2,3..., serd sempre possivel construir um CCC (m,
m/2, 2). Esta situacao é particularmente interessante, pois um unico CCC (2, 1, m) pode
dar origem a concatenagao de um CCC (m, m/2, 2) com um CCC (2m, m, 1), gerando um
CCC (2m, m/2, 3). Esta situacao serd exemplificada com a construgao de um CCQ [12, 3,
3] gerado a partir de um tinico CCC (2, 1, 6). Apesar da taxa ser “idéntica” ao do CCQ
[4, 1, 3], este CCQ [12, 3, 3] é capaz de corrigir até dois erros quanticos gerais.

Tentamos antes construir um CCQ mais simples, um CCQ [8, 2, 3] gerado a partir de
um tnico CCC (2, 1, 4), mas o CCC (8, 2, 3), oriundo da concatenagao de um CCC (4,
2, 2) com um CCC (8, 4, 1) tem dfr < 17, nao sendo, portanto, util para a correcao de
dois erros quanticos gerais.

Uma outra técnica de geracao dos CCCs da cadeia de concatenagao a partir de CCCs
(2, 1, m) é o uso de dois codificadores de taxa 1/2 com memorias distintas, um para cada

codificador da cadeia de concatenagao. Por exemplo, podemos tentar gerar um CCC (8,

5Veja a secdo 3.6.2.
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2, 3) a partir da concatenagao de um CCC (4, 2, 2), obtido de um CCC (2, 1, 4), com
um CCC (8, 4, 1), obtido de um CCC (2, 1, 8). Um outro exemplo, que seréd discutido
com mais detalhes adiante, é a concatenagao de um CCC (2, 1, 4) com um CCC (3, 2, 1)
obtido a partir de um CCC (2, 1, 2) puncionado.

Para cada uma das técnicas descritas acima, a matriz verificagao de paridade na forma
discreta semi-infinita pode ser obtida de maneira andloga. A matriz verificacao de paridade

da matriz (5.2) tem a seguinte forma transposta:

D g e g ]
g
g(()z) g,Sfll g
gél) g,(nlll g
H g(()z) ggz) (5.3)
g(()l) g(ll)
o
i

Para N bits de informagao, a matriz (5.2) é uma matriz de dimensoes N x 2(N +2), e
a matriz (5.3), necessdria para a identificagao inambigua dos padrdes de erro corrigiveis
do cddigo, é uma matriz de dimensdes (N +4) x 2(N+2). A complementariedade das
dimensoes destas matrizes é uma caracteristica dos CCCs auto-duais, como os CCCs de
taxa 1/2.

Em suma, o uso de codificadores primitivos (2, 1, m) pode ser extremamente vantajoso
na construcao de um cadeia de concatenacao de codificadores, tendo em vista a facilidade
para se calcular a matriz verificacao de paridade e as solugoes da equacao de sindromes.
E facil de perceber a infinidade de opcoes de combinagoes de técnicas de geracao, de taxas
e de memorias disponiveis para se alcancar a distancia necessaria a correcao do conjunto
de possiveis erros do canal.

A escolha da técnica deve ser ditada pela taxa, capacidade de correcao, grau de simpli-

cidade e tipo de canal almejados. Nem sempre é uma tarefa simples, como pode parecer a
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primeira vista. E necessario um pouco de experiéncia pratica para que o bom senso impere

na escolha da técnica de concatenacao.

5.2.1 O CCQ [4, 1, 2] e 0 CCQ [4, 1, 3] Revisitados

Considere o CCC (2, 1, 1) com matriz geradora G(D) = [1 + D, D]. Este CCC tem
dfree = 3 €, portanto, é capaz de corrigir um erro. Em notacao quantica, teremos a seguinte

operacao de codificacao:

oo oo
®|”t> '—>®|ut+ut—la Ur—1), (5.4)
t=0 t=0

onde u_; = 0. Este é um CCQ [2, 1, 1] capaz de corrigir um erro X em qualquer qubit
da palavra-cédigo. Uma simples transformacao de Hadamard nos possibilita também
construir um CCQ [2, 1, 1] capaz de corrigir um erro Z em qualquer qubit da palavra-
codigo.

Suponha agora que geremos um CCC (4, 2, 1) a partir da mesma matriz geradora do

CCC (2, 1, 1). Assim, a matriz geradora do CCC (4, 2, 1) equivalente serd entao:

I 0 11
G(D) = b b 1ol (5.5)

Analogamente ao que foi feito para o CCC (2, 1, 1), este CCC (4, 2, 1) pode ser usado
para construir um CCQ [4, 2, 1] capaz de corrigir um erro X (ou Z) sobre qualquer qubit
da palavra-codigo.

Veja agora a Figura 5.1. A concatenacao dos CCCs (2, 1, 1) e (4, 2, 1) produz um
CCC (4, 1, 2) com matriz geradora,

G(D)=[1+D+D2 D* 1 1+D]- (5.6)

Veja o diagrama de estados deste CCC na Figura 5.2. Este CCC tem dfre =7 €
portanto pode corrigir até trés erros classicos.
Podemos usar este CCC (4, 1, 2) para construir um CCQ [4, 1, 2] com a seguinte

operacao de codificacao:
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(1)
| E 5 -

(TN
/\\V\ TN w?
L
L

m %

(4)
_,@L,

Figura 5.2: Diagrama de estados do CCC (4, 1, 2).

oo oo (1,1) |
Q) lur) — X { )y 5(—1)(”’”’*1)”’“”’*‘)"’Ipr + 491,91, +qz,pz>}, (5.7)
t=0 =0 \ (pr,q:)=(0,0)

onde u_1 =0e p_1 =qg-1 =0. Este cédigo, porém, nao é capaz de corrigir um erro

quantico geral, pois para isto o de do CCC (4, 1, 2) associado teria que ser pelo menos
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igual a nove. Pode-se mostrar que nenhum CCC (2, 1, 1) é capaz de gerar um CCC (4, 1,

2) que alcance dfree =9.

Ou seja, a concatenacao de um CCQ capaz de corrigir um erro de fase com um CCQ
capaz de corrigir um erro de bit nao produz necessariamente um CCQ capaz de corrigir
um erro geral. Além disso, um CCC de taxa R = 1/n capaz de corrigir ¢ erros, nem sempre
pode ser estendido para produzir um CCQ de taxa R* =1 /n2 capaz de corrigir t erros
quanticos gerais. O CCQ [4, 1, 3] apresentado no Capitulo 4 é apenas um caso particular
de CCQ concatenado capaz de satisfazer estas duas condicoes. Mesmo com alguns CCCs
(2, 1, 2) nao é possivel produzir um CCC (4, 1, 3) capaz de alcangar df.. = 9. Isto nos
faz perceber o quanto o CCC (2, 1, 2) com G(D) = [1 +D?, 1+ D+ D?] é especial.

O CCQ [4, 1, 2] apresentado nesta se¢ao é fundamental para entendermos a importancia,
do conceito de memdria convolucional quantica no processo de geragao de CCQs. Obvia-

mente, este conceito deve também ser levado em consideracao no processo de decodificacao.

5.2.2 Um CCQ [12, 3, 3]

Considere o CCC (2, 1, 6) com matriz geradora polinomial G(D) = [1+D?+D3+D> +
DS 1+D+D*+D? +D6] 6. Em termos de notacdo de matriz discreta semi-infinita, esta

matriz escreve-se como:

11 01 11 11 00 10 11
11 01 11 11 00 10 11
11 01 11 11 00 10 11

Este CCC tem dfr. = 10 e, portanto, pode corrigir até quatro erros cldssicos. Por ser
um CCC de taxa 1/2, temos que H(D) = [1+D+ D>+ D?*+D%, 1+ D?>+D?+D’ + DY),
Em termos de notacao de matriz discreta semi-infinita, teremos esta matriz verificagao de

paridade escrita como:

6Referéncia [41], paginas 330-331.
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11
10
11
11

01
11

11
10
11
11
00
01
11

11
10
11
11
00
01

11
10
11

00

11
10
11
11

11
10
11

11
10

11

(5.9)

De acordo com (5.1), as solugoes da equacao de sindromes para este codificador sao:

el)(D) = s(D)+Ds(D)+ D*s(D)+D*s(D)+D*s(D) +

t(D) + D*t(D) + D*t(D) + D°t(D) + D°t(D),

e (D) = D?(D)+D*s(D)+t(D)+Dt(D)+D*t(D)+

D*t(D) + D%t(D),

onde aqui usamos o (D) = 1+ D+D?+D*+D* e a(D) = D*> + D*.

Os CCQs [6, 3, 2] e [12, 6, 1] para os canais bit flip e phase flip

(5.10)

Faremos uso da matriz (5.8) para construir um CCC (6, 3, 2). Assim, esta matriz pode

ser reescrita como:
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[ 110111 110010 110000
001101 111100 101100
000011 011111 001011

110111 110010 110000
G= 001101 111100 101100 . (5.11)
000011 011111 001011

Estamos, agora, em condigoes de gerar o CCQ [6, 3, 2] para os canais bit flip e phase
flip. Para o canal phase flip (que serd o mais interessante neste contexto), a operacao de

codificagao na base {|0),[1)} serd escrita como:

Q" i i) ® {§<|0> + 0 )10+ (-1 )
=0 t=0

<|o>+<—1>Vf”|1>><|o>+<—1>Vf‘”|1>><|o>+<—1>V55’|1>><|o>+<—1>V56>|1>>}= (5.12)

onde Vz(l) _ ”r(l) +u ( ) +”t(—) +u( ) +”z(2)2’ Vz( ) _ [( ) (1) +u,(£) +”(2)1 _|_ut(i)17 Vt(S) _
ul(2) +”t(2)1 +”t(—) —l—u( )] +M,(i)27 Vr(4) _ ”z( )+u,( ) 4,2 )] —l—u( )2 +”t(3)17 Vz(s) _ ”z(l) +u(1)l +
u,(3) +”z(3) +ut(3) e vl(é) = ut(l) +ut(2) +u,(3) +u 3 )l +ut( )2 Aqui, definimos u(ll) — % = (21)

1
u(zg = u(_3]) = u(3 =0. Cada um dos 2*V estados da base de uma sequéncia de informacao
com N blocos de qubits serd codificado em uma superposicao de 206(N+2) egtados, cada um
dos quais com 6(N +2) qubits. Naturalmente, trata-se de um CCQ [6, 3, 2] capaz de

garantir a correcao de até quatro erros Z sobre a palavra-codigo.

A matriz verificagao de paridade (5.9) pode agora ser reescrita como:
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110000

101100

111011

111110 110000

001111 101100

010011 111011

110100 111110 110000

H= | 001101 001111 101100 . (5.13)

000011 010011 111011
110100 111110 110000
001101 001111 101100
000011 010011 111011

As linhas da matriz de paridade (5.13) e da matriz geradora (5.11) permitem-nos
escrever, respectivamente, os geradores do grupo estabilizador e as operacoes légicas Z
atuando sobre os qubits de informacgao. No caso de um canal phase flip, os 0s e 1s da
matriz de paridade (5.13) devem ser substituidos por operadores I e X e os 0s e 1s da
matriz geradora (5.11) por operadores I e Z.

O CSL de decodificagao de sindromes para o CCC (6, 3, 2) é apresentado na Figura
5.3.

Ao entrarem no circuito da Figura 5.3 os (N +2) blocos recebidos do canal ruidoso,
sdo necessarios mais dois blocos de zeros para retornar ao estado inicial (todo nulo) do
decodificador de sindromes. Assim, para uma sequéncia de informacao com 3N qubits,
precisaremos considerar a medida de 3((N +2)+2) = 3N + 12 observaveis para poder
aplicar o ADS classico. Quanto a manipulagao logica deste cddigo, pode-se afirmar que
uma transformacao unitaria sobre 3N qubits [dgicos serda implementada através de uma
transformagao unitéria sobre os 6(N +2) qubits fisicos.

Como as matrizes (5.9) e (5.13) sdo exatamente as mesmas, podemos usar as solugoes
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(1) (1)
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Figura 5.3: Decodificador de sindromes para o codificador (6, 3, 2).

(5.10) para determinar a sequéncia de erros e = (e(l), e eB) e ), e(6)) da equacao
de sindromes s = eH” , com s = (s(1), s s3)) e r= (r(V, r@ rO®) r® ) r0))  Aqui,
porém, precisaremos de trés vezes mais unidades de tempo em relagao ao CCC (2, 1, 6)

para realizar a decodificacao de uma sequéncia de bits.

Analogamente, podemos usar a matriz (5.8) para construir um CCC (12, 6, 1). Assim,

a matriz (5.8) pode ser reescrita como:
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110111110010 110000000000

001101111100 101100000000

000011011111 001011000000

000000110111 110010110000

000000001101 111100101100

000000000011 011111001011
110111110010 110000000000
001101111100 101100000000
000011011111 001011000000

G= 000000110111 110010110000

000000001101 111100101100

000000000011 011111001011

(5.14)

Estamos agora em condigoes de gerar o CCQ [12, 6, 1] para os canais bit flip e phase
flip. Para o canal bit flip (que serd o mais interessante neste contexto), a operagao de

codificacao sera escrita como:

~+oo

U U U U 7
t=0
(5.15)

) —f—ut( )17 vt(3) =

£
AR

@ L 4 u® 4O

u i+ +u -
§>_§>+5> 5L%§uﬂ@p;>_§>+¢>+5>+<>+§> am:¢m+¢$+
OO )

Uy uy

1
) 1P i 1+ 1+, e =i i+l 4+,

6 2

”£)+ )1+”t 1 Vi t(
(
1T—

onde v — u® 44D 4@ 48 )b u® 1
N DO OINNCIN
)

U 1t | 1+
2, 2,499 = 0 2
NI DI IO INC S SN B
2

+
ul’ +u®,
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Aqui, definimos u(_ll) =u 22 =u 32 = u(_41) = u_Sf = u_62 =0. Cada um dos 2V estados da base
de uma sequéncia de informacao com N blocos de qubits sera codificado em um estado
com 12(N + 1) qubits. Naturalmente, trata-se de um CCQ [12, 6, 1] capaz de garantir a
correcao de até quatro erros X sobre a palavra-codigo.

A matriz verificacao de paridade (5.9) pode agora ser reescrita como:

[ 110000000000 ]
101100000000
111011000000
111110110000
001111101100
010011111011
110100111110 110000000000
001101001111 101100000000
000011010011 111011000000
H=1 000000110100 111110110000 (5.16)
000000001101 001111101100
000000000011 010011111011

As linhas da matriz de paridade (5.16) e da matriz geradora (5.14) permitem-nos

escrever, respectivamente, os geradores do grupo estabilizador e as operacoes légicas X
atuando sobre os qubits de informagao. No caso de um canal phase flip, os 0s e 1s da
matriz (5.16) devem ser substituidos por operadores I ¢ Z e os Os e 1s da matriz (5.14) por
operadores I e X.

O CSL de decodificacao de sindromes para o CCC (12, 6, 1) é apresentado na Figura,
5.4.



5.2. Uso de Codificadores Primitivos (2, 1, m)

187

(1)

(2)

(3)

(4)

>€

(5)
SZ

v

(6)
S2

(1 M
v
2 S 'L
e @
(2) (2)
Vs 5
PRNEN
3 3)
Vs 5
(@)
eZ
(4) (4)
v2 r2
PG
5) (5)
Vs 5
1
e (8
(6) (6)
Vs 5
e
(7) (7)
Vs 5
(8)
eZ
(8 (8)
v2 rZ
(9
eZ
9 (9)
v2 rZ
e (10)
(10) (10)
v2 rZ
y ° >
e (11)
(11) (11)
v2 rZ
(12)
eZ
(12) (12)
V2 r2

Figura 5.4: Decodificador de sindromes para o codificador (12, 6, 1).

Ao entrarem no circuito da Figura 5.4 os (N + 1) blocos recebidos do canal ruidoso, é

necessario mais um bloco de zeros para retornar ao estado inicial (todo nulo) do decodifi-

cador de sindromes. Assim, para uma sequéncia de informacao com 6N qubits, precisare-
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mos considerar a medida de 6((N+ 1)+ 1) = 6N + 12 observaveis para poder aplicar o ADS
classico. Quanto a manipulacao logica deste codigo, pode-se afirmar que uma transfor-
macao unitaria sobre 6N qubits ldgicos sera implementada através de uma transformacao

unitaria sobre os 12(N + 1) qubits fisicos.

Como as matrizes (5.9) e (5.16) sdo exatamente as mesmas, podemos usar as solugoes

(5.10) para determinar a sequéncia de erros e = (e(l), e(2) e(3) e e0) ) e(7) e®) o)
e(19) eI "e(12)) da equacio de sindromes s = eH”, com s = (s{1), s(2), s3) () s0) 5(0))
er=(r", r® B @ O rO ¢ &) O p10) (0D r(12)) " Aqui, no entanto,
precisaremos de seis vezes mais unidades de tempo em relacao ao CCC (2, 1, 6) para

realizar a decodificacao de uma sequéncia de bits.

O CCQ [12, 3, 3] para o canal com erro quantico geral

Quando fazemos a concatenagao dos CCCs (6, 3, 2) e (12, 6, 1), obtemos um novo

CCC, de taxa 3/12 e trés memorias efetivas. Veja o CSL do CCC (12, 3, 3) na Figura 5.5.

Nao foi possivel reproduzir nesta folha o diagrama de estados deste CCC. Trata-se de
um diagrama com 2321 =512 estados e 232141 = 4096 transicoes entre os estados.
Através de uma simulagao computacional foi possivel verificar que este CCC tem d fee = 20

e, portanto, é capaz de corrigir até nove erros sobre a palavra-codigo.

O CCC (12, 3, 3) pode ser usado na contrugao de um CCQ capaz de garantir a corre¢ao
de até dois erros quanticos gerais com geradores Z e X sobre a palavra-codigo quantica.
Isto porque os CCCs (6, 3, 2) e (12, 6, 1), associados respectivamente a corregao de erros
de fase e de bit, sdo capazes de garantir a correcao de dois erros e o CCC (12, 3, 3),
associado a correcao de erros quanticos gerais, é capaz de garantir a correcao de oito erros.
Todos estes CCCs tem capacidade de corregcao além da exigida para a correcao de dois
erros quanticos gerais, o que nos permite afirmar que alguns padroes com mais de dois

erros X e Z também poderao ser corrigidos por este codigo.

A operagao de codificacao para este CCQ [12, 3, 3] pode ser escrita como:
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Figura 5.5: Concatenacao dos codificadores (6, 3, 2) e (12, 6, 1).
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pr+a+qga+y - t+a-,petrntrnatxa+a-1,p g +rtro1+z-1,
Prra+xi+x 1 +yi-1, e+ @+ttt yi—1 -1,

G+r+x+yi+tyvi-1,petrnt+x+a+a-1,n+x+y+z +Ztl>}> (5.17)

M _ M (1)

onde v; | = 1 1+u D+ u® +u®, v = ul D)+l i) ) v =

t— t—1°

( ) + u,( )1 + u( ) )t ul 1 + u,( )2, t(4) = u,(l) + ut(z) + ut(z)l + “z(i)z +ul(i)1, vt(S) = u,(l) + ”51)1 +
u,( ) —}—ut(_)l —{—ut(i)z e v,(6) = ut( )+ut( )+u,(3) +ut(i)1 +ut(i)2. Aqui, definimos u(_]i = u(_lg = u(_zi =
u(_Z% = u(_SE = u(_sg =0ep_1=q-1=r-1=x_1=y-1=2-1=0. Cada um dos 23N estados
da base de uma sequéncia de informacao com N blocos de qubits sera codificado em uma
superposicao de 20(V+2) estados, cada um dos quais com 12((N+2)+ 1) = 12N + 36 qubits.

A matriz geradora polinomial do CCC (12, 3, 3) pode ser obtida através do produto
das matrizes geradoras polinomiais dos CCCs (6, 3, 2) e (12, 6, 1). Esta matriz tem a

seguinte forma':

[ 1+D 0 D+D?+D? ]
1+D+D*+D? D+D? D?
1+D*+D? D+D? D+D?
D+D? D D+D?
1+D+D? 1+D 0
' (D) = D 1+D+D*+D? D+D? | (5.18)
1+D? 1+D*+D? D+ D3
1+D D+D? D
0 1+D+D? 1+D
1+D D 1+D+D*+D?
1+ D? 1+ D? 1+D*+D3
1 1+D D+D?

"Esta matriz foi colocada na forma transposta para que fosse possivel reproduzi-la aqui.
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ou, na forma de matriz discreta semi-infinita,

Gc =

111010110111
000011101011
000000001110

110111010100
011111011101
101101111101
111010110111
000011101011
000000001110

011010100010
010001101010
110101000110
110111010100
011111011101
101101111101

011100000000
001001110000
101000100111
011010100010
010001101010
110101000110

011100000000
001001110000
101000100111

(5.19)

Chamemos a matriz (5.16) de Hyx, e a matriz (5.13), expandida para o CCQ [12, 3,
3] (basta tomar cada uma das linhas como um bloco de informagao a ser codificado pela
matriz (5.14) (= Gx)), de Hz. Com as matrizes Hy e Hz podemos construir a matriz
H¢ = [Hy; Hz|. Veja a matriz (5.20).

As linhas da matriz (5.20) permitem-nos escrever os geradores do grupo estabilizador
do CCQ [12, 3, 3] descrito pela operagao de codificagao (5.17). Usamos as linhas da matriz
Hy para obter os geradores Z e as linhas da matriz Hz para obter os geradores X. Os Os e
1s da matriz Hy devem ser substituidos por operadores I e Z e os Os e 1s da matriz Hz por
operadores I e X. Usaremos também as linhas da matriz G¢ para determinar as operacoes
légicas tanto de X quanto de Z atuando sobre os qubits de informacao. Para determinar X,
os 0s e 1s da matriz (5.19) devem ser substituidos por operadores I e Z, e para determinar
Z, os 0s e 1s da matriz (5.19) devem ser substituidos por operadores I e X. Pode-se afirmar
que uma transformacao unitaria sobre 3N qubits ldgicos serd implementada através de uma
transformacao unitaria sobre 12N + 36 qubits fisicos.

Ao entrarem no circuito da Figura 5.4 os (N + 3) blocos recebidos do canal ruidoso,
é necessario mais um bloco de zeros para retornar ao estado inicial (todo nulo) do de-
codificador de sindromes. Assim, para uma sequéncia de informacao com 3N qubits,
precisaremos considerar a medida de 6((N+3)+1) = 6N +24 observéveis Z e de 3N + 12

observaveis X para poder aplicar o ADS cldssico. Usamos os autovalores {0, } e {0, }
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(onde Mx e Mz sao os observaveis Z e X, respectivamente) nas solugoes (5.10) da equagao

de sindromes para detectar através de dois diagramas de trelica os qubits onde eventual-

mente ocorreram erros de bit e os blocos do cédigo phase flip associado onde eventualmente

ocorreram erros de fase.

110000000000
101100000000
111011000000
111110110000
001111101100
010011111011
110100111110
001101001111
000011010011
000000110100
000000001101
000000000011

111010001110
110100011010
111001011111
111001101011
000011100110
001101110010
111010111001
000011101011
000000001110

110000000000
101100000000
111011000000
111110110000
001111101100
010011111011

011100000000
001001110000
110100100111
100011010010
101110001101
110110111000
010111011011
100101011101
101110010101

011100000000
001001110000
110100100111
100011010010
101110001101
110110111000

011100000000
001001110000
110100100111

(5.20)
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5.3 Uso de Codificadores Primitivos (3, 1, m)

Nesta segao usaremos CCCs 6timos de taxa 1/3 com duas e trés memorias para gerar
bons CCQs de taxa 1/9 (Referéncia [14], pdginas 88-89.). Trés casos serao considerados.
No primeiro caso, vamos concatenar um CCC (3, 1, 3) 6timo a um CCC (9, 3, 1) com
matriz geradora derivada do primeiro (e, portanto, de MUC) para gerar um CCC (9, 1,
4). No segundo caso, vamos concatenar um CCC (3, 1, 2) 6timo a um CCC (9, 3, 1)
com matriz geradora derivada do primeiro (e, portanto, de MUP) para gerar um CCC (9,
1, 3). Em ambos os casos, os CCCs concatenados possuem dyre > 17, 0 que possibilita
a construcao de CCQs de taxa 1/9 capazes de corrigir até dois erros quanticos gerais.
Finalmente, no terceiro caso, vamos concatenar um CCC (3, 1, 3) 6timo a um CCC (9,
3, 1) também 6timo para gerar um CCC (9, 1, 4) com dfre > 25, 0 que possibilita a

construgao de um CCQ de taxa 1/9 capaz de corrigir até trés erros quanticos gerais.

5.3.1 Um CCQ [9, 1, 4]
Os CCQs [3, 1, 3] e [9, 3, 1] para os canais bit flip e phase flip

Considere que fagamos uso do CCC (3, 1, 3) com matriz geradora polinomial

G(D)=[1+D*+D* 1+D+D* 1+D+D*+D’ (5.21)

na construcao de um CCQ para o canal bit flip. Este cédigo tem d.. = 10 e, portanto,
pode corrigir até quatro erros classicos. A correspondente operagao de codificacao quantica

sera escrita como:

+oo +oo
& lur) — @ v ), (5.22)
=0 t=0

(1)

onde v;

(3)

= U; + Us—) + U3, vt(z) =Ur+ U1t U3 €V = U+ U1+ U2+ Ur_3. Aqui,
definimos u_; =u_» =u_3 =0. Cada um dos 2V estados da base de uma sequéncia de
informacao com N qubits serd codificado em um estado de comprimento 3(N + 3). Este
CCQ herda todas as propriedades do CCC associado. Ou seja, é um CCQ [3, 1, 3] capaz

de garantir a correcao de até quatro erros X em quaisquer quatro qubits da palavra-cédigo.
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A matriz discreta semi-infinita associada a matriz (5.21) tem a seguinte forma:

111 011 101 111
G= 111 011 101 111 . (5.23)

Com um pouco de algebra é possivel demonstrar que uma matriz verificacao de paridade

associada a matriz (5.21) é:

H(D) = 1+D+D3 1+D*+D3 0 (5.24)
1+D+D? D? 1] '

que na notacao de matriz discreta semi-infinita tem a seguinte forma:

110
101
100 110
100 101
010 100 110
110 100 101
110 010 100 110
H— 000 110 100 101 . (5.25)
110 010 100 110
000 110 100 101
110 010 100 110
000 110 100 101
110 010 100 110

000 110 100 101

O CSL de codificacao e o CSL de decodificacao de sindromes sao apresentados na
Figura 5.6.

As linhas da matriz de paridade (5.25) e da matriz geradora (5.23) permitem-nos
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e](l)
f\vlu’ rl(lJ
4’]\)
(1)
A !
i
[
elm |
u, K\Vlm n®
—_—
N
51(21
L
el(3)
V1‘3) rl(3)

N
N>~

Figura 5.6: CSL de codificacao e CSL de decodificacao de sindromes para o CCC (3, 1,
3).

escrever, respectivamente, os geradores do grupo estabilizador Sy e as operacoes légicas X;

atuando sobre os qubits de informacao. Estes operadores estao dispostos na Tabela 5.1.

Ao entrarem no circuito da Figura 5.6 os (N + 3) blocos recebidos do canal ruidoso,
sdo necessarios mais trés blocos de zeros para retornar ao estado inicial (todo nulo) do
decodificador de sindromes. Assim, para uma sequéncia de informacao com N qubits,
precisaremos considerar a medida de 2((N +3) +3) = 2N + 12 observaveis para poder
aplicar o ADS classico. Quanto a manipulagao légica deste codigo, pode-se afirmar que
uma transformacao unitaria sobre N qubits ldgicos sera implementada através de uma

transformagao unitaria sobre os 3(N +3) qubits fisicos.

Analogamente, podemos estender a operagao de codificacao (5.22) para um canal phase

flip. Na base {]0),|1)}, teremos a seguinte operacao de codificagao:

iy il B (1) ) ()
®|Mz>'—>®{ﬁ(|0>+(—1)v’ 11))(10) +(=1)" [1))(|0) + (—1)" |1>)}7 (5.26)
t=0 t=0

1 2 3
onde Vt( ) =u+ur—+ U3, Vt( ) =ur+u—1+ U3, Vt( ) =urtu—1+uor+uy-3eu=

u_» =u_3=0. Ou, mais explicitamente,
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5
~ NN O~ O~~~ NN~ NN NN
NN N N NN N NNN N~ ~ N
NN N N NN N NN N N NN~
~ o~~~ ~ NN ~ N NNN~N~
NN N N NN NN NN NN NN
NN N NN NN NSNS NN~
~N 0~ ~ N N ~ N N N N ~N ~~~
~N O~ N~ N NN N N N NN ~N~N~
NN N N N N N NN N SNS~N~N~NN~NS
~ N N ~ N N N N ~N N N~~~
~ N N N N N N N N N ~N ~N~ ~
NN N N N N NN NN~
N ~ N N N N ~N N ~N N N N~ '~
N N ~ ~N~ N N N N NN ~N '~~~
NN N SN N N NN NSNS
N N N N N N N N N N N~ NN~
NN N NN NN NSNS SNS~SI~N~N
~N N N N N N N NN NN NSNS
N N ~N N N N N NN N N~~~
~N N N N N N NN NN SNS~NS~SNNS
N N N N N N N N NN S~N~NN~NNSN
NN N N N N NN NN NN
NN N N N N NN NN NN
NN N N N N NN NSNS

>
~ o~ X~ 0~
~ o~ X~ O~
~ O~ X~ ~
~ X~~~
~ X X~ O~
~ X X~ O~
Mo~ )~ O~
Mo~~~
Mo |~ o~
~ X X~ O~
Mo~ X~ O~
S |~ o~
Mo~~~
~ X~~~
Mo o~~~
Mo~~~ O~
Mo~~~ N
Mo~~~ O~
~ O~ O~~~
~N O~ N~ O~
~N O~ N~ O~
~ O~ O~~~
~N O~ N~ O~
~ O~ O~~~

Xoo [ r1r1r1r1r 1111111 11XXXIXXXI1X X X X

Tabela 5.1: Geradores e operagoes logicas do CCQ [3, 1, 3] descrito pela operacao de
codificacao (5.22).

+o0 Foo 1 (1,1,1)

X ur) — &

t:() l:() 2\/5 (Pt>¢]t7"t):(0>07 0)

(1 (2)

(3)
(_1) t PeVe Gty rr’p[’ qs, 7'[> . (527)

Assim, cada um dos 2V estados da base de uma sequéncia de informacdo com N qubits

23(V+3) estados, cada um dos quais com 3(N +3)

serd codificado em uma superposicao de
qubits. Trata-se de um CCQ [3, 1, 3| capaz de garantir a correcao de até quatro erros Z
em quaisquer quatro qubits da palavra-cédigo.

Os geradores e operagoes légicas para o CCQ de canal phase flip podem ser obtidos a
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partir da mesma Tabela 5.1, bastando fazer a permutacao Z < X.

Com a medida da palavra-cédigo recebida a saida do canal quantico pelo conjunto de
observaveis da Tabela 5.1 é possivel determinar qual erro eventualmente ocorreu sobre a
palavra-codigo original. A cada instante de tempo ¢, fazemos a medida com dois novos
observaveis. Os resultados destas medidas sao um conjunto de autovalores {oct(l), oct(z)}.
Para cada instante de tempo #, existe um homomorfismo entre as sindromes cldssicas
{st(l), s,(z)} = {0,1} e os autovalores {Ocl(l), Oct(z)} = {+1,—1} estabelecido pelas relagoes
st(l) =(1 —ocl(l))/2 e sl(z) =(1 —(xt(z))/Z (t=0,1, 2, ...). Vamos agora encontrar as solugoes
da equagao de sindromes para o codificador (5.21).

A forma normal de Smith para a matriz transposta de (5.24) ¢ escrita como:

T
1 00
H' (D)=L : (5.28)
010
onde a inversa de L(D) é
D 1+D D
L~ '(D)= 0 0 1 , (5.29)

1+D*+D3 1+D+D> 1+D+D*+D?

Substituindo a equagdo (5.28) na equacio s(D) = e(D)H (D), teremos a seguinte

equacao de sindromes a resolver:

s(D) = [s""(D), s®)(D)] = [V (D), e¥) (D), e (D)) : (5.30)

onde £ (D) = e (D)L(D) para 1 <i<n=3.

Usando as equacoes €)(D) = 6U)(D), para 1 < j <n—k=2, e e)(D) = tU="+k(D),
paran—k+1=3—-14+1=3<j<n=3 (onde tV(D)=t(D) para 1 <i<k=1é um
polinémio arbitrério no anel euclidiano F[D]), a solucdo da equacio (5.30) para £)(D)

Sera:

e(D) =sM(D), e? (D) =52 (D), e3 (D) =t(D). (5.31)
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Finalmente os vetores de erro e()(D) em termos das solucdes dadas em (5.31) séo,

usando (5.29), [e()(D), e? (D), e®)(D)] = [s(V(D), s (D), (D)L~ (D). Isto produz:

e)(D) = Ds'Y(D)+t(D)+D*(D)+D(D),

e (D) = s (D)+DsV(D)+t(D) + Dt(D) + D3t(D), (5.32)

e®(D) = Ds"V(D)+5%(D)+t(D)+ Dt(D) +D*(D) + D*t(D),

onde:

(1) (1) (1)
1-— 1— 1—
s!)(D) = 2% + 2% D+ 2“2 D*+ ...,
@ @ @
- - -
s (D) %o M pr % pry (5.33)

2 2 2
sao as solucdes gerais da equacao de sindromes s(D) = e(D)HT (D) para o codificador (3,

1, 3) com matriz geradora (5.21).

Dt(D), D*t(D), D*t(D) | t(D)=0 | t(D)=1
a=000 a=000 | ¢c=100
b =001 a=000 | ¢c=100
c=010 b=001 | d=101
d=011 b=001 | d =101
a=100 a=010 | c=110
b =101 a=010| c=110
c=110 b=011|d=111
d=111 b=011|d=111

Tabela 5.2: Tabela de estados do registro de deslocamento para t(D).

Os valores de t(D), Dt(D), D*t(D) e D’t(D) ao longo da trelica podem ser obtidos
através da Tabela 5.2. Definimos o estado inicial como (Dt(D), D*t(D), D*t(D)) = (0,0,0)
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e s)(D) =5 (D) =0 (ou alV) = a® = +1) antes do estdgio 0. O ADS entéo seleciona o
caminho no diagrama de trelica com o menor peso de Hamming.

Com este algoritmo classico podemos detectar e corrigir, sem ambiguidade, qualquer
grupo com até quatro erros X sobre a palavra-cédigo (5.22) ou qualquer grupo com até
quatro erros Z sobre a palavra-cédigo (5.26).

Considere agora o CCC (9, 3, 1) construido a partir da matriz geradora (5.23). Neste

caso, esta matriz pode ser reescrita da seguinte forma:

[ 111011101 111000000
000111011 101111000
000000111 011101111

111011101 111000000
G= 000111011 101111000 . (5.34)
000000111 011101111

A operagao de codificacao para o CCQ [9, 3, 1] serd escrita como:

oo oo

) t( )1+”z( )1+“t( )17 v =

A1
Uy
d@ 4 e

+u v =u

m_ 2 _

Aqui, definimos u’ | =u"| =

m_ o, 0, 2 2_ 0, 0 3 6 _

onde v, " =u; 4w, +u ", v =w w0 u vy
ut(z) +Mt(i)1 +M,(i)1, Vt(5) _ (1) ‘le(z) +ut(i)1= v,(6) _ ( )+u( )_|_
M,(i)l, vt(g) _ ut(2) ‘Hlt( )—l—u( )1 o vt(9) _ ut(l) +”z(2) ‘Hlt( )+u( )
u(f% = 0. Esta operacao de codificagdo quantica é a equivalente trivial com taxa 3/9 e
memoria unitaria da operacao (5.22). Por serem equivalentes, a capacidade de corregao
do novo cédigo é a mesma, ou seja, podemos garantir com o CCQ [9, 3, 1] a corre¢ao de
qualquer grupo com até quatro erros X.

A matriz verificagao de paridade (5.25) pode agora ser reescrita como:
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Figura 5.7: CSL de codificacdo e CSL de decodificacao de sindromes para o CCC (9, 3,
1).
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110000000
101000000
100110000
100101000
010100110
110100101
110010100
000110100
000110010
000000110
000000110
000000000

110000000
101000000
100110000
100101000
010100110
110100101

(5.36)

Como as matrizes (5.25) e (5.36) sdo exatamente a mesma matriz, podemos usar as
solugdes (5.32) para determinar a sequéncia de erros e = (e(l), e@ e e® eb) e )
e(g), e(9)) da equacdo de sindromes s = eH’, onde agora temos s = (s(l), s(z), 5(3),s(4), 5(5),
s©) er= (M, r@® rG @ O O ¢ @ r®) Aqui, porém, precisaremos de trés
vezes mais unidades de tempo em relagao ao CCC (3, 1, 3) para realizar a decodificagao de
uma sequencia de bits. Veja o CSL de codificagao e o CSL de decodificacao de sindromes

para o CCC (9, 3, 1) na Figura 5.7.

O CCQ ]9, 1, 4] para o canal com erro quantico geral

Quando fazemos a concatenagao dos CCCs (3, 1, 3) e (9, 3, 1), obtemos um novo CCC,
de taxa 1/9 e quatro memdrias efetivas. Veja o CSL do CCC concatenado (9, 1, 4) e o seu

respectivo diagrama de estados nas Figuras 5.8 e 5.9.
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Val AR
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Figura 5.8: Concatenagao dos codificadores (3, 1, 3) e (9, 3, 1).

E facil de verificar que sao necessarias pelo menos cinco transicoes para sair do es-
tado inicial 000000 e retornar ao mesmo estado (000000 — 001111 — 010011 — 100101 —
000111 — 000000). Este caminho também é o caminho de dy.. Ou seja, nao é possivel
encontrar outro caminho nao nulo que saia do estado inicial 000000 e retorne ao mesmo
estado com peso menor do que vinte e quatro (palavra-cédigo 111100001 — 001101011 —
001001101 — 011001110 — 001010111). Logo, este CCC (9, 1, 4) é capaz de corrigir

qualquer grupo com até onze erros classicos sobre a palavra-codigo.
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Figura 5.9: Diagrama de estados do CCC

concatenado (9, 1, 4).

O CCC (9, 1, 4) pode ser usado na contrugao de um CCQ capaz de garantir a corregao

de até dois erros quanticos gerais com geradores Z e X sobre a palavra-codigo quantica.
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Isto porque os CCCs (3, 1, 3) e (9, 3, 1), associados, respectivamente, a corregao de erros
de fase e de bit, s@o capazes de garantir a corre¢ao de dois erros e o CCC (9, 1, 4), associado
a correcao de erros quanticos gerais, é capaz de garantir a correcao de oito erros. Todos
estes CCCs tem capacidade de corregao além da exigida para a correcao de dois erros
quanticos gerais, o que nos permite afirmar que alguns padroes com mais de dois erros X
e Z também poderao ser corrigidos por este codigo.

A operagao de codificacao para o CCQ [9, 1, 4] pode ser escrita como:

(2) 3)
bt "\ pr+ pr—1 -1,

+o0 +oo (1,1,1) 1 o
Us) —— —(—=1)" PtV

t=0 ptvtht):(ov 0, 0)

prt+prat+r-1,prtpat+qg1+tn-1, ¢ +qg-1+rn-1, pr+q+q -1,

Pr+q+qi—1+r—1, pr+r+r—1, n+q+q-1, pt+rt+ql+QI—1>}7 (5.37)

(1) (3)

onde v, ' = uy +ur—o +us_3, vt(z) =t +u—3 €V, =u+u1+ U2+ U_3. Aqui,
definimos u_1 =u_r=u_3=0e p_1 =qg_1 =r_; =0. Cada um dos 2V estados da base
de uma sequéncia de informacao com N qubits sera codificado em uma superposicao de
23(N+3) estados, cada um dos quais com 3(3(N +3) +3) = 9N + 36 qubits.

A matriz geradora polinomial do CCC (9, 1, 4) pode ser obtida através do produto das
matrizes geradoras polinomiais dos CCCs (3, 1, 3) e (9, 3, 1). Esta matriz tem a seguinte
forma: G(D)=[1, 1+D* 1+D+D>+D3>+D* 1+D, D*, D+D*+D? D*+D*+D* D+
D3+D* 14+D+D? +D4]. Ou, na forma de matriz discreta semi-infinita:

111100001 001101011 001001101 011001110 001010111
111100001 001101011 001001101 011001110 001010111 |. (5.38)

Gc

Chamemos a matriz (5.36) de Hy, e a matriz (5.25), expandida para o CCQ [9, 1,

4] (basta tomar cada uma das linhas como um bloco de informacao a ser codificado pela
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matriz (5.34) (= Gx)), de Hz. Com as matrizes Hy e Hz podemos construir a matriz

HC = [Hx; Hz]i

He =

110000000
101000000
100110000
100101000
010100110
110100101
110010100
000110100
000110010
000000110
000000110
000000000

111100110
111011010
111011101
111011101
000111011
111100110
111100110
000000000

110000000
101000000
100110000
100101000
010100110
110100101

010111000
100101111
000100110
000011010
010100101
101100101
010000011
111100110

010111000
100101111
000100110
000011010
010100101
101100101

010111000
100101111
000100110
000011010

010111000
100101111

(5.39)

As linhas da matriz (5.39) permitem-nos escrever os geradores do grupo estabilizador
do CCQ [9, 1, 4] descrito pela operacao de codificacao (5.37). Usaremos as linhas da

matriz Hy para obter os geradores Z e as linhas da matriz Hz para obter os geradores X.
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Os 0s e 1s da matriz Hy devem ser substituidos por operadores I e Z e os 0s e 1s da matriz
H; por operadores I e X. Usaremos também as linhas da matriz G¢ para determinar as
operacoes légicas tanto de X quanto de Z atuando sobre os qubits de informacao. Para
determinar X, os Os e 1s da matriz (5.38) devem ser substituidos por operadores I ¢ Z, e
para determinar Z, os 0s e 1s da matriz (5.38) devem ser substituidos por operadores I e X.
Pode-se afirmar que uma transformacao unitaria sobre N qubits ldgicos serd implementada
através de uma transformacao unitaria sobre 9N + 36 qubits fisicos. Devido as limitacoes
de espaco, nao foi possivel reproduzir aqui a tabela com os geradores e operacoes logicas
do CCQ [9, 1, 4].

Ao entrarem no circuito da Figura 5.7 os (N +4) blocos recebidos do canal ruidoso, é
necessario mais um bloco de zeros para retornar ao estado inicial (todo nulo) do decodifi-
cador de sindromes. Assim, para uma sequéncia de informagao com N qubits, precisaremos
considerar a medida de 6((N+4)+ 1) = 6N + 30 observaveis Z e de 2N + 12 observéveis X
para poder aplicar o ADS classico. Usamos os autovalores {0, } € {0, } (onde Mx e Mz
sao os observaveis Z e X, respectivamente) nas solucoes (5.32) da equagao de sindromes
para detectar através de dois diagramas de trelica os qubits onde eventualmente ocorreram
erros de bit e os blocos do codigo phase flip associado onde eventualmente ocorreram erros

de fase.

5.3.2 Um CCQ [9, 1, 3]
Os CCQs [3, 1, 2] e [9, 3, 1] para os canais bit flip e phase flip

Considere que fagamos uso do CCC (3, 1, 2) com matriz geradora polinomial

G(D)=[1+D* 1+D+D* 1+D+D? (5.40)

na construcao de um CCQ para o canal bit flip. Este cdédigo tem dyr. = 8 e, portanto,
pode corrigir até trés erros classicos®. A correspondente operacio de codificacio quantica

serd escrita como:

8Lembremo-nos de que j4 estudamos este codificador na secdo 3.6.2.
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~+oo +oc0
R ) — R [V, v vy, (5.41)
=0 t=0

onde v,(l) =u +u_7, vt(z) = U+ U+ U e vt(3) =u + U1+ u_p. Aqui, definimos

u_; =u_p=0. Cada um dos 2" estados da base de uma sequéncia de informacdo com N
qubits serd codificado em um estado de comprimento 3(N +2). Este CCQ herda todas as
propriedades do CCC associado. Ou seja, ¢ um CCQ [3, 1, 2| capaz de garantir a corregao
de até trés erros X em quaisquer trés qubits da palavra-cddigo.

A matriz discreta semi-infinita associada a matriz (5.40) tem a seguinte forma:

111 011 111
G= 111 011 111 . (5.42)

Com um pouco de algebra é possivel demonstrar que uma matriz verificagao de paridade

associada a matriz (5.40) é:

H(D) = 1+D+D* 1+D* 0 (5.43)
1+D+D> D> 1| '

que na notacao de matriz discreta semi-infinita tem a seguinte forma:

[ 110 ]
101
100 110
100 101
110 100 110
4| 110 100 101 | _
110 100 110
110 100 101
110 100 110
110 100 101
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O CSL de codificacao e o CSL de decodificacao de sindromes sao apresentados na

Figura 5.10.

N
(N>

1N
IV
.

o L]

N Sl(zv
LJ

(3) (3)
N v L

/\\|

Figura 5.10: CSL de codificagao e CSL de decodificacao de sindromes para o CCC (3, 1,
2).

As linhas da matriz de paridade (5.44) e da matriz geradora (5.42) permitem-nos
escrever, respectivamente, os geradores do grupo estabilizador Sy e as operacoes légicas X;
atuando sobre os qubits de informacao. Estes operadores estao dispostos na Tabela 5.3.

Ao entrarem no circuito da Figura 5.10 os (N +2) blocos recebidos do canal ruidoso,
sdo necessarios mais dois blocos de zeros para retornar ao estado inicial (todo nulo) do
decodificador de sindromes. Assim, para uma sequéncia de informacao com N qubits, pre-
cisaremos considerar a medida de 2((N+2)+2) = 2N + 8 observéveis para poder aplicar o
ADS classico. Quanto a manipulagao logica deste cédigo, pode-se afirmar que uma trans-
formacao unitaria sobre N qubits ldgicos sera implementada através de uma transformacao
unitaria sobre os 3(N +2) qubits fisicos.

Analogamente, podemos estender a operagao de codificagao (5.41) para um canal phase

flip. Na base {|0),|1)}, teremos a seguinte operacao de codificagao:

o0

il B (1) @ ()
u) — ——([0Y + (=1)" [1)(]0) 4+ (=1)" |1))(|O) + (=1)" |1)) p, (5.45
&) lur) g{zﬁ(H (=1)" [1))(|0) + (=1)" [1))(|0) + (1) |>)} (5.45)

t=0
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My (2 Zz I I I 1 1 I I 111111111
My (2 1 Zz 1 I 1 1 1 1111111111
M, |z I I z 2z I I I 1111111111
My |z I I z I z 1 I I I I 1111111
My 2 Z I Z I I Z Z I I I I I I I 111
Ms 2 2 I Z I I 21 Z 1 I I I I I I I I
Mg 111 z2z12z112z2z1 111111
M, 1 11 z2zZz12z112ZzZ12Z111111
Mg 1 1111122127211 2Z7ZZ11 11
My 1 11111272272 1Z112Z12Z1 11
Moy |1 11T 1T 111 1 1 111111111 Z Z 1
M. I I 1T 1 1 1111111111111 Z Z 1
X, (XXX I XXXXxx 111111111
X> I 1 1 X X X I XX XXX 111111
X3 1 1 1111 XXX I XXXXXI1I I I
X |1 1T 1T 1T I 1 1 1 111 1XXX1I1IXX X X X

Tabela 5.3: Geradores e operagoes l6gicas do CCQ [3, 1, 2] descrito pela operacao de
codificacao (5.41).

(1)

2 3
onde v; * = u + 2, Vz( )= Up + U1 + U2, vt( ) = u+u—y+upeuy=uro=0 Ou,

mais explicitamente,

+oo o0 1 (1,1,1) ) +v<2) +v(3)r
®‘I/t;>'—>® 2—\/5 Z (_1)l LR t’pl;qh rl) . (546)
t=0 =0 (Prs g, 11)=(0,0,0)

Assim, cada um dos 2V estados da base de uma sequéncia de informacao com N qubits

230N+2) estados, cada um dos quais com 3(N +2)

serd codificado em uma superposicao de
qubits. Trata-se de um CCQ [3, 1, 2] capaz de garantir a corre¢ao de até trés erros Z em
quaisquer trés qubits da palavra-codigo.

Os geradores e operagoes logicas para o CCQ de canal phase flip podem ser obtidos a

partir da mesma Tabela 5.3, bastando fazer a permutacao Z < X.
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Com a medida da palavra-cédigo recebida a saida do canal quantico pelo conjunto de
observaveis da Tabela 5.3 é possivel determinar qual erro eventualmente ocorreu sobre a
palavra-codigo original.

As solucbes gerais da equacdo de sindromes s(D) = e(D)H” (D) para o codificador (3,
1, 2) com matriz geradora (5.40), apresentadas na segao 3.6.2, podem agora ser escritas

para o contexto quantico como:

e)(D) = Ds"V(D)+t(D)+D*t(D),

e (D) = s (D)+Ds!")(D)+t(D)+Dt(D)+ D*t(D), (5.47)

e® (D) = Ds'V(D)+s?(D)+t(D)+Dt(D)+ D*t(D),

onde:

(1)

1 —oy l—agl)

1 -l

sD(D) = St D+ 22 D*+...,
@ @ @
- - -
s®(p) = 2% n 2“1 D+ 2°°2 D*+..., (5.48)

Os valores de t(D), Dt(D) e D*t(D) ao longo da trelica podem ser obtidos através da
Tabela 3.1. Definimos o estado inicial como (Dt(D),D*t(D)) = (0,0) e sV (D) =s® (D) =0
(ou al) = a® = 41) antes do estdgio 0. O ADS entio seleciona o caminho na trelica com
o menor peso de Hamming.

Com este algoritmo classico podemos detectar e corrigir, sem ambiguidade, qualquer
grupo com até trés erros X sobre a palavra-cédigo (5.41) ou qualquer grupo com até trés
erros Z sobre a palavra-codigo (5.45).

Considere agora o CCC (9, 3, 1) construido a partir da matriz geradora (5.42). Neste

caso, esta matriz geradora pode ser reescrita da seguinte forma:
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111011111

000111011
000000111

000000000
111000000
011111000
111011111
000111011
000000111

000000000
111000000
011111000

(5.49)

Note que este CCC (9, 3, 1) é de memdria unitdria parcial (MUP), ao contrario do

CCC (9, 3, 1) com matriz geradora (5.34), que é de memoria unitéria completa (MUC).

A matriz verificacao de paridade (5.44) pode agora ser reescrita como:

110000000
101000000
100110000
100101000
110100110
110100101
000110100
000110100
000000110
000000110
000000000
000000000

110000000
101000000
100110000
100101000
110100110
110100101

(5.50)
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Veja o CSL de codificagao e o CSL de decodificagao de sindromes para este CCC (9,
3, 1) na Figura 5.11.

(1)
&
.
(1) (1)
/\ V2 r2
N »)
(2)
eZ
(1) (2) (2)
u, KZ\ v, r s (1
I — N >\> 2,
i ]
I
3
eZ
(3) (3)
/[\ v, I, vad s @
> > > »; 2 »
A
(4) [ —
E [
v, @ r @ il \ -
/\ 2 2 7 s,
r\ » > >
[
]
r
e
@) L\ 5) (5)
u v r
2 2
LN o] o 3
(6)
eZ
6 6 A
/!\ v,® L, K s @
g / » } 2 >
i A
(1)
J% ‘ \
(7) (1) A
v r (5)
2 s
>( » o ‘//‘ 2 >
A
(8)
eZ
\,
e v (@) (8 ()
2 > 2 R2 2 R S,
7 N S g
>
(9)
&,
v (9 (9
R R2 2 R
> /

Figura 5.11: CSL de codificagao e CSL de decodificacao de sindromes para o CCC (9, 3,
1).
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A operagao de codificacao para este CCQ [9, 3, 1] serd escrita como:

+oo +oo

Qs ™y — QW v P W WP P W) (51
onde v,(]) = (1) +u,(2)1, v,(Z) = ut( )+u( )1 +ut(3)l, v,(3) = ut( )+u( )1 ~|—u,(3)1, vt(4) = (2) +ut(i)1,
vt(s) ,( )+ ,( )+ t( )1, v(6) = ut(l)+ut(2)+ut(3)1, v( ) = ut( ) ut( ), vt(g) = u,(])+u,(2) +u,(3) e
vt(g) = u,( )—i— t( )+u,( ) Aqui, definimos u(ll) = 1 = u( ) = 0. Esta operagao de codificagao

quantica é a equivalente trivial com taxa 3/9 e memoria unitdria da operagao (5.41). Por
serem equivalentes, a capacidade de corre¢ao do novo codigo é a mesma, ou seja, podemos

garantir com este CCQ [9, 3, 1] a corre¢ao de qualquer grupo com até trés erros X.

O CCQ [9, 1, 3] para o canal com erro quantico geral

Quando fazemos a concatenagao dos CCCs (3, 1, 2) e (9, 3, 1), obtemos um novo CCC,
de taxa 1/9 e trés memérias efetivas. Veja o CSL do CCC concatenado (9, 1, 3) e o seu
respectivo diagrama de estados nas Figuras 5.12 e 5.13.

E facil de verificar que sao necessarias pelo menos quatro transicoes para sair do estado
inicial 00000 e retornar ao mesmo estado (00000 — 01111 — 10011 — 00111 — 00000).
Este caminho também ¢ o caminho de df... Ou seja, nao hd nenhum outro caminho nao
nulo que saia do estado inicial 00000 e retorne ao mesmo estado com peso menor do que
dezoito (palavra-cédigo 111100011 — 100000100 — 011011011 — 100111000). Logo, este
CCC (9, 1, 3) é capaz de corrigir qualquer grupo com até oito erros sobre a palavra-cédigo.

O CCC (9, 1, 3) pode ser usado na contrugao de um CCQ capaz de garantir a corre¢ao
de até dois erros quanticos gerais com geradores Z e X sobre a palavra-codigo quantica.
Isto porque os CCCs (3, 1, 2) e (9, 3, 1), associados respectivamente & corregao de erros de
fase e de bit, sdo capazes de garantir a correcao de dois erros e o CCC (9, 1, 3), associado
a correcao de erros quanticos gerais, é capaz de garantir a correcao de oito erros. Todos
estes CCCs tem capacidade de corregao além da exigida para a correcao de dois erros
quanticos gerais, o que nos permite afirmar que alguns padroes com mais de dois erros X
e Z também poderao ser corrigidos por este codigo.

A operagao de codificacao para o CCQ [9, 1, 3] pode ser escrita como:
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/N
N

—D

(3)
Vs,

N
N

(4)
Vs,

AR
N

(5)
V2

4Ry
UV

o

(6)
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TN Vi
52
V2

AR

(9)

L

Figura 5.12: Concatenacao dos codificadores (3, 1, 2) e (9, 3, 1).

o0 +oo (1,1, 1) 1 O +v(2) +v(3)r
) [ur) — Q) Y —2\@(—1)’ PRV gy P Gt T,
t=0 t=0 (Ptqu,rt):(07070)

Prtqi1+r—1,q+r—1, prtq+ri—1, pp+qr+ri—1, pr+re, pr 4+, PI+Qt+rt>}7

(1) (2)

onde v, " =us+ui_o, v,

(3)

=u+u_1+u—oev, =u+u—1+u—_o. Aqui, definimos u_; =

ur=0e p_1=qg_1 =r_1=0. Cada um dos 2V estados da base de uma sequéncia de

23(N+2)

informacao com N qubits sera codificado em uma superposicao de estados, cada
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! 100000100
100111000 TN
01000 )
L
000111100 -

111011111

011100111

entradas

Figura 5.13: Diagrama de estados do CCC concatenado (9, 1, 3).

um dos quais com 3(3(N +2)+3) = 9N + 27 qubits.

A matriz geradora polinomial do CCC (9, 1, 3) pode ser obtida através do produto das
matrizes geradoras polinomiais dos CCCs (3, 1, 2) e (9, 3, 1). Esta matriz tem a seguinte
forma: G(D)=[1+D+D3 1+D?> 1+D? 1+D? D>+ D* D*>+D3 D, 1+D? 1+D?,

ou, na forma discreta semi-infinita:

111100011 100000100 011011011 100111000
Gc = 111100011 100000100 011011011 100111000 | . (5.52)

Chamemos a matriz (5.50) de Hy, e a matriz (5.44), expandida para o CCQ [9, 1,
3] (basta tomar cada uma das linhas como um bloco de informacao a ser codificado pela
matriz (5.49) (= Gx)), de Hz. Com as matrizes Hy e Hz podemos construir a matriz

HC = [Hx; Hz]:
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He =

i 110000000
101000000
100110000
100101000
110100110
110100101
000110100
000110100
000000110
000000110
000000000
000000000

111100100
111011000
111011111
111011111
111100100
111100100

110000000
101000000
100110000
100101000
110100110
110100101

111000000
011111000
111100100
111011000
000011111
000011111

111000000
011111000
111100100
111011000

111000000
011111000

(5.53)

As linhas da matriz (5.53) permitem-nos escrever os geradores do grupo estabilizador
do CCQ [9, 1, 3] descrito pela operacao de codificacao (5.52). Usaremos as linhas da
matriz Hy para obter os geradores Z e as linhas da matriz Hz para obter os geradores X.
Os Os e 1s da matriz Hy devem ser substituidos por operadores I e Z e os Os e 1s da matriz
Hz por operadores I e X. Usaremos também as linhas da matriz G¢ para determinar as
operacoes légicas tanto de X quanto de Z atuando sobre os qubits de informacao. Para
determinar X, os 0s e 1s da matriz (5.52) devem ser substituidos por operadores I e Z, e
para determinar Z, os 0s e 1s da matriz (5.52) devem ser substituidos por operadores I e X.

Pode-se afirmar que uma transformacao unitaria sobre N qubits [dgicos sera implementada
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através de uma transformacao unitaria sobre 9N + 27 qubits fisicos. Devido as limitagoes
de espaco, nao foi possivel reproduzir aqui a tabela com os geradores e operacoes logicas
do CCQ [9, 1, 3].

Ao entrarem no circuito da Figura 5.11 os (N 4+ 3) blocos recebidos do canal ruidoso, é
necessario mais um bloco de zeros para retornar ao estado inicial (todo nulo) do decodifi-
cador de sindromes. Assim, para uma sequéncia de informagao com N qubits, precisaremos
considerar a medida de 6((N+3)+ 1) = 6N +24 observaveis Z e de 2N + 10 observéveis X
para poder aplicar o ADS classico. Usamos os autovalores {0y, } € {0z, } (onde Mx e Mz
sdo os observaveis Z e X, respectivamente) nas solugoes (5.47) da equagao de sindromes
para detectar através de dois diagramas de trelica os qubits onde eventualmente ocorreram

erros de bit e os blocos do codigo phase flip associado onde eventualmente ocorreram erros

de fase.
CcCcQ 9, 1,4] | CCQ9, 1, 3]
(4096)[45] (512)[36]
(32768)[54] (4096)[45]

(262144)[63] | (32768)[54]
(2097152)[72] | (262144)[63]
(16777216)[81] | (2097152)[72]

[ S SO ORI ORI

Tabela 5.4: Comparagao entre as complexidades dos CCQs [9, 1, 4] e [9, 1, 3]: (numero

de estados na superposigao)[comprimento do estado].

Estamos agora em condigoes de comparar a complexidade dos CCQs [9, 1, 4] e [9, 1,
3], ambos cdédigos com capacidade de corregao de até dois erros quanticos gerais sobre a
palavra-c6digo. Veja a Tabela 5.4. A complexidade do CCQ [9, 1, 3] para N qubits é
exatamente a mesma complexidade do CCQ [9, 1, 4] para N — 1 qubits. Naturalmente,
esta vantagem do CCQ [9, 1, 3] sobre o CCQ [9, 1, 4] torna-se importante para valores
grandes de N. A performance destes dois CCQs torna evidente a importancia que o uso de

codificadores com MUP pode ter na simplificagdo do processo de geracao e de decodificagao

de CCQs.
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5.3.3 Um CCQ [9, 1, 4] de Alta Performance

Os CCQs [9, 1, 4] e [9, 1, 3] estudados nas duas ultimas se¢oes foram gerados a partir
de um unico CCC, respectivamente os CCCs (3, 1, 3) e (3, 1, 2) étimos. Ambos sdo
de mesma taxa e capacidade de correcao, mas de diferentes complexidades. Nesta secao
vamos apresentar um CCQ [9, 1, 4] com capacidade de corregao de até trés erros quanticos
gerais, gerado a partir da concatenacao do CCC (3, 1, 3) 6timo com um CCC (9, 3, 1)
também 6timo, que nao pode ser obtido a partir de nenhum CCC (3, 1, 3). H4, porém,
um prego alto a pagar pela excepcional performance deste cédigo. Deixe-nos expor com

mais detalhes tais obstaculos .

O CCQ [9, 3, 1] 6timo para o canal bit flip

Considere o CCC (9, 3, 1) 6timo com matriz geradora polinomial

1 1+D 1+D 1+D 1+D D 0 0 0
GD)=|D D D 1+D 1 1 1 1+D 0 (5.54)
11 D 1+D 0O 1 D D 1+D

na construcao de um CCQ para o canal bit flip. Este cdédigo tem dpee = 10 e é 6timo

dentre os CCCs (9, 3, 1).

A matriz discreta semi-infinita associada a matriz (5.54) tem a seguinte forma:

[ 111 110 000 011 111000
000 111 110 111100010

110 101 001 001100111
G= ] (5.55)

Uma matriz verificacdo de paridade associada a matriz geradora (5.54) é a matriz
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1

+
0
1
0
0
1

que na notagao de matriz discreta semi-infinita tem a seguinte forma:

D

o =~ © o O o

100100010
010100100
100100010
010011000
001010010
110001101
110010000
001010010
000101010
000101010
010100100
000000000

+
S
© = = o O ©

100100010
010100100
100100010
010011000
001010010
110001101

- O O O O O

, (5.56)

(5.57)

O CSL de codificagao e o CSL de decodificagao de sindromes para o CCC (9, 3, 1)

6timo sao apresentados na Figura 5.14.

Como o CCC (9, 3, 1) étimo nao pode ser obtido a partir de nenhum CCC (3, 1, 3),

nao podemos nos aproveitar das solucoes da equacao de sindromes de um CCC de taxa
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Figura 5.14: CSL de codificagao e CSL de decodifica¢ao de sindromes para o CCC (9, 3,

1) étimo.

1/3, que, como vimos na se¢ao 3.6.2, sdo muito mais faceis de serem obtidas do que as

solucdes da equacdo de sindromes de um CCC de taxa k/n, para k > 1 9. E a dificuldade

9De fato, os elementos (i, j) da i-ésima linha e j-ésima coluna da matriz (5.55), onde i > 1 e j < 3i, ndo
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de aplicagao do ADS cléssico para codificadores com taxa k/n que torna a construgao do
CCQ ]9, 1, 4] desta segdo uma opgao interessante apenas para casos especificos de canais
quanticos ruidosos.

Os obstaculos a serem superados sao desafiadores, mesmo em termos computacionais.
Inicialmente, deve-se colocar a matriz (5.56), de dimensées 6 X 9, na forma de Smith.
Se desejarmos que as solugoes das equacoes de sindromes sejam as mais compactas e
simples possiveis, devemos ainda exigir que as matrizes da decomposicao de Smith tenham
determinante igual a um!?. Por fim, obtidas as solucdes das equacoes de sindromes, serdo
estas dependentes de k = 3 polindmios arbitrarios #;(D) (k=1, 2, 3) do anel euclidiano F[D]
ao longo de uma trelica com 28" =231 = 8 estados e com 2% =23 = 8 ramos de comprimento
n =9 saindo de cada estado. Como se tudo isto ja nao fosse desafiador, poder-se-4 chegar
a conclusao de que a matriz (5.56), obtida também ao custo da decomposi¢ao de Smith da
matriz (5.54), pode nao ter sido a melhor escolha para a matriz verificagao de paridade, ja
que pode levar a solugoes da equacao de sindromes extremamente complexas do ponto de
vista computacional. Um melhor entendimento das dificuldades envolvidas nestes calculos
pode ser obtido através de uma revisao da secao 3.6.2. Devido a estas dificuldades, nao
obtivemos as solugbes da equagao de sindromes para o CCC (9, 3, 1) 6timo. Isto, porém,
nao nos impede de expor um CCQ [9, 1, 4] gerado a partir de CCCs (3, 1, 3) e (9, 3, 1)
otimos. Caso a aplicacao pratica deste codigo se revele, de fato, interessante, nao havera
escolha. Dever-se-a4 buscar as solugoes da equagao de sindromes para o CCC (9, 3, 1)
6timo.

A operagao de codificacao para este CCQ [9, 3, 1] pode entdo ser escrita como:

oo oo
R lut”u® uly — @ Wi v, v v oD VD, (5.58)
t=0 t=0

onde v = u® +u® 4 u® WP 204y @ 0 0006

t—1 t— t—1 t— r—1 t—1
@ _ ), (1) 2, @ 3,0 t(5) (1) (1)1+”(2) (6) (l)l+u(2)+u(3)

Ve =ttt s u v =y Uy t o Ve T U t t

@_. 2, 6 ©8_ 2, @ 06 ., 0_ 06, 0 (D) 2%

v =uw” u T, v = u e vy = 4, Aqui, definimos ul ) = u

sao todos nulos.
10Tsto porque as solucdes da equacao de sindromes sao obtidas a partir da inversa de uma das matrizes

da decomposicao de Smith de H(D).
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O CCQ [9, 1, 4] para o canal com erro quantico geral

Deixe-nos descrever como construir o CCQ [9, 1, 4] a partir dos CCCs (3, 1, 3) e (9,
3, 1) 6timos. Quando fazemos a concatenacao destes CCCs, obtemos um novo CCC, de
taxa 1/9 e com quatro memoérias efetivas. Veja o CSL do CCC concatenado (9, 1, 4) e o

seu respectivo diagrama de estados nas Figuras 5.15 e 5.16.

i
NP

(1) (2)
V2

N

&
vZ

VAR
1/

L/

N

T (7
|V vz
(3) E ;
Vi

Figura 5.15: Concatenacao dos codificadores (3, 1, 3) e (9, 3, 1) 6timos.
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Figura 5.16: Diagrama de estados do CCC concatenado (9, 1, 4).

E facil de verificar que sao necessarias pelo menos cinco transicoes para sair do es-
tado inicial 000000 e retornar ao mesmo estado (000000 — 001111 — 010011 — 100101 —

000111 — 000000). Este caminho também é o caminho de dfr.. Nao ha nenhum outro
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caminho nao nulo que saia do estado inicial 000000 e retorne ao mesmo estado com
peso menor do que vinte e oito (palavra-cédigo 001100111 — 011101010 — 111011100 —
011111000 — 101111101). Logo, este CCC é capaz de corrigir qualquer grupo com até
treze erros sobre a palavra-codigo.

Este CCC (9, 1, 4) pode ser usado na contru¢do de um CCQ capaz de garantir a
correcao de até trés erros quanticos gerais com geradores Z e X sobre a palavra-cédigo
quantica. Isto porque os CCCs (3, 1, 3) e (9, 3, 1), associados respectivamente & corregao
de erros de fase e de bit, sao capazes de garantir a correcao de trés erros e o CCC (9, 1,
4), associado a corregao de erros quanticos gerais, é capaz de garantir a corre¢ao de doze
erros. Todos estes CCCs tem capacidade de correcao além da exigida para a correcao de
trés erros quanticos gerais, o que nos permite afirmar que alguns padroes com mais de treés
erros X e Z também poderao ser corrigidos por este codigo.

A operagao de codificacao para este CCQ [9, 1, 4] pode ser escrita como:

o0 oo (LL1) 1 NCNG)
® |l/tl> — ® Z _(_1) t PtV Gty rt|pt +qi_1+17,
=0 t=0 (Pt>Qt7”t):(0> 07 0) 2\/§

prtpeit+qgat+r, prtrpeatqgatrn_, prtpei g tqg 1 +rtra,

Prtpi—1+4, pe1+q+r, g1, g+ qr1 11, ”H‘”t—l)}a (5.59)

(1) (3)

onde v ' = uy +up 2 + us 3, Vr(z) =t +w-3 eV, =u+uw_1+u_+u-3 Aqui,
definimos u_1 =u_y2=u3=0e p_1 =¢g_1 =r_; =0. Cada um dos 2V estados da base
de uma sequéncia de informacao com N qubits sera codificado em uma superposicao de
23(V+3) estados, cada um dos quais com 3(3(N +3) +3) = 9N + 36 qubits.

A matriz geradora polinomial do CCC (9, 1, 4) pode ser obtida através do produto
das matrizes geradoras polinomiais dos CCCs (3, 1, 3) e (9, 3, 1). Esta matriz tem a
seguinte forma: G(D) = [D*+D* D+D>+D3 1+D+D*+D*+D*1+D+D*+D* D>+
D?*+D* D+D?>+D3+D* 1+D?>+D* 14D, 1+D*, ou, na forma de matriz discreta

semi-infinita:
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001100111 011101010 111011100 011111000 101111101
Gc = 001100111 011101010 111011100 011111000 101111101 |. (5.60)

Chamemos a matriz (5.57) de Hy, e a matriz (5.25), expandida para este CCQ [9, 1,
4] (basta tomar cada uma das linhas como um bloco de informacao a ser codificado pela
matriz (5.55) (= Gx)), de Hz. Com as matrizes Hy e Hz podemos construir a matriz
H¢ = [Hx; Hz|. Veja a matriz (5.61).

As linhas da matriz (5.61) permitem-nos escrever os geradores do grupo estabilizador
do CCQ [9, 1, 4] descrito pela operacao de codificacao (5.59). Usaremos as linhas da
matriz Hy para obter os geradores Z e as linhas da matriz Hz para obter os geradores X.
Os 0s e 1s da matriz Hy devem ser substituidos por operadores I e Z e os 0s e 1s da matriz
Hz por operadores I e X. Usaremos também as linhas da matriz G¢ para determinar as
operacoes légicas tanto de X quanto de Z atuando sobre os qubits de informacao. Para
determinar X, os 0s e 1s da matriz (5.60) devem ser substituidos por operadores I e Z, e
para determinar Z, os 0s e 1s da matriz (5.60) devem ser substituidos por operadores I e
X. Uma transformacao unitaria sobre N qubits [dgicos serda implementada através de uma

transformacao unitaria sobre 9N + 36 qubits fisicos.

Ao entrarem no circuito da Figura 5.14 os (N +4) blocos recebidos do canal ruidoso, é
necessario mais um bloco de zeros para retornar ao estado inicial (todo nulo) do decodifi-
cador de sindromes. Assim, para uma sequéncia de informacao com N qubits, precisaremos
considerar a medida de 6((N +4)+ 1) = 6N + 30 observaveis Z e de 2N + 12 observéveis
X para poder aplicar o ADS cldssico. Os autovalores {0y, }, referentes aos observéveis Z,
devem ser usados nas solugoes da equagao de sindromes para o CCC (9, 3, 1) 6timo (que
nao foram calculadas aqui) para detectar, através de um diagrama de treliga, possiveis
erros X sobre os qubits da palavra-cédigo original (5.59) e os autovalores {0y, }, referentes
aos observaveis X, devem ser usados nas solugoes (5.32) da equacao de sindromes para o
CCC (3, 1, 3) étimo para detectar, através de um segundo diagrama de trelica, os blocos

do cédigo phase flip associado onde eventualmente ocorreram erros Z.
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100100010
010100100
100100010
010011000
001010010
110001101
110010000
001010010
000101010
000101010
010100100
000000000

111001110
001011001
111110000
111110000
000111110
111001110
111001110
000000000

100100010
010100100
100100010
010011000
001010010
110001101

100011010
010011111
100110110
010100001
000010010
011101010
100100100
111001110

100011010
010011111
100110110
010100001
000010010
011101010

100011010
010011111
100110110
010100001

100011010
010011111

(5.61)

A complexidade do CCQ [9, 1, 4] desta segao, em termos do nimero e do comprimento
dos estados, é, obviamente, a mesma do CCQ [9, 1, 4] construido na se¢ao 5.3.1. Porém, é
facil de perceber que as matrizes geradoras e de verificacao de paridade do CCC (9, 1, 4)
desta secao possuem maior quantidade de 1’s. Isto se refletird em uma maior quantidade

de operadores Z e X nos geradores e operadores logicos do codigo quantico, o que pode
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acarretar em dificuldades de implementacao fisica (ver, por exemplo, se¢ao 10.6 de [48]).

Eo preco que se paga pela sua exuberante capacidade de correcao.

5.4 Miscelanea de Primitivos (2, 1, m) e (3, 1, m)

Nesta se¢ao mostraremos que a concatenagao de codificadores (2, 1, m) e (3, 1, m) pode

produzir CCQs com altas taxas e capacidade de correcao.

5.4.1 Um CCQ [6, 1, 4]

Considere o CCC (2, 1, 3) com matriz geradora polinomial G(D) = [l +D+D3 1+D+

D?+ D3 1. Em termos de notacgio de matriz discreta semi-infinita, esta matriz escreve-se

CO1mo:

[ 11 11 01
11 11

G-
11

11
01
11

11
01

11

(5.62)

Este CCC tem dfr. = 6 ¢, portanto, pode corrigir até dois erros cldssicos. Por ser um

CCC de taxa 1/2, temos que H(D) = [l +D+D?+D?, 1+D+D?. Em termos de notacao

de matriz discreta semi-infinita, esta matriz escreve-se como:

11
11
10
11

11
11
10
11

11
11
10

11
11

11

(5.63)

De acordo com (5.1), as solugoes da equacao de sindromes para este codificador sao:

HReferéncia [41], paginas 330-331.
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el)(D) = s(D)+Ds(D)+D?s(D)+t(D)+ Dt(D)+Dt(D),
(5.64)

e@ (D) = D%s(D)+t(D)+Dt(D)+D*(D)+ Dt(D),

onde aqui usamos o = 1+D+D?e o = D?.

O CCQ [6, 3, 1] para o canal bit flip

Faremos uso da matriz (5.62) para construir um CCC (6, 3, 1). Assim, esta matriz

pode ser reescrita como:

[ 111101 110000
001111 011100
000011 110111

111101 110000
G= 001111 011100 . (5.65)
000011 110111

Estamos agora em condigoes de gerar o CCQ [6, 3, 1] para um canal bit flip. Para este

canal, a operacao de codificacao serd escrita como:

oo o0
R ", ), u¥y — @i v, v v ), (5.66)
t=0 t=0

onde v = " +-ull) +ul v = w41l ) +uP Y =l ) =

w0 = e e =l ¥+l Agui,

definimos ugf = u@ = u(f% = 0. Cada um dos 23V estados da base de uma sequencia de
informagcao com N blocos de qubits serd codificado em um estado de comprimento 6(N+1).
Naturalmente, trata-se de um CCQ [6, 3, 2] capaz de garantir a corre¢ao de até dois erros

X sobre a palavra-cédigo.
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A matriz verificagao de paridade (5.63) pode agora ser reescrita como:

110000
111100

101111

111011 110000
001110 111100
000011 101111
H= 111011 110000 ' (5:67)
001110 111100

000011 101111

As linhas da matriz de paridade (5.67) e da matriz geradora (5.65) permitem-nos
escrever, respectivamente, os geradores do grupo estabilizador e as operacoes légicas X
atuando sobre os qubits de informagao. No caso de um canal bit flip, os Os e 1s da matriz
(5.67) devem ser substituidos por operadores I ¢ Z e os Os e 1s da matriz (5.65) por
operadores [ e X.

O CSL de codificacao e o CSL de decodificagao de sindromes para o CCC (6, 3, 1) sao
apresentados na Figura 5.17.

Ao entrarem no circuito da Figura 5.17 os (N + 1) blocos recebidos do canal ruidoso, é
necessario mais um bloco de zeros para retornar ao estado inicial (todo nulo) do decodifi-
cador de sindromes. Assim, para uma sequéncia de informacao com 3N qubits, precisare-
mos considerar a medida de 3((N+ 1)+ 1) = 3N 46 observaveis para poder aplicar o ADS
classico. Quanto a manipulacao logica deste codigo, pode-se afirmar que uma transfor-
macao unitaria sobre 3N qubits ldgicos serd implementada através de uma transformacao
unitaria sobre os 6(N + 1) qubits fisicos.

Como as matrizes (5.63) e (5.67) sdo exatamente as mesmas, podemos usar as solugoes
(5.64) para determinar a sequéncia de erros e = (e(l), e, e e ) e(6)) da equagao

de sindromes s = eH’, com s = (s(l), s, 5(3)) er= (r(l), @, r®), @), r(s),r(6)). Aqui,
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Figura 5.17: CSL de codificacao e o CSL de decodificagao de sindromes para o CCC (6,

3, 1).

porém, precisaremos de trés vezes mais unidades de tempo em relagao ao CCC (2, 1, 3)

para realizar a decodificacao de uma sequéncia de bits.

O CCQ [6, 1, 4] para o canal com erro quantico geral

Quando fazemos a concatenacao do CCC (3, 1, 3) com matriz geradora (5.21) com o

CCC (6, 3, 1) acima, obtemos um novo CCC, de taxa 1/6 e quatro memdrias efetivas.

Veja o CSL do CCC concatenado (6, 1, 4) e o seu respectivo diagrama de estados nas

Figuras 5.18 e 5.19.

E facil de verificar que sao necessarias pelo menos cinco transicoes para sair do es-
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D

Figura 5.18: Concatenacao dos codificadores (3, 1, 3) e (6, 3, 1).

tado inicial 000000 e retornar ao mesmo estado (000000 — 001111 — 010011 — 100101 —
000111 — 000000). Este caminho também é o caminho de dfr.. Nao ha nenhum outro
caminho nao nulo que saia do estado inicial 000000 e retorne ao mesmo estado com peso
menor do que dezoito (palavra-cédigo 110001 — 010111 — 010101 — 110110 — 011011).
Logo, este CCC é capaz de corrigir qualquer grupo com até oito erros sobre a palavra-

coédigo.

O CCC (6, 1, 4) pode ser usado na contrugao de um CCQ capaz de garantir a corregao
de até dois erros quanticos gerais com geradores Z e X sobre a palavra-codigo quantica.
Isto porque os CCCs (3, 1, 3) e (6, 3, 1), associados, respectivamente, a corregao de erros

de fase e de bit, sdo capazes de garantir a corregao de dois erros e 0 CCC (6, 1, 4), associado
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Figura 5.19: Diagrama de estados do CCC concatenado (6, 1, 4).

a correcao de erros quanticos gerais, ¢ capaz de garantir a correcao de oito erros. Todos
estes CCCs tem capacidade de correcao além da exigida para a correcao de dois erros

quanticos gerais, o que nos permite afirmar que alguns padroes com mais de dois erros X
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e Z também poderao ser corrigidos por este codigo.

A operagao de codificacao para o CCQ [6, 1, 4] pode ser escrita como:

foo oo (1,1,1) 1 (1) +(2)
U) — —L
§| ) ® Z 2\/5( )

1=0 \ (pr, qr,1)=(0,0,0)

(3)
ST byt p_y -1, Pt Pt

qi—1+r-1, prta+aq-1, prtat+qg-1+r-1, ¢ +r+r-1, pr+q+r+r-i, >}, (5.68)

(1) 3)

2 .
onde v, " = us +up_p + up_3, v,( ) = 1 +u—3 e vy =u+u—+u—p+u—3. Aqui,
definimos u_1 =u_r=u_3=0e p_1 =qg_1 =r_; =0. Cada um dos 2V estados da base
de uma sequéncia de informacao com N qubits sera codificado em uma superposicao de

23(VH3) estados, cada um dos quais com 6((N +3) 4 1) = 6N +24 qubits.

A matriz geradora polinomial do CCC (6, 1, 4) pode ser obtida através do produto das
matrizes geradoras polinomiais dos CCCs (3, 1, 3) e (6, 3, 1). Esta matriz tem a seguinte
forma: G(D)=[1+D?>+D3 1+D+D*+D*+D* D+D*>+D? D+D3+D* 1+D+D?>+

D*. Ou, na forma de matriz discreta semi-infinita,

110001 010111 110101 110110 011011
Gc = 110001 010111 110101 110110 011011 . (5.69)

Chamemos a matriz (5.67) de Hy, e a matriz (5.25), expandida para o CCQ [6, 1,
4] (basta tomar cada uma das linhas como um bloco de informacao a ser codificado pela
matriz (5.65) (= Gx)), de Hz. Com as matrizes Hy e Hz podemos construir a matriz

Hc = [Hx; Hz]:
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110000
111100
101111
111011 110000
001110 111100
000011 101111

He o SR (5.70)
110010 101100

111110 000111

111101 000010 101100

111101 001110 000111

001111 100001 000010 101100

110010 010001 001110 000111

110010 100011 100001 000010 101100
000000 110010 010001 001110 000111

As linhas da matriz (5.70) permitem-nos escrever os geradores do grupo estabilizador
do CCQ [6, 1, 4] descrito pela operacao de codificacao (5.68). Usaremos as linhas da
matriz Hy para obter os geradores Z e as linhas da matriz Hz para obter os geradores X.
Os Os e 1s da matriz Hy devem ser substituidos por operadores I e Z e os Os e 1s da matriz
Hz por operadores I e X. Usaremos também as linhas da matriz G¢ para determinar as
operacoes légicas tanto de X quanto de Z atuando sobre os qubits de informacao. Para
determinar X, os 0s e 1s da matriz (5.69) devem ser substituidos por operadores I e Z, e
para determinar Z, os 0s e 1s da matriz (5.69) devem ser substituidos por operadores I e X.
Pode-se afirmar que uma transformacao unitaria sobre N qubits ldgicos sera implementada

através de uma transformagao unitaria sobre 6N + 24 qubits fisicos.
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Ao entrarem no circuito da Figura 5.17 os (N +4) blocos recebidos do canal ruidoso, é
necessario mais um bloco de zeros para retornar ao estado inicial (todo nulo) do decodifi-
cador de sindromes. Assim, para uma sequéncia de informagao com N qubits, precisaremos
considerar a medida de 3((N+4)+ 1) = 3N + 15 observaveis Z e de 2N + 12 observaveis
X para poder aplicar o ADS cléssico. Usaremos os autovalores {0y, } (onde Mx sao os
observaveis Z) nas solugoes (5.64) e os autovalores {0, } (onde Mz sao os observéveis X)
nas solugdes (5.32) da equac@o de sindromes para detectar através de dois diagramas de
trelica os qubits onde eventualmente ocorreram erros de bit e os blocos do cédigo phase

flip associado onde eventualmente ocorreram erros de fase.

5.4.2 Um CCQ [3, 1, 5]
Um CCQ [2, 1, 4] para o canal phase flip

Considere o CCC (2, 1, 4) com matriz geradora polinomial G(D) = [1+D+D*, 1+
D?>+ D3+ D* 2. Em termos de notacio de matriz discreta semi-infinita, esta matriz

escreve-se comao:

[ 11 10 01 01 11

11 10 01 01 11
G= . (5.71)
11 10 01 01 11

Este CCC tem dyr. =7 e, portanto, pode corrigir até trés erros classicos. Por ser
um CCC de taxa 1/2, temos que H(D) = [1 +D?+D*+D* 1+D+D*. Em termos de

notagao de matriz discreta semi-infinita, esta matriz escreve-se como:

12Referéncia [14], paginas 81-94.
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11
01 11
10 01 11
H=|10 10 01 11 . (5.72)

11 10 10 01 11
11 10 10 01 11

De acordo com (5.1), as solugoes da equacao de sindromes para este codificador sao:

el)(D) = s(D)+Ds(D)+t(D)+Dt(D)+D*(D),
(5.73)
e@ (D) = Ds(D)+t(D)+D*t(D)+D*t(D) + D*(D),

onde aqui usamos oy =1+D e o = D.
Estamos agora em condigoes de gerar o CCQ [2, 1, 4] para os canais bit flip e phase
flip. Para o canal phase flip (que serd o mais interessante neste contexto), a operagao de

codificagao na base {]0),|1)}, serd escrita como:

toe g 1 2
R ) %®{§<\O>+<—1>W‘ 1) (10) + (-1 )m)}, (5.74)
t=0 t=0

(1) (2)

onde v, ' =up+u_1+u—gev, =up+u_o+u_3+u_4. Aqui, definimos u_; =u_o =
u_3=u_4=0. Cada um dos 2" estados da base de uma sequéncia de informacdo com N
qubits sera codificado em uma superposicao de 22(N+4) estados, cada um dos quais com
comprimento 2(N +4). Naturalmente, trata-se de um CCQ [2, 1, 4] capaz de garantir a
correcao de até trés erros Z sobre a palavra-cédigo.

As linhas da matriz de paridade (5.72) e da matriz geradora (5.71) permitem-nos
escrever, respectivamente, os geradores do grupo estabilizador e as operacoes légicas Z
atuando sobre os qubits de informagao. No caso de um canal phase flip, os 0s e 1s da

matriz (5.72) devem ser substituidos por operadores I ¢ X e os 0s e 1s da matriz (5.71)

por operadores [ e Z.
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O CSL de codificacao e o CSL de decodificacao de sindromes sao apresentados na

Figura 5.20.
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Figura 5.20: CSL de codificagao e CSL de decodificacao de sindromes para o CCC (2, 1,
4).

Ao entrarem no circuito da Figura 5.20 os (N +4) blocos recebidos do canal ruidoso,
sdo necessarios mais quatro blocos de zeros para retornar ao estado inicial (todo nulo)
do decodificador de sindromes. Assim, para uma sequéncia de informacao com N qubits,
precisaremos considerar a medida de (N +4)+4 = N + 8 observaveis para poder aplicar o
ADS classico. Quanto a manipulagao logica deste codigo, pode-se afirmar que uma trans-
formacao unitaria sobre N qubits ldgicos serd implementada através de uma transformacao

unitaria sobre os 2(N +4) qubits fisicos.

Um CCQ [3, 2, 1] para o canal bit flip

Considere que obtemos um CCC (3, 2, 1) através do puncionamento do terceiro bit
do CCC (2, 1, 2) com matriz geradora G(D) = [1+D?, 1 +D+D?] 3. Assim, a matriz
geradora polinomial do CCC (3, 2, 1) sera:

&(D) = 14D 14D 1 5.75)
0 D 1+D |’ '

13Vimos este exemplo na secao 3.5.2.
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ou, na forma de matriz discreta semi-infinita,

[ 111 110
001 011
111 110
G= . (5.76)
001 011

Este CCC tem dfy. = 3 e, portanto, pode corrigir um erro classico. Estamos agora em
condigoes de gerar o CCQ [3, 2, 1] para um canal bit flip. Para este canal, a operacao de

codificacao sera escrita como:

+oo o0
Qi u?y — Qi v v, (5.77)
=0 =0

onde vt(l) = ut(l) + ut(l_)], vt(z) = ut(l) + ut(l)] + ”t(z)l e v,(3) = u,(l) + ut(z) + ”z(i)l' Aqui, definimos
u(_ll) = u(_zl) =0. Cada um dos 22V estados da base de uma sequéncia de informacio com N
blocos de qubits serd codificado em um estado com 3(N + 1) qubits. Trata-se de um CCQ
[3, 2, 1] capaz de garantir a corregao de um erro X sobre qualquer qubit da palavra-cédigo.

Uma matriz verificacao de paridade para a matriz geradora (5.75) é a matriz:

HD)=|1+D+D?> 1+D*> D+D? |, (5.78)

ou, na forma de matriz discreta semi-infinita,

[ 110 1

101 110

111 101 110

111 101 110
H= . (5.79)
111 101 110
111 101 110
111 101 110
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Para este CCC (3, 2, 1) néo foi possivel encontrar um matriz verificacao de paridade
com o mesmo numero de memérias (uma) da matriz geradora. A matriz (5.78) é a matriz
minima (ou seja, a com menor nimero de memérias) para a matriz (5.76).

Repare que a matriz (5.78) é muito parecida com a matriz verificacdo de paridade do
CCC (2, 1, 2) que deu origem a este puncionamento, a matriz H(D) = [l +D+D?, 1+D?].
Este fato é uma pista para, em uma nova etapa de nossa pesquisa, tentarmos descobrir
um meio de obter a matriz verificacao de paridade do CCC puncionado a partir da matriz
verificagao de paridade do CCC original, algo que, até onde temos conhecimento, nunca foi
conseguido. Obviamente, a transformagao de uma matriz em outra seria uma funcao da
posi¢ao do(s) bit(s) puncionado(s). E neste ponto que reside a complexidade do problema.
O estudo da classe dos CCQs é um grande incentivo para que se busque uma resposta para
este problema. Isto evitaria que tivéssemos que calcular a matriz verificacao de paridade
e as solucoes da equacao de sindromes para o CCC puncionado, que, em geral, sao muito
mais dificeis de serem obtidas do que para o CCC original.

A forma normal de Smith para a matriz transposta de (5.78) é escrita como:

. T
H(D):L[l 0 0] : (5.80)
onde a inversa de L(D) é
1 0 1
L'D)=| 14D 1 D : (5.81)

D+D?* 0 1+D+D?

Substituindo a equacdo (5.80) na equacdo s(D) = e(D)H’ (D), teremos a seguinte

equacao de sindromes a resolver:

s(D) = eV (D), (D), e®)(D)] [ 1 00 }T, (5.82)

onde £)(D) = e (D)L(D) para 1 <i<n=3.
Usando as equacoes €)(D) = 6U)(D), para 1 < j<n—k=1 e el)(D) =t (D),
paran—k+1=3—-2+4+1=2<j<n=3 (onde t (D) para 1 <i< k=2 éum polinémio

arbitrario no anel euclidiano F[D]), a solucao da equacio (5.82) para e/)(D) sera:
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e (D) =s(D), @ (D) =tV(D), 3 (D) =t? (D). (5.83)

Finalmente os vetores de erro e()(D) em termos das solucdes dadas em(5.83) sdo,

usando (5.81), [e()(D), e? (D), e®)(D)] = [s(D), (D), t? (D)L~ (D). Isto produz:

e(D) = s(D)+t"(D)+ DtV (D) + Dt (D) + D*t?) (D),

e? () = tV(D), (5.84)

e® (D) = s(D)+Dt"(D)+t?(D)+ Dt (D) +D*P (D),

como as solucdes gerais da equacgao de sindromes s(D) = e(D)H (D) para o codificador (3,
2, 1) com matriz geradora (5.75).

Os valores de t()(D), Dt)(D), D*t)(D), t? (D), Dt (D) e D*t? (D) ao longo da
trelica podem ser obtidos através da Tabela 5.5. Definimos o estado inicial como (Dt (D),
Dt (D), pt¥ (D), D*t?) (D)) = (0,0,0,0) e s(D) = 0 antes do estagio 0. O ADS entéo
seleciona o caminho no diagrama de trelica com o menor peso de Hamming.

As linhas da matriz de paridade (5.79) e da matriz geradora (5.76) permitem-nos
escrever, respectivamente, os geradores do grupo estabilizador e as operacoes légicas X
atuando sobre os qubits de informacao. No caso de um canal bit flip, os Os e 1s da matriz
(5.79) devem ser substituidos por operadores I ¢ Z e os Os e 1s da matriz (5.76) por
operadores I e X.

O CSL de codificagao e o CSL de decodificagao de sindromes para o CCC (3, 2, 1) sao
apresentados na Figura 5.21.

Ao entrarem no circuito da Figura 5.21 os (N+ 1) blocos recebidos do canal ruidoso,
sdo necessarios mais dois blocos de zeros para retornar ao estado inicial (todo nulo) do
decodificador de sindromes. Assim, para uma sequéncia de informacao com 2N qubits, pre-
cisaremos considerar a medida de (N+1)+2 = N+ 3 observéveis para poder aplicar o ADS
classico. Quanto a manipulagao légica deste cédigo, pode-se afirmar que uma transfor-

macao unitaria sobre 2N qubits ldgicos serd implementada através de uma transformacao
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ptY) (D), D2t (D), pt?) (D), D*t?) (D) | tV(D)=0 | tV(D)=1 | t¥(D)=0 | t?(D)=1

a = 0000 0000 1000 0000 0010

b = 0001 0001 1001 0000 0010

¢=0010 0010 1010 0001 0011

d = 0011 0011 1011 0001 0011

e=0100 0000 1000 0100 0110

f=0101 0001 1001 0100 0110

¢ =0110 0010 1010 0101 0111

h=0111 0011 1011 0101 0111

i = 1000 0100 1100 1000 1010

j = 1001 0101 1101 1000 1010

k=1010 0110 1110 1001 1011

[=1011 0111 1111 1001 1011

m = 1100 0100 1100 1100 1110

n=1101 0101 1101 1100 1110

0=1110 0110 1110 1101 1111

p=1111 0111 1111 1101 1111

Tabela 5.5: Tabela de estados do registro de deslocamento para t(!) (D) e t?)(D).

unitdria sobre os 3(N + 1) qubits fisicos.

Um CCQ [3, 1, 5] para o canal com erro quantico geral

Quando fazemos a concatenagao dos CCCs (2, 1, 4) e (3, 2, 1), obtemos um novo CCC,

de taxa 1/3 e cinco memdrias efetivas. Veja o CSL do CCC concatenado (3, 1, 5) e o seu

respectivo diagrama de estados nas Figuras 5.22 e 5.23.

E f4cil de verificar que sao necessarias pelo menos seis transi¢coes para sair do es-
tado inicial 000000 e retornar ao mesmo estado (000000 — 000111 — 001010 — 010001 —
100001 — 000011 — 000000). Este caminho também é o caminho de d ... Nao hd nenhum

outro caminho nao nulo que saia do estado inicial 000000 e retorne ao mesmo estado com

peso menor do que onze (palavra-cédigo 110 — 010 — 111 — 010 — 101 — 101). Logo,
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Figura 5.21: CSL de codificagao e CSL de decodificacao de sindromes para o CCC (3, 2,
1).
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Figura 5.22: Concatenacao dos codificadores (2, 1, 4) e (3, 2, 1).
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Figura 5.23: Diagrama de estados do CCC concatenado (3, 1, 5).
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este CCC é capaz de corrigir qualquer grupo com até cinco erros sobre a palavra-codigo.

O CCC (3, 1, 5) pode ser usado na contrugao de um CCQ capaz de garantir a corregao
de até um erro quantico geral com geradores Z e X sobre a palavra-codigo quantica. Isto
porque os CCCs (2, 1, 4) e (3, 2, 1), associados respectivamente a corre¢ao de erros de
fase e de bit, sdo capazes de garantir a corregdo de um erro e o CCC (3, 1, 5), associado
a correcao de erros quanticos gerais, é capaz de garantir a correcao de quatro erros. Os
CCCs (2,1, 4) e (3, 1, 5) tém capacidade de corregao além da exigida para a correcao de
um erro quantico geral, o que nos permite afirmar que alguns padroes com mais de um
erro Z também poderao ser corrigidos por este codigo.

Repare que aqui conseguimos construir um CCQ de taxa 1/3 capaz de corrigir um
erro quantico geral. Porém, o preco que pagamos foi o aumento do nimero de memérias
convolucionais quanticas, que passou de trés para cinco.

A operagao de codificacao para o CCQ [3, 1, 5] pode ser escrita como:

= Py LD 1 0,0
®‘”t> — ® Z 5(‘1) CP Dt pets pet Pt G-t ot qi-1) ¢ (5.85)
1=0 =0 \ (pr,4:)=(0,0)

onde vt(]) =wt+u_1+u_q4c¢€ vt(z) =u+u_p+u 3+ u_4. Aqui, definimos u_1 =u_H =

uz3=u_4=0e p_1=qg_1=0. Cada um dos 2V estados da base de uma sequéncia de

22(N+4) ostados, cada

informagao com N qubits sera codificado em uma superposicao de
um dos quais com 3((N+4)+1) =3N + 15 qubits.

A matriz geradora polinomial do CCC (3, 1, 5) pode ser obtida através do produto das
matrizes geradoras polinomiais dos CCCs (2, 1, 4) e (3, 2, 1). Esta matriz tem a seguinte
forma: G(D) = [l +D*+D*+D°, 1 + D+D?+D?, D>+ D* + D’]. Ou, na forma de matriz

discreta semi-infinita,

110 010 111 010 101 101
Ge= 110 010 111 010 101 101 . (5.86)

Chamemos a matriz (5.79) de Hy, e a matriz (5.72), expandida para o CCQ [3, 1,

5] (basta tomar cada uma das linhas como um bloco de informagao a ser codificado pela
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matriz (5.76) (= Gx)), de Hz. Com as matrizes Hy e Hz podemos construir a matriz

Hc = [Hy; Hy]:
[ 110 ]
101 110
111 101 110
111 101 110
111 101 110
111 101 110
111 101 110
He — S (5.87)
110 101
001 101 101
111 111 101 101
111 001 111 101 101
110 010 001 111 101 101
110 010 001 111 101 101

As linhas da matriz (5.87) permitem-nos escrever os geradores do grupo estabilizador
do CCQ [3, 1, 5] descrito pela operacao de codificacao (5.85). Usaremos as linhas da
matriz Hy para obter os geradores Z e as linhas da matriz Hz para obter os geradores X.
Os 0s e 1s da matriz Hy devem ser substituidos por operadores I e Z e os 0s e 1s da matriz
H; por operadores I e X. Usaremos também as linhas da matriz G¢ para determinar as
operacoes légicas tanto de X quanto de Z atuando sobre os qubits de informacao. Para
determinar X, os 0s e 1s da matriz (5.86) devem ser substituidos por operadores I e Z, e
para determinar Z, os 0s e 1s da matriz (5.86) devem ser substituidos por operadores I e X.
Pode-se afirmar que uma transformacao unitaria sobre N qubits [dgicos sera implementada
através de uma transformagao unitaria sobre 3N + 15 qubits fisicos.

Ao entrarem no circuito da Figura 5.21 os (N +5) blocos recebidos do canal ruidoso,
sdo necessarios mais dois blocos de zeros para retornar ao estado inicial (todo nulo) do

decodificador de sindromes. Assim, para uma sequéncia de informacao com N qubits, pre-
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cisaremos considerar a medida de (N +5)+2 =N +7 observaveis Z e de N + 8 observaveis
X para poder aplicar o ADS classico. Usaremos os autovalores {oyy, } (onde Mx sdo os
observéveis Z) nas solugoes (5.84) e os autovalores de {0y, } (onde Mz sdo os observaveis
X) nas solugoes (5.73) da equagao de sindromes para detectar através de dois diagramas
de trelica os qubits onde eventualmente ocorreram erros de bit e os blocos do codigo phase

flip associado onde eventualmente ocorreram erros de fase.

Até agora construimos CCQs concatenados a partir de CCCs (2, 1, m) e (3, 1, m), para
0s quais encontrar a matriz verificacao de paridade e as solugoes da equacao de sindromes
é uma tarefa relativamente simples. O mesmo nao se pode dizer para outras taxas. Apesar
do ganho na capacidade de correcao, a complexidade do problema exige grande trabalho
computacional. Conscientes destas dificuldades, faremos apenas uma breve exposicao para

os dois préximos codigos.

5.5 Uso de Codificadores Primitivos (4, 1, m)

A seguir, um exemplo de CCQ [16, 1, 5] concatenado capaz de corrigir até seis erros

quanticos gerais. Este CCQ é gerado a partir de um tnico CCC (4, 1, 4).

Considere que usemos o CCC (4, 1, 4) com matriz geradora

G(D)= | 14D+ D" 14D+ D*+D* 14D+D +D* 14+D+D*+D*+D* | (5.39)

na constru¢ao de um CCQ [4, 1, 4] para o canal phase flip. Este CCC (4, 1, 4) tem
dgee = 16 e, portanto, o correspondente CCQ [4, 1, 4] é capaz de corrigir até sete erros Z
sobre a palavra-cédigo. Suponha também que usemos o CCC (16, 4, 1) gerado a partir da
mesma matriz geradora do CCC (4, 1, 4), ou seja, o CCC (16, 4, 1) com matriz geradora

transposta14

1 Colocamos a matriz na forma transposta para que pudesse ser reproduzida aqui.
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(1+D 0 D 0
1+D D D 0
1+D D 0 D
1+D D D D

0 1+D 0 D
0 14D D D
1 1+-D D 0
¢'oy=| PP P (5.80)
1 0 1+D 0
I 0 14D D
0 1 1+D D
1 1 1+D D
0 1 0 1+D
1 1 0 14+D
1 0 1 1+D
i 1 1 1 1+D_

na construcao de um CCQ [16, 4, 1] para o canal bit flip. Este CCC (16, 4, 1) tem também
dfree = 16 e, portanto, o correspondente CCQ [16, 4, 1] é capaz de corrigir até sete erros

X sobre a palavra-cédigo!®.

Quando fazemos a concatenacao deste dois CCCs (4, 1, 4) e (16, 4, 1), obtemos um

CCC concatenado (16, 1, 5). Veja a matriz geradora deste CCC concatenado em (5.90).

Veja agora a Figura 5.24. Este CCC tem df., = 54 e, portanto, é capaz de gerar um

CCQ [16, 1, 5] capaz de corrigir até seis erros quanticos gerais sobre a palavra-cédigo.

5Este CCC (4, 1, 4) é 6timo (Referéncia [14], paginas 81-94).
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1+D3
1+D+D*+D°
1+D+D3+D*+D°
1+D*+D3
1+D*+D*
1+D+D>+D*+D°
D2
G.L(D) = D+3D3 +4D4 +5D5 : (5.90)
D4+ D*+D
D+ D?
D+D*+D?
1+D+D*+D*
D2+D3+D4+D5
1+D*+D°
1+D+D>+D*+D°
D+D*+D>

Encontrar a matriz verificagao de paridade e as solucoes da equacao de sindromes para
um CCC (4, 1, m) ndo é uma tarefa tao simples como é para os CCCs (2, 1, m) e (3, 1,
m). Além disso, as dimensdes dos cédigos envolvidos na concatenagao acima sdo muito
grandes para explicitarmos todos os calculos. Deixaremos esta tarefa para os interessados

na aplicacao pratica deste codigo quantico.

5.6 Um Super CCQ [4, 2, 4] Concatenado

Considere que usemos o CCC (3, 2, 2) com matriz geradora

1+D+D* D? D?
G(D) = ) ) (5.91)
D 1+D?* 1+D+D

na construgao de um CCQ [3, 2, 2] para o canal phase flip. Este CCC (3, 2, 2) tem dfee =5

e, portanto, o correspondente CCQ [3, 2, 2| é capaz de corrigir até dois erros Z sobre a
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Figura 5.24: Concatenacao dos codificadores (4, 1, 4) e (16, 4, 1).

palavra-c6digo. Suponha também que usemos o CCC (4, 3, 2) com matriz geradora

1+D D? 0 1+D+D?
G(D)=| D+D* 1 D? 1+D (5.92)
D D+D? 1+D+D? 1



250 Capitulo 5. Uma Classe de CCQs Concatenados

na construcao de um CCQ [4, 3, 2| para o canal bit flip. Este CCC (4, 3, 2) tem d e =6
e, portanto, o correspondente CCQ [4, 3, 2] é capaz de corrigir até dois erros X sobre a
palavra-c6digo!S.

Quando fazemos a concatenacao deste dois CCCs (3, 2, 2) e (4, 3, 2), obtemos um

CCC concatenado (4, 2, 4) com matriz geradora

1+D*+D* 0 D*+D3 1+D*+D?*+D*
G¢(D) = o s , ) (5.93)
D+D>+D* 14+D+D*>+D*+D 1 D+D

Veja a Figura 5.25. Este CCC tem dy.. =9 e, portanto, capaz de gerar um CCQ [4,
2, 4] capaz de corrigir até um erro quantico geral sobre qualquer qubit da palavra-cédigo.
Assim, construimos um CCQ com taxa efetiva 1/2 capaz de corrigir um erro quantico
geral, um cédigo quantico de performance excepcional.

Encontrar a matriz verificacao de paridade e as solucoes das equacoes de sindrome
para os CCCs acima nao é uma tarefa facil. A comecar pelo fato de nao ser possivel obter
para estes CCCs matrizes de verificacao de paridade com o mesmo nimero de memoérias
da correspondente matriz geradora. E um esforco que certamente valerd a pena caso a

aplicacao pratica deste codigo se mostre relevante.

16Estes dois CCCs (3, 2, 2) e (4, 3, 2) sdo 6timos (Referéncia [14], paginas 81-94).
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Figura 5.25: Concatenacao dos codificadores (3, 2, 2) e (4, 3, 2).
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Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas para a

Pesquisa em CCQ)s

6.1 Principais Conclusoes

Esta tese introduziu uma nova classe de codigos corretores de erros quanticos: a classe
dos CCQs concatenados.

Esta classe de CCQs foi construida a partir de um método classico simples e geral:
a concatenagao de CCCs. Mais precisamente, usamos o mesmo método de codificagao
proposto por Shor para construir o seu CBQ de nove qubits: a concatenacao de dois
codigos, um para a protecao de erros de fase e o outro para a protecao de erros de bit.

O nimero de codificadores na cadeia de concatenacao depende exclusivamente do
numero de geradores do erro quantico com “naturezas” distintas. Assim, o método de
concatenacao acima pode ser generalizado para permitir a construgao de CCQs capazes de
corrigir padroes de erros quanticos mais gerais. Além de ter gerado CCQs, o método que
utilizamos serviu para explicitar a relacao que existe entre cédigos classicos e quanticos
dentro da classe dos codigos quanticos estabilizadores.

Os CCQs tém pelo menos duas grandes vantagens sobre os CBQs: a complexidade de
codificagao cresce exponencialmente, porém com um expoente menor, e a complexidade do
algoritmo de decodificacao cresce linearmente, porém com uma inclinagdo menor, com o

nimero de qubits de informacao. Em termos de performance, os CCQs concatenados sao
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superiores quando comparados aos CBQs concatenados. Ha evidéncias de que o mesmo

ocorre quando os comparamos com outras classes de CBQs.
A seguir, apontamos as principais conclusoes de cada capitulo.

O Capitulo 1 introduziu o problema da correcao de erros quanticos dentro do contexto
da engenharia quantica. O Capitulo 2 apresentou as bases da teoria conhecida de codigos
quanticos, que inclui somente a classe dos CBQs, e introduziu o formalismo estabilizador.

O Capitulo 3 apresentou uma revisao geral da teoria classica de cdédigos convolucionais.

No Capitulo 4 descrevemos com detalhes o processo de codificacao e de decodificacao
do CCQ concatenado mais simples de ser construido, o CCQ [4, 1, 3]. Este CCQ é gerado
a partir de um tnico CCC (2, 1, 2) e é capaz de corrigir até um erro quantico geral. Este
capitulo introduziu também o conceito de memoria convolucional quantica e enfatizou o

papel fundamental que desempenha no processo de codificacao e de decodificacao.

No Capitulo 5 estendemos os resultados do Capitulo 4 para uma classe de CCQs com
diferentes taxas, memorias e capacidades de correcao. Foram apresentadas varias técnicas
de concatenacao, dentre as quais destacamos o uso de um ou de dois CCCs primitivos do
tipo (n, 1, n), o uso de CCCs 6timos, o uso de CCCs puncionados e o uso de CCCs com
MUC ou MUP. Neste capitulo apresentamos alguns exemplos que, apesar de semelhantes,
possuem caracteristicas préprias distintas. O CCQ [12, 3, 3| foi construido a partir da
concatenacao de dois CCCs, ambos gerados a partir de um tinico CCC (2, 1, 6). Os CCQs
9, 1, 4] e 0 CCQ [9, 1, 3] mostraram que o uso de codificadores com MUC ou com MUP
pode ser decisivo para diminuir a complexidade ou aumentar a capacidade de correcao
do c6digo. O CCQ [6, 1, 4] mostrou que a concatenacao de CCCs gerados a partir de
CCCs com taxa 1/2 e 1/3 pode aumentar a taxa e a capacidade de corre¢ao a um custo
baixo de complexidade. O CCQ [3, 1, 5] foi construido exclusivamente a partir de CCCs
de taxa 1/2, mas a custa de um puncionamento e do aumento do nimero de memdrias.
Por fim, fizemos uma breve descrigao de dois CCQs de alta performance, o CCQ [4, 2, 4]
(“equivalente” a um CCQ [2, 1, 4]), capaz de corrigir um erro quantico geral, e o CCQ
[16, 1, 5], capaz de corrigir até seis erros quanticos gerais. A Tabela 6.1 resume os CCQs

construidos ao longo desta tese.
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[n, k, m| | dfyee do CCC (n, k, m)

erros quanticos gerais corrigiveis

[4,1,3]
[12,3,3]
9,1,4]
9,1,3]
9,1,4]
6,1,4]
3,1,5]
[16,1,5]

[4,2,4]

9
20
24
18
28
18
11
54

9

1

2
2
2
3
2
1
6
1

Tabela 6.1: CCQs gerados ao longo da tese.

6.2 Perspectivas para a Pesquisa em CCQs

Dentre as possiveis linhas de pesquisa dentro da classe dos CCQs, sugerimos:

A construcao de novas classes de CCQs, como a equivalente a classe CSS dos CBQs;

A extensao do grupo de erros e do alfabeto (sistemas com mais de dois niveis) do

codigo;

A comparagao de performances entre CQQs e CBQs;

O desenho da “maquina quantica” construgao dos circuitos quanticos de codificacao

e de decodificagao;

A introdugao do formalismo polinomial e de um formalismo estabilizador mais geral;

A determinacao de uma relagao entre a distancia quantica e a distancia classica que

nos permita obter todos os padroes de erros corrigiveis;

O uso de outros algoritmos cléssicos de decodificagdo no processo quantico de de-

codificacao: sequencial, 16gica majoritaria, etc...;
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O estudo da complexidade do processo de geracao e de decodificacao de CCQs;
O estudo detalhado das degenerescéncias de um CCQ concatenado;
O estudo da geometria de CCQs concatenados;

A introducao de ruido nas portas quanticas de codificacao e de decodificacao: exten-

sao da teoria dos CCQs concatenados a teoria da tolerancia a falha;

O estudo das subclasses dos CCQs concatenados; relacao entre as sublcasses dos

CCCs e dos CCQs;

A determinacao de um limitante inferior e de um limitante superior para o d . dos

CCCs concatenados que geram os CCQs concatenados;

A construcao de CCQs concatenados para canais quanticos que introduzem erros

correlacionados ou “rajadas” de erros;

A construcao de CCQs concatenados a partir de CCCs puncionados; determinacao
de um método de obter a matriz verificagao de paridade do CCC puncionado a partir

da matriz verificacao de paridade do CCC original;

O estudo da minimalidade (ou seja, do menor nimero de memdrias para aquela taxa
e capacidade de corregao) do codificador e do decodificador concatenado, tanto no

processo de codificagao, quanto de decodificacao;

6.3 Comentarios Finais

Esta tese de doutorado, juntamente com a tese de mestrado de Wanessa Carla Gaz-

zoni [22], constituem os dois primeiros trabalhos em codificagdo quéantica apresentados

na Faculdade de Engenharia Elétrica e de Computagao da UNICAMP. Acreditamos que

estes dois trabalhos sejam também as primeiras teses em codificagdo quantica concluidas

no Brasil. Esperamos que estas duas teses, ambas sob a orientagao do Prof. Dr. Regi-

naldo Palazzo Jr., possam contribuir no futuro para aplicagoes tecnoldgicas em engenharia

quantica.
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Em relacao a nossa tese de doutorado, julgamos que o método de codificacao e de
decodificacao que apresentamos para a construcao de CCQs é simples e geral. Temos
certeza de que esta tese ajudard a introduzir a classe dos CCQs a um ptblico maior de

fisicos, matematicos e principalmente engenheiros brasileiros.

O interesse pela pesquisa em engenharia quantica é inevitavel e irreversivel. Muitos
governos de paises desenvolvidos, com especial destaque para os EUA, ja perceberam o
potencial tedrico e tecnolégico desta area de pesquisa e comegam a investir macicamente
em projetos de construgao de hardware quantico. Também surgem as primeiras iniciativas
privadas, como a empresa Magic@, sediada em Nova York, e voltada para a construcao

nao apenas de hardware, mas também de software quantico.

Os resultados do Capitulo 4 desta tese foram resumidos em um artigo de seis paginas
sob o titulo “A Concatenated [(4, 1, 3)] Quantum Convolutional Code”, o qual foi enviado
para apresentacao no 2004 IEEE Information Theory Workshop, que decorrera entre 24
e 29 de outubro na cidade de San Antonio, Texas (EUA). O artigo foi aceito com elogios
pelos referees. Também enviamos para a revista Physical Review A um artigo com o titulo
“Comments on: Quantum Convolutional Error Correcting Codes”, em que contradizemos,
através de um exemplo muito simples (0 mesmo da segao 5.2.1), dois teoremas apresentados
por H. F. Chau em [7]. Nosso artigo mostra que os resultados da teoria de codifica¢ao de
bloco quantica nao podem estendidos para a teoria de codificacao convolucional quantica
sem se considerar o conceito de memoria no processo de construcao dos cédigos. No
momento, aguardamos a revisao deste artigo. Em breve, esperamos também publicar
um artigo com os resultados do Capitulo 5. Este artigo tem o titulo provisério “Good

Concatenated Quantum Convolutional Codes”.

Mesmo na classe de CCQs concatenados, ainda ha muito por fazer. Vamos continuar
a pesquisa nesta area no meu poés-doutorado, que estard atrelado ao projeto tematico
“Codigos Geometricamente Uniformes em FEspagos Homogéneos”, apoiado pela FAPESP,

e do qual ja fazemos parte.

Mais do que apresentar alguns resultados, nosso objetivo foi despertar o interesse para
esta area de pesquisa e lancar novas perguntas. Estamos vivendo em uma época em que

toda a fisica comeca a ser revista sob o ponto de vista da conservacao de informacao,
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da mesma forma que foi feito em séculos passados para a energia e a massa. Dentro
deste contexto, a protecao de informacao quantica sera crucial para tornar as aplicacoes
tecnoldgicas da engenharia quantica vidveis. Acreditamos que este redescobrimento da
fisica valorizarda em muito os resultados apresentados nesta tese.

A pesquisa nesta area é muito promissora e merece ser continuada.



Apeéendice A

Solucoes da Equacao Diofantina

Linear com Duas Variaveis

A seguir, apresentamos as equacoes diofantinas lineares para apenas duas variaveis
[18, 47]. Considere uma equagao
ax+by=c, (A.1)
onde a, b € Z e suponha a e b nao simultaneamente nulos. Uma solugao de (A.1) é, neste
contexto, um par (xg,y0) € Z x Z para o qual a igualdade
axo+byy)=rc (A.Q)

é verdadeira. Vejamos em que condiges (A.1) admite solugoes.

Proposigao 1. Uma equacao diofantina ax+by=c, em que a#0 ou b # 0, admite solu¢ao

se, e somente se, d =mdc(a,b) divide c.

Demonstragao: (=) Se (xo,y0) € Z X Z é solugao, vale a igualdade:
axo+ byy = c. (A.3)

Como dla e d|b, entao d|c.
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(<) Como d =mdc(a,b), a Proposigao 1 garante que d = axg+ byg, para um par con-
veniente (xg,y0) € Z x Z. Mas da hipétese d|c segue que ¢ = dt, para algum ¢t € Z.

Assim,

¢ =dt = (axp+ byo)t = a(xot) + b(yot), (A.4)

o que mostra que (xot,yot) é solucao da equagao considerada. l

Proposicao 2. Seja (xg,y0) uma solug¢ao particular da equagdo diofantina ax+ by = c,

onde a#0 e b#0. Entao essa equacao admite infinitas solucoes e o conjunto dessas

b a
S= —t — —t t 7 A.
{(X0+d,y0 d)a S }; ( 5)

Demonstracgao: Se indicamos genericamente por (x',y') as solugoes de ax+ by = c,

solugoes é:

onde d =mdc(a,b).

entao

ax' + by = ¢ = axo + byy, (A.6)

0 que equivale a

a(x’ —xo) =b(yo—y). (A.7)

Dali, supondo que a =dr e b =ds, vem que

r(x' —x0) = s(yo—y'), (A.8)

onde mde(r,s) = 1. Como, pela igualdade anterior, r divide s(yp —'), entdo r|(yo—)') e,

portanto, yp —y = rt para algum ¢ € Z. De onde tiramos que

a
Yy =yo—rt =yo— Et. (A.9)

Observando agora que
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r(x' —xo) = s(yo —y') = sr1, (A.10)

obtém-se

x':xo—l—st:xo—l-gt. (A.11)

E facil de verificar que, para todo t € 7Z, o par

b a
— —_— A.12
<x0+ YURL dt) (A.12)

é solucao da equagao dada. Isto conclui a demonstracao.

Corolario 1. Sea e b nao sao nulos e mdc(a,b) =1, entdo a equagao diofantina ax+by =c

tem conjunto solucao nao vazio dado por

S={xo+bt, yo—at)|t € 7}, (A.13)

onde (xp,y0) € uma de suas solugoes particulares.
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Apeéendice B
Lista de Enderecos Eletronicos

A seguir, apresentamos alguns dos principais enderecos na Internet referentes a pesquisa

em Computacao e Informacao Quantica.

B.0.1 Paginas Pessoais e Grupos de Pesquisa

e John Preskill (Caltech, EUA)
http://www.theory.caltech.edu/people/preskill /

Notas de Aula: http://www.theory.caltech.edu/people/preskill /ph229

e Daniel Gottesman (Perimeter Institute, Canada)

http://perimeterinstitute.ca/people/researchers/dgottesman/

e The Home of the Home Pages Page (Quantum Computation and Information)

http://web.mit.edu/vandam/www/homes.html

e The Physics of Quantum Information European Research Network

http://www.uibk.ac.at/c/c7/c704/qinet/

B.0.2 Artigos
e Physical Review Online Archive
http://prola.aps.prg/
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e Archives - Cornell University

http://arxiv.org/archive/physics/

e Quantum Physics Archives at the Los Alamos National Laboratory

http: / /xxx.lanl.gov /archive /quant-ph

B.0.3 Tutoriais

e Oxford Centre for Quantum Computation

http://www.qubit.org/

e Centre for Quantum Computation - Cambridge University

http://qubit.damtp.cam.ac.uk

e Centre for Quantum Information and Communication (QuiC)
Univesité Libre de Bruxelles

www.quic.ulb.ac.be

e Introduction to Quantum Error Correction

http: //www.c3.lanl.gov/knill /quip/ecprhtml/

B.0.4 Workshops

e 2004 IEEE INFORMATION THEORY WORKSHOP
San Antonio, Texas, October 24-29, 2004
San Antonio Marriott Riverwalk Hotel

http://ee-wel.tamu.edu/itw2004/

e Workshop “Computacao Quantica”
Brasilia, DF' - 30 de agosto a 3 de setembro de 2004

Dire¢ao: Amir Caldeira (UNICAMP, Brasil), Gianni Blatter (ETHZ, Zurique, Suiga)
e Luiz Davidovich (UFRJ, Brasil)
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http://iccmp.unb.br/eventos/

e Congresso Nacional de Matemadtica Aplicada e Computacional (CNMAC)
Porto Alegre, RS - 13 a 16 de setembro
Minicurso: Computagao Quantica

Renato Portugal (LNCC), Carlile Campos Lavor e Luiz Mariano Carvalho (UERJ)
e Nelson Maculan Filho (UFRJ)

e Quantum Computation and Information Conferences

http://qubit.chem.utoronto.ca/qc-conferences.html

B.0.5 Empresas
e MagiQ) - Quantum Information Solutions for the Real World

http://www.magiqtech.com

e Quantum Computation and Information Physics at IBM Research Yorktown

http://www.research.ibm.com/quantuminfo/

B.0.6 LateX

e “Introducao ao LateX”

http://www.mat.ufmg.br/ regi/latex/

e “The Not So Short Introduction to LateX 2¢”

http://www.ctan.org
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