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ABSTRACT

A theoretical analysis of a microstrip antenna on  a
conical substrate is presented. The cavity model with magnetic
side walls is used for the calculation of the antenna resonant
frequency and input impedance and the dyadic Green's functions
formulation, in conjunction with asymptotic expressions of
spherical Hankel functions of second type, are used for the
caleculation of the radiated fields in the far field region of
the antenna. Some antennas, operating in Lhe Tﬂai mode were
chosen as examples and numerical results for the resonant

frequency, input impedance and radiation pattern were obtained.



SUMARIO

£ apresentada neste trabalho a andlise ftedrica de uma
antena de microfita sobre um substrato cdnico. A andlise
utiliza © modelo de cavidades com paredes laterais magnéticas
na determinacio da fregiléncia de ressonincia e impedincia de
entrada da antena, e, a teoria das funcdes diiddicas de Green,
juntamente com  Aas expressoes assintéticas das funcdes

esféricas de Hankel do segundo tipo, na obtengio dos campos

distantes radiados pela antena. S3o apresentados também
exemplos de antenas, operando no modo fundamental TMGI, e
cbtidos resul tados para a freqiiéncia de ressonancia,

impedincia de entrada e diagrama de radiac3o do campo radiado

distante.
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CariTuLo 1

CONSIDERACGES GERAIS SOBRE ANTENAS DE MICRCFITA

1.1 INTRODUCAO

O conceito de "antena de microfita" surgiu a aproximadamente
quarenta anos atras, com o trabalho de Deschamps C("Microstrip
microwave antennas®™,1953) (1] nos Estados Unidos e de Gutton e
Baissinot C"Flat aerial for ultra high frequencies",1955) (2] na
Franca. Logo apds, Lewin (1880> (3] investigou a radiacio de
canpos eletromagnéticos através de descontinuidades em linhas de
fita, e no final dos anos sessenta, Kaloi (4] apresentou estudos
adicicnais sobre configuracdes quadradas e retangulares biasicas.

Nenhum outro trabalhe de mesma importancia, que o de
Deschamps, foi apresentade, até o inicioc dos anos setenta; guando
Byron €1970) [31 descreveu um radiador a partir de uma fita
condutora separada de um plano terra através de um substrato
dielétrico.

Dois anos mals tarde, em 1872, dados sobre elementos de
microfita de formas circulares e retangulares foram apresentados
por Howell (8], mas foi Munson [7], que., em 1973, patenteocu, pela
primeira vez, um elemento de microfita.

Yisando aplicacio em foguetes, Welnschel 19730 (8]
desenvol veu vArias geometrias de elementos de microfita para uso
em redes operando na banda-S de fregliéncia, montados sobre
estruturas cilindricas.

Sanford €1974) [9], em seu trabalho, mostrou que o elemento
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de microfita poderia ser utilizado em uma rede conformal de
elementos, desenvelvida para operacio na banda-L de freqiiéncia,
para comunicagio de uma aeronave KC-135 com um satdlite ATS-6.

A introducio de elementos conformais para utilizaglo em
veiculos aerocespaciais, e a dbvia possibilidade de implementacio
de redes de elementos de micrefita, de baixo pesoc, foram
responsavels pelo grande interesse na expansio desta tecnologia.

Cutro fator de contribui¢io, foi a revolucio na
miniaturizagdo dos circuitos eletrdnicos impressos, = o
desenvol vimento de novos =2 melhores componentes eletrdnicos
utilizados. A facilidade de implementacdo deste tipo de antena em
circuitos impressos, tornou-se um fator de qualidade importante.

Em 19795, tivemos alguns trabalhos relevantes =] cuja
contribuicic também deve ser considerada, como os de Garvin et
al. [101, Howell [117, Weinschel [12)] e de James e Wilson [133.

Até a presente data, varios métodos aproximados para calculo
& anilise de antenas de microfita foram desenvolvidos. O primeiro,
mais simples, e mais comumente usado, & basesado no modeloe da linha
de transmiss3o. Neste método de cilculo, a estrutura da antena &
considerada como uma linha de transmiss3o carregada por
impedancias, em suas bordas radiadoras. Outro método aproximado,
porém malis preciso que o primeiro, utiliza o modelo de cavidade.
Neste método, o campo dentro da estrutura € expresso em termos de
auto-funcdes de uma cavidade sem perdas. Este modelo de cdlculo &
uma boa aproximac3o, quando a estrutura sob consideracio apresenta
uma componente de perda por radiacio pequena, de forma gque o campo
magnético tangencial a superficie da abertura possa ser
desconsiderado, para a anidlise dos campos internos a estrutura.

Embora o modelo de linha de transmiss3o seja de facil
utilizac3o, ele apresenta muitas desvantagens com relacio ao de

cavidade. No modelo de linha de transmiss3o, somente & possivel a
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utilizacio de elementos de microfita com geometrias retangulares.
O efeito das bordas € determinado empiricamente, nic sendo levadas
em considerac3c as variac®es do campoe ao longo da abertura, bem
come nic == consideram os efeitos da alimentacio do e=lemento de
microfita, além de ouiras aproximacdes. Estas desvantagens, por
outro lado, =30 eliminadas com a técnica de expansdo modal, onde ©
elemente de microfita & considerado como uma cavidade com paredes
iaterais magnéticas, de fina espessura, operande no modo TM (
Transverso Magnético 2 de ressonincia.

Também, métodos utilizando técnicas numéricas, como o método

dos momentos, método dos elementos finitos, etc., foram
apresentados; cada um com vantagens e desvantagens, porém, em
todos oS Casos, o tratamento matemitico-computacional é

normal mente pesado e consome bastante tempo de CPU.

1.2 CONFIGURACSES E COMPONENTES UTILIZADOS EM ANTEMAS DE MICROFITA

Uma antena de microfita pode ser composta de um simples
el emento Celemento de circuito impresso D, como pode também ser um
conjunto ¢ rede 3 de elementos de microfita.

Cada elemento radiador corresponde a uma placa condutora,
montada sobre cutra superficie condutora, que equivale ao terra do
do circuito. A placa e a superficie condutora s3o separadas por um
substrato dielétrico, que pode inclusive ser o espaco livre.

A Figura 1 abaixo, mostra um elemento de microfita
retangular, montado sobre uma superficie plana, e com dielétrico

de espessura h.
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Fig.1 ~ Dimensdes relevantes de uma antena de microfita retangul ar

A econdutividade dos componentes metilicos empregados est i
associada hs perdas S&hmicas da antena. Normalmente estas perdas
30 muito peguenas, pois os materiais condutores disponiveis, como
o ecobre, aluminio, etc. apresentam uma resisténcia muito pequena
ac movimento das cargas elétricas.

O substrato dielétrico utilizado estid intimamente ligado 2
constante de propagacio da onda eletromagnética na antena; e esta,
deve ser determinada com precis3o, a fim de conhecermos a
fregiiéncia de ressondncia, a impedincia de entrada , e outros
parametros da antena.

A eonstante dielétrica, em uma antena de microfita, € um dos
parametros de maior influéncia na sua performance, <, portantoe, a
qualidade do dielétrico empregade ( com baixa tolerdncia em &r 2 &
um fator de grande importiancia.

Pode-se dizer que uma mudanca na constante dielétrica, muda a

freqiiéncia de ressonidncia da antena na seguinte proporgio:

Ser
cr

fuj
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P F e

onde fo & a freqgiidncia de ressonincia, er € a permissividade
elétrica relativa, &f & a variacio da freqiéncia de ressonancia e

Sgr a variac3o da permissividade elétrica relativa. Se tomarmos um

dielétrico com permissividade relativa de e = 2,32, e quisermos
uma variacioc minima de ¥ 0,8 % , por exemplo, serid necessaria uma
precis3o de &er = 0,023; entretanto, o valor tipico normal mente
encontrado para este tipo de material, € de Ser = + o, 04.

Efeitos causados pela variac3o de temperatura, ou seja, pela
variacio nas dimensd®es fisicas do substrato dielétrico, sobre a
variac3o da fregléncia de ressonincia, sic normalmente pequenos, €
portanto desprezados na pratica.

Ewi=stem muitos substratos dielétricos atualmente disponiveis
no mercado, com permissividade relativa variando desde 1,17 até

2%. e tangente de perdas de 00,0001 até& 0,004. Substratos

dielétricos 2 base de politetraflucretileno ¢ PTFE 2 s3o comumente
utilizados devido &s suas caracteristicas elétricas e mecanicas. A
maciés e deformabilidade deste material s30 caracteristicas que
permitem a implementacioc de antenas de microfita scbre superficies
CUrvas.

Em aplicacdes que requerem altas constantes dielétricas ¢ 9,7
{ & < 10,3 O, normalmente utilizam-se substratos 2a base de
cerimica de alumina . Outros materiais comercializados, s3o, por
exemplo, © K-8088 de teflon-sl3i de vidro (C er = 2,8 3, <
RT duroi de-5880 de PTFE ¢ &r & 2,2 3, e o Epsilam-10 C & = 10 I,
que & uma espécie de teflon preenchido com ceriamica. Em certos
casos, como o do Epsilam-10, materiais sf8o introduzidos em uma
matriz de polimeros, como cerimicas ou fibras de vidro, a fim de
se obterem determinadas caracteristicas mec3nicas no substrato.

Apesar do PTFE ser o material mais freqUentemente utilizado

em antenas impressas, existem outros materiais, e composicdes de
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materiais para aplicacBes especificas; como no caso onde &
necessaria a utilizacio de substratos dielétricos de baixo peso.
Un tipico exemplo para esta aplicaclo, consiste de duas laminas
de PIFE separadas por espacadores C de PIFE 3 do tipo
colméia de abelhas; ou PIFE <com bolhas. Nio obstante, o PIFE
continua sendo © material mais utilizado em substratos de antenas
de microfita. A estabilidade dimensional, facilidade de
processamento, baixa tangente de perdas e boa adesio ao cobre (
superficie condutora 2>, o tornam muito atrativo.

Um elementa de uma antena de microfita pode ser alimentado de
muitas formas; dentre elas, podemos citar:

- Alimentag3c através de ponta de prova (cabo ggaxiald. Neste

cazo, a alimentacic & feita através do substrato., Enquanto a
blindagem do cabo & conectada i superficie correspontende ao planc
terra, o fioc central do cabo & conectado num ponto adequado do
elemento da antena.

- Alimentagic através de linha de transmiss3o de

microfita. Neste cazso, a linha € unida diretamente a uma das bordas
do elemento radiador.

— Alimentac3co por acoplamento capacitivo. A alimentacio &

efstuada através de uma linha de microfita préxima a uma das
bordas do elemento radiador.

VArias podem ser as geometrias dos elementos montados sobre o
plano, incluinde por exemplo: discos, anel, triangulo, espiral,
etc.[14). Trabalhos mais recentes vem apresentando a possibilidade
de implementaci3c de elementos de microfita sobre superficies
cilindricas [18] - (18] , e esféricas [17] - [18]. A inexisténcia
de estudos envolvendo elementos de microfita montados sobre uma
superficie cdnica, bem como sua aplicac3o em dispositivos
aercespaciais, cuja superficie c¢dnica ze faz presente, foli a

motivacio para este trabalho.
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1.3 CONCLUSGES

Neste capitulo, foi apresentada uma vis3c geral do que
consiste uma antena de microfica, bem como apresentou-se um
histdérico do dessnvelvimento desta tecnologia.

Ezsta tecrnologia, ainda relativamente recente, vem despertando
atencio de muitos pesquisadores, haja vista a grande
aplicabilidade & as vantagens oferecidas por este tipo de antena.

Na medida em que necessitamos operar com fregiiéncias mais
elevadas, mais critica fica a escolha do dielétrico, no que diz
respeito a Lolerincia em &r.

Varios materiais estio disponiveis no mercado, para
utilizac3c em antenas de microfita. Neste capituleo, fol comentado
sobre a importincia do dielétrico na performance da antena, e
apresentado o politetraflucretileno ¢ PTFE ) como o material de
maior utilizagic, e a possibilidade de composic¢io deste material,
para a obtencio de substiratos de baixo peso. Varios métodos de
anilise matemidtica, cada um com seu correspondente nivel de
sofisticaci3o, podem ser utilizados para o estudo da antena de
microfita. A escolha dependeri do nivel de precisio requerido, bem
como da geometiria envolvida. A técnica mais simples de anilise & a
que utiliza o método aproximado de linha de transmissio, porém, o
método aproximade do modelo de cavidade @ mais preciso e aplicavel
a outras geometrias Calém da que utiliza elementos retangulares
sobre superficie plana). Portanto, o método do modelo de cavidade,
apesar de mencs simples, se mostra mais poderoso e mals preciso
que o primeiro.

Também deve ser dito, para concluir, gque os elementos

radiadores podem ser ligados ou dispostos préximes uns dos outros,
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de modo a formar uma rede de elementos, cuja performance
resultante envolve a interacio de cada elemento, com o objetivo
de se obterem melhores valores de largura de banda, eficiéncia,

etc.



CarituLo 2

FREQUENCIA DE RESSONANCIA E IMPEDANCIA DE ENTRADA DA ANTENA DE
MICROFITA

2.1 INTRODUCAD

Seri apresentado neste capitulo o desenvolvimento tedrico
para a obtencd3o da fregiéncia de ressonincia = da impedancia de
entrada de uma antena de microfita montada sobre uma superficie
cdnica condutora. O elemento radiador, correspondente A antena, &€
analisado através do modeloe da cavidade com paredes laterais
magnéticas (vide Apéndice B>. O campo elétrico na cavidade &
solucic da equac3o de Helmholtz; ao resolvermos esta equacio
diferencial obtemos as expressdes dos modos ressonantes que
compde © campo, assim coemo suas correspondentes freqiéncias de
ressonincia. A impedincia de entrada da antena, alimentada por um
cabo coaxial, & obtida a partir de uma expansi3o do campo elétrico
em termos destes modos e da utlilizaclo do método da forga
eletromotriz induzida.

A gecmetria usada para a anilise da antena em gquestioc &
mostrada na Fig. 2.1. Um elemento metilico € colocado sobre uma
superficie cdnica condutora com angulo de conicidade igual a 80,
sendo que a regiio entre o elemento de antena e a superficie
cénica compreende um substrato dieléirico de espessura variavel C
h % r .A8 > e permissividade relativa igual a € - O elementoc
radiador estid localizado a uma distancia r. do Apice do cone @

possui uma largura Crb“r 5>, encontrando-se centrado em ¢ = O.
a
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A regifo entre o elementic de micreofita e o cone & considerada

como uma cavidade com paredes laterais magnéticas.

Fig. 2.1 - Geometria de uma antena de microfita scbre uma

superficie cbnica.

Para o desenvolvimento de calcule a ser apresentado, fol
considerado gque a espessura do substrato dielétrico é muito
pequena, a distincia do elemento de microfita ao apice do cone

e o raio de curvatura do cone € r senac) muito grandes comparados
a

10
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com o comprimento de onda de operacio da cavidade. Com estas
consideracdes pode-se supor que a espessura @ praticamente
constante em todo elemento de microfita < rq.Ae = rb.Ae J: além
disso, que o© campo dentro da cavidade da antena possul somente

componente na direcio 8 e ndo & funcio de 8.
2.2 DETERMINACAO DO CAMPO ELETRICO SOB O ""PATCH"

A regildc compreendida entre o patch Celemento de microfital e
a superficie cdnica metdlica serd a regido 1. Para a obtencido do
campo elétrico nessa regido 1, primeiramente consideraremos esia
regiic isenta de fontes. Com isto obteremos as expressées para
cada modo do campo elétrico; postericrmente, a inclus3o da fonte
nos fornecerad o campo dentro da cavidade (regido 12 como uma
somatdéria de modos, obtidos a partir dos modos ortogonais dos
campos livres de fontes.Cvide Apéndice A : Expansic de campos
eletiromagéticos em cavidades)

A equacio de Helmholtz para o campo elétrico na regido 1, com
permeabilidade magnética H, © permissividade elétrica €, & dada

por :

g = 0o cz. 013

7 x ¥V x E "’kz
1 1 1

12 . -
onde 3(1 = m.i,uosiil & o nimero de onda na regifio 1, & w € a

freqgliéncia angular do campo.

Existem dois diferentes auto-valores, A e v, que devem ser
consideradoes a fim de satisfazermos as condigdes de contorno

CNeumann e Dirichlet) na superficie cdnica com angulo 8 = 80' Eles

s3o obtidos a partir das seguintes equacdes caracteristicas (201

11
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PPCcose D + Y QYcose > = 0 cz. 02D
L o v o
2 __ pHccose 3 + Y. occose D = 0 cz. 03>
a8 A AOA
8=9
s
onde P?Cx_) & o polindmio de Legendre do primeiro tipo de ordem f
associada p e argumento X, Q?(Zx) é o polindmio de Legendre do
segundo tipo de ordem ¥ , associada p e argumento X Yf & um

coeficiente a ser determinado a partir das condigdes de contorno.

Uma vez que dentro da cavidade (regilo 12 o campo elétrice &
considerado como tendo somente componente na direcio a,
ffi = Eelg. ou seja, © campo elétrico & perpendicular a superficie
do cone, as solucdes do tipo da equagio (2.02) sio excluidas.
Partanto, dentro da cavidade, somente as sol ugdes g = X
existir3o. Fora da cavidade o campo elétrico poderd possuir outras
componentes além da componente g e portanto ambas as sclucbes
F = A e v poderdc existir.

A expressic do campo elétrico em regilio livre de fontes,

considerado o fato do patch estar centrado em ¢ = O, & dada por:
E@1gm,t = [Am,f,t JgCki T 2 T B AgCly AT D]
L H cos ug2
. [Pchosso) + Yf QECCO$@O:)]. cenC ugd {2,040
onde g = mrz/g‘;o. 3{ e nt, s3o as fungdes de Bessel esféricas de

ordem ¥ de primeiro e segundo tipeo, respectivamente, @ Ame =2

iz
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B £ s30 constantes obtidas com a imposigdc da existénocia de
m.&,

paredes magnéticas em r =r =) r=r.; e os indices Ly g
a

correspondem as parcelas par e impar do campo elétrico.
Consideramos agora o patch alimentado por um cabo coaxial em
r = r e ¢ = =0 e modelade por meio de uma fita metilica de

1 t
largura efetiva W & com uma densidade de corraente dada por:

= - 2. 08
191 JCgd . &Cr ri) 2. 083
andes:
J 1, ~LW/2D < Eri Seneol ¢ £ (W2D
JC0 = CE. 068D
] G, demais wvalores
e éCr—ri} & a funcio delta de Dirac.

A densidade de corrente elétrica induziri um campo elétrico
na regiZoc da cavidade <(regi3ic 1> que deverd, como primeira

aproximac3c, satisfazer a equacl3o diferencial nio homog&nea de

onda:

1 o 2 @ 1 a*

A N o ki, -

r? or ar r SenZCQOﬂEBD 3¢

= 3 owou, j@i cz. 07D
891 pode ser expandido em termos de um conjunto complets de

funcdes gque s80 solucdes da cavidade isenta de fontes ¢ vide

13
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Apéndice A D:

%
J$ Jei Eeim,i a3 i
891 S At § 2 2 Eénmt
3 ke T K E E . av
M : B1im, 1 S1m,l
'3
2. 085
o om Eei Ldado por (2. 040, A expressic, Jj& desenvolvida, ¢é
m,
apresentada na expressdc (2.09):
{Am,f,i JECkim, T >+ Bm,E,L ﬁECklm,wa 3}
Eal T %o E 2 2 2
m, L [ki - m,&.][Am,f,l Fm,c’f,l.+ Bm,f,l m,f,i]
i, C
'[Am,f,l Jf ki&,L) + Bm,E,L nECkigﬁD] | -
So 8¢Orisen80
(1+& 2 ¢ sen®
Om o o
2. 09

. W r cosc~m5m¢o
1 ¢O

onde
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Freqiuéncia de ressondncia e impedidncia de entrada

da antena de microfiia Cap. 2
r
o3
F = i2ck r > r dr C2. 10D
mE L Je5 % ma r :
r
k-
r
(o3
T = nZCk, .r > r?dr ¢C2.11D
mZ,l F-lml )
-
b

e & é o delta de Kronecker ( & =0 pr m#0, e & =1 ps m=0 3.
Om Om om

2.3 FREQUENCIA DE RESSONANCIA

Uma vez que o campe elétrico dentro da cavidade € normal a
superficie cénica ezeo, a Unica condicfo impesta ,com relagdo a
variacio em 8, deveri ser a descrita por (2.03>. Com a escolha de
5\ obtemos a ordem ¥ envolvida na formulagido
do chilculo, através de processos numéricos. Esta ordem £ € a mesma

2] e e’ fator Y
o

ardem das funcdes de Bessel esféricas; a condig¢do de existéncia

das paredes magnéticas em r = r e Ty leva 3 seguinte expressio:
(=Y

L /-’ —_ » * = . >
SIS JIIN SEFA P IR nglley oy d/ngliy e O o ca.12

onde o simbolo de apdstrofo indica derivada parcial C(neste caso

subentende-se derivada com relacio a r.
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Fregiéncia de ressondncia e impedincia de entrada

da antena de microfita Cap. 2

A equacd3o (2.12) € uma equaclo caracteristica que fornece as

sol ucdes g =k r e de forma que se

m,a" 1,0t a qm,ﬁ= kim,ﬁ rb 4
quE qmjfiﬂma , fica entendido que | representa o

intervalo entre as raizes e a ¢ l=3-a ). Portanto, t indica a

Sscrever mos

quantidade de maximos e minimos do campo existente no intervalo

entre r e .
a 1<)

Com as solucdes de k1 , Para o modas C(m,i), obtém-se a
™,
fregiiénecia de ressonincia
= g
£ o= m. L : €213
m 2nY = Cr —r O
r b a

onde ¢ & a velocidade da luz no espaco livre { c = 3 x 10% mrs D.

2.4 IMPEDANCIA DE ENTRADA
Para se determinar a impedancia de entrada € necessario se

obter a tensic e a corrente no ponto de alimentacdo, ou seja,

7z = (2.14D

No caso de uma alimentaglc feita por cabo coaxial, a tensdic V
& obtida a partir do campo elétrico induzido no fio central do
cabo, como mostra a Fig. 2.2. Uma vez que o campo eléirico na
superficie do fio condutor é nulo, um campo de sentido contrario
a0 existente na cavidade deve ser induzide no interior do condutor

de forma que a condicdo de contorno seja satisfeita, isto &,

18



Fregiuéncia de ressondncia & lmpedincra dJde entrada

da

antena de microfita

PONTO DE
ALIMENTAGAOQ

C‘Ej COoAXIAL
i -
i} -

SUBSTRATD

PLANO TERRA

Fig. 2.2 - Alimentagio da antena de microfita por

cabo coaxial.
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Fregiléncia dJde

da antena de microfuita

ressonfdncia e impedincia de entrada

Cap. =
Ee + Eu@ = 0, {82,180
lLogo,
Vv = n E, = - h E_, C2. 1832
ind =

e E
ond ind

Model ando-se o fio central do cocaxial por

efetiva W e espessura desprezivel [13},
campo elétrico médio ao longo desta largura,
w
2 r send
1 r send
Bmed W t = J E@i 4o
Y
2 r sand
1 o
Substituindo (2.172) em {(2.18), tem—se:
w
2 r send
o r sené
v = " o J Eez dop
- W
2 r sand
1
Com a densidade de corrente elétrica

coaxial dada por(2.083 e (2.086), a corrente

i8

£ o campo elétrico induzido ne fio condutor.

uma fita com largura

pode-se determinar o
ou seja,
{2,172
C2.18>
no fio central do

pode ser determinada



Fregiuéncia dJde ressondncia e impedincia de entrada
da antena de microfita

Cap. &
a partir de:
+0 27
I = J J JC D é(r*riﬁr Senecdr dgp =
o o
¥
2 r send
1
= r sendg j dgp = W CZ2.182
1 o

- W

2 r seng
4 o

L=

Syubstituinds (2.1393 e (2.18) em (2.1435, obtém-ze, finalmente, a

expressio da impedincia de entrada, ou =eja,

v r1 Senec
=z = . = - J = deg 2. 202

onde h = AG r

Até o momento fol suposto que a cavidade ndo possui perdas.
Efetivamente a cavidade possul vArios tipos de perdas, tais como:
1)Perdas no cobre, devidas 2 condutividade finita das paredes
condutoras, Podem =ser expressas através de uma tangente de
perdas, éc
2O Perdas devidas ao substrato dielétrico, representadas pela
tangente de perdas no dielsétrico, 6d.
3)Perdas devidas A& radiacio do campo através das paredes

magnéticas, expressas através de uma tangente de perdas de

is



Fregidénecia de ressondncia e impedincia de entrada
da antena de microfita

.
L

°

{u

radiacio, ér
Outras perdas, incluinde agquelas devidas 2 excitacio de ondas
de superficie, s3o normalmente pequenas e nio serlc consideradas

neste trabalho. Portante, a tangente de perdas efetiva sera dada

por:
o il o= ]
cseff T Qt écu+ édt+ <ﬁx‘ad c2.z12
Incluinde as perdas em (2.20) através da substituicia de ki
por km” , dado por:
kg = ko e C1 =350 cz. a2

e efetuando a integracic, obtem-se, utilizando a (2.0893:

, [Am En _;kal rt} +Bm £.1 nECkim,L rsi)]
=z = r A8 }
(% al i 2 2
m. L [Am,f,l. Fm F oL N Bm,f,l. Tm,E,L]
J [ mr W ] 2 2 2
o 2¢vorisan86 if [Cfm,L— £f72 — if ée”]
C1+<50m) b, sen&c} 2 n £ 8, [{fz _ 232, pts? ]
m, L aeff
onde § €30 = ===S0020_ cz. 23
o b
2.5 CONCLUSOES
(] desenvol vimento Ltedrico apresentado neste capftulo

20



regiéncia de ressondncia e impeddncia de entrada

da 5 de  mior L ¢ -
antena icrofita Cap. 2

proporcionou a obtencdo de deis parimetros impertantes da antena
de micreofita scbre uma superficie cdnica. S3o estes a freqgléncia
de ressonincia e a impedincia de entrada.

Verifica-se gque a freqgiéncia de ressonancia, dentro das
aproximacdes feitas, depende da largura do patch € r.o- rb >, da
permissividade relativa do dielétrico utilizado na cavidade,ar, =,
de modo semelhante ac que acontece para © case da antena sobre uma
superficie cilidrica, nio depende do raic de curvatura do cone
(r senf e r_ send D,

=% o -3 <

A escolha de Yh em (2.04>, efetivamente afetarid a relacio
q, e qB, ou seja: r. i rye conseqiientemente, a fregléncia de
ressonincia também sera afetada.

A impedincia de entrada para uma alimentacic por caboe coaxial
& obtida através de um modelamentc onde se considera o fio central
do cabo como uma tira metilica de espessura muite fina e largura
efetiva aproximadamente igual a cinco vezes o diametro deste fio
[19]. A partir da express3o (2.23), obtida para esta impedancia,
pode-se constatar sua dependéncia com o© ponto de alimentacioc, o
mode de excitacio, as dimenstes do elemento radiador, a
freqiéncia de ressondncia e o Angule de conicidade 80 da

superficie metilica ¢ © qual afeta a ordem das funcdes de Ressel

esféricas envolvidas na expressic da impedincia de entradal.
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CAF’TT})LO 3

CAMPO DISTANTE RADIADO PEL A ANTENA

3.1 INTRODUCAO

Sera apresentado neste Capitulo o desenvolvimento tedrico
para a obtencio do campo elétrico distante radiado pela antena de
microfita sobre uma superficie cdnica.

Com as consideracdes feitas nos capitulos anteriores,. o campo
elétrico distante radiado pela antena €& excitado por uma fonte de
corrente magnética equivalente localizada nas bordas do patch da
antena, gue pode ser obtida a partir do campo sob a microfita e da
aplicac3o do principio de Huygens. A expressdo do campo elétrico &€
conseguida utilizande a teoria das funcdes diiddicas de Green [211.

O sistema de coordenadas esféricas serd o adotado em todos os
calculos deste capituleo devido A simetria esférica associada ao
probl ema.

A geometria da antena € mostrada na Fig.2.1, Capitule 2.

3.2 CORRENTE MAGHNETICA EQUIVALENTE

Analisando o elemento radiador através do modelo da cavidade
com paredes laterais magnéticas, pode-se supor que as bordas desta

cavidade sejam fontes de correntes magnéticas, expressas por:
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Campo Distante radiade pela antena Cap. 3

—_ =, _ 2 = ~

MCOr'D Euquzg EB;mA'bomﬁs x I C3.013
sende [ o versor normal Aas bordas, gue equivalem & abertura
radiadora da antena, e éégm L © campo =létrico calculado nesias

bordas. A expressico (32.01) resulta do principio da equivaléncia de

Huygens {22, pp. 447-4541).

No caso de um elemento radiador, como o elemento da antena de
miecrofita sobre a superficie c¢dnica mostrade na Fig. 2.1, a
corrente magnética pode ser escrita em termos de duas componentes

-~ -~
aoc longe de ¢ e r. Para a cavidade operando no modo de ressonancia

Cm,12, temos:

2 2
P P N r ) -~ . r
- = a - + - -
Ferry= - 2 [ ES % r &r’-r 2 _?2 Eeiaﬁ x (-r2&C ra) *uZ]
J w u m, L r m, L r
o
~ -~ ’+ ~ -~ LA
£ 6 x c-gy PP L& 6 x g OCP P) ¢3. 02>
1~ ol e B¢+ oy
r sen 8 risen 8
m, L [ m, L [»]
onde Eex se refere ac campo eléirico na regifio 1 C(regido da
cavidaded ., & os sub-indices m,l. correspondem ac modo de

rezssonincia desta cavidade.

Portanto, o vetor magnetizacio pode ser escrito na forma:

MCr'd = M¢;F'> P + Mrci'a r €3, 03D
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Campo Distante radiado pela antena Cap. 3

com
e Eeib r2 ~2
M CE'S = — m,L [5(?"-1“ > _bz o C?\.ml &SCr' -r D _a] £3.040
o] r’ r’
3w pg
Jjick r D
. A 1m,t
‘J)\..Cklm,l.ra) nCk r n?&.Ckim.LraD
-~ - A TImL a C3. 085
AL jick., D
Ck r. .y - A tml 2 n, Ck r
I 1ml' v ek AT 1ml b
X Iml a
e
= 881<+¢o>
- s, __ >
MO = - m, L [écqb ?.> SCp @03] C3. 08>
Jwu rsen 90
onde os termos com apdstrofo, come r' e @', referem-se as

coordenadas localizadas na regidc da cavidade (regido 13 e

jKCxD.nACxD =80 asz funcdes de Bessel esféricas., sendo jiCx) =)
ni(x) suas deriwvadas com relacic a x.

3.3 CAMPO ELETRICO OBTIDO A PARTIR DAS FUNCSES DIADICAS DE GREEN
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Campo Distante radiado pela antena Cag. 3

O campo elétrico radiado pode ser obtido a partir de [211

E¢r> = - k_n I”v x &_Crfr’> . Mcrtd gV’ €307
o < =2
onde EéZCFIF'} & a funcio diiddica de CGreen do tipo elétrico e
de segunda espécie. @éZCF|;’3 & obtida de [21)]
2
ik 2 1
STy - L o C2-& D > :
7 o G Crfr" = om ACA+LY I
m X m, A
L
MeZlck 3 Ne' . Ck D
emA o enA o 1 . 1 {
— — ,(2) i
Mo  Cik > Mg’ % Ck D f S wCerd I
™
ﬁéz;c;coa Mo’ Ck D 1 , r >’
—om —Oﬁ( )O C3. OS)
Ne kD Mo’ %¢k > , v <’
aomll [ ] DNl [
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Campo Distante radiado pela antena Cap. 3

com
n
2
I = P casa D + Y. QCcos8 D | sen 8 d& €3. 09
m,& g o £ 7E =
a8
o
— - = m . m v m ~ Sen -
Hgmeko’ * Zan B JECkorD [ PECCOSG > o+ e QECCOSQ > cos(m¢) =
a m m st -
_ i 5 5
Jf¥kor, 68{ PECCQSQ 3 o+ Yf QECCOSQ 3] 5@ncm¢} b CR1L03
5 - fCE+0 m m cos ~
NngCkOD T JkaOFD PECcosB o+ Yf QECCDSQ ] $enCm¢) r
1 a . J o m m cos ~
+ E;F §F£r JECkOrDE 1 5@[ PECccse > o+ YE QECcosa D] SenCm¢} =]
2 M [ pMcose 5 + v. QMCcoss | STcmed> @ 1 €311
sen & g S 4 COS f
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Campe Distante radiade pela antena Cap. 3

onde F = v ou A.

a . . {2 w27
As fungdes vetoriais de onda Me ‘Cko) e MNe Cko) possuem
oms

amf
as mesmas expressdes de (3.10) e C3.11> com a diferenga que as

fungdes esféricas de Bessel do primeiro tipo, j,Ckor), S30
S

trocadas pelas funedes esféricas de Hankel do segundo tipo,
{2y

hf (kor)- O apdéstrofo & usado aqui para indicar que as fungdes
vetoriais de onda s3c expressas em termos de coordenadas da
fonte: r',¢'e QQ.

Restringinde a2 anidlise para o caso de campo distante da
fonte, podemos utilizar as expressdes assintédticas da fungic de

Hankel:

—jCkorD
(2 A =
h o
£ Ckor) = Cj> -
-3k 13
a (2 ~ i E e
{r hg Ckorl] = (3o e 3,122

Finalmente, levando-se em considerac3o o fato do elemento de
microfita da antena estar centrado no semi-planc ¢ = 0, o© Qgque
implica numa simetria par para o problema; utilizando C3.122 ,
£3.11) e (C3.10)0 em (3.08); e efetuando a integracio em (3.077,
obtemos a express3c do campo elétrico radiade distante para

qualquer modo de ressonincla da antena:
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Campo Distante radiado pela antena Cap. 3

Lr+4 m
B k T3> sen 8 A8 Ek 2 ¢ C-13
Ecr = —= zca««é > z < G1bo =
m LCw+1d I
m 2 ™m, 1+
| qt:: Cl—écmD | ,
T - @
]
2 a m m —jCkor)
.Juikcra} r. ] 55[ PpCcos@ 32+ ¥v Qchos@ )]8380‘ er
I i .. 5 m a5 -
.1 38 Ppicosﬁ 2 o+ Yp QUCCOSQ ) coslmgpd &
R L PTCcos8 2 + Y Qchosa J ] senCmed ; 1 C3.132
sen & v v T f
onde Y = - -E— tan Cwmd C3.14>
P 1T

& obtidao a pariir da condi¢lio de contorno para © campo elétrico em
& = 180° Ccondiclo de finitude do campo elétrico em 8 = 1807,

& o campo elétrico na parede magnética r =r e ¢ = 0O, I &

E
S1bo b m, L

dado por ¢3.083 e Ckmi por (3.05).
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Campo Distante radiade pela antena Cap. 3

Quando da utilizac3o de (3.13), para a obtengdo do campo
elétrice radiado distante, deve-se tomar especial cuidado na
geraci3o das fungdes de Legendre, uma vez gque estas estido

associadas a funcdes Hipergeométricas cuja convergéncia numerica

nem sempre & observada. Vide Apéndice D.

3.4 CONCLUSOES

Neste capitule, foi desenvolvida a expressidoc geral do campo
distante radiade pela antena de microfita mostrada na Fig. 2.1.

A expressi3o & vailida para gqualquer modo de ressonancia da
cavidade da antena e para gqualquer relacio r. - r, © angulos ¢o e
69 da patch, desde que ndco invalide as consideracdes feitas
anteriomente, gque s3o: espessura do substrato dielétrico multo
pequena, distincia do elemento de microfita (patchd ao apice do
cone e raio de curvatura do cone C r sen 803 muita grandes,
comparados com o comnprimento de onda de operacic da cavidade da
antena.

E importante observar gque a expressdo do campo elétrico,
equacic (3.13), considera a cavidade da antena somente operando
num dnico modao de ressondncia.

Os diagramas de radiac3o de algumas antenas, tomadas
posteriormente neste trabalho como exemplo, serio determinados a
partir desta equacio de campo elétrico distante.

O  calculo das perdas por radiac¢3o, que & empregadoe na
obtencic do fator de qualidade total da cavidade da antena, e,
conseqgiientemente, na obtencio da impedancia de entrada Cvide

Cap. 2. depende também deste campo elétrico.
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CaPituLo 4

FATOR DE QUALIDADE. LARGURA DE BANDA E EFICIENCIA DA ANTENA DE
MICROFITA

4.1 INTRODUCAD

¢ desafio usual em um projetoc de antena & obter uma alta
eficiéncia —om grande largura de banda. Entretanto, estes
parametros est3o relacicnados entre si e ndo consegue-se alterar
um pariametro sem afetar o conjunto como um todo. A energia
armazenada na regiice da cavidade pode ser calculada e, ent 3o,
comparada <¢om as varias perdas a fim de obtermos o© fator de
qualidade, Q, associado a cada perda. Os passos necessarios para
efetuarmnos SSSes cidlculos de perdas seri3o apresentados mails
adiante neste capitule. Existem dquatro mecanismos de perdas a
serem considerados, que s3o radiag3oc, perdas por excitaglo de
ondas de superficie sobre o patch, perdas devidas ao aquecimento
nos elementos condutores da antena (perdas no cobred, e perdas
devidas ao aquecimento dentro do meio dielétrico {perdas no
dielétriced. O fator de qualidade total, QL, da antena € entado

dado por:

+ . C4.01D

L rad s di cu

30



Fator de Quatidade, largura de banda e eficiéncia da antena Cap. 4

Os termos envol vendo st’ associados com as ondas de
superficie, s3c despreziveis para substratos finos [23]1; esta serd
uma consideracfoc adotada em todo o trabalho.

Como estes parametros sia relacionados entre =i, nem
todos eles necessitam  ser especificados para uma completa
descricio da performance da antena. Por exemplo, o fator de
qualidade e a largura de banda est3o relacionados de forma que 2a
informag3o de fator de qualidade da antena Jja nos fornece a
informac8c da largura de banda; n3c obstante a definicdo e os

métodos para a obtencio de todeos estes parametros serio

apresentados a seguir.

4.2 O FATOR DE QUALIDADE, A EFICIENCIA E A LARGURA DE BANDA DA
ANTENA

O fator de qualidade total, Qt, & calculade a partir de

C4.01). O fator de qualidade devido i radiacdoc & obtido de:

anf‘r Umm
Qra‘d = P,ad C4.082
onde fr & a freglidncia de ressonidncia da cavidade, Umm & a
energia armazenada na cavidade e Pmd & a poténcia radiada pela
cavidade da antena de microfita.
A energia armazenada, U , & obtida a partir da integragio:

arm
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Fator de Qualidade, largura de banda e eficiéncira da antena Cap. 4

e
¢o Ty 8 +A8
f & = 2 .
U _ J J o r |Eei] r° send dr d9 de 4. 03>
arm
—¢O ra. ﬁo
onds £, & a permissividade eldétrica do esSpaco Livre
Ce_= 8,854 x 1072 Fsm >, £ & a permissividade relativa do
dielétrico = Ea1 o campo @létrico na cavidade (regildoc 12.

O campo elétrico na regio 1, de acordo com a equacdo (&. 09,

pode ser escrite na forma:

mrt
= i Ck 3 o+ k
Fom B [Anea JrTRind T B e el cost g
Cd. 04D
onde m e L representam os modos de ressonincia da fonte. Am s =
PR
B FoL 230 definidos na equacio (2.042, e EO & a parcela do campo
m, L.,

na cavidade da antena gue € constante em ¢ & 8. Portanto:

o Fr send AS (S5 +1D¢ ok
v - © om o o
arm =
™~
° 2
4
-f [Am,EA Jkalner) + am.f.L nECklmir)] r dr . C4d. 05>
r
a
5 & o delta de Kronecker ¢ & = 0 pr m=20 e &_ = 1 pr m=Cl.
om om om
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Fator de (Qualidade, largura de anda e eficiéncia da antena Cap. 4

A poténcia radiada € dada pelo vetor de Poynting, integrado

em uma esfera de raic constante.

T I
r P
e = | P . r r’sens de dep =
rad 3
8280 Pp=—rt
ki g T
= ( 1 | E |® sene da d¢ . (4. 08
) 2,
828@ p=-n r=1

Com C4.08) e C4.08) em (4.02) cobté-se a tangente de perdas
i A =1 .~ .
por radiagio C énm 1 Qmﬂ 2
Para o calculo das perdas dhmicas, basta calcular a perda na
superficie metilica superior e inferior da cavidade da antena de

microfita, que & aproximadamente igual a duas vezes a perda &nmica

no patch:
+¢o 2 1
= 2 * ¥ »
Pohm = 2 Pohm ne Pateh 2 { f ; Rg | js |" r senCQO+A6) dr " dg
m¢o Ta

C4.07)

onde R corresponde 3 resisténcia superficial dada por:
w8
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Fator de Qualidade, targura de banda e eficiénecia da antena Cap. 4

J o = condutividade do mstal

R, = aié ; i
€ = } &= —e2— = profundidade de penetraclo pelicular
= iy
fhfyoa do metal
4. 080

J & a densidade superficial de corrente no patch, obtida a partir

de

n

1 Y x E_ 8 . c4.08d

£inal mente, o fator de qualidade devido &as perdas Shmicas

pode ser conseguldo de

aﬁ’f‘r Uarm . C4.100
ohm P

ohm

O fator de gqualidade devido s perdas dielétricas & obtido
diretamente do valor de tangente de perdas dielétricas associada
ao substrato dielétriceo utilizado.

Portante, com os valores de fator de qualidade de radiacido,

. de perdas Shmicas,Q . & de perdas dielétiricas,Q, ,
rad ¥ di
calcula-se o fator de gqualidade total, QL. utilizando~se C4.013.

A largura de banda em percentagem, BWX4, de uma antena pode

ser calculada a partir da expressio da impedancia de entrada, dada

por C2.23>. Ela & definida como:

BW% = [ Cf_ - f D2.f 1 100 C4.113
rz i r
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Fater de Qualidade, largura de banda e eficiénecia da antena Cap. 4

onde fr & a freqgiiéncia de ressonincia e frz e frz SAo as
freqliéncias na qual o coeficiente de reflexico da antena & igual a
um terco € 1.3 ), que corresponde a um VEWR igual a dois C 2 3.

A eficiéncia da antena pode ser definida como sendo a relagdo
entre o fator de qualidade total e o fator de qualidade da

radiacio:

n = Qt s Qmd . 4,120

A eficiénecia, come definida acima, € portanto um parimetro
que informa © quanto houve de perda devida 4 radiacic com relacdo

3 perda total da cavidade.

4.5 CONCLUSOES

Neste capitulo foram definidas e desenvolvidas as expresshHes
para o fator de qualidade, largura de banda e eficiéncia de uma
antena de microfita sobre substrato cdnico, cobjeto deste trabalho.

A largura de banda, como definida, depende da variagio da
impedincia de entrada com relacg3o i fregliéncia de ressonadncia.
Esta, por sua vez, esti relacionada com o fator de qualidade
(Eq.2.83). Portanto, estes sio parametros inter-relacionados e a
informacdo da largura de banda n3o é essencial para a avaliacio da
performance da antena, uma vez gue o fator de qualidade total da
antena tenha sido apresentado.

A eficiéneia da antena, como definida acima, expressa mais
precisamente a eficiéncia de radiacio da antena, visto que

poderiamos ter definido, por exemplo, uma eficiéncia dielétirica

= e .
ndi. Qt Qdi
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Iste foi assim feito, simplesmente porque a eficidncia de

radiacico & a mais importante eficiéncia da antena.
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CariTuLOo B

RESULTADOS: IMPEDANCIA DE ENTRADA. DIAGRAMA DE RADIACAO. FATOR
DE QUALIDADE. EFICIENCIA E LARGURA DE BANDA.

1.1 INTRODUCAO

Alguns exemplos particulares de antena de microfita sobre
superficie cdénica foram resclvidos e serdo apresentados neste
Capitule. O primeiro exemplo € uma antena tipo envblucro sobre um
cone com Angulo 80= 63,43, Esta escolha particular da supertficie
cénica nos fornece um valor inteiro, A = 3, para a ordem da fungdo
associada de Legendre relacionada ao elemento de microfita tipo
envélucro utilizado. O segundo exemplo é um elemento de microfita
¢ patch 2> com ¢O =9,17O C ¢o# 180° > montado sobre uma superficie
cdnica com Angulo 802 33.880. Mais uma vez a escolha apropriada
de 80 foi feita de modo a obtermos ordem inteira dos polindmios
associados de Legendre envolvidos na formulacio matematica para a
cavidade da antena. Naturalmente outros Angul os de
superficie cénica poderiam ter sido escolhidos para o mesmo
alemento de microfita, contudo, provavel mente as auto-fungoes
associadas & cavidade da antena compreenderiam funcdes associadas
de Legendre de ordem real e do primeireo e segundo tipo,
simultaneamente.

Nestes exemplos de cilculo apresentades, fol feita a escolha
particular EjéCxD/nQCxJ} = Q, Naturalmente outros valores
poderiam ter sido escolhidos tende como consegliéncia outra relacio

ra/rb C outro elemento de microfita ) com diferentes resultados
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qualidade, eficiéneia e largura de banda Cap. 5

obtidos,

Também, em todos os exemplos, considercu-se a alimentacio
feita por um cabo coaxial introduzido através da superficie cdnica
correspondentes 3 superficie terra.

Os resultades que se=ric apresentados neste Capituls, foram
obtidos a partir de simulacd®es feitas em um computador IBM 386, Os
cidleulos foram desenvolvideos utilizando a linguagem Turbo FPascal
(versioc 5.0). Para a apresentacd3c grafica da impedadncia de
entrada, foi utilizado o programa grafico Harvard Graphics.

Foi escolhida esta linguagem para programacdo devido as
facilidades de suas rotinas graficas, possibilidade de compilar e
rodar programas em peduenos e médios computadores £ por ser uma
linguagem amplamente difundida atualmente.

Para < calculo das funcdes associadas de Legendre
utilizaram—se as expressoes apresentadas no Apéndice B c
Metodologia para o cidlculo computacicnal das funcdes associadas de
Legends) .

Na sec3c S.2 s3c mostrados os resultades referentes 2
impedancia de entrada. Estes resultados incluem tanto a variacio
da impediancia com a fregiéncia come a variagd3o com © ponto de
alimentac3io. Na secloc 5.3, s3c apresentades os diagramas de
radiacic, em decibéis, para os exemplos utilizados neste trabalho,
e, na secio 5.4, valores de fator de qualidade, eficiéncia =
largura de banda para o primeireo e segundo exemplos, sio obtidos e

mostrados em forma de tabela.

5.2 IMPEDANCIA DE ENTRADA

As rotinas numéricas utilizadas nesta seclo foram obtidas a
pariir das equagcdes apresentadas no Capitulo 2. Considerando-se a

alimentac3c situada em ¢1= Oo, as equacdes de impedincia de
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entrada congidera todoes os possivels modos de excitaglo, porém,
para os exemplos de cilculo considerou-se a antena operando no
mods fundamental TMos' O modo fundamental pode ser selecionado,
por exemplo, aumentando a pureza espectral da alimentacio.

Nas Figuras 5.1 = S, .2 tem-s2 a impedidncia de entrada, na
freqiiéncia de ressconincia, em funcl3o do ponto de alimentacio T,
para £ = 2,32 e 10,68, com wvariandos de re o, até Ty
Observa-se, em todos os casos, a existéncia de um ponto de nulo na

impedincia de entrada, e valores miximos préximos & borda ¢ valor

maximo emr X , > r .
1 a 1 a

20 Zin { Ohm | |
1.6 -
'“""--.\ s
] ) ,-‘-—-—-—‘""""—-’/ i
.2 \\ fr = 1,86 [ GHz | //,f’
\ /‘/’
\ er » 10,68 /'~
O’a oo . e e e e . ,'J, S
%
fr=398(GHz |
0.8 b o A
ar = 2,32 R
0.0 i L L \ i L
0,120 0,126 0,132 0,144
r1im]
Fig. 5.1 Impedancia de  entrada, em ohms, na freqiéncia de

ressondncia, como fungdo do ponto de alimentagdo rt, @m
) =
metlros, vartando de r até rb. 8 = ¢3,43 , r = 0,42Zm,
a a

o
o <
rb:0,145m, ¢ = 180, A = o,8?, £ = 2,32 & 10.,08.
] T
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Zin | Ohm ]
1200+ . -
S otr=3,88 [ GHz ] 7
1000 - .‘* S Fe‘
©oer = 2,32
RCO - ..‘\ e PR - .{1.i...
‘\ ’
N i
N 7
8OO e e e e S ..rf. .
400 - \\_\‘\ . S K r/,r.f)
er+ 10,68 -\ Lo
200 N R s
fret79 [GHz] ™~ e
0 L \“\m:x‘ 'f’/ i J
0,100 0,110 0,120 0,130
rifim]
Fig. %. 2 Impeddncia de  entrada, am  ohms, na fregiiéncia de

ressondncia, como funcde do pontc de alimentagdo ri, e@m

‘ \ )
metros, variande de r atdé r ., & = 33,88, r = 0O,10m,
a o a

b

[
rbzo,szpm, ¢ = o047 , AG = 2,32 o 10,58,
Q
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Nas Figuras 5.3 e $.4 tem—se a impedancia de entrada, fixade
o ponto de alimentacio T @m funclo da freqgiiéncia de excitacio,
com £ = 2,32 e 10.,68. Ncota-se gque, em todos os casos, a parte
reativa da impedincia de entrada £ aproximadamente nula na
ressonincia, onde a parte resistiva € maxima. 0s efeitos de borda
das paredes magnréticas radiadoras sobre a fregiiéncia de
ressonincia ndo foram considerades nesta anidlise. A inclus3o
destes efeitos certamente levariam a um calculo de fregliéncia de

resscondncia mals preciso.

in !l Ohm
16 Zin[ Chm | E
1,2 -
0.8+
—-’/
_,-«_"_:
034 S ‘._:;_’/
// - B —_
0.0 _ fre=1886 GHz \ ™ __
120,121 m , er « 10,68 T
________ fr » 3,982 GHz N
08 r1s0,121m, er ~ 2,32 flGHz ]
1.78 1.80 1,88 1.890 1,95
3,88 3,93 3,98 4,03 4,08
Fig. =.3 Componantes resistiva @ reativa da impedéncia de

entrada em furnglo da frequéncia, em torne da freqgliencia
~ . o
de ressondncia. 8 = ©3,43 , r = 0,42 m, rb:: 0O,14% m,
o <%

o o
¢Q= 180 , A8 = 0,57 , £ = 2,32 e 10,08.
r

41



Impedincia de entrada, diagrama de radiacdo,
gualidade, eficidncia e largura de banda

Resul tados:

Fator de
Cap. 5

o Zin [ Ohm |
_______ fr=3,849(GHz]
ri = 0,714{m]
er » 232
_ #r=1,794[GHzl
r1 = 0,118{m]
er » 10,88
20 .
Re
N :
P
T -
Py
/«-f—j"”".":::
/ /_'_A Im
_20 L. S A e ;
fl GHz |
1,89 1,74 .79 1.84 1,89
3,78 3,80 3,88 3,90 3,98
Fig. .4 Componentas resistiva = reativa da impeddncia  de

entrada em funglio da freqlidncia, em torne da freqiéncia

N . [
de ressondncta. 8 = 33,88 , r o= 3,12¢ m,
o a

b = o447, A8 =
o

0,10 m, 1T =
3

o
0,57 , £ % 2,32 9 40,68.
™
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5.3 DI AGRAMAS DE RADIACAO

Os diagramas de radiac3o, em decibéis, para as antenas de
microfita do primeiro e segundo exemplos de cilculo, foram obtidos
e s3o mostrados nas Figuras 5.5 e 3.8, respectivamente. HNesties
diagramas, considerou-se o substrato diel&tirico com as
permissividades elétricas relativas £ = 2,32 e 10,88. 0 plano
principal escolhido para ser mostrado nos diagramas de radiac3o
foi o plano ¥ = O { semiplanos ¢ = 0O e ¢ = 180 3. Observe a
presenca mals acentuada de ldébulos secundirios no diagrama de
radiacio com permissividade relativa £ = 2,32 com relacio a antena
com £ = 10,68,

Para a antena de microfita tipo patch C ¢O: 2,17° >, montada

sobre a superficis c¢dnica com 80* 33,880. o maximo do campo
radiado ocorre ( para £ = 2,32 e 10,58 2 no semiplano ¢ = o e
& = 1300. Neste semiplano, S campo eldétrico possul apenas

o~
componente na direcio 8.
Paraz 2 antena de microfita tipo envdlucro, montada sobre um

cone com 80: 53,458°, existe um nulo do campo elétrico, come ja

esperado, na direcic 8 = 180°.
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S10

—

120°

Fig. 5.% Diagrama de radiagdo, em decibéis, no  plano-E, para a
antena operandc no modo de ressondncia principal '!'3101.
o
0,145 m, ¢ = 180 ,
&

[
8 =z 63,43, r = 0,42 ™, r =
o a =3

(o]
AB = o,57 , £ 2,32 e 10,68,
r
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Fig.

Diagrama de radiagde, em decibdia, no planc-E, para a

antena operande no medo de ressondncta principal 'I'Ho‘,

o o

£ = 33,88 , r = 0,40 ™, r.= 0,120 m, ¢ = 17
o =Y b o

]
A8 = 0,57 , £ = 2,32 @ Ai0,08.
r
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5,4 FATORES DE QUALIDADE, EFICIENCIA E LARGURA DE BANDA

Oz wvalores de fator de qualidade, eficiéneia e largura de
banda obtidos para as antenas do primeiro e segundc exemplos de
cileulo, s3c0 mostrados nas tabelas 5.1 e 5.2, respectivamente.
Fles s3c calculados considerando A8 mulito pequenco, de modo gque a
excitacio de ondas de superfiscie possa ser desconsiderada [23].

Obhserve a grande influéncia da superficie cdnica sobre a
poténcia radiada, ou seja, sobre o fator de gqualidade de radiacio.
Apesar de outros fatores de gualidade nio serem influenciados
significativamante pela superficie cdnica, o fator de gqualidade
total & afetado pela superficie c¢dnica devido & influéncia da

radiacic scbhre o fator de qualidade total da antena.

TARELA TB.1 FREQUENCIA DE RESSONANCIA, FATOR DE QUALIDADE E
EFICIENCIA DA ANTENA DE MICROFITA SOBRE SUPERFICIE
CcONICA, OPERANDO NO MODO FUNDAMENTAL TMOt. 89:63,43a,
AQ:O,S’?O, ra=0,12m, re=0,145m E ¢:Om1 80 (ENVOLUCROY.

{ =

<, fr GHz 3 Qr n QL/Qr
2,32 2,982 9,32 0,87

10,68 1,858 24,98 O,88
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Resultades: Impedincia de entrada, diagrama de radiacdo, fator de
gualidade, eficidncia o largura de banda Cap. 5
TARELA 5. 2 FREGUENCIA DE RESSONANCIA, FATOR DE GQUALIDADE E
EFICIENCIA DA ANTENA DE MICROFITA SOBRE SUPERFICIE
,. Q
CONICA, OPERANDO NO MODO FUNDAMENTAL TMOL., 80:=33,887,

A8=0,57°, ra=0,10m, rb=0,129m & ¢O=9.17O.

=3 £ (GHz] Q_ n=Q, ~Q
2,32 3,849 248,27 0,65
10,68 1,794 275, 20 0,48
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CarituLo 6

CONCLUSOQES

Una anidlise tedrica sobre antenas de microfita montadas sobre
estruturas c<édnicas fol apressntada neste trabalho. A regiac
compresdida entre o elemento de microfita e o plano terra foi
considerada como uma cavidade, preechida por um dieléirico
isotrépico com permissividade relativa €, = permeabllidade
magnética B - O modelo de cavidade com paredes laterais magnéticas
foi utilizade na obtengio da freqgliéncia de ressonidnclia e
impedincia de entrada. Através da expansio dos modos ressonantes,
obieve~se a expressico do campo deniro da cavidade da antena, e
conseqgiientemente, a impedincia de entrada. A teoria das di ddicas
de Green também foi utilizada na determinacio dos campos radiados
distantes, onde utilizou-se as expressdes assintdticas das funcdes
de Hankel de segunda espécie.

Tode © desenvolvimentoe tedrico foi feito considerando a
espessura do substrato muito fina, a distancia do elemento de
microfita ao apice da superficie cdénica e o raio de curvatura da
superficie cdnica CrasenSOD muito grandes, guando comparados com ©

comprimento de onda de operacdc da antena. Com a espessura do

substrate muito fina em relacio ao comprimento de onda, os
efeitos devido a excitagao de ondas de superficie s3o
desprezados.

Para a geometria envolvida, o campo elétrico dentro da

cavidade da antena possul componentes em Gtodas as dire¢des, de

mode que, na inexisténcia de fontes de alimentacio, a eguacic de
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Helmholtz deve ser zsatisfeita; porém, com  as consideracdes
utilizadas, a hipdtese de campoc elétrico somente na direcdo & é

uma boa aproximacio, que fol, entio, utilizada neste trabalho.

Respeitando, naturalmente, as consideracio iniciais da
anidlise, gqualquer superficie cdnica pode ser utilizada para =2
instalagc3o do elemento radiador. 0 cone pode portanto variar de

g > O ate 90° Ccone degenerado em planc 2, 2 o lemento radiader de
¢O 5> O até 1807 ¢ elemento radiadeor tipo envélucro .

Apds obtidas as expressdes para a freqiiénecia de ressonancia,
impedancia de entrada e campo radiado distante, foram tomados deols
exemplos particulares de calculo.

O primeiro exemplo foi uma antena tipo envdlucro sobre um
cone de Angulo So= 63.430 e o segundo, uma antena tipo patch, com
¢Q# 1800, montada scobre um cone com aAngulo QOz 33,880‘ Em ambos os
exemplos consideraram-se os substratos com permissividade relativa
arz 2,32 e 10,88, s resultados obtidos foram apresentados no
capitulo 8 ¢ Resultados OJ.

Neste trabalho a alimentac¢fo foi considerada em ¢12 0°. Com a
alimentacio fixada nesta localizagio, todas as oscilacdes do campo
na direc3c ¢ serio oscilac®es pares, ou seja, © mode m = 1, por
exemplo, corresponderd neste trabalho, & primeira oscilacio par
possivel para a cavidade ressonante da antena ¢ um comprimento de
onda 3. Naturalmente um trabalho mais geral, considerando todas as
posicdes possiveis de alimentacio em ¢, nos fornecera resultados
mais completos.

0 comportamento da impedancia de entrada em funcio do ponto

de alimentacio, r, na fregliédncia de ressondncia, e da impedancia

de entrada para um ponto de alimentacdoc fixo, em funcio da
freqiiénecia de ressonancia, foram obtidos para os dois exemplos
apresentados. Obser ve, nos dois exemplos, a influgncia do

substrate dielétrico sobre o fator de qualidade de radiagio; o
aumento da permissividade elétrica do dielétrico provoca uma
elevacio da energia armazenada na cavidade da antena, Jque por sua

vez, leva a um aumento do valor do fator de qualidade de radiacido.
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Contude, a eficiéncia da antena ( 7 = Ci/Qr J diminuiu com ©
aumentn da permissividade elétirica, e ¢ influenciada pela
geometria do elemento radiador e pela superficie cdnica utilizada.

Os bhaixos valoress de fator de gqualidade total, Ql’ obtidos no
segundo exemplo de célculeo ¢ antena tipo anvdlucro sobre um cone
com & = 63,430 3 levaram a baixos valores de impeddncia de entrada
¢ Fig. 5.1 J. Estes baixos valores representam uma dificuldade de
acoplamento desta antena com seu sistema alimentador. No caso da
antena tipo petch ( cone com & = 33,88 3, wvalores de fator de
qualidade na ordem de 130, resultaram em valores de impedancia de
entrada mais elevados ¢ Fig. 8.2 >; porém, cabe lembrar que
valares elevados de fator de qualidade estic associados a peguencs
valores de largura de banda ¢ vide Figs. 5.3 e 5.4 D.

Analisando os diagramas de radiac3o dos sxemplos apresentados
neste +rabalho, observamos um aumento na gquantidade de lébulos
secundarios quande diminulmos a permissividade relativa do
substrato utilizado., Isto pode ser interpretade como segue: um
aumento na permissividade relativa do substrato utilizado reduz a
fregiiénecia de operacio da antena, uma vez Jue as dimensdes do
elemento radiador s3c fixadas, reduzindo os valores kar‘:l e kcrb,
e, =com isto, diminui-se a influénecia dos modos superiores na
expressio do campo elétrico; come conseqlencia, existirico menos
16bul os secundairios no diagrama de radiac3io do campo elétrico.

Dentro das aproximacdes utilizadas, a freqgliénecia de
ressonidncia nd3oc & influenciada pela superficie c<dnica, nao
obstante a radiacloc & afetada pela superficie cdnica onde se
posiciona a antena e como conseqiiéncia, todos os outros fatores
associados a radiac3o, como o fator de qualidade total, a
impedancia de entrada, etc., também o s3o.

Finalmente, cabe concluir que este trabalho pode servir como
ponto de partida para trabalhos mais completos e aprefundados. A
distribuici3o da corrente elétrica no elementc radiador da antena,
por exemplo, pode ser obtida com grande precisico atraves do

métode dos momentos. Também, uma anidlise mais rigorosa, onde se
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levaria em consideracico o efeito da espessura do substrato
dieldétrico sobre a freglidnecia de ressoni3ncia, impedancia de

entrada, =tc. certamente acrescentaria muito a este trabalho.
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APENDICE A.

“EXPANSAO DE CAMPOS ELETROMAGNETICOS EM CAVIDADES'

Em wuma regildoc fechada V, delimitada por uma ou mais
superficies, a fim de expandirmos as funcdes definidas pela mesma,
temos primeiramente que obter um conjunto Ccomplets) apropriado de
funchfes oriogonais em V. '

£ bem sabide que as solugdes da eguacio de enda, «com  as

condi ghes de contorno, dadas por

P+ ki w =0, em V,
CA. 012
w =0 , em 5,

onde S & a superficie gque envolve o volume V, sic capazes de
formar um conjunto Ccompletod de funcdes ortogoenais ¥,
Cax = 0,1,2,...2, que sioco usadas na expansioc de uma fun¢ic escalar
arbitraria, parcialmente continua em V.

Similarmente, as solugdHes de:

., + k., =0 , em V,

A AN CA. Q22
Qmm¢)\ = O , =m 5,
an
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Apéndice A: Expansdo de campos eletromugndtiicos em cavidades

onde a derivada esti na direcdo normal 2 superficie S, sic capazes
de formar outre conjunto (completod de funcdes ortogonals ¢h'

A superficie S, que envolve o volume V da cavidade, pode ser
constituia de pareades metaiicas {paredes elétricasd & ou
aberturas (paredes magnéticas?., Denotaremos Snc a superficie com
paredes elélricas e Sca a superficie com paredes magnéticas.
Portanto S = S +5 |

fged feda ¥

Para a axpanzio de uma funcio vetorlial arbltraria,

parcialmente conhecida e continua em V, de maneira semelhante,

temos dois conjuntos (completosd de fungdes veltorials ortogonals:

5pcp = 0,1.2,..0) e pCq = 0,1,2,..), ambos satisfazendo
q

V2$ + k2 w =0 s em Y,
. 7 PP CA O3
nxwy =0, Ty =0 |, em =,
P P
3

— 2 e _ .
7P +k2 @ =0 .,  em V, A 045
nx9Vxg¢ =0, n. ¢ =0 . aem =,

q q

Algumas das fungdes vetoriais ¥ e & tem auto-valores comuns
P 4

kQ Ca = 0,1,2,..2 e s3ioc relacionadas umas com as outras por
kw =9 x @ . kK @ =9 x 9y . CA. O8>
a p q a q P
Chamaremos estas funcdes vetoriais por ﬁ; =] H
(=2
respectivamente, daqui para frente, e consideraremos estas
auto-funcdes vetoriais como sendo unitarias. Entio
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Apéndice A: Expansdo de campos eletromagnélicos @m cavl dades

xk E = v x H . k H =9 x E . CA. OB
a [} S 0a Q
Todos os outros w e @ serdo chamados por ﬁ&cg = 0,1,2,..02
=] GACK = 0,1,28,..2. Pode-se mostrar gue ¥V x Fa = 7 x GK = O,
fﬂ = @K' com auto-valores diferentes de zero, satisfazem as

relacdes:

=l = o = . O7
ka Fa Vwa & kh GK V¢k . CA 07>

onde wa = ¢\ 280 as funcdes escalares definidas anteriormente.

UUsaremos o conjunto de fungdes E e ﬁa na expansaoc do campo
3

eldtrico , devido i similaridade das condi¢des de contorno com o
campo elétrico na cavidade., Pelo mesmo motivo, expandiremos H em

termos de ga e o a correnite J em termos de E—a = Fg & A

Y »
densidade de carga o em termos de ¥ Portanto:

. — —_ e —
E = z E [ E.E. dav =~ Z F. [ E.F, av
o v v
— — PR — —_— am— 3
A = 2 A [ A .H av + Z g [ A.8 dv
o A" v
CA. 08D
7=z§jjsdv+zﬁfjfr‘*dv
3 a o ot
a v A%
E 3
o = Z ¥, fv e .y dv
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Apéndice A: Expansdo de campos eletromagnétlicos em cavidades

Como 7 x E se comporta como H, usaremos H (=] @K para
=

expandir 9 x E :

e — . —— I . o
VxEjﬂ-ZHQIVxE.Hde‘PZGKJ'VxE:Z.GKdv ¢ A, ODD
=N v v
Da relacio vetorial:
T CELTE™Y = IxE. IxE-E. TVnET = k H.9xE x'E.E CA LOD
o (o N [ 3 fo1 a Lo T &
&, utilizando o teorema de Gauss, Lanos:
A~ L o
jan.HdSzJ‘vxa.H*dv—kj‘E,s*dv, CA 11D
- a v L Q-V a

~

onde n & o vetor unitarioc normal i superficie. Similarmente, da

equacio vetorial:
T CEEY = G .9E —E.vxéf = Y 9E CA 12D

A A

e, uytilizando ¢ teorema de Gauss, Lemos:

. — —
fanI.GKdS*vIVxE.GKdV. CA. 13D

Com CA. 11D & CA.13) em CA.QOQD, obtemos:
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Apéndice A: Expansdc de campos sletromagnéticos em cavidades

_ _f » ~
VxEI=§HLkIEE*dv+Ian.H*dS+
a v =
[l
G nx E . &% as “AL 14D
Z N jshx . A > . C A

De maneira semelhante, expandinde ¥ x H em séries de termos

ﬁfa & Ea e usando as condicdes de contorno: n x E =0 e n o x x"'?”axO em
<L

L, temos:
[l

- - PR V3 ~ — —
vxa=zg[kIH.H dv+fan.EdS}, CA 1D

a9 =3 e G
a v &
o

Com a hipdtese de que a permeabilidade magnética, g, e a
permissividade elétrica do meio, £, sdo constantes em VY, da
equacioc
IxE + 8B =0 CA. 18D

at.

temos

— s 3 . e —
ZHGIH.Hde +Zskfﬁ.skdv]-o. CA. 17D
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Apéndice A: Expansdo de campos eletromagndticos em cavidades

Multiplicando CA. 17> por H , integrando em V, & levando em
3

— 3 ~ . * *
considerac3o as condi¢des de aortoncormalidade O 0 F Hb.H dv = éba
a

onde & & o delta de Kronecker, & =1 para b=a e & =0 parabad,
ba ba ba

oblemos

N 3 a8 R 3 ~ = el -
kaf E E dv*—;.zgmtmf H .H dv-—fan.Hcss CA. 182

Multiplicando CA. 172 por @i, integrande em V e lgvando em

®* _»
consideracio as condicdHes de ortonormalidade O JF Gf'GC dv = éff o,
obtaemos
6 —_ =M -~ . —
pa—f H.Gp\dvn-—fan.bde. CA. 18D
v s
Lajtan
. = @D =
Similarmente, de: ¥V x H - 3 = 7J C A 200
2 usando as condicdes de ortonormalidade para Ea = ?GC
- = »* .
J Eb.Ea dv = 5bq, N FB'Fa dv = éﬁa >, obtemos
K HE°dav - 2 2 E.EY dav =
a«r e %J‘ cLV*
v v
CA. 213
-~
[ 7 .E av - [nxH E* ds
a a
v =
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Apéndice A: Expdns&o de campos eletromagndticos em cavidades

o
i
"_ﬁ

i

T}
2

dv = f T .F dv . CA. B2

Finalmente, de -0 o, obtemos:

= = _ »E -
-k, ® jv E .F_ dv = f e cw dv CA. &3

Neste trabalho seric feitas as seguintes consideracdes:

13 N3o existe distribuicio de carga estacionaria, ou seja

[ E F.dv =0
v

2> O campo elétrice E € normal a S(: CS8uperficie metilica
c

perfeitamente condutorad, tal que

3) O campo magnético H é normal a SCQ C{Pareds magnéticad, tal que

a

[nxf. E* 4s =0
=
&

= 4

4) Assumiremos o fator temporal &’ » tal que & (1 = jw L1
at
Com as consideracdes acima, (A 183 fica
B 3 a P —
Kk J E.E_dv + u 3 f H H_ dv = 0. CA. 24D
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Apéndice A: Expansfic de coampos eletromagnéticos em

cavidades

A 210 fica:

3

ka f ﬁ‘ﬁ: dv - = T f E .g* dv = f J .E dv
Y v v

e, da expressio do campo elétrico em CA 082, obtemos

]
i
Sy |
M
£
Loy
&l
I
0
0%
<

A expressic CA 242 nos farnece a expressio:
xp

k
{ H.Aav = - —2 [ E E dv
a Jlopd v o

CA 272 em (A 25) resulta

— :
f E .EQ dv =  jwu v <
Y

Finalmente, com CA. 28> em (A 26> ,

E = jou 'Z M E
a k - Kk

As auto funcdes utilizadas neste desenvol vimento

consideradas orto-normalizadas; para generalizacgio,

59

no

CA 253

CA 283

CA E7D

LA 280

CA. 292

foram
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Apéndice A: Expansdo de compos eletromagnéticos em cavidades

dos campos ndc serem normalizados, deve-se acrescentar um termo de

normalizacio na expressic (A 282, resultando

L]
i

, v —= ) CA 30D
Jreops z E
a0

&80



APENDICE B.

“MODELO DE CAYIDADE COM PAREDES LATERAIS MAGHNETICAS!

O modelc tedrico, utilizado neste itrabalho para representar a
amtena de microfita, € baseado na seguinte observacldo C(vide Lo et
al. (143 2:

ad Considerande gque © substirato dielétirico tem espessura
muite fina, pode-se supor gque o campo elétricoe possul apenas a
componente na diregio normal a superficie condutora do elemento de
microfita, e © campo magnético apenas na direc3co tangencial a
mesma. Supde-se ' t ambém, que estes campos = encontram
completamente confinados entre o elemento de microfita e o plano
tLerra.

pY O campo eléirice, na regiio mencionada acima, ndo varia na
direcioc normal 2 superficie do elemento de microfita, para todas
as fregiiéncias de interesse.

) A corrente elétrica, que excita oS campos nas estruturas
em consideracio, nic deve ter componente normal préoxima 2o
contorne da superficie da antesna. Com isto, a componente
tangencial do campo magnético ao longo deste contorno fica sendo
igual a zero.

A regido entre o elemento de microfita =« o planc de terra
podse ser, entio, tratada como como uma cavidade, limitada por
paredes laterais magnéticas e paredes, superior e inferior,
slétricas.

Apesar de ser do conhecimento de todos, que uma cavidade
ideal nico deve radiar poténcia, pode-se utilizar, como uma boa
aproximacio, este modelo para representar o #lemento radiador na

anilise de uma antena de microfita. Sendo assim, as linhas de
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Apéndice B Modelo de Cavidade com paredes laterais mognéticas

campo no elemento radiador s3o consideradas idénticas dquel as
encontradas no interior de uma cavidade, da mesma forma que, as
linhas de campo no interior da linha de microfita s3oc supostamente
anidlogas agquelas de um guia de onda,

No caso da antena de microfita, o conhecimento da componente
do campo elétrico tangente as paredes laterais magnéticas permite
que se defina uma densidade de corrente magnética equivalente.
Esta corrente magnética pode ser obtida a partir do principio de
Huvgens ou principio da equivaléncia [22]7.

Guande a antena de microfita € alimentada através de um cabo
coaxial ou linha de microfita, em geral. muites modos s3o
ewcitados. Existem Varias maneiras de se representarem 05 <ampos
no interior da cavidade (elemento radiadorl. Una delas & a
representacio por expansdo dos modos ressonantes C(vide Apéndice A
e (141 2, que foi empregada neste trabalho, na determinac3o da
impedancia de entrada da antena de microfita sobre uma estrutura

cénica.
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APENDICE C.

"FUNCOES DIADICAS DE GREEN™

A aplicac3oc das fungdes diiddicas de Green para a solucido de
vArios probl emas em eletromagnetismo foi substancial mente
reforcada com a publicagio do livro escrito por Tai em 1871 [(211].
fsta publicagfo foi um acréscimo 3 teoria existente e tem servido
como base de uma série de publicacdes, com especial énfase na area
de antenas e propagacdes de ondas eletromagnéticas. Este trabalho
& baseado no desenvelvimento matemidtico apresentado no livro de
Tai,

Neste apéndice, seria apresentada uma introdugioc A base
matemitica envol vida, comegando com algumas definigdes e
propriedades bisicas das funcdes diaddicas e das funcgdes diddicas
de Green do espaco livre e, posteriormente, as funcdes di Adicas de=
Green para estruturas c¢®nicas perfeitamente condutoras.

A funcdo diadica D & definida como a associaclo de duas

funcdes vetoriais A e B como segue:

5 =A8 . CC.01D

Az funcdes vetoriais A e B s3o conhecidas como elementos

anteriores e posteriores, respectivamente, da funcdo diddica D.

Ser

A= Ax + Ay + Az = B=RBx+ By + Bz . CC. 02>
X v z b4 Y z

entio
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Apéndice C Fungdes Diddicas de Oreen

-~ o~~~

B = ABxx + AB xy + ABxz + AByx + AByy + ABuyz +
x X X Y X Z Y X Y ¥ Yy z
ABzx + AB zyvy + AB z2 CC, O35
z X z Yy z z

e, com as definig¢des,

B'*"= ABx + ABy + ABz =B A
X X y X T X b4
5Y'= ABx + ABy + ABz = B A CC. 04D
LI 4 ¥ Y Y Y
5%’ ABx + ABy + ABz = B A
x = v o= z = z
aobtemos:
B = B + BYy + B%z : CC. OB

¢ produto escalar anterior entre a funcio diiddica B e a
funcio vetorial C & definide como:

T .8 =¢C.A8 = BCC.A = BCA. O . CCL 08D

Da equagio (C.08) observamos que o produto escalar anterior
resulta num vetor na direcio do elemsnto posterior B da funcio
diadica D.

O produto escalar posterior € definido como:

B. € = ACB. & = (B.

2A = (C.BYA . CCL 07

Como pode ser observado em (C.072, o produto escalar
posterior resulta num vetor na direcdo do elemento anterior A da
funcio diadica B.

A funcio diadica transposta D da funci3c D & definida ceomo
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Apéndice C Funcdes Diddicas de Green

2,080

Qe
f
wi
bt

de forma Jque
— o - e
. c=0C . D . <G 080

Os produtos vetorials anterior e pasterior com C resulta em

funcides diiddicas, como

CC. 100

[
~
0
x
>
wi

x D
x C = A CB x &> . CCL11D

o

A aplicacio dos operadores divergente e rotacional na funcio

diddica D resulta eam um vetor o urna fungao di adica,

respectivamente:

7 B =175 2+t .D"1¢+ 9. 512 cc.oiEd
=
I x B =19 xD¥ 8 +ivxD”1 %+ 9 xD3 2 oL

Uma funcio diidica unidade pode ser definida como sendo

I =R + $9 + 272, CC. 14
que tem as seguintes propriedades:
A-I=I+3a=~4a CC.18d
=
7« cIyd = My, CC. 16D

onde yw & uma fungio escalar.

B3



Apéndice C Fungfes Diddicas de Green

FUNCSES DI ADICAS DE GREEN PARA O ESPACO LIVEE

A maioria dos livros de fisica matemdtica apresentam o método
da funcic de Green para resolver equacdes diferenciais nao
homogéneas. Um exemplo da aplicac3o deste método pode ser visto
ne livre de Tai [21 , Cap. 31, onde as fungdes de Green sio
empregadas para obter a solucio da equacio escalar de onda. Nesta
secio, o formalismo das funcdes diaddicas sera utilizado,
juntamente com as fungdes de Green, para obtengio das solucdes das
equacdes diferenciais na forma vetorial gue fornecem oS campos
eldtrico & magnéticos, ocu seja,

7 x T x HCEY - k% HCFY = -jwse MCrD CCL17D
<

O

7 x 7 x ECFY - k% ECFY = -9 x MCrD CC. 18

onde k & © niimero de onda ¢ M a2 densidade de corrente magnética que

gera O Ccampos E e H. Pode-=ze associar a cada uma das egquacdes

diferenciais acima uma funcio diiddica de Green. Seri chamada de

Z ., funcio diiddica de Green do tipo elétrica, a funcdo diadica
&

obtida a partir das equacdes que fornecem o campe elétrico e de &
m
a funcio diiddica de Green do tipo magnética, que sera obtida das

equacdes que fornecem o campo magnético. Convém lembrar que a
. ~ . . . . oot
variacio dos campos com o tempo, considerada aqui, € do Lipo e’

Utilizandeo a Eg.(C.17) e o potencial vetor F (221, para
obtencio dos campos eletromagnéticos no espac¢o livre, tem-se
= — 1

“jo €1+ 2 97 0D FCr) CoCC1e

L
e
-
v
i

Ecr % 7 x FCrY, CC. 20D

o

m
~
-
v
[
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Apéndice C Funcdes Diddicas de Green
onde

FCrd = & [” G_Cr|red MCred dav CC.21>

v‘
= - -
-jkt'r - r-t
3 Cr[Fr) = —m 22
boCrlr D pey g — C. 22D
r - r

Sendoe V' o volume gque engloba a fonte, G a funcio de Green no
o
espaco livre, r o vetor que localiza o ponto de observagio e r’ ©

vetor que localiza a fonte (Fig. C.1D2.

Considerando~se a fonte M(r> pontual, orientada na direcac *R
Ltem-se,
My = - sCF - R ce.add
DO
com

”J SCrY dvr o= i R CoL 24D
OOE

2
vf

Levande (C.23) em (C. 212, tem—-se;

.
[
7l
)
il
-

G CrfrD 2. co. 28
(1] o

Uma das compenentes da func3o diddica de Green do tLipo

magnética & obtida a partir da substituic3o da Egq. (C.25 em

&7



Apéndice C FuncSes Diddicas de Green

Fig. C.1 - Fonte de corrente magnética no espaco livre.

CC.193, ou seja,

COCF|FTy =1l + 2 VY ) GLF|FD R cc. 28
<&

™mo

que ¢ solucio de

7 x 7 x BCF|FD - k* EVcr|rry = & - rD R cc.am
e me
Caso a fonte fosse orientada na direcio ? o Q, tar-se-lam,

respectivamente,
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Apéndice C Funcfes Diddicas de Oresn

7 x 7 x EYCGEFDY - kxF & r|Fy = 6r -2 § cC.a®
™mo mo
=]
Vx VxBr|FD - k2 & Fr|Fy = &r - £ 2, (C.a®
mo mo
onde
Sy ==, 1 Ty O -
€ Crjr*> =C1 + =2 99+ 2 G Crir’d ¥, CC. 300
mo k o
=2
G crfrey = 1 o+ %z vVed GLr|rd 2 CC. 310
o

Sendo assim, a expressic completa da funcic diidica de Green do
tipo magnética fica,
Ry e ~ —{ Z

CF[F’) = G Cr[r‘) L+ EY¢erIr ¥+ 3 CF]F'} 2, .32
ta) mo

mo mo

Qi

m

que £ scolugic da equagio

sCr - ', CC. AR

Lawl}!

7 x 7 x 3 CFIFy - k8 crfrrd =
mex (=]

m
onde a diidica de Green pode ser escrita como sendo

E crFjfy =ct + 299 -0 I ecrfry . cC. 34>
mo k =

A equacdc que relaciona o campo magnético com a fungic diadica
do tipo magnética é obtida gquando se faz a integragic das &kgs.

CC. 173 e €C.332, através do teorema de Green na forma vetorial

[21]1. Este teorema & apresentado da seguinte forma:

I”{ﬁoiﬂ?xch—n—wvar‘fJ-é‘}dv

%
[ Q x ¥ x P -P x 7 xQ 11 » ds, CC. 38

i
N~

onde P e Q s3io duas funcdes vetoriails quaisquer e V & o volunme

S1¥]



Apéndice C Fungdes Diddicas de Green

contido dentro da superficie fechada S. Portanto, se se considerar

P = Fcro & Q = @mfgw;"D + 2, sendo a um vetor gqualquer, pode-se

reescrever (C.35) como

™m

J”{}‘-i‘-tt?xvx@' CFIF'> + al - [¥ x ¥ x H « & <rfr'> » a >adv
mo o

v
=—£W><mx§ Cr|r'> « a+Hx9x3 Crjr> « al - ds,
J mao mo
= ¢ 38D

onde o segunde termo da Eg. (C.368) tende a zero quando 5 +
[21, pp. 31 e S2]. A demonstraci3o & obtida utilizando a condicio
de radiacio,
' lim R {jkn x ECr> - jw;uo}-:l—ir_*_i)] = 0, CC. 37D
RO
sends A um versor orientado na direcfo de propagacio. Portanto, se

e ytilizarem CC. 172 e (C.333 em CC, 38>, tem—se

‘> + a + jwe MCrd> + & (rfr'> - al dV = 0, CC.38)
< meo

i,

S,

—
]
iy
Ch
't
"H

i

-t

&Sr — r*d » al 4dv =

Ko,

b

Sy
T
g

= —jwe ”-J (Mcr> « & <rfrrd - 31 dV. CC.3a®
a3 mo

v

Resol vendo a integral do primeiro termo e permutando as variaveis

com T'" por aquelas sem "', obtém-se:
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Apéndice O Funcdes Diddicas de Green

HCrD = —jwe L” Mcr*> « & Cr’frd> av’
< mo
V'

= -jwe [”‘ T cr*|r> » Mred dv'. TC. 400
(=) mo
vt

Utilizando a propriedade de simetria da fun¢ido diddica de Green do

espaco livre,

e

crejr> = & <rfr'd, CC. 410

mo mo

cuja a demonstracio ¢ dada por TailZ2l, pp. #21, tem-se finalmente

HCr) = —jwe ”j S rfrrd o Mcrtd dve. CC. 48D
[=3 mo
Vi

O campo elétrico pode ser obtido fazendo Q = T crjr'>e a e
mo

F = ECrY na Eq. (C.35); em seguida substitui-se (C.18) e CC. .33
nesta equacio. Empregando-se um procedimento semelhante a aguelie

utilizado na determinacic do campo magnético, tem-se

ECrdy = - J"” c‘-ifmocx?;?':) . Prx MCr'Y dv’ CC. 43D
Vi
[l
Ecr> = - J-jj & crfro - Jertd dv’, CC. 44D
mo
v!

sendo JCr') uma corrente elétrica equivalente, obtida de M(rD>
através de,

JCr'd = V' x MCr‘D. CC. 45D

A funcio diidica de Green do tipo elétrica € obtida a partir

CC.258) e (C.200, para 2, 9 e Z, ou seja,
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Apéndice C Funcdes Diddicas de Green

& crfr> = 29 x I cacr|rol, CC. 48D
a0 W& i =]
L=
onde @eQCFlF'D satisfaz equacido
7 x ¥ x B CFIFD - k28 crfr'> = -9 x (I &F - £'21. CC.47
Ll ao

O campo magnético & relacionade com & (r|r’> através do teocrema
a0
‘de Green, Eq. (C.35>, onde P = Er> e Q = @ocﬂF'b- a.
(=4
Repetindo-se o procedimento adotado para as funcdes do tLipe

magnética, obtém-se a expressico

ECr> = ”J e ocF[F'J s MCr'Y dav'. CCL48D

Pode-se relacionar as funches diiddicas de Green do Lipo
magnética com a do tipo elétrica substituindo-se CC.48) e CC. 422

na equagcico de Maxwell,

Juwe ECr> = 9 x HCrY, CC. 48D
ou seja,
& crjr'> = -v x & Crijrd, CC. BO>
{n] ™Mo

=2

Para se obter & (r|r‘) a partir de & <r|F’> utiliza-se
mo @0

Jou Hcrd + Mcr> = -9 x ECro, CC.B1D
juntamente com
M = J” Mcrry o I &Cr - F’D> avr. ce. 82>
vl

Portanto, substituindo (C.48), (C. 420 e (C. 88> em (C. 512, tem—se

va



Apéndice C Funcdes Diddicas de Green

k28 crfr> +
o

m

]
O
[
L
t
i
LA
H

-7 x G_Crijr'> CC. 53>
@O

(28

& cr|Fy = - LT sk - F - L9 < B R[>, C s
k

™m -] sc
k

Outra propriedade interessante & obtida quando se aplica ¥ »

rnas Egs. CC. 332 e CC. 47>, ou seja,

F vl 7 x T ox @mocFIF'b - xk* Z DCF|F'3> = 7 + I & - r’2> (G55
=

VLT x TV x & (rfrrd - k"B crjre
ado [= R

"
|
)
)
bt
~
{t
|
o]
L

= -7 «¢ 7 x [T &C
que f{ornescem, respectivamente,

v -8 crfrd> =-29.0fsr - =0 cc. 87>

]
C:
Gl
&
A

7+ 8 Crifr'> =0
ao

FUNCOES VETORIAIS DE ONDA

Uma funcico vetorial de onda, por definic¢cloc, & uma auto-funcio
ou funcio caracteristica que satisfaz a equac3o de onda na forma

vetorial,

VA + kKA = O CC. 59D

ou

T T + A ~ 9 x P x A+ kA =0, cC. B8O

obtida a partir da identidade wvetorial

PR =P CT + A - T x ¥V x A CC. 81D
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Apéndice C Funcfes Diddicas de Green

Existem trés conjuntos independentes de funcdes vetoriais A

que =30 solugdes de (C.8603,

A=L =9 ¥y CC. 62D
A=M=9 x cwgav CC. B3

(=
A=N= % Vox 7 ox Gy, cC. 54D

~ . P - o
sendo & um versor arbitrario, ¥ um ndmero real e wf uma fungio

escalar gue satisfaz a squacdo
2 2 .
v wf+ kg, = O, CC. 8655
“

também conhecida como equagic de onda na forma escalar.

A prova de gue (C.82) , (C.B63 e (C.864> s3o solucdes da

-

equac3e vetorial de onda, ¢ obtida substituindo L, M e N na

Eq. (C.B0). Portanto, levando (C.862> em CC. 500, tem-se

PCY + DD -9 x I xL + kL =0 CC. BB
ou
VT Ty - 9 Vo< (T D+ P ve = O cC. 87
Sabendo-se que V -« ¥ y, = ngfe V ox (Y oy =0, entioc CC.67) fica
2 2
V<P, + KTwd) = 0. CC. B8

Como wf é& soluc3c de €C.63) ent3o estid provado que L é solucio de

cC. 80). Substituindo €C.63> em ¢C.80), tem-se
TCT » D -~ T xV x M- kM= 0 CC. B

faeLE |
7V - P x cwz€)1 - 7 x (9 x T x Cyy S - kzcwg &1 =0 CC.7TO
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Apéndice C Func8es Diddicas de Green

ou ainda,
7 x [cvz}pf + kzwfaé?} = 0, CC. 71

uma vez que ¥V + ¥V x de um vetor £ zero. Portanto, se wz 4 solucio
de €C.B5) fica ent3oc provade que M também € soluglo de CC. 80>, No

caso de N, tem-se:

7 x I x {Cvzwf + kzwf)g'l = O. crLTEd

Utilizande mais wuma vez (.65, prova-se Jque N & sniluclio de

CC.B0OD.
Pode—s= verificar gque as funcdes M & N s3o ortogonais entire

=i, portantc satisfazem as rel agdes

§=3§LVX§, CeL TR

=
ﬁ=%‘?xﬁ CC. 74D

ol
vxﬁ"zi—vvaﬁukﬁ. CeLTED

Outras relacdes envolvendo os trés tipos de fungdes podem ser

optidas. Dentre elas tem-se
M=Lx&=_9xK cC. 78
L+« M=o CC. 77>
Fgta tltima mostra claramente que a funcio L & ortogonal a M.
Existem algumas propriedades interessantes dque podem ser

obtidas diretamente das defini¢des de [, M e N. Uma delas diz que

v x L =0 CC. 782

e gque
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Apéndice C Funcdes Diddicas de OGresen

7 -0 = 9 = k. CC. 7O
£ E
Outras mostram gus M e N s3c solencidas, ou seja,
P e M =20 CCLB802

¥ - N = 0. CCLURLD

SISTEMA DE COCQRDENADAS ESFERICAS ENVCLVENDO ESTRUTURAS CONICAS

As auto-funcdes, que s3o solucdes da esquacdio escalar de onda
CC.B8) no sistema de coordenadas esféricas, envolvendo estruturas
cdHnicas CFig.C. 12>, considerando © espagco completo aszsociado &
estrutura no caso do campo radiade ¢ -1 £ ¢ < m 2, podem ser

escritas na forma

- m. m COS .
wgm ;k) ;karD [ PECQOSB}+YE.QECCDSQ3] cen ¢ mgh> CC. 82>

onde ¥ pode ser substituido pelos auto valores v e A, considerados
na estrutura cdnica, @ obtidos 2 partir das equacdes

caracteristicas para o cone simples

[ P cose > + ¥ QTCcoss )] =0 |, cC. 83>
W fa} P4 1 [

mf[ PPCcoss D + Y
A o

m —
36 QKCCOSQOJ] = 0 ] CC. 84D

A
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Apéndice C Funcdes Diddicas de Green

ijxj & a funcio esférica de Bessel de ordem £ e argumento X, que

satisfazr a equacio diferencial

2

iz{ijCﬁ]+[l-M~]xijxD:D . ce.8ss
8 e

A funcio esférica de Bessel € relacionada com a funcio

cilindrica de Bessel por

- 172
0 = [——w] J o ce. 88>
n 2 x r+1-2
A= funcdes P?Ccosej & Q?Ccos@b em CC.82) s8c as funcdes

associadas de Legendre de ordem (¥,md) do primeiro e segunds Lipo,

respectivamente. Elas satisfazem a equacic diferencial

m 2
1 o [ cond a ZgCCOSSD ]+[ FCE+LD - [___Emm) ] Zf(ccsgj = 0,
S

send 99 as sen®
CC.a87d
onde Z?CCOSQ} pode ser tanto P?Ccos@) como Q?Ccos@).
¥ & uma constante com relac3o a teta, e tem a finalidade de

£

relacionar as funcdes associadas de Legendre do primeirco e segundo
tipo de modo que as condicdes de contorno envolvidas no problema
sejam satisfeitas.

Uma descricio bastante completa das propriedades gerais das
funcides esféricas de Bessel e as fun¢des associadas de Legendre
podem ser encontradas no livro do Stratton [20] (vide Apéndice D:
“Metodologia para o calculo computacicnal das fungcdes assocladas

de Legendrel.
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Apéndice C Funcdes Diddicas de OGreen

De CC.82), (C.B83 e (C.84), as expressdes das funcdes

vetoriais de onda esféricas para regides livres de fontes, s3o

obtidas:

i~ = = m , m m Sern -~
Mgmgﬂk ) * s> 8 Jka r)[ Pchosa 3 o+ Yf QECCOSQ )] COSCm¢) &,

) a m m COS -
3§Ck ro 55{ PECCOSQ 2+ Yf Qchose )] Sen(m¢) @&

cC. 882

5 = ECg+10 m m 1 cos ~
Ngmek b BT ijk r)[ PECCOSS D o+ Yf QECCOSQ D_ Senim¢} r
st B ek o1 48] Pfcecse > + v, QMccoss 51 S%Scmgy B
k r ér F 1 9% E L4 ] sen
g T n m sen ~ 1
= , C.
¥ =8 [ PECco g > + YE QfCCOSQ )} Costm¢3 ) i CC.aad

As funcdes vetoriais de onda cénicas sfo as fungdes vetoriais

de onda esféricas definidas acima, que satisfazem, na superficie

ednica e = Qo,as seguintes condicdes de contornoe na superficie
cédnica,
8 x M =0 . 8 x N =0 CC. a0
a <
om, A om, 1
e;xVxﬁg = 0 . g x ¢ x N = 0 CC. o912
am, L gm.K
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Apéndice C Funcdes Diddicas de Gresn

As funcdes que satisfazem as condi¢des de contorno de
Dirichlet s3c usadas para a formulac3c da diddica de Green do tipo
elétrico e de primeira espécie, enquanto que as fungdes dJue
satisfazem as condicdes de contorno de Neumann s3o utilizadas na
formul acio da diddica de Green do tipo elétrico e de segunda
espécie.

Inicialmente deve-se determinar o fator de normalizaclo para
as auto-funcdes vetoriais envolvidas ne problema; para 1sso,
apresentaremos as relacdes ortogonais das funcdes associadas de
Legendre.

As funcdes associadas de Legendre Pz e QS » Pz e QK .

satisfazem, respectivamente, as equacdes diferenciais

2
1 a a . m _ .
=5 35 [sene %czz:s]«»[,\c;\ﬁ) - T ] z =0 e aEd
sen 8
12 a z
12 lsene ZcZ™lsfocory - 2 | 2" =0 ¢C. 93D
send8 99 g v - v
sen 8
com Zf podendo ser P? ou Q?.

Multiplicando ((C.9323 por sena.zi e (C.893) por senS.Z: =]
integrando a diferenga das duas equacdes resultantes,
de 8=60 até n, obtemos

T
[ACA+1D —pCp+12] & Z Z° sen® dO =|send 4 920 _ene Z° 2 2 _ o
& A ow as v 88
o)
CC. 84>
T
portanto s 4 z: sen8 d& = O cC. o8
a8
O
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Apéndice £ Funecdes Diddicas de Gresn

uma vez Jgque Xk 2 ¥ sdo distintos.

Para duas funcdes de mesma espécie, Lemos

o J O . o= N
+ = s - . )
; z z§ send 46 YT N ' cc. o8
[}
T J O . = o’
s 2" 2% sene do = o, cc. o7
a8 vov ] Imv g = v '

onde Imv e Iml s3o duas constantes de normalizacio.
Hilizando as relacdes ortogonais das equagdes (C. .96 e
CC.e7>, podemos determinar as relacdes de ortogonal idade das

funcdes vetoriais de onda cdnicas. Elas sao

IS Fa Ck 3. Ne , LCk'> dv =0 |,
amA om 2

SIPf Me Ck D2.Ne . .Ck'D> dv = 0O
omll 12

om

A\
f Me | Ck ).ﬂgm,h.Ck'DI o m#=m', X *®X
= CC. a8d
fif 1 He .Ck D.N Ck’)f v C1+6O>nzhcx+1>zmk
A E-SNS N . SCk-k'>
2k

a0



Apéndice C Funcfes Diddicas de Green

I mémka D.ng,u,Ck’)l J Q. m &~ m , v oW
d - = CC. 99
if 1 Ne Ck O.HNs Ck’)f av C1+éoDnvap+1)E 9
omi’ “amt e’ SCk-k'> ,
2z k?
onde V & o volume do espaco externc ac cone com 8 = ea, isto &, de

Conhecendo estas relacdes para as funcdes vetoriaiszs de onda
cHdnicas, podemos obler as functes diadicas de Green do tipo
elétrico e de primeira e segunda espécie, seguindo o procedi mento
indicado por Tai (211. Interessa-nes a funcdo diddica de Green do

Lipo eléirico de segunda espécie,

|k 1
E riry = o2 fe Yeams o > .
a2t AOx+12 I
m k m

A

{Ngmfk& G ) L {

- — + {23
Ne ,Ck > Na' ®7Ck D I T wCesd I
n.‘ 1
{2} = .
Mae™ Ck 3 Me’ Ck 2 1 , I > r
ami) <O onl? <@ cC. 100D
Mo Ck D Mo’ ‘Z'ck > f , r <,
Smil < onl? Q
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Apéndice C Funcdes Diddicas de Green

com
" 4
m m
= . CCL1012
Imf -.r [ PECCOSQO) + YE QECCOSBOD] sen &8 da
&
o

82



APENDICE D.

“METODOLOGIA PARA O CALCULO COMPUTACIONAL DAS FUNCSES ASSOCTIADAS
DE LEGENDRE"

As funcdes associadas de Legendre s3oc definidas pela equagdo

diferencial,

52u a u

2

- 22—+ [ Cw+l > — H ] LY = O CH. 01D
2

g =z a =z

c1 -2

ende o4 e v s30 constantes e z & uma varidvel complexa. A equacido
(D.01> & conhecida como equac3o diferencial da funcgio associada de

Legendre. As duas soluctes independentes S0

1 z o+
PiCZD- C =t [ z

s
(-

2] <D, 022

imu 102 .
QPCZDﬂ d i yCT+#)' sz~i)p/2 F[ £p+£“+1, £u+%y+%; R iy %2]
v Cost 2y 27Tt g¥rert

D, 03D

PﬁCz) ) Qﬁ(z) 30 conhecidas como funcdes associadas de Legendre

de primeiro e segundeo tipo, respectivamente.

83



Apéndice D Metodologia para o cdlculo computacional das

Fungdes Assocliadas de Legendre

FCa,b;c;z> & a funcio hipergesométrica definida pela série

FCa,b;c:;2d = 2 “27n B i = el FCa+ndCb+nd 2
T Ccd nt fCay rCoo Ce+n) P
n
n=0 n=0
D. 04D

onde '(x) & a funglio Gamma de x, = Cz)n & o simbolo de Pochhammer

Czy = 1 , e n = O
n MCz+no ce n # O {D. 052
| rc=z>

Em nosso trabalhe, z & um nimero real, z = x (x = B>, e esti
compreendido no intervale -1 ¢ x (1, u & R+ e v &= Rt. Se u for
um numero inteiro e par ent3o, pode-se provar, a partir de (D 023,
que PiCz} em ambos os lados do intervalo compreendido entre -1 e 1
s3c iguais, porém em Ltodos os outros cascs PﬁCx—jO) =] PﬁCx+jO} -V

diferentes ¢ fC{x%jdd = ].3‘.;':1“‘;~> fCx*tjed , &€ > O 2. A fim de evitar

O
ambi giii dades, normal mente & introduzido sl ugtes de €. 01D

levemente modificadas{25]. Elas serio indicadas por Pi(x) = QSCXD.

e 23007 — HAS DU
el H ej H

PiCx3= 1.2 ( PﬁCX+j03 + PﬁCx—jODJ . CD. 08D

Qo= 12 @ T ¢ glasBEn Qﬁ(x+j0) v gIABHT Qch—goai

CD. 073

Para estas funcdes, temos as seguintes relacdes
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Apéndice D Metodologia para o cdleulo computacironal das

Funcdes Associadas de Legendre

A2

iy - 1 1 + x _ AP T |
PvCXD Fe1 o { T = ] F[ v,w+l ;1 Hiz 5 X{ o

-1 £ x =1 CD. 08>

(42300 1

F[—v,v+1;1+y;§ - % x} +

v MCL +o+p2 70 —p2 1 - x
Qp(x) 1 b

2FC1 +o—D +

W YT

iy r

1 + x P T
Frep? cosCun [ = ] F[“v,u+1,l Mz = x] cD. 0T

Também pode-se demonstrar que

Pﬁc—xj = PiCXD coslnCe+ud] - C2770 QgCKD senialu+ud] D100
Qﬁ{mx} z«QﬁCxJ coslnCu+d] - Ci1- 807 PiCx} senial e+ ) ¢D.11)

O compertamento das funcdes associadas de Legendre nas
vizinhangas dos pontos singulares -1 & 1, s3o apresentadas por

Erdélvyi et al [28]

Para x -» =1 ,
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Apéndice D Metodologia para o cdlculo computacional das

FuncSes Asscciadas de Legendre

PP - 2% sencawd TCwd nt crw0 2 L pru> 0 €D.12)
P O+ n 'senCmd Elog(%+%x3+y+8p{p+1)+n cotlumnd ] CD. 13D
Qﬁixﬁ w 2T ) T m e MR pw > O CD. 142
Q 0 - % cosCmd [log€%+%x)+y+aw(u+1)—ﬂ tant pmd ] ¢D. 15D

onde » é a constante de Euler-Mascheroni ¢ p = O,87721560649. .0 e
iz & a derivada legaritmica da funcioc Gamma ,

Yy z2=8-8z{log(iCzd3]) = Mz TC=z>.

Especial cuidado deve ser tomado, ao calcularmos as fungdes
hipergeométricas, gquando desenvolvendo as funcdes de Legendre,
pois (D. 04D & uma série cujo circule de convergéncia apresenta o
seguinte compartamento
ad Divergente guando Cc—a-bld = -1.

b)) Cenvergéncia absoluta gquande (c-a-b> > O
) Convergéncia condicional quando -1 < (c-a~b> =% O; © ponto z = 1
& excluido.

Caso ndo haja convergéncia, ela pode ser forcada atraves das
relacfdes de Gauss para funcdes contiguas (28] e [26].

Neste trabalho, a condigio de finitude do campo radiado =m
g = 180° nos leva a expressées do tipo

pHeso - & SBRCVTD Moo ¢D. 16
v n cosCuen> T
onde o = 0,1,2,...
Nestes casos, a equagio (D. 10> pode ser aplicada em (D. 18> de

modo a obtermos
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Apéndice D Metodologia para o cdleuleo computacicnal das

Func8es Associadas Jde Legendre

2 senlurnrd

! PHC 0 = P - £ 3222002 oFe D17y

casCwrld m cosCwnid v

Assim, o calcule se resume em apenas a obtencio das fungdes de
Legendre do primeiro tipo com argumento negativo.

Erdélyi et al [(25] apresenta uma expressic mais adequada para
o cialculoc de PﬁCx) quande u & um numero inteiro e positiveo, (u=m,

e m=1,28,..2:

€ -2 T MrCuem+ld CL-x2yPET

TCw-m+12> mt P (x>

Vi
|+

F{1+m+v.m—v; 1+m; x] ch.ias

Algumas expressdes utilizadas no calculo computaciconal do
campe elétrice distante radiado, foram desenvolvidas e sao
apresentadas. Para a obtencio das expressdes a seguir, foram
utilizados os conceitos principais descritos acima bem como as
propriedades das fungdes Hipergeométricas, funcdes Gamma e

expressdes de Pochhammer.

9 po% —ras8 = - PC-cosad €D, 1o
s v v

ULtilizando a expresscio de Kummer para a funcio

Hi pergeométrica (26171,

a—-b

FCa,b;c;2zd = C1-z3° FCc—a,c-b:c;zd CD. 205

ent.io:
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Apéndice D Metodoleogta para o cdlculo computacional das

Funcdes Asscciadas de Legendre

m C‘l)—m 5 - 3 (L.72m
Py(x) = e [Fam—1)+y][Fam—3)+y]...C1+y)r [ T 5 = }
1 i
F "1-’,12*‘1;1‘*‘?1’1;5" - —a- > CD. 21>
com ¥ = v+¥l-m e m = 1,2,.. . Também
PﬁC*CGSBD - cogam
—_ — [%2m—i)+y][%am~23+y]...C1+y)y
send
{m=-13»."2
€10 r-"{w.wi;nm-i . x] ¢D. 225
({m+ 1) .2 *a =
C1+x>
com x = —cos8 , ¥y = wtlem e m = 1.,2,..

e finalmente,
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Apéndice D Metodologia para o cdlculo computacional das

Fun¢cdes Associradas de Legendre

tm-1) /2
=m Ci1=0
2, Plc-cose> = % Plo = 13 tme1> 2
’ Cl+x0
. 1 1
[Ly+1)x a F[—v.v+1;l+m;5 -3 x) - Cr—m+1d> 73.
sl Bl ot = Box ¢D.23)
¥ » !2 a .
com x = —cos6 , m = 1,2, "
ot =[C2m—13+r] [C?_’m—83+y]. : wCEEPI Y ¥ = HEL=H
3 =[cam—13+c] [CEm—BZ)+(’]...C1+{,’)C. { = v+2-m

89



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

-
s
bd

Y]

£y

41

[
O
Lol

071

(=]

=]

3. A, Deschamps. “Microstrip microwave antennas’, Brd USAF

Sympe., on Antennas, 1383.

H. Suttoen e &, Baissinot,"Flat aerial ultra high frequency’,
French Patent No, 703113, 1355

[.. Lewin, "Padiation from discontinuities in stripline’,em
Proc. Elec. Eng, , vol. 107, pt. ¢, Fev. 138C, pp. 1853-170.

<, M. Kaloi, “Microstrip antennas, experimental results', em

Proc. Workshogp Printed Cireutt Antenna Tech., New Mexico

State University, Las Cruces, Out. 1879, p. &-71.

E. V. Byron, “A new flush-mounted antenna element for phased
array application™, em Proc. Phased-A4rray Anternna Syme., pPp.
187-1382, 1270,
J. Q. Howell, "Microstrip Antennas', em Dig.  Int. Symp.
Antennas Propagat. Soc. ,Williamsburg, VA, pp. 177-180, 1972,
R. E. Munson, “Single slot cavity antennas assembly”, U. =,
Patent No. ’713162, Jan. 23, 1373,
H. D. Weinschel, “Frogress report on development of
micrastrip cylindrical arrays for sounding rockets”,
Phisic., and Sci. Lab., New Mexico State Univ., Las Cruces,
1373,
3. &, Sanford, “conformal microstirip phased array for
aireraft tests with ATS-8", em Proc. Nat. Electronics Conf. .,

[0



val 29, Out. 1874, pp. =2852-23%57.

1107 G.W., Garvin, R.E Munson, L.T. Ostwald e K.5. Schroeder,
“lLLow profile elsctrically small nissile bDase mounted
microstrip antennas', em Dig. Int. Symp. Antennas Propagat.
Soc. , Urbana, IL, Junho 19795, pp. £44-247.

r111 J. Q. Howell, “Microstrip antennas', [E£EE Trans. Antennas

Propagat., vol. AP-23, Jan. 1873, pp. S0-33.

f12]1 H. D. Weinschel, "A cylindrical array of circularly polarized
microstrip antennasY, em Dig. Int. Symp. Antennas Propagatl .

Zoe., Urbana, IL, Junho 1378, pp. 177-180.

{131 J. R, James = @&, J. Wilson, "New design btechnigues for
microstrip antenna arrays'”, em Ffroc. 5Sth Efuropean Micro.

Conf., Hamburg, Set. 13978, pp. 10=Z-105,

{141 Y. T. Lo, D. Sclomon, = W, F. Richards, YTheory  and
experiment on microstrip antennas®, IELE Trans., Antenna

Propagat. , vol. AP-27, pp. 137-14%, 1979,

11531 K. M. Luk, K. F. Lee, = J. 5. Dahele, "Analysis of ihe
eylindrical ~rectangular patch antenna’, IEEE Traons. Anienna

Propagat., vol. AP-37, pp. 143-147, 18989

(151 A, €. <. Lima ) A, J. Giareola, "Cylindrical -Rectangular
microstrip antenna with the patch along a helical direction”,
em Dig. Int. Symp. Antennas Propagat. Scoc., Ontarlio, Canada,

Junho 13981, pp. 3456-340.

{17y A, C. <& Lima, J. R. Descardeci e A, J. Giarocla,
"Microstrip antenna on a spherical surface”, em Dig. Int.
Symp. Antennas Progagal. Soc ., Ontario, Canada, Junho 1961,

pR. 345-349.

=1



Referéncras Bitliocgrdficas

{13]

[121]

{201

=11

{22l

{231

{243

{25]

£ 28]

W. Y. Tam & K. M. Luk., “Rescnance in spherical-circular

microstrip structures", JEEE Trans. Microwave Theory Tech. ,

vel. 39, Abril 1991, pp. 700-704.

K. R. Caver e J. W. Mink, "Microstrip antenna tecnology',

JEEE Trans. Antenna Propagat., wvol. AP-29, pp. 2-z24, 1981,

J.  A. Stratton, ELlectromagnetic Theory, McGraw-Hill Book

Company, MNew York, 1941,

C. T. Tai, Dyadic Green's Functions tn Electromagnellc Thecry

, Intext Publishers, Scranton, Pennsylvania, 1871,

C. A. Balanis, Antenna Theory (dAnalysis and Designo, Haper &

Fow Pubilisher, MNew York, NY, 13932

A J. M. Socares, S. B, de Assis Fonsesca, € A, J. Giarola,
"Iurface wave excitation on a microstrip ring antenna', &L
Trans. Antenna Propagat., vol. AP-37, pp. 1310-1312, 1988,

K. Kurokawa, "The expansions of electromagnetic theory”, IRL

Trans. Microwvave Theory Tech., vol. 1,April 13538, pp. 178-1837.

A. Erdélyi et al, Higher Transcendental Functions, vol.l,

MeGraw—Hill Book Co., Inc., New York, N.Y.. 13853

M. Abramowitz e I. A Stegun, Handbook of Mathematical

Function=s, Dover Publications, New York, 1372.

oz



