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Resumo

centermnente ;f;z‘opoﬁa para tratar pf‘{}?} mas de decisao e ”o‘\mnd wltiplos
objetivos. Como resultado deste desenvalvimento, obtem-se um Algoritmo

Baszm. composto de um nivel de analise e de wm nivel de c’%fa?iaé@ a0 gual
varias tecnicas especificas podem ser agregadas. O trabal jscute a imple-

mentacao do nivel de decisdao. inteiramente formulado no espaco dos objeti-
os. através de metodos multiobjetivos de reconhecida eficiencia. incluindo-se
met@égs baseados em Teoria de Uo }‘*mzr;s i\'e’z‘-uo\m As implementaches

realizadas com base em um problema de controle de poluicdo em rios ea'%den—

ciam uma sénte de simplificactes introduzidas pela abordag

‘w‘? &5 dé a QGF-TK}G“ e‘iCiEL!ﬁ* 1Tanio 49 ponto de visia con

4o ponto



Abstract

The work presents the theorical basis of a recently proposed interactive
approach for solving decision problems with multiple objectives. The deve-

Eopmeri originates a Basic Algordim rompo:ed of an analvs:

i level and of
a decision level. in which a nun ’t T techns que~ can be associated with, The

work discusses the implementation of he decision level. mt relv fom ulated
in the oblective space. tl } 105 ] inclu-
ding those based on FLZZ\' f'.’ﬂ Theory. 5 ;; > ] i out on

the basis In a water pollution control prc
fications ntroduced b}' the approach. a
algorithms both from the computational

VIews.



Simbologia

CONJUNTOS

R - conjunto de todos os mimeros reais

R" - conjunto de todos os vetores reais de dimensao n
R"™ x R* - produto cartesianc

R - conjunto de todas matrizes de dimensao n x m

- espago das decisdes
- espaco dos objetivos
" R® - subconiunto do R

1unto nebhuloso

- subcon
4 - complemento do subroniunio A

complemento do subconjunto .
¥ <€) - elementio de )

y - transposicac de y
<y.r r=ya - produio escalar entre y e 1
iyl =< yoy > - porma euclidiana de y
MaX;cioniyt - “valor real do conjunto {uy ...
[ - thecluto de a
] . ferior de g
7 - perior de y.

- valor otumo de y

chebyvshev de ¢

- norina

- dimenséao de y

v

MATRIZES

7, - mairiz Identidade de dimensao v

8 ={s;} - matriz de elementos s,

g - maltriz transposta de S

S5=0 - matriz simétrica semi-definida positiva
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Introducao Geral

Nas iltimas décadas a Programacao Multiobjetivo vem se desenvolvendo
rapidamente e atualniente representa wma das prineipais linhas de abordagem
de processos de decisac. Com este enfoque surgiram varios metodos multiob-
ietivos. sendo que os mais eficientes apresentam algum tipo de procedimento

terativo.

A caracteristica fundamental dos mézorﬁoq multiobjetivos € operar so-

1963], o gue exciul em geral.

hre conjuntos parcialmente ordenados

a
& obtencao de solugoes Stimas no sentido usual adotado em Programacao

ey

ato de problemas multiobjetivos geralmente

I

matematica. Isto se deve ao
apresentarem conflitos € incomensurabilidades entre os objetivos. Nestes ca-
sos. o conceito de solugac Giima é substituido pelo conceito de solugae de
COTPTOTISS0,

Visando a ob e'gé.od:

rultiobietive encontra aplicacac em diver-

sas areas tais como. planelamento de producao de sistemas de manufatura
nejamento energetico. ge stao e alocacac de recursos hidraulicos, planeja-

émico, planejamento de transportes e gerenciamento de trafego.

admi;iS‘:fa 40 priblica em geral. etc [Hwang e Masud. 1979
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Introducio Geral

A partir de meados da década de T0. 2 Teoria de Conjuntos Nebulosos
[Zadeh, 1965] comecon a ser aplicada em programacao multiobjetive. facili-
tando em muito o desenvelvimento de esquemas interativos, pois do ponto de
vista do Decisor. o fornecimento de informagoes na forma linguistica € mais
simples e natural do que na forma numerica.

Neste trabalho ntiliza-se um método multiobjetive interative recentemen-
te proposto [Ferreira e Geromel, 1990}, através do qual o processo de tomada
de decisio se desenvolve Inteiramente no espago dos objetivos com substan-
ciais vantagens tanto do ponte de vista de anélise quanto de decisao.

De acorde com esta abordagem. pretende-se enfocar o nivel de decisao

e para tanto serdao implementados os métodos de Geoffrion et al (1972) e
Baptistella e Ollero (1930). inteiramente no espago dos objetivos. Estes pro-
cedimentos serdo aplicados a um classico problema de controle de poluigac
em rios. Fazendo-se uso de propriedades importantes derivadas do emprego
deste tipo de abordagem tais como linearidade, robustez, convergéncia infini-
ta e homogeneidade. seré possivel abordar o problema multiobjetivo atraves
de implementagbes mais elaboradas sem o acréscimo de complexidade para
sua resolucao e com simplificacoes relevantes.

Fste desenvolvimento encontra-se organizado em 5 Capitulos como des-

cTitG & segulr:

Capitulo | - Otimizagdo Multiebjetivo © Aspectos Bdsicos

ste capitulo apresentam-se as definicdes basicas necessarias para a for-
mulacdo e resolucao de pro EE mas multiobjetivos. Dentro da filosofia de
decomposigao de problemas multiobjetivos em uma estrutura de dois niveis.

A

abordam-se alguns métodos importantes, dande-se énfase agueles essencial
para o desenvolvimento deste trabalho, Também ¢ apresentada uma classifh-
: 1to a forma de participacido do Decisor ua resolucao

i

cagio destes métedos g

de problemas multiobjetivos,

Capitulo 2 - Ofimizagde no Espago dos Objetives

Discutem-se neste Capitulo. aspectos relevantes para a formulacac de
problemas multicritérios no Espaco dos Objetivos, Apresemam—se as van-
tagens do emprego deste tipe de formulagao quando aplicada a problemas



Introducao Geral 3

bi-critérios. Em seguida analisa-se o caso multicriterio e comenta-se as van-
tagens proporcionadas pelo método em funcao de importantes propriedades
derivadas. Também ¢ feito um estudo sobre condigbes fracas de convexi-
dade que possibilitam a convergéncia do Algoritmo Bdsico resultante deste
tipo de formulagao. Apresentam-se técnicas adequadas para se solucionar o
problema Min-Max do Algeritmo Bdsico.

Capituio 3 - O Problema de Foluigdo em Rios

"2

Neste Capitulo apresenta-se um problema classico de Planejamento de Re-
cursos Hidréulicos. ao qu 1 éo plicados os métodos de Geoflrion et al (1972}
e Baptistella e Gllero {1930) dagcritos no Espaco dos Objetivos . Apresenta-
se o modelo fisico do problema de Controle de Polu }gao em Rios que a algum
tempe vem sendo utilizado por diversos estudiosos com a finalidade de testar
a eficiéncia de varios métodos [Haimes et al.. 1875 Ar:reﬁeﬁ‘?a—ap a formu-

lacko via técnicas de otimizagao escalar. e também o modelo multiobjetivo
utilizado neste trabalho e em [Haimes et al., 19737 cujos resultados servem

como base para comparacao.

Canttule 4 - Implementacao do Mdtodo de Geoffrion no Espago dos
€

T

CAC {éo metodo de Geofition no Es-
. .

Ferreira ¢ Machade. 19%0¢..
Emz.}orzan?ec simpl AEPm;oe\ em: relacac ao procedimento original sao testadas.

Para & estimacdo das Taras Margimaws de Substituicao utiliza-se o método
de

Dive fft ?3;. o qual baseia-se em comparacoes ordinais. 5ao apreﬁeistadsk
1

aspectos de implementacao do meétodo

a
tanto do ponto de vista de a
cuanto de decisao. Os resultados obtidos a partir da aphicacac deste método
i3
1T

p;ob;ema de controle de poluicao em rios. referido no Capitulo 3. possi-
; b I

E ]

1'2 am fazer uma analise de seu desempenho nimerico.
Desta forma, € possiv E fazer comparaghes entre as versoes implementadas
{automéatica e interativa) e os resultados obtidos na literatura.
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Capitulo 5 - Algoritmos Baseados em Conjuntos Nebulosos

Neste Capftulo discute-se a agregacao de algoritmos baseados em Teoria
de Conjuntos e Algoritmos Nebulosos ac Algoritmo Bésico. Comenta-se a
aplicacao desta teoria em Programacao Matematica. referenciando-se alguns
importantes trabalhos encontrados na literatura. Enfatizam-se os algoritmos
nebulosos propostos por Baptistella e Ollero, dos quais dois sao implemen-
tados neste trabalho. Propoe-se a redefinicao do problema escalar associado
aos algoritmos nebulosos em termos de Novma Infinito Generalizada. Sao
discutidos aspectios de implementacao dos algoritmos tals como. Construgao
dos termos linguisticos nebulosos e dos protocolos. Comentam-se as dificul-
dades encontradas para a definigao precisa dos protocolos e dos universos de
discurso e apresenta-se os resultados obtidos para a execugao dos algoritmos
nebulosos ndo-interativo e interativo, aplicados ao problema de controle de
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Capitulo 1

Otimizacao Multiobjetivo :
Aspectos Basicos

1.1 Introdugao

A Programacao Multiobjetivo apresenta atualmente uma ampla varieda-

s e métodos destinados a resolugac de problemas que envolvam
multiples objetivos.  kntre os memeos para a resolucao de PMO’s, os que
apresentamn resultados mais sat isfatorios sa&o agueles que decampdem o pro-
Llema em dols nivels ,%?':.ag-z.s-f e Deciséo. O Nivel de Analise ou Inferior
estd relacionado com 0§ aspectos NUmMEricos Necessarios para se obler uma
solugdc ou um conjunto de q@u;giw para o problema. O Nivel de D&za o

ou Superior estd relacionado com os aspectos subjetives do proble
nivel. um Decizor concentra-se na tarefa de induzir o nivel de ana

solucdes que venham ao encontro de sua estrutura de preferéncias.
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1.2 Defini¢oes e Teoremas Basicos

A Programacao Multichjetivo esta relacionada com o estudo de proble-

<t



1.3  Definicoes e Teoremas Bésicos 6

mas de otimizacao vetorial. isto é. que envolvern mais de uma funcao objetivo
No caso de minimizacao, a formulacao geral desta classe de problemas é como

segue:
min f{z) 1.1
zex T Y
onde
flol={fHilx) falz). . fmlz}] (1.2}

A C R representa o Espaco de Decisoese f;1): A — H.ot=1...m. Como
se pode observar, a aplicagao f(.) - A — R™.indica que a caracteristica fun-
damental do problema é o ordenamento parcial das solucoes. Por outro lado.
este ordenamento parcial € utilizado para caracterizar as possivels solucoes

do problema.
Definicac 1.1 Solugdo Eficiente

Uma solugao factivel 27 € & f" eficiente sc¢ ndo eriste gualguer outra

solugdo x € X tal que floz) < fiz™) ¢ fla] = [{&7). O conjunto de fodas
as solugdes eficientes de (1.1) serd 7‘6‘})%%?{?(6&} por A7,

A consequéncia de ¢ isdo factivel 7 € A" em termos de funcao ob-

',:u
i"h
B

O

bt

jetive € flr) € AT napeamento completo de &' no A7 € representadoa

pelo con

FR-A : . N
Fe=fX=lye RMiy=flzlre AL {1.3}

cue sera denominado neste trabalbo como Espagce dos Objelivos. Analoga-
mente. o0 conjunto de solugoes eficientes no espaco dos objelivos seréd repre-
sentado por I = fiA7).

A caract e“zcagao analitica de solucgdes eficientes pode ser conseguida a-
través da solucéo de problemas de olimizacao escalares,

lav}
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1.3  Geracao de Solugées Eficientes - Técnicas

1.3 Geracao de Solucgoes Eficientes - Técnicas
Escalares

Duas formas bdsicas de se gerar solucdes eficientes através da escalari-
zacho do problema sao discutidas nesta segao.

1.3.1 Mdétodo da Ponderagao - P,

As solugdes eficientes sio encontradas resolvendo-se parametricamente

mip T, wfiiz) (P.)
cnde.
weW = {w e A" vwy 20 Dhup = i} (1.4

Os pesos w geralmente nao refletem a importancia relativa dos objetivos
no sentido proporcional. sendo apenas parametros para a geragao de solugoes
ehicientes.

1.3.2 Método das «-Restrigoes - F,

Neste método. a solucao eficiente é gerada a partir do seguinte problema.

Fiz (o

£.8. oy < e, p=1,m lvFE gL (1.51

O conjunto de solug
: :

dos ¢;'s.
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Para um dado ponto 2% € & define-se F- como ¢ problema F. onde
€, = &= f’"?‘f’} J 2=, 7.



1.4 Condicoes de Existéncia de Solugées Flicientes o

Além destas duas formas apresentadas existe uma terceira, Méiodo do
Lagrangeano [Chankong e Haimes, 1982}, que nac serd apresentada por nao
ser utilizada neste trabalho.

1.4 Condicoes de Existéncia de Solugoes
Eficientes

As condicdes necessirias e suficientes para a existéncia de solucdes efici-
entes ca0 analogas as classicas Condigdes de Kuhn-Tucker (KT} de otimali-

dade para um problema de otimizacao escalar [Chankong e Haimes. 1982}

Assumindo-se que o espaco de decisdes € representado por X = {r € R”
} P :
g:{x) < 0. 1= 1....p}. estas condigbes podem ser estabelecidas coma segue.

Definicao 1.2 Condigoes de Kuhn-Tucker

™

Diz-se que 27 satisfaz as Condicdes de Ruhn-Tucker pora Eficiéncia
(KTg). se:

todos o5 75 e g; ¢ sdo diferenciqvers:

[

2. eristem multiplicadores A = 00 7 = 1o..m. com desigualdade estria
valendo pora no minimo une jooe o 2 U0 0= 1. p. tais que

giloTy <00 mglr =0 i=1...., 1 (1.61
€
B r
E} '\_\_fs;r"—frzp\—g =10 (1.7

Observando-se a Definicao 1.2, pode-se notar que as equagdes (1681 e (1.7}
sko guase equivalentes as condicoes de Kuhn-Tucker para a otimalidade de

O Diagrama de Implicagées (Fig. 1.1} apresentado a seguir resume os
as con-

O«

principais resultados e relagdes entre cada metodo de escalarizagao e
di¢des de Kuhn-Tucker para a eficiéncia [Chankong e Haimes, 198



1.4  Condicoes de Existéncia de Solucdes Eficientes g

simbolos seguintes representam hipdteses e convengdes adotadas neste Di-
agrama.
Hipdteses

C Todas as funcdes envolvidas sao convexas sobre A convexo;
D Todas as fungdes envolvidas sdo diferenciaveis;

R z° é um ponto regular das restri¢oes. isto €, os gradientes de todas as
restriches ativas em 27 € & sac linearmente independentes:

r* € solucdo unica do problema indicado:
(s pesos do problema ponderado sao estritamente positivos:

r™ & a solugao de Fuie™) para todo k.

Convencdes

2 . - ~ . .
A — B Aplicando-se a hipdtese o, entdo A implica B.

a il . 4 - . - . . . -
A =5 B Aplicando-se as hipdteses o ou J. entao A 1mplica B,

{2} . :
A — B Aimphicaoe B.

i

i 1

i

Além dos aspectos de geracao de solucoes eficientes, os metodos multio

EESEDGC"{(}S I

ciacionados a tomada de decisio.




1.4 Copdicdes de Existéncia de Solugdes Eficientes

Sy e W T R.D e A
resolve

min w; F e U/P 1 & eficiente "

A




Classificacao dos Métodos Multiobjetivos 1

1.5 Classificacao dos Métodos
Multiobjetivos

Os métodos multiobjetivos sao geralmente classificados em termos da

forma de participacido do Decisor na escolha da solugao preferida.

Para o entendimente de como as estruturas de preferencias levam a so-

lacio do problema. apresenta-se a seguir uma breve descricao de alguns dest
< P i \

métodos.

1.5.1 Métodos com Indicagio A-Priori de
Preferéncias

Nessa classe de métedos. o Decisor fornece informacoes sobre suas pre-
o gual € responsavel pela resolucio do PMO. antes

ferémcéas‘ um analista.
ja efetivamente resclvido. A solucac preferida sera a so-

)
=
¢
o
e
b
O
9‘
o
e
J
o
._3
o
g
ety

lugao obtgqa ;ek amaéisza

Abordagem Via Fungao Utilidade
Procura-se modelar matematicamente as atitudes do Decisor ohjetivande
inferir uma aproximacac de sua Fungdo Ulilidads,

Definicao 1.3 Funcae [Hilidads

¢ cade ponto [ € F.

{'n .’--fzga".@ Uy que gasocia wm nidmero real U{J
f’f,?*ézzezﬁs do Decisor.

a Funcdo {tilidade represeniativa das pre

o
pe
o
"5
)
S:L

odo converte o PAO em um problemsz do tipo.

ni 1 U flxii (1.8}
onde fl: X — Fe 2.4’{‘} : F— K e & Funcao Utihidade ou Valor gue a.greg&
m ohjetivos, Assume-se que U],

as preferéncias do Decisor em reiaré< 205

) (:
40 nao-decrescente em relacao a cada objetive. Com esta mpu‘fewe €

no minimo uma solugao de {1.8) é eficiente -‘Geof?m@n 1967
vés das curvas

uma fun f;
facil mostr
utu

A est

gy

ACRC daq preferéncias do Decisor pode ser obtida



1.5  Classificacao dos Métodos Multiobjetivos 12

de nivel da sua funcao utilidade, as quais sio também conhecidas como curvas
de indiferenca ov isopreferéncia. A solucéo do problema (1.8} serd um ponto
onde ¢ conjunto das solucdes eficientes for tangente as curvas de indiferenca.

Suponha que z~ resolve m@%} U{fix)). Entao sob hipGteses de convexida-

de, existe w™ € W ial que ¢” = argmin < w”, f(r] >. O método apresentado

It

no Capitulo 2 explora esta propriedade buscando determinar w” através de
técnicas de decomposicao [Ferreira e Geromel. 1990

Método do Ordenamento Lexicografico

Nesie método, o Decisor ordena seus objetivos segundo suas prioridades.

Seja a = {a;lrj..... o, (7)1, 0 conjunto dos objetivos ordenados pelo Decisor.
onde g;lzi = [z} i.j = 1...m. O problema fica formulado da seguinte

maneiral

min o3 (1.9
ot S
onde
YV.2{reX 2 =qarg min agiri}. Ap= 23 {1.10)
) red, - g '
Para se chegar a solucao final. resolve-se (1.9 sequenciaimente para 1 =
...

sensivel ao ordenamento. o que é indesejavel se os o‘hieti*{o: tiverem aproxi-

fnaéavz nte a mesma importancia. Com o propdsito de reduzir esta sensibi-
hidade Waltz (1967 propds gue os critérios pudessem variar dcﬁﬁ To de certas
N

f?i\c&* percez,tuazs. do valor dtimo a] encontrado nos passos anteriores. Deste
i 1 C

IR Eah
e Tel fom 13.;;liau\) L0000,

o]
=]
[
o
et

onde & > 0. I = 1....1{ — 1 sao tolerancias determinadas pelo Decisor.
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Programacgao Alvo

A Programacdo Alvo (PA) fol inicialmente proposta para resolver pro-
blemas lineares [Charnes e Cooper, 1961}, e alcangou um grande desenvolvi-
mento nas ultimas décadas.

A formulacgio do problema (1.1) através da Programacao Alvo € apresen-
tada a segur:

min > {d7+d"F . p>i {1.12)

;_—:EA — ¥ d
sa. filry+dl —di =b. =10, i i1.13)
d-.d7 > 0 (1.14]
A7 d7T o= 0, (1.15%
onde b, i=1..... 71 sa0 as metas estabelecidas pelo Decisor para os objeti-
vos filzh.r=1..... mi. d] representa guanto o obieizm filziexcedeu a meta

5

j
estipulada b,, e d representa quanto o objetivo fi{r} ficou e "5 ixo da meta
ulada b O valor de p depende da forma com que os desvios devern ser

&l
A soluc nreferid i f'w' a com T 7 e fatal
A Soiucad r}.tl..;ima € gelinida COINo & gque apresenia o mener despip folal

Uma variante para a fommﬁagéo 39 PA pode ser conseguida incorporando-

se {aldehamen’ic lexicografico aos desvios. Assim. a formulacao de PA para o

o
fa)

=
o
i
-

cuja solucdo é conseguida resolvendo-se inicialmente

min g (d™.d7 (1,17}
TE A ) ’
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(1.13) — (1.15),

[

o
o
-

obtendo-se a}. Em seguida resolve-se para 7 = 2.....m.
min  a.(d7.d7) (1.1}
TE A
d* g™ >0

{1.13) —{1.15L
a}-(d“*“.d“}ga_’;._ jg=1...., .

[
[

A grande vantagem de Programagio Alvo é que o Decisor nao precisa
s0s numericos aos objetivos. Por outro lado. apresenta como des-

oy
s
-
bt
b
.
&
jan
!
T
L

vantagem sensibilidade a ordenacéo dos desvios e as metas estipuladas pelo

St

T'ma outra variante da fomnlacao de PA é o Metods da Realizacdo das
Haimes. 1875 O problema a ser resolvido e o seguinte

il
Meias {Gembickie

o (1.20]

i
ny
o

!
Ty
A
or
f
ot
=

onde w € W, ¢ é um escalar e b, 7 = 1....m sac metas propostas pelo

Decisor.

1.5.2 Mdétodos com Indicacao Progressiva
de Preferéncias

-t

Esta classe de métodos, geralmente referida comio de métodos interatives.

tern tido nos dltimos anos uma grande aceitacao por parte dos pesquisadores
e usuarios. A maioria destes métodos requer que o Decisor fornega frade-
vels

off ‘& locars (implicitos. come nis de aspiracao ou explicitos como taxas

marginais de substifuicao) na \‘iﬁﬁh&ilg‘& de uma alternativa viavel. Estes
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trade-off ‘s assumem entao a funcao de coeficientes varidvels para algum pro-
blema de otimizacéo escalar. Apresenta-se a seguir alguns métodos desta

classe.

Programacéo Alvo Interativa

Este método é uma extensao da Programacao Alvo com estratégias inte-

rativas usando o algoritmo de Frank-Wolfe [Dyer.

19721

Sob a hipdtese de nac decrescimento das preferéncias do Decisor em re-

lacido a cada objetivo, pode-se reformular o problema (1.16] como,

min {a(d7 3. . L ald )

o atd

s, filay+d —di=b =1
d-.d7 =20, 1=1..... 17
d-dr =0 i=1...., 1

Substituindo-se os niveis de prioridades por pesos

de cada objetivo, pode-se reescrever (1,21} como

TN Zuxgd,‘ (1.225
- (=]

s.a oo T
onde w, ¢ 0 peso para o i-ésimo obletivo. cula deierni apresentada
posteriormente quando apresentado o método de Geoflrion et all (1972
Método SWT (“Surrogate Worth Trade-off Method™)

Para a resolucao de PMO's. este método emprega duas fases

[Haimes et al., 1975]: identificacao e geracdo de solugoes eficientes, e esco-
Tha da solucao preferida enire as solucdes eficientes geradas,

relativos a importancia
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Os trade-off's podem ser encontrados através dos valores das variaveis
duais associados as restricdes do problema (F,j, onde ¢ ¢ definido como

onde f;. j=1...m. (7 # 1) representam as sclugoes 1deais dos problemas,
min f{z), 7=1....m {J =1} {1.24}
TE v

e &. sho os desvios dos valores ideajs dos objetivos, que tornam o problema

P m
Liz.p Xy = filr)+ Z g o)+ Z Aol — e, {1.25}
g1 p=3
onde g i =1...pe A, .j=1...m (] #4) sdo multiplicadores de Kuhr
Tucke:
De acordo com il n-Tucker e supondo-se nac degene-
rescéncia Luenberger. 19701, os A;;'s correspondentes as restricoes ativas in-

dicam o custo marginal do ohietivo f devido a uma variacac de uma unidade

e supondo-se que as e-restrighes estao ativas (f;(27) = ¢;)
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A Funcao de Valor Substituto é definida da seguinte maneira:

> 0, se A;, unidades de f; sao preferiveis a uma unidade de f;
ow < 0, se A; unidades de f; nao sao preferiveis a uma unidade
) = de f
€ J;

= {}. se o Decisor é indiferente.

O método entao busca determinar f7's tais que 7i;(f7) = 0. V) # 1. Para
tapto. utiliza-se um procedimento de interpolagac baseado em avaliacoes do
Decisor sobre as taxas A}, e os valores correspondentes dos objetivos frovy#
. Uma vez determinados [7. ¥j # ¢ tais que 7,;(f7) = 0 resolve-se (F,} com
e, = ;. ¥V # tparase e obter a solugéo Correcponﬁerjts no espago de defw

Fste métode apresema como vantagens, a apli o tanto a problemas

estéticos quanto a problemas dinamicos e a possibilidade de considerar pre-

feréncias de varios Decisores. Como desvantagens. tem-se que o numero de

comparacoes duas a duas entre os ohjetivos pode se tornar excessivo se m

é grande. assim como o numero de solucoes eficientes necessarias para en-
{

contrar f1's tais que 7,{f7) = 0. Vj # i. A escolha arbitrdria inicial dos

¢.'s pode ainda excluir alguma solucao eficiente que poderia ser uma solugao

preferida do Decisor.

Método STEM (“Step Method”}

Este método foi proposto para a resolucao de problemas muitiobjetivos

lineares [Benavoun et all, 1871 e pezmjte a0 Decisor reconnecer hoas so-
Eugées de ¢ -;JIUQHHQO e a iz’*";;}@rténféa relativa dos objetivos. Lsta técuica

a melhor solucéo de compromisso tem uin desvio

o ideal

A f@rm‘rﬂag 2o do problema para uma iteragao generica ! € dada a seguir:
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Fact

e B x> 0. Ar < b} A e P (p <

onde A inclui A
{x ¢, € R, i =1....,m. O valor de =, reflete

nl. b € Re filx

T.! QH/\PM
\/

a importancia l‘efa-fl*\’ ém*.aﬁcia de fi{-} a solucao ideal f;. e pode ser
calculado através da expressa
Q? 4 I Tal
i =y or=1.... T, (1,98}
z G
7oz}

onde
o,
Q= se f, <0 (1,30,
e f. é o valor pessimista de f,. isto €.
F 3
f; = Eaa
3
i P 1. i
o e . S "I
notar que ¢ pese 7, dad te

g r

(f.— fi) de cada oble

T SETR B OO WO ) Dao se
solucao ¥ de {1.26) é apresentada ao Decisor gue compars :~tu!:;“§e9‘[é1-‘a—

) com ﬂ. e classifica seu 'z':{;.s’or- como satisfatonio ou nac

Pare algum ¢ tal que [ € satisfatorio. o Decisor devera fornecer uma
quantidade & > ( a gual esta disposto a sacrificar, em troca de uma melhora
er algum chietivo nao satisfatone.

Deste modo. o conjunto de restriches para a iteracio [ -+ 1 fica sendo.
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A = e X iy S Alay < L ViE ) (1.31)

il

27). A solucao final €
encontrada guando todos os objetivos forem satisfatorios.

Faz-se 7, = 0, [ = 1 + 1 e recalcula-se {1.26)-(1.

A grande vantagem deste método € que a parte de cdlculos pode ser
desempenhada através de uma rotina de PL. um simpler multichjetivo por
exemplo. o qual permite otimizacbes sucessivas de varias fungoes objetivos.

Método de Geoffrion, Dyer e Feinberg

Este método sera abordado em maiores detalhes pelo fato de ser utili-
I

zado no escopo deste trabalho. O estudo desta tecnica demonsira gue um

._L‘;-

algoritmo de gradiente pode ser utilizado para resolver um PMO se o De-

cisor {or capaz de fornecer avalia Cé{.s locais sobre sua funcéo utilidade &)
{Gé‘*@%‘%wj 1967 ¢

esta formulado como segu

s

O método assume que o problema

(1.32}

- & resolucao do
o= 1., 7 Sa0
TR com M

110 30 apresen-

Passo 1 Delermine us

L2 i
Passo 2 : Ublenha uma solucdo ctima £F pare o probleme de ofimizagao
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Passo 3 : Determine a solucdo otima do problema de busca unidimensional

min U (Fiz® +1d" ) (1.34)
¢€E{) /

Passo 4 : Faga 2571 = 25 + ¢*d%. Se la%1 — &/
k+1

. para € > 0 arbitra-
‘aso contririo faca

o

riamente escolhido, pare: a solugdo x
k=k+1 ¢ retorne ao FPasso 2.

Devido ao fato da funcao utilidade (-} geralmente nao ser explicitamente
conhecida. requer-se o auxilio do Decisor para execugac dos Passos 2. 3 e 4
Assumie-se que o Decisor € capaz de estimar os trade-off ‘s entre dois objetives
quaisquer em uma dada solucao do problema. Estes trade-ofl s podem ser

]

utilizados para encontrar a direcac do gradiente de (-} naquela solucao.
O gradiente da funcac utilidade pode ser expresso a partir da aplicagao

da regra da cadeia COmMo

T

ctada pela multiplic

£

DOT uIn escalar. pode-se reescreve-io coma.
min < TN A" > (1.36}

é fine a Tera Marginal de Substituicao do Decisor entre o ¢ritério e o critério
rhitrariamente escolhido como criterio de referéncia

ipa forma de se obter 7; € determinar uma mudaﬁga infinitesimal Afy

1 : : 1

mpensada cralamenic DOC Ulna Mudanga

no obietive de referencia que € «
Af, no i-ésimo objetive. enquanto todos os outros objetivos sdo mantidos

es, Pode-se entao aproximar (1.37) por,
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L Af
i 7

Toooom (1.3%)

bt e

8

Devido a subjetividade na estimagao dos trade-off's, ¢ Decisor pode ter
dificuldade em encontrar valores expressivos. Com o propésito de reduzir
esta dificuldade, for propoﬁo um esquema interative baseado em comparagoes
ordinals que permite a determinacac das taxas marginais de substituicao com
razodvel precisao [Dver, 1972]. Para a execu¢ao do Passo 3 resolve-se um
problema de busca unidimensional com o auxilic do Decisor. A escolba do
asso 7 pode ser conseguida plotando-se todos os m objetivos para t e 0.1
<t forma o Decisor poderd determinar qual o melhor passo t* € [0, 1] ‘__F 8.

a do aigoritmo {Passo 4] sera s

alg s
iguais. o que mem sempre ¢ possivel. Em
asud. 1979] apresenta-se um critério de parada :

ado na variacao da mrga’* utilidade.

O método de Geoffrion apresenta-se como uma ferramenta eficiente pa-
in

.
lm

cio de problemas multiobletivos. devido a simplicidade compu-

tacional e as fortes propriedades de convergéucia do algoritmo de Iy a.-i«—
YVolfe. [Geofirion et ai 1672, [Dyer. 19731, Para

onvergéncia do algoritmo de Frank-Wolle [Duver.

nsidera-se a %ﬁ;zuﬁugao de erros no calculo do gradi

sse (1,330 como

N
DoGe-se Imosirar que a

ritime CCGnVeTgEe para ullia SQ!UQ_‘E&O otimma 8 sando-se
: Tt bt ot - A, e e ey TS St it m g .
Lo CONTeyits muition etive, 5Lo Elsdj(‘a Gue O errog oa esilliierat é\a

al deve convergir para U quando & — oc. o gue pode ser perfel-
1tide supondo-se gue o Decisor melhora progressivamente suas
Assumido estas condigbes. o algoritmo sempre convergira.
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)
a

Figure 1.2 Escolina do passot
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1.6 Conclusao

Aspectos teoricos bésicos relativos a Otimizacido Multiohjetive foram
apresentados peste capitulo. Apresentou-se defini¢des e teoremas basicos,
juntamente com duas técnicas escalares para a geragao de solugoes eficientes.
e um diagrama de implicacdes relacionando-as com a existencia de solucdes
eficientes. Em seguida estudou-se as condigbes necessarias para a existéncia
de solucdes eficientes (KT} em analegia com o caso escalar {condigoes de
Kuhn-Tucker). Finalmente apresentou-se uma classificacao simplificada dos
métodos multiobjetivos segundo a forma de participacao do Decisor. junta-
mente com uma descricao sucinta de alguns destes métodos. Especial énfase
foi dada ac método de Geoffrion et al (1972} devido a sua futura implemen-
tacao no Espaco dos Objetivos, a ser desenvolvida no Capitulo 4.



Capitulo 2

Otimizacao no Espaco dos
Objetivos

2.1 Introducao

Neste capitulo. aspectos basicos referentes a Otimizacio Multiobjetivo
no Espage dob Objetivos sao abordados. Para tanto. apresenta-se uma meto-

dologiz que mpoe o PMO erm uma estrutura de dois niveis. permitindo
assim a definicio de um mestre manipt ﬁado direta-

metodos multiobietivos,

S I . . Ty e
qade e Convergendia,

igeitamente mais fracas do que as propostas por Ferreira e (Geromel

(16007 e faz-se um estudo sobre a técnica de resolugac do problema Min-

=

adin
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2.2 Descricao da Abordagem

A estratégia basica da abordagem proposta por Ferreira e Geromel (199G
¢ decompor o problema original (1.1) em um problema escalar do tipo Min-
Maz. e e um problema mestre formulado no Espaco dos Objetivos. A partir
deste desenvolvimento. abtem-se um Algoritme Bdsico ac qual varias técnicas
especificas podem ser associadas.

Como comentado anterjormente, I' = f{A™] representa o conjunto de to-
éas as solucdes eficientes no Espago des Ob'etu‘ . F. E faal mostrar que

 HF. onde OF representa a fronteira de }'— Reid e Citron. 1971}, Sob
h;pf&‘ﬂ{?* de convexidade pode-se obter importantes propriedades relaciona-
dasa I,

A partir dos }‘esuhados obtidos no (dp itulo anterior, '-*sU}’}OHfl(}Si-‘ con-
vexidade de fil-h, 1= 1..... m. sobre A T A" convexo. obter 27 £ A gue
resolve (1.1} é equévaéezz{.e a determinar ¢ velor w = uw” tal que 7 = riu
onde.,

riw™ = arg:

1 g<zz L frh > (2.1

() métodeo explora esta equivaléncia considerando o problema no Espaco dos
Objetivos

que pode ser cojgcade no sentido de {1.8) como

N

ohiema {2.3) nao

pode ser ditetamente soluc%@z‘zado. 1 e Maneira COnvVenienle para Tepresern-
tar a zeg%éo factivel F € atraves de manipulactes como projecao e relaxacan,

ve
O desenvelvimento proposto em [Ferreira e Geromel. 1990 |, basela-se no con-
ceito de Solugdo Satisfaloria. definido a seguir.
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Definigao 2.1 Solugdo Satisfatira
I'm velor de trade-off ‘s tmplicitos y € R™ € dito ser setisfatorio se Jr €
X tal gue flz) <y,

Assumindo-se que a busca pela solugao de {2.3) sera restrita a decisdes
que tém imagem em I', o qual geralmente possui um numero infinito de veto-
res eficientes, é interessante limitar ' [Ferreira e Geromel, 1890]. Para tanto
considera-se o conjunte compacto de trade-off 's implicitos da seguinte forma.

e R™ 1y <y <k (2.4

onde y e ¥ reprezentain respectivamente og valores minimos € mMaximos para
as fungoes objetivos na regiao factivel ou mals especificamente no conjunio
de solugoes eficientes I

sunto )V pode ser fornecido pelo Decdisor atraveés da andlise das

fisicas que regem o problema. ou por meio d’ um procedimen-

i

1o mals sistematico. \o%e que os limites inferiores sao dados por y

Ja a oh*e’lgau dos 11:1'14{:»;5?65 superio-
Ferres

= €11

by
—t
i
e
o
T

res e 111en0s evigente e

o

Geromel (19305 e (r’@m

A - T . 1 — -
V={y e BT fie) <y pars algum 7 € AL i2.5]
o quai repres y conjunic de todas as solugdes

envolvimentc. o problema (2.3 pode ser reformu-

Eaﬂo ey termos de \;« e } oMo

onde. por hipétese. U{-} é crescente em relagao a cada y,. 7= 1....m,
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Teorema 2.1 Teorema da Equivaléncia

Se gy~
multiobjetive (2.3,

€ a solugdo étima do problema [2.6). enlao y~ resolve o pro

hlema

Y

1.

Prova: Sey™ €

V) resolve {2.6), entao existe 7 € A’ tal que y* = flx

Caso contrario,

se y» = fla"rey” &£ flz”

H
i

entio yg flz* confradiz a

otimalidade de ¢~ pois ¥ € Y1V e Uy") < Uly
e. obviamente, ¥y~ € I'. Note que F C V). permi

. Entao 37 = fir")
indo conchuir que yr e F

tambérm resolve (Z2.3]. ¢

Pelo teorema anterior. os problemas
23l o

riedades Tund

sendo que ao contrario da formulagao |

d{‘ ser caracterizado por proy

m particular, o conjunto de solugdes

{“‘r“"!

- &
traveés dos semi-espagos supories a V.

(2.3} e (2.6) sao E‘quﬁ‘“k"}t-&‘
¢ conjunto de restrighes de (2.6]

amentais de cOnjunios CONVexos.
satisfatorias pode ser representado a-

Teorema 2.2 Propriedade Fundamental dos Conjuntos Converos

Seie V definvdo por (2.5

. . g L. §
seguinte sistema lmear mandamenie

A parur do Teorema 2.2

s.a.

Enido y € V s ¢ somente

sy satisfar o

£
-
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Observando-se a estrutura do problema (2.8), é conveniente empregar
algama estratégia de relaragdo para resclve-lo. As técnicas de relaxagao
baseiam-se em dois passos principais: 1) determinar se a solucao corrente de
(2.8) satisfaz todas as restri¢bes ignoradas, e caso contrario: 1i) gerar e adicio-
nar as restricoes violadas & prévia aproximacao da regiao factivel, Esta tarefa
pode ser realizada através da definicao da funcao escalar -y ™ — R.

: o P
Giy) = maxmin < w, flz}—y > {2.9]
wEW red

Deste modo. nota-se que 3; € V se e somente se iy} < 0 e contrariamente
y @ V se e somente se 8y} > 0 Ferreira e Geromel. 1950].

Com respeito a az}ﬁ{.agéo do Teorema 2.2, nota-se que se 8y > 0,
' 1o 3;;‘[)}81{ Min-Max estard associada a restri¢ao mais viola-

des adicionals originadas da aplicacac deste teorema

.

Teorema 2.3 ; Eficiencia da Solugao Otima

Ja fuwr.xiw)) a solugdo dtima de (2.8 para wm y™ € K7 fizo € consi-

€
dere também o semi-espago do R™ definido como

v

o
HE
T
iy
1
n
E
.
%
v
v
=

ot

et
o
i
=
.
o,

o
[A)
o
—
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A solucao étima de {2,111 é obtida através do seguinte procedimento in-
terativo, que envolve apenas a adi¢ao da restricdo mais violada com relagao &
solucao atual. Este procedimento é referenciado agui como Algorimoe Bdsico.

Passo 1 {Inicializagioe): Faga Y* =Y ¢ k = 0.

Passo 2 (Decisdo;: Hesolva o problema relarado

w2
.

P
=
e 3
I
o
-
o

Passo 3 {Analise ) Resolva o preblema Min-Mazx

by ) = max min < w. flri—y" > (2.13)

VY orE.

b

lgdo, Se B(y*) <0, entdo 2 = rlw®) resolve (2.3

S¢
e y* = {37} resolve (2.6; Caso contrdric adicione a restricdo mais vielada

:)%K'""‘) - (:‘U E }jﬁ‘ e ?{‘é:.:l;’ -~ 2 < Li'}:.fif[,{’i: ?k‘-ig’ >}

O
e
2N

faca k=h+1 ¢ volte wo Passo 2.

G Passo 2 para k=10 ;}od ser promt

te execulado pols supondo-

coerencia 4o Decisor. ohviament

f'h
| |

2.3 Analise do Caso B

ot &
4

objetivo

tamente a resolucac de problemas
lise, estes problemas levam a interessan-
Neste caso. como m=" ohlems
Nesle Case. ome m=2, 0 prosiema
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bly") = I?}.%qu; mém{u' Hlzy =y + 0 —wa i folay — y2 )}
= may ot (2.15)
wy €10,1] j

e para se obter #{y"}, é suficiente empregar um simples procedimento de
busca unidimensional para obter o valor otimo de wy € [0.11 com ou sem

3
informacoes sobre as denvadas de &{uy) errreua 1986,. e alzum método
apropriado {Primal ou Dual) para resolver ¢ problema em z € & para cada
wy Axo.
Em termos de Decisio, problemas bicritérios oferecem vantagens ainda

oy

=

[t

pod

]
'

este tipo de problema. o procedimento de relaxacac | >odp ser

oy
o
=
o
e
e

pletamente represent ado através de dispositivos graficos apropriados. i}este

modo. a participacio do Decisor na busca da melhor solugéo de compromisso

torna-se maés real e direta. Um estudo mais detalhado sobre a solucao de
oblemas bi-objetivos através da metodologia descrita neste capitulo pode

er enfomrado em Ferreira e Geromel (19807

Extensoes dos resultados da analise do caso bi-
guidas para 0 €aso muE jobjetivo,

2.4 Anélise do Caso Multiobjetivo

tichietivos onde m Z 3. ?:-or‘rz%—w J\Td'ﬂfdﬁie’

s linearidade encontra-se presente nesie es-
neares, de urm Upoe muito especial e as res-
termos de ém‘g‘-z*c agdo pratica. qualguer
omo STEM (secao

Tit’ﬁbg tivos nac-linea A estrutura do metodo
o

1.51. pode ser utilizado

fonrerd

-2
S
{

£2. pos H'i{ié?pi?};}é(] mente do

vamente & solucio. o nivel de

de ’"G&f
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andlise {resolucao do problema Min-Max) sempre gerard uma solucao efici-
ente (Fig 2.1}, o que por exemplo nac ocorre com ¢ métode de Geoffrion et
al (1972) que eventualmente podera gerar uma solucao nao-eficiente.

Y2,

Y1

Figura 2.1: Tlustra & Robusiez do Meétodo

.

O problema mu:;i(ﬁtﬂ}e‘z ivo decomposto se

¥

3 -

presentara umna estrutura 4o 1ipo o problema (2

iecdro. Devido a esta simplificagao. torna-se facil & implementacao

uporte a ?}e clsao haseados em PLOE-&'}i&CéC Multiobjetivo,

3

[
]
R
i}
b
m
oy
|
ok

I
[oha
[l
{ f Y

~CONVEXOS COMO 86 Verd em *"»EWTLL Ga} p\}i €11

rieitamente conhecida ©
Algoritme Bésico.

Suponha que o Algoritmo Bdsico gere a sequéncia {y*}. Qualguer ponto
f'??‘.?‘si’?f desta 55qa€ cia resolve {2.3],
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Prova: [Ferreira e Geromel. 13901, o

Do teorema acima, fica claro gue a convergéncia do Algoritmoe Bésico
dependera da precisio na determinagao da solugao do problema relaxado,
quando suposte que (-} nao é perfeitamente conhecida. Neste caso a deter-
minacao de y* depende das propriedades de convergéncia do método multi-

objetivo utilizadeo para resolver o problema relaxado.

A utilizacéo do método multiobjetivo proposto em [Geoffrion et al, 1972,
(método utilizado neste trabalho para solucionar o problema relaxado (2.11]).
possibilita a garantia de convergéncia infinita para o Algoritmo Basico. Isto
pode ser constatado observando-se a Figura 2.2, onde a regido I de interesse

¢
E interessante ressaltar que a convexidade do conjunto V € de fundamental

importancia para ¢ desenvolvimento do Algoritmo Basico.

- 5
AN j‘,
kY
~

Y
S

T kY

N

—_— RN
- "\\
\-‘-—
. o
=
N
~
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v ~ -
~ -
. —‘._‘
. -
* - - ¥

Figura 2.2: Procedimento de Linearizacao Externa
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2.5 Condicoes Fracas para V Convexo

Existem varios tipos de funcdes que sdo semelhantes as fungdes conve-
xas ou codncavas. mas que mantém apenas algumas de suas propriedades.
Sahe-se gue em algumas aplicacbes nao se necessita da suposigao restmiti-
va de copvexidade. mas apenas das suposicbes menos restritivas de guase-
converidade e pseudo-converidade. O desenvolvimento a seguir baseia-se em
Bazaraa e Shetty, 1979, onde as demonstragdes de Teoremas omitidas po-
dem ser encontradas.

Definicdo 2.2 Quase-converidade

Seja [+ A — R. onde X € um conjunto convero ndo vazio do R*. A
fungao f € dita ser quase-convera se. para todo 7' e 2% € X', a desigualdads

FERY 1 . ;7
Flazt + 11 = 2w?y < max{fiz'. fla9)}.
¢ verdadeira pare todo A& (0.1).

r

Diz-se que a funcdo f € guase-cOncava se —[ for quase-convexa.

Umea funcao quase-convexa € caracterizada pela convexidade do seu conjunto
de platés. o que € mostrado no teorema seguinte

Teorema 2.5 Fungde Quase-convera

Sere f o A — R, oonde X € um conjunto convero ngo vazio do BT

N

£ 7 . - R, - - - L
G 6 QUASE-ConTera S6 f SOWENIE S8 0 =

r
-~ }’
1T oe A

_n

Jung
(r} < al € convero pave todo mimero real o,

Uma variante de guase-convexi 5(’ de é o conceito de quase-convexidade

esirita. Que assegu & que um minimo local de [ sobre um conjuntc convexo

Seja [ A — H. onde X ¢ wm conjunte convere ?’zr"'o-z*a:m no F°
A funcdo [ € dita ser estritamente quase-convere se Vr'.r® € A com
f\rlk % f%gf implica em

Fiart + (1 = 2% < max{fizh), fiz%})
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para todo A € (0.1}

Definicao 2.4 Pseudo-Converidade

Seja A um conjunto aberio ndo-vazio mo R™ € seja f 0 A — R dife-

rencidvel sobre X. A funcio f € dita ser pseudo-convera se ¥ol.r® € X
B N 5 N PR | 3

com NV izl {a? — 2ty > 0 tem-se f(2?) > flz'). ouv equiva zfnfemfm‘f s¢

fla?) < fia) entdo V(2" (e~ &) < 0.

Diz-se gue a fungao { é estrifamenie pscudo-conv
distintos. satisfazendo V__fﬁiz’}}!{';rg — 'y 2 0 tem-se
quivalentemente. se VYr'. r? € A& distintos. fiz?y < fir') implica que
Ciiatirt -2t <G

a segulr mostra que uma fungao pseudo-convexa € tambem
JUASe-CONVeXa € quase COnvexa.

Teorema 2.6 Fun¢éo Fseudo-convera

Seqn A" um f'arzj?m".f‘n convero aherio ndo-vario no B™ € seqja [0 A — K

wcidvel sobre X' Entae [ ¢ tante estrila-

sseudo-ConveNas € & representada pelas

(< g a>»+Jlondep ¢f A eacld aé@

€5 conjunio convero tal gue < g.x > +3 # 0 sobre A
Enido [ € tanio pseudo-convera gquanto pseudo-concava sobre A

=
o]
ot
o
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onde flr}

} é uma funcao fracionéria. pode-se chegar a algumas conclusoes a
partir dos resultados obtidos nesta secao.

Como a funcao objetivo f(-) é tanto pseudo-convexa quanto pseudo-
céneava sobre X, entio também seréa quase-convexa, esiritamente guase-
convexa. quase-concava e estritamente quase-concava. Assim, um ponto que
satisfaga as condigdes de Kuhn-Tucker de (2.16) sera um ponto de minimo
local sebre a regido factivel &', Como a funcdo objetivo € estritamente quase-
convexa um ponto de minimo local é também um ponto de minimo global

—r

sobre a regiac factivel [Bazaraa e Shetty. 1879

Note que a guase-convexidade da fungao

Glz.yt= flzi—y.

L.;
f£a
e
ey
M
2
[a—

garante. pelo teorema 2.5, que o conjunto V

o]

erd convexo. e portanto. gual-
quer ponto da sua fronteira admite um semi-espago suporte. Se for possivel

-

abter o minimo de < w. f{z} —y > schre . valquer solugao eficiente po-

ST

derd ser determinada. Note ainda, que isso néc guer dizer que a fungao
< w., f{r) > seja necessariamente CONVENa,

Apresenta-se a seguir um breve estudo sobre 0z aspectos relacionados a
resolucac do problema Min-AMar.

2.6 Solucao do Problema Min-Max

do metodo:

By, = H -y g (2.1%)
= maxoluw! (2.19)
e W
Como a resolucao deste problema nao envolve aspectos QH}{}%%‘@YGS, pode-
se ptilizar técnicas convencionais de J)rogz‘amagéo matematica. O problema
7 + i 1

dual {2.19) pode ser resolvido através de métodos uaseado& em calculos de
gradientes e de suas projecbes. Para tanto € necessario garantir gue VgtuY)
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exista numn determinado ponto w do seu dominio W. Se Velw) existe para
todo w € W, entdo é possivel adotar processos iterativos do hpo

o
]
S

w'™ = vl ~ af Proj ,, Vei{u')
ol > olu’), T=0,1....

onde o' é um tamanho de passo.

Mesmo admitindo-se que ¢lw) seia diferenciavel em W, o uso de proce-
dimentos com este enfoque torna-se oneroso em termos de esforgo computa-
cional.

Como um procedimento alternative para a resolugae de (2.18)-{2.19)

pode-se utilizar a técnica de Aprorimagdo Tangencial como descrito abai-
X0
Sendo X C B" compacio, demonstra-se em Lasdon. 1970 que se
riwj=argmin < w. flrl—y >
rEA
entao

representa um elemento do conjunto de subgradientes de -} no ponto w.

1
1 ﬁ 3 b [
que 4ae IGO0 & (oncavh

N e e
-1 2311814z & F‘Qhaga{}

representa uma aproximagao de ordem ¢ para of-). Deste modo pode-se

(‘;E}F.J‘—:}ﬁlaf {2.18v-{2.19) por
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ou ainda

max o (2.22]
w VY
L=}

resolvido sem a necessidade de pro-
A solucao do problema Min-Max ¢

cedimentos

encontrada quando {¢ — ol ¢. para um dado ¢ > 0 arbitrariamente
pequeno.

.o método do Gradiente Modificado. propesto por
n mode ser emnpregado. Este método € voltado & reso-

Para o caiculo de
Geromel e Ferreira {]

fquO de piu‘ﬁﬂmm d'e mimzzagéa corn funcio objetiveo nho-linear e restrigoes
: e

eares. (Genericamente resoive-se umn problema do tipo

s, Ar=5h i
v =7
4 € R™*" com ravzki%"ﬁ = m < n e & funcao objetivo
nente diferenciavel.

FH contipua

lecrescimento da f’zzzzgé@ Fivem x. sirl = ProjyNhix)

ente determinada através da solucio do problema abazxo.

S ] o . b
sfr) = Pl &% 5 n, A =1 bél”"‘-‘:fi% (2.7
I B - TRT L g D
onde Sixi &€ R é uma matriz sinal dada por
i,
Sy = {0rlytb = i

d
{. caso conlrario.
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Note que a dimensao r € igual ao nimero de restrigoes de bornes ativas e
que as restricoes naoc ativas geram linhas nulas em S{z), as quais podem ser
retiradas sem nenhum Onus para a solucéo do problema.

Definindo-se

Qz) £ {s e R* sa. S{z)s < 0). (2.28)

o problema {2.27) pode ser reescrito como

-
slry =

Proj_&-{,ﬂm{*

I

Se Sixi=0entac iri = A" e tem-se

K=

7] (2.30:

Definicao 2.5 Gradiente Modificado

[im vetor Vo h € RT € chamado gradienic modificado de hi-) com relagio

alBC R s 1
PF“%’)‘BATM .FIE juuas P?{},}l_éf‘ssvﬁ !Z %i'
. b : L g g 4 '
Aplicando-se a definicao acima para A = AlAre B = {1} podese
3

:E‘ = —g:.)v""ﬂ’ ]

Teorema 2.7 (dleulo do Gradients Aodificado

() gradiente modificado da funcdo B~} em gqualguer pondo feciivel € dado
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onde pu(z) € R resolve o seguinte problema de programagao quadratica,

} 4 - _ C .
max{—5p Qla)p + cle)ul. (2.34)
R FERY e st P AN
onde Q(z) = S(a)PS(x) ¢ ez} = S(2)PV f(x)

Prova: [Geromel e Ferreira. 1986]. o

E importante observar gue resolver {2.34) € muito mais simples que re-
solver o problema original (2.24). pois em geral dim{u) = r < dim{z) =n
O procedimento numerico para resolver gZ.?%_, p ode ser definido como se-

1
€

gue, supondo-se que uma solugac inicial factive £ A tenha sido calculada.
Passo 1 Encontre P.Vhiz") ¢ S(2%. Faca l =14

Passo 2 Com F, Vhiz') ¢ Six'y determine

< . QL >+ < clathop > (2.

Gehod
[

onde Q') = =82 PSirYY e ela’y = S PV R

Passo 8 Determine o gradiente modificado Vho (2} ¢ a direcio de pesquisa

g
!
E
iy
[
o lopbud
|

Passo 4

fucdo corrente T osatisfaz as condicdes necessdrias

\

< e, com o e > O zufictentemenie pegueno. pare. A so-

ﬁ whn ¢ Tucker parva a

ey

erisiéncia de um wminime local de hi-). Caso contrario. vd ao Pcz;&sc 3.

Passo 5 Enconire o passe o do algoritme vesolvendo o problema de busco

W IR ETIR oA

min__ Alx' — a3

0<o<E
atvalize as varidveis primais 2’7 = ' —o's, foce I =1+1 ¢ volie ao Passo
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A determinaciode Qiz') € R e c{r"; RT € si
que r <& n. Estas representagoes sac comp s pelas colunas de F e pelas
linhas de PV hir). com indices tais que {5 } 1 # 0. Portanto, envolvem
apenas operagoes logicas. E possivel provar que se s{x) = 0. entac o € uma
solucao Stima de (2.24) no sentido que satisfaz as condigoes de huhn e Tucker
para a otimalidade [Geromel e Ferreira. 1986,

mples porgue € esperado

2.7 Conclusao

€ capitulo apresentou-se uma metodologia ?}&56&6 na projecao das
riaveis de decisio sobre o espaco dos trade-off 's 1mpli ‘t s que leva a for-
mulac é do problema multiobjetivo no espaco do ob‘; vos. O problema é
entio resolvido através de uma técnica de relaxagao. Esna abordagem de
ietives constitul um meétodo efetive para tratar processos

Analisou-se o caso onde o Decisor interage com o espago bi-objetive de
wma maneira simples e realistica. Para a resolugac de PMO’s com mais
de dois ohbjetivos via o metodo prosposte por Ferreira e Geromel (1990
apresentou-se um estudo sobre as propriedades derivadas da sua 1Drz}mﬁagao.

. N A o -
tais como linearidade. robuster. convergéncia e homogeneidade. o que possi-
blltz CO}D{.‘-E\; ST CJ'J ClYla nunia {Ofﬁla SLf;C}E’F‘LEIﬂPIi?E‘ S'l 'L? s rara permitiz
I E ¥ IS
a implementacac de qualquer método multiohjetivo

o apresentado sob

Um estudo sobre a validade do esquema de decomposi
a

a SUPOSICAD de Conve xidade fraca do conjunto ¥V foi 1 ‘1 realizado, o gue

do-convexas.

permitiu estender os resultados prévios a fungoes ubté tiv

(s aspectos numericos relativos a resolucao de problema Min-Mazr foram

também abordados. O proé:ﬁiema de— m axm};gacﬁr; apresenta caracteristicas
: writiagdo longeneial J2
TECnICA. PTGROStE
por Gemmei e Ferreira {1986 para a resolugéo de problemas de programagac
nao-linear.

No proximo capitulo serd feito o modelamento matematico do problema
de controle de poluicao em rios, ac gual os resultados descritos neste capitulo
serao aplicados.



Capitulo 3

O Problema de Poluicao em
Rios

3.1 Introducao

Em um problema de piarqamento de recurses hidraulicos se esta inte-

ressado em otimizar tanto eficiéncia econdmica, medida em termos de unida-
des monetarias. quaﬁ‘"o qualidade ambiental. que é medida em unidades de
conceniracac de poluentes. 1Ir achczonah‘ﬂe*‘ﬁe para se resolver este tipo de

nroblema considerava-se apenas uvin objetive {eficiéncia econdmicaj, com os

C‘\.

demais objetivos sendo incluidos como Ie%r*m& ou atraves de cmnpararéeg
com o objetivo ;n:mai‘e Utilizavam-se técnicas de oUimizacao ciassicas para

se resoiver }}I ohiemas muhiobjetivos._ o gue lornava a soluga@ basiame dificyi

yjetivos secundarios {dificels
& pmfﬁ amacio muiti-
P CITL T roblemas desta natureza.

Geralmente. os projeto
mo. barragens. IE?SGT"&"&ECE*?EOS.
sio elaborados para Servir a
reservalorio criade por uma
prir necessidades urbanas e
possibilitar a navegagac e o ¢ g
elétrica. manter a gualidade da ég"a aceitavel em uma regzao. en resumo
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aumentar o desenvolvimento regional em termos de uma melhor economia e
gualidade de vida.

Alguns resultados praticos sobre a aplicachio da programagaoc multi-
objetivo a problemas de recursos hidraulicos podem ser encontrados em
Haimes et al., 1975] e {Ferreira. 1986 entre outros.

Na sequéncia deste Capitulo apresentar-se algumas formas de modela-
mento para o problema classico de controle de poluicdo em rios, algumas for-
mulagdes, mono e multiobjetivos, e os dados referentes ac problema prético
de controle de poluicdo a ser tratade através dos algoritmos propostos neste
trabaihio

a
aum determinado ponto de um rio. A madhte da ba}.‘razem encontram-se
n usudrics. urbanos e industrials, gue fazem uso da

)Q
Q'/!
o
D
=1
o
L B
o
g
o
o
il
v

servatério e a devolvemn poluida, sob a forma de detritos através de seus
e3gotos.

Os detritos poluentes sdo comumente classificados como degradavels e
nao-degracaveis. Poluentes d€gfdda‘x els tais Como. ir»;o organico, bacténas e

descargas térmicas utihizam a capacidade assimilativa da dgua para eliminar
ceus efeitos indesejaveis. Os poluentes ﬁé@—degradéveis. tajs come residuos
F finida-

quimicos inorganicos e organicos sintélicos permanecem na agua inde
~feitos possam ser reduzidos atraves qe dilul

af‘}ep‘iu sejam exiremamente caros. LIna ou-
imento do Huxc

rat
tra maﬁeéra de reduzir & poluicko no rio € atraves do au

do reservatorio, pois assim dilui-se tanto os ;)o’éuen?ec degradaveis guanto
os a%o degradéveis. adiciona-se oxigénio na dgua para reduzir os efeitos de
aerowpugﬁao e alieram-se as caracieristicas hidroldgicas do corpo de dgua.

’Lfm& forma de 1d niificar o nivel de poluicdo nos rios € atraves da guan-
tidade de owigenio dissolvido. CN detritos organicos serverm ¢omo nuirentes
para muitos organismos enconirados na &gua. GuUe por sua VeZ aproveitam o
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oxigénio da agua 1o processo de utilizacao desses detritos. Quanto major a
quantidade de detritos orgéanicos, maior serd a quantidade de organismos. e
por sua vez maior serd a demanda de origénto.

Existem niveis minimos especificos para a concentragao de oxigénio dissol-
vido na dgua para cada ric ou segio de rio. Estes niveis sao medidos a partir
da concentiracao da demanda de oxigénio bioguimico {BOD - “Biochemical
Oxigen Demand”) [Loucks et al, 1967]

Duas equacdes diferenciais descrevendo os processos que determinam a
concentracao de oxigénio dissolvido {DO - “Dissolved Oxigen™ }. encontram-se
deservolvidas em [Loucks et al, 1967]. A primeira equagac estabelece que a
vatiacho da concentracao de BOD com o tempo é proporcional & concentragao
de BOD no instante presente, B, e & taxa de BOD adicional R, devido as
chuvas e as correntezas.

= (kg + kg B+ AL

-,
(%]
i

onde ky e k; representam taxas constantes de desoxigenagao e sedimentagac.
respeciivamente

A segunda equacio determina gue a variacao no déficit de oxigenio dis-
solvido é proporcional & concentracao de BOD atual B. ao deficit de oxigenio
ente

Il e ataxa de pr

w

roducio ou reducac de oxigénio A. e é dada por

I
UL) " - . .
— = by B ko ) — A {3.2)
)

onde k- refiete a taxa em que o DO retorna ao rio atraves de reasracdo.

sias equ z?gé@c apesar de nao descreverem exatamente o3 COL--E_,E{-‘XOR

fenéimenos biclo juimicos e s rerr nos rios. sao alualment

usadas por ehf’rm eircs pro?eﬁst? oficials para estabelecer os

niveis de tratamento dos detritos |

Integrando-se & equacac (3.1) oblem-se
- Ry e h e R
Bity = { By ~ ey VTR L (3.3
S\ 7 i - 4 Y
N K1+ ;1”3/ A‘} -+ Kz
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onde B} expressa a concentracdo de BOD no instante t em qualquer ponto
do rio, abaixo do ponto de concentracao inicial de BOD, Be.

Substituindo-se a equacio (3.3) em (3.2) e integrando-se obtem-se

onde {1} representa o défcit de DO no instante t, em qualquer ponto do rio,
abaixo do ponto de concentragao inicial de DO, D,

Ern qualguer instante t. a concentracac de oxigénio dissolvido (1), ¢
dada pela diferenca entre a concentracio saturacgo de oxigénio dissolvido
(5 e o déficit de oxigénio {7}, como expresso ahalxo.

C{t)y= 8 — Dty (3.5

. stante oritico f.
té seu menor valor { O défict

critico € daé@ pela diferenca entre a concent ragé.o de saluragao 'S eacon

A ecuacdo (3.4 descreve a curva de decaimento do oxigénio dissolvido.
1 o

o
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ceniracac no instante critico ..

Portanto. para se determinar a concentracao de DO em qualquer ponto de
nme $6Ca0 do rio. deve-se Primeiro enconirar as cong emzﬁgapi de DO e BOD
no inicio da referida secéo [Loucks et al. 1967]. Conhecendo-se o tempo que

a agua leva para fluir do ponto inicial para o pontu onide se deseja determinar
a 501}6@5’;1‘&@50 de DO desta segao, I}{Jde—te e??éo fazer uso das equagdes (3.3)

e (3.4,
A pardf deste estudo varias fonwac de made}ar este tipo de sistema
fisico atraves de um problema de oum 'zagé podeuz ser sugeridas.
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Figura 3.1; Concentracio de Oxigénio Dissolvido

3.3 Modelo de Otimizacgao

Para umn dade 1ic e um conjunto padroes de DO para pontos ao longo de
seu curso. desenvolve-se um conjunto de inequagdes lineares em termmos das
fnemo e do acréscimo ao fuxo. Particionando c ric em »

+

varidveis de trat
:eqi)e: fmde 10 infcic de cada secac tem-se uma fonte de po oluicao associada
Do

(Figura

de ratam&

d -se fczm‘ul e %eﬁ‘&érzw )"cﬁ‘iezl‘,a de inimizacao de cusio
19700

et

ot (;

mn i Ty -t Gl o -+ o e P B
i T
<5 T - “+ i .
fo i« W {.!Ai?,.i.ﬁ* H l}iz 42 2 &3
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3
8; = E O,
k=1

e a segulinte notagao € empregada.

n : numero de secdes do rio;
1, : concentracdo de BOD no inicio da i-ésima segao:

z; : percentual de w; removido através do tratamento na :-ésima jonte po-

luidora:

,

a;, : guantidade de oxigénio requerida na i-€sima seC&0 para a deCcOmMPOSiCao
de uma unidade de BOD descarregada no inicio da J-esima seqao; q;, =

0.1 >1
y : acréscimo de vazao do reservalorio para diluigao dos detritos poluentes:

b, . quantidade de oxigénio dissclvida. por unidade de vazao, disponivel para
o processc de GecomposiCao na Secac 1

(‘{ i

c\

.1 1 custo de tratament

custo do acresclmo de Vazao

”}

(j‘ﬂ&‘fi? I
cada sec

= BOD

poluentes {BOD como subpmdmos,
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Figura 3.2: Bacia Hipotetica do Rio
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O trecho do rio que serd modelado consta de um reservatorio, abaixo do
qual existem n usudrios urbanos e industriais que descarregam seus residuos
poluentes no rio. Para o modelo. as variaveis de decisao a;, ¢ = 1,...,7
referem-se aos percentuais de carga BOD a serem removidoes por cada um dos
7 USUATIOS. € Tnu1 € a comstante de proporcionalidade a ser aplicada a vazao
inicial. com o propdsito de aumentar o fluxo liberado pelo reservatorio e assim
de diluir os residuos. Admite-se que o tratamento primério minimo dado aos
residuos poluentes liberados no ric remove cerca de 45% da carga de BOD.
e que 0 maximo tratamento remove até 98% de BOD. devido &s dificuldades
tecnolégicas. Entende-se por tratamente primario: clorificagéo. fltragem.
sedimentacao e remocao de sélidos volumosos. A varidvel de acréscime de
Vvazado Ino: esta hmitada inferiormente por 0. guando nenhum acréscimo for
necessario e %pelao mente por 3.47. que representa a quantidade de 4gua

1 :

disponivel a ser liberada

A funcao custo de 11

,.1
M
jut

b
o
1=
=
o
jrort
[&)
<

empregada para cada usuanio individual
como apresentado em E%d% 1970] é quadratica e dada por

Glzsy = o+ Flx, — 0.45). (3.6}
onde
o; = 160.8 + 26.7¢, (3.7}
3, = 640.7 — 255.7¢; (3.8}
eg. 1= 1 .1 € a quantidade total de residuos gerada pelo (-€simo Usuario

er; mithoes de galdes por dia.

A funcao cusio de acréscimo & Vazao Ogll,.; | € dada por
@Q{.T;{_i_;:i = 72667, 41 (3.9

O modelo proposto por Hass resclve o problema multiobjetivo de controle

de poluicao em rios através de uma técnica de olimizagao GSE?E . colocando
como funcio obletive o somatdrio das funcoes de custos de tratamento dos

residuos somado a funcgéo de custo dff acréscimo de vazao. As funcdes que

e}
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envolvem a qualidade da dgua e a quantidade de agua disponivel no reser-
vatério sao colocadas como restricdes. Este tipo de formulagio pode levar a
resultados nao satisfatérios, pois os objetivos deixados como restrigoes certa-
mente serao colocados ao seu valor imitante. Na proxima segao apresenta-se
o modelo multiobjetive proposto por [Haimes et al., 1975].

3.4 Modelo Multiobjetivo

De modo diferente da abordagem de Hass (1970). ¢ procedimento pro-
posto por [Haimes et al., 1975] modela e resolve o problema de controle de
poluigao considerando que um Decisor estabelece os piveis de tratamento de
cada usuério, e também. a quantidade de dgua liberada do reservatdrio com
o propdsito de diluir os residuos poluentes langados ao rio. Para estabelecer
os¢ nive:s de tratamento para cada usuério. o Decisor controla a guantidade
de BOD apenas num dado ponto do ric abaixe do tltimo usuario.

Como & citado. o modelo prosposto por Hass | ’EQTD} divide o 110 em
n seches e controla a concentracac de BOD em cada uma destas segoes.
Uma relacic entre os dois modelos pode ser obtida considerando-se que cada
USLATIO represer‘;aa o inicio de uma secao de rio (Fig. 3.3).

No mo p'opo&o em Haimes et al., 1973 5] consideram-se tres fungoes
o""aje{ﬂ'os Tara a resolugac do problema de poluigac em rios.

O primeiro obietivo é o custo total de tratamento dos residuos poluentes
a soma dos custos de tratamento de cada

usuario. Este objetivo ¢ o mesmo apresentado pelo modelo de Hass

nde. a, e 7; sao dados por {3.7) e (3.8) respectivamente,

A quaz
residucs poluentes depende de fatores tais como. taxa de evaporacac, quan-

idade de agua d}epozm el 1o reservatdrio para a ailuigac dos

tidade de chuvas na regizo. vazdo de entrada dq capaciéade de armazena-
mento do reservatorio gque podem ser agru

o
Ui
. . _ : .
{caracteristica de cada reservatdrio). Portanto, a quantidade de agua presen-

[T o

sados em um parametro (g = 3.47
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te no reservatério que serd utilizada com outros propositos que nac a diluigao
dos residuos € dada por

Jela)=Co—y {3.11)

Sabe-se que o Decisor esta interessado em manter a qualidade da agua
em um determinado ponto. abaixe do iiltimo usudrio. Por exemplo. esta
drea pode ser usada para lazer ou Dod& estar ]h@“il'l’i& a regioes de fronteira.
eve ser

.

e portanto para se evitar problemas legais a gualidade da agua

mantida em niveis aceitdveis. Para a avaliacido da qualidade da agua utiliza-se
& equacac de Streeter-Phelps Haimes et al 1975] que relaciona a quantidade

a
de BOD desc a”ewéa no rio. com © nivel de DO em qualguer ponto do rio.

e associando & cada Segéu de Tio U USUATIO.

onde a,. b as. bste objetiv batitus
o conj leva em conta CATElr-
terisiicas de 1odas as 3ecoes, retamente proporcional a

e e
gquantidade de BOD do wsudrio o




T
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Reservatério

[ 9 e

Ponto de Ceontrole ,
da Qualidade da

AQUA e Gy -mmmme -

i it = N, . WERL
E,::uf.% = » o, + Jlr — U330

reaiorio tavorecends dest

¢ Marimizar o guantidade

1. ~ H e I M a R S, 1t = S < R
g reglizagal 4 CULTos f};’,}_@eisﬁi}:‘ que dfj‘;}f'f“d(“ni gesta agua [T

racho. lazer. pesca. eic).
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o Marimizar a quantidaede de oxigénio dissolvido num dado ponto do rio
apds o ultimo usuario

nin Jlrr =

[#2)
jaid
o]
o
il
I/\
!/\
QQ‘
i
jo—
3

(.9
< 34

)-(

ste probiema foi resclvido atraves de método

alores numericos apresentados na Tabela 3.1

O desempenho do méiedo SWT servira de hase para comparagoes Com
i

os métodos apresentados nos capitulos restantes deste trabalho.

I-Re COINRG OCOITe O PRI

M)f LoapTresentadas.

hem: deis modelos para resclugan do pro

T e o modelo mméd‘;'}jﬁ}x-’o DIOR

e conirele

; R JTE R RUUS FESP S SO,
0. a formulagac multiobjetivo do prot

de poluigao em sera utihzada como exemplo de aplicagdo para a mmple-

tacio do método de Geofirion et al {1972} no Espaco do Objetivos.
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Capitulo 4

Implementagao do Método de
Geoffrion no Espaco dos
Objetivos

4.1 Introdugao

1
]

THE 3"‘@?‘{d€(dir do ?T(:’LO(’O

O preseﬁ‘ée caf.m*»‘-‘i“ tem por f‘;'ezi\' )
¢ Objer

2 H

rico d

ageIn descrita no

valiado em termos do

slemna de po;mgao e 1108 GesCrito no (,::"’ft_;.}(_i 3. Para a e
das Taras Marginais de Substiduicao [TRIS s por parte do Decisor. uniliza
¢ H

ce o meétade proposto por Dver (19731, o gual se baseia em uma sene

|
B P
O arados comny oF dados
g 3

existenies na hteratura e W“p@“l anies conclushes a respeite ao CAE“C“?UQLEEO

mparacoes ordinais. OUs resuliados obtidos sac o

global da implementacao poden: ser

4.2 Descricdo do Método - Nivel de Decisao




4.2  Descricio do Método - Nivel de Decisao

o
[

w
m

poderd ser eficientemente resolvido, pois como sera visto. a formulagao no
espaco dos objetivos leva a uma série de simplificagbes em relagéo av proce-
dimento original.

O algoritmo de Frank-Wolle implementado segundo o métedo de Geo-
frion no Espaco dos Objetivos pode ser descrito pela seguinte sequéncia de

passos. Observe as varias simplificagdes decorrentes desia implementacao.

solucdo cficients gerada pors fla”y € T C YY" Fagal=0 ¢y = fia*y

¥s

Passo 2 Obtenha wma solucde diima £ para ¢ problema de otimiza

min < NV iy E > (4.1
£83% R
que pode 3£ rEescrilo CoTo
[ P4
L (4.7

ande

el Ay VAU Py

. i 7 - Eas A g M . + ! ey o
CH UainT pOgE SET ARpTOorDnaao nad
ot e &

TR S NN 17T (433

i1
o — ¥ .

e gue corresponde a obtengio da i-€xima Tara Margimal de Substituigao. Faga
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Passo 3 Determine a solucdo dtima do problerna de busca unidimensional

n“m Z/{\y + td') {4.4)
1[0

Passo 4 Facay'™ =y +t'd . Se [T =yl < €, parae > 0 arbitrariamente
peguenc pare: a solugdo y' Tt resolve 2.12. Caso contrdrio faga | = 1+
retorne ao Fasso 2.

Assim como na versio para o Espaco das Decisdes. a execugao do Passo 3
do a}go tmo no Espaco dos Objetivos envolve a resolugao de um problema de
buscea unidimensional com a ajuda do Decisor. SO que neste caso. a estimativa
do passo 1 pode ser facilmente obtida através do diagrama ilustrado na
Figura 4.1 sem nunhum esforco adicional de calculo. Note ainda que no

pre lineares. o gue an? hlifica a
mative do Dasso ' nao é tao
a funcao filrl. 1=1..... ™

4

e

U 1
Figura 4.1: Escolha do Passo !

As Taxas Marginais de Su?siﬂ,ﬂga(} no Passo 2 do algoritmo podem ser

o
nu»

estimadas de uma maneira fmalica cOMO descritc na proxXima segao.
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&1
-1

4.3 Estimativa de TMS's através do Método
de Dyer

Assuminde-se que o Decisor é capaz de estimar as suas TMS's entre os
chietivos y,. 1= 2..... m e yy. sendo y; escolhido como objetivo de referéncia.
2 informacao necesséria para o seu calculo pode ser obtida respondendo-se
a seguinte qués’{éO' ""Quamo seria necessario decrescer o objetivo y, para
compensar um acréscimo Ay no objetivo g7

T - T, rer! {4.5)
Ay

_2
[
-

v [Dyver. 1973 propds um es-
O Decisor escollie uma entre

nas. A informacae fornecida

alar o valor das THiS s

as alternativas ou mosira
pelo Decizor pode entac

Para & obtencao do trade-ofl 77 para o i-ésimo objetivo (7 #

de
se o vetor y". representado por A com o velor {.g,’ ,lg,
. en

1507 mef&ae Bf

ta 1ustrada na Ff

. S SN -
quando ¢ Dthoz

radea na F]Euc é&%. FEutac, 77 . e repele-se o proced:

PR PR | - P PR o o
até gque 1odos o8 7 — L trade-oil € caicuiados
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Herenca entre Solugoes
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O algoritmo de Dver para a estimativa dos trade-off's ¢ apresentado a
seguir.

i
o

Passo 1 Faga A=
Passo 2 FEscolha Ayk
Passo 3 Ffaga 7 =0 ¢ escolhe Ay,

Passo 4 Fage B = + Ak y" — Ayl Compare A com B,

< % b

Passo 5 S¢ B < A, faca Ayl = 2(Ay’). 5=+ 1. ¢ vd pare o Passo 4.
Se A = B. faga 6 = Ay’ ¢ vd pera ¢ Fasse 7. 5¢ A~ B vd para o Fasse §.

Passo 6 Compare 4 ¢ B, S5¢ A < B vd pare o Passo 7. 5¢ B < A va para
o Passo & Se A~ B vd para o Fasso 9.

Passo T Aumenfe a preferéncia por B fazendo, JNyl™ = Ay’ — 6772 Faga
G = F 72 e g =g+ 1. Va pare o Passo 6.

Passo & Deevesca a preferéncia por B fozendo, Ny 7 ' = Ay’ — 6772, Faca
3l = B0 ¢ 1= 5+ 1. Vd para o Fesse 6

.0 nivel de anédlise concenira a ITEE“L%O‘I

&
tmo basico devido a necessidade d
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apresentado na secao 2.2

Para a resolucho do problema de minimizacao. utilizou-se o método
do Gradiente Modificado [Geromel e Ferreira. 1986]. Como o problema em
questao apresenta apenas restrigoes de bornes, importantes simplificagoes a-
cerca do algoritmo deste método podem ser feitas. Neste caso. tem-se que
P=1. Qiry=1 e clz)= S{x)N flz)

Para a determinacao do passo 6timo a € K., utilizou-se o procedimento
de busca unidimensional de Bisse¢ao. O nimero de iteracoes n Necessario
para & determinagao do passc a deve satisfazer a segu

inte equacao.

onde (b, — g, € ot

B
I ¢
uii Z3U-5€ O

desejado. U

macae Tangencial foi so-

5
criteric dt“ parada para

- C’ < Ep.

a
Para testar a ehicénca do ﬁw*e:;rz(\ dz Gegh-mr. no espaco dos obletivos

ihizou-se u-

5 va
CROO as Condigoes

que € apresentada a

seguilr
{4.6]
onde g7 = g,/ 2, g 0s valores 2.3 foram gerados aleatoriamente
atraves dos recursos dao MATLARB. E-:“‘l Sf?gl‘;}(ﬁ?:‘ o problema de Decisao fol
resolvide como um problema classico de programacao matematica.

() critério de parada utilizado para o nivel de decizsao for o seguinte,
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Implementou-se também uma verséo interativa onde o Decisor faz uso do
métode de Dyer (comparagoes bindrias) para obter os trade-off 's entre os ob-
jetivos. Os valores utilizados como incremento para os objetivos encontram-
se na Tabela 4.2, Para a escolha do passo utilizou-se a discretizagao dos
objetivos filr + id). 7 = 1.....m no intervalo t+ € [0.1] dividido em 10
sub-intervalos. Nesta mesma versdo simulou-se a particpacao do Decisor
fazendo-se uso da funcao utilidade (4.6) para se indicar preferéncias entre as
alternativas indicadas. Neste casc. o critério de parada utilizado para o nivel

o

de decisao fol o seguinte

<wloy eyt >

— o < gy
< lfi”i-g,‘; Mifx_v>

Hwang e Masud (1979 O obietive de concentragac
foi escolludo como referéncia. uma vez gue confint

511 Slamente ©

Para parar ¢ algoritmo basico utilizou-se o nle Critério:

As constante

convergencia dc*

azer as condicdes de
3

apresentadas na labela 4.1

£ €5 €3 € £x ¢ i

0.01  0.01 100100100100

Tabela 4.1: Tolerancias para Convergendia

blema fol possivel obter a faixa de variacao dos objetivos a partir
e pior e de melhor caso. Especificamente.
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Y= g}i}n fArl, i=1...., 77 4.7
o= max filxl. r=1..... ™m (4.5]
TEA
Os valores obtidos sao apresentados na Tabela 4.2,
R w
1498 1500
20-3.47 0 0G0
300-R407 0 4T
Tabela 4.2: Faixa dos Objetivos e Incrementios
Todos os métodos referidos encontram-se implementados e linguagem .
tanto em ma g 1inas compativeis cam IBM-PC guanto em estagoes de trabalho
10 5S¢
enta-se € analisa-se o8 resullados oblidos a partir

4.5 Desempenho Numérico do Método

- S o W S
COMmMIO un proolema de

U P SR [ R A T - .
resultados expressos na labela 4.3, onde:

N, @ numero de sclugdes eficie
N4 ¢ numero de iteragbes do Algoritmo Basico.
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¢ ¢ g | wp lwr Luwi | ff o 7 f N N
856 | 497 1.00 041 019040 551 | -3.15]-5.821251 3
977 054 0 1.00 1 045 0.35 [ 040 5341222 614136 5
0.13 | 0.45 1 1.00 | 0.17 | 0.16 | 0.67 | 7.30 | -2.45  -6.95 24 | 3
0.05 | 0.71 | 1.00 | 0.12 1 6.10 | 0.78 1 912 1 -3.37  -7.1T | 32| 4
0.08 | 0.07 | 1.00 | 0.35 | 6.08 10771692 084 1713 22 | 3

Tabela 4.3: Resuliados para a Versao Automatica

Na Tabela 4.3 as sequéncias de faiores de ponderacao q.

: a0 terceiro

}

xecutados.

objetive.

Nagop Nig 1 ON,
61356 0.72

Tahels 2 .4;

1.
GOt

métodos de Geofirion e Dyer

Resoivendo-se o problema atraves

(versao interativa) e simulando-se a funcao utilidade do Decisor atraves da

(4.6, chegou-se aos

ados apresentados

T

h

f

el

& 4.5, onde as

sequéncias de {atores de ponderagao utilizac apresentadas
na Tabela 4.3
9 Na
8.56 4 0. 0.43 5
277 0. 0. .50
0,13 1 0 0. .67 3
(.05 i SREE 5
0.0 (. 0.3 3
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N,
13

0

23

!

[
a2
-1

b
-5

N HN, o .,,\'4 \4 ; HXN ON,
2T, 3

—~f
)

[y
[1}
on

LR

Tabela 4.6 Resultados Médios para a Versao Interativa
1

A Figura 4.4 ilustra a convergéncia do algoritmo de Aproximacao Tan-
gencial utilizado para a resclugéo do problema Min-Max. na segunda iteracac
do algoritmo bisico, usando-se a sequéncia que mals s€ aproxima dos valores

meédies.

Figura 4.4: Convergéncia da Aproximacgao Tangencial

mia aos Vaio

¢ na Tabelz 4.3, atraves

da versao csenta-se tamben

por Haimes et al |
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f

- Haimes
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o
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£
o
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£
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(]\,)

4.6 Comentarios

{Ohservando-se os resultados expressos nas tabelas 4.3 44, 4.5 e

-3

E.L:.s.

algumas conclusoes importantes podem ser feitas.

{a)

5

Quanto ao mimero de solucdes eficientes.

O numero de solucoes eficientes geradas é umn dos critérios
sugeridos por Cohon e Marks (1973} como medida de performance
de um método multiobjetivo

No trabaiho de Haimes et al (19751, foram geradas 30 solugdes
eficientes a partir da aplicacao do método SWT. Deve-se ressaliar

que no referido trabalho naoc fol utilizada uma funcao utilidade
explicita. o que em principio dificulia comparacoes.
3 h -

meros de solugdes eficientes geradas
pela versio interativa estac proximos a media e dentro da fa
desvic padrao da versao automatica. Comparando-se os valores

minimo. médio e maximo de solugdes eficlentes geradas com os

resultados apresentados por Haimes et al {1975}, nota-se gue sao

da mesma ordem de grandera. ¢ que do ponto de a de solugoes
eficientes viabiliza ¢ método como uma forma Szmme: e alternativa

st ar o

PR, s T e
para (ralarl problemas miultiobjetivos,

3.56 comy desvio pa-

(O

vanio & 1m ?} CIen féfd wierativa.

{2 T g
10y empres

a wcao utihidade co-
lecer f:ozlmaragé}es enitre duas alternativas.
te que o Decisor € capaz de ordenar as al-
ternativas gue lbe %éo apresentadas. Ubserve o pequenc aumento
no numero de iteragoes do algoritmo basico. Este aumento pode
ser atribuido as imprecisoes zmrodn,jdas no processo de decisao
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que tem como consequéncia basica a geragao de Qo}ugoeb que nao
produzem os cortes mais profundos do conjunto 3.
(d) Quanto a escolha dos incrementos.

A escolha dos incrementos ;Sy =1, 2. 3 deve ser fejta de
forma tal que sejam pequenos em relagao aos valores dos objeti-
vos ¥ @ = 1. 2. 3 mas grandes o suficiente para que o Decisor
perceba as alteragGes nos valores dos objetivos. Isto representa
uma dag principals desvantagens do proc.fwf%memo de Dver, isto
é. a necessidade do Decisor fornecer informacoes numéricas. Pa-

ra solucionar este problema. implementa-se no proximo capitule
lgoritmos com mnformagoes linguisticas.

{e} Qua;‘zzo ao valores das variaveis de decisédo.
apresentadas néa Iesae’aa 4‘3. as Var:

o)

Hetem malor ou Menor E"ﬂ‘ﬂu;zz‘;

-t

4.7 Conclusao

Dierna Ihe

[
jatl

pidade assodia

DITLIo reside

célculo das taxas marginals de substituicao e principalmente na es colha dos
incrementos para o método de Dyer. No proximo capitulo, algoritmos base-
sdos em Teora de Conjuntos Nebulosos sao implemen

de substituir as informacoes numeéricas & < pelo Decisor. por

iriguisticas. mals naturais e fa

v
1o
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o
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o
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Capitulo 5

Algoritmos Baseados em
Conjuntos Nebulosos

5.1 Introducgao

teriormente. entre o métodos de Programagao Mul-

Fel
tiohietivo. os interativos sa0 os que levam a resulta mais satisfatdrios. A
Iy
i

a0
P - s 3 .~ v
eficiéncia destes métodos depende basicamente da ormagoes

InConsisienies ¢

. 3 Lo e T
fosos niroduzida por La-

'7'-2;5"{*}1. 1—9-'4\.5'_ vem eTao

J I
AiEOTI PO‘

1&5{:}@8{ . E (u:

e de acez‘do com esta nova formu-
lacio. algoritinos nebuloso
Em ose
os obtidos através da implementacao do método de Geoflrion discutida no

iida. compara-se o8 resuilados oia:‘?ﬂm com a solucac ﬂebzﬁosz a-

70

[
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capitulo anterior,

5.2 Conjuntos Nebulosos

Um subconjunto nebulose A pode ser definido como uma classe de objetos
com urmn continuo grau de associagao ou pertinéncia. O conjunto no qual cada
elemento do subconjunto nebuloso A estéd definido é chamado de [niverso
de Discurso 7. Um subconjunto nebuloso é caracterizado pela sua fungao
Associacdo p (-} que mapeia cada ponto de [V num numero real no intervalo
0.1, O valor de gyl em 2 define o grau de associacao de x em A.

Em conjuntos binarios usuals. a Fungao Associacac assume apenas dois
valares. 0 ou 1. que representam as conhecidas relagoes de pertinéncia {€ie
n&o pertinenta (€.

O Conjunio Suporte de A e o conjunto de pontos em [ em que pqi-) > 0.
Um FPonio de Cruzemento de um subconjunto nebuloso 4 é qua%quez: pOnto
do universo de discurse {7 em que pigi-}

‘m Singleton Nebuloso € um
subconjunto nebuloso cujo suporte € u mio e [, Sua represen-

tacao ¢ dada por

N
I
2

{5.27

-

onde ¢ simbolo e 1dentificar as componentes

poe x do Lermo [gr. nosingleton de umn conjunto nac nebulose pode ser

la unizo de seus

P ] I 1 § iy 3 1 3
onde o sinal de integral representa uniao, Quando ¢ suporte de 4 € um
ito. € conveniente representar A como
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pilei/ey + o0+ pe(zi/r, (5.4)
ou
Tre
Z,ug(:r};":z‘ig (2.9)
1=]
onde T, t = l..... m representa ¢ i-ésimo elemento do conjuntc suporte de
Ae u{xy. 1= 1., . representa o seu respectivo grau de asscociagao em A

gletons de A, A representacao de um
conjunto nebuloso através de seu conjunto suporte pode ser entendida como

O sinal "+ simboliza a uniac dos sin

a decomposigac é este conjunto em seus singletons conshiuinies,

tabelecer as operacoes basicas so-

intersecac. fuzzificacao. etc, gue
ntengas e algoritmos nebulosos. Por

esentadas no Apendz{te :“x feste trabalho.

Baseando-se Tia pre

o sAo nUmMeros e sim classes de obietos em sertinéncia

:
para nao-pertinencia € gradual | er uso da teoria de
coniuntos nebulesos em processos que envolvam avaliacao subjen'\'a.

mana 4de res

A capacidade by

nyiestacas Do uso

tram-se no Apendice
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5.3 Algoritmos Nebulosos

Um algoritmo nebuloso ¢ definido como uma sequéncia de imstrugoes
ordenadas gque podem conter atribuigbes e/ou declaracoes condicionals nebu-
losas.

Uma Relagio Nebulosa é definida como um \_"-U]J(Oiijilﬂto nebulos
duto cartesianc A’ x Y. onde A e )} sao dois conjuntos quaisquer,

e
g
o]

Declaracoes condicionais nebulosas como “se A entac B™. onde A ¢ B séo

termos com significado nebuloso. podem ser caracterizadas desde gue sejam
precisamente definidas como subconjuntos nehulosos especificos do universo

de discurso a que pertencem. Uma Declaracao Condicional Nebulosa pode ser
da como uma relacac nebulosa entre as varigveis que & compoéern.

Se Aentac B sendo O = (A x B

m subconjuntoe nebuloso de um universa de

¢ I’EA';HZEE(}S represenla ¢ Rrodute car tesiano ne ebuloso {red 1

u
a uniao aas relacdes nebulosas, Declaragdes d

es enire variaveis nebulosas. No caso de relagdes mais ccwf?'z*)ipxaa

&) R ' ;
de d@_;\fﬁ)ﬁﬁf}& ia de 7 com ¥.Ouso e

Uma fungao :

deelamgo%

NESERCUR VS S . i’)COZ@j‘L‘LE)L(é 1 0O SURC 0T

induzido por x. ¢ dado pela composicao de K e x.

[5iI

V= xo H

ST Q’DUEOSOS fO}‘QECG’ﬂI Uitia represei tagao apr ro¥imada de uma

i
grande variedade de fendmenos complexos devido & sua capacidade de tratar
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5.4  Algoritmos Nebulosos e Programacac Matematica

imprecisdes, Deste modo, eles podem fornecer um significado efetivo pa-
ra descricoes aproximadas de objetivos, restri¢oes, desempenho de sistemas,
estrategias. etc.

A execucgao de uma instrucao nebulosa apresenta como resultado um con-
junto nebuleso. e se for necessario a escolha de um 1nico elemento deste con-
junto como resposta, pode-se adotar vdrias estratégias. A estratégia mails
comurn € escolber o elemento de malor grau de assoclacdo no conjunto e no
caso de ser mals de um, pode-se escollier um elemento de maior grau qual-
guer. ou utilizar um ontro critério externo. ILsta alternativa recebe o nome
de Regra da Alternativa Preponderanie.

5.4 Algoritmos Nebulosos em Programacao
Matematica

A teoria ce conjunt e sendo aplicada em otimizacao de

€
sistemas desde 1975 asualmeme ass0cCiada a imprecisdes guanio as res
trighes. recursos. parametros e variavies de decisdo do problema. Slowinsks
[Slowinski. 1985] apresenta um quadro comparativo de diferentes téenicas de

oz.imizagéo que empregam elementos nebulosos, propostas no periédo de 1975

o]

il

cac deste 1
—. {::zvz Linear Ne

e Gllero, 19207 _Hopée—se métodos interativos que fazem
ica omprovada eficiéncia em ollmizacao
; .
:

tudados dois diferentes tipos de procedimentos baseados



Y

st
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na hipétese do conhecimento local da funcac utilidade ser impreciso. No
primeiro procedimento, assume-se que o Decisor pode estimar de um modo
numeérico aproximado os trade-off 's locais entre os critérios. Nosegundo caso.
assume-se que os trade-off's locals sdo estimados de um modo gualitativo
através de termos linguisticos.

[y

dimentos propostos em |Baptistella e Ollero. 1980]. Seja o problema escalar

Como exemplo de algoritmo nebuloso. apresenta-se a seguir um dos proce-

‘U‘_
]

Voo fileis oo+ anfein]

- o Decisor pode

7., entre os critérios 7 e j. Por exemp

i
vizinkanco de F,,7. onde vizinhanc¢a € representada pela funcac

. © gy g e e mmeo b
“y, € 3115 pckdiii{ﬁﬂo Qe espalin

as preferéncias do De

rginal ideal enire

os critérios 1 e 7 € correspondente & proporcac ideal T isto €,




Algoritmos de Baptistella e Ollerc

=

2.0

Levando-se em conta que as metas nebulosas estao conectadas entre si por

conectivos “e”. o efeito combinado total pode ser representado pela intersegac
NGE R0 GE

: i
E B R
w7

dos subconjuntos nebulosos G%. G* = G

i

]
..... #an(\ﬁl’m.u‘

; e 3 f ks 3 3

fige = min [ugr(aj,] |

O valor de g representa o grau de satisfacac do Decisor por f*. que
)

pode ser otimizado atraves de um algoriimo adequado. Na proxima segao.
algoritmos nebulosos de Baptistella

apresenta-se de forma mais detalhada os
e Ollero. gue utilizam estimativa qualitativa dos trade-off s locas.

5.5 Algoritmos de Baptistella e Ollero

Os métodos multiobjetivos 1nterat
[ — T
m propienias do 11po

Qllerp {1950 resolvem 1

it
:r‘[ B

<. & A = b
A=dr 2, <1, €T, =101 {
o o e TN R R AU N [N I
e }}R,ijlz’;‘ﬂ_sa 0.8 apDrexeiing propriegades e COnVeNIta [
El p e . PO S . iy g b e e P
i pode-se utilizar a formulacao equival
Gy filr - (5,10
¥
£.a Ar =4

a1
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Como comentado anteriormente, procedimentos interativos geralmente
s&0 imiprecisos. e para tratar tais imprecisdes Baptistella e Ollero propuse-
ram quatro algoritmos que utilizam teoria de conjuntos nebulosos. O pri-
meirc trata as informacoes aproximadas do Decisor de um modo numérico e
fol apreqemddf} resurnidamente na secao anterior. O segundo procedimento
utiliza resultados derivados de Alwebra Nebulosa [Dubois e Prade, 1978 pa-
ra definir um algoritmo interativo. O terceiro e o quarto procedimentos sao
baseados na aplicacao de algoritmos relacionals nebulosos utilizados quando
o Decisor nao estéd apto a fornecer estimativas numeéricas mas apenas lin-
guisticas de ¢ias preferéncias. Sua esséncia € a hipotese de que o Decisor
pode fornecer um protocolo com termos linguisticos qualitativos para modifi-
10). Estes procedimentos

cacao sequencial do problema escalar equivalente (5
s&o descrilos a seguir.

Algoritmeo Linguistico Nao-Interativo

s do pmﬁema escalar equiva-
] ohjetivo

vende
E}GG?"C [

O

Os termos |
% [EeTInos i
mente COMMG SUbConIunios L;eb 1ias

em percentuais de fatores de m

DEGUETC QCTESCITO. QUTESCITNG
decréscimo e gr‘s’mdf decréscimo.

Q prm

alo consiste de um conjun

O

1ocolo contendo todas as 7

O
antes da combinagao dos termos | gt‘@'stéffﬁ hasicos que definen
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5  Algoritmos de Baptistella € Ollero

G
or

completamente um fator de mudanga ¢;. Essas regras sao conectadas por

“ou”, comao segue:

Se Fle F} entao ¢

i1
ou
9 - =
Se F? e F? entéo ¢f
ou
ou
Se F[* e F* entéo ¢
onde Fy. F e c. j = 1,...7,. 1= 2, ...m, sho termos linguisticos associados

aos valores de fl. fiew fecpem*\ amente.

h

(*ada regra cehlineumar rela Cc‘aO nebulosa ent:

=
’“‘i
nd
|}
th

fioinferindoc. g = 1.0, . Devidoa
mudanga ‘“E’Qnii"zi - sera urn conjunto nebu
o fator de mudange requerido— pelo algoritm
um procedimento para selecionar o valor mais apropriado dentro do conjunto

nebulosc ¢, Neste u"‘ba]ho, utiliza-se o valor que apresenta {ungao associacac

3

os valores MAXIMos, Caso GXEQT-EM;J p‘COb
ransformar um pAmers ne buloso e um

. PR T . A e i :
e se possivel o valor marimae de cada ohigtive, F;

Passa 2 Interajo com o Decisor para obter: subconjunios nebulosos do u-

rso de discurse para cade critério, 1 = 1., m, que tém associados fer-

i

nguisticos deseritivos: todas as regras para se defonir completamente a
Do {f? ca de decisdo (protocolos). inferindo o fator de mudanga ¢.o € ¢ suporte
dos subconjunios nebulosos o; gue definem as magnitudes dessas mudangas.
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Passo 3 Escolha um vetor de ponderacio inicial o® = (1.aj.. ... al) com
o? > 0. ¢=2,...m, e normalize-o. Faga k=0,

Passo 4 Hesolva o y? blema escalar equivalente (5.10) com o € obtenha a
solucdo 7 € fi{ =1,.,m.

Passo 5 Para cada critério, 1 = 2....m, determine o conjunto nebuloso as-
sociado com o fator de mudanga ¢, j = l...r. alravés dos protocolos defi-
nides no Passo {. Como mais de uma regra pode contribuir para o cdleulo
da decisdo . faga ¢, = ¢t U ¢ U . U ¢ Selecione o valor deterministico

1
de ¢;.

‘:‘.l
3
i
fl'.‘:
?
(""v
Q
?3’
by
&
el
H
S
“+
-

ocolos tém gue

Procedimentos que utilizam esquemas de aprendizag
1 -

demn ser acrescentados a este algoritmo atraves de interag

cada passo.

Algoritmo Linguistico Interativo

gque o Decisor € acionade em cada passo

.

ilar um e:'dcfz;o\ o mbw os *\?‘o res de

ou TEnos aceil
te epcontrar o subconjunto
regra.

Ao contrario do algor
protocolos podem ser su
tervalo [0.1] ao mves
iterative € descrito nos
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Passo 1 Defina os termos linguisticos basicos, os delimitadores linguisticos
os protocolos para inferir ¢, 1= 2. .. m.
Passo 2 Escolha um rvetor inicial o = (1.a5,..,al,

¢ = 0.

Ve normalize-o. Fuaga

Passo 3 Resolva o problema escalar equivalente (5.10) com of € obtenha ¥
€ ?r?fi"k} i=1....m

Passo 4 Apresente [,(0") ao Decisor gue realiza entdo o diggndstico lin-
guistico nebuloso para cada 1 = m. atrarés de use combinado de delimi-

= 1.
tadores linguisticos € termos lingu 25?{505 bdsicos.

Passo 5 Enconire os subconjuntos nebulosos gue descrevemn o diagnasiico

linguistice atraves de uso da regra composicional de Zadeh, in,

suntos nebulosos ¢y, ... ¢y € SEus valores deterministicos associados,
Passo 6 Teste o critério de parade. Se nao for sotisfeito. faca o7 =
(1.a%co. ... 0Lcn). normalize-o. faga k= k-1 ¢ volle ao Passo 2.
Lste algoritmo apresenta uma caracteristica adaplative ou de auto-apren-
de mod 100 1 o dos resulta-
X p.

5.6 Implementacao no Espago dos Objetivos

Segundo a estrutura de dois niveis L‘hmaﬁ neste 1rab

4 i) s I 3
famento ge varias ormas de

s metodos lirgg 1008 PIOpPostos
. Deste modo.

o
<
L'f'
fD
o
el

‘!

CAD
com o Decisor sera reduzida. pois estimar seus

trade-off = de ffh ma qualitativa (linguistica] € bem mais simples do qgue de
forma guantitativa (numeérica}.

-
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Foram implementados os dois algoritmos nebulosos linguisticos (nao in-
terative e interativo) propostos por Baptistelia e Ollero.

A versdo do algoritmo linguistico n&o-interativo para o espago dos obje-
tivos, em uma iteraco genérica k do algoritmo bésico consiste dos seguintes
pPassos:

Passo 1 Inicialize y° = f{r¥), o% = wf/ul, 1= 1...m (vl # 0}, onder €
o indice de um objetivo de referéncia. faga I = 0.

Passc 2 Para cade critério. yl. ¢ = 1.....m. use os protocolos definidos

previamentec ¢ determine os conjunfos nebulosos associados aos fatores de

mudance .. 7= 1....r,. Como mais do que wma regra pode contribuir para
o

iy 2 L

o cdlculo da (356::&0. faca ¢ = ¢ U oef U0 U Selecione o valor

determinisiico de ¢,

Passo 3 Teste o critério de parada. Se ndo for salisfedo. faga o' =
. ' I 2 7 . , . -
QL L0 O Gt Oy G O Oy € normalize-o, Faga il =1+ 1.
Passo 4 Hesolva o probiema linear
min < a.y > (511}
y¥ER

ohiendo v ¢ vd pare o Passo 2

No caso 4o algornimo nebulose lnguistico interalivo. os passos seriam os

Passo 1 Inicialize 3% = fi = moiu,. # 00, ende v

£ o (ndice de um objets

PaDSQ 2 Apresente y' ao Decisor que fard o diagnostice linguistice para cada
I N m combinando os lermos hmguisticos bdsicos ¢ os delimitadores
M?g:zr COS.

Passo 3 Frnconire os subconjunies nebulosos

o
Y
L]
¥
o]
s
o
U\
-
-3
B
=4
:-e

6 dicgndsiico

linguistico atreves do uso da

=X

egra Comyposicional de Zac?f.f"
g B

fnﬁf'a 08 sub-
conjuntos nebulosos oL .. ¢t F e seus valores determenisticos associa-

dos.
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Passo 4 Tesic o critério de parada. Se ndo for satisfeito, faga o'*! =
: ' i i
ley. abes el ey Lo G,y aben]. € normalize-o. Fagal =141

Passo 5 Resolva o problema linear

fmn < a', ¥ >
yeY*

obtendo y' € vd para o Passo 2.

A Figura 5.1 ilustra a relagdo entre os subconjunios nebulosos associados
a0 universo de discurse de cada objetivo. no espago dos objetivos.

Fim
o &
¢ S iy
S !
N
P
Y
\\A T
e \\
.
A AN
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\ - \
‘;>\// TN
PN«- A /- P Y 1
iy . A
P \ ~ L

5.1: Subconiuntos dos Universos de Discurso

ue numa primeira iteragao sera selecionado o ponte ¥ = y. uma
jor grau de associagac com o CDTNE:I‘RJ bom
‘ o é factivel. ¢ nivel de

c fizly € T. Conforme
ﬂi{?ii(‘}():}dé*v e [Ferreira e Ge"@ﬂ“-f»‘! 18401, esta solugdo tem como proprie-

te trade-off

*fn

dade minimizar a norma infinito { che%me‘? enire ¥ € & cur

T {Fig. 3
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Do ponto de vista de andlise no espago dos objetivos, o que os métodos
de Baptistella e Ollero fazem é rotacionar o vetor de ponderagoes (Fig. 5.3)
através dos fatores de mudanca ¢, de modo a refletir preferéncias do Decisor
em relacio aos subconjuntos nebulosos associados aos universos de discurso.
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ura 5.3 Efeito do Fator de Mudanga
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Entretanto, a implementacao dos algoritmos nebulosos de Baptistella e
Oliero no espaco dos objetivos ndo produziu bons resultados, por apresentar
grandes oscilagbes em torno dos fatores de mudanga. lenta convergéncia, e em
alguns casos, nao convergéncia no nivel de decisac. Estes fatos, j& observados
por Sakawa (1984) em implementacoes no espaco das varidveis de decisao
podem ser associados a situagdes em que a solugao do problema multiobjetivo
se encontra numa regido de ' em que exista uma lenta variagdo de trade-
off ‘s, o que exigiria grande precisac no calculo dos fatores de mudanga para
produzir exatamente o vetor normal a. Esta situacdo é particularmente
frequente em problemas multiobjetivos lineares, como as implementagoes no
espaco dos objetivos.

A partir destas observagdes, buscou-se uma redefini¢ao do problema es-
calar associade aos algoritmos de Baptistella e Ollero gue é discutida na

pProxXirma seGao.

5.7 Redefinicao do Problema Escalar

Devido a lenta convergéncia apresentada pelo

,,\
—
o
o
Il
<
f
o
an
M
8
5
...._. ~
o
¥l
o
o

Baptistella e Ollero. propde-se nesta secao uma reformulagao dt problema
escalar
min < a.y >
ve 3F
en termos de Norma Infinito {Tchebyvchefl ) Generalizada [Bowman. 1975
A morma infinito generalizada de um vetorz € A7 ¢ {‘Ee[“ nida como
min max {oily — yil} (5.12]
’Eﬁt:}“ 1< R

cuja interpretacao geométirica ¢ fornecida na Figura 5.4
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Assim sendo. qualquer ponto associado a curva de solugbes eficientes no
espaco dos objetivos pode ser facilmente determinado atraves de uma escolha
adequada de ponderacdes a,. ¢ = l....,m. Note ainda que o problema
anterior pode ser visto como

min o (5.13}
yeY”®
5.8 oz oy -yl =100 it

e portantc, o problera escalar permanece linear. O mesmo nao ocorre. em
geral. se a implementacao através da norma infinito generalizada fosse feita
no espaco das variaveis de decisac. Observe ﬁ‘ﬁ&h’i’if‘i’:t-'ﬂ que a redefinicac do
problema escalar atraves de gualguer norma € imediata ¢ dei¥a o problema

—

muito simples no espaco dos objetivos. o que mals Wna Vez NG 0COITE. em

geral. no espaco das decisdes.

\
OF G norils

Linguistico Naa-Interativo, os

g.
No »ifgrﬂ‘ ;
iliza d@& peic Decisor para cada criterio forar

t 1 oos seguinies: Bom (B A-
ceitével (A). Pobre (P} e Inaceitavel (1),
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Figura 5.6: Protocolos
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Os protocolos e o suporte para os subconjuntos nebulosos ¢;'s sa0 08
mesmos utilizados no algoritmo nao-interativo.

O critério de parada no nivel de Deciséo para os dois algoritmos nebulosos
incorporados fol o seguinte:

¢ = 1.0, z=1.2.

Como exemplo de execugao de alguns passos do algoritmo nebuloso nao-
interativo. suponha que numa iteragao genérica [ obtenha-se

como solucho fornecida pelo Analista ao Decisor. Utilizando-se os termos

linguisticos definidos pelo Decisor éj’?ig. 5.8 tem-se:

g (Bre (AR
y2: AR

¢ E PTG — A PR A £ ey o oA e o g P
Consultando-se os protocolos (Figura 5.6 pode-se fazer a seguinte 1u-

e FProiocolo 1:

1. y; € (Bleys é{P) — ¢l safre vm PI1
2.y é LAV e ys é (P — ¢f sofre um Pk
3. y1 € (Bieys el — ¢ sofre um GD

-

4.y é (A e ys € (1) = ¢ sofre um GD.

Como se pode observar. 4 regras estio ativas e portanto ¢ conjunto ne-
buloso r@%ué*aalc ¢y serd a unido dos comjuntos oL ) o= 1.4 ?evrcwmcda

U
pei operacao maximo. O {01‘;%11’:5{5 nebuloso resultante apresenta dois picos.
Ut

a:ml ,

ou-se a média aritmética dos pontos associados aos picos para inferir o
famr de mudanca resultante, fornecendo o=1.5.
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¢ Protocolo 2
g2 € (A} } sofre um PD:

2. ys € {A)eysé (1) — & sofre um GD;

fe

yz € (P} — ¢

[I—Y
wd

tu

Como se pode observar, 2 regras estio ativas e portanto o conjunto ne-
bulose resultante ¢y serd a uniao dos conjuntos ¢, j = 1,2 representada
pela operagao méximo. O conjunto nebuloso resultante apresenta dois picos.
Utilizou-se a média aritmética dos pontos associados aos picos para inferir o
ator de mudanca resultante, fornecendo ¢;=1.5. Como ¢1. ¢ # 1. 0 critério
de parada nho ¢ satisfeitc. e portanto tem-se ot = {oley aber 1), faz-se
! = ]+ 1. normaliza-se o', resolve-se o problema escalar (5.12) e apresenta-se
novamente a solucae encontrada ac Decisor.

3

o ‘ii'zgufs‘i co interative considerando-se o mesmo vetor

,mk
=
:

No caso do algor
y'. os

Dhagndstico do Decisor:

e

a350%5 SA0 0% seguintes:
o

1 Sf - & R S . cebr e EFE Y.
1.y, € (Aj e yz é (P} entaa ¢ sofre um (PD):
- z PR ~f e
2. € (Bleys é (P entac ¢ sofre um (PR

ST

SR

R = (A4) x (PD) (5.13)
R:={F} = {FD] (5.16]
Ry = (B} = {FPD; {5.17]
R = (P < {(PD) (5.18)
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Os subconjuntos nebulosos dos fatores de mudanga, ¢ e ¢z, podem ser
inferidos através da composicao entre os conjuntos nebulosos resultantes do
diagndsiico e as matrizes relacionais formadas.

et

(MT.A) o By ] ~ [(MT.P)o R{] (5.19)

¢y =

e;={MMB) o Ry] n [(MT.P} o R} (5.20)

Oc= valares deterministicos dos fatores de mudanca podem ser obtidos pelo
eiemeﬁzo de mémmo grau de assoclaghc no conjunto nebuloso, no caso, ¢ =
0.7. ¢2 = 0.7. Como ;. ¢z # 1, ¢ critério de parada ﬁaee%anﬁfm{o e portanto
tem-se. o7 = {ale, abey. 1), fazese § = [+ 1. normaliza-se o . resolve-se o
probl escalar {5.121 e apfeifznta—se novamente a solucao encontrada ac

Para a resolucao do problema em questéo. iniclalmente utilizou-se os pro-

' } 0. Como nac ocoTreu a con-

_ ou-se gradativamente, estes protoco-

atingir a convergencia desejada. Todo este trabalho se faz neces-

. pois protocolos muite restritivos podem levar a situagoes nao 1 ctivel

i goritmos ocorre guando a aplicagio

d ¢ ermos Hnguisticos associados aos fatores

de mudanca do tipo Aeréscime Desprezivel Decrescumo Dfﬂpw:-{szf, Obvia-

mente se o Decisor associar estes termos apenas quando os objetivos forem

hons., por exemplo. entao possivelmente nio OCOTTETE COnVErgencia. ula vez
e tipo podem ser infactivers.

Isto demonstra gue ac definir seus -31‘020{30305. o Decisor deve ter claro
re <3 i .

c
critério em relacao acs demals, A 1@ O comvergencla dfs pr(*,xf;edén’;emo é u-
ma evidencia de que o De ]

-
impossibilidade estrutural de atend

Este problema esta presente nos dols algoritmos nebulosos implementa-

dos. sendo que pare o algoritmo interativo € faciimente coniornado. pois &
cada interacio o Decisor pode notar que a convergéncia nao ocorre e relarar

um pouco sua decisio, permitindo assim a CONVErgencia, o que Nac OCOoTTe no
caso nao-interativo.
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No caso do algoritmo interativo, simulou-se o diagnéstico do Decisor a-
través da definicao de Delimitadores Linguisticos (AL, MT, MM, NM e NA)
em valores percentuais sobre cada um dos subconjuntos nebulosos (B, AL P
e I) definidos para os objetivos. com a finalidade de testar a eficiéncia deste
algoritmo semn incorrer em incoeréncias do Decisor.

Na préxima secao compara-se os resultados apresentados pelos algoritmos
nebulosos frente aos nac-nebulosos.

5.9 Resultados Numéricos e Comentarios

A partir dos resultados obtidos com a implementagao dos algoritmos
citados na secao anterior € possivel estabelecer comparagdes e avaliar desem-
penhos mimericos.

As Tabelas 5.1 e 5.2 apresentam os resultados para a execugao dos aigo-
ritmos nebulosos nao-interative e interalive. respectivamente.

No caso interative foram utilizados os seguintes valores percentuals para

simular o diagnostica:

Altamente: entre (0 e 5% do subconjunto considerado:

Nuito: entre 5 e 209 do subconjunto considerado:

va
e
o
;;
=
~
C)
o
o
e
o
I
<
v
[z
¢
jaw
D
X
™
[a¥
o
C

Mais ou Menos: enire 20 e 80¢
Nao Muito: entre 80 e 955 do subcor z_";z_zr‘ae considerado:

Nio: entre 95 e 100% do subconjunto considerado.
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Observando-se as Tabelas 5.1 e 5.2 constata-se que como esperado., o
nimero de iteracdes do algoritmo interativo é menor que o numero de inte-
ragoes do algoritmo nao-interativo. Isto se deve ao fato do algoritmo intera-
tivo levar em conta informagoes melhor qualificadas pelo Decisor a respeito
dos valores das alternativas propostas.

O nimero de sclugdes eficientes geradas por estes algoritmos foi ligeira-
mente menor em alguns casos (N, = 20 no caso nac interative, N, = 25

no caso interative) mas em geral da mesma ordem de grandeza daqueles
apresentados pelos algoritmos nao-nebulosos.

Comparando-se as implementacdes de algoritmos nebulosos e nao-nebu-
losos do ponto de vista do Decisor. as implementacoes baseadas em variaveis
linguisticas fornecem um mecanismo adequado para que o Deasor expresse
preferéncias e oriente o processo de obtengao da solugac de compromisso de
uma maneira natural. f\ca caso dos algoritmos nao—ne‘bu.sosos. a}em de realizar
comparacoes ordinals que importam numa atribuigao subjetiva de utilidade
para cada alternativa, o Decisor deve ser capaz de indicar incr Cﬂ'@“ioi em
relachdo aos objetivos de forma a se calcular taxas marginais de substituicao e,
em seguida. definir tamanhos de passos e avaliar a convergencia do algoritmo.

Em qualquer caso. exige-se do Decisor um certo conhecimento a respeito

D

do problema. de maneira a se ohter protocolos e subconjuntos nebulosos

associados aos termes lingulsticos num casc € taxas de cubsiitmgao efc, em

. estas informacdes sejam mais simples e naturais

5.10 Conclusao

Neste Capliuio apresentaram-se os conceiios basicos sobre a Teoria de
N 1

conjuntos e Algoritmos Neb iando-se alguns trabalhos em'o’i—

‘\H?‘QG a Ez}’)i?ia(:df'f destes concellos em programda
: s

acho matematica. Notocan
a otimizacao multiohjetivo. estudarani-se os algoritmos linguisticos propos-
tos por Baptistella e Ollero. os quais foram implementados no espage dos

ohjetivos. Posteriormente constatou-se um mau desempenho destes metodos
ac tratar problemas com curva de trade-off linear ou achatada. e propos-s
sua reformulagido em termos de norma infinito generalizada. Comentou-se

1

também. o desempenho numérico destes algoritmeos e discutiu-se suas vanta-
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gens em relagdo aos algoritmos nao-nebulosos implementados.



Conclusao Geral

Neste traballio empregou-se uma forma de abordagem para a resolucao de
problemas multiobjetivos, que permite trata-los nteiramente 1o espago dos
ob;‘eiivec Seguindo esta filosofia, implementou-se os métodos de Geofirion et

1(1972) e Baptistalla e Ollero
Comro}e de poluicac em rios. ¢b

(1980}, dpufadcm a um problema cléssico de
tendo-se resultados compativeis com aqueles
encontrados na literatura.

1

Com o emprego deste tipo de estrutura deriva-se pf@f}zéedades mportan

tes tais como. linearidade. robustez. convergéneia infinita e homogeneidade.

as guals permitem a imp?ememacao de métodos mult 10%1{3@ os corn simpli-
ficaches relevantes. Em funcio destas facilidades, torna-se possivel abordar
o prob 1 na multiobjetivo atraves d@ implementacdes mais elaboradas sem ¢

acréscimo de complexidade pare a sua resolugado.

ementacdes no espaco das decisdes. Embora & resoclugao d

ma do tipo Min-Max seja em principic uma tarelz dispendiosa, o

se aproximar a curva de solugbes eficientes atraves de linearizagac externa
: 4 .

;:IJ“
-y
o
=
™
beef

egiao de interesse para o e

Como possiveis extensdes para este trabalbo sugere-se:

e Tratar o problema mestre através de um método Simplex Multiobjetive
[Yu e Zelemy, 1975 pois o nimero de bases eficientes e, em geral, muito
menor no espaco dos objetivos. do que no espago das decisoes. Con

g

um peguenc numerc de bases, a tarefa de se gerar faces eficientes €

)
o
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simples, o que também simplifica em muito os esquemas de enumeragao
presentes quande se trata o problema no espago das decisoes.

e Tratar as restricoes como conjuntos nebulosos de forma a orientar com
maior precisio e significado as agdes do Decisor. Se for possivel re-
presentar os cortes do espago dos objetivos em termos de intersegdes
de subconjuntos nebulosos, o diadlogo Decisor-Analista torna-se muito
mais natural e o Decisor terd como interpretar e orientar suas decisoes
no nivel estrutural de maneira também hinguistica.

e Implementacio de Sistemas de Suporte a Deciséo baseados em Pro-
gramagac Multiobjetivo. Come o problema possul uma estrutura ho-
mogénea no Espace dos Objetivos. objetivos lineares. restrigoes lineares
e pequeno nimero de varidvels, a implementagao de qualquer meétodo
multiobjetivo torna-se muito simples. Obviamente. a existéncia de um
grande elenco de métodos integrados numn sistema que ofereca facili-

conhecimento sobre
prograrmagio matematica. € essencial para a abordagem de problemas

dades de interacio. inclusive para USUATIOS S€m

genéricos de programagac multiobjetive.
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Apéndice A

Conjuntos Nebulosos

A.1 Operagoes Basicas

Um Subconjunto Nebulose A é definido como uma classe de obietos com
i J
um continuc grau de associagac ou periinencia.

defi-

ary

O conjunto no qual cada elemento do subconjunto nebuloso A est
nide é chamado de Universo de Discurso U,

Um subconjunto nebulose A é caracterizado pela Fungdo Associagac pal-)
que mapela cada ponto de U em um nimero real no intervalo 0.1

O Conjunto Suporie de A € o conjunto de pontos em L em que pal-5 > 0.
Um Fonto de Cruzamento de um subconiunto nebuloso A ¢ qualguer ponto

8 1 i I

do universo de discurso U7 em gue pal-) = 0.5,

Um Singleton Nebuloso € um subconjunto nebuloso cujo suporte € um
dnice ponto em (.

Um conjunto nebuloso A em {7 € dito Vazio se e somente se

palz)t=0 ¥Yrel (A1
Toualdade; dois coniuntos nebulosos A ¢ B, definidos em [V, séo 1guais
bl : Z

se e soInente se

4

palzi = uglz). Yz el (A2

Complementagao | a complementagio € uma operacao gue transforma
umn conjunto nebulose definido em um universo de discurso, em outro con-

f—
o
[
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junto nebuloso definido no mesmo universo de discurso. O complemento de
um conjunto nebuloso A € denotado por —A e definido por

poalz)y =1 palz), Yrel. (A.3)

Estar contido em : um conjunto nebuloso A, em U7, € dito estar contido
em um conjunto nebuloso B, em U, (i.e, A é um subconjunto de B}, se e
somente se

pale) < pglzr), veell (A.4)

Unido : a unido de dois coniuntos nebulosos A e B.em [, é um terceito
conjunto nebuloso C, em U, representado por

C=AUBoul' =A+ 5, [A.5)

e é definida por
polr) = palz)V ppla) (A.6)
= max{palr), upizil. Yoel. (A7)

A unido de A com B ¢ o menor conjunto nebulose que contém tanto A

Intersecfic : & intersecac de dois conjuntos nebulosos A e B, em [,

resulta em um terceiro conjunto nebuloso U, em [, escrito como,

C=ANHE. Yzl [AE)

e ¢ definida por
pcizi = pale) i ppla) {A.9)
= min{pualz) upleiy, Yrel. (A1)

Algumas propriedades de unide, intersecao e complementagac de conjun-
tos nebulosos ¢



A.1  Operacoes Bédsicas 107

Au(BuC)={AUBLC
AM(BAC)=(ANBINC
“"'}(;’i{jB}ﬂﬁ_%[jﬂB
(AN B)=-AN-B
Cr{AUB)=(CrAUCNB)
CUANB)=(CUAN(CUB)

feis Associativas
Leis de De Morgan
Leis Distributivas

Produto : o produto entre dois conjuntos nebulosos, A e B, em U €
representado por AB e definido como

paplz) = palz)ppiz), vrel, (A1)

Exponenciagao : a exponenciacio de conjuntos nebulosos, representada
por A® = (AA ... . Al. o vezes. é definida como

pasiey = {ua{zy)®. Vrell (A12)

onde a é um numero real positivo,

Produto por escalar : o produto de um escalar real por um conjunto
nebuloso € representado por a A, e definido como
paalr) = apale). Vel {A13)
onde o é um numero real naoc negativ
Soma Algébrica: a soma algébrica de dois conjuntos nebulosos 4 e B,
definides em . € representada por 4 + F e definida como

pasplry= pale)+pupie). Yrel. (A 14

satisfazendo a restrican de que pgaypiry < 1. para assim torpar a soma

algébrica consistente com as defini¢bes anteriores,

Relacoes nebulosas : a relacio-nebulosa R de um conjunto U para um
conjunto Y, é um subconjunto do produte cartesiano [ x ¥ e é representada
por uma funcao associagao de duas varnavels

R= [ pnleyif(zy). YrelevyeY (A.15)
JLxY
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Uma relacio-nebulosa pode também ser representada como uma matriz
de relacio. cujo elemento (i, j) € o valor de p{z,y) para o i-ésimo valor de z
e o j-ésimeo valor de y.

Fstendendo-se o conceito, uma relacao-nebulosa n-éria € um subconjunto
nebulose de U; x Uy x ... x Uy, definido por
R = prlr, . xo)flzy, . za), Yo e U, i=1,...,n (A1)

Uy % . xUs

Composicio de relagdes nebulosas: seja R uma relagao-nebulosa de
[’ para Y e S uma relacéo-nebulosa de Y para Z. Entac a a composicao de K
e & é uma terceira relagio-nebulosa (matriz relagio-nebulosa). representada
por K o S. e definida como :

P

Ro S :z/ supminlprlz.y), psly. z)i/{z. 2) (A1T)
Uwd oy
ou
ftes= f Volur{z.yi Apsly.2)j/(z. 2] (A 18]
UxZ
Yrell, yeY ez Zev, representa o supremum sobre o dominio de Y.

Se /.Y e Z forem conjuntos finitos, entac a matriz de relagac R ¢ S ¢
dada peloe Max-Min entre as matrizes de relacado He >

MNormalizagio: seja 7, (1) o supremum de uma fungao associagdo palr}
U

sobre o universo de discurso. Um conjunto nebuloso A é dito normal se
Fala) =

ﬂ@'?ll 050

caso contraric € subnoermal A norma 11 4o de um conjunto

za
e ser feita através da divisao de palz) por Falz)

\.of")

b
; "r“‘

£

g

=

o]

P
i

o

Cha

e pode S€T eXpressa por,

NORM{A) = (Fqla)) 7 palz) palaj# 0. Vo el (A

Jomn

Concentracao: a acdo da operacac de concentracac sobre um conjunto
pebuloso A. em I, possul como resuliado umn subconjunto nebuloso de 4. com
uma reducho relativamente pequena nos graus de associacao dos elementos
de [/ que tem um alto grau de associacio em A, e uma redugao relativamente
grande pos graus de associacac dos elementos de [ que tém um baixo grau ce
associacao em A. Este efeito pode ser conseguido elevando-se. por exemplo.

palx) ao guadrado. Simbolizando a aplicagao da operagao de concentracao
sobre A por CONC{A}. podemos escrever

proncialal = yi{;‘r}. vr el {A20)
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e pela defini¢do de A" temos,

CONC{A) = A2 (A.21)

A operagio de concentracao apresenta as propriedades distributiva sobre
a uniao. sobre a intersecao e sobre o produto entre conjuntos nebulosos e
também, pode ser composta com ela prépria.

CONC{CONC(A)) = A* ou CONC®[A) = A", (A.22)
onde o € um inteire maior ou igual a dois.

Dilatacao : a dilatagio ¢ uma operagao que possui o efeito contrario
ao da concentragio. pois no caso da sua aplicagdo a um conjunto nebulose
A.em I/, produz um subconjunto nebuloso denctado por DIL{A}. com um
aumento relativamente pequenc nos graus de associacao dos r que possuem

m alto grau de associacao em A e um aumento relativamente grande nos

u
graus de associagao dos 7 que possuemn um balxo grau de associagao em A.
A dilata c;é é definida con
ppipcayir) = (pale)P Vo e U {A.23)
ou
DIL{A) = A" [A24)

Intensificacio de Contraste: esta operagao quando aplicada a um

contunto nebuloss A. em [, origina um aumnento nos graus de associagao
' ixo de 3.5 e um decréscimo mos graus de associagao

pala) que estao acima de 0.5, A intensificagdo de contraste € expressa por
INT{A} e definida como

pinriala) = 2u5iz), para 0 < palr) < 0.5 (A.25)

3

pintiadz) =121 — palx)i®, para 0.5 < pgle) £ 1 (AZ6)
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E interessante motar que a intensificagio de contraste reduz a nebulosi-
dade do conjunto. Como no caso da concentragao, a intensificagao possui a
propriedade distributiva para a unido, intersegdo e produto entre dois con-
juntos nebulosos,

A funcéo que define a intensificacdo de contraste € usada também para
representar funcoes associagao de conjuntos nebulosos. Logo, é interessante
definir uma funcéo S da linha real para o intervalo [0.1] dada por

S{palr)y =0, para puulz) <0 (A.27)

S{palz}) = 2,&‘ (z), para 0 < pa{z) <03 (A.28)
S(ua{a)y=1-2(1 = pala))®. para 0<palz) <1 (A29)
S{palzit=1. para palz)>1 (A.30)
Combinacdo Convexa: esta é uma operagac que representa 1 Conjun-
tos nebulosos Ay, Ag ..., A, gualsquer. em um Unico (‘oﬁ‘mmo nebuloso

A, através de uma combinacio ponderada sobre as funcoes associagao dos

MEesMos.
palr)=wipg (o) +wopa, () + . F wopa dah (A31)
onde w; = 0e¥ i ,w. Yrel

=1

Fuzzificagio: a operacio de fuzzificacio tem o efeito de transformar
um conjunto ndo-nebuloso em um coniunto nebuloso, ou apenas aumentar o
grau de nebulosidade de um conjunte nebuloso. Representa-se um conjuznto
A fuzzificado por Aou F(A) onde “~7 representa o fuzzificador.

Seja (o conjunto dos nimeros reaise x € 7. A expressio “z & 37 signi-
fica que "7 é um numero aproximadarmente igual a 37, enguanto que “r= 3"
significa que “r ¢ um conjunto nebuloso de pimeros quf—; S€ 7 pm‘im)am de 3

g =

nanto "> denocts ue”. "»7 denota * pzoxzmafiam ente maior
que”. A operagao de fa zificacao é essenciai para a det
res }.iﬁgugszicos como “mais ou menos. “ligeiramente”, “muito”, etc., como
gera visto posteriormente.

Enguanto "=" representa igualdade. ©
Q q

J‘

inicéo de delimitado-

Um fuzzificador e car

acterizado pelo seu Kernel Kiy). o qua
junto nebuloso resultante da aplicagao do fuzzificador a um singleton 1/y em
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[/, ou seja. K(y) = 1/?; o que mostra a dependéncia de ) sobre y. Geral-
mente Ky} éam intervalo nebuloso cuja fungao associacao pp(y(z) € uma
funcio nao crescente com a distancia entre z e y.

A Fuzzificagdo Pontual é definida como um processo que transiorma
um singleton nebuloso 1/z, definido em U, em um conjunto nebuloso z con-
centrado em torno de 7. O resultado da aplicacdo do fuzzificador F a um
conjunto nebuloso qualquer A, em termos de Kernal é,

F(A. K) /E gl /2K (D), (A.32)

onde [pa(z)/z]A(z) representa o produto do escalar pal{z)/z pelo conjun-
to nebuloso ﬁ{:r;. Pode-se {azer uma analogia entre a equacdo {A.32) e a
representagao integral de um operador linear. tendo A'(r) como resposta ao
impulso.

Seia A um conjunto nebuloso definido por
T [A.33)

A= leyjoy+ .0 4 palr

onde p ()¢ o grau de associagho de z,. 1= 1,....nem A Se considerarmos
a fuzzificacao como uma trans formagaea linear. entédo fuzzificando-se A tem-se

A :ﬁi{,r]j;z;l-&...%g/ﬁ{:,}fﬁn. (A.34)

podendo-se entao considerar dois casos especials,

Caso 1 @ Se wirn 1=1..... n, sa0 constantes, entao
paola)iz = pilzx, 1=1..., T [A.35)
Caso 2 : Seax;, i=1..... 1. s&0 constanies. entac
ﬁlsz‘) T,o= il (A.36)
Caso 10 Kir; acteriza a transformacao linear que mapeia 1/7; em 7.
A fuzzificagao Qu . ;-.L;zsfa_“: . Aem A é expressa por DF (A A7) {s- fuzzificacio
ou fuzzificacho suporte). e é definida como,

A = SF(A R = iz )i VAo un (K (). (AT

H
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hY

onde u;{z;)K(z,) representa o produto de um escalar por um conjunio ne-
buloso & “+7 simboliza a unido dos conjuntos nebulosos. No caso acima, A
apresenta um conjunto suporte finito. No caso mais geral SF(A; K} é definida
Como

SF(A;K}z];m(x}/zgfqm). vee U, (A.38)

Se A é um singleton 1/z, entdo SF(A: K) = K{z). A propdsito. um sin-
gleton é analogo a uma fungdo delta e K{z) assume a fun¢ao de resposta ao
impulso. Uma s-fuzzificacao pode ser empregada para produzir uma trans-
lacio de um conjunto nebuloso dentro ou nao do seu universe de discuso. A
- fuzzificacao tem um efeito semelhante & operacao de dilatacao, mas dife-
rindo guanto ao fato da dilatagdo de um conjunto nao-nebuloso ser também
um conjunto nao nebuloso. enquanto que a s-fuzzificacdo de wm conjunto
nio-nebuloso resulta, em geral em um conjunto nebuloso.

Casc 2 Seia K{udz) o Kernel que define a fuzzificagio pontual que
transforme w{z) em p(x). Denominando-se GF{ A A {fuzzificagao do grau
de associacao ou g-fuzzificacho). a fuzzificagao que transforma A em A. onde

o

A :ﬂ;{z}ja:; &...-:—fins'_;r}f:r?; (A.39;

GFA:R)=A = Kipla)i/or+ .+ Kig(z))fe,  (A40)

ndo, se

h
s
[
et
[
[
9‘
it

{Gen

A= /p*z‘ (A4l

-

entic a g-fuzzificacio de A, define um novo conjuntc nebuloso

o

emn que o grau de associacho de z em GFAA) € o conjunto nebulose
pair) = Kz}
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Convexidade : um conjunto nebuloso A € dito convexo se e somente se
os conjuntos I' definidos por.

T, = {zlua(e) 2 o} (A.43)
forem convexos para todo o € [0, 1], ou ignaimente se e somente se
paldzy + (1 — Ayzz) 2 minfpalzr), palzz)), (A.44)
para quaisquer Tj e 2z em U e YA e (0,1

Limitagdo : Um conjunto nebuloso A é himitado se e somente se os
conjuntos definidos por (A.44) forem limitados para Va > 0 isto ¢, existe um
raio finito Ria) tal que [zl < Rla). Vo €l,.

Projecio: A projecio de um conjunto nebuloso A no ™. com funcao
associacio sobre um hiperplanc H definido como

A4h)

snto nebuloso denotado por Sy H}em K*7* com fungac assoclagac

M
o

1T COn

psmiay T T = sup gl Tl

e
ey
]

A.2 Termos Linguisticos

Ume linguagem L pode ser vista comso a correspondencia entre um con-
junto de termos 7 e um universo de discurso U, e pode ser caracterizada por
wma relagho-nebulosa N gue associa cada termo y em T & um objeto 7 em
[, com grav de associagio pn(y.x) € [0, 1]. Por exemplo. y = jovem. 7 = 23
anos emlao unfjovem.23) pode ser 0.8, onde U = {r/x € Z .0 <r & 1003.

Um termo pode ser gidmico, por exemplo y = alto. ou composto, y =
muito alto. Para um z fixo, a fungdo uasly, ) define um subconjunto ne-
buloso M{y) de U, que expressa o significado de z. Sua fungao associagac €
definida por
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i) = pnily.a), rellevyed. {A4T)

Uma varidvel linguistica é definida como uma variavel cujos valores sao
sentencas em uma linguagem natural ou artificial. Se por exemplo, alto.
muito alto, ndo alto, etc.. sao valores de estatura, entdo estatura € uma
variavel linguistica.

Os termos atomicos dividem-se em quatro categorias

1. Termos primérios que servem de rotulos para um conjunto nebuloso
especifico de um universo de discurso.

& ¥ “

9 Negacao (“nho” ) e conectivos {“e ™, “ou 7}
(=] L /

3. Delimitadores, por exemplo, muito, mais ou menos, ligeiramente, etc.

4. Marcadores,”{ | "{parénteses}.

Com a composicao de termos atdmicos, surge um problema que € encon-
trar o significado do termo composto. Por exemplo, 2 = hu, onde h € um
delimitador e u é um termo com significado especifico,

A.3 Delimitadores Linguisticos

inguistico “h~ pode ser definido como um operador que
transforma o conjunto nebulose M{u) (significado de wi em um conjunto
nebuloso M {kul. Logo. tem & fungho de gerar umn conjunic de valores para

as varidveis linguisticas. & partir de uma colegdo de termos primarios. Por
exemplo, o terme primario “alto”, as Copjum;é s “e” e "nac” e o delimitador

“rnuito”. podem gerar : muite alto. muito muito alto, ndc muito alto. alto €
1

nio muito alto. ete. O eperando sobre o qual um de imitador linguistico age

=

deve ter um significado ne Eoso.

O estndo dos delir

elimitadores linguisticos poder ser feito dividindo-os em
duas categorias nebulosas basicas.
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Tipo I - Os delimitadores desta categoria podem ser representados como
operadores agindo diretamente sobre um conjunto nebuloso. Sao exem-
plos : muito, mais ou menos, altamente, ligeiramente, etc..

Tipo IT - Os delimitadores deste tipo tém uma caracterizagao muito mals
complexa que os do tipo 1, e agem sobre as componentes do conjun-
to nebuloso. A definicdo deste tipo de delimitador ¢ efetuada sob a
forma de algoritmos nebulosos envolvendo delimitadores do tipo I. O
efeito deste delimitador pode ser aproximado a uma modificagao nos
coeficientes de ponderacgao de uma combinagao convexa. Sao exemplos:
essencialmente, tecnicamente, atualmente, estritamente, praticamente,
regularmente, etc.

Delimitadores do Tipo 1

I

Muito @ este delimitador age como um intensificador do significado do
seu operando. A operagao que tem esta propriedade € a concentracao. Seja
A um conjunto nebuloso em U representando o significado de um termo y e
A* o conjunto nebuloso resultante da aplicagdo da operacac de concentracac
sobre A. com significado ¥~

A" = CONC(A (A48)
A" = A%, (A.49)

e substituindo-se o termo pelo seu significado tem-se.

- a2 ‘ -
Y= muidoy =y {A.50;

Se
y o= plr /oy pelae /o + o+ pnlza )/ (A.51]

entao
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muito y = gz ) /ey + pilze)/z2 + o + pilz)/x.  (AB2)

ou mais genericamente, se

entao

muito y = /[ uHz}/ . (A.54)

O delimitador muito pode ser composte com ele proprio. exemplo

muito muite 7 = .

Nio € correto escrever, 7 = muito nao exato, pois a frase pode se tornar
incompreensivel, Submtm se entac nao exato por inexato, assim tem-se. 7

— muito inexato = inexato’ = {nic exato)? . Muite distribui-se sobre a
operacac de unlao, Umw aplicado sobre um termo nac-nebuloso resulta no

proprio termo nac-nebuloso.

O termo muito é bastante utilizado em relagdes comparativas, ex.. mui-
to mais bonito. muito menos seme E‘; ante, etc. Seja a relagho “malor que”,
represeniada por*>" e definida como.

ot

> = [ 1/(v.w). (A.53)

onde">" tem um significado de um conjunto nao-nebulosoev,w € e e o

copjunto de todos os pontos em I" x L' em gue v > w. O dehmitador mutto

age como um s-fuzzificador, p is transforma o conjuntc nac-nebuloso™>" em

um conjunto nebuloso simbolizado porX»” e expresso como.

. r R N T
> o= é}z}+K_?-'“u,} i lvw)

e mSE{= > A (A.56)
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onde K € o seu Kernel definido como,
Klv,w) = /g{l S {r—v—s+w) Y (rs), (A.57)

onde r.s €l e

D={{r.s):r—v>s~uwl (A.58)

Mais ¢ menos: estes delimitadores podem ser chamados de acentuadores
e desacentuadores, respectivamente, e fornecem graus mais suaves de concen-
tracac e dilatagho que aqueles associados as operagdes CONC e DIL. Sao
definidos como,

. £ - Y

mais 1= 1 {A.BY)
noes

HEnos ¥ =1, {ABD)

Qs expoentes sac escolhidos com o proposito de fazer valer a identidade
aproximada, mals mais r ¥ menos muito 7. Uma importante aplicacéo dos
delimitadores mais ¢ menos. € na definicao de delimitadores naturais. cujo

significado difere ligeiramente de outros, por exemplo,

altamente = mars muilo (A61
au
altamente = menos muito muito. (ABZ)

O delimitador mais ow menos pode ser utilizado como um s-fuzzificador.
Quando seu operando tem significade nebuloso, seu efeito € aicangado atraves

jas)

da dilatacic ou da desacentuagao.

nais ou menos = SE{LU R, {A.63

onde K é o Kernel associade ac conjunto [
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Delimitadores Tipo I1

Essencialmente: seja um termo r cujas componentes sao expressas por
T1,T2.. - ., Ty Assume-se que o conjunto nebuloso r ¢ uma combinagao con-
vexa de suas componentes:

plz) = wypy + wolis + oo + Wrlhn, (A.64)
onde "7, wy=1ew; 20, t =1,...,n. sendo que w, mede & importancia
do i-ésirno atributo z; e y; é o grau de associacac de um y individual em

7;. O delimitador essencialmente, aumenta o pesc dos atributos importan-
tes e diminul o peso dos atributos que sao relativamente sem importancia.
Para isto. normaliza-se os pesos w; ‘s tal que w; seja o peso mais alto {va-
lor unitaric), em seguida divide-se o quadrade dos pesos normalizados pela
somatéria do quadrade dos pesos normalizados. Obtem-se assim, o efeito de
cssencialmente sobre seu operando.

O procedimento descrito acima pode ser usado para expressar o efeito de
outros delimitadores linguisticos deste tipo, fals como: fecnicamente, regu-
larmente. etc.

Até o momento considerou-se delimitadores simples cujo eleito pode ser
caracterizado através de combinacdes ou composices das operacdes elemen-
tares descritas. O gue nao se considerou foram delimitadores cuja agao nao é
ficil representar. nem mesmeo aproximadamente em termos das operagoes e-
lementares descritas neste texto. Para caracterizacao estas acdes necessita-se
do uso de algoritmos nebulosos.

® T
A.4 Algoritmos Nebulosos
Um algoritmo nebulose pode ser representado por uma sequéencia de ins-
trucoes ordenadas que fornecem uma represeniagac aproximada de uma gran-
de variedade de fendmenos complexos,

Em algoritmos nebulosos encontram-se instrugdes dos tipos :

1. Declaracdes de atribuicao
<
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é aproximadamente igual a 5;

€ grande;

*
MW X

é positivo;
nao é grande e X nao € pequeno,

= 3.

oo

I

Declaragdes condicionais nebulosas
x se T é pequeno, entdo y é grande, sendo y nao é grande;
* se 1 é positivo, entéo decresga y ligeiramente;
% se z é muito malor que 5, entao pare;

* se r é muito pequeno, entdc va para 7.
3. Declaracoes incondicionais
» multiphgue ¥ por x:

* decresca Eigei:ameme ¥

+ delete primeiro algumas ocorréncias de 1;
* va para 1.
* escreva x.
= pare.
A execucio de uma instrugio-nebulosa, apresenta como resultado um con-
. )

junto nebuloso. mas se for necessario a es coL}a de um unico elemento deste
conjunto como resposta. pode-se adotar vérias estratégias para faze-la. A
estratégia mais comum € escolher ¢ elemento de major grau de a assoCiagas no
conjunto e no caso de ser mais de um. pode-se escolher um elemento alea-
toriamente. ou utilizar umm outro critério externo gualguer. Esta alternativa
recebe o nome de regra da alternativa preponderante,

Os algoritmos nebulosos podem ser classificados de acordo com o tipo de
aplicacao. Podendo ser utilizados para a definicao e geracao de conjuntos
nebulosos, para a descricao do comportamento de sistemas e de estratégias
ou regras de decisio.



