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RESUMOQO

Regulagao Otima Robusta de

Sistemas Lineares Incertos Sujeitos a
Restrigoes no Estado e Controle

Neste trabalho ¢ estudado o problema de regulagio étima robusta de sistemas
lineares (A, B) discretos no tempo, incertos, sujeitos a restriches lineares simétricas
no estado e controle e dominio de parametros incertos, definido por intervalo de
matrizes envolvendo as matrizes A efou B. Uma condicao, suficiente de existéncia
de solugdo para o problema é obtida a partir de resultados da teoria de poliedros po-
sitivamente invariantes. Utilizando essa condi¢ao, uma formulacdo de programacio
linear € proposta para solugio do problema de regulagéo robusta. A abordagem pro-
posta € propria para sistemas de grande porte com grande mimero de pardmetros
incertos.

A regulacdo de triafego em linhas metrovidrias é formulada como um problema
de regulacéo robusta de sistemas lineares discretos no tempo, sujeitos a restrigdes
no estado e controle. Para sua solucao é utilizada com sucesso a abordagem de
programagao linear desenvolvida neste t:abalho. Exemplos numéricos, cor: linhas
metroviarias com pardmetros e porte compativeis com os encontrados na pratica,
ilustram a superioridade da formulagio de regulacao robusta proposta, sobre formu-
lagbes alternativas que néo consideram diretamente as restricdes no estado e controle
do sistema bem como as incertezas nos parimetros de seu modelo.
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ABSTRACT

Robust Optimal Regulation of

Uncertain Linear Svstems
Subjected to State and Contrel Constraints

In this work, it is studied the optimal robust regulation problem for linear

uncertain discrete-time systems ( A, B), subject to symmetrical linear constraints
on the state and control and uncertain parameter domain, defined by interva: ma-
trices including A and/or B . A sufficient condition for existence of solution to the
problem is derived from results of the theory of positively invariant polyhedral sets.
Using this condition, a linear programming formulation is proposed for the solution
of the regulation problem. The proposed approach is indicated for large svstems
with large number of uncertain parameters.

The traffic regulation in metrolines is formulated as a robust regulation problem
for discrete-time linear systems subject to state and control constraints. For its
solution, it is used with success the linear programming approach developed in this
work. Numerical examples of metro lines with parameters and size compatible to
those existing in pratice, illustrate the superiority of the proposed robust regulation
formulation over alternative ones that do not consider directly the state and control
constraints and the parameter uncertainties.



Simbologia Utilizada

R - conjunto dos nimeros reais

e - conjunto dos vetores reais de dimensio n
Rrxm - conjunto das matrizes reais de dimensio n x m
C - esta contido em

D - contém

I, - matriz identidade de ordem n

A - matriz transposta de A

At - matriz inversa de A

A(A) - valor préprio da matriz A

det(A) - determinante da matriz A

posto(A) - posto da matriz A
| Al - matriz cujos componentes sao os componentes a;; da matriz A
tomados com seu valor absoluto |ay]

A .
= - definido como

= - equivalente a

< - muito menor que

12

aproximadamente igual a
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Introducgao Geral

Na engenharia moderna é comum vermos sisternas complexos que possuem li-
mitacoes no controle e no estado descritos por modelos lineares cujos parametros
nao sdo precisamente conhecidos. Exemplos podem ser encontrados em sistemas de
producio industriais, sistemas aeroespaciais, sisternas de transportes ... [12].

Uma forma heuristica de abordar problemas de controle envolvendo incertezas
nos parameiros e restri¢bes no estado ef/ou controle é resolver iterativamente um
problema sem restrigbes, com pardmetros nominais, com ume margem de seguranca
para garantir a estabilidade do sistema dentro das variacbes de parimetros possiveis
e variar a solucao do problema até que as restrigbes sobre o estado e controle do
sistema nao sejam violadas. O principal incoveniente deste tipo de procedimento
é a utilizacdo muito conservativa do dominio de validade do controle e margem de
seguranga, levando 2 obtengao de controles pouco eficientes.

Procurando evitar esses incovenientes, aborcagens recentes procuram tratar as
limitacdes no estado e controle e as incertezas do modelo, de forma explicita den-
tro da formulagas do problema de controle. Em particular. para sistemas lineares
a recente teoria de poliedros positivamente invariantes, tem tido muito sucesso no
tratamento de problemas com restri¢bes no estado e/ou controle. Ver por exemplo
Gutman [14], Bitsoris [3], 4], [5]. 16], Hennet [15], Vassilaki [21]. Até o presen-
te foram obtidos resultados efetivos para sistermnas de pequeno porte, com poucos
pardmetros incertos.

A regulacio de trafego em linhas metrovidrias de alta frequéncia é um problema
de controle de um sistema de g ande porte, envolvendo restri¢des no cstado e controle
e um grande nimero de parametros incertos. Este problema foi tratado recentemente
por VanBreusegem |{2] que propds um modelo linear, discreto no tempo, na forma de
varidveis de estado, para descrever o trafego de veiculos na linha e para obtencio da
lei de controle, formulou um problema de regulacéo do tipo varidncia minima, sem
considerar diretamente as restricoes no estado e controle do sistema bem como as
incertezas no modelo de trafego. As restricées no estado e controle, sao tratadas de
forma indireta através da ponderagdo relativa da participagéo do estado e controle no
indice de desempenho quadratico da formulagdo de variancia minima. As incertezas
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nos parametros nao sao consideradas,
Os objetivos a serem perseguidos neste trabalho séo os seguintes:

¢ Baseado principalmente nos estudos anteriores de Bitsotris [5], Hennet [15],
desenvolver uma metodologia computacional eficiente para solucio de proble-
mas de regulacéo dtima robusta para sistemas lineares discretos no tempo, de
grande porte, com grande nimero de parimetros incertos e sujeitos a restricoes
lineares simétricas no estado e controle.

¢ Aplicagdo da metodologia desenvolvida ao problema de regulagio de trafego em
linhas metroviarias, considerando diretamente na formulacio do problema de
controle, as restrigoes no estado e controle do sistema, bem como as incertezas
sobre os seus pardmetros.

O trabalho ¢ dividido em dois capitulos, resumidos a seguir.

Capitulo 1 - Regulagio de Sistemas Lineares Discretos Sujeitos a Restrigoes

E apresentado o problema de regulagéo de sistemas lineares discretos incertos
sujeitos a restrigbes no estado e no controle e uma metodologia para sua solugao
é desenvolvida. O capitulo é introduzido com alguns conceitos de invariancia
positiva, a seguir € apresentada a teoria de reguligio linear com restricoes
simétricas [; 3], [21] para depois entdo ser abordado o problema de regulagio
robusta sujeita a restrigdes. No decorrer da apresentacio dos resultados, sao
apresentados exemplos numéricos ilustrativos.

Capitulo 2 - Regulacio de Linhas Metrovidrias

Neste capitulo sao apresentados os conceitos bésicos de trafego em linhas me-
troviarias, é proposta uma modelagem e uma solucio para o problema de re-
gulagdo usando & metodologia apresentada no capitulo 1. No final do capitulo
sao apresentados alguns exemplos numéricos para linhas de metré ficticias que
ilustram a metodologia desenvolvida ac longo do capitulo.



Capitulo 1

Regulacio de Sistemas Lineares
Discretos Sujeitos a Restricoes

1.1 Introducao

O estudo de reguladores robustos para sistemas discretos incertos sujeito a res-
trigdes lineares no estado efou controle, ja foi anteriormente estudado por Sznaier &
Sideris {20], Bitsoris & Gravalou [5]. Sznaier & Sideris propuseram uma abordagem
por H.,, considerando apenas restricoes no estado. Bitsoris & Gravalou, usaram
os resultados da tecria de conjuntos positivamente invariantes [3], [6], consideran-
do restri¢bes lineares ndo-simétricas no estado e controle e o sistema (A, B) com o
dominio incerto definido por intervalo de matrizes envolvendo apenas a matriz A.
Para solucionar o problema, eiles propuseram uma sequéncia de dois problemas de
programacao linear, sendo o primeiro parametrizado pela variacdo dos parametros
permitidos. A solucao deste tipo de problema nao é trivial e requer um esforgo
computacional proibitivo, quando o numero de parametros incertos é grande.

A contribuicao deste capitulo é o desenvolvimento de um método computaci-
cual para solugdo de problemas de controle discreto linear robusto, sujeito a res-
trigbes lineares simétricas no estado e controle em sistemas com grande nimero de
pardametros incertos. O dominio incerto é definido por intervalo de matrizes envol-
vendo parametros das matrizes A e B. A abordagem utilizada se baseia também
nas teorias de invaridncia positiva e programacéio linear, como Bitsoris & Gravalou

[5].

Inicialmente séo recapitulados alguns resultados sobre invaridncia positiva [3],
{6] e de sistemas de regulagio linear com restrigdes simétricas [15], [21] para depois
entao ser abordado o problema de regulagéo robusta sujeita a restrigdes.
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1.2 Conjuntos Poliédricos Invariantes

Seré apresentada a seguir a teoria de conjuntos poliédricos invariantes simétricos.
Considere um sistema linear discreto auténomo descrito pela seguinte equacio

de estado
Thay = A:Ck (E.I)

onde r € R*, A€ R"" ek € T, onde T é um conjunto de inteiros ndo-negativos
T=1{0,1,2,...}.

Definicao 1.1 Conjunto Positivamente Invariante - Lassale [18]

Seja £ um subconjunio ndo vazio do R".

O conjunto Q1 € um conjunto positivamente invarianle do sistema (1.1) se pa-
ra cada estado inicial zg € §1 a trajetoria descrita por zy permaneca em 1, ou
equivalentemente se e somente se z € ) implica em (Az) € Q.

Se o sistema (1.1} é assintoticamente estavel {autovalores da matriz A estritamente
dentro do circulo unitario do plano complexo), € sabido da teoria de sistemas lineares
[16] que ele possui conjuntos positivamente invariantes na forma

RV,z),d £ {z € R :V,(z) < c,c > 0} (1.2)

onde ¢ é um numero real positive e V,(x) uma fungdo de Lyapunov quadrdtica do
tipo
Vo(z) = 2’ Pz (1.3)

com P € %" sendo uma matriz simétrica definida positiva e sclucio da equacéo
matricial

ATPA-P=-Q (1.4)

onde § € R™* é uma matriz simétrica posiiiva definida. Neste caso os conjuntos
positivamente invariantes gerados sio do tipo hiperelipséides.

Em muitos problemas de controle sujeitos a restriges se estd interessado na
existéncia de conjuntos poliédricos positivamente invariantes, R(G, w), caracteriza-
dos por uma matriz G € R™*" e um vetor w € R™ com componentes positivos
wi,t = 1,2,...m, da seguinte forma:

R(G,w) £ {z€R": —w < Gz < w) (1.5)

A seguir sao apresentadas as condigbes necessarias e suficientes para que o con-
junto (1.5) seja um conjunto positivamente invariante do sistema (1.1), [3] e [6].
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Proposigao 1.1 Biisoris /6]
O conjunio policdrico

R(G,w)y={z e R": —w <Gz < w}

com G € ™, w e B7, w;, > 0, ¢ = 1,2,...,m, € um conjunio positivamente
invarianic de sistema (1.1), se ¢ somente se

v(Az) < v(z) para todo z € R"

v{z) 2 m’ax{l—(%} (1.6)

wy

onde

Como v(0) = 0, a condigio v(Az) < v(z) para todo € R*, apresentada na
proposi¢ao 1.1, para o sistema (1.1), faz semi-definida negativa a funcéo

Av(z) £ v(Az) - v(z) (1.7)

Com isso, pode-se reescrever o resultado da proposicao 1.1 da seguinte formas:
“O conjunto poliédrico R((G,w) € wm conjunto positivamente invarianie de (1.1)
se e somente se a fungio Av(z) definida por (1.6} € (1.7) € semi-definida negativa.”
Pode-se ver que no caso onde v € R e o posto(G' = n, a funcho v(x)
definida em (1.6) é positiva-definide. Para este caso, a caracteristica de Av(r) ser
semi-definida negativa significa que v(z) é uma fungéo de Lyapunov para o sistema
(1.1), o que implica na estabilidade no senso de Lyapunov do ponto de equilibrio

z =0

Proposicao 1.2 Bilsoris [6]
O congunto
R(Gw)={r € R": —w < Gz <w) (1.8)

onde G € R™*", posto(G) =n, w € R™ ew; >0 ,¢=1,2,---,m, € um conjuntc
positivamente invariante do sistema (1.1), se ¢ somente se existir uma matriz H €
R7=™ com elementos tais que:

GA~HG =0 (1.9)

(1H| - 1w <0 (1.10)
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(O exemplo numérico a seguir, ilustra este resultado.

Exemplo 1 Considere um sistema de sequnda ordem discreto zipoy = Azy onde

Aw[ 0 W3'2} (1.11)
—0.1 04

Considere também um conjunto poliédrico convero defininido pelas inequagies

0.5z — z9] > —1.5 (1.12}
|z2] < 0.5 (1.13)
lzy — 8z, < 4 (1.14)
Este conjunto pode ser escrito na forma
R(Gw)={z e R*: —w < Gz < w) (1.15)
com
—{.5 1 1.5
G == 0 1 , w=|05 (1.16)
1 -8 4

De acordo com a proposigio 1.8, a condi¢do necessdria e suficiente, para que
R(G, w) seja um conjunto positivamente invariante € que exista wma matriz H € R3**
que verifique as condicées (1.9} € (1.10). Pode ser verificado por inspecéo que a ma-
triz H, abaizo, atende a esscs condigoes.

02 18 0
H=102 02 o (1.17)
0 0 0.8

Sendo assiva, o conjunto poliédrico definido pelas inequacces (1.12) a (1.14) €
um conjunio positivamente invariante do sisterna (1.11).

A seguir serd apresentada uma proposi¢ao que define propriedades sobre os an-
tovalores do sistema (1.1)

Proposigao 1.3 Bitsoris [6]

Se todos os polos A\, = p; % jo; do sistema linear (1.1) de ordem n estdo no
quadrado aberto || o] < 1, entdo existe uma matriz G € R com posto{G) = n
e um vetor w € R com componentes positivas Lais que o conjunto poliédrico R(G, w)
€ um conjunlo positivamente invariante do sistema (1.1} (figura 1.1).
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Figura 1.1: Lugar geométrico dos polos de um sistema linear que admite conjuntos
positivamente invariantes com limites poliédricos

Os resultados da proposicao 1.3 seréo ilustrados no exemplo a seguir.

Exemplo 2 Considere o sistema linear de segunda ordem

~0.32 0.3
- . 1.18
Thtd { ~0.42 0.92 J h (1.18)

Os autovaiores da mairiz A sdo A = 0.8 € Ay = —0.2. Pela proposicio 1.3, o
sistema (1.18) possui conjuntos poliédricos invariantes R(G,w) com G € R2X? ¢
posto((G) = 2. Fazendo

I 4
G= 1.19
) o
obtemos
0.4 1.2
H=GAG" = 1.2
[ ~0.2 0.8 ] (1.20)
Como todos os meiores principais da matriz
0.6 —1.2
1-|Hl= Y
o [ —02 08 } (1:21)

sdo positivos, entdo existe um vetor w € B2 com componentes positivos tais que
(1H] = 1)w <0. Um destes vetores € w=1]1 0.5 |,
O congunto poliédrico ¢ entdo,

R(G,w) = {z € R |21 + 4z, < L] = 2xy + 224| < 0.5} (1.22)
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1.3 Regulacao Linear com Restricoes

Nesta secao sera apresentado o Problema de Regulacdo de um Sistema Linear
Discreto Sujeito a Restrigies Lineares no Estado e no Controle (PRRL). S6 serd
estud-do o caso onde as restrigdes impostas correspondem a poliedros simétricos.

Considere um sistema linear discreto representado pela seguinte equacio de es-
tado:

Ty = AiEk -+ Buk (123)

onde zx € R" é o vetor de estado do sistema, up € R™ é o vetor de contro-
le, A € ®", B € R™ e k pertence ao conjunto dos inteiros nio-negativos
T=1{0,1,2,--}.

O vetor de estados z; admissivel do sistema é restrito ao conjunto convexo
definido pelo seguinte sistema de inequacdes lineares:

—w < Go <w {1.24)

com G € RV, posto(G) =new=[wywy-w,)T comw; >0,i=1,2,---n.
O vetor de controle, ux, € também sujeito a restricoes lineares

—pPSup S p (1.25)

onde p = [p1ps-+ pr)? com p; > 0,0 =1,2,...m.
O PRRL consiste na determinacio de uma lei de controle linear por realimentacao
de estado
ug = Fay (1.26)

com F € R™** tal que todos os estados iniciais do sistema de malha-fechada resul-
tante

That = (A -+ BF)LL‘k (127)

que satisfazem as restricdes (1.24 sdo transferidos assintoticamente para origem
satisfazendo as restricoes (1.24) e (1.25).

Associe a cada lei de controle linear de realimentacao de estado uy = Fzy, com
F e xmrt o conjunto

R{Ep)={z € R": —p < Fz < p} (1.28)

Pode-se observar que o conjunto poliédrico R(F,p) é a regisio dos estados do
sisterna de malha-fechada (1.27) para os quais o controle uy = Fuz) nio viola as
restrigoes (1.25).

O conjunto dos estados definido em (1.24) pode também ser expresso como

R(G,w) ={r € ®": ~w < Gz < w} (1.29)
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Esté clare que a lei de controle u;y = Fzy é uma solucio para ¢ PRRL se e
somente se o sistema de malha-fechada (1.27) for assintoticamente estavel e toda
trajetoria emanada da regido R(G,w) nio deixa essa regizo e a regiao R(F, p) para
gualquer instante & € T, esta condi¢do pode ser reescrita como na proposigio a
SegUIr,

Proposicéo 1.4 Bitsoris [{]
A lei de controle u = Fa com F € R™*™ ¢ uma solucdo do PREL se e somente
se

1. os autovalores XA;, © = 1,2,---n, da matriz A 4+ BF estdo no disco aberto
l)\!l <I;

2. exisie um conjunto positivamente invariante & C R" do sistema em malha-
fechada (1.27) tal que
R(G,w) TN CR(F,p) (1.30)

Uma outra abordagem para solugio do problema PRRIL ¢ a seguinte proposicao.

Proposicao 1.5 Vassiloki, Hennet & Bitsoris [21]
Se F € uma matriz real tal que

1. os autovalores X;, v = 1,2,---n da matriz A + BF esldo no disco aberto
[A,g < 1;
2. R(G,w) € um conjunto positivamente invariante do sistema de malha-fechada;
€
3.
R(G,w) C R(F, p) (1.31)

entdo a lei de controle u = Fx € uma solugdo para o PRRL € o0s vetores de estado
satisfazem a restricdo (1.24) para todos os estados iniciais 2o € R(G,w) ek € T.

Para aplicar este resultado na solucio do PRRL precisa-se garantir que R{G, w)
é um conjunto positivamente invariante do sisterna de malha-fechada {1.27).

Da proposicao 1.2 da secdo 1.2 tem-se as condigbes para que um sistema se-
Ja positivamente invariante, estendendo este resultado para o caso do sistema em
malha-fechada descrito por (1.27) dé-se a proposicao a seguir.

Proposigao 1.6 Vassilaki, Hennet & Bitsoris [21]
Se F' € ™= ¢ exisle uma matriz H € " tal que

1.
(1H| — 1w <0 (1.32)
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£
HG =GA+GEF {1.33)
3. os aulovalores X;, 1 = 1,2.---n da mairiz A + BF estdo no disco aberto
I/\,ﬁ] < 1;
4. |
R(G,w) C R(F,p) (1.34)

entdo a lei de controle u = Fz € uma solugdo do PRRL.

Hennet [15], explicita a condi¢do 4 da proposi¢a:. anterior usando o Teorema de
Farkas Estendido.

Proposigao 1.7 Teorema de Farkas Estendido - Hennet [15]

Uma condigdo necessdria e suficiente para que todo ponto v € R™ solugdo do
sistema de tnequagdes compativeis Qx < ¢, @ € R¥™™ e ¢ € R, seja solugio
do sistema de inequagées Pz < &, P € RP*" ¢ & € R¥ ¢ que erisic uma malriz
U € RP*9 tal que:

U= (uy) comu;; 20 pera i=1,2,--p j=1,2,---¢q (1.35)

UQ="p (1.36)
Up <@ (1.37}

Usando a proposigéo 1.6 e o Teorema de Farkas Estendido (proposi¢éo 1.7) pode-
se estabelecer a seguinte proposicao

Proposicao 1.8 Uma matriz F € R7*" solugdo do PRRL € dada por
F=MG (1.38)

onde M € R™*" ¢ wna solugdo vidvel do seguinte conjunto de restrigoes lineares

HG = G(A + BMG) (1.39)
Hl|w < ew (1.40)
|Mlw <vp (1.41)
0<e<1 (1.42)
0<y<1 (1.43)

onde € e~ sio escalares ¢ H € uma matriz real de dimensées apropriadas.
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As relacOes (1.39), (1.40} e (1.42) garantem a invaridncia de R((G, w), como pode
ser verificado na proposicao 1.2 da segao precedente. As relagoes (1.41) e (1.43) de
acordo com a proposicao 1.6 garantem a inclusdo de R{G,w) C R(F,p). G € R
com posto cheio e a invaridncia de R{G,w) asseguram que todos os autovalores da
matriz de maltha-fechada (A + BF) estdo no disco aberto [A] <e.

Tomando como base a proposicao 1.8, usando artificios de programacéo linear,
e fazendo a seguinte manipula¢do de varidveis

H=H —H, , M=M,—-M, (1.44)
|Hl=H+Hy, , |M|=M+M (1.45)
Hi>0, H, >0, My >0, My >0 (1.46)

podemos obter a solugdo do PRRL da seguinte forma:

com M;, M; obtidos da solucao do seguinte problema de programacao linear

, ,H;f%}ﬁm o € +py (1.48)
sujeito a:
HiG — HyG — GBMG + GBM,G = GA (1.49)
Hyw + Hyw — cw < 0 (1.50)
Myw + Myw — py <0 (1.51)
0<e<l (1.52)
l<~y<l (1.53)
Hy20, Hy20, My 20, M >0 (1.54)

onde p € um escalar nic-negativo que pode ser usado para especificar pesos rclativos
para a margem de estabilidade ¢ e o esforco de controle 4 no indice de performance.

A seguir sera apresentado um exemplo numérico ilusirando o problema tratado
nesta secao.

Exemplo 8 Considere um sistema de segunda-ordem descrito pela equagdo

' 0.6 0.5 0
Fpgt = [ 04 1.2 ] T + [ 1 } Uk (1.55)
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Suzeito as sequintes restrigées

<y <7 (1.56)
—w & Grp < u (1.57)
onde:
1.4 06 2.0
= 3 4 e 1.5
[0.4 0.9] © [1.3} (1.58)

E necessdrio entdo encontrar um controle de realimentacio de estedo linear
u = [f1f2]x tal que o sistema de malha-fechada resultante € assintoticamente estdvel
€ as restrigées (1.56) e (1.57! sdo satisfeitas.

Usando o programa linear proposto, (1.48) a (1.54) com p = O obtemos os se-
guintes resultados para o problema.

e= 005140  ~=0.5003 (1.59)

F=|-04752 —1.6449 | (1.60)

MA+ BF) = (1.61)

0.1775 + j0.2239
0.1775 — j0.2239

1.4 Regulacao Robusta Sujeita a Restricoes

Na prética varios sistemas discretos do tipo do sistema (1.23) nio possuem
pardmetros totalmente conhecidos. Coni isso é necessario o desenvolvimento de um
controle que garanta a estabilidade do sistema sujeito a restri¢des com parametros
incertos.

Este problema ja foi anteriormente estudado por Bitsoris & Gravalou [5], porém
eles abordaram o caso onde sé temos inceriezas na matriz A, sendo a matriz B
totalmente conhecida. E proposta a seguir uma abordagem para o caso onde A e B
possuem incertezas.

Considere o sistema linear discreio representado pelas equacdes:

Tri1 = Azg + Buy

(1.62)

u = Fag (1.63)
—w S Grp Sw (1.64)
(1.65)

—pSu S p
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up = Fzy, (1.63)
—w< G <w (1.64)
—pSup < p (1.65)

onde rx € R" é o vetor de estado, w, € R™ é o vetor de controle, 4 € R™*",

B € R™™ nao sao totalmente conhecidos, F é de dimenséo apropriada, G € R™=»

e possui posto cheio, w € R™ e p € R™ sao vetores positivos {w > 0, p > 0).
Considere agora que as matrizes A e B podem ter qualquer valor no intervalo

A< A< A, (1.66)

onde A;, A, e By, B, denotam limites inferiores e superiores das matrizes A e B
respectivamente.

O Problema de Regulagdo Linear Robusta sujeito a Resirigées (PRLRR) resume-
se agora em enconlrar uma matriz F € R™™ que estabilize assintoticamente o
sistema (1.62} e (1.63), respeitando as restrigoes (1.64), (1.65) para todo A e B que
satisfacam as inequagdes (1.66) e (1.67).

Sejam Ay e By dados por

Ap = giii_—%_éji), (1.68)

entao, quaisquer matrizes A e B nos intervalos (1.66), {1.67) podem ser escritas
COTHO

A= Ag+ AA (1.70)
B=By+AB (1.71)
- As <AA < A (1.72)
~ B; <AB < By (1.73)
com As e By dados por
Ag = (A, ~ A2 (1.74)
Bs = (B, — B)/2 (1.75)

Pode-se observar que as matrizes As e B; sio sempre positivas, ja que elas sao a
diferenga entre o valor superior e o inferior das matrizes 4 e B respectivamente.

Serd apreser‘ada a seguir uma proposicao que estabelece condigoes suficientes
para que F' € ™*" seja uma solucio do PRLRR.
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Proposigao 1.9 Uma matriz F € R tal que
F=MG (1.76)

€ uma solugao do PRLRER se M € R™" € uma solugio vidvel do sequinte conjunio
de restrigies lineares:

HG = G(A¢+ BoMG) (1.77)

|Hlw < ew — |G|As|G™ fw — ¥|G| Bsp (1.78)
(Mlw < yp (1.79)

0<e<1 (1.80)

0<y<1 (1.81)

onde €, v sdo escalares ¢ H € uma malriz de dimensdo apropriada.

Prova Para uma matriz F = MG ser uma solugcdo do PRLRR, a proposi¢io 1.8
deve valer para qualquer par (A + AA, By + AF Y (1.70), (1.71) com AA, AB
satisfazendo (1.72), (1.73). Dada uma solugdo vidvel H, M, ¢, v para um conjunto
de restrigies lineares (1.77) a (1.81) da proposicio 1.9, pode ser verificado, que as
restrigbes (1.40), (1.42) e (1.43} da proposi¢io 1.6 sio imediatamente satiseitas.
Para completar a prova € necessdrio mostrar que as restrigées (1.39) e (1.40) da
proposigdo 1.8 sdo também satisfeitas. Para quelquer par (Ag + AA, By + AB),
(1.89) resulta em

(H+AH)G =G(Ao+ AA+ (Bo+ ABYMG) (1.82)
Substituindo (1.77) em (1.82) € lembrando que G € R™*" tem posto cheio, tem-se
AHG = G(AA+ ABMG) (1.83)

AH = GAAG™ + GABM (1.84)

NMsando ogora as propriedades do operador |- |, € (1.72), (1.73), pode ser facilmente
verificado que

AH|w < [GAAG w + [GABM [ (1.85)
|GAAG™ w < |G| As]G™Hw (1.86)
IGABM|w < |G|BsiM|w (1.87)

Substituindo (1.79) em (1.87) tem-se

|GABM|w < +|G|Bsp (1.88)
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Substituindo (1.86) ¢ (1.88) em (1.85) vesulta em

IAHlw <|GlAs|G w + ~G|Bsp (1.89)
Considerando as propriedades do operador |- |, obtem-se
\H+ AHjw < |Hlw+ |AH\w (1.90)

substituindo (1.78) € (1.89) no lado direito de (1.90), resulta em
H+ AHlw < ew (1.91)

o que completa a prova, O
Nota-se que a proposicdo 1.9 € uma condigio baseada nos marjorantes (1.85),
(1.86) e (1.87) o que em alguns casos podem ser muito conservativos.

Usando a proposigao 1.8 e fazendo a seguinte manipulacio de varidveis bastante
usual em PL [13]
H:Hi“-"Hg 5 Mzﬁfl”“Mg (192)

H 20, H; 20, My >0, M >0
uma maneira eficiente e facil de resolver o PRLRR é {azer

F = (M, - M))G (1.94)

com My, M, obtidos da solugéo do seguinte problema de programacéo linear

Hl,Hsz!‘%i;{Mz € + py (1.95)
sujetto a:
HG — H.G -~ GBo MG + GBoM,G = GAg (1.96)
Hiw+ Hyw 4+ 4G Bsp — ew < |G| As |G Hw (1.97}
Myw+ Myw —4p <0 (1.98)
0<e<] (1.99)
0<~ <1 (1.100) -
Hi>0, H,20, My>0, My >0 (1.101)

onde p é um escalar positivo que pode ser usado para especificar pesos relativos para
a margem de estabilidade ¢ e o esfor¢o de controle ~.

Observa-se que o problema linear (1.95) a (1.100) e consequentemente o esforco
computacional necessario para sua solugio, é diretamente relacionado as dimensdes
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n, m do sistema (1.23) e completamente independente do nimero de parAmetros
incertos das matrizes A ¢ B. Combinando essa caracteristica com os pacotes de
programas para solucio de programacao linear para grandes sistemas, tem-se que o
uso do programa linear (1.95) a {1.100) seja indicado para sistemas de grande porte
(grandes valores para n, m) com grande mimero de pardmetros incertos.

Exemplo 4 Considere o sisiema de segunda-ordem usado por Bitsoris & Gravalou

[5):

Tisr = Axzy + Buy (]102)
onde:
T . ) .52
0.70 0.48 < A < 0.90 0.5 (1.103)
—0.42 1.00 -0.38 1.40
1.4 0.6 0 2.0
G [0.4 0.9}’3 [1}"&” {1.3}”’ 7 (1.104)

A solucio oblida do programa linear (1.95) a (1.100}, comp =0, €
F=[-04031 —1.6140 | , ¢ = 0.8812 , 7 = 0.5055 (1.105)

Assumind: agora que o dominio de incertezas também inclue o matriz B

0 ] o]
[0.95] s B [1_0:“}}% (1.106)

a solucdo obtida ¢

F=|-0358 -1.5031 |, e=00479 , 5= 0455 (1.107)

[O-ZIJ < B < L%g} (1.108)

F=]-03223 -1.5794

Para

a solugdo obtida €

,e=1.00, v = 0.463] (1.109)

0 0
[o.go} < B s [1.10] (1.110)

o programa linear ndo tem sclucdo admissivel.

[ I——

Para
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poliédricos positivamente invariantes e regulagio de sistemas lineares discretos no
tempo, com modelo perfeitamente conhecido, sujeitos a restrigoes no estado efou
controle. Baseado nesses resultados, foi obtida uma nova condigao suficiente para
solugdo de problemas de regulacio robusta de sistemas lineares discretos no tem-
po (A, B), sujeitos a restri¢des lineares simétricas no estado e controle e dominio
de parametros incertos definido por intervalo de matrizes, envolvendo parametros
das matrizes A e B. Ulilizando esse resultado, foi proposta uma abordagem de
programacao linear para solucéo do problema de regulacio robusta. A abordagem
proposta é computacionalmente eficiente, seu esforgo computacional é praticamente
independente do nimero de pardmetros incertos do modelo, sendo apropriada para
tratar problemas envolvendo sisternas de grandes dimensdes com grandes mimero de
parametros incertos. Exemplos numéricos ilustram ao longo do capitulo os resulta-
dos tedricos apresentados.

O uso e o desempenho da abordagem proposta para solugdo de problemas de
regulacio robusta com restrigdes sio também bem ilustrados na aplicacio dos re-
sultados obtidos neste capitulo, ao probiema de regulacao de trifego em linhas me-
troviarias a ser apresentado a seguir.



Capitulo 2

Regulacao de Linhas Metroviarias

2.1 Introducao

~ Linhas de metro geralmente possuem uma elevada demanda de passageiros. Com

essa caracteristica deve-se procurar um sistema que atenda ao fluxo de passageiros
com um determinado nivel de qualidade e com o menor custo possivel. Para atender
comercialmente a esses problemas a operagio de linhas de metré envolve a acho
conjunta de trés sistemas de planejamento e controle de trdfego: um programa de
despacho econdmico de trens, um sistema de sinalizacdo e protegao e um sistema de
controle e regulacao do trafego de veicules na linha.

O programa de despacho econémico de trens, em funcao das caracteristicas fisicas
da linha, do material rodante e de previsdes baseadas em dados histéricos da deman-

. da de passageiros, gera o programa horario nominal, que contém o horario previsto
de cada um dos trens em cada uma das estacdes  da linha, ao longo do periodo de
operagao [1], [11]. O programa horirio nominal é determinado de modo que se a-
tenda a demanda global eficientemente, mantende-se um nivel de conforto desejado
para os usuarios {1], [10] e [11].

O sistema de sinalizagio e protecio consiste de equipamentos do tipo “falha
segura”, tendo por finalidade garantir uma distancia winima 2ntre trens sucessivos,
evitando assim colisoes [2].

O sistema de controle e regulacio, atua em tempo real, executado pelos com-
putadores do centro de controle operacional, sendo responsavel pelo comando da
entrada dos trens na linha e a regulacéo do trafego de veiculos, de forma a garantir
sua estabilidade e aderéncia com o previsto no programa horario nominal [2).

Para resolver o problema de regulagho, Van Breusegem {2] desenvolveram um
modelo dindmico de tempo discreto, na forma de variaveis de estado, descrevendo
o trafego de veiculos em uma linha de metro. Baseado neste modelo, analizaram as

18
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condigbes de estabilidade do fluxo de veiculos e para obtencio da lei de controle,
formularam um problema de otimizacio guadrética irresirito (varidncia minima)
com o indice de desempenho representando o desvio do horério dos trens em relagao
ao programa nominal, juntamente com o esforco de controle requerido. A lei de
controle obtida é na forma de realimentacgio de estado. linear, invariante no tempo e
de facil realizacdo pratica. O principal incoveniente da formulacio por eles adotada
¢ a sua dificuldade de incluir diretamente, na formulacao do problema de otimizagao,
as restricdes, de origem pratica sobre as amplitudes méximas admissiveis para as
varidveis de controle (velocidade dos trens) e estado (separacao dos trens). Estas
consideragoes sao analisadas indiretamente atraves de uma escolha heuristica da
ponderacdo relativa dos componentes do indice de desempenho, o que em iitima
instancia resulta em uma lei de controle pouco eficiente.

Neste trabalho serd proposta uma formulacio do problema de regulagio robusta
6tima de linhas de metrd, utilizando programacio linear e a teoria de conjuntos
poliédricos positivamente invarianies, apresentada no capitulo 1, para o tratamento
direto e explicito das restricdes de amplitude das varidveis de controle e estado do
sistema bem como das incertezas sobre o valor de seus pardmetros. Para obtencao
de uma formulacio de programacio linear eficiente, explorou-se com sucesso parti-
cularidades do modelo de trafego. A lei de controle de malha-fechada obtida, tem
as mesmas boas caracteristicas da lei de controle de varidncia minima, porém seu
desempenho na regulacdo da linha é bem superior porque utiliza melhor o dominio
de factibilidade das variaveis de controle e estado do problema.

Para melhor compreensio do funcionamento de uma linha de metrd tipica, serd
exposto na se¢ao 2.2 como € o trafego em uma linha. os tipos de operacao gue elas
podem seguir, as variaveis do problema e os recursos disponiveis para controle e
movimentacao dos trens. Na se¢do 2.3 sera apresentado o modelo matematico de
uma linha de metrd, usado por Van Breusegern [2]. Na secido 2.4 serd apresentada a
regulagao 6tima de trafego para linhas operadas em regime aberto e regime fechado,
detalthando toda a formulagio matemética utilizada para a resolucio do problema.

E finalmente na secio 2.5 serdo apresentados exemplos numéricos com linhas de
metrd ficticias.

2.2 O Sistema do Metrod

Nesta segao sera apresentado o funcionamento de uma linha comercial de metro,
suas formas de operacio, a conceituacio de suas varidveis e os recursos disponiveis
para controle e movimentgao dos trens.
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55

sentido do trifego

Figura 2.1: Linha de metré operando em regime aberto

0

N1 D

Figura 2.2: Linha de metré operando em regime fechado

2.2.1 Descrigao do Trafego

Considere um conjunto de trens ordenados rodande em uma linha de metrd
constituida por uma sequéncia de plataforinas onde cada trem deve parar para que
passageiros possam subir e descer. Cada trem e cada plataforma sao caracterizados,
por um numero. Cada trem que entra na linha segue a sequéncia de plataformas
numeradas, que é a mesma para todos os trens na linha e em cada plataforma, a
sequéncia de trens € ordenada e é a mesma para todas as plataformas. Essas sao as
caracteristicas das linhas sequénciais que podem ser divididas em duas sub-classes:
linhas de regime aberto e linhas de regime fechado,

As linhas de regime aberto sdo definidas como uma sequéncia de N plataformas
com M trens operando. Os indices das plataformas variam de 1 a N e dos trens de
1 a M. Os trens sdo inseridos na plataforma 1 ¢ saem da linha na plataforma N
{figura 2.1).

As linhas de regime fechado possucin N plataformas (indice de 1 a N) e M
trens (indice de 1 a /) operando. A plataforma 1 é conectada a plataforma N e a
sequeéncia de trens rodando é {1,2,--- M,1,2,--- M,1,2,---} enquanto a sequéncia
de plataformas é {1,2,---N,1,2,--- N,1,2,---}. De acordo com a estrutura da
linha, as variaveis relativas a plataforma 1 dependem da evolugio passada do trafego
e ¢ influenciada pelas variaveis relativas a plataforma N (figura 2.2).
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2.2.2 Conceitos

Serao apresentados a seguir, alguns conceitos de operagao de uma linha de metro
tipica.

A oferta de lugares nos trens, para atendimento da demanda de passageiros é
funcao do nivel de conforto e do intervalo de tempo entre trens,

O nivel de conforto é decorrente da determinacéo de um limite méximo de car-
regamento de cada trem.

O intervalo entre trens, “headway”, é a varidvel que quando calculada e apli-
cada corretamente, permitird o escoamento dos passageiros que forem chegando as
plataformas de embarque, sem que os trens atinjam sua lotacdo maxima. O “head-
way”, por definicao, corresponde ao intervalo entre a partida de um trem de uma
plataforma e a partida do trem seguinte da mesma plataforma.

Cada plataforma em uma linha possui um determinado valor de “headway”, em
cada periodo do dia, pois a demanda apresenta caracteristicas distintas de uma
plataforma para outra e ao longo de um dia.

O programa horério nominal é constituido por uma relacdo de horirios de des-
pacho (saida) de trens de cada zona erminal (extremidades da linha), associado a
uma lista de tempos de parada que o trem deve cumprir nesta viagem e também
do nivel de desempenho que ele deve adotar. Portanto, o programa horario nominal
conterd todos os hordrios de despacho para cada trem, em cada plataforma da linha
ao longo de todo um dia de operagao comercial.

2.2.3 Recursos Disponiveis para Controle da Movimentacao
dos Trens

Em linhas metroviarias, por exemplo, como a Leste/QOeste e a Norte/Su: do Metrd
de Sio Paulo existem trés modos de operagao: o automatico, o semi-automatico e o
manual. Normalmente a linha opera no modo automatico.

No modo auntomaético, os equipamentos denominados ATO(Automatic Train O-
peration), existentes no trem e na estagio, sdo responsaveis por toda a movimentacio
dos trens, ou seja, ¢ 0 ATO que controla a velocidade, a aceleracio, a frenagem e a
parada suave e precisa, nas plataformas das estacdes. Neste modo os trens podem
ter sua movimentagao controlada pelo computador do centro de controle operacional
do metr6. Este controle é realizado pela manipulacio de duas varidveis: nivel de
desempenho e tempo de parada na plataforma.

No modo semi-automatico de operagao, é o operador do trem quem controla a
velocidade, dentro dos limites de seguranga permitidos, a aceleragao, a frenagem e
a parada nas plataformas.
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No modo manual de operacao, a velocidade maxima do trem fica limitada a 20
km/hora pois toda a movimentagao e seguranca do trem passam para as maos do
operador do trem.

O perfil de velocidade que um trem tenta seguir entre duas estagoes depende de
um sinal de nivel de desempenho transmitido ac trem pelo computador do centro de
controle, antes de deixar a plataforma. Apds a transmissao deste sinal, o computador
sO volta a ter controle sobre o trem na prixima estagio, quando entao determina o
seu tempo de parada, bem como o seu novo nivel de desempenho.

No caso da linha Leste/Oeste do Metrdé de Sio Paulo, existem oito nivels de
desempenho: NDO, ND1, ..., ND7. Para a linha Norte/Sul existem seis niveis de
desmpenho; PL1, PL2, --- PL6. Nas duas linhas, o ND0, para o caso da Leste/Qeste,
e o PL1, para o caso da Norte/Sul, correspondem a aceleracio maxima e velocidade
maéxima impostas ao trem. E os outros niveis vao tendo uma reducéo relativa ao
primeiro indice um a um até chegar a velocidade e acelera¢io minimas que um trem
pode atingir.

A manipulacdo do tempo de parada em que o trem deve permanecer com portas
abertas em uma plataforma € o outro recurso que o computador e/ou operador do
centro de controle operacional dispde para aumentar ou diminuir a velocidade média
da viagem de cada trem de uma extremidade & outra da linha.

2.3 Modelagem do Sistema

Para se controlar uma linha de metrd ¢ necessario estabelecer um modelo ma-
tematico para relacionar os instantes de partida dos diferentes trens das diferentes
plataformas. Para isso usou-se o modelo apresentado por Van Breuseugem [2].

Serd usada a notagio de dois indices para identificar as varidveis relativas a um
trem em uma plataforma. O indice superior é relativo ao nimero de um trem e o
indice inferior ao nimero de uma plataforma.

Considere t como o instante de partida do trem 7 da plataforma k. Os instantes
de partida do trem ¢ de duas plataformas sucessivas k e k + 1 sio relacionados por:

tigr =t + T + Sk (2.1)
onde 7} é o tempo de corrida do trem ¢ da plataforma k para k+ 1 e st é o tempo
de parada do trem i na plataforma k.

Para usar o modelo apresentado é necessédrio que se fagam algumas consideracdes:

1. As condigdes de operagio (nimero de trens, intervalo desejado entre trens
sucessivos, niimero de passageiros chegando em uma dada plataforma por se-
gundo, - -) sdo constantes.
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2. O tempo de corrida de um trem entre plataformas sucessivas (rl) nao depende
do nimero de passageiros no trem.

3. O tempo de espera de um trem em uma plataforma depende linearmente do
namero de passageiros que entram no trem.

4, O numero de passageiros a embarcar no trem ¢ da paltaforma & é proporcio-
nal ao intervalo entre os tempos de partida dos trens sucessivos i — 1 e 7 na
plataforma k.

O tempo de corrida 7}, segundo as consideragdes 1 e 2, pode ser expresso como
segue

r}; = R. + u’,; + wl}; (2.2)

onde R; é o tempo de corrida nominal de k para &+ 1, u} é a agdc de controle
aplicada ao trem 7 entre k e k -+ 1 para aumentar {u} > 0) ou diminuir (u} < 0) o
tempo de corrida, e wli é o termo de perturbagéo.
O tempo de espera s, segundo as consideracdes 1, 2, 3 pode ser modelado
como
Sky1 = S+ cpar{thyy — ;:;1) + w2y, (2.3)

orde § é o tempo de espera minimo em uma plataforma, quando nenhum passageiro
entra no trem e as portas sao fechadas o mais rapido possivel, ¢iy; € 2 taxa de
variagio do tempo de parada enire trens que representa o efeito do intervalo de
tempo entre os instantes de partida de dois trens sucessivos (2.1), e w2, é o termo
de perturbacéo.

Os parametros S, Ry e ¢; em (2.2) ¢ (2.3) devem ser estimados. S e Ry sao
determinados pelas condigbes de operacao enquanto ¢ deve ser estimado em cada
plataforma.

Reescrevendo a equacgio (2.1) segundo (2.2) e {2.3)

(1= ek )thgs =t~ ceratizy + 5 + Ri + uj +wp (24)

onde wi = wl} + w2j,,;.

A equagdo (2.4) dd uma descricao local da relagio do trafego entre dois trems
sucessivos e duas plataformas sucessivas. O conjunto completo de tempos de partida
ti (i=1,---M;K =1,--- N) corresponde a uma descricao global do trafego.

Assume-se que um plano de trifego ideal foi estabelecido para a linha, ele é
denominado programa horario nominal que é definido como o conjunto de instantes
de partida nominal T} para cada trem em cada plataforma da linha. Este programa
horério norninal é caracterizado por um intervalo de tempo constante H entre trens
sucessivos, 1.e.,

H=17*"-T (2.5)
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que precisa satisfazer a relacdo (2.4) na auséncia de controle e perturbacao.
Tiy = Ti+ el + S+ Ry (2.6)

E necessario que se estabelecam algumas condigbes iniciais para o problema. Foi
introduzido um “trem inicial ficticio” e uma “plataforma inicial ficticia”. O trem
inicial ficticio, com indice: = (, estd supostamente “na hora exata” em cada estagao,

b ki H

i.e., 19 = TP, Vk. A plataforma inicial ficticia, com indice k = 0, é tal que todos os

trens sao supostos estarem exatamente “na hora” nesta plataforma, i.e., t} = T}, Vi.
N ‘ H H 0y ¥

Defina z}, como o desvio do instante de partida atual £} do seu valor nominal 77,
ie.,

s e T (2.7)

Entao a equacao dinamica se torna
(1 = cry1)Thyy + oy =k +up+wy , k20,20 (2.8)

Para sequéncias de agbes de controle e perturbagdes (u}, w}) (2.8) descreve com-
pletamente o conjunto dos desvios de tempo z}.

Com o modelo proposto pode-se observar que uma linha de metro é mtrmsma—
mente um sistema instavel, para qualquer ¢; > 0. Qualquer desvio de tempo inicial
da primeira plataforma é exponencialmente amplificado ao longo da linha [2].

2.4 Regulagao Otima de Tréifego

Foi considerado inicialmente uma linha de metré operando em regime aberto com
N plataformas. Posteriormente este resultado serd expandido para o caso de uma
linha de metrd operando em regime fechado com o mesmo nimero de plataformas e
trens. O caso de linhas fechadas com menor mimero de trens que plataformas nao
serd abordada neste trabalho.

2.4.1 Linhas de Regime Aberto

Para descrever o trafego de trens em uma linha de metré operada em regime

aberto, com N plataformas, [2] propdem o seguinte modelo linear, invariante no
tempo:

X;41 = AX; + BU; (2.9)

- 4 - . T
e (2.10)
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Up= (uh i o NP ! (2.11)
(73] 0 é‘} 0
b a by
A= B= (2.12)
0 bN an 0 bN
Ck
ap= . p=1...N 2.13
k (1 — i) (2.13)
b= — k=1 N (2.14)
-

onde: X;, U; sio vetores de dimensées {N, 1), representando o estado e o controle
do sistema, A e B sdo matrizes de dimensdes (N, N}, nao totalmente conhecidas, )
representa o desvio do instante de partida do trem 7 na plataforma k em relagio ao
previsto no programa hordrio nominal, ¢; representa a taxa de variagido do tempo
de parada dos trens na plataforma k em relagdo as variagdes do intervalo entre trens
sucessivos nessa plataforma e ul representa a variagio no tempo de percurso do trem
i entre as plataformas k e k + 1, de acordo com o nivel de velocidade comandado
para o trem : nesse percurso.

Observa-se que o vetor de estado X; é formado pelos desvios de tempo z!, tal que a
soma dos seus indices é precisamente igual ao Indice do estado j: X; = {zi|i+k = j}.

A linha de metré possui restrigoes fisicas sobre as suas varidveis X; (estado), U,
(controle) e X;u1 — X; (“headway”™). O controle é sujeito a restri¢des fisicas, depende
diretamente das caracteristicas técnicas do material rodante e da via, que determi-
nam a aceleracao e velocidade de cada trem em cada plataforma, limitando os niveis
de desempenho que pode assumir. O estado X é sujeito a restricoes operacionais e
ao dominio de validade do modelo linear, pois ele representa o desvio méximo, em
relagao ao programa nominal, do instante de partida dos trens nas plataformas. O
“headway” {X;41 — X;) é também sujeito a restri¢bes operacionais e, ao dominio
de validade do modelo, que € o intervalo entre trens sucessivos, evitando assim co-
lisdes entre os trens. Com isso tem-se as seguintes restricoes, sobre a amplitude das
variaveis de estado e controle:

—dr < X; <dz (2.15)
mduS U_,,.' Sdu (216)
—dh < (X1 - X;) < dh (2.17)

onde dz, du e dh sao vetores positivos de dimensdes (N, 1), dr é a amplitude do
estado, du é a amplitude do controle e di é a amplitude do “headway”.
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Como ja foi apresentado na secdo anterior o sistema (2.9) é um sistema instavel:
com essa consideragao e com as restrigoes (2.15) a (2.17) vé-se que é necessario
estabelecer uma lei de controle de realimentaciao de estados, linear, invariante,

U, = FX; (2.18)

que garanta a estabilidade do sistema. A lei de controle seré projetada de tal forma
que minimize um indice de desempenho formado por normas de X;, (X;41 ~ X;) €
U; para todo j > 0, sujeito as seguintes restrigbes

Xiy1 = AX; + BU; | (2.19)
U; = FX; (2.20)

—dr € X; <dz (2.21)
—du < U; < du (2.22)
—dh <{(Xj41 — X;) £ dh _ (2.23)

Substituindo (2.19) em (2.23) e (2.20) em (2.22), obtem-se
—du < FX; <du (2.24)

—dh < (A+ BF — Iy)X; < dh (2.25)

Tomando como referéncia a inequagao (2.21) e utilizando a proposicao 1.7, do
capitulo anterior. reescreve-se o conjunto de restrigdes (2.19) a (2.23) da seguinte
forma

X;41 = AX, + BU, (2.26)
Uj = FX, (2.27)

|X;] < Euda (2.28)

IFidz < £,du (2.29)

|A+ BF — In|dz < Edh (2.30)
0<&,6,6 <1 (2.31)

Como as matrizes A e B nio sio totalmente conhecidas, deve ser incluido no
problema as incertezas em A e B. Antes de tratar do problema com incertezas,
serd tratado do problema de regulagdo 6tima com A e B perfeitamente conhecidos.
Para isso sera utilizada a teoria de conjuntos positivamente invariantes e a teoria
de regulagao de sistemas lineares discretos sujeitos a restrigdes no estado e controle,
apresentada no capitulo 1.
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2.4.1.1 Regulacdo Otima (4 e B totalmente conhecidos)

O problema de regulagio a ser tratado consiste em determinar F sclucio do
seguinte programa linear:

min [E; + pEy + ¢&1) (2.32)
s.a.
X1 = AX; + BU; (2.33)
U; = FX; (2.34)
[X;| < Enda (2.35)
|Fldz < £udu (2.36)
|A+ BF — Iy|dz < E,dh (2.37)
0<E&,8,,8 <1 (2.38)

Usando a proposigao 1.8 e os mesmos artificios de programacao linear usados em
(1.44) a (1.46), obtem-se o seguinte problema de programacéo linear

minJ = (& + p&y + ¢&) (2.39)
5.a.
(Hy ~ Hy) = (A+ BF) (2.40)
Fi—F=F (2.41)
Zy—Zy= A4+ BF - Iy (2.42)
(Hy + Hy)de < E.dx (2.43)
(Fy + Fy)dz < E,du (2.44)
(Z1 4+ Zo)dr < Endh (2.45)
0 < &.,&8.& <1 (2.46)
Hy,Hy F\, 5, 20,2, > 0 (2.47)

onde &;,€,, & sdo escalares e Hy, Hy, Fy, Fy, Zy, Z». F sio matrizes de dimensoes
(N, N} e Iy é a matriz identidade (N, N).

Assumindo que F seja uma matriz (N, N) geral, sem nenhuma restricao de es-
trutura, o problema de programacéo linear tem as seguintes dimensdes

ntmero de variavels = nv = 6N?43
numero de restricdes = nr = 2NZ2 43N
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Observa-se que com essas dimensdes o problema de programacao linear é muito
custoso, mesmo para linhas de metrd de modestas dimensdes. Usando N = 10, por
exemplo resulta em um problema com 603 variaveis e 230 restrigdes o que compu-
tacionalmente é muito custoso.

A matriz A possui estrutura bi-diagonal inferior e B é uma matriz diagonal, com
isso € posivel sem prejuizo de solugdo para o problema, restringir F' a ter a mesma
estrutura bi-diagonal da matriz A. Conforme pode ser verificado nas equagoes (2.40),
(2.41), (2.42), isto faz com que as matrizes Hy, Hy, Fy, Fy, Z; e Z, tenham também
a mesma estrutura bi-diagonal de A. Assim sendo, as dimensdes do problema de
programacao linear sao significativamente reduzidas para os seguintes valores

nv = 12N -3
nr = TN-2

Usando o mesmo exemplo de 10 plataformas, N = 10, o problema teréd agora
117 variaveis e 68 restrigoes.

2.4.1.2 Regulagio Otima Robusta (A e B incertos)

Assuma que as matrizes A e B podem ter qualquer valor no intervalo
AI<A<A, (2.48)

B <B<B, (2.49)

onde A;, A, e By, B, s&o os limites inferiores e superiores de A e B respectivamente.
O problema de regulagdo 6tima robusta consiste em determinar F solucgao do
seguinte programa linear

min [E; + p&u + ¢&x) (2.50)
5.4,
X1 = AX; + BU; (2.51)
U,=FX; (2.52)
X1 < Eudo (2.53)
[Fldr < E,du (2.54)
|A+ BF — Inldz < Epdh (2.55)
0<E,86,6 <1 (2.56)

para qualquer A, B tal que
Al AL A, (2.57)
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para qualquer A, B tal que
A< A< A, (2.57)
B <B<B, {2.58)
Sejam Agq e By dados por

A+ Ay
Ap = (——’—-;—-—-) (2.59)

B+ B,
By = Qmiz ) (2.60)

entdo, qualquer matriz A e B nos intervalos (2.48) e (2.49) podem ser escritas como

A:A{}“}-AA

B=By+AB
—As SAA< A
— By <AB < By

com Ag e Bs dados por
As = (A, — A)/2

Bs = (B, — Bi}/2

(2.61)
(2.62)
(2.63)
(2.64)

(2.65)
(2.66)

Observa-se que A; e B; sio sempre positivas, pois elas sao a diferenca entre o

valor superior e o inferior das matrizes A e B.
Aplicando a proposicao 1.9 tem-se

minJ = (&; + p&, + ¢&)

5.4.

(Hy — H,) = Ay + BoF
Fi—F=F
Zi—Zy= Ag+ BoF — Iy
(Hy + Hy)dz + Agdx + E,Bsdu < E,dr
(Fy 4+ F)dr < €E,du
(Zy + Zy)dz + Asdz + E,Bsdu < Endh
0 < £.,8,.6 < 1
Hy, Hy, By Fo 20,2, > 0
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Sendo F uma matriz (N, N) geral, sem nenhuma restrigdo de estrutura o proble-
ma de programagéo linear (2.67) a (2.75) proposto anteriormente tem as seguintes
dimensdes:

nimero de variaveis

= nv = 6N?4+3

numero de restricoes

nr = 2N?4 3N

Usando o mesmo tipo de artificio usado para o caso sem robustez, asumindo para

F a mesma estrutura bi-diagonal de A, assim como no problema sem robustez, o
problema terd uma redugao bastante significante

nv = 12N -3
ar = TN -2

2.4.2 Linhas de Regime Fechado

Para descrever o trifego de trens em uma linha de metré operada em regime

fechado serd considerado apenas o caso em que se tem o mesmo mimero de trens,
N, e plataformas, M, ou seja, N = M.

Para uma linha com N trens e N plataformas é proposto o seguinte modelo
linear invariante no tempo:

X1 = AX; + BU,

(2.76}
X, = [pi-1 g-2 -nT oy
;= [a:] 2yt ) ] (2.77)
. . IR & e
U= [uf] u{ ! }7\7_1\1“} (2.78)
al 0 0 bi bl 0
b, a 0 b
A=| " B= ’ (2.79)
O bN ay 0 bN J
Ck
a = — ; k=1---N 2.80
0= a) (2.80)

1
b — - k’& s
ATy RN

(2.81)
onde, assim como 1o caso de linhas abertas: X;, U; so vetores de dimensdes (N, 1),
representando o estado e o controle do sistema, A e B sido matrizes de dimensées
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(N, N}, néo totalmente conhecidas, =} representa o desvio do instante de partida
do trem i na plataforma k em relacio ao previsto no programa horério nominal,
cr representa a taxa de variagdo do tempo de parada dos trens na plataforma k
em relagio as variagbes do intervalo entre trens sucessivos nessa plataforma e u}
representa a variagao no tempo de percurso do trem 7 entre as plataformas ke k+1,
de acorde com o nivel de velocidade comandado para o trem 1 nesse percurso.

As restrigoes fisicas e operacionais sac as mesmas do caso de linha aberta

—dr < X; <.z (2.82)
—du < U; <du (2.83)
—dh < (X;41 — X;) < dh (2.84)

com dz, du e dh sendo vetores positivos de dimensao (N, 1).

Pode-se observar que o sistema de malha fechada é bastante parecido com o
sisterna de malha aberta, a diferenca esta no elemento (1, N) da matriz A, para o
caso da linha em regime fechado ele existe e no caso da malha aberta ele é nulo.
Este elemento representa a influéncia da plataforma N na plataforma 1, como a
linha opera em regime fechado a plataforma 1 estd conectada a plataforma N, desta
forma o que ocorre na N-ésima plataforma agora influencia a 1° plataforma.

Como as equagdes que regem o problema em malha-fechada sao as mesmas que
regem o problema em malha-aberta ndo sera refeita toda a dedugao de equagbes, sio
apresentadas diretamente as equacdes do sistema para o caso sem robustez e com
robustez.

2.4.2.1 Regulacio Otima (4 e B totalmente conhecidos)

A matriz F € RV*N a ser obtida ¢ solucio do seguinte problema de programacao
linear matricial
minJ = (& + p€. + ¢&) (2.85)

5.4.
(H1 —uz) = ‘AA"“.L"BF

*

(2.86)
Fi—-FR=F (2.87)
(
(

Z,— Zy= A+ BF — Iy 2.88)
(Hy + Hy)dz < E.dx 2.89)
(Fi+ R)dz < €,du (2.90)
(Zy + Zy)dz < Epdh (2.91)

0 < &,60,6 <1 (2.92)
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Hy, Hy F1, F, 24,20 2 0 (2.93)

onde &, £,, & sho escalares e Hy, Hy, Fy, Fy, Z;, Z,, F sao matrizes de dimensdes
(N,N) e Iy ¢ a matriz identidade (N, N).

Assumindo que F' seja uma matriz (N, N) geral, sem nenhuma restricio de es-
trutura, o problema de programacao linear tem as mesmas dimensdes do problema
de linhas de regime aberto

nv = 6N*+3
nr = 2N?* 43N
e assim como no problema de linha aberta essas dimensdes sdo proibitivas. Usando

entao uma matriz F que tenha a mesma forma da matriz A o problema tera agora
o seguinte numero de variaveis

nv = 12N +3
nr = TN

2.4.2.2 Regulagio Otima Robusta (A e B incertos)

As equagbes usadas para solu¢do desse problema sao as mesmas para o problema
de linhas abertas com A e I3 nédo totalmente conhecidas. O problema pode ser entio
apresentado como segue

gIS,IEI’]‘ J= (& + &) (2.94)
s.a.
(H, ~ Hy) = Ao + BoF (2.95)
Fi—Fy=F (2.96)
Zy—Zy=Apg+ BoF ~ Iy ' (2.97)
(Hy + Hy)dr + Asdz + E,Bgdu < E.dz (2.98)
(Fi+ F)de < Eudu (2.99)
(21 + Zo)de + Asde + S Bedu < Endh (2.100)
0 < E,60& < 1 (2.101)
Hy, Hy Py, Fy, 20,25 2 0 (2.102)

onde &, £,, &, sao escalares e Hy, Hy, F\, F3, 71, Z,, F sao matrizes de dimensdes
(N,N) e Iy é a matriz identidade (N, N).

Usando um F com as mesmas caracteristicas de A (2.79), como para o caso de A
e B totalmente conhecidos (regulacdo étima), obtem-se as mesmas dimensdes neste
problema.
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2.5 Exemplos Numéricos

Nesta secao seréo apresentados exemplos numeéricos que ilustram o desempenho
dos resultados apresentados nas se¢des 2.3 e 2.4 deste capitulo.

Existern basicamente duas politicas opostas de operacao de linhas de metro.
Uma privilegia a economia de controle em detrimento do tempo de estabilizacdo do
sistema e a outra privilegia a diminuicao do tempo de estabilizacdo em detrimento
do esfor¢o de controle. A escolha de uma delas, ou de um compromisso enire elas,
é atribuicdo do centro de controle operacional do sistema. Serao apresentados a
seguir, exemplos representativos dessas duas filosofias operacionais, considerando
linhas operando em regime aberto e fechado.

2.5.1 Linhas Operando em Regime Aberto

Para linhas operando em regime aberto, serdo consideradas duas hipdteses so-
bre os parametros do sistema: parametros perfeitamente conhecidos e parametros
incertos.

2.5.1.1 Regulagio Otima (A e B totalmente cenhecidos)

Neste caso serd ilustrada a politica operacional que privilegia a diminuicido do
tempo de estabilizacao .

Considere uma linha ficticia, com & estagdes (10 plataformas) e os seguintes
parametros:

N =10
T
C =1 01750 0.3000 0.3500 0.3500 0.2000 0.2350 0.3500 0.3000 0.2500 0.1800}
{2.103)
e consequentemente

" 02121 0 0 0 0 0 0 £ 0 0

1.4286 —0.4288 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1.5385 —0.5385 0 o 0 0 0 ] 0

0 0 15385 -—0.5385 0 0 0 0 0 0

4= 0 0 S0 1.2500  ~0.2500 0 0 0 0 0

0 0 0 0 13072 -0.3072 0 0 0 0

0 0 0 0 0 1.5385 -0.5385 0 0 0

{} 0 0 1 0 0 1.4286 —0.4286 0 4]

0 0 0 0 0 0 0 1.3333 —0.3313 0

] 0 0 o 0 0 0 ] 0 11111 -0.1111

(2.104)
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1.2121 0 0 0 ¢ 0 0 o o 0
0 1.4286 0 0 o o 0 0 0 0
0 0 15385 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1.5385 o o 0 0 o 0
4] 0 0 6 1.2500 O 8] Q [ 4]
B= o 0 0 0 0 1.3072 0 0 o 0 (2.105)
0 0 0 0 o 0 1.5385 o o 0
) 0 0 0 0 G 0 1.4286 0 0
0 0 0 0 0 ) 0 o 1.3333 0
i 0 0 0 0 0 o 0 o 0 11111 |
Adote as seguintes variagdes maximas permitidas:
- 3T
dr=|30 30 30 30 30 30 30 30 30 30
- - T
du= |40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 _
' 1T
dh= |70 70 70 70 70 70 T0 70 70 70
Assumindo o indice de desempenho
J=E +E + & (2.106)

a formulacdo proposta, utilizando invariancia positiva, apresenta os seguintes resul-
tados

& = 0.0256 E.=1 En = 0.4396

e a matriz de controle F'

0.1962 ¢ ¢ 0 0 0 0 0 o 0
—-1.0000  0.3179 0 0 ] o 0 0 o 0

0 —0.9833  0.3500 0 ] ] 0 i o 0

0 0 ~0.9833  0.3500 0 ] 0 0 ] 0

P 0 ] 0 ~1.0000  0.220% 0 ¢ 0 ] 0
: 0 ] 0 0 ~1.0000  0.2546 o 0 0 0
0 0 ] 0 0 -—-0.8833  0.3500 0 0 0

0 0 0 0 0 0 ~1.0000  0.3178 ) 0

0 0 0 0 a 0 0 -1.0000  0.2692 o

3 0 0 0 0 0 0 ] 0 -09835 01125 ]
{2.107}

Assumindo um indice de desempenho quadratico, com mesma ponderacio que o
indice de desempenho (2.106)

Jo = X7 Xipn + (Xjas = X)) (Xjn = X,) + UTU; (2.108)
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a formulagao de variancia minima fornece a seguinte matriz de controle Fv

0.5042 0 o 0 0 0 0 0 0 0
—1.0582  0.6878 9 0 0 0 0 0 0 0
0 ~1.1611  0.7837 0 0 0 0 0 0 0
0 0 -1.1611  0.7837 0 0 0 0 0 0
Py o 0 0 -0.8929  0.5357 0 0 0 0 0
0 0 0 0 —D.9455  0.583¢ 0 o 0 0
0 0 0 0 0 -1.1611  0.7837 a o D
0 0 0 0 o 0 -1.0582 0.6878 0 0
0 0 0 0 o 0 0 -08697  0.6061 0
i 0 0 0 0 0 0 a 0 —0.7663 04215 |
{2.109)

Para ilustrar a resposta temporal do sistema, considerando as duas matrizes de
realimentagao de estado F' e Fu, serdo utilizadas duas condi¢bes iniciais para o

P
sistema: Xg:[?;() 30 30 30 30 30 30 30 30 30 €

T .
Xp = [ 0 —-30 -30 0 0 0 0 0 0 ¢ ] . A primeira considera que todos os trens
na linha estdo atrasados do valor maximo permitido e a segunda representa o efeito
da inser¢ao de um trem na linha, entre as plataformas 2 e 3.

Condigao Inicial 1 X,=[30 30 30 30 30 30 30 30 30 30"

Na figura (2.3) sdo apreseniadas as evolugies de zi, zit' — z ¢ ul de um
trem j ao longo de todas as plataformas da linha. Verifica-se na figura (2.3) que o
desempenho obtido com F€ bem superior ao obtido com Fuv. Com F, os efeitos da
condigdo inicial no estedo desaparecem duas plataformas adiante enquanto que com
Fv, elas s conseguem desaparecer de fato 8 platcformas depois, ou seja, quase no
final da linka. O “headway” tem um comportamento bastante parecido com o estado,
F consegque fazer com que os efeitos da perturbagio desaparecam na 4° plataforma,
enquanto F'v 36 conseque o mesmo na 8 plataforma. Quando o controle € analisado
pode-se ver também que o sew médulo € bem menor em F do que em Fv, ou seja,
gasta-se bem menos controle no problema caleulado por invaridncia.

Na figura (2.4) sdo apresentadas as evolugdes de x‘,i“, et -2t e ufl de um
trem j + 1 ao longo de todas as plataformas da linha. Verifica-se que assim como
para o trem j o desempenho de F € bem superior ao de Fv em fodos os sentidos.
No estado F estabiliza o sistema na 3° plataforma e Fv na 8, no “headway” F
estabiliza na 4* ¢ F'v na 8° plataforma e no controle F' usa um mdédulo bem menor
do que o de Fv. ‘

Na figura (2.5) sio apresentadas as evolugées de 25", oi** — o™ e d™ de um
trem j + 4 ao longo de todas as plataformas da linha. O desempenho de F ¢ Fu
sequem 0s jd mostrados nas figuras (2.3) € (2.4). No estado, F consegue estabilizar
na plataforma seguinte ao seu langamenio e Fv tenta mas ndo consegue estabilizar
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até o final da linha. O “headway” de F segue as mesmas caracteristicas do estado €
na 7% plataforma estabiliza, enguanto Fv ndo consegue ¢ o controle de F € minimo.

As figuras (2.6} € (2.7) mostram a visdo de um passageiro que fica parado nas
estagbes k = 5 e k = 10 observando o desempenho dos 10 primeiros trens que
passam por ele. Nas duas plataformas pode ser observado que a partir do 3° trem
todos comegcam a chegar no hordrio para F, jd para Fv sé o 10° trem consegue
cumprir o hordrio.

Condigéo Inicial 2 Xo=[0 —30 —30 0 0 0 0 0 0 0]

Na figura (2.8) sdo apresentadas as evolugées de x, i — 2l e ul de um trem
J ao longo de todas as plateformas da linha. Verifica-se que como o trem j nio
sofre perturbagdo inicial com F, ele quase ndo € perturbado ao longo da linha, jd
com Fu, na 2° plataforma ele ji se adianta bastante e sé vai conseguir estabilizar
na 6% plataforma. O “headway” acompanha o estado € com F quase ndo se perturba
na linha, jd com Fv, assim como no estado € bastante perturbado s6 conseguindo
estabilizar na 7° plateforma. O controle usado em F pode ser considerado nulo e
Fv usa controle da 2° plataforma até a 5°.

Na figura (2.9} sio apresentadas as evolugées de z
um trem j+ 1 ao longe de todas as plataformas da linha. O trem j + 1 agora esta
adiantado de —30, porém na 2° plataforma apds seu lancamento F jd consequi
Jazer com que essa perturbagio se anule, o que Fv s6 conseguird na 6% plataforma.
O “headway” em F fambém jd estd estabilizado na 4* plataforma ¢ em Fv 36 na 6°
plataforma. F usa controle apenas na plataforma que sofre perturbacio e Fv usa
até a 6° plataforma. ‘

Na figura (2.10) sdo apresentadas as evolugées de zi™, 23 — 2™ ¢ wl™ de
um trem j + 4 ao longo de todas as plataformas da linha. O trem 7 + 4 néo estd
sendo perturbado, com isso pode ser visto que F' ¢ F'v tem um comportamento bem
semelhante.

As figuras (2.11) e (2.12) mostram a visdo de um passageiro que fico parado nas
estagoes k =5 e k = 10 observando o desempenho dos 10 primeiros trens que passam
por ele. Nas duas plataformas pode ser observado gque F mantem sempre os seus
trens chegando na hora tanto na plataforma k = 5 quanio nae plaieforma i = 18,
enquanto F'v na plataforma k = 5 se perturba a partir do 3° trem e vai se atrasando,
até o 4° de um valor pequeno, dai para frente tenta diminuir sev atreso mas ndo
consegue. Na plataforma k = 10, Fv comega e atrasar o trem na 8° plataforma e
vai atrasando até g 10°, de valores bem peguenos.

i1y . , ;
i—i- , xi«m - "Eiﬂ e ui_ﬂ de
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Estado do trem |
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o oF
N § " Fv
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*
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
k
Headway dos trens (j+1, j)
0 o ® % R * ® " ¥
*
< 10} |
-20%¢ |
(¢ H | { I : i L
5 3 4 5 6 7 8 9 10
k .
Controle do trem |
OF 5 2 § g ¢ %
5104
-20{3’ 1 ; i L i d !
1 ) 3 4 5 6 7 8 9
ke

Figura 2.3: Parametros Perfeitamente Conhecido - Condigao Inicial 1 - Trem j
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Estado do trem j+1
3% ¥ I 1 F ¥ [ T
oF
< 201 *Fv
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o E 3
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O { 1 L | 3 i
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k
Controle do trem j+1
of 5 % 2 5 8 &
-5} * x
pin_ _1 QE
-15¢
2 3 4 5 6 7 8 0
k

Figura 2.4: Pardmetros Perfeitamente Conhecidos - Condigao Inicial 1 - Trem j + 1
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Estado do trem j+4
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Controle do trem j+4
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-206 t t 1 L I 1 I ]
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Figura 2.5: Paridmetros Perfeitamente Conhecidos - Condicéo Inicial 1 - Trem 7 + 4
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Visao do Pessagsiro ng plateforme k= &

3“ T E) ¥ ¥ £l L) k] 1
oF
25k -
" By
200 .
»
®I5F -
10} E
»
st " -
»
0 g * ¢ % o | A f—
t 2 3 4 g € 7 8 4 10

Figura 2.6: Parametros Perfeitamente Conhecidos - Condicéo Inicial 1 - Visdo do
Passageiro na Plataforma k = 5

Visao do Passegeiro na pletaforma k= 10

30k T T T v T 7 7 T
oF
25F ~
A
20k 4
*
w18k -
10+ * 4
»
5k E
*
'd * *
& & & & & : ! ¥
ci 2 3 4 5 3 7 8 & 10

Figura 2.7: Parametros Perfeitamente Conhecidos - Condigdo Inicial 1 - Visdo do
Passageiro na Plataforma k = 10



Figura 2.8: Parametros Perfeitamente Conhecidos - Condicio Inicial 2 - Trem
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Estado do trem j
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Estado do trem j+1
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Controle do trem j+1
20 x* T T T 7 ;
« 10F
oo
Or © & Q ® i &
i * L i ] i
2 3 4 5 6 7 8 8
173

Figura 2.9: Parametros Perfeitamente Conhecidos - Condigao Inicial 2 - Trem j + 1
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Estado do trem j+4
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Figura 2.10: Parametros Perfeitamente Conhecidos - Condicéo Inicial 2 - Trem j+4
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Vigao do Pasaagelro ne plataforma k=5

1.6
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Figura 2.11: Parametros Perfeitamente Conhecidos - Condigao Inicial 2 - Visao do
Passageiro na Plataforma & =5

4 Visao do Passageire na plataforma k= 10
14)( 10 :

0.8r k
0.8p * E
04r E

Q.2r E

£ 3
AL
HE
-~y
-1 3
(==l 4
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Figura 2.12: Parémetros Perfeitamente Conhecidos - Condicio Inicial 2 - Visdo do
Passageiro na Plataforma & = 10
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2.5.1.2 Regulagio Otima Robusta (4 e B incertos)

Para este caso serd ilustrado a politica operacional que privilegia a economia de
controle em detrimento do tempo de estabilizacdo.

0 controle a ser trabalhado é bastante ponderado, com isso serdo encontrados
controles bastante cautelosos, com pequenas margens de ganho.

Considere inicialmente uma linha ficticia, com 5 estagdes (10 plataformas) e pos-
teriormente uma linha com 10 estagbes (20 plataformas).

2.5.1.2.1 Problema com N=10 plataformas
Considere os seguintes parametros:

N =10
G <00

T
Cu=[0.2}88 0.3750 0.4375 0.4376 0.2500 0.2937 0.43756 0.3750 0.3125 0.1250]

T
013{0.1313 0.22560 0.2625 0.2625 0.1500 0.1762 0.2625 0.2250 0.1875 0.0?5}

Conseqnentemente
AESASAU B(SBSBu
" —6.2800 0 0 ] ] ¢ 0 o 0 0]
1.2903  —0.6000 0 0 ] o o 0 0 0
0 13559 -0.7778 0 0 o g ¢ 0 0
0 0 1.3559 07778 0 0 o 0 0 0
4= 0 ] 0 L1765 —0.3333 0 0 ] 0 0
0 0 0 0 1.2140 —0.415% ) 0 0 0
0 0 0 ¢ 0 1.3550 07778 ) 0 o
0 0 0 o ¢ 0 1.2003 06000 0 o
0 o ) o o 0 0 12308 ~0.4545 o
1 0 o 0 0 ¢ ] 0 0 1.0811 -0.1429 |
(z.110)
w1511 0 0 0 ] o ¢ 0 o ¢
1.6000 ~0.2903 0 ] 0 0 o ¢ 0 0
0 L7TTE -0.3550 0 o 0 ) 0 0 0
0 0 17718 —0.3559 0 0 0 0 0 0
A, = 0 D 0 1.3333 —0.1765 0 0 0 ) 0
0 0 0 0 1.4159 ~0.2140 ] 0 0 0
0 0 v} 0 0 1.7778  ~0.3559 Q 0 0
0 0 0 0 0 0 1.6000 ~0.2903 0 0
0 0 ] 0 0 0 0 1.4545 —0.2308 ]
_ 0 0 ] ¢ 0 0 0 0 11429 -0.0811

(2.111)



2.5  Exemplos Numéricos 46

[ 1.1511 Y

o 0 o 0 0 0 0 0
0 1.2003 0 0 0 0 0 0 0 0
0 ¢ 1.3559 0 o 0 0 0 0 0
0 o 0 1.3559 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1.1765 0 0 0 0 0
Bi= 0 0 0 0 O 1.2140 o0 0 o o (2.312)
0 0 0 0 0 0 1.3559 0 0 o
0 0 o 0 0 0 o 1.2903 ¢ o
0 0 0 0 o 0 o 0 1.230% o
i 0 0 0 ¢ o 0 o 0 ¢ 1.0811 |
[ 1.2800 o 0 o 0 0 0 o 0 07
0 1.6000 0 0 0 0 0 o 0 0
0 0 1.7778 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 17778 0 0 0 0 0 0
o 0 0 0 1.3333 0 0 0 0 0 )
Bu= 0 0 0 0 0 1.4159 0 0 0 0 (2.113)
0 0 0 0 0 0 17778 o 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1.6000 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1.4545 0
i 0 0 0 0 0 0 0 Q! 0 11429 ]
adote as seguintes variagbes maximas admissiveis
_ T
dz = [ 30 30 30 30 30 36 30 30 30 30 ]
T
du=[40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 ]
Ly L d b d ry T
dh = [ 70 76 76 70 70 70 70 0 70 70 ]
Com os dados acima, assumindo o indice de desempenho
J=E+6E& +& (2.114)

A formulacio proposta utilizando invariancia positiva e considerando as incerte-
zas em A e B, apresenta o seguinte resultado:

E,=1 £E,=08604 &, =0.8571 {2.115)
e a matriz de controle Fr

©.6482 0 0 ) 0 0 0 0 0 0]

—0.7422  0.4050 0 0 a a 0 0 o 0

0 —0.8147  0.3325 0 0 0 0 0 g 0

0 0 -0.8147  0.3325 0 o 0 0 ) 0

Fr— 0 0 0 -0.6720 0.4753 0 0 0 0 0

0 o o g -0.6945  0.4528 0 0 0 0

0 0 o o 0 -0.8147  0.3325 0 0 0

0 0 0 o 0 0 -0.7422  0.4050 0 0

0 o 0 0 0 0 0 -0.7047  0.4425 0

| 0 0 0 0 0 o 0 0 -0.6173 0.5200

(2.116)
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Considerando agora que A e B sao totalmente conhecidos, dados por

A= (A +A,)/2 (2.117)
B = (B + B,)/?2 (2.118)

e utilizando o mesmo indice de desempenho (2.114), a formulagdo com restrigdes
(PRRL)} fornece a seguinte matriz de controle F's

0.4828 HH [¢] 0 4] 4] 4] 4] 0 ¢
—0.5072  0.1928 0 0 0 0 0 0 0 0
0 —0.3500  0.3500 0 0 0 0 0 o o
0 0 ~0.3500  ©.3500 o 0 0 0 0 0
Fec 0 o 0 -0.3500  0.3500 0 0 0 0 0
8= o b 0 0 -0.3508  £.3500 o 0 0 0
o 0 0 0 0 -0.3500  0.3500 o 0 0
G j¢] 1] 0 4] 0 -~0.3500 4.3500 4 0
[t} 1] 1] 0 3] G 0 —0.3500 0.3500 O
L 8] ] 1] 0 4] o) 4] 0 —=0.3500 0.3500 i
(2.118)

Usando a formulagao de variancia minima [2] com A (2.117), B (2.118), perfeita-
mente conhecidos e o indice de desempenho

Jo=0.1667 X7, X1 + 01667 (Xj41 — X)) (Xjux — X;) + UFU,

tem-se a seguinte matriz de controle F'v

0.2063 0 0 0 0 0 0 0 0 0
~0.4698  0.3073 0 0 0 0 0 0 0 0
0 05376  0.3660 0 o 0 0 0 0 o
0 0 ~—0.5376  0.3660 U 0 0 0 0 0
Py e 0 0 0 —0.3701  0.2226 o 0 0 0 0
vE 0 0 0 0 —0.4007  0.2483 0 0 0 0
0 0 0 0 0 —0.5376  0.3660 0 0 0
0 0 0 0 0 ¢ ~0.4608 03073 0 0
0 0 0 0 0 0 0 —0.4151  0.2605 0
i 0 0 0 0 0 0 0 0 -0.3007 ©.1655
(2.120)

Para ilustrar a resposta temporal do sistema, considerando as trés matrizes de
realimentacao de estado Fr, F's e Fv. Sera considerado um caso desfavoravel de
parametros (A, B) = (A, B;), com isso acredita-se que estio sendo usados os piores
valores de A e B dentro de seus universos de variacio. Serdo utilizadas duas con-

s e e e e . - T
digoes inicials para a linha de metrd: X, = [ 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30

T L .
e Xg= [ 0 30 =30 0 0 06 0 0 0 O ] . A primeira considera que todos os
trens na linha estdo atrasados do valor maximo permitido e a segunda representa o
efeito da insercdo de um trem na linha, entre as plataformas 2 e 3.
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Condigéo Inicial 1 X, =30 30 30 30 30 30 30 30 30 30|

Na figura (2.13) sio apresentadas as evolucdes de z, 7 — 2} e vl de um
trem j ao longo de todas as plataformas da linha. Verifice-se na figure (2.13) que
o desempenho obtido com Fr € bem superior aos obtidos com Fs ¢ Fv. Com Fr,
os efeitos da condigdo inicial no estado desaparecem de fato ne T° plataforma, por
ser bastante cauteloso, enquanio que com Fs e Fu, o sistema se torna instdvel. O
“headway” tem o comportamento bem semelhante ao do estado, € nesle caso também
o sistema com Fr € bem melhor que o.com Fs ¢ Fv. Quando o controle € analisado
pode-se ver gue F'r tem o mddulo menor que Fv ¢ Fs. .

Na figura (2.14) sdo apresentadas as evolugoes de 23, o3t — 2% ¢ Wt de
um frem § + 1 ao longo de todas as plataformas da linha. Verifica-se que assim
como para o trem J o desempenho de Fr € bem superior aos de F's ¢ Fv em todos
os sentidos. No estado Fr consegue estabilizar o sistema na 7* plataforma enquanto
com Fs ¢ Fv o sistema € instavel, no “headway” Fr consegue estabilizar na 6°
plataforma, enguanto Fs e Fv fazem o “headway” crescer progressivamente e no
controle F's usa menos controle que Fr, mas ndo garante a estabilidade do sistema.

Na figura (2.15) sdo apresentadas as evolugées de i, z1*° — o™ ¢ wl™ de
um trem j + 4 ao longo de todas as plataformas da linha. O desempenho de F'r,
Fs e Fv sequem os desempenhos jd mostrados nas figuras (2.18) e (2.1{). No
estado Fr consegue estabilizar na 8* plataforma enquante com Fs e Fv o sistema
se torna instdvel. O “headway” de F'r ¢ Fv sdo minimos enquanto o de Fs cresce
progressivamente.

As figuras (2.16) e (2.17] mostram a visdo de um passageiro que fica parado nas
estagbes k = 5 e k = 10 observando o desempenho dos 10 primeiros trens que passam
por ele. Na plataforma k = 5 pode ser observado que o5 trens com Fr diminuem os
seus alrasos progressivamente e o 10° trem esta quase no hordrio, com Fv ¢ Fs os
trens tem um aumento progressivo dos seus atrasos até o 5° trem, ultrapassando os
limites mdzimos admissiveis para a varidvel X;, dai para frente procuram chegar no
hordrio. Na plataforma k = 10 pode ser observado que com Fr o 10° trem conseque
chegar sem atraso, enquantio com Fs e Fuv eles vao aumentando os seus atrasos
progressivamente ulirapassando o limite admissivel para a varidvel X,

Condigao Inicial 2 X, = [0 -30 —-30 0 0 0 0 0 O O}T

Na figura (2.18) sdo apresentadas as evolugées de z7,, mi"'} —:cf; € ui de um trem

J ao longo de todas as plataformas da linha. Verifica-se que como o trem j ndo
sofre perturbagdo inicial no estado com Fr, ele quase ndo € perturbado ao longo da
linha, jd com Fv e Fs, ele ¢ perturbado progressivamente até violar as restrigées e
se tornar instdvel. O “headway” acompanha o estado e para Fr ele € praticamente
estdvel, enguanto para Fs e F'v ele cresce progressivamente. O controle de Fr €
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minimo em mddulo, F's usa muito controle. ' ‘ _ '

Na figura (2.19) sdo apresentadas as evolugdes de zi™, it — 21! e w™' de
um trem 3 + 1 ao longo de todas as plataformas da linha. O trem j + 1 agora estd
adiantado de —30 no estado, mas na 8* plaiaforma apos o seu langamento Fr jd
conseguiu estabilizd-lo, enquanto Fs € Fv ndo o conseguem, crescendo progressiva-
mente at€ violarem as resirigées. Q “headway” com Fr consegue se estabilizar na
9% plataforma ¢ Fs e F'v ndo o conseguem. O controle de Fr € minime, para Fv
ele € praticamente estdvel ¢ F's usa cada vez mais controle. _ .

Na figura (2.20) sio apresentadas as evolugbes de xit?, 23t — 2t e ul™ de
um trem j + 4 ao longo de todas as plataformas da linha. O trem j + 4 ndo estd
sendo perturbado, com isso pode ser visto que Fr, Fs ¢ Fv tem um comportamento
bemn semelhantes.

As figuras (2.21) e (2.22) mostram a visio de um passageiro que fica parado nas
estacdes k = 5 e k = 10 observando o desempenho dos 10 primeiros trens que passam
por ele. Na plataformak =5, Fr adianta um pouco os seus trens a partir do 3° trem,
mas jd no 8 ele consegue manter os seus trens no hordrio. Fs e Fr adiantam os
seus trens a partir do 3° irem, até o 7°, mas no 4° trem estouram o limite mazimo
admisstvel para a varidvel X;. Na plateforma k = 10, Fr mantém os seus trens
chegando sempre no hordrio, enquanto Fs os comeca a atrasar progressivamente
estourando os limites admissiveis para a varidvel X; ¢ Fv os atrasa até o 9° trem,
estourando ai também os seus limites mdzimos.
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Estado do trem j
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Figura 2.13: Parametros Incertos - N = 10 -

Condigao Inicial 1 - Trem 7
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Estado do trem j+1
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Figura 2.14: Pardmetros Incertos - N = 10 - Condigéo Inicial 1 - Trem j + 1
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Estado do trem j+4
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Figura 2.15: Par&metros Incertos - N = 10 - Condigao Inicial 1 - Trem 5 + 4
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53

Visao go Passagelro ne plaieforma ke 5
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Figura 2.16: Parametros Incertos - N = 10 - Condicao Inicial 1 - Visdo do Passageiro

na Plataforma k=5

Visao do Presageiro na plataforma k = 10
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Figura 2.17: Parametros Incertos - N = 10 - Condicao Inicial 1 - Viséo do Passageiro

na Plataforma k = 10
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Estado do trem |
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Figura 2.18: Parametros Incertos -

N =10 - Condic¢ao Inicial 2 - Trem j
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Estado do trem j+1
)J( X X ‘ X ® S x4
& % % %
x5 -50 oFs 0 o X X * i
100F PV o ]
x Fri ] J 3 (P ..\ <>
2 3 4 5 7 8 9 10
K
Headway dos trens (j+2, j+1)
40r o o} o
x £ % * " © o
=207 X X X x
b4
0 i 1 >E( X, X - e
3 4 5 6 7 8 9 10
k
Controle do trem j+1
30 i i 3 i ] T
O
20
= % g *
10 x % g 2
0] ! ] 1 1 >x<
2 3 4 5 8 7 8 9

Figura 2.19: Parametros Incertos - N = 10 - Condigao Inicial 2 - Trem j + 1
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Estado do trem j+4
1 I i ] T
% O e L L e #
oFs *Fv xFr
_1 I H I}
5 6 7 8 9 10
k
Headway dos trens (j+5, j+4)
1 I i ¥ j i i
= On B ® ® *
_1 1 i 3 i | I
6 7 8 9 10
K
Controle do trem j+4
1 1 I ] i H T
X O = ® L *
_-i i 1 H 3 1 3
5 6 7 8 9
k
Figura 2.20: Parametros Incertos - N = 10 - Condigao Inicial 2 - Trem j + 4
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Vigao do Passageiro ne piataforme k= 5

OF ¥ v Y ¥ ¥ F o ] ]
»
-10F . x @ ]
»
: §
20k 4
[+]
30k * .
® o
40} »
oFs
..5{}» o
“ Py
-0k r
° X Fr
70 2 3 4 5 6 7 8 ) 10

Figura 2.21: Parametros Incertos - N = 10 - Condigao Inicial 2 - Visio do Passageiro
na Plataforma k =5

Visao do Passageirc na plataforme k = 10

op * * » * # * x ¥
-20F = 1
3
-40}- o ® b
-80} L
=

801 J
oFs

100
*Fv

=120 ° 4
X Fr [

140, e 3 4 5 S S R T)

Figura 2.22: Parametros Incertos - N = 10 - Condigdo Inicial 2 - Visao do Passageiro
na Plataforma & = 10
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2.5.1.2.2 Problema com N = 20 plataformas
Considere os seguintes parametros:
N =20
Cr<C <0y
Cr = [ 0.1313 0.2250 0.2625 0.2625 0.1500 0.1762 0.2625
0.2250 0.1875 0.0750 0.1425 0.1500 0.1125 0.1875 (2.121)
T
0.2625 0.2625 0.2250 0.1500 0.1313 9.0750]
Cue = [ 0.2188 0.3750 04375 0.4375 0.2500 0.2937 0.4375
0.3756  0.3125 0.1250 0.2375 0.2500 0.1875 0.3125 (2.122)

T
0.4375 0.4375 0.3750 0.2500 0.2188 8.1250]

Considere a matriz W1 € RV*N com N = 20, formada pelos vetores © na diagonal
e A na sub-diagonal inferior

& 0
LY
W1{(6,A) = Az s
| O Az Oz |

(2.123)

Considere também a matriz W2 € RV*¥ com N = 20, formada pelo vetor © na

diagonal

Onde

A

6 0
0,
W2(8) = b3

b b2 |

[0 62 65 04 65 O 6: 65 6y by
T
b 01z b13 61y Ois 6 Gr7 s Gro o |

[RIRRYID VD VD VED VIS VIS VD W ¥
T
Mz Ms A s he Ar dis i Aao |

Conforme (2.121) e (2.122) obtem-se

(2.124)

(2.125)

(2.126)
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AISASA'& BnggBu

As matrizes A; e A, sao representadas pelas matrizes W1(04,,A4,) e W04, , A4, )
respectivamente, e as matrizes B; e B, sdo representadas pelas matrizes W2(0p,) e
W2(0p,) respectivamente. Com isso

‘! Wi(@AJ,AA,) :

@4 = [mo.zsoo ~0.6000 —0.7778 —0.7778 -0.3333 —0.4159 —0.7778
~0.6000 ~0.4545 —0.1429 —0.3115 —0.3333 —0.2308 —0.4545
—0.7778 —0.7778 —0.6000 —0.3333 —0.2800 —0.1429]T
(2.127)
Ay, = [1.2903 1.3559 1.3559 1.1765 1.2140 1.3559 1.2003
1.2308 1.0811 1.1662 1.1765 1.1268 1.2308 1.3559
13559 1.2003 1.1765 11511 1.0811 ]

o WO, AL):

4, = [w«(}.l5}l -0.2803 —-0.3569 -0.3559 -0.1765 -—0.2140 —0.3550

—0.2603 -0.2308 ~0.0811 -0.1662 -—-0.176% -0.1268 —0.2308
T
—{.3559 -0.3559 —-0.2903 -0.1765 ~06.1511 ~0.0811

(2.128)

Aa, [ 1.600C 1.7778 1.7778 1.3333 14159 1.7778 1.6000
1.4545 1.1429 1.3115 1.3333 1.2308 1.4545 1.7778
T

17778 1.6000 1.3333 1.2800 1.1429
e W20Op,):

O = 1.1511 1.2903 1.3569 1.3559 1.1765 1.2140 1.3559
12908 1.250d 1.0811 1.1662 1.1765 1.1268 1.2308 (2.129)
T _

1.3569 1.3559 1.2903 1.1765 1.1511 1.0811

. WQ(G)B“) .

Op

H

. 1.2800 1.6000 1.7778 1.7778 1.3333 14159 17778
1.6000 1.4545 1.1429 1.3115 1.3333 1.2308 1.4545 (2.130)
T
17778 17778 1.6000 1.3333 1.2800 1.1429
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adotou-se entdo as seguintes varia¢bes maximas admissiveis

dIZ{BU 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 30 3{}]

du-={40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 4{}]

T
dhﬂ{?ﬂ 70 Y0 TO Y0 Y0 70 70 YO YO YO YO 70 7O TQ Y0 70 VG 70 70]

Com os dados acima, assumindo o indice de desempenho

J=E+6E&+6& (2.131)

A formulacdo proposta utilizando invaridncia positiva e considerando as incerte-
zas em A e B, apresenta o seguinte resultado:

£.=1 £ =08604 &, =08571 (2.132)

e a matriz de controle F'r, que tem a forma da matriz W1(Og,, Ap,)

e WHOp, , Ap,):

Op, = [0.6482 0.4050 0.33256 0.3325 0.4753 ©.4528 0.3320
0.4050 0.4425 (0.4200 0.4813 04753 0.5042 0.4425
7
0.3325 03326 0.4050 0.4753 0.4902 0.5299}
(2.133)
Ap, = [—0,7422 —0.8147 ~0.8147 —0.6720 -—-0.6945 -0.8147 (7422
~0.7047 —0.7121 —0.6609 —0.6720 —-0.6430 ~0.7047 —0.8147
T
08147 ~0.7422 ~0.6720 ~0.6571 06173 |
Considerando agora que A e B sio totalmente conhecidos, dados por
A!'%'Au
4= BtA) (2.134)
2
B+ B
B:(—fgmﬁl (2.135)

e utilizando o mesmo indice de desempenho SZ.]ZZI)3 a formulacdo com restricoes
(PRRL) fornece a seguinte matriz de controle Fs, que tem a forma da matriz

Wl(eFaa AFs)

b W}(AF‘!; AFs) :
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OF, = [(}.4828 0.1928 0.3500 0.2474 0.1965 0.3500 0.3500
0.3500 0.3500 0.3500 0.3500 0.1965 0.3500 ©0.3500
0.3500 0.2474 0.3500 0.3500 0.3500 9.3500}T
(2.136)
Are = | ~05072 03500 -0.4526 -05035 ~0.3500 —0.3500 —0.3500

—0.3500 —0.3500 ~0.3500 —0.5035 —0.3500 —0.3500 —0.3500
T
~0.4526 —0.3500 —0.3506 —0.3500 —0.3500]

Usando a formulagéo de varidncia minima [2] com A4 (2.151), B (2.152), perfei-
tamente conhecidos e ¢ indice de desempenho

Jv = 0.1667 Xy X;41 + 01667 (Xju1 — X;)T(Xj1 — X;) + UTU;
gera a seguinte matriz de controle F'v com a forma da matriz W1{Op,, Ap,)

s WiHOF, Ar,):

Opy = [0.2063 0.3073  0.3660 0.3660 02226 0.2483 0.3660
0¢.3073 0.2605 0.16550.2159 0.2226 0.1915 0.2605
T
(.3660 0.3660 0.3073 0.2226 0.2063 (}.1655}

(2.137)
AFt;

{—0.4698 —0.5376 -0.5376 -0.3761 --0.370%} -0.4007 -0.5376
~0.4698 -0.4151 -0.3007 09621 -0.3701 —0.3325 —0.4151

T
--0.5376 . —0.5376 ~0.4698 -0.3701 -0.3505 m{).SO{)?]

Para ilustrar a resposta temporal do sistema, considerando as matrizes de rea-
limentacao de estado Fr, F's e Fuv e considerando o mesmo caso desfavoravel das
N = 10 plataformas, (A, B) = (Au, Bl), sera utilizada apenas uma condigio inicial
Xo = [3030303030303030303030303030303030303¢30]7, que considera que todos os trens na
linha estao atrasados.

Xo = [30 30 30 30 30 30 30 30 30 30
30 30 30 30 30 30 30 30 30 30

Nu figura (2.23) sao apresentadas as evolugées de wi, :rf'lhm;i 2 uj’c de um trem J
ao longe de todas as plataformas de linha. Verifica-se na figura (2.23) que o desem-
penho obtido com Fr € bem superior aos obtidos com F's e Fv. Com Fr, os efeitos
da condigdo inicial no estado desaparecem de faio na 10° plataforma, enquanto que
com Fs ¢ Fv, o sistema se torna instdvel. O “headway” tem o comportamento bem
semelhante ao do estado, mas neste caso também o sistema com Fr ¢ bem melhor
que o com F's e I'v. Quando o controle ¢ analisado pode-se ver que Fr tem o mddulo
menor que Fv e Fa.

Condicao Inicial
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Na figura (2.24) sdo apresentadas as evolucdes de miﬂ, :rf'?wxiﬂ € u{i.“ de um
trem j + 1 ao longo de todas as plataformas da linha. Verifica-se que assim como
pare o trem j o desempentio de Fr € bem superior aos de F's ¢ Fv em todos os
sentidos. No estado Fr consegue estabilizar o sistema na 10° plataforma enquanto
com Fs ¢ Fv o sistema € instdvel, no “headway” Fr consegue estabilizar na 3°
plataforma, enquanto Fs e Fv fazem o “headway” crescer progressivamente € no
controle F'r usa um controle de médulo bem menor do que Fv ¢ Fs.

Na figura (2.25) sio apresentadas as evolugées de z37°, o™ — 20 ¢ ui™® de
um trem 3+ 9 ao longo de todas as plataformas da linha. O desempenho de F'r, F's
e Fv sequem os desempenhos jé mostrados nas figuras (2.23) e (2.24). No estado
Fr consegue estabilizar na 17* plataforma e com Fs ¢ Fv o sistema € instdvel. O
“headway” de Fr e Fv sdo minimos enquanto o de F's cresce progressivamente. No
controle Fr tem menor médulo.

As figuras (2.26) € (2.27) mostram a visdo de um passageire que fica parado
nas estagbes k = 10 e k = 20 observando o desempenho dos 20 primeiros trens
que passam por ele. Na plataforma k = 10 pode ser observado que os trens com
Fr diminuem os seus atrasos progressivamente e o 15° trem estd guase no hordrio,
com Fv e Fs os trens tem um aumento progressive dos seus atrasos até o 10° trem,
ultrapassando os limites marimos admissiveis para a varidvel X;, dai para frente
procuram chegar no hordrio. Na plataforma k = 20 pode ser observado que com Fr
0 20° trem consegue chegar sem atraso, enquanto com Fs ¢ Fv eles vio aumentando
0s seus atrasos progressivamente estourando os limites admissiveis para a varidvel

X,
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Estado do trem |

400 |0FS T ¥ T T T
*Fv
ﬁgoo x Fr
o o © o O
EEEEEEEEEE
2 4 (> 8 1 12 14 16 18 20
K
Headway dos trens (j+1, j)
1 ! T i T | 1 H ‘{)
20 5 A
x R R
coxxxxxxxxxgggixx;éi%
-2 ° 5 o g x N
¥ x QX ¥ X O t i : !
2. 4 6 8 10 12 14 16 18 20
k
Controle do trem j
O O 0O o o O
- K : 5]
B EEEEREEEEEEEE B
S -20 ©
-40' i ] 1} 4 1 25 L i O ] 1
2 4 6 10 12 14 16 18
K

Figura 2.23: Parametros Incertos N = 20 plataformas - Trem j
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Estado do trem j+1
] ] T ] ¥ i ] [] [
300} ©OFs o °
go00f Y o ©
100f o 0o © o o ©
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
K
Headway dos trens (j+2, j+1)
40.“ 1] i 3 ¥ i ] 1 ] O
O
o
=20+ . 5 °
%  * x X ¥ % % * % i x X X X X
O ¢ @ = @ 9 X% x X X X X %X X X X X
2 6 8 10 12 14 16 18 20
k
Controle do trem j+1
F 1 | EH ] [40) Q 1
X o o g x ® 2 & x A
v g x § S a% g x % x X ¥ % ; % X %
= .20 o g
'40 t L i i o 1 ] o { ] 7
2 4 6 g 10 12 14 16 18 20

Figura 2.24: Parametros Incertos N = 20 plataformas

- Trem j 4 1



Figura 2.25: Parametros Incertos N = 20 plataformas- Trem j + 9
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Estado do trem j+9
oFs ‘ ’ ’ s
< 100+ » Fv ) o
sof XFr °  x x  x =
® n R % X X X % % X
10 12 14 16 18 20
k
Headway dos trens (j+10, j+9)
4 T ¥ 1 T @ W
o °© o o o © v
O =
< -2 X X ¥ X ¥ X X o
N
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
K
Controle do trem j+9
T T T é I Q é 6 ]
0 o)
x o N " g
o X
- x 2 % X
-1 0 & i i ¥ a|5 b 1 i ]
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19
k
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66

Visao do Passagelro na plataforms k = 10

120 v T T ) T T v v
o Fs
[ +]
100 *Fv o
o © x Fr
80 © .
]
=]
80 k
*®
o 3
" o
40 , ° ¥ E p
[ x x »
20 ¥ « . s © 1
xoxoy, . . o
o i N L X ):: x 3;( L. x g g__‘_'__.
2 4 & ] 10 12 14 16 18 20

Figura 2.26: Parametros Incertos N = 20 plataformas- Visio do Passageiro na

Plataforma k == 10

450

Visao do Passagelro na plataforma k = 20

400

350

250

200

150

100

oFs
* Fv
X Fr

L ]
o]

» O

]

b

*
I!K**g**!*

XX X ¥ X % % g ox x oy |

TSN

e WO

;M XE O

wEX x

10
}

12

14

16

18

20

Figura 2.27: Pardmetros Incertos N = 20 plataformas - Visio do Passageiro na

Plataforma k = 20
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2.5.2 Linhas Operando em Regime Fechado

No caso de linhas operando em regime fechado serd considerada apenas a hipéiese
de parametros incertos, por ser mais abrangente.

Seja uma linha de metré ficticia com 10 estacdes (N = 20 plataformas) e os
seguintes parametros

N =20

CISCSCu

Cp o= [0.1313 6.2250 0.2625 0.2625 0.1500 0.1762 0.2625
0.2250 0.1875 0.0750 0.1425 0.1500 0.1125 0.1875 (2.138)
T

0.2625 0.2625 0.2250 0.1500 0.1313 (}.(}750]

Cu

il

[0.2188 0.3750 0.4375 04375 0.2500 0.2937 0.4375
0.3756 0.31256 0.1250 0.2375 0.2500 0.1875 0.3125 (2.139)

T
0.4375 0.4375 0.3750 0.2500 0.2188 0.1250]

Considere a matriz V1 € RV*N com N = 20, formada pelos vetores @ na
diagonal € A na sub-diagonal inferior e pelo escalar é no canto superior direito da
matriz

& )
/\g t;
V1(©,A,6) = YA (2.140)
| 0 A P ]

Comnsidere também a matriz V2 € RV*N, com N = 20, formada pelo vetor © na
diagonal '

-91 0
b
V2{B) = 03 (2.141)
L 0 929 e
Onde
(“) - 9} 92 83 94 05 96 97 93 69 910

T (2.}42)
011 61 b3 014 bis b1 b7 Oy by 92@]
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A= T h X M ds A d A A Ao M
Az his A Ais de Air Ais Ae Ao
Conforme (2.138) e (2.139) tem-se

T (2.143)

AfﬁAgAu BESBﬂgu

As matrizes A; e A,, sdo representadas pelas matrizes V1(Oa,,Au,64,) €
V1{Oa,,A4,,b4,) respectivamente, e as matrizes B; e B, sdo representadas pelas
matrizes V2(Opg,) e V2(Op,) respectivamente.

o VIO, ,A4,64,):

B4 = {MO.QS(}U —-0.6000 ~0.7778 —0.7778 —0.3333 —0.4159 -0.7778
—0.6000 ~0.4545 ~0.1420 -0.3115 -0.3333 -0.2308 —0.4545

T
—=0.7778 ~0.7778 —0.6000 -—0.3333 —0.2800 —0.14%9

Asy = [1.2903 1.3550 1.3559 1.1765 1.2140 1.3559 1.2003 (2.144)
1.2308 1.0811 1.1662 1.17656 1.1268 1.2308 1.3559

T
1.3569 1.2903 1.1765 1.1511 1.0811}

64, = 1.1511

* Vl(@A“,AA“) .

B4, = {—0.1511 —0.2003 ~0.3559 —0.3559 -0.1765 -—0.2140 -0.3559
—0.2003 ~0.2308 -0.0811 ~0.1662 -0.1765 -0.1268 —0.2308
—0.3559 —0.3559 ~0.2003 -0.1765 —0.1511 —0.0811

(2.145)
Aa, = | 16000 17778 17778 13333 14159 17778 1.6000

1.4545 1.1429 1.3115 1.3333 1.2308 14545 1.7778

L7778 1.6000 1.3333 1.2800 1.1429 )
b4, = 1.2800

s V2(0pg,):

Op = [1.1511 1.2903 1.3559 13559 1.1765 1.2140 1.3559
1.2003 1.2308 1.0811 1.1662 1.1765 1.1268 1.2308 (2.146)

T
1.3559 1.3559 1.2903 1.1765 1.1511 1.0811}
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¢ V2(©p.):

Gp, = 12800 1.6000 17778 1.7778 1.3333 1.4159 1.7778
1.6000 1.4545 1.1429 1.3115 1.3333 1.2308 1.4545 (2.147)

T
L7T8 L7778 1.6000 1.3333 1.2800 1.1429]

serao adotadas entao as seguintes variagdes maximas admissiveis

T
dz=|30 3 30 30 30 30 30 3¢ 30 30 30 30 3¢ 30 30 30 30 30 30 30 |

: T

du=[ 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 40 |
T

dh=[70 70 70 70 T0 70 70 70 70 70 70 TG TO 70 70 7O 0 70 7TO 70 |

Com os dados acima, assumindo o indice de desempenho

J=E+6E+6& (2.148)

A formulagao proposta utilizando invaridncia positiva e considerando as incerte-
zas em A e B, apresenta o seguinte resultado:

E=1 &£ =08604 & =0.85T1 (2.149)
e a matriz de controle F'r, que tem a forma da matriz V1(O@g,, Ay, 6r,)

o VUOpr, Apr, bpr):

Op = [{).49(}2 0.4050 0.3325 0.3325 0.4753 0.4528 0.3323
0.4050 0.4425 05299 0.4813 04753 0.4351 0.4425

T
0.3325 0.3325 0.4050 0.4753 0.4902 0,6299}

Apr = [—0.7422 —0.8147 08147 —0.6720 -0.6945 —0.8147 -0.7422 (2.150)
—0.7047 —0.6173 —0.6659 —0.6720 —0.7121 —0.7047 —0.8147
.
—0.8147 —0.7422 —0.6720 —0.6571 —0.5173]
bpr = —0.6571

Considerando agora que A e B sdo totalmente conhecidos, dados bor

A+ A,
A= Lﬁg——l (2.151)
B = M (2.152)

2
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e utilizando o mesmo indice de desempenho (2.148), a formulacho com restrigdes
(PRRL) para o problema de linha fechada fornece a seguinte matriz de controle Fs,
que tem a forma da matriz V1(Op,, Ap,, 6r,)

- Vl(eFa:AFméFs) :

Op, = [9.3500 0.1928 ©.2474 0.2474 0.1965 ©0.3500 0.3500
0.3500 0.3500 0.3500 0.3500 0.1965 0.3500 0.3500

T
0.3500 0.2474 0.3500 0.3500 0.3500 0.35{)8]

| (2.153
Ape = [-0.5072 ~0.4526 —0.4526 —0.5035 -0.3500 —0.3500 —0.3500 )
~0.3500 -0.3500 —0.3500 —0.5035 —0.3500 —0.3500 —0.3500

T
—0.4526 —~0.3500 ~0.3500 —0.3500 mo.gsoa]
e = —0.3500

Usando a formulagio de variancia minima [2] com A (2.151), B (2.152), perfei-
tamente conhecidos e o indice de desempenho

Jv = 0.1667 XJ}; Xjy1 +0.1667 (Xj41 — X;)7(Xj41 — X;) + UTU;
tem-se a seguinte matriz de controle Fv com a forma da matriz VI(Opy, Ary, 6F,)

¢ VI(Ary,Are, 6F2):

©r, = [0.2063 03073 0.3660 0.3660 0.2226 0.2483 0.3660

0.3073 0.2605 0.1655 0.2159 0.2226 0.1915 0.2605

0.3660 0.3660 0.3073 02226 0.2063 e.msaf

(2.154)

Are = | -04698 —05376 —0.5376 —0.3701 —04007 —0.5376 —0.4698

~0.4151 —0.3007 ~0.3621 —0.3701 —03325 ~04151 —0.5376

—0.5376 —0.4698 —0.3701 —0.3505 —o,aoav]T
Spe = —0.3503

Para ilustrar a resposta temporal do sistema, N = 20, considerando as matrizes
de realimentagio de estado Fr, F's ¢ Fv e considerando o caso desfavorivel de
(A, B) = (Au, By), serd utilizada apenas uma condigéo inicial
Xo = [303030303030303030 303030303030 3030303030)", que considera que todos os trens na
linha estao atrasados.

Condicgdo Inicial *° = [30 30 30 30 30 30 30 30 30 a0

30 30 30 30 30 30 30 30 30 30]T
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Na figura (2.28) sio apresentadas as evolugdes de i, zi™ —zl e wl de um trem j
ao longo de todas as plataformas da linha. Verifica-se na figura (2.28) que o desem-
penho obtido com Fr € bem superior aos obtidos com Fs e Fv. Com Fr, os efeitos
da condigéo inicial no estado desaparecem de faio na 13¢ plataforma, enguante que
com Fs ¢ Fv, o sistema se torna instdvel. O “headway” tem o comportc mento bem
semelhante ao do estado, mas neste caso também o sistema com Fr € i m melhor
que 0 com F's € Fv. Ao analisar o controle pode-se ver que Fr tem o mddulo menor
que Fv e Fs. ‘ _ . .

Na figura (2.29) sio apreseniadas as evolugdes de 21", #i™* — 2! ¢ uJ*? de
um trem j + 1 ao longo de todas as plataformas da linha. Verifica-se que assim
como para o trem 7 o desempenho de Fr € bem superior aos de Fs e Fv em todos
0s sentidos. _ , ‘ ‘

Na figura (2.80) sio apresentadas as evoluges de zit°, 2t — 2t ¢ ™ de
um trem j + 9 ao longo de todas as plataformas da linha. O desempenho de Fr, Fs
e F'v sequem os desempenhos jd mostrados nas figuras (2.25) e (2.29). No estado
Fr consegue estabilizar na 16° plataforma ¢ com Fs ¢ Fv o sistema € instdvel.
O *headway” de Fr ¢ minimo, enquanto o de F's cresce progressivamente ¢ Fv o
mantém estdvel. No controle Fr tem menor mddulo.

As figuras (2.31) e (2.32) mostram a visdo de um passageiro que fica parado
nas estagbes k = 10 e k = 20 observando o desempenho dos 20 primeiros trens
que passam por ele. Na plataforma k = 10 pode ser observado que os trens com
Fr diminuem o0s seus atrasos progressivamente e o 15° trem estd quase no hordrio,
com Fv e F's os trens tem um aumento progressivo dos seus atrasos, ultrapassando
os limites mdzimos admissiveis para a varidvel X;. Na plataforma k = 20 pode
ser observado que com Fr o 20° trem consegue chegar sem atrase, enquanto com
Fs e Fv eles vio aumentando os seus atrasos progressivamente estourando o Limite
admissivel para a varidvel X;.
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Figura 2.28: Linha Fechada - Pardmetros Incertos N = 20 plataformas - Trem j
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Estado do trem j+1
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Figura 2.29: Linha Fechada -Parémetros Incertos N = 20 plataformas - Trem j + 1
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Figura 2.30: Linha Fechada -Parametros Incertos N = 20 plataformas- Trem J+9



2.5  Exemplos Numéricos

Visac do Passagein na platelorme k = 10
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Figura 2.31: Linha Fechada - Parametros Incertos N = 20 plataformas- Visio do
Passageiro na Plataforma k = 10
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Figura 2.32: Linha Fechada - Pardmetros Incertos - N = 20 plataformas - Visao do
Passageiro na Plataforma k = 20
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2.6 Conclusao

Neste capitulo foi tratado o problema de regulacio robusta de linhas metrovidrias
operando em regime aberto e também em regime fechado. Na formulacio e solucio
do problema de controle foram utilizados os resultados obtidos no capitulo 1.

Uma diminuigao significativa das dimensdes do problema de programacao linear,
associado a solugdo do problema de controle, pode ser obtida impondo uma estrutura
bi-diagonal 4 matriz de realimentacao de estado e demais matrizes envolvidas no
problema. Essa imposi¢ao de restri¢ao de estrutura pode ser feita sem prejuiso da
qualidade da solugio do problema de regulagio devido s matrizes A e B possuirem
também uma estrutura bi-diagonal e diagonal respectivamente.

O uso e desempenho da formulagéo de regulacio robusta proposta neste trabalho
foi ilustrado por exemplos numéricos utilizando linhas metroviarias ficticias porém
com pardmetros e porte compativeis com os encontrados na pratica. Comparados
com resultados obtidos por abordagens alternativas, os resultados obtidos com a
formulagdo de regulagao robusta com restri¢des, proposta neste trabalho, foram am-
plamente superiores. Esta superioridade foi devida ao tratamento direto e explicito
das restrigdes de estado e controle do sisterna bem como das incertezas nos seus
parametros.
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Neste trabalho foram perseguidos dois objetivos principais:

¢ desenvolver um metddo de regulacio linear robusta aplicivel a sistemas de
grande porte com grande niimero de pardmetros incertos

e aplicagdo do metédo desenvolvido ac problema de regulagio robusta de trafego
em linhas metrovidrias

Relativamente ao primeiro objetivo, foi desenvolvido um novo metédo compu-
tacional, utilizando a teoria de conjuntos poliédricos positivamente invariantes e
programagao linear, para solugio de problemas de regulacio robusta de sistemas
lineares (A, B), discretos no tempo, incertos, sujeitos a restrigdes no estado e/ou
controle e dominio de incerteza dos parametros definido por intervalo de matrizes,
envolvendo pardmetros das matrizes A efou B.

As principais vantagens do metédo em questao sdo:

e Complexidade computacional praticamente independente do nimero de parametros
incertos.

® A solucao do problema de regulagio ¢ obtida da solugéo de um problema de
programagao linear padrio, para o qual sio disponiveis técnicas capazes de
tratar problemas de grandes dimensdes.

¢ Restrigdes de estrutura de controle comumente requeridas em controle de siste-
mas de grande porte, sdo facilmente tratadas e até contribuem para a reducio
da complexidade computacional do problema.

A principal desvantagem do método proposto é que ele é baseado em uma con-
di¢do de existéncia de solugao apenas suficiente, que em alguns casos pode ser muito
conservativa, |

No tocante ao segundo objetivo, a regulagio de trafego em linhas metroviarias foi
formulada como um problema de regulagio robusta de sistemas discretos no tempo,

77
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sujeitos a restrigoes lineares no estado e controle e dominio de paradmetros incertos
definido por intervalo de mairizes.

Para sua solugao foi utilizado com sucesso o método computacional desenvolvido
neste trabalho. As estruturas bi-diagonal da matriz A e diagonal da matriz B pu-
deram ser exploradas de forma a impor uma estrutura também bi-diagonal para a
matriz de controle e demais matrizes do problema, que sem prejuizo da otimalidade
da solugdo, permitiram reduzir consideravelmente a complexidade computacional
do problema de programacao linear. Exemplos numéricos envolvendo linhas metro-
vidrias com parametros e porte compativeis com os encontrados na prdtica, mostra-
ram a superioridade da formulacdo robusta proposta sobre outras alternativas que
nao consideram diretamente as restrigbes no estado e controle e/ou as incertezas nos
parametros do modelo.

Extensoes naturais dos resultados apresentados neste trabalho, sao:

s Regulacao robusta sujeita a restricdes:

— extensdo do método proposto considerando restrigdes assimétricas no es-
tado efou controle; desenvolvimento de métodos baseados em condigtes
necessérias e suficientes ou condigdes suficientes menos conservativas (na
referéncia [19] sao apresentados resultados preliminares j4 obtidos pelo
autor)

— estudo de problemas envolvendo controladores dindmicos
s regulagao adaptativa de trafego em linhas metroviarias

¢ aplicagéo dos resultados obtidos sobre controle robusto sujeito a restricoes a
outros sistemnas de grande porte em engenharia. Por exemplo, sistemas de
energia elétrica.
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