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RESUMO

Propomos neste trabalho um método mais simples, para o cdiculo dos
pardmetros de ordem de redes neurais, baseados nos cumulantes de uma
distribuicdo.

Aplicamos este método ao modelo de Hopfield, obtivemos seus parGmetros de
ordem m.g e r e baseados nestes par&metros, construimos seu diagrama de fase.

A seguir, estudamos com nosso método. um modelo de rede neural com
esquecimento, e outra rede com baixo nivel de atividade neural obtendo novamente,
0s mesmos resulfados que os obtidos pelos métodos da Mecdnica Estatistica.

Propomos ainda um modelo de uma rede neural, no gual as interagdes entre o0s
neurdnios s&Go dadas por:

1< u m
Jy "ﬁﬁé &/ cos[A(x; - x;)]

Trato-se de uma generdlizacdo da regra de Hebb, em gue consideramos a
variagdo espacial da interagdo.
A partir do método dos cumulantes calculaomos os par@metros de ordem do

i
modelo & mostramos que para k£ > EY3 ndo hd recuperagdo dos padrdes aprendidos

pela rede,

P

A principal vantagem do método proposto & ser mais simples do que os
métodos da Mecénica Estatistica, e por isto acredito, ser acessivel a profissionais de

outras areas.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A compreensdo do funcionamenio do cérebro humano é um dos principais
objetivos da ciéncia. O cérebro € a maguina mais poderosa conhecida do homem. O
ato de pensar, lembrar, resolver problemas. inspirou muitos cientistas a tentarem imitar
essas operagdes. Para isto utilizam-se computadores e programas que de forma muito
simples procuram simular algumas das complexas operagdes do cérebro. Os resultados
dessa pesquisa constituem o que denominamos de computagdo neural ou estudo das
redes neurais,

Vdarias dreas da ciéncia tém contribuido no estudo das redes neurais. Uma
destas dreas, a Mecdanica Estatistica, procura propriedades gerais das redes efetuando
médias sobre o comportamento de um nUmero muito grande de unidades de
processamento (denominadas de neurbnios) interligodas, os quais sdo supostas
possuirem uma estrutura interna bastante simples.

Os resultados obtidos, tais como: a copacidade de armazenamento de
padrdes das redes, o efeifo do ruido no armazenamenio destes padides, seus
parGmetros de ordem e, principalimente, seu diagrama de fase, embora muito
importantes ficam distantes de profissionals de outras dreas devido & complexidade
inerente aos métodos para a sua obtencdo.

O objetivo deste trabatho & aplicar técnicas mais simples da Estatistica, o
método dos cumulantes, para obter os par@meiros de ordem de uma rede neural e, a
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partir dai, a confecgdo do diagrama de fase da rede, sem o utiizagc&o dos métodos
da Mecdnica Estafistica. Espera-se assim, tomar acessivel aos profissionals de outras
dreas a confecgdo do diagrama de fase de redes neurdis.

A origem do frabalho baseia-se no artigo * Thermodynamic properties of spin
glasses " (1), cujos autores, M. Fibich, |. Riess @ A. Aron reproduzem os resultados do
modelo de Sherrington-KirkPatrick (modelo SK) de um vidro de spin através do método
dos cumuiantes. Procurou-se entdo, estender estes resultados para as redes neurais.

No segundo capitulo, infroduziremos as nogdes bdsicas sobre neurdnios e redes
neurais. Trataremos da condugdo do estimulo nervoso, dos tipos de aprendizado e
recuperagdo de padrdes e da natureza distribuida e associativa das redes. Ainda
neste capitulo abordaremos os principais modelos de redes neurais, desde o trabalho
pioneiro de McCulloch e Pifts em 1943 até o modelo de Hopfield em 1982, considsrado
um dos frabalhos mais importantes da @rea por esclarecer parte das davidas em
relagcdo ao processo dinGmico das redes neurais.

Observaremos, por esta retrospectiva, que muitas das idéias de Hopfield
estavam presentes em trabalhos de seus antecessores.

O trabalho de Hopfield ser& tratado no terceiro capitulo, sua dindmica descrita,
e serd demonstrado que a fungdo “energia” da rede decresce, ou permanece
constante durante cada iteragdo do sistema, até a rede atingir uma configuracdo de
energia minima, que representa um padrdo ensinado, os quals sGo os atratores da
dindmica da rede. Destacaremos ainda neste capitulo, o comportamento estocdastico
dos neurdnios da rede e também a nogdo de temperatura, como um parGmetro que
controla o nivel de ruido da rede.

No guarto capitulo, infroduziremos o método dos cumulantes e como podemos
calcular o valor médio de uma funcdo através de seus cumulantes. A partir dai,
aplicaremos estes resultados ac modelo de Hopfield, obtendo seus parGmetros de
ordem e, por fim, a constru¢ao de seu diagrama de fase.

Aplicaremos ginda o método a dols outros modelos, © de uma rede neural com
esquecimento © a uma rede com baixo nivel de atividade, a fim de mostrarmos a
equivaléncia com os métodos da Mecéanica Estafistica na obten¢do dos par&metros
de ordem.

No quinto capitulo, proporemos um modelo no qual as intera¢cdes entre os

neurdnios possuem uma variagdo espacial dada por:
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1
J,= —ﬁfg;‘g ! cosk(x,~x,) an

k=l

Trata-se de um modelo mais geral que o de Hopfield pois reduz-se a este
quando k=0, e fol resolvido neste frabalho para o caso a=0 (o ndmero de padrdes
ensinados permanece finito quando tomamos o limite termodinamico) através do
método dos cumulantes e da Mecdnica Estatistica (APENDICE D), obtendo-se os
mesmos resultados. Ainda neste capitulo exporernos alguns resulfados do modelo.

Finaimente, no sexto capitulo, abordaremos novos problemas aos quais ©
método dos cumulantes poderé ser aplicado e teceremos as consideracoes finais.

Foram ainda colocados como apéndices para melhor orientacdo dos leitores,
uma breve introdugdo aos vidros de spins (APENDICE A), o método das réplicas
(APENDICE B), o cdlculo dos porérhefros de ordem para a rede de Hopfield através da
Mecanica Estatistica (APENDICE C), e o cdiculo dos pardmetros de ordem do modelo
proposto também via Mecdénica Estatistica (APENDICE D).

Evidentemente, os métodos da Mecdnica Estatistica, principalmente o método
das réplicas sdo multo mais ricos conceitualmente que o método dos cumulantes. O
método das réplicas foi © embrido de todo um desenvolvimento no estudo dos
sistemas denominados desordenados que incluem, vidros de spins, redes neurais,
polimeros, problemas de ofimizagdo etfe....O0 método dos cumulantes & bem mais
simpies e esta é, acredito, sua principal virtude.

Neste trabalho procura-se, demonstrar o grande maioria dos resultados,
esperando que tal fato amenize o caminho de outros gue iniciem seus trabalhos nessa
drea tGo maravithosa quanto desafiante, que é o estudo das redes neurais.
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CAPITULO 2

REDES NEURAIS

2.1 Fatos basicos sobre neurdnios e redes neurais (2).

Atugimente existem numerosas observagdes experimentals sobre a estrutura e
funcionamento do cérebro, e algumas idéias e modelos fratando com aspectos
limitados das fungdes cerebrais. Existem ainda, muitas questdes fundamentais nd@o
respondidas.

Nos ditimos 50 anos, muitas ?enf‘cﬁvos foram feitas para simular o
comportamento de algumas fungdes cerebrais e, responder parcialmente a algumas
destas questdes fundamentais.

As céluias nervosas (ou neurdnios) forom primeiramente identificadas como
constituintes celulares do cérebro por chc:zf (3). Neurdnios sGo células especializadas
para infercomunicarem-se de forma muito répida, principalmente através de correntes
idnicas. Sua principal propriedade é a de gerar e transmitir impulsos elétricos. Estes
impulsos foram descobertos cerca de oitenta anos atds por Adrian (4) que
denominou-os de "potencial de a¢do® ou respostas “tudo ou nada® uma vez que suas
amplitudes sGo constantes. Em geral os neurdnios emitem tais pulsos a uma taxa
proporcional ao estimulo. Foram Cajal e Golgi (5) guem primeiro descobriram a imensa
complexidade dos circuitos neurais. Estudos da neuroanatomia indicam um grau de
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interconectividade, de vérias ordens de magnitude maior que aquele sncontrado
mesmo NOs Mais avangados supercomputadores.

Os neurdnios possuem, além de um corpo celular revestido por uma membrana,
uma complexa rede de prolongamentos denominados dendritos, (FIGURA 1), que séo
ramificados e especializados em receber singis de outros neurdnios através das
sinapses (6) e ainda, ¢ axdnic gue & em geral bastante longo e que serve para
conduzir o estimulo nervoso para regides mals distantes.

Por exemplo, algumas células, as células de Purkinge do cerebellum, possuem
cerca de 200.000 sinapses (7).

As redes assim resultantes s&o muito complexas. Existe uma estimativa de que o
cérebro humano possue cerca de 10'° neurdnios (8). Existem muitos tipos diferentes de
neurdnios. Szentdgothai, enumerou cerca de 250 tipos morfoldgicos diferentes de
neurdnios no cortex (9).

O modo como 0§ neurdnios se comunicam também é muito complexo. Os
neurotransmissores permiterm que canais sejom abertos na membrana dos neurdnios e
d&o origem a correntes idnicas. Existern cerca de meia centena de neurofransmissores.
Dependendo do tipo dos receptores, o efeito destes neurotransmissores é excitar o
neurdnio por despolarizar sua membrana enguanto outros agem como inibidores por
hiperpolarizarem sua membrana (6).

DENDRITOS

Figura 1 - Neurdnios

Como neurolransmissores mais comuns temos: a Acetilcolina, a qual geralmente
provoca excitacdo, e o acido y-aminobutirico, responsdvel pela inibig&o do neurdnio.
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Existe um grande conjunto de observagdes experimentais sugerindo uma
grande plasticidade nas redes neurais (10,11). Assim, o cérebro apresenta um atto nivel
de especificidade em arquitetura e conectividade e ao mesmo tempo um alto grau
de plasticidode em sua habilidade de reorganizagdio e regeneragdo dos novos
padrdes de conectividade.

O ponto de conlato entre um terminal do axdnic e o dendrito de outro é
denominado de sinapse (do grego synopéis = a¢do de juntan). E pela sinapse que os
neurbnios se unem formando as redes neurals. A infensidade do sinal fransmitido
depende da Intensidade da jungdo sindptica. Esta juncdo sindptica sofrerd
modificagdo durante o processo de aprendizagem e sob este aspecto a sinapse pode
ser considerada como a unidade bdsica de memdéria do cérebro,

Para que possam desempenhar suas fungdes, o neurdnio possui uma diferenga
de potencial entre seu interior e exterior denominado de potencial de membrana.
Qtjando o neurbnio estd em repouso o potencial de membrana mantém-se constante
e igual a -60mV, o que significa que a voltagem do interior do neurdnio é negativa em
relagdo ao meio extra celular. Este valor & denominado potencial de repouso. Se a
voltagem no interior da membrana do neurdnio tomar-se maior que o potencial de
repouso, diz-se que ocorreu uma despolarizagdo, quando ocorre o oposto, temos uma
polarizagdo.

Figura 2 - Fases do Potencial de Agdo
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Por exemplo, se © neurofransmissor Acetiicoling entra em contato com a
membrana do neurdnio, abrem-se canals que permitem a entrada de fons de sddio
Na® do meic extra celular para o interior da membrana e a saida de fons de potdssio
K~. Entdo, a célula dsspolariza-se e ocore um potencial de agdo no qual este
desequilibrioc (entrada do Na* saida de K e despolarizacdo) datinge
aproximadamente até +10mV (FIGURA 2) antes dos canals serem fechados, o sédio
retornar ao exterior, @ o potdssio ao interior através da Bomba de $édio/Potéssio
restaurando assim, o equilibrio. Todo este processo tem duracdo oproxinﬁada de um
milissegundo. _

Se a estimulagdo for suficientemente intensa e prolongada, obtemos um trem
de impulsos; uma sequéncia de potenciais de agdo, numa freqiéncia gue depende
do estimulo,

No corpo celular de um neurdnio, chegam através das sinapses, potenciais de
agdo de varios outros neurdnios. Seja J; a intensidade da sinapse e S, o potencial de

agdo gue chega vindo de outro neurdnio. Entdo, a contribuic@o de N neurdnios

através das sinapses serd:

N
k=3 J,S

g7

2.1

i=]

Se este potencial for maior que um determinado limiar (~40mV), o neurdnio ir&
despolarizar-se e desferir um potencial de acdo afrcvé§ de seu axdnio que Ird excitar
ou inibir outros neurdnios ligados ao axdnic deste por sinapses.

Em 1952, Hodgkin e Huxley (12) formularam um conjunto de equacdes
matemdticas, bOS@CﬁdO. em suas observagbes de geragdo e propagacdo dos
potenciais de agdo. Essas equagdes, sdo bastante complexas e quando resolvidas
numericamente, ddo origem a um tipo de estudo de uma rede mais realista levando
em consideragdo uma grande parte dos detalhes do neurdnio j& conhecidos.

Tal fipo de simulagdo, com neurdnios mais proéximos do real, tém ai sua forga e
fraqueza. A medida que © modelo forna-se mais real por cdicidncr mais varidvels e
parGmetros (13), corme-se o risco que da simulagdo terminar t@o pobremente
compreendida quanto a prépria rede. iguaimente preocupante, & o fato de que, por
ndo conhecermos todos os detahes do neurdnio, algumas propriedades
extremamente importantes podem inadvertidamente ficarem de fora, invalidando
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assim, os resuttados. Finaimente as simulagdes demandam um tempo computacional
muito  grande. Apenas recentemente fol possivel, devido ao progresso dos
computadores, ir além de casos simples.

Procura-se entdo, simplificar a representa¢@o do neurdnio e ao mesmo tempo
capturar seus principios mais importantes. O estudo de modelos simplificados de redes
neurais pode criar um base conceitual para uma melhor compreensdo das redes
neurais reqis.

Esses modelos simplificados abstraem a complexidade dos neurdnios individudis,
e de seus padrdes de conectlividade para toma-los analiticamente tratéveis.

Para um modelo de rede neural {14), a unidade andloga ao neurdnio real é
denominada unidade de processamento. Esta unidade, possui muitas entradas
(dendritos) @ as combinam, somando-as. Esta soma & entdo modificada por uma
funglo de transferéncia que deixa a informagdo passar se a soma atingir um
determinado valor minimo (imiar), ou ainda, ser uma func@o contfinua dos valores
combinados das entradas (FIGURA 3).

A saida de uma unidade de processamento pode entdo, ser ligada &s entradas
de outras unidades por conexdes cujos valores modificam a intensidade do sinal que
chega & proxima unidade antes de somd-las. Assim a fungdo de somar, é tratada
como uma soma ponderada pelos valores destas conexdes (sinapses).

10, I»0
Yi*=L 00 1e<x0

- Y]

Figura: 3 - Unidade de Processamento { Ref. (14))
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Uma rede neural consiste portanto de multas unidades de processamento
conectadas entre si. Nesta rede. as unidades s@o geralmente organizadcs em
camadas, com conexdes entre elas que podem ou ndio ser aleatérias. (FIGURA 4).

Figura 4 - Exemplo de uma Rede Neural

Existe uma camada de entrada na qual os dados s@o apresentados & rede e
outra de saida que fomece a resposta da rede a uma determinada enirada. As outras
camadas, sdo denominadas camadas internas da rede.

A operagdo de uma rede consiste em duas fases: a fase de aprendizado e a de
operaclo.

Durante a fase de aprendizado, os valores das conexdes, ou pesos, mudam,
adaptando-se em resposta aos estimulos recebidos pela rede. Se desejamos uma
deterrninada resposta da rede. comparamos sua saida a esta resposta, a fim de que,
a rede possa corrigi-la .Tal tipo de aprendizado possui entdo um supervisor e & entdo
denominado de aprendizado supervisionado.

Se a saida desejada & diferente da enfrada, o rede & denominada de
heteroassociativa. Se desejamos na saida um vetor igual ao vetor de entrada, a rede é
denominada de autoassociativa. Se a saida desejada ndo & fornecida & rede, o
aprendizado é denominado nao-supervisionado.

Um terceiro tipo de aprendizado utiliza-se da regra do refor¢co, no qual o
supervisor apenas indica se a resposta a uma entrada é boa ou ruim.

Qualquer que seja o tipo de aprendizado, a caracteristica essencial, & a regra
de aprendizado que especifica come os pesos adaptam-se em resposta o um dado
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conjunto, entrada/saida. Geralmente, o aprendizado requer a apresentacéio do
conjunto entrada/saida, muitas vezes & reds.

Na fase de operagdo, a rede ird responder o um dado estimulo. Normalmente
esta fase & parte do processo de aprendizado, quando por exemplo o resposta
desejada é comparada a saida da rede para determinarmos o erro.

A forma mais simples de reconhecimento, ocorre quando ndo existe retro-
alimentacdo de uma camada para outra, ou para a mesma. Entdo, a informagdo flui
de forma direta da camada de enfrada para a de saida mediada pelas fungdes de
transferéncias e pelas caracteristicas particulares de tal tipo de rede.

Se ocorre retro-alimenta¢do, a informagdo & iterada na rede até atingir algum
criterio de convergéncia. Em redes refro-alimentadas, uma estratégia de controle
consiste em minimizar uma fungdo de energia que podemos associar a cada estado
da rede. O processo de operagdo modifica iterativamente o estado da rede
conduzindo-a a um estado estdvel de menor energia.

A rede pode cinda operar de forma sincrona ou assincrona. O comportamento
sincrono, significa, que todas as unidades de processamento da rede mudam seus
estados simultaneamente, a cada periode de tempo caracteristico da rede. J& no
comportamento assincrono. as unidades mudam seu estado de forma randémica, e
independente das outras unidades da rede.

Numa rede neural, o aprendizado se dd através da apresentacdo de exemplos,
e de regras de aprendizado que modificam as conexdes sindpticas em resposta as
entfradas e, (opcionalimente) &s saidas desejadas a estas entradas.

No aprendizade n&o-supervisionado, sdo apresentados & rede apenas os
padrdes de enfrada e esta organiza-se internamente de forma a gue cada unidade
de processamento responde diferentemente a um estimulo ou grupo de estimulos,

As regras para o aprendizado ndo-supervisionado dividem-se em:

Regra de Hebb: a intensidade da conexdo entre um caminho
de enfrada de uma unidade de processamento e sua saida é
aumentada se ambas estdo ativas.

Regra do aprendizado competitivo: neste tipo as unidades de
processamento competem entre sl e agquela com a resposta mais
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intensa a uma dada entrada modifica suas conexdes de forma a
tornar-se mais semelhante & entrada.

JG no aprendizado supervisionado, a cada estimulo, a resposta desejadc: e
também apresentada & rede e esta configura-se de forma a obter a resposta. A regra

de gprendizado é conhecida como:

Regra Delfa: esta variante procura reduzir o erro entre ¢
entrada e a saida desejada de uma unidade de processamento

(Backpropagation).

A membria numa rede estd distribuida nos pesos das conexdes entre as
unidades de processamento. O valor dos pesos represenia o estado de aprendizado
da rede. A memdria & ainda associativa no sentido de que se & rede treinada
apresentamos uma entrada gue contenha apenas uma informagdo parcial, a rede
escotherd o padrdo que mais sé aproxima da resposta Gguele gpresentado na
entrada. |

Se a rede é autoassociativa, a apresentacdo de padrdes incompletos & rede,
resultard na sua total regensragdo.

A natureza associativa e distribuida da rede neural, produz uma resposta
razodvel quando o estimulo & incompleto, com ruido, ou a um padrdo nunca antes
apresentado & rede. Esta Glima propriedade, consiitul, um processo de generalizagdo
da rede.

Devido a natureza distribuida da memdria na rede neural, observamos que a
rede age como um sistema tolerante a falhas, pois, o danificarmos ou mesmo
destruirmos algumas poucas unidades de processamento, © comportamento da rede
sofrerd pouca alteracdo pois a informacdo ndo estd contida num Unico local na rede
mas sim distribuida pelas conexdes de todas as unidades de processamento. Esta
propriedade toma as redes neurais exfremamente Uleis no controle de aplicagodes.
onde a falha no controle de um equipamento implicaria em grandes danos , tais como
em reatores nucleares, usinas hidroelétricas etc....

As redes neurais, s&o também importantes na tarefa de reconhecimen?b de
padrdes. Tal farefa, requer a habilidade de compararmos uma grande guantidade de
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informagoes simultdneas, e obtermos como resposta uma generalizacdo destes dados.
E necessdario, também, uma resposta razodvel a padrdes incompletos, ou com ruido.

A computagdo neural, & a gue mais se aproxima da forma de percepgdo e
reconhecimento de padrdes do cérebro humano.

2.2 Principais modelos de redes neurais (1943 - 1982).

Warren McCulloch e Walter Pitls 1943.

Talvez o primeiro modelo de uma rede neural a ser estudada foi o de Warren
McCulloch e Walter Pitts, (15). Sem davida esta fol a primeira tentafiva de
compreender o que uma rede neurdl estaria realizando, dando-se como elementos
primitivos as abstragdes das propriedades dos neurdnios como eram conhecidas em
1943.

McCulloch e Pitts aplicaram a I6gica simbdlica ao problema de descrever o que
as redes neurgis podem fazer, eles provaram que todos os processos os quais podem
ser descritos com um ndmero finito de expressdes simbdlicas, como por exemplo, o
aritmética, classificagdo, recursividode de regras Idgicas stc... podem ser
incorporadas em redes do gue eles denominaram de neurdnios formais ou 16gicos.

Os neurdnios 1dgices, ou do tipo McCulloch Pitts (MP) sé&o uma representacdo
extrernamente simplificada do neurdnio real. SGo sincronos e do tipo bindrio, isto &,
admitem apenas dois estados. Cada neurdnio possui um limiar constante podendo
receber estimulos de sinapse excitatérias todas com valores idénticos. Podem ainda,
receber entrada de sinapses inibitérias cuja a¢do & absoluta, ou seja, se a sinapse
inibitdria estd ativa, o neurdnio ndo dispara seu potencial de agdo. Existe um intervalo
de tempo para integragdo das entradas das sinapses.

Seu modo de operagdo é simples. Durante o intervalo de tempo de integracdo
das entradas, o neurdnio soma os valores dos potenciais da sinopse e se nenhuma
sinapse Inibitdria esta ativa, e ainda se o valor encontrado for maior que o limiar entéc
¢ neurbnio torna-se ativo (ou dispara um potencial de acdo); caso contrdrio eie

permanecs inativo,

Pagina 12



O resultado mais importante da rede fol que gualquer expressdo ldgica finita
pode ser redlizada por um neurdnio do tipo MP. Este resultado & multo importante por
mostrar que elementos simples conectados entre si, formando uma rede, possuem um
grande poder computacional. Uma vez que tais elementos foram baseados na
neurofisiologia, este resultado sugere que o cérebro & uma mdaguing extremamente
ibgica e poderosa.

McCulloch e Pitts estavam cientes de que muitos dos fendmenos ocorrendo ne
sistema nervose eram de origem continua e ndo discreta e em seu trabatho,
comentaram sobre a importdncia de que mudangas contfinuas no limiar dos neurdnios
podseriam ter no aprendizado e adaptagdo.

Pitts e McCulioch abordaram também em 1947 (16) o problema de
reconhecimento de padrdes, problema central de qualquer teoria do comportamento
inteligente. Eles observaram que os animais necessitam reconhecer diferentes versdes
do mesmo padr@o, assim como, necessitamos reconhecer diferentes versdes de um
mesmo texto, letras mailtsculas ou minUsculas, cores diferentes efc. Construiram um
modselo composto de duas redes neurqis para resolver o problema de reconhecimento
de padrdes. A primeira rede procura encontrar propriedades invariantes de um dado
padrdo, isto &, propriedades comuns a todas as possivels variantes do padrdo. A
segunda rede transforma qualquer variante apresentada no padrdio modelo.

Donaid Hebb 1949.

O préximo avango vem a partir da publica¢do do livro *The Organization
of Behavior" de Donald Hebb (17) em 1949, que foi © primeiro a estabelecer que o
aprendizado se dd via modificacdo nas sinapses enire os neurdnios.

A regra, hoje conhecida como regra de Hebb, estabelece que "guando um
axdnio da célula A estd proximo bastante para excitar uma célula B e repefidamente
ou persistentemente toma parte em esﬁmulé-lc, cdlgum processo de crescimento ou
mudanga metabdlica ocorre em uma ou ambas as células tal que a eficiéncia de A
como uma das células que estimula B aumenta’.

Hebb qinda propde que devido &s modificagdes sindpticas, ocorre a formacdo
de ogrupcimentos de células que possuem um comportamento sincrono. Seguiu uma
antiga sugestdo de Cgjal (3) e postulou que a ativagdo repetida de um neurdnio por
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outro através de uma dada sinapse aumenta sua conduténcia de forma a que grupos
de células fracamente conectadas, se dlivados de forma sincrona tendem a
organizarar-se em conjuntos mais fortemente conectados. Esta talvez, seja uma das
principais contribuigcdes de seu trabalho pois, embora houvesse na época falta de
evidencias para o suporte de suas idéias, a teoria dos conjuntos sincronos de células
desperfou uma enorme investigagdo de como esta alividade neural sincrona é
gerada e propagada nas redes neurdis,

Sua idéia de que existem padrdes temporais estvels de atividade neural
reapareceu posteriormente em varios modelos de "atratores” para o atividade neural
(44.,49).

Hebb ao expor suas idéias finha conhecimento da natureza distribuida que o
sisterna nervoso utiliza e estava a par das idéias de Kar Lashley sugerindo uma
representacdo distribuida.

Karl Lashley 1950.

Lashley (18) descobriu que ao lesionar vérias partes do cérebro de um rato, o
animal mesmo assim, era capaz de demonstrar capacidade de aprendizado.

Esses dados levaram lLashley a concluir que existe relativamente pouca
localizagdo no cortex cerebral. Téecnicas modernas mostram que as conclusdes de
Lashiey nGo sGc verdadsiras € gue existe uma grande localizagdo de fungdes no
cortex como por exemplo, no mapeamente de frequéncias na cudicdo, no
mapeamento de espago visual na superficie do cortex, etc. Este mapeamento &,
confudo, passivel de re-organizagdo em alguns casos de lesdo, o que provocou as
conclusdes de Lashley.

Entretanto, é igualmente errado supor que a informagdo armazenada estd
localizada apenas num pequeno conjunto de células e suas interconexdes. Por
exemplo, uma imagem visual excita um grande nimero de neurdnios do sistema visual;
exatamente quantos & uma questdo em debate (19,20).

Podemos entdc supor que a informagdo é distribuida e que muitos elementos
devem estar simultaneamente ativos para representar a informagéo.

As conclusdes de Lashiey favorecem mais um sistema distribuido que localizado.
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Brion G. Cragg e H. N. V. Temperley (1954).

Em 1954 o fisico Temperley e o neuroanatomista Cragg (21) observaram que
assim como os neurdnios podem estar ativados (emitindo um potencial de acdo) ou
em repouso, dtomos numa rede que possuem momento magnético podem estar num
dos dois estados de energia, por exemplo, com o spin apontando para ¢ima ou para
baixo. Assim, como os neurdnios excitam ou inlbem seus vizinhos, também os Gtomos
exercem forgcas uns sobre os outros tendendo alinharem seus spins na Mmesma diregdo
ou dire¢clo oposta. Desta forma, as propriedades dos neurdnios numa rede
densamente conectada, s&o similares & uma rede de atomos com spins.

Atomos num material podem apresentar diferentes tipos de ordem (ou
desordem). Estes tipos vao desde ordem de curto alcance na qual, em média, cado
spin apontando para cima é rodeado apenas por spins apontando na diréc;c‘:o oposta,
como por ordem de longo alcance na qual em média, spins apontando numa diregdo
persisterm por uma disténcia maior. Tals tipos de modelos nos ddo uma boa explicagdo
das propriedades dos matericis magnéticos. Por exemplo, num material
ferromagnético, os spins tendem a forgarem seus vizinhos a orientarem-se na mesma
dire¢do, dai uma ordem de longo alcance.

J& num material antiferromagnético, os spins tendem a forgarem seus vizinhos na
direg&o oposta e possuem também ordem de longo alcance.

Seria de esperar que as redes neurdais exibissern um comportaments "andlogo”.

Cragg e Temperley sugeriram ent&o que:

Os padrdes apreseniados pelos materiais ferromagnéticos
compreendendo spins apontando para cima e para baixo
seriam andlogos As regides das redes neuradls que possuem
neurdnios disparando potenciails de acdo e neurdnios em

repouso.

Que s redes neurcis poderiam apresentar efeitos similares &
da histerese ferromagnética nas tfransicdes entre estados
desordenados para ordenados. Isto implicaric que padrdes
apresentados pelas redes neurcis uma vez disparados por
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estimulos externocs, seriam estdvels contra uma atividade
randdmica espont@nea e poderiam desta forma constituirem

‘uma memdria® do estimulo (22).

Este trabalho daria origem ao frabalho de Little (38) 20 anos depois.

B. Fariey e W. A. Clark 1954,
A. M. Uttley 1954.

Perfo de 1950, entrou-se na era da simulagdo por computador. Quando é
proposta uma regra de aprendizado, & entdo, possivel simuld-la para observar se
funciona. Uma das primeiras simulagdes foi feita por Farley e Clark em 1954 (23}, que
estudaram alguns detalhes das propriedades de neurdnios interconectados.

Uttley em 1954 (24) demonstrou que redes neurais com conexdes sindpticas
modificGveis do tipo Hebb, poderiam aprender a classificar conjuntos simples de
padrdes bindrios do tipo 110101101, 100011001 etc em closses equivalentes, por
exemplo, todas as que iniciom com 100,

Nathanie!l Rochester e outros 1956.

A a simulagdo mais inferessante foi feita por Nathaniel Rochester e outros em
1956 (25).

Em 1956, Marvin Minsky, John McCarthy, Nathaniel Rochester e Ciaude Shanon
(14) organizaram a primeira conferéncia sobre inteligéncia artificial promovida pela
Fundagdo Rockefeller. Nesta reunido, besquisadores de todo mundo uniram-se para
discutir o uso dos computadores na simuiagdo de *cada aspecto do aprendizado ou
qualquer outra propriedade da inteligéneia”. Foi nessa conferéncia que as areas da
computagdo neural e inteligéncia artificial foram iniciadas e que Rochester, da IBM
Research apresentou um modelo de rede neural construido com vdarias centenas de

naurdnios.
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Rochester simulou ent&o, em seu trabalho, a regra de aprendizado de Hebb.
Sem duavida foi a primeira tentativa de testar o teoric de uma rede neural bem
formulada através de uma simulacdo no Computcdor.

O aspecto mais inferessante dessa simulagdo fol o de fazer uma série de
hipbteses que nGo estavam presentes na teoria original de Hebb. Simulagcdes envolvem
uma grande precisdio de detalhes que ndo podem ser ignorados ou apenas discutidos
de forma qualitativa.

Os neurdnios eram do tipo bindrioc com um limiar. Os autores descobriram que a
medida que o sistema evoluia no tempo, a infensidade da sinapse do tipo Hebb,
aumentava sem limite. Para resolver este problema propuseram que a soma de todos
os valores das sinapses fosse constante. Fol necess@rio ainda a infrodugdo de um fator
de fadiga onde células que j& dispararam seu potencial de agdo sé@o ménos provaveis
de novamente dispar&-los num futuro préximo.

Quando o sistema foi simulado, ndo mostrou o aparecimento dos grupos
sincronos de celuias predito por Hebb, ou seja, ndo mostrou o auto-organizacdo
esperadd. Na segunda tentativa fol incorporada a inibi¢do, no sentido de que um
grupo de células inibe em sua vizinhanga outros de fornarem-se ativos. As sinapses
assumiam valores entre +1 e -1 ao invés de +1 e 0. O neurdnio foi também modificado.
sua saida era relacionada & freqléncia de disparos que podiam assumir valores entre
0 e 15 e nGo mais unicamente x1.

A regra de Hebb fol modificada de tal forma que se as freqléncias das
atividades pré e pds sindpticas eram correlacionadas, a intensidade sindptica
aumentava e ainda, se um neurdnio disparava um potencial de agdo enguanto o
outfro estava inativo, a intensidade decrescia. Esta & uma generalizacdo natural da
regra de Hebb que é comumente usada até hoje.

A atividade da célula pds sindptica foi obtida por somar a dafividade pré-
sindptica mediada pela intensidade da sinapse, regra utitizada ainda nos dias de hoje.
Usou-se também a hipdtese de que os neurdnios conectam-se apenas a seus vizinhos
mais proximos.,

Usaram na simulagdo cerca de 512 Reurdnios. Assumindo os dados acima, @
simulagdo funcionou, e ocorreu a formagdo dos grupos sincronos de células com
conexdes excitatdrias, entre as células destes grupos, e inibitdrias entre  grupos

diferentes.
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Frank Rosenblatt 1958 (perceptrons).

O proximo passo foi dado por Frank Rosenblatt em 1958 (26). que mostrou como
redes neurdis com neurdnios do tipo I6gico e com conexdes modificAveis poderiam ser
“freinadas’ para classificar certos conjuntos de padrdes como similares ou distintos.
Rosenbiatt denominou tais redes de “perceptrons”.

O perceptron & um sistema classificador de padrodes; o primeiro perceptron era
capaz de algum aprendizado e possuia um alto grau de plasticidade. Era também,
capaz de fazer generalizagdes limitadas e podia classificar padrdes com ruido.

O perceptron (FIGURA 5) tinha iniciaimente o propdsito de reconhecimento
optico de padrdes. Uma rede de 400 fotocéluias correspondente aos neurdnios
sensiveis & luz da retina recebiam o estimulo éptico inicial. Estas fotocélulas eram
conectadas a unidades associadoras que recolhiam 0s impulsos elétricos das
fotocéiulas. Conexdes entre as fotocélulas e as unidades associadoras eram feitas de
forma randdmica. Se g entrada de clguma fotocélula excedia um certo limiar as
unidades associadoras produziom uma resposta.

* salba

UNIDADES RANDOMICAMENTE
CONECTADAS

Figura 5 - Perceptron - { Ref. (14) )
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Uma das caracteristicas importantes dos perceptrons provada por Rosemblatt, &
que dado um conjunto de entradas e saidas 1, existe uma forma de treinar 0s pesos
que garante as saidas desejadas se @ apenas se um conjunto de pesos existir.

Minsky e Papert (27) provaram que para os conjuntos ‘mais interessantes" ndo
existe nenhum conjunto de pesos. Mostraram ainda, gue um conjunto de pesos existe
se o conjunto de entrada & linearmente separdvel e, a partir dai, demonstraram que o
perceptron nGo seria capaz de efetuar uma operacdo do tipo ou exclusivo.

Conjunto linearmente separdvel significa que, dado um espaco de todas as
entradas, todas aquelas que possuem uma determinada propriedade devem estar de
um Unico lado de um hiperplano e todas as outras com a outra propriedade do iado
oposto.

Minsky e Papert destacaram ainda, que embora um perceptron multi-camada
poderia estar apto a resolver o problema do tipo ou exclusivo, ndo existia forma de
responder quais pesos deveriam ser gjustados guando a saida fosse indesejada.

Entdo, baseados na inabilidade de um perceptron simpiles em resolver
‘problemas interessantes’, concluiram que a pesquisa de maaguinas semelhantes seria
de pouco valor.

O fato do perceptron ser capaz de um comportamento adaptativo complexo,
tormou-o atrativo para os engenheiros da época que vislumbrarom vérias aplicagdes
parg seu Uuso. Seu comporfamento complexo foi dificl de ser analisado
matematicamente (28.29) e tal fato conduziu a vérias conclusdes sobre o poder e as
limitagdes do aprendizado pelas maquinas.

O importante a ser observado & que o modo apropriado para o estudo do
cérebro seria vé-lo como um associador para o aprendizado e gue a linguagem da
I1bgica simbdlica ou Booleana ndo era o melhor caminho.

O ponto principal era de gue num ambiente cheio de ruido e varidvel, e com
conexdes sindpticas nGo complstamente pré-especificadas, seria entdo necessario ao
sistema, aprender a fazer as conexdes baseados no estimulo. Era o inicio do "errando &

que se aprende’,
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Oliver Selfridge 1958.

Em 1988, Oliver Selfridge (30) propde © Pandemonium que engloba técnicas de
otimizagdo, no qual procura-se maximizar uma determinada fungdo do estado do
sistema.

Através deste esquema de aprendizado, a resposta de um dado neurdnio
depende de suas entradas, isto &, da intensidade das conexdes sinépticas entre a
unidade e o padrdo de entrada ou entre a unidade e as camadas anteriores. Se
conhecermos 0s padrdes de entrada podemos modificar estas conexdes até
maximizarmos a efetividade do sistema. Selfridge sugere que podemos fazer isto por
modificar os pesos um pouco em todas as diregdes e escolher a direcdo em que se dd
um maior aumento na efetividade e assim sucessivamente. Isto assegura que a
resposta do sistema serd aumentada ou, na pior das hipdteses serd ndo decrescente,

Bernard Widrow e Marcian Hoff 1960

Logo apds os perceptrons, Bernard Widrow e Marcian Hoff em 1940 (31-33),
propuseram o ADALINE (Adaptative Linear Neuron) cuja saida era 1 em vez do 0 e ]
dos percepirons (FIGURA 6).

O ADALINE consiste de uma série de pesos adaptaveis. Uma entrada constante
de +1 & sempre conectada ao ADALINE. As entradas assumem somente valores 1. Os
pesos podem ser pqsi‘rivos ou negativos. A soma ponderada das eniradas incluindo o
entrada constants +1, & oplicada & fungdo de transferéncia, a qual converte a saida
para valores .+ 1.

Um mecanismo de controle do aprendizado testa a entrada, a saida, a saida
desejada e usa esta informagdo para qjustar os pesos. inicialmente, os pesos adotam
vaiores aleatdrios.

O aigoritmo de gjuste dos pesos do ADALINE é o seguinte:

Aplicando-se o padrdo a ser classificado na entrada do ADALINE,
calcula-se o ero (a diferenga entre a soma ponderada e a
resposta desejada). Ajustam-se os pesos, a fim de reduzir o erro.
Este processo & repetido para o préximo conjunto de entrada.
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Calcular o erro para cada fteracdo e ajustar os pesos para diminuir ou
eliminar o ermo & no que consiste a regra de aprendizado do Widrow-Hoff. Eles
assumiram ainda ¢ presenga de um supervisor conhecendo gqual a resposta o um

dado estimulo:

»,
ENTRADAS

X, X W,
Xy VQ,Z' , )
* f?’ )\z_:/ 1= ~
X L]

ALGORITMO DE

=]  APRENDIZADO .
SAIDA DESEJADA

Figura 8 - Adaline - (Ref. (14))

Sabia-se também a resposta efetivamente dada. Assumiram entd@o, que o
sistema poderia caicular o erro entre o padrdio conhecido e a resposta efetivamente
dada, ou seja a diferenca entre eles. Cs pesos sindpticos s&o entdo gjustados de forma
a reduzir o erro até atingir o valor zero.

O aigoritmo garante a convergéncia se existir um conjunto de pesos. e este
conjunto reduz © ero no senfido dos minimos-quadrados. Este algoritmo & também
conhecido como LMS (Least Mean Square) em processamento de sinais (34).

Um aspecto importante da idéia de comecdo de enro & o existéncia de um
supervisor que possue um perfeifo conhecimento da resposta. Tais algoritmos sé&o
conhecidos como supervisionados. C algorifmo  “backpropagation” desenvolvido
recentemente é o mais conhecido fipo de algoritmo supervisionado. (35).
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Marvin Minsky e Seymor Papert 19469,

Até 1969 tudo corria muito bem para a drea das redes neurais, cenfenas de
algoritmos, varias regras de aprendizagem, e a pesqguisa incentivada por fundos de
varias instituicdes.

Entdo. com a publicag&o do livio "Perceptrons” de Marvin Minsky e Seymor
Papert (27} iniciou-se um periodo ruim para a drea. Por que tal livio provocou efeitos
t&o devastadores?

Muitas foram as causas, mas a principal foi que o livio em questdio abordava
limites da computagdo neural. Rosembilaft, j& estava a par dos problemas com os
perceptrons: havia problemas ndo resolvidos pelos mesmos, havia o problema da
separabilidade linear das entradas para a sua classificagdo. Existiam também
problemas se muita generalizagdo era requerida. Algumas destas dificuldades foram
abordadas no Glitimo capitulo do livro de Rosembilatt.

Minsky e Papert colocaram o estudo das limitacdes dos perceptrons em uma
base sdlida.

O principail resultado matemdtico do livio é sobre o predicado geométrico da
conectividade. Uma figura A & conexa, se pudermos tragar uma curva continug,
totalmente contida em A através de quaisquer dois pontos de A, E possivel entdo
demonstrar que um percepiron de didmetro limitado ndo consegue simular o
predicado geométrico da conectividade..

Mas bastavam estes resultados técnicos para interromper toda uma linha ativa
de pesquisa? A resposta & que as redes neurcis estavam em deciinio j& por alguns anos
porque, apesar do grande sucesso inicial, falharam gquanto & expectativa futura.
Resultados prdaticos ndo se materializaram e resultados de sucesso no novo campo da
inteligéncia artificial acabaram por obscurecer as redes neurdis.

Assim, o aparecimento do livro fol um golpe final do processo que arrastava-se
i& por algum tempo. No capitulo final do livro, estavam reservadas palavras gue teriom
grande impacto sobre a pesquisa futura. L os autores expressavam a crenga de que
as limitagdes que descobriram para ¢ perceptron simples deveriam ser verdadeiras
para outras variantes do perceptron, mais especificamente, para perceptrons multi-
camadas. Esta conjectura refreou o financiamento de verbas para pesquisas na éreq.

E por que versdes mais complexas do perceptron deveriam sofrer das mesmas

imitagdes?
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Felzmente, para todos os que trabalham com redes neurais os autores do livio

estavam errados.

Teuvc Kohonen 1972.

James A. Anderson 1972.

Em 1972, as redes associativas retornam nos trabalhos de Teuvo Kohonen (36) e
Anderson (37) que de forma independente obtiveram os mesmos resulfados.

No modelo denominado associador linear, os neurdnios eram do tipo analbgico
e ndo bindrio. Suas entradas eram entdo muttiplicadas pelos pesos sindpticos e
somados, sendo sua saida proporcional a esta soma. Neste modelo, dado um vetor
de entrada, o vetor de saida é calculado pela matriz de conexdo vezes o vetor de
entrada. A relagéo entrada/saida & entdo especificada por uma simples multiplicacdo
de uma matriz por um ve’r_or, uma transformagdo linear.

A regra de aprendizado era uma generalizagdo da regra de Hebb, na qual a
mudanga sindplica era proporcional ao produto das atividades pré e pds sindptica
(Anderson), ou & correlagdo entre os elementos do vetor de entrada e do vetor de
saida (Kohonen), que séo a mesma coisa.

, A matriz de conexdio era entdio calculada pelo produto externo entre os vetores
de entrada e saida.

Se o nimero de entradas e saidas & grande, haverd maltiplas correlagdes entre
os diferentes elementos no nivel sinGptico. Esta propriedade fortalece a habilidade da
rede em memorizar padrdes. Ela também remove a assimetria entre entrada e saida.
Se ambos sdo vetores, & entdo facil realimentar a entrada com a saida. Tal ﬁpo de
rede, Kohonen denominou-a de autoassociativa e serd o base das redes do tipo
Hopfield. Se os vetores de entrada e saida sdo diferentes o rede & denominada de
heteroassociativa.

O Unico caso em que hd associacdo perfeita & quando os vetores de entrada
s@o ortogonais. Este fato, coloca um limite no nimero de vetores que podem ser
armazenados. Simulagdes futuras indicariam que o sistema ’rrabalhd bem para vetores
aleatérios cujo niamero maximo de vetores armazenados estd situado entre 10% e 20%

do nimero total de neurdnios.
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Willian A. Little 1974,

Vinte anos apds o frabalho de Gragg e Temperley (21,22), Willian A. Little (38)
refomou a analogia entre uma rede neural e um sisterna de spins interagindo entre si.

A existéncia de estados persistentes numa rede neural corresponde &
ocoméncio de ordem de longo alcance no sistema de spins.

Little considera uma rede na qual os neurdnios estdio isolados de um estimulo
externo, e na qudl disparam potenciais de agdo de modo sincrono, isto é disparam em
um tempo que é miltiplo inteiro de um periodo T da ordem do periodo refratdrio do
neurdnio. Em seu trabalho Little propde um modslo probabilistico para o neurdnio em
vez de um modelc deterministico.

Assim, & possivel calcuiar a probabilidade de passarmos de um estado a outro
dado 0s pesos sindpticos. Se a rede possue N neurdnios, cada um dos quals pode estar
no estado *1, existem ent@o 2" possiveis estados para o sistema. Consideremos uma
matriz (2% x 2V ) de probabilidades P com todas as probabilidades de transicdes entre
os diferentes estados. Um slemento desta matriz £, representa a probabilidade de

fransi¢do do estado a para o estado B. Um estado serd persistente no sentido de que a
transigdo para ele préprio, isto é o termo diagonal B serG proximo de 1. Trata-se de
um modelo de Markov, onde a probabilidade de transicdo s6 depende do estado
corrents.

O estado da rede & descrito por:

w()=[S,,S5,,...,5,> @.2)

onde: §; = + 1 se 0 neurdnio disparou um potencial de agdo e S, = -1 caso contrério.
Esta configuragdo determina © estado da rede neural num instante particular e
corresponde & configuracdo dos spins numa linha de uma rede de Gtomos com spins.
A configuraogdo que descreve o estado da rede neural apds o préximo ciclo
corresponde & configuragdo dos spins da préxima linha, Assim, a existéncia de
correlagdio entre dois estados da rede neurai separados por um longo periodo de

tempo corresponde & correlacdo espacial de um sistema de spins de king

bidimensional.
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Como ¢ existéncla de ordem de longe alcance em um sisterna de spins &
formailmente idéntica o aparecimento de estados persistentes da rede neural, Liftle,
usou os resuttados dos sisternas de spins para demonstrar que o existéncia de ordem
de longo alcance estd associada & degenerescéncia do maior autovalor de matriz de
transferéncia.

Littie. mostrou ainda, que uma transicdo para um estado persistente & andloga
auma transicdo de fase.

Num trabalho subseqUente Liftle e Shaw (1975) (39). estenderam o trabalho
anterior de Little e propuseram um modelo no qual os neurdnios pbssuem apenas dois
estados, (disparando ou ndo um potencial de a¢do) mas, com limiar variavel.
Basearam o modelo, na observagao de que havia, no neurdnio real, muitas fontes de
ruido. Existe por exemplo, um processo de Poisson governando © nimere de "quanta”
(vesiculas sindpticas) eliminados quando a sinapse é afivada, bem como uma
descarga espontnea dos mesmos.

Assim dada uma certa despolarizagdio a probabilidade de um disparo ocorrer é
uma fungdo tanto do limiar da célula quanto da sua variabilidade interna.

A célula pode disparar um potencial de a¢do mesmo guando a despoicrizac;do
estiver abaixo do valor limiar, ou permanecer em repouso mesmo guando estiver
pouco acima deste valor. O conceito de um neurdnio probabilistico teria aplicacdes
futuras (40).

D. Marr e T.Poggio 1976.

Em 1976 D. Marr e T.Poggio (41}, estudaram como © cérebro humano constrdl a
nocdo de profundidade que nos permite a visdo tridimensional.

Trata-se de um problema de um algoritmo cooperativo no qual um nimero de
elementos observando apenas uma parte do problema interage com ¢ outra parte e
converge para uma solugdo global comum.

Marr e Poggio. através de seus algoritmos criaram uma matriz de conexdes &
qual era gpresentada uma imagem (estimulo externo). Iniciava-se um processo
terativo no qual as saidas de cada célula era 0 ou 1 e afingia-se um estado estével
que ao ser iterado novamente, ndo sofria mais mudonq:os.'

A dindmica deste processo &€ semelhante ao modelo do Hopfield.
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No modelo de Marr e Poggio observamos um vetor inicial representando um
estado sendo operado iferativamente de acordo com regras simples e atingindo um
estado final estdvel.

Este tipo de sistemna tornou-se muito comum atualmente. Observarmos ainda
que sua matiz de conexdo & deduzida da estrutura computacional do problema. Um
exemplo deste tipo de sistema, foi desenvolvido por Hopfield e Tank (42 ) que usaram
um rede neural para estimar a sclug&io do problema do caixeiro vigjante,

Em outros sistemas, a matriz de conexdo, é formada pela utlizagdo de uma
regra de aprendizado.

Sun-ichi Amari 1977.

Em 1977 Sun-ichi Amari (43) propde dois modelos. No primseiro, denominado
associador de padrdes um padrdo x & transformado num padrdo de saida y usando
uma transformagdo T, ou seja. y=Tx. Amari assume que este tipo de rede possui,
sémente durante o processo de aprendizado, uma outra enfrada, que faria o papel de
supervisor até que a relagdo entrada-saida seja comretamente formada. O segundo, é
uma rede autoassociativa, a gqual Ar_ncri denomina de ‘rede formadora de conceito”
na qual o padrdo de saida é realimentada novamente & entrada da rede. Amari
define como "concelto”, um estado estével dessa rede., isto &, estados do tipo x=Tx.

Amari define uma fungdo R dos pesos, do supervisor e das entfradas, € uma
fungdo L unicamente dos pesos cuja forma é andloga & funcdo energia que é de
grande importdncia no desenvolvimento futuro das redes neurais. Amar menciona
ainda que ¢ solugcdo de "energia minima' & encontrada quando os pesos estdo na
mesma dire¢do do autovetor com ¢ méximo autovalor da matriz de covaridncia
formada pelos padrdes de entrada.

Nessas redes Amari usa a notagdo de que as entradas sGo dadas por x,,...,x, €
as saidas y;,..., ¥, S& w,; & o valor da conexdo entre o elementoiej e A o limiar do i-

ésimo elemento, entdo:

N
Vi = (P(Z WX, _hg) i=12..m (2.3)
=1
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ou em notacdo matricial
F=oWi-h) (2.4)

Se a rede for do tipo recorrente e do tipo “formadora de conceitos®, entdo a
saida no tempo t+1 & dada por: ‘

FHt+1) =@ (Wi-h) (2.5)

Um estado que satisfaz Tx = ¥ &€ denominado um estado de equilibrio da rede.
Estes estados representam informagdo que a rede pode manté-la (andlogo os
estados persistentes de Little) indefinidamente. O estado de equilibrio é visto por Amari
como um padrdo "conceito” que a rede formou. '

James A. Anderson e outros 1977.

Ainda em 1977, Anderson, Silverstein, Rifz e Jones (44) propdem uma
generaglizaglo do associador linear (FIGURA 7) na qual dois grupos a e 8 de N neurdnios
cada um, onde cada neurdnioc do grupo a estd ligado a cada neurdnio do grupo B.
Este modelo j& havia sido abordado por Leon Cooper em 1973 (45) e por Nass e
Cooper em 1975 {46).

Vamos supor que os neurdnios atuem como somadores lineares analdgicos de
suas enfradas (47). Se assumirmos que a intensidade da conex&o sinGptica a; que liga

os neurdnios | No grupo a com o i-ésimo neurdnio do grupo B e se () é a atividade do
neurdnio j no grupo a e g} a atividade do neurdnio i no grupo B entdo:

g =2 a,f()) (2.6)

j=1

Seja agora a seguinte situagdo:
O conjunto de neurdnios a apresenta um padrdo de atividades f, & O conjunto

B um padrdo de atividades g,.
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Vamos associar 7, com g, supondo que os elementos da matriz de conexdo
sejam iniciaimente nulos. A principal hipdtese & a seguinte: "para associarmos o padrdo

ﬁ em o com g, em B necessitamos mudar o conjunto dos pesos sindpticos de acordo

com ¢ produto da atividade pré-sindptica com a atividade pds-sindptica”.
Seja por conveniéncla

=1 onoe 1A= Sro @n

SAIDA
ENTRADA | Y
CONJUNTO DE N NEURONIOS * CONJUNTO DE N ﬁEURC)NIQS
« ' ' B
COM ATWVIDADE COM ATIVIDADE
7 ]

Figura 7 - Associador Linear - ( Ref. (44))

A mudanga na jj-ésima sinapse & dada por  £,(j)g,(i). e o conjunto das

conexdes forma uma matriz 4, descrita a seguir:
4=5fT 2.8

onde f,7 é o transposto do vetor .

Loge

Ai.}:l = glﬁrf; =g (2.9)
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e assim, © vetor representando o padrdio g, aparece no grupo B © que corresponde &
definicdo de associacdo.

Se tivessemos k conjuntos de associacdes (f,3),(fosZs)se(fird;). cOda
conjunto daria origem a uma matriz 4,. EntGo desde que assumimos que uma anica
sinapse participa do amazenamento de vdros padrdes (memdria  distibuida)
podemos obter uma dnica matriz A para todos os conjuntos expressa por:

A=Y 4, (2.10)
k .

Se os padrdes f, forem mutuamente orfogonais, isto é:

i

frfi=0 B | @1
entdo:
Aj}=§‘4kf}:‘4;‘f_;+;-4kf} R.12)
]
=g+ 2ah [,=§ 2.13)

ke f

Se os vetores f ndo forem ortogondis, o efeito serd a produgQo de ruido que
poderd afetar a associagdo dos padrdes. Se 0s padrdes forem ortogonais, ndio haverd
interagdo entre eles, e assim, a resposta de um sisfema a uma entrada nd@o serd
influenciada pela cutra entrada.,

Anderson, andlisa o caso de um sistemma associativo (FIGURA 8) em que o
conjunto a dos neurdnios & ligado a si prdprio em vez de ao conjunto .

O aumento da intensidade sindptica Aa; & proporcional ao produto da
afividade do i-ésimo neurdnio f(i) @ o j-ésimo neurdnio ().

Observamos ainda que :

Aa,=Aa, (2.14)

isto &, a matriz & siméirica.
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O fato de A ser siméfrica implica na existéncia de N vetores mutuamente

ortfogondais é,,é,,...,€, tal que:

Ae =23 i=1,2,...N (2.15)

onde A; & um numero real (48)
Os ¢ sao denominados de autovetores da matriz A e 0s A, s&o os autovalores

associados aos autovetorss e,.

Figura 8 - Autoassociador - { Ref, (44) )

Uma vez que existern N autovetores mutuamente ortogonais, cada vetor & uma
combina¢do linear dos outoveforeé. Como consequéncia, a matriz A &
completamente determinada peio seu conjunto de cu’fovetbres e correspondentes
autovalores.

Em seu trabalho, An_derson procurou o0 que os psicdlogos denominam de
caracteristicas (features), que seriam uma espécie de "Gtomos da percepcdo”, a partir
dos quais as percepe¢des mais complicadas sdo construidas. Estas caracteristicas
devern provavelmente serem distribuidas como padrdes de descarga de muitas
células. Anderson. propbe' combinar o associador linear com as conexdes recomrentes
existentes no cortex para a construgdo de um sisterna auto associativo.
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A matriz de conexdio de tal modelo, deveria possulr autovetores orfogonais que
poderiom descrever as propriedades esperadas das caracteristicas, pols sendo
orfogonais, poderiam decompor uma caracteristica complexa em suas componentes
mais simples.

E fingimente chegamos ao modelo de Hopfield que abordaremos no préxime
capitulo,
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Capitulo 3

MODELO DE HOPFIELD

3.1 O trabalho de Hopfield (49).

Embora muitas das idéias de Hopfield tivessermn precursores, a forma de uni-las, o
fratamento matemdtico adeguado, a introdugdo do conceito de que os atratores
eram ponfos de minimo de uma fungdo energia claramente definida, e a relagdo
desta rede com o modelo de Ising, fornam o trabalho de Hopfield um dos mais
importantes da drea por esclarecer parte da divida em relac@ic ao processo
dinGmico das redes neurais.

Hopfield, em seu frabalho, inicia por destacar a emergéncia de propriedades
de conjunto, isto &, propriedades que surgem quando consctamos um grupo de
neurdnios entre si @ dos quais conhecemos apenas o comporiamento. Surgem entdo,
certas propriedades espontaneas que sdo insensivels aos detalhes dos modelos, e que
estdo ausentes no comportamento individual.

A partir dai, Hopfield afirma que a fun¢do do sistema nervoso & desenvolver um
namero de pontos localimente estdvels no espago de estados deste sistema que
agirGo como atratores para pontos proximos a eles.

Seja um sistema fisico descrito por coordenadas X5 X540 Xy, COMpPoONnentes de
um vetor de estado X. Sejam ainda X, JX,,... pontfos limites localmente estdaveis do

sisterna. Se o ponto inicial for X' = X, + A o sistema, por sua dindmica, dirigir-se-& para o
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ponto final X' = X,. Se pensarmos que os pontos X, X,,... representam informagdo
armazenada no sisterna, observamos que o sistema age como uma memdriq, © o
ponto inicial X, + A representa o conhecimento parcial de um determinado iem X,.
O sistema & entdo uma memdria de conteldo enderecével e sua utiidade serd maior
se houver uma regra de como tomar o conjunte de vetores iniciais X,, X,,... , estados -
estavels do sistema.

Os neurdnios da rede de Hopfield s@o do tipo ibgico, ou seja, do tipo
MacCulloch-Pitts com valores +1 quando disparando um potencial de a¢do e, zero
caso contrdrio. A conexdo entre um neurdnio i e outro | & dada por Jy. O estado de

um sistena de N neurdnios é determinado por especificar seus N componentes V,., e

pode também ser representado por um ndmero bindrio de N bits.

A dindmica da evolugdo de um estado da rede é dada por: cada neurdnio de
forma assincrona, soma suas entradas singpticas e compara ao seu limiar §,. Se essa
soma for maior, muda seu estado para +1, se menor altera seu estado para 0, isto é

Ve+1)= HO.TY,-6,) @)
=1

onde H(X) & a fungdio de Heaviside definida por:
Hx)={l1se x>0¢e 0 se x<0} 3.2

A regra de aprendizado da rede de Hopfield é a mesma de Anderson (37) e
Kohonen (36) e constitui uma generalizagdo da regra de Hebb, isto &, a mudanga
sindptica & proporcional ao produto das atividades pré e pds sindptica ou &
correlagao entre os elementos do vetor de entrada e saida.

Assim:

T,=% @V -1t -1) 3.3)

pe=l

com 7, = 0.
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Figura 9 - Unidade de Processamento da Rede de Hopfield - ( Ref. (14} )

Se fizermos a transformagdo &, =2V, -1 observamos que os neurdnios assumem

os vailores t1 em vez de 0 e 1 e a regra aprendizado fica:

P
Jy =) EVEY (3.4

u=l

e d dindmica da rede

N
S,(e+D=sign()_J,8,-9)) (35)

=l
onde a fungdo sign(x) & definida por:
sign(x)={+1 se x>0, 0 se x=0, -1 se x<0} (3.6)

Esta nao-inearidade do modelo & essencial para a origem das propriedades

emergentes.
No préximo passo Hopfield propde uma das mais importantes técnicas para o
estudo das redes neurais. Se a matriz de conexdo for simétrica, isto 8, Jy=Jy. 0

quantidade
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1 N
= “EZ J,S5:S, 3.7

fwj

andloga ao conceito de energia na Fsica, decresce ou permanece constante
durante cada iteragdo do sistema até atingir um minimo (talvez local). Logo. a
dinGmica da rede, para atingir um padrdo ensinado é dada por uma regra de

minimizar a energia,
Teorema (50)

A dindmica do modelo de Hopfield minimiza a seguinte
quantidade, denominada de energia do modelo de Hopfield
quando a matriz de conexdo for simeétrica

i N
E= _52 JySiS;

=
Prova

Como a cada incremento T no tempo t apenas um neurdnic é

testado, vamos supor que esse neurdnio seja §,, entdo a

variagdo de energia & dada por:

AE =[ZJ1jSI(t+ 1)51'(0" ZJijS](t)Sj(t):’
el

Jl

AE=—[S(t+1)- Sl(t){z.], S, (:)]

F=l

Usando a equagdo da dinGmica

N
S(+h)= Sign(z'jysj -0,)

J=1
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tomando §,(¢+1)=8,(¢r) gquando o argumento da fungdo for

nulo, e ainda a identidade |x|= xsign(x) e

h(6)=J,,S,(t)

Jel
obtemos:

AE = —{sign(}_J,;S,(1)~ S,(DI, J,5,()]

Jl Jel

AE = _[Z JEij(t)Sign(Z Jlij(t))”Sx(t)z Ji8,(0]

J=l J=l J#l
logo:

AE = ([ ()} b (0)S,()]
AE =~ ()] + k()5 (1)

8 como
B (0)S (1) S [y (1))

concliuimos que AE <0

E Hopfield conclui “Este caso & isomdifico ao modelo de Ising, no qual J; fazo

papel da matiiz de acoplamento ou de troca, com um campo extemo agindo sobre

cada spin. Quando J, é simétrica e possui um cardter aleatério o modelo é conhecido
como vidro de spins (spin glass), dos quais sabemos que possuermn muitos estados

estGveis (locais)".
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Tal andlogia propiciou que todo um conjunto de resultados obtidos para os
vidros de spins fossem transferidos para o estudo das redes neurais, possibilitando que G
Fisica pudesse dar sua contribuicdo para a &rea.

Ainda, em seu trabalho, Hopfield utilizando-se de simulagdes em computadores
concluiu que o nimero de memdrias armazenadas na rede & cerca de 15% do
numero de neurdnios da rede. .

3.2 Padrdes aprendidos como atratores da rede.

No modelo de Hopfield procura-se armazenar um conjunto de p padrdes £}
p=1.2...p onde &' & o I-6simo componente do p-ésimo padr@io, podendo assumir

valores *1, numa rede de N neurdnios.
A dindmica da rede é dada por:

N
S, (¢+1)=sign(D>_J,S,(£)-9,) (3.8
J=1
Escolthendo o limiar dos neurdnios como nuios:

S(t+D)= sign[f J,S, ()] (3.9
#=1

Vamos aginda, em vez de especificar um conjunto particular de padrdes a serem
memorizados, examinar o problema de forma mais genérica tomandoe um conjunto de
padrdes aleatdrios dados por distribuicGo na qual os padrdes sGo constituidos de bits
independentes £, com valores +1 com igual probabilidade.

Vamos agora verificar se os padrdes a serem armazenados sdc estaveis e se
pequenos desvios sdio corrigidos & medida que a rede desenvolve-se temporaments.

No caso mais simples. supomos que a rede possua um Gnico padrdo
memorizado. A condicdo para que esse padrdo seja estavel é que:

N
sign(> " J£,) =&, para todo | (3.10)
pa |
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pois entdo pela dinGmica obteremos S, =&,.

Se tomarmos

Jya bk, 3.1

e CoOMmo E_j =1 vemos que a dindmica serd satisfeita. Tomando por conveniéncia a

constante de proporciondlidade iguata I/N obtemos:

Sy =-—;~f§,€ ; . (3.12)

Se agora entrarmos com um padrdo em que a maioria de seus bits & igual a do
padrdo ensinado, entdo o soma:

N
h, =ZJ hY (3.13)
J=1

produzirG um valor tal que sign(h)=£". Isto significa que uma configuracao inicial
proxima (no sentido de que a disténcia de Hamming seja pequena) a £¥ deverd ser
conduzida ;:Seicx dinGmica para o padr&o aprendido £¥ gue ser& um atrator da rede.

Ao ensinarmos © padrdo £ a rede aprende também o padrdo -£°, gue é o
reverso do padr&o inicial. Todos os padrdes com mais da metade de seus bits iguais ao
padrdo ensinado serdo conduzidos o 'F,", caso contrério para -£¥. O espago das
configuragdes do sistema é entGo simetricamente dividido em duas bases de atracdo.

Se ensinarmos mais de um padrdo, a matiz de conexdo é dada psia
superposicdo de termos andlogos para um Unico padrdo, ou seja:

b
I, == e 314
N p=l - :

Essa regra & uma generalzacdo da regra de Hebb na qual as mudangos
sindpticas sGo proporciondis &s correlagdes entre as atividades dos neurdnios pré e pds
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sinGpticos. Entretanto, a regra acima prevé mudanga nos pesos sindpticos mesmo
guando nGo existe nenhuma atividade sinaptica (&} = &' = -1). Este argumento ndo é
fisioldgicamente razodvel e ndo possui evidéncia experimental. £ possivel modificar a
regra generalizada de Hebb a fim de corrigir tais fatos (51).

Vamos agora examinar a estabilidade de um padrdo particular £¥. Ao

generalizarmos a condicdo de estabilidade obtemos:
sign(h)) =§; para todo | 3.15)

onde

R WA 316

=1 J=1 a=l]

Separando a soma em p para © tfermo especial v obtemos:

N op
DRI W AR 317

J=1pwy

Se o segundo fermo do lado direito da equagdo (3.17) é nulo ou menor que 1,
conciuimos que o padrdo v & estével. Se assumirmos que esse termo & muito pegueno,
para todo i e v, entdo o5 padrdes armaozenados sGo estdveis, isto &, se iniciarmos o
sistema com um destes padrdes, ele permanecerd nesse mesmo padrdo de entrada.
Se iniciarmos com um padrdo que possue uma pequena fracdo de bits diferente de
um dos padrdes armazenados, entdo os bits corretos sobrepor-se-&o cos errados na
soma

h.=ZJS' (3.18)

g

e um padrdo préximo a &°, serG conduzido através da dindmica da rede para &', Este
fato mostra que os padrdes aprendidos serGo afratores da rede e o sistema agird

como uma memodria de contelGdo enderecdvel ou memdria associativa.
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Uma dos contribuicdes mails importantes de Hopfield, foi a introduc@o da
fungdo energia da reds neural
Se considerarmos

N
H=—%ZJysisj J,=0 G.19)
e f

entdo, H & fungdo da configuragdo {8} da rede. onde {S,} significa o conjunto de
todos os §,'s. A principal caracteristica desta fungdio é que ela sempre decresce (ou
permanece constante) & medida que o sis’remd evolui temporaimente,

Assim os atratores sGo minimos locais na superficie de energia no espaco das
configuragdes da rede.

A dindmica pode entdo ser pensada como similar ao movimento de uma
parficula numa superficie de energia sob a influéncia da grcvidcde e do atrito. Ent&o,
de um ponto inicial, a particula atingird ¢ repouso num pbm*o de minimo local desta
superficie (atrator). A base de afragcdo coresponde a um vale desta superficie em
torno do atrator. Iniciando ¢ sisterma num particular vale, a dindmica conduzird a
parficula para o ponto de menor energia deste vale.

O COﬂcéi?o da fungdo energia tem um grande nimero de aplicagdes. Em
muitos campos existe uma fungdo do estado do sistema que sempre decresce durante
a evolugdo do sisterna, ou que deve ser minimizada para obter um estado de
eqjuilibrio.

O nome mais geral desta fungdo, que tem origem na teoric dos sistemas
dinGmicos &, fungdo de Lyapunov (62). Qutros nomes sGo: Hamiltoniono na Mecdnica
Estatistica. fun¢do de custo na teoria da otimizagdo, efc....

Para as redes neurais a fungdo energia existe se as conexdes sdo simétricas, isto
é, J; =J,. que & uma suposichio ndo condizente com a redlidade. Entretanto, este

fato possibilita o estudo daos redes neurcis por métodos matemdticos e fisicos,
colaborando enfim, para o estudo de redes mais complexas e mais préximas do
modelo real. Em casos de conexdes assimétricas, a fungdo de Lyapunov precisa ser
encontrada, o que ndo é uma tarefa facil. Sabe-se entretanto, gue se o sistema é
estével, haverd uma fungdo de Lyapunov gue decresce com a evolucdo dindmica do

sisterna.
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3.2 Analogia spin-neurdnio.

Existe uma grande anadlogia entre a rede de Hopfield e os vidros de spins
(Apéndice A). No caso dos vidros de spins, cada spin & influenciado pelo campo
magnético h. Este campo, consiste de um campo externo 4™ cpllcddo e de um
campo interno produzido pelos outros spins.

Assim, o campo total é:

N
ho=Y J,S +h" (3.20)

=

Num vidro de spin, as conexdes sao simétricas, ou seja, Jy=J,; e estes podem
assumir valores positivos, negativos ou nulos. _
O campo magnético no spin S, contola a sua dindmica. Para baixas

temperaturas, o spin tende a alinhar-se paralelomente ao campo local 4, portanto:
S, = sign(h) (3.21)

Este processo, & assincrono e randdmico. A energia comespondente é dada por:

1 N ) o N
Hm--zfzu::js,.sj—h,. >5 (3.22)

inj i=]

Ent&o, a analogia com a rede de Hopfield estd completa

A conexdo entre os neurdnios corresponde & interacdo de troca entre os spins,
a atividade sindptica corresponde ao campo local no spin @ o campo externo
corresponde ao limiar do neurdnio. A fungdo energia dos neurdnios & iguat & dos spins
com A™ = 0. A dindmica dos spins de alinharem-se com seus campos locais, equivale a
regra de MacCulloch-Pilts.

Se a temperatura, no caso dos spins, € alfa, a flutuagdo térmica tende a destruir
o alinhamento dos spins com seus campos locadis. O equivalente & temperatura para o
caso das redes neurais serd visto adiante neste mesmo tem.
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O modo convencional de descrever o efeito da flutuacao térmica no caso dos
spins & através da dindmica de Glauber (53) na qual a regra deterministica S, = sign(h,)

& tfrocada por uma regra estocastica definida por:

S = (3.23)

i

{+1 com probabilidade g(h )
-1 com probabilidade 1-g(#)

A fungdo g(h) depende da temperatura e & escolhida como:

1

M= fi(h) = —— . 3.24

g(h)= f, (k) T+ exp(-2BR) (3.29)
onde o parGmetro f é definido por:

B=—t (3.25

k,T '
(k, &0 constante de Boftzmann (k, =1,3810"erg/K))
Assim
Prob(S, =%1) = f; (k) = ! (3.26)

1+exp(F2Bh)

A temperatura controla o declive da fung@o Sy () préximo de h=0 (FIGURA

10). Assim, para altas temperaturas (pequenc 8 ) Jy (h) muda suavemente de 0 para 1

a medida que h muda de - para « . JG para baixas temperaturas ( grandes valores
de p ) a mudanga é mais abrupta. No limite T—0 (o) fy(B) reduz-se & fungdo

degrau e recuperamos novamente a regra dsterministica S, = sign(#,). No outro iimite T

— (—0) a decisdo sobre o préximo valor de S, & completamente aleatéria.
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Figura 10 - Fungdo f(h) para alguns valores de B

Vamos aplicar a dindmica de Glauber ao caso mais simples que é o de um
anico spin syjeito a um campo magnético externo. Entdo, ao calcularmos o valor
médio de S (magnetizagcdo média) obtemos:

< 8 >= (+1)Prob{(S§ = +1)} + (1) Prob{(~1) 3.27)

1 1
S>= -
I+exp(—-2Bh) 1+exp(2Bh)

= tgh(B h) (3.28)

A fungdo tgh(x) possui @ mesma forma da sigmodide (tgh(Bh) =2 Sa(h)y—1 ), mas
seus limites sGo +1.

J& num problema de muitos spins, a evolugcdo de um spin S, depende do
campo local k que depende das variGveis §; que por sua vez também sofrem o efeito

da fiutuagdo térmica. A fim de resolver este problema. faz-se uma aproximacéo
conhecida como Teorio do Campo Médio (TCM) (54) na qual o campo local h é

substituido por um valor médio dado por:

N
<h>= J, <8, >+h™ (3.29

=t

Entao:
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N
<8, >=tgh(B <k >) =tgh(BD J, < S, > +Br™) (3.30
=1

As equagdes acima formam um conjunto de N equagdes ndo-ineares com N
varidveis (< §, >), mas que ndo envolve variGvels estocésticas.

O ponto principal da TCM é o de trocarmos o campo local por um campo
medio tal que as flutuagdes dos outros spins NGO s&O consideradas, nem mesmo em
resposta & mudanga de estado de um determinado spin.

A aproximagdo da TCM torna-se exata no limite de inferacdes de alcance
infinito, na qual cada spin interage com todos os outros. Mesmo para interacdes de
curto alcance em que J,~0 se os spins | e | estdo separados por uma distancia

pequena, em termos dos parGmetros da rede, a TCM nos dé& uma boa descricé@o do
fendmeno.

Vamos tomar como exemplo, uma substancia ferromagnética na quai todos os
J; sGo positivos. Assim, as interagdes tendem a dlinhar os spins uns com os outros

enquanto a flutuagdo térmica tende a desalinhé-los. Na auséncia de um campo
magnético externo, existird uma temperatura critica 7., acima da qual a flutuagcdo
térmica destrél toda ordem e obtemnos < § >= 0 enquanto que abaixo de 7. temos

< §># 0. O sistema exibird uma transicGo de fase na temperatura T, . O ferro & um

c

material cuja temperatura critica & 770°C. Acima desta temperatura o ferro perde sua
magnetizagdo. No modelo mais simples de ferromagnetismo tomamos:

J = —]‘5- para todo i 3.31)

i

onde J & constante e o fator 1/N & necessdrio para gque a energia do sistema
permanega uma propriedade extensiva do sistema.

O modelo representado pela equacdo (3.31), equivaie ao de Hopfield no qual
armazenamos um anico padrdo &, = 1 para todo i. Entdo, pela sua dindmica o modelo
dirigir-se-& para o padréo ensinado, ou ao seu reverso dependendo do nimero de bits

Se ensinarmos 4 rede um U(nico padr@o &, com valores 1 para seus

componenfés podemos definir novas varidveis (55) por:
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S #E_,fS

¥ f

(3.32)

e observamos que o modelo citado comporta-se como um ferromagneto em relagdo
ao padrdo ensinado, isto &, afravés de sua dindmica ele dirigir-se-& para o padrdo &,
OU QO S&U reverso. |

Destacamos o fato de que. a dindmica do processo de reconhecimento numa
rede neural equivale ao redlinhamento dos spins no material ferromagnético ao
campo magnético criado pelos seus vizinhos, até que todos apontem na mesma
dire¢do.

Quande generdlizamos para o caso do aprendizado de vdrios padrdes,
podemos imaginar a rede neural como um material ferromagnético que possui um
nimero de padrdes de magnetizacdo que sdo localmente estavels (vidros de spins).
Portanto, a relaxagdo para qualquer uma das memdrias da rede equivale no vidro de
spin para um estado magnético estavel.

Logo, para um material ferromagnético, gue é caracterizado por possuir uma
magnetizagdo uniforme, ou sejq,

<8, >=<85> (3.33)
obtemos das equc:q:bes (3.30) e (3.33)
<S>=tgh(BJ < §>) (3.34)
A equacdo acima pode ser resolvida graficamente e verificamos que guando

BJ <1 a dnica solugdo & < § >= 0, FIGURA 11 (&) .denominada de fase paramagnética,

enguanto que para BJ > 1 existem 3 solugdes, FIGURA 11 (b). Logo
r="L (3.35)
ks

& a temperatura critica. Das 3 solugdes aquela com magnetizacdo nula é instével
enquanto as outras duas diferem apenas no sinal,
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Observamos que A& medida gue T-0 (@-0) recuperamos o modelo
deterministico com a fungdo tangente hiperbdlica sendo substituida pela funcao
signal. _

Introduziremos agora o conceito andlogo ao da temperatura para o caso das
redes neurails. Tal anclogia permitirG fazer uso da TCM para as redes neurais. Tomando

o limite T-0 deveremos também, recuperar © modelo de Hopfield.

Figura 11 - Solugdo Grafica para a Magnetizagdo - ( Ref, (70) )

Vamos assumir que os neurdnios da rede comportam-se de forma estocastica
como no caso dos spins, e (56,57) que a probabilidade de que S, escolhido

cleatdriamente dispare ou ndo, é dada por:
1

Prob(S, = £1)= fj () = T ———TTy (3.36)

EntGo, obleremos de forma andloga cos vidros de spins que para um neurdnio

estocdstico, seu valor médio & expresso por:

< S, >=tgh(B k) (3.37)
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Esta escolha torna possivel © uso da Mecénica Estafistica no estudo das redes
neurais, e cinda nos permitird o calculo dos valores médios das grandezas envolvidas
nos parGmeiros de ordem das redes neurais no proéximo capitulo.

O significado deste comportamento estocastico para os neurdnios, & devido ao
fato destes sofrerem flutuagdes randdmicas no iangamento dos neurotransmissores, ao
atraso dos sindis nas singpses etc....

Estes efeitos provocam um ruido o qual podemos descrever analogamente a
uma flutuagdo térmica. Evidentemente, B, no caso das redes neurais ndo é a

temperatura fisica do sistema, é apenas um parémetro controlando ¢ nivel de ruido e

é definido por:
B = (3.38)

EntGo, para a temperatura T-0 a sigmdide reduz-se & funcdo degrau e
recuperamos 0 modelo de neurdnio deferministico do tipo MacCulloch-Pitts.

O uso do neurdnio c.om comportamento estocdstico permite a rede sair de
estados espurios. que sdo minimos locais da fungdo energia. Geralmente, estes estados
sGo menos estdveis que os padrdes armazenados na rede.

A rede evoluird de forma diferente cada vez que & usada. As propriedades
significativas calcuiadas, sdo médias sobre todas as possiveis evolugdes, ponderadas
pelas probabilidades de cada histéria particular. Mas, para que possamos nos utitizar
da Mecdnica Estatistica & necessdrio que o rede atinja um estado de equilibrio, ou
seja, que os valores médios de grandezas fais como S, , isto é < S, > tornem-se valores
independenies do tempo. Como j& vimos, redes com fungcdo energia com conexdes
simétricas atingem um estado de equilibrio.

Assim, devemos frabalhar ndo com a estabilidade absoluta de uma dada
configuragGo {5;} mas sim, com estados de equilibrio esidveis {< S, >} nos quais os

valores médios nGo mudam com o tempo.
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CAPITULO 4.

METODO DOS CUMULANTES

O propdsito deste capitulo, & obtermos de forma simples os
parGmetros de ordem de redes neurais sem levarmos em conta
os métodos da Mecdnica Estafistica. Para isto, faremos «
expansdo cumuiante até segunda ordem. '

4.1 Método dos cumulantes

Iniciarermnos por rever uns poucos conceitos de Estatistica que utilizaremos nesse
item. Para um estudo aprofundado sugerimos as referéncias (58,59 .60-62).

Seja X uma varidvel aleatéria e P(x) sua fungdo densidade de probabilidade,
isto &, P()dx & a probabilidade da variGvel X tomar valores no intervalo (x.x+dx), logo:

P(x)dx = Prob{X e [x,x +dx]} 4.1

Entdo da definicdo acima. e da lei da adicdo das probabilidades, obtemos:
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jP(x)dx = Prob{X € [a,b]} 4.2)

a

A fungdo densidade de probabllidade deve ser ndo negativa e satisfazer
TP(x)dx = ] 4.3)

A fungdo de distribuicdo de probabilidade & definida por:
F(x)=Prob{X < x} (4.4)
Da equagdo acima obtemos:

F(x)= I P(E )t 4.5)

Seja agora f(x) uma fungdo real. Entdo, o valor médio de f(x) em relagdo a

varidvel X é:
< f(x)>= 1 S (x)P(x)dx ' (4.6
O valor médio da varidvel X é definido por:
poE< X >= ixP(x)dx | 4.7
© sua variancia:

ol (X —p) >= T(x— BY P(x)dx =< X* >—p? (4.8)

‘O enésimo momento da varidvel X & expresso por:
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<X >= Tx"P(x)dx 49

=}

O primeirc momento & o valor médio de X.
A transformada de Fourier (63) da fungdo densidade de probabilidade & .
denominada de fungdo caracteristica da vari@vel X e é dada por:

G, (k)= Te”"P(x)dx 4.10)

Desenvolvendo a exponencial em série de Taylor e efetuando s integrais
obtemos:

G 0=3 T x> @1

a=0 T}

A transformada inversa da equacdo (4.10) nos dé:
1 ]’ s
P(x)= Py ' (K)dk (4.12)

As equagdes (4.11) e (4.12) mostram que podemos reconstruir a fungdo
densidade de probabilidade se conhecermos todos os momentos da varidvel X, e se
0s mesmos forem finitos.

Podemos escrever (4.11) como:
GX(k)=1+Z-(-‘i!)_< X" > @.13)
n=l n

Para a fungdio In(1+2) temos a expansdo:

22 2

ln(1+z)=~§—-—2e+?—... [CRPS
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OBS:

Como |¢*| < 1 para todo x observamos que:

?le* P(x)dx < TP(x)dx =1

-

EntGo tomando o logaritmo natural de G, (k) obtemos:

InGX(k)=i%%i< X" >-%[i%%i< X" > +... 4.15)
n=1 . .

ne=1

Se agora rearranjarmos os termos em poténcias de k teremos

inGX(k)mln[Hg%é X >]m§-@g—q(,¥) 4.16)
ou ginda:

G, (k)= 1+§ (i:!)" < X" = exp[g Q:—!)—c (X)] 4.17)
portanto: |

R a1 83
InG, (k)= In(1+ (i), + (’k;*‘l + (‘k;!“ +..)

] ik)? ik)?
In Gy () = oy, + 0, — 2y + 3y, 1 2pd)s
21 3

InG, (k) = (ik)C,(X) + (ik)zgf(x ), ("")33(‘:3(3‘) fee @18
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- Os cosficientes C,(X) foram introduzidos por Thiele (64) e séo denominados de

cumulantes ou semi-invariantes da fungdo densidade de probabilidade PX).

Os primeiros quatro cumulantes sGio expressos por:

C(X)=< X >
C(X)=<X'>-<X>

C(X)=<X’>-3<X><X?>42< X >?
C(X)=<X'>-3<X’> < X>< X’ >+12< X > < X?>-6< X >*

(4.19)

Os 1rés primeiros cumulantes s&o interpretados como:

O primeiro é o valor médic da varidvel X. O segundo a vari@ncia da varidvel X
gue nos d&d uma medida da dispersdo da variavel em tomo de seu valor médio. O

terceiro quantifica a assimetria da fungdo densidade de probabilidade.

Seja a fungdo densidade de probabilidade normal com valor médio da varidével

X dado porp e varidncia ¢, entdo:

ey

1 3
P(x)= g (4.20)
(x) N2no
Verificamos que:
]l 1 I w(:rwi-f)2 x?
= dx = : 2
< x> “me(x) nc__wxe J——- (u+ox)e *dx=p
4.21
e ginda
7 1 _(x—u)* x_
— 2: — 2 —— —_— 2 20’2 2
<X-u> l(x ) P(x)dx Jz?cz(x n)‘e i
(4.22)
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Dada a fungdo caracteristica, podemos inverté-la para encontrarmos o fungdo

densidade da varidvel X.
A fungdo delta de Dirac

1 =3
S{x)= . ze dk
entdo:

1 ik
o= ;[Gx(k)e dk

& definida por:

-5 Tt Jerpomte™

k=0 y=-w

e

Yo k=t

= TS (v~ x)P(y)dy = P(x)

Quando a fun¢do densidade é uma fungdo par:

G (k)= Te’k"P(x)dx = Tcos(kx)P(x)dx

R 4

-

assim a fungdo caracteristica serd real.

(4.23)

(4.24)

(4.25)

Podemos obter da fungdo caracteristica os momentos da variGvel X por

diferenciagdo. entao:

dk

-0

L3 G, (k)]= foe‘“ P(x)dx

AR IxP(x)dx i

-0
dl
.

d2
Ek_z[Gx (K))ieo = i’

— (G (=7 ]ixz e P(x)dx

}isz(x)dxmi2 <X'>

—o

(4.26)

4.27)

(4.28)

4.29)
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logo:

dﬂ

2 LOx ()] =" < X7 > (4.30)

Existem férmulas para o céiculo dos cumulantes de ordem n (65-69)

J
C(X)mman{[Z(p -1)!]H( h” ;fp} ) @.31)

onde a primeira somatdria & sobre todos os conjuntos de inteiros ndo negativos tais

que:
> ip;=n | (4.32)
J=l .

Se a fun¢do densidade for gaussiana entdo:

1 _(mez)’

Gtk = Jer e o ar. @33
definindo

R : | B (4.34)

o ) .
obtemos:
= o +ikp 1 A —l[(r—.l‘b)=+kzcz]
k 2 PR—— 2
G, (k)= \/-— Te dr \/2?6 I’e dr

(4.35)

ou ainda,
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I wtier T Loy
Gx(k)xj-z_;e“‘* 27 ez, (4.36)

-0

e fazendo z=r ~iko:

i JEFEIE i T '
G, (k)= me“" 2t Ie Tdy=e" 7 (4.3

Obtemos entdo os cumulantes de uma furigdo de densidade normal como:

G(X)=p
G (X)=¢’
C(X)=0
C(X)=0

4.38)

Logo, para a fungdo densidade normal, s& obftemos ©s dols primeiros
cumulantes.

Média de uma fungdo f(x)

Para uma fungdo f(x), seu valor médic é calculado por:

< f(x)>= T F(0) P(x)dx = T f(x)dx*i:? Te“‘*"GX (k)dk (4.39)

~G0

Se agora desenvolvermos a fun¢do caracteristica até seu segundo cumulante,
teremos:

< f(x)>= T f(x)dxi-i" Te“* e G g (4.40)

ou apds uma transformagdo direta
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je'? F(JCz+C)dz (4.4

—0

1
<f(x)>=\[2—n—

A equagdo acima serd a férmula bésica para o calculo dos valores médios das
grandezas envolvidas nos parGmetros de ordem das redes neurais, pois através da
equagdo podemos calcular o valor médio de uma funcdo em térmos de seu primeiro
e segundo cumulante. Observamos que para o caso da fungdo densidade normal, a

férmula acima é exata.

4.2 - Aplicagdo do método ao modelo de Hopfield

Vamos considerar uma rede neural do tipo Hopfield com N neurdnios
estocdasticos com a regra de aprendizado generalizada de Hebb, na qual p padrdes
{€"} n=1.2....p foram ensinados, com capacidade de armazenamento « = p/N.com
a finito. Quando o nimero de padrdes ensinados & rede tende ao infinito, existe a
possibilidade de que a sobreposicdio média entre um estado inicial quaiquer da rede e
os padrdes ensinados se anulem. A fim de excluir este caso, assumimos que existe um
nimero finifto de estados que possuem uma sobreposicdo diferente de zero
denominados de padrdes condensados. Vamos considerar que os. padrdes de u=1,..5
com I < s < p irfio condensar-se enquanto o restante pu=s+1.....p0 ndo.

© campo total no neurdnio | devido & mitua influéncia entre os neurdnios &:

N
h= 2y <S)> | @

J=i
e este campo produz um valor para o estado do neurdnio i dado por:
<§;>=tgh(Bh) (4.43)

introduzindo os valores de J; dados pela regra de Hebb na equacgédo (4.42), e

definindo a sobreposigdio média m* , entre um padrdo ensinado e um estado inicial
qualquer da rede por:
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m =§—ZN§§ <S§,> (4.44)
&
obtemos:
h=3 K -a<sS,> @45
onde:
B =Erm 4.46)

No limite termodinémico (N -»w) podemos desprezar o Gltimo termo da
equacdo (4.45) acima. '

Vimos que a média de uma fungdo f(x) de uma distribuicao gaussiona é dada
por:

—a

<ss=[F=e 1G5 @.a7)

Na equagdo (3.37) se identificarmos f(x) com < §, > teremos:

SBh)=tgh(Bh) (4.48)
Ent&o
SCHJC ) = tghB(< b > +yJ< Bl >—< b >22)] (4.49)

Vamos agora assumir que o campo num neurdnio | pode ser expresso como um
valor médio mais uma pequena variagdo, da seguinte forma,:

hy=<h >+8h ' (4.50)




Verificamos que < (8 4,)° > pbde ser expresso por.
<@h) >=<h®>-<h>* ‘ 4.51)
pois,
<Bh) >=<(h—<h > >=<kB -2h <h>+<h>> (4.52)

Podemos ainda dec'ompor O campo h em ducs partes, a parte dos padrdes

que condensam e a parte dos padrdes com i > s, entao:

8 P
h=<) B> +> R (4.53)
pe=l u>s i
Assim:
<h >=<YE'mt > | (4.54)

p=l

e obtemos para

< {8h) >=< (i?’;:‘m“ )y >=< (im“ ¥ > (4.55)

B> 1

Das eguagdes acima concluimos:

G+ G = tghlB (< T8t >+ [< 3 ()P 52)]  (456)

Vamos agora intfroduzir uma varidvel auxiliar r para descrever o ruido devido aos
padrdes gue ndo se condensam, assim, se a rede estd num estado com sobreposicao
diferente de zeroc com apenas aiguns padrdes ensinados, a soma das sobreposicoes
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aleatdrias com todos os outros padrdes, faz com que aparega uma significativa
guantidade de ruido descrito peio pardmetro r definido por Amit, (70) como

ar=<(@h) >ou

ar=< i (m*)* > (4.57)

u>s

A partir das equagdes acima obtemos:

22
<8,>= e S ighl - + i) @58)
ll........l.._i #T dz %fzi o E 4.59
m* = 287 ) e T tghlB (- + o r2)] (459

il

que podemos expressG-ia por:

m* =<<&" tgh{B (A-& +.Ju rz)]>> (4.60)

onde <<...>> significa duas médias, uma gaussiana e a outra sobre a distribuicdo dos
g

Necessitamos ainda do par&metro g para descrever o fase de vidro de spin.
kste -parGmetro & denominado de parGmetro de Edwards-Anderson (71). Uma
explicag&o mais detalhada é dada no APENDICE A.

Como g é definindo por:

N
q=~~~£~,—Z<S,->2 4.61)

i=1

para determind-io femos apenas que identificar f(x) com o quadrado da fungdo
tangente hiperbdlica, assim:
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2 [ 92 "“5:"‘ 28 (£
<§ >'= TEG tgh®[B (m-&, + \Ja rz)] (4.62)
e ent&o

g=<<tgh’[B (A-E +.fa rz)]>> (4.63)

Na determinagdo do paraGmetro 1, utilizaremos um método similar ao de Peretto
(72) e Domany e outros (73). Usando as equagoes (4.44), (4.45) e (4.48) obtemos:

N 2

i =7ir‘2§:f QB A ~a < S, >)] @ed)
i=1 p=l

Desenvolvendo a fungdo tangente hiperbdlica em relagdo a h* obtemos:

om"

oR"

|
m =Rr'f&f B A —a < S, >)1+?1r“ia*:ﬁ B - tgh* BBy —a <5, )]}

i=l vp il

m* (B y=m" (A" = 0)+ A

oot

(4.65)

Substituindo A =E&'m* na equacdo acima obtemos:

=53 - B A o <)) =1 3 8 @B A <5, >))

pe=l

(4.66)

Elevando ao quadrado a equagdo acima e somando sobre todos os padrdes
p > s obtemos para o parémetro r

___ g 4.67
" HBa—aF “won
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4.3 Diagrama de fase da rede de Hopfield (70,74).

Das equagdes (4.6@), (4.63) e (4.67) obtemos para os parémetros de ordem:

m* =<<E" tghP [Vorz+m-E]>>
g =<<tgh’ B [Varz+m-E]>>

_ g
" -BU-9)T

Observagoes:

Usamos a representagcdo <<..>> para indicarmos a média sobre os padrdes
discretos condensados £ com v< s e a média gaussiana sobre o ruido gerado psios

outros padrdes, Essa média combinada pode ser expressa por:

1< dz =
<<A>>=~5;-Z Z Tme 2 A{&} (4.68)

p:lt F=il--m

As equagdes acima para m.g.r s&o compostas de duas partes:

1. Uma parte ferromagnética 7-£ que é devida acs s padroes

condensados.

2. A outra parte devido qo ruido provocado pela fase de vidro

de spin Jarz gerada pela sobreposicto aleatdria dos padrdes
armazenados.

A solugdo numerica e andlitica das equagdes acima, produz o diagrama de
fase da rede de Hopfield como mostra a figura abaixo.
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Figura 12 - Diagrama de Fase do Modelo de Hopfield

com as seguintes observacdes:

LPara o < 0,138 (fase ferromagnética) existe a recuperacao
dos padrdes armazenados (Regido A).

2.Para a > 0,138 (fase de vidro de spin) ndo hd recuperaco
dos padrdes armazenados (Regido B).

Andlise das equagdes para 7' — 0.

Consideremos o caso no qual recuperamos © padrdo &', isto &, com o vetor m

possuindo um Unico componente m' diferente de zero. Tomando ainda, o campo
externo nuio (h=0} teremos:. - '

1 dz w§ .
m"-—’é’ﬁge tghB [m +Ja_rz} (4.69)
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g=|F=c Tt p '+ Vo]

n ©

N
T U-Ba-T

Entdo definindo:
C=B(1-q)
temos que:
C=8 1\/‘%_ eécosh“z[ﬁ (Norz+m")]
C=pB lj% exp{—%i—incoshz[ﬁ (JoTr_z+m’j]}

4.70)

CWAD)

(4.72)

4.73)

(4.74)

Uma vez que § — «, desenvolvemos © argumento da exponencial préximo a

: _.__..’..’_’..1_..,
=
e obtemos:
d 2
C=p T ,———21 exp{—*z'-z*—B P(Narz+m')*}

Apods integrarmos teremos:

) 2
C= |2 exp(-
oL r 2ar

Utilizando agora a identidade:

(4.75)

(4.76)

4.77)
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2 2

\g‘% e ZsignP [az+b]

>

[ T ighp [az+b]—12%s |

V2
dz 2
=2 21
_ l 2n ¢
= erf(—2—) @4.78)
V2a '
onde a fungdo erro é definida por:
erf(x) = —g—jexp(—uz)du (4.79)
Vi g '

as equagdes dos pardmetros de ordem ficam com m' = m:

2 m’
C=B(l-g)=,—exp(— ) (4.80)
nor 2ar
i
= m (4.8 T)
m = erf (—m (4.82)
A 2ar _ '
Se fizermos:
y= i (4.83)
2ar :
obteremos:
Y2+ 26 ) =erf(y) | 489

Resolvida a equagdo acima, obtém-se um valor critico o, = 0,138 acima do

qual m é sempre nulo.
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4.4 Aplicagdes a outros modelos.

A- Modelo de rede neural com esquecimento (75).

Nesse modelo a interagdo entre os neurdnios & expressa por:

ZA( JELE! (4.85)

w=1

onde A(x) & a fun¢do dada por:
| A(x)=¢ exp(»%azxz) | ' (4.86)
com a condigdo de normalizacdo:
1/\2 (x)dx=1 (4.87)

Este modelo permite & rede neural, o esquecimento apds o aprendizado. O
padrao mais recentemente memorizado pela rede é o de u=1. e o mais antigo, é o de
H=p.

Com essas consideragdes, a memorizagdo e a capacidade de aprendizado da
rede, dependem do parémetro ¢. Para valores de ¢ grandes, miaiores serdo os pesos
dos padrdes mais recentemente memorizados.

O parGmetro de ordem r & definido por:

pmalN
r=<< ZAz(N)<m >2n> (4.88)

p=s5+1

Podemos expressar o campo num dado neurdnio i por:

| . A T
h = FZZ; ACHIENEY <5, > (4.89)
jz y#
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ou usando a sobreposicdo média

h=3 A Erm

p=l

Se fizermos
H
R = A()EFmH
; ( N)ﬁam

podemos fambém expressar © campo por:

W WS

p=l p=l w>s
ou comge anteriormente

h=<h>+3h

Assim, o valor do campo médio serd:

P
W
<h>=< ) A(—E'm" >
h Z (%
eode <(8h) >

<(8k) >=< (}i‘ A(%—)ﬁfm")z >

Hos

ou ainda

<(8h) >=< f: A? (%)(m“ Y >

s

4.90)

“4.91)

4.92)

4.93)

(4.94)

(4.95)

(4.96)
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Definindo © parametro r por r =< (8§ 4,)* > e usando os mesmos argumentos do

itermn 4.2 temos:

m* =<<E¥ tghlp (2 A(%)g:.‘-m" +Jrz)]>> (4.97)
g =<< tgh’[p (i A(%)g;‘m" +~rz)]>> (4.98)

p=l

O parédmetro r pode ser obtido de maneira andloga oo item anterior através de:

m =SB 1gh(® Y AGOE! M) +BACL e (1- tgh B A )EEm )]

i=1 VL vHp
(4.99)
Entdio
£ & A (u/N)
<3 A ) = q (4.100)
; N fv;‘:[1—5(1-q)f‘\(u/i’\’)]2 '
e fingimente
= | deazce i 4.101
=l o5 “ion

B - Redes neurais com baixo nivel de atividade (76).

Este modelo leva em consideragdo o fato bioldgico de que a taxa média de
disparos dos neurdnios & baixa, bem menor que 50% de uma rede do tipo Hopfield.
Durante a maior parte do tempo o neurdnio encontra-se inativo.
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Dessa forma a rede executa suas tarefas a baixos niveis de atividade e < §, > &
muite mais préximo de -1 que zero.

A maneira de tratar matematicamente esse fatc & supor que as inferacodes
entre os neurdnios & expressa por:

3 € -a)E —a) 4.102)

p=l

1
J._—_.......
"N

onde o parGmetro a & o valormédio dost'se -1<a<1.
Considerando que cada & pode ser escolhido independentemente com

probabilidade:
P(EN) = 5 (1+@B(E - D+ (1-a)B(E! +1) 4109
definindo a sobreposicto média por

N
m“z—;—]—Z@f—«a)<Sj> (4.104)

=1

e 0 campo médio por
< h >=< Z(c";ﬁ.‘ —-aym” > (4.105)
p=i .
Da mesma forma que no item anterior

<(8h) =< (Y (& —a)m)? > 4108

p>s

Tomando o r =< (8 4)* > encontramos para os pardmetros de ordem:

m’ =<<(&*-a)tghB[Jorz+) (m* +A*)E* —a)]>>  (4.107)
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g =<<tgh’B[Jarz+ Y (m" +h*}E* —a)]>> (4.108)
O parémetro r pode ser obtido de:

m = %i(&;‘ — a)tgh(B )+ B E" - a)m* (1- tgh* (B2 AY)]

4.109
ou
|
-2 3 @ - ali-en G A=+ 2 - a)gh B )
=1 vy =1 ety
4.110
e finaimente,
2
a(-a) @11

" CBU-a)(- )T
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CAPITULO 5.

MODELO PROPOSTO

O objetivo de propormos ¢ modelo descrifo a seguir, é
Gnicamente, para aplicag¢do do método dos cumulantes e
obtengdo de seus parGmetros de ordem. Um estudo mais
aprofundado do modelo poderd ser feito posteriormente.

5.1 Cdiculo dos pardmetros de ordem do modelo

Neste modelo unidimensional consideraremos uma rede na qual a interagdo
entre os neurdnios é dada por:

Jy = iiéf&;‘ cosk(x, —x,) o1
No

e trataremos apenas ¢ caso em que a capacidade de armazenamento é nulg, isto é:
O numero de padrdes armazenados permanece finlfo quando tomamos o limite

termodindmico.
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Um modelo para vidros de spins com intera¢do igual a descrita acima fol
abordadoe nas referéncias (77-79)

O ponto principal do modeslo & levarmos em conta a variagdo espacial do
acoplamento. Evidentemente seria desejavel que a interagcdo decrescesse o medida
que a distGncia aumentasse, de forma que um neurdnio sofresse pouca ou nenhuma
influéncia de oufro gue se encontrasse distante, mas tal tratamento envolve grandes
complicagdes matemdticas quando o modelo é ndo-separdvel,

A solugdo, também neste caso, & mais simples quando comparado & obtida
pela Mecdnica Estatistica (APENDICE D).

Observamos do modelo que quando k=0 recuperamos o modelo de Hopfield.

O campo num dado neurdnio i é .

N _
=Y J,<8,> 5.2
J=1

ou ainda:

1 N
h = —Zigi“gj“ <§, >[coskx, coskx, +senkx, senkx,] (5.3)

N J=l p=1

Vamos agora assumir uma  distribuicGo uniforme (59) para as . variGvels E's.

Entdo, assim o valor médio de f() reduz-se o:
< f(x)>= T JS(x)P(x)dx = Constante- f(x) 6.4

Assim usando a equagdo
<8, >=tgh(Bh) (5.5

e definindo as sobreposicdes médias por:

1
m) = “}v“";@ F <8, > coskx, (5.6
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1
m®) = E;g;‘ <§, >senkx, 6.7)

obtemos que:

< S, 5= tghP [ E* (m™ coskx, + m* sen kx,)] (5.8)
B
que ao ser substituida nas equagdes das sobreposicdes acima conduzem a:

1
m#) = ~ D.E¥ coskx, tgh B [ DL (m™ coskx, + m®* senkx, )]
i ]
(GRY
1 :
i) = }'{I,’Z&iu sen kx, tgh B [Zgi# (m™*) coskx, + m®*) senkx,)]
H B

610

Podemos calcuiar a partir das equagdes acima, da equacdo (5.8) e da
sobreposicGo média entre um padrdo ensinado e um estado qualguer da rede, isto &,
de

} .
que:
1 |
m* = DEF tghP [2E (™ cosky, +m™ senkx)] (5.12)
i K '

A equagdo acima descreve a recuperagdo dos padrdes ensinados a rede, isto

é, quando m" # 0 podemos recuperar total ou parcialmente um padrao ensinado.
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5.2 Resultados do modelo

No limite termodinamico, podemos substituir as somatérias por integrais obtendo
assinm: '

1 1 |
“ﬁgf(kx,}—>“2"zj‘f(kx)dx | (5.13)

wL

Fazendo a fransformagdo de varidvel
=2 (5.14)

teremos:

1 1 L
Ei Flkx)dx= EI £k Lx")dx (5.15)

-1

Definindo agora k'=kL e considerando gue foi ensinado & rede um (nico

padrdo, obtemos:

[ mi(t+1) % J: cos(kx) tanh[ B (m'(#) cos(kx) + m’ (¢) sen(kx)}dx

[ = (5.16)
mi(t+1)

-21-— J.sen(kx) tanh[B (m' () cos(kx) + m* (t) sen(kx)]dx ]

Apods os valdres dos par@metros m' e m* convergirem, calculamos entdo o
parametro m,
Os resultados observados sGo que:

Quando T>1 todos os pardmetros se anulam quaisquer que sejam s valores de
k’. (Fase paramagnética)
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Para k=0. m assume seu valor méximo, aproximando-se do valor 1 a medida
que a temperatura decresce pols quanto menor ¢ nivel de ruido da rede, malor suq

capacidade em recuperar os padrdes snsinados.
Os gréficos abaixo, tomando as temperaturas T=0.1, T=0.5, & 1=0.55 ilustram os

resultados descritos acimao.

Observagdo:
As valores das abcissas de todos os gréficos deste capitulo séio mltiplos de =

1.00
0.75 — temp=0.1
TNnnnnnn
0.50 ~|
ml i
025 —
0.00 -~ - ol vl - —J P Lﬁ
B B B B A S s S B B S
6 1 2 3 4 5 6 7T 8 8 10
kl
Figura 13 - Grdfico de m' versus k'.
1.00
temp=0.1
0.7 ﬂ
nnnnnr |
0.50 —

0.25 —

o o U LU U UL

0 AT T

kl

Figura 14 - Gréfico de m? versus k'.
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1.00
075 — temp=0.1
0.50 —

025 —

0.00 —

025 —

S0 s S B S B B O

k!

Figura 15 - Grafico de m versus k',

A FIGURA 15, mostra-nos que a baixas temperaturas, a rede consegue
recuperagdo fotal dos padrdes para valores de k' menores que n/2. Acima deste valor
o parGmetro m tomna-se muito pequeno, as vezes assumindo valores negativos (ocorre

a recuperacdo do inverso do padrdo ensinado).

LO0

0.75 — temp=0.5

0.50 -

ml
025

0.00 -

-0.25 1 T T T T T T H T T T T T T T H t T T

Figurg 16 - Grafico de m' versus k'.

Pé&gina 75



1.00
0.75 — temp=0.5
0.50
m2

025 -

6.00

025~

kl

Figura 17 - Grdfico de m® versus k'.

1.00
6.75 ~ temp=0.5
0.50 —

0.25 —

000 — g

(.25 —

D050 ——ryr T

k'

Figura 18 - Gréfico de mversus .

Da FIGURA 18 observamos que ao aumentarmos © nivel de ruido, houve umag
diminuigdo do valor de m. Observamos ainda que para valores de k' menores que /2
ocorre a recuperacdo do pcdrdo ensinado
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ml

m?2

1.00

0.75 — temp=0.55

0.50 —

025 -

0.00 —

025

1] i 2 3 4 5 6 7 10
kt
Hgura 19 - Grafico de ml- versus k',

1.00
075 1 temp=0.55
O.-SO m:
0.25 ~:
0.00 ~: ‘ %
0.25 L B B A R R

4] 1 2 3 4 s 6 7 10

Figura 20 - Grafico de m* versus k.
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1.00

075 — temp=0.55

0.50 —

m 6.25

0.00 -

.25 -

-0.59 l T i EH i T ; T ] ¥ I T ‘ T ’ I
Figura 21 - Graficode m versus k'

E finalmente da FIGURA 21, observamos a diminuigdo do valor de m em k'=0 e
QUe a recuperagdo do padrdo ensinado & rede ocorre apenas para valdres de k'
menores que /2.

As simulagdes efetuadas mostram que hd recuperagao apenas para valores de

k tais que:
Fs— | (.17

O resultado acima pode também ser oblido airavés de uma andlise mais
profunda sobre as equagdes do modslo.
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CAPITULO 6

CONCLUS@E_S

Mostrou-se neste trabalho que podemos encontrar os parédmetros de ordem de
redes neurais, usando o métode dos cumulantes para véarios tipos de redes, de forma
mais simples que os métodos da Mecdnica Estafistica. Primeiramente, fratamos o
modelo de Hopfield. a seguir, um modelo de rede neural com esquecimento e
também um modelo de rede com baixo nivel de atividade neural.

Em seguida, aplicamos o método a um modelo no qual, a interacdo espacial
entre os neurdnios da rede varia de forma cossencidal. Verificamos que, em tal tipo de

. ; , L3 N
rede, o aumento da frequéncia de oscilacdo, acima de EYX faz com aue a rede ndo

POossa mMais recuperar 0s padrdes ensinados.

Trataremos nessas consideragdes finals, de outros modelos que, devido a sua
semelhanga aos modelos j&@ abordados, poderdio ser estudados através do método
dos cumulantes.

Um destes problemas & o da biparticdo de grafos. Uma aplicagdo consiste no
projeto de circuitos integrados, no gual, N slementos devemn ser colocados numa
Unica pastiha. Se isto ndo for possivel, gostariamos que metade de tais elementos
ficasse numa pastiha, e metade em outra de forma que o nimero de conexdes (fios)
entre as pastihas fosse © menor possivel. Escolher quais elementos colocar numa
pastiiha é um problema de opfimizagdo, com g fungdo custo sendo o nimero de fios
conectando os circuitos. Este problema é abordado nas referéncias (125-130). Numa
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andlise preliminar, obteve-se através do método dos cumulantes, os mesmos resutados
da referéncia (125), que faz uso do método das réplicas.

O método também poderd ser aplicado a vdarios outros modeios de redes
neurals como por exemplo aos modelos propostos por Personnaz e outros (131),
Fontanari (132), Kanter e outros (133), Gutfreund (134) e Kihn (135) que utilizam-se do
método das réplicas para a obtengdo dos pardmetros de ordem.

Evidentemente ¢ método das réplicas & muito mais rico conceitualmente e mais
poderoso em seus resulfados, mas sofre ainda de alguns problemas n&o totaimente
resolvidos, principaimente ligados ao fato do limite do nUmero de réplicas do sistema
n—0, entropia negativa, ou ainda matrizes de dimens&o nula (136-138).

Com o método dos cumulantes obtém-se os resultados de forma mais rapida
quando considerarmos simetria das réplicas e quando a distribuigcdo das variGveis
envolvidas for gaussiana (que felizmente é a grande maioria dos casos).

No caso de outras distribuicdes, como por exemplo, o problema do caixeiro
vigjante (139-143) o método dos cumulantes deve ser de dificil aplicagdo , assim como
o método das réplicas.

Observa-se, que o método dos cumulantes, tem uma grande aplicacdo em
dreas da Fsica que ftratam de sistemas de parficulas interagindo, quando as
propriedades a serem calculadas, sGo expressas por fungdes exponenciais (144-146).
Para um conjunto de particulas inferagindo, os cumulantes podem ser usados a fim de
obtermos uma expressdo aproximada da energia livre, conduzindo a cdlculos mals
simples e diretos que os tradicionais.

Pretendemos, como desenvolvimento futuro, aplicar o método ¢ um modelo
em que a interagdo entre os neurdnios decres¢a espacialmente, numa tentativa de
simuiar o modelo de Kohonen (147) (“chaopéu mexicano”) no qual um grupo de
neurdnios ao disparar seu potencial de agdo, inibe seus vizinhos. Tai tipo de interagdo

poderia ser descrito por .

1 o {x;,—x;
J,,.mmﬁ—[»ggfg;e ®7 cosk(x, - x,) (CRY

Um modslo com interagcdo exponencial foi estudado para o caso de vidros de
spins por Almeida (148).
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Espera-se entdo, que este método sirva de uma ferramenta pratica a outros
profissionais ndo freinados em Mecdénica Estatistica de sistemas desordenados, que
desejam um conhecimento mais profundo sobre redes neurais.
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APENDICE A.

VIDROS DE SPINS

Existe uma grande analogia entre uma rede neural do tipo Hopfield e os vidros
de spins. Para um sstudo mais completo, sugerimos as referéncias (80-90).

Durante as décadas de 50 e 60, as ligas magnéticas onde &tomos com
momentos magnéticos (Fe Mn,Cr) estdo combinados aleatoriamente com metais ndo-
magnéticos (Au,Ag.Cu) foram bastante estudadas objetivando entender a natureza
da estrutura amorfa € o magnsetismo resultante, bem como investigar fendmenos
criticos & percolagdo.

Destes estudos surgiu o terme ‘vidro de Spin“ (spin glass) creditado por alguns
autores a Brian R. Coles (91,92), embora haja controvérsias sobre a origem do termo
(93). Ele usou o0 termo para descrever a classe de ligas magnéticas moderadamente
diluidas onde, da mesma maneira que os Gtomos em um vidro ordindrio estdo
distribuidos aleatoriomente sem nenhuma estrutura regular, fambém os spins dos
atomos magnéticos nestas ligas estdo diluidos aleatoriamente em uma matriz de
Gtomos ndo magnéticos.

O comportamento destas ligas tem mostrado que os Gtomos magnéticos estdo
muito afastados para possuirem a estrutura de um metal e suficientemente proximos
para que as interagdes de froca dominem sobre outros tipos de interagdes como o
efeifo Kondo e aquelas devidas aos olétrons livres.

P&ging 82



Em 1971, Cannela, V. Mydosh, J.A. e Budnick, Ji. (94) medindo o
suscepliblidade magnética das ligas AuFe (1% o 8% em Fe) observaram uma
mudanga brusca na susceptibilidade a uma temperatura 7. Fol scmente apds o
observagdo deste pico na susceptibilidade magnética numa temperatura bem
definida que conjecturou-se sobre a possibilidade da ocoméncia de uma transicdo de
fase termodindmica, assunto ainda controverso uma vez que, deveria ser verificddc
uma mudanga abrupta numa propriedade termodindmica da liga, tal como no calor
especifico. Entretanto, o calor especifico de tipos diferentes de ligas que apresentam ¢
fase vidro de spin, mostram uma curva continua, com um maximo ocorrendo a uma
temperatura aproximadamente 20% maior que a temperatura de transigdo 7.

No interior de um vidro de spin. os &tomos formam uma rede ndo-magnética na
qual estdo diluidos os dtomos do material que possue momento magnético. Nesta
faixa de diluigdo, e abaixo de T, a interagdo predominante é a interacdo de froca e o

constante de acoplamento entre os spins dos dtomos de ferro, J; . & do tipo RKKY (95-

97) na qual J,.. & fungdo oscilatéria da disténcia r entre 0s Gtomos e & expressa por:

cos(kr,.)
-} = A ‘ Al
T A-D

Em tal tipo de interacdo, observamos gue dependendo da distdncia entre os
gtomos de ferro teremos J, >0 (inferagdes ferromagnéticas) e J; <0 (nterogdes

antiferromagnéticas). Desta forma num vidro de spin teremos aproximadaments,
metade dos d&tomos interagindo ferromagnéticamente e a outra metade
antiferromagnéticamente. Em tal situagdo, uma grande parte dos Gtomos do material
que possuem momento magnético ndo consegue satisfazer suas interagdes com o
restante dos Gtomos de ferro da rede ocorrendo © que chamamos de frustragdo (98).
A frustragdio entre as interagdes. causa o aparecimento de um grande nimero de
estados, todos com ¢ mesma energia, que & uma caracteristica dos vidros de spin
onde surge um novo 1ipo de ordem magnética.

Um dos resultados importantes dos vidros de spins foi a infrodugé@o por Edwards e
Anderson {71} de um pardmetro de ordem temporal definido por:

g= 3_152 << §(0)S,(¢) >> (A.2)
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cujo conjunto de chaves intemo representa a média térmica e o conjunto extermno
representa a média sobre todos os spins.

A definicdio de g advém do fato de num vidro de spin estarem ausentes os
parGmetros convencionais os quails representam correlagdes espaciais de longo
alcance.

Para interpretarmos fisicamente o parGmetro de ordem q & importante
observarmos a diferenga entre as fases paramagnética e de vidro de spin.

Figura A1 - Fases Magnéticas

Na fase paramagnética, quando T>T7 os spins dos &tomos estdo totalmente
desordenados, isso implica que o magnetizacdo é nuio,lm =0 & g = 0. Abgixo da
temperatura crifica, na fase de vidro de spin os mesmos foram “congelados” (em
média) em diregdes fixas, resuitando ¢z 0 e m = 0. Isto & devido ao fato de que se
fosse possivel obtermos uma fotografia da fase paramagnética e também da de vidro
de spin num instante t= 0 nds ndo conseguiriamos distinguir uma fase da outra, pois em
ambas, os spins encontram-se desordenados apontando em todas as direcdes. Mas se
obtivéssemos uma segunda fotografia num tempo t > 0, observariamos que na fase de
vidro de spin, os mesmos conservariam em média as mesmas orientagdes enquanto na
fase paramagnética eles teriam mudado de dire¢do. Assim podemos afimar que na
fase de vidro de spin existe uma espécie de “memdric”.

O principal modelo dos vidros de spins & © modslo de Sherrington-Kirkpatrick
(modselo SK) (99)
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APENDICE B.

O METODO DAS REPLICAS

Vérias das propriedades termodindmicas de um sistema s@o obtidas através da
sua energia livre F, (100-102), que pode ser calculada a partir da fungéio de particéo Z.
A fim de caicularmos a energia livre devemos calcular a média do < InZ > sobre o
distribui¢do P(J;), ou seja: '

f=<f1J] >=_—«’f§<1nz[J]> | ®.1)

Obviamente ndo & tarefa facil, (82) pois necessitamos calcular a energia livre. a - -
qual depende de um nlmero muito grande das variGveis (J) que descrevem a
desordem.

A média da squagdo (B.T) ndo pode ser feita diretamente devido ao fato de
que as varidvels dleatdrias (J) encontrarem-se . como argumento da funcdo
logaritimica.

~ Utilizamos desta forma, um artificio matemdtico conhecido como teoria das

réplicas empregado pela primeira vez na mecdanica sstatistica por Lin e Kac (103) e

redescoberfo independentemente por Edwards (71), Grinstein e Luther (104) e Emery
(105) | |
O procedimento consiste em usar a seguinte identidade matemdtica:
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Inx = lim& =1 | (B.2)

nepl n

Para n inteiro e positivo podemos expressar Z°[J} em termos de n réplicas

idénticas ao sistema por:

z(N=]] Z1/1=] | expl-BH(J.5)] ®.3)
a1 a=1
ou ainda
Z'[J1=expl-BY H(J,5%)] B.4)

a=l

onde Z, & a fungdo parti¢do da a-ésima réplica. O indice o varia de 1....,n e onde
cada vaior pode ser interpretado como uma réplica do sistema original. Para
calcularmos a energia livre do sisterma original utilizamos entdo

f= _.1_ lim im N ! £fm§___>—_}l (B.5)

B Ny nasD n

A interagcdo enfre duas réplicas a & B pode ser interpretada como
representando o sistemna em dois instantes distintos de tempo. Assim, a correlag&o
entre duas réplicas do sistema comporta-se de forma idéntica & correlacdo que define
o parGmetro de ordem de Edwards-Anderson, Ent&o podemos calcular g por:

Gup = lim << 7 (0)SP (1) >> B.6)
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APENDICE C

APLICACAO DOS  METODOS DA
MECANICA ESTATISTICA AO MODELO DE
HOPFIELD

C.1 Caso a=0 (a=p/N)

Vamos tratar o modelo de Hopfield com neurdnios estocdasticos com a regra de
aprendizado generalizada de Hebb, primeiramente no caso em gque ¢ nimero de
padrdes armazenados p<< N. O trabalho foi desenvolvido por Amit, Guifreund e
Sompolinski (AGS-1) em 1985 (106).

Seja

N |
Hm«—%ZJ..S.S. | ©C.n

e
oy

1 P
Jy = —]\;Zé?é’; (C.2)

=l

Substituindo J; no Hamiltoniano obtemos:
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- __i(zg +2 o)

;1:! i=1
Sejo

C.4

2|

a razdo do numero de memdrias armazenadas pelo nimero de neurdnios da rede.
Consideremos o sistema no limite termodindmico ( N—sew ). ‘
Vamos adicionar a H, um conjunto de campos externos A*EY, um para cada

padrdo &Y. (& frente faremos A* = 0 apds utilizarmos estes campos). Entdo:

H=H,- Zh ZE,“ (€5

p=l1 i=1

& a funcdo particdo fica:

Zec ? Tryexp) 5 i(ZgS*S) +B ik“Zi”S] (C.6)

p=l i=l

Utilizando-se da propriedade das integrais gaussianas (107,108), transformamos ¢
parte quadrdtica da fungdo partic@io em linear com o custo de introduzirmos @
variGvel auxiliar x e sua infegral. Como existern p termos quadrdticos na fungdo

partigdo infroduzimos p variGveis auxiliares m* e fazendo

N
a==- e b* =B ELS, C.n
i=}

obtemos:

Bp 2
Z=e ? (g%)’ Trsﬁfdm" exp( —BN(m*)* +p (m" +h“)Z§;‘S}

p=l i=1

(C.8)
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Vamos adotar a notacao vetorial de m, i ,2’;: como vetores de p componentes

m* h* EY respectivamente, Entdo:

ﬁNﬁz
Z= (B N)_[dme HTr gP PP C»

i=1

O trago pode agora ser faciimente calculado pois a exponencial é linear em S,

assim usando
e"+e =2 cosh(x) (Ao

obtemos apds reorganizarmos a fungdo particéo:

P
_(ﬁz )2 deB NGB R €11

com

F (B ,m)= -;*a +-21—;a2 gh{zcosh{s (h+h)-E}]>

(C12

O fato de que na integral acima, ¢ expoente & proporcional a N permite avaliar
esta infegral quando N—. Quanto maior N, mals a integral & dominada por
contribuigdes advindas de regides onde f(B ,m) & menor. Assim, podemos aproxima-ia
por encontrar o valor de m que minimiza a fungdo e expandir o integrando em torno
deste ponto. Esse método & conhecido como método do ponto de sela (109,110)
(saddle poim‘ mefhod )

Seja por exemplo a integral:

I=N | dxe o (C.13)
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Expandindo o expoente em formno de x, gue supomos ser o minimo de g(x)

obtemos:

1 .
1= I ldren ~Nig)+ L g -5 (£ =0)
(C14

N . :
I =N e Nt f dxexp{———z“"g (x)(x—x,)°] (C.15)
Observamos que a integral acima é gaussiana e calculando-a obtemos:

2n

I = c-NS(-"o)
g"(x,)

(C.16)

Para N o resultado & dominado pelo fator exponencial como podemos

observar de:
—Linr= g(x,) + ——(Ing"(x,) - In27) €7
N 8iX, N g X .
Entdo, para N—wo
1
—ﬁln}r - g(x,) (C.18)

Assim tudo o que necessitamos & encontrar x,. denominado ponto de sela.

EntGo obtemos para a infegral em (C.13)

-%mz: B min /(B ) N—soo (C.19)

Como
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__ilnz=_ (C.20)

temos que f & a energia livre por neurdnio.

Para minimizarmos (B ,m) efetuamos:

of

amt

0=m" -}%ng tgh{B (m+h)-E,] (c.21)

=1

Obtemos entdo um conjunto de p equagdes simultdneas ndo lineares para os

m" exprassas por:

1 & S
m* =D £ tgh[B (it F)-E] p=l..p (C22

i=1

No equagdo acima e na da energia livre (C.12), podemos substituir a média

N
~—1—-Z sobre os componenies dos padrdes, por uma média sobre os padrdes. Um

i=1

sistema com esta propriedade & denominado de cufo-mediado (self-averaging). Essa

N
propriedade advém do fato de que quando fazemos iz estamos escolhendo N

i=1
E,'s independentes de uma disfribajic;éo P(?:) a qual supomos ser uniforme sobre as 27
possibiidades. Assim se N & muito grande comparado a 27, entdo a média sobre os
componentes de £} 's & equivalente ¢ uma média sobre a distribui¢do dos &,'s.

Entdo as equacdes (C.12) e (C.22) com a = 0 resultam:

m* =<<&* tgh[B (m+h)-E]>> (C.23)

F(B )= %—fﬁz _B << In{2cosh[B (A+h)-E]}>> (C.24)

onde <<...>> indica uma média sobre a distribuigcdo dos padrdes.
Os valores de m* admitem uma interpretagdo fisica. Se diferenciarmos a energia

livie (F =—B7"InZ) em relagdo a k* obtemos:
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OF 40InZ &
i €29

Por outro lado das equacgdes (C.21) e (C.25) obtemos:

oF _9f

o - Vo =—N<<E*tgh[f (m+h)-&]>>=~-Nm" (C.26)

e podemos entdo identificar

”—Zﬁ“ <8 > (C.27)

i=1

assim, o valor de m", que & 0 ponto de sela, & justamente o produto escalar entre o
padrdo &' e a configuragdo média da rede.

A fim de derivarmos a equagdo anterior, fizemos uso dos campos externos A*.
Supondo agora gque estes campaos externos sejom nulos resultard:

m* =<<&* tgh(p &) >> (C.28)

C.2 Caso o =0 (AGS-2) (74,111-124).

A quantidade bdsica a ser calculada é novamente InZ. Mas Z depende agora
de um conjunto particular de padrdes usado para calcular os J,;-através da regra de

Hebb. Devemos entdo, calcular a média <<InZ >> sobre a distribuicdo de todos os
padrdes possiveis. Assim, obteremos a energia livie média, cujas derivadas ser@o as
quantidades gue desejamos, tais como 05 m*. Como j& vimos (vidros de spins), esta
média, que & diferente de In<< Z >> & extremamente dificil (se ndo impossivel) de

calcuiar.
Utilizamos do método das réplicas que consiste em utilizarmos:
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<<InZ >>=limSZ.>>"1 (C.29)

n—{0 n

que permitird caicular In<< Z>> a partir de << Z" >>, Para o cdlculo de << Z" >>
usamos n réplicas do sisterna original, de forma que:

Z" = Tr, Trg, .. Tr,exp[-B(E{S } +.. + E{S' )] (C.30)

Cada codpia do sistema original & denotada por um indice em seus
componentes S;s variando de 1 a n.

Entdocomonocasca =0

Bpn dm

Lo : 1 1
«<Z">v=€ 1 Tr, << | [ = exp[BN (== T m* Y+ 3 m? — > £ SP))
s o /2m 24Tl T N4

I gj%exy{ﬁm—%g(m;)’ +2.(m} R TETSE T} >

(C.31)

onde p indica as n diferentes réplicas. ,

Quando o numero de padrdes armazenados tende ao infinito existe a
possibilidade de que a sobreposi¢éo do vetor de estado da rede com cada padréo
tenda a zero. A fim de excluir este tipo de solugdo sem muito interesse, assumimos que
o vetor de estado possul sobreposicdo com um nimero finito s dos p padrdes
armazenados que serdo denominados de padrdes condensados. Tal fato permitird

que o sistema seja automediado e os m,’s assumam valores aprecidveis para os v

padrdes variondo de 1 a s. J& para os u padrdes variando de s+1 a p, assumimos que

os m;‘ <<,

Vamos agora considerar a contribuicdo dos p padrdes na férmula acima
denominando a exponencial da primeira integral de A. Entdo:

A= exp[—-%z (m" ) + 5%\?2 m: SPm:S7 ] (C.32)
Bp po
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onde as variGveis m; foram rescaionadas para m; = m} BN e definindc os elementos

de uma matriz K por;
b =8~ 23 257 €33
: i

entdo A pode ser escrito como:

A= exp[—%]zz ko mt mt (C.34)

e utilizando as propriedades das integrais gaussianas (59 obtemos:

dm;, N 2
Il:pla/%e’(p[m 32 ékwmﬁm:]#detm ? =CXP{-“§”TI(111K)]

(C.35)

Por ouiro lado se definirmos os elementocs de uma matriz @ como:
o = (1=8,,) - T 5757 (©.36)
i
ent&o a matriz K pode ser escrita como:

K=(1-B)I-BQ - (C.37)

Se agora utilizarmos que:

eMel=l - jdq eVl s (g-x) =.5%; Tdr!dq eNe@e-Nrig-x) 5}{__ Tdr!dqeh’(g(q}*r{qu))
—f L —k

(C.38)

onde utilizamos a fungdo delta
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1
d(x)= 5 Tdr e” (C.39)
—f

ent&c como existem n(n-1)/2 integrais para r . O para g e cCoOmo Qs =9 © 4, =0

obtemos:

e+ = [T vy, [ 1o, x5 pTo00 lexpl= 3 N * Ey,e + 308 * i 5771

(pe)

(C.40)
onde a notagdo (po) si'gniﬁcc todos os pares diferentes, entdo

Bpn

- 1 |
<< Z">e=g 2 Indrpcjndq?a exp{N[—-z-oL Tr(EnK)—Eaﬁ 22"95%0]}
{(po) po

(po)

dm; }” v 32 v v __l__ v op _I_ z P
Tr,, <<Il} Tor BN 5 2 )+ 2 + ) 3 2B ST Dy enply o * 2, 57.57)>>
(C.47)

ou ainda

_m
<< Z">>=g 2 _[

o T, (N 52 0 K)50B *2r,0,, ~3B 20D

{pc} {p)
Tr, << cxpﬁ%{aaﬁzz roSPST+ D (m) + h")ﬂiz‘i?&”]} >>
po vp i

(C.42)

A expressdo compreendida pelo trago sobre as varidveis ST pode agora ser

calculada como:

<< epoin{Trs,exp{B[%aﬁzzrpcS"S° +D (my +BESP T >>
i peo vp .

(C.43)

ou
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exp{N <<In{Tr, exp@[ ap Zr S"S°+Z{m +h")ESP] >>}

pra

(C.44)

E a fungdo particdo pode ser escrita:

<< 7" >>=¢ 2

o [ Te,0 expNT- g T =508 g -3 B Tl

wp (pa) {po}

exp{N <<In{Tr, exp@[ B> r, spS°+Z(m;+hV)§:SP]} 5>}

pea

(C.45)

E definindo:

——aB D r SPST Y (m +hV)ENSP - (C.46)
vp

pro

a fungdo particdo resuttq:

<< Z'>>=¢ Bm _[H degW

{po} (po)
exp {—N{Ea Tr(in K)+ 5‘1922 oo+ %sz (Y~ << In(Tr,,exp(BH, ) >>]}
po vp

(C.47)

obtemos para a equagdo acima:

<< Z">>=¢ i _[ J‘qupc e Wilman)(C.48)
(pa)

{pa)

‘onde
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fl(mq ry=—- Z(m )+ BTr(an) wiﬁz qu————<<}n(Tr exp(BH,) >>

po

(C.49)
O fator N no expoente permite-nos aplicar o método do ponto de sela

novamente em relagdo as varidveis m’s, q's e r's. Obtemos assim, a energia livre por
unidade como:

F 1 1 .. 1 ,
== << INZ >>= — = liM (<< Z" 5> 1 (C.50)
4 N BN BN ni-r'%n( )

Ou

f:'—é%vuglgnln<< VA >>——:—Z-+11m1m1rgfl(m q.r) (C.S?)_

Os pontos de sela podem ser determinados pelas equacgdes:

0f .o 2L.o 2L €52
om} 09,, Or,

Como no caso mais simples de a=0 as equagdes acima conduzem ¢

nos ponfos de sela comao:

interpretacdo dos par@rmetros de ordem m* AN

i 33
= — H o SP s C.53
NZ;& ! (C.53)

Como j& vimos anteriormente, o paréGmetro m definido nos dé a sobreposicdo
média dos estados visitados pela rede com os padrdes armazenados.
Um segundo pardmetro de ordem & o de Edwards-Anderson (71) definido por:

Gpo = <<-§}~Z< 8P >< 8F >>> (C.54)
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gue permite discriminar uma fase paramagnética de uma fase de vidro de spin. |

Por ditime necessitamos de outro par&metro para descrever o ruido devido aos
padrdes ndo condensados, Pois, se a rede encontra-se num estado. com uma grande
sobreposic@o com uns poucos padrdes armazenados, a soma destas sobreposicdes
aleatdrias com todos os outros padrdes pode gerar uma quantidade significativa de
ruido.

Se s for o nimero de padrdes condensados, isto &, com sobreposicdo finita &
medida que N tende ao infinito, este Gllimo pardmetro & expresso por:

r, =S <<mimt 5> €55

po
o [T

Para prosseguirmos faremos a hipdtese de que as réplicas do sistema s&o iguais,
isto significa que o0s valores dos pontos de sela dos parGmetros de ordem ndo

dependem dos indices das réplicas (esta hipdtese ndo é& verdadeira para

temperaturas proximas de zero, mas € ainda uma boa aproximagao), isto é:

m = m"
9o =4 (C.56)
F_o=r

po

Com esta simplificagdo os par&metros de ordem ficam:

N
m' =<< —LZE:,? < S >>> (C.57)
i=1
1 N
g =<< }-\—EZQS‘, >35> (C.58)
jax]
NI 1 1 ,
FE<<— Y <mt >Toe=— Y <[ — Y EF< 55T >>  (C.E9)
P =5+l Q T4 N i

Usando entdo a hipdtese da simetria das réplicas a equagdo da energia fivie
que & dada por:
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f (m,q, r)=—+—Z( ')’ +——Tr(inK)+—BZ quc—i << In(Tr,exp(BH, ) >>

2 2n 2Bn pn
(C.60)
fican
mar) =5 Bg
fmgr)=2+- Z( DIy [111(1 BA-a)- 1=

g’“?’-5(1 Q)-B " T\gz?e-%<<ln2wsh{3 [Warz+ 2 (m" +h" %> >>

(C.61

Observagoes para a obteng&o da equagdo da energia livre

It

1 vy2 1 vy2 vy2 vy2 1 vy2
“2*;%('"9) 5;;;{("%) +(m)) "+ +(m,) ]=-2~§(m ) (C.62)

aff afy n{n-1) . af
————ercqu m—fn— > rq——s 7——i—rq (C.63)

Tr(In K) = Tr(In[(1 - B)] -BO]) = In(det[(1 -B) -BO]) = mﬁ A,

(C.64)

Onde 2, s&o os autovalores da matriz K.
Né&o & dificil verificar que esta matriz possui um autovalor 1-8—(r-1)8g e (n-1)

autovalores 1-3(1-gq) portanto:
Inﬁlp =n[I-B-(n-DBgl+(n-DIn[1-B8(1-g)] (C.65)

Fazendo a=1-B e b=Pg obtemos:
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lnﬁlp =Infa~(n-Db]+(n- DInla+d]=

p=l

nln[a+b}+k{£:fi:—l-)éJ= nin[a+b]+ 1n[1—;~’%] |

+5
(C.66)
Desenvolvendo entdo o logaritmo:
- nPq
Inj A, =nin[1-B(1-g)]- —i— (C.67)
Ip} g 1-B(l1-¢)

e por fim

pro vp

[-3-1-- << In{Tr, exp(BH,)} >>= 51; <<In{Tr, exp{-;-aﬁ B h 8PS+ D (my +RENS T >>
M

(C.68)

Utilizando as identidades:

(O SP) =2 8PS+ §°S°=n+) S°S° (C.69)
P p=a

prg prg

1.: o2y |92 LIS, p
exp{zaﬁ r(Ep,S )]mlﬂexp[ 5 Z + B arzzp SP1(C.70)
obtemos:

I
E; << In{Tr, exp(BH, )} >>=

1 1 ' dz 1z
1 3 v v v P
2aBr+--~Bn << In;[\/ﬂe Tr,, exp[p (-..fzxrz+Z,(m +h' )R ;S i>>

c7y

ou ainda:
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é << In{Tr, exp(PH, )} >>=

i dZ _iz:
2 . s
Bn - P € Trs,, I;Iexp[ﬁ (\1'517:+Zv:(m +EEYSP 5>

(C.72)

calculondo ¢ frago teremos:

1
E; << In{Tr exp(BH, )} >>=

1 1 dz 1 ‘
*Eaﬁr+-6;<<lnzﬁ%e 2 {2ZcoshfB (@z+¥(m"+h”)§"]” >>

(C.73)
e finaimente;

i
E; << In{Tr, exp(BH, )} >>=

| ____agr+ﬁm<<m]re 2 exq.rln[ZcoshB (\[_Z+Z(m +hOEY ]}»’

(C.74)

Desenvolvendo entdo a exponencial obtemos:

EE;;- << In{Tr, exp(BH, )} >>=

—maBr+-é—-<<Inj\/—-e 2 [1+n§n[2005h£3(ﬁz+2(m +hVE" ]}>>

(C.75

e por fim, desenvolvendo o logaritmo:

El; << In{Tr,, exp(BH, )} >>=

—aﬁr-i- ! T e 3 <<ln{2coshB(J—z+z(m +RVE Y>>

(C.76)
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C.3 Diagrama de fase da rede de Hopfield (106).

A partir da equagdo da energia livre por neurdnio (C.61), do fato de que se um
sistema em contato com um reservatério tem seus pardmetros exiernos mantidos
constantes, o situagdo de equilibrio estavel & caracterizado pela condigdo de que a
fungdio energia livie de Helmholtz atinge seu valor minimo (100-102), isto é:

AF, <0 (C.77)

das relagdes

_‘?_Z;=g of =0 ﬂi:(} (C.78)
om! 0q,, or,, '

(3

o supondo serem as réplicas simétricas, obtemos para os pardmetros de ordem:

m® =<<&" tghP [Varz+(m+h)-E ]>> (C.79
g=<<tgh’B [Varz+(m+h)-E ]>> | (C.80)
9 (C.81)

o4
1-pu-r

Observacdes:

O cdlcuio da derivada da fungdo energia livre por neurdnio em relacdo ao
par@metro r conduz-nos:

%aﬁ Hg-1) =~ Bzfzﬁe'%z<<§” tghB [Vorz+(m+h)-E ] >>

(C.82)
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onde as duas médias foram separadas temporariamente. Integrando por paries e
utilizando ¢ identidade:

dz .2 dz Z
T'Ee 2z (2)= T,/Ee (@ (C.83)
obtemos a equagdo para o parametro q.
Finaimente derivando f em relagdo ao parémetro q obtemos a equacdo parar.

A solugdo numérica e analitica das equacdes acima (C.79-C.81) produz o
diagrama de fase da rede de Hopfield como na figura a seguir.

Figura C.1 - Diagrama de Fase do Modelo de Hopfield - (Ref. (70))

“com as seguintes observacdes:

1. Para a <0,138 (fase ferromagnética) existe a recuperagdo
dos padrdes armazenados. (Regidio A+B)
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2. Para a > 0,138 (fase de vidro de spin) ndo hd recuperacdo
dos padrdes armazenados, (Regido C)

3. Para a<0,051 os padrdes armazenados sdo minimos

globais. (Regido A)

4. Para 0,051<a <0,138 os padrdes armazenados tornam-se
minimos locais e coexistern com outro tipo de airaior
denominado do tipo vidro de spin que possuem energia menor

que a dos padrdes armazenados. (Regido B)

5. Numa tentativa de visudlizacdo da topologia da funcdo
energia livre nas diferentes partes do diagrama de fase obtemos:

VaVaV AWV

C D

Figura C.2 - Representagdo Unidimensional do Energia Livie nas Vérias Regides
do Diagramao de Fase - (Ref. {111))

6. Ao passarmos da regido C para B, o pardmetro m muda
descontinuamente para o valor zero (hransicdio de primeira
ordem) exceto para a=0 e T=1 onde a transicéo é de segunda

ordem,
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APENDICE D.

APLICACAO DOS METODOS DA
MECANICA ESTATISTICA AO MODELO
PROPOSTO.

Neste modelo consideramos uma rede na qual a interac@o entre os neurdnios &
descrita por:

Jy -“ii Mg [cosk(x, —x,)] | (DD

Vamos estudar o modelo, supondo que ndo hagja saturac@o (a = 0). Um estudo
considerando o satura¢do do modslo, poderd ser feito posteriormente,
Logo para ¢ Hamiltoniano teremos:

H= umZ[ig P&} cosk(x,~x)IS,S (D.2)

¥ o=l
Usandc_) g identidade:

cosk(x; —x;) = coskx, coskx  +sen kx; sen kx ; _ 0.3
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& definindo:

ul™ =E ¥ coskx, o =us,

u?*) =E ¥ senkx, ¢, = yPHs, ©
obtemos:

H= *mgg[gu(’“‘)uw)ﬁ S, (D.5)

Usando a identidade:

[Zu("‘}S] = Zu“‘*’ migs, +§(u("“)5) (D.6)

entdo
Z,,?;‘.,[;u““m g;gj(u"‘”m
(D.7)

Efetuando a somatdria sobre o segundo membro da equacdo (D.7) acima

temos:

ZZ[Zu‘"‘”S P- ©.8)

i=]

cu ainda
= ___1_._ (ms) 2_;1_
H= ;NZ,, Zp {Z,- LT -y (0.9

A fungdo particdo serd expressa por:
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Z=Trexply s 3 SIS 41

z= Trsexp[ZZ[Z (--—) T ©.10)
Empregando as propriedades das integrais gaussianas(107,108)
1L x* |
exp(ha’) = (5;“)2 deexp[—?+ ~/2_?Lax} (PRE)]

obtermos:

dx(ﬂp) 1 1
ZmTrSIH N exP[_EZZ(xW))I+ZZZ(%)2¢=-(MXW}]

(D.12)
Definindo as varidveis
2™ = Ny - ©.13)
a fungéo particdo fica:
2= Tl g™ eot-V EZET L TT g Sy
et ot £
(D14
Usando a identidade
Trsexpl), £ (5,)]= eXP[ln(Trsexp[Zf(&)])] (D.15)

e definindo:
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g2 1 V
G:ZZg"x""i""l”"%in(TrsexP[ZZZBZ&M}’W}D (D.16)

temos para a fungdo particdo:

N
2= [TT|5d™ expl-NG (™)) ©.17)
me
Definindo
, |
A(S)=exp[) D By 08

aplicando o método do "steepest descent” (109,110)

0G __ ow_1ygs TulOPAG)]_, 510
oy Zﬁ Tr[ 4(S)] ©1

e definindo as variGveis

[y

y =g m™ | (D.20)
B(S)=exp[D ) B m™ ] 21
no )
obfamos
. 1 &« Tr {6 B.(S)]
(P)=____ SLY i\ D,22
" N T B ) 22

Ao efetuarmos o trago chegamos ao conjunto de equagdes:

17 ‘ - .
mi? = FZ&,“ coskx, ghP [DE* (m™ coskx, + m™*’ senkx, )]
i . B

(D.23)
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1
m) = }.\[—ngﬂ senkx, tgh B {Z&i}‘ (m(lu) coskx; + m®) sen k)]
' B

(D.24)
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