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RESUMO

Neste trabalho foram tratados vérios aspectos de controle étimo de estrutura flexiveis de grande
porte via realimentacéo de saida. Através da equagio diferencial parcial, que rege o comportamento
dinamico dessas estruturas, obteve-se sistemas dinamicos lineares de grandes dimensdes em varidveis
de estado. Em vista do alto custo computacional em manipulagdes numéricas, foi conveniente
fazer uma redugdo da ordem dos modelos considerados, através de balanceamento em espace de
estado. A partir dos modelos reduzidos, métodos tradicionais para o calculo do ganho dtimo foram
aplicados, tendo sido desenvolvido e aplicado um novo método para a obtengiio do controle 6timo
via realimentacio de saida, que estabiliza um sistema dinamico linear, a um custc minimo. Q
método proposto foi desenvolvido com o uso de desigualdades matriciais lineares, que propiciou
a elabora¢ac de um algoritmo numérico denominado min/maz com desempenho excelente. Fsse
método se baseia na hipdtese de que a existéncia de um ganho que estabiliza um sistema linear é
equivalente a existéncia de uma matriz definida positiva pertencente a um conjunto convexo tal que
a sua inversa pertence a um outro conjunto convexo. Condicdes sio fornecidas para a convergencia
global do algeritmo. A caracteristica principal do método é que a determinagio do ganho étimo
via realimentagio de saida é obtido por uma sequéncia de problemas de programacio convexa. Os
resultados obtidos sdo inéditos no sentido de que, pela primeira vez, o problema de controle étimo via
realimentagdo de saida foi completamente solucionado a partir de condicdes necessarias ¢ suficientes.
Resta salientar que os resultados tedricos foram obtidos através de uma generalizacio, para o caso
matricial, do Lema de Farkas.

ABSTRACT

In this work we analyse several aspects of the optimal control problem via output feedback of large
flexible structures. From the dynamic model of the structure, given by a n'* order partial differential
equation, we get a linear dynamic system of large dimension. To avoid the computational cost in
numerical computation, we reduce the model order via balanced state space. With the reduced
model, traditional methods for the calculation of the optimal gain are used. We also present a
new method for the calculation of the optimal control via output feedback. This linear feedback is
shown to stabilize the linear dynamic system with minimum cost. The method is based on linear
matrices inequalities {LMI), and it is suitable for the so-called min/mar algorithm, which achieves
excellent performance. It is based on the fact that the existence of a stabilizing gain is equivalent -
to the existence of a positive definite matrix belonging to a convex set such that its inverse belongs
to another convex set. Conditions are provided for global convergence of the mién/maz algorithm.
The main property of the method is that the determination of the optimal gain via output feedback
is obtained by a sequence of convex programming problems. The results obtained are new in the
sense that, for the first time, the optimal control problem via output feedback was completely solved
through necessary and sufficent conditions. 1t remains to emphasize that the theoretical results have
been obtained through the generalization to the matrix case of the Farkas’ lemma.
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Capitulo 1

Introducao geral

Esse trabalho de pesquisa tem comeo ohjetivo principal o desenvolvimento de novos algoritmos
que permitam resolver eficientemente problemas de controle 6timo via realimentagio de saida, en-
volvendo normas do tipo Ha e He,. Além dos aspectos tedricos que sdo devidamente analisados,
nosso objetivo ¢ aplicar os resultados obtidos no controle de sistemas flexiveis de grande porte.

Apesar de um grande esforgo dedicado & solugio dos problemas de controle envolvendo realimen-
tagao de saida, seu estudo permanece ainda como um importante campo de pesquisa. As dificuldades
tedricas e relativas & implementagiao numérica de vérios resultados existentes na literatura sio e-
normes. Entre as mais importantes, devemos citar que o problema a ser resolvido é nio convexo
e ao contrdrio do caso de realimentagio de estado, parece nio existir um espago paramétrico que
permita transforma-lo em um outro problema equivalente, com propriedades geométricas adequadas
para o emprego de métodos eficientes de programacio matemidtica. De imediato, é importante ser
enfatizado que, para o caso de realimentagio de saida, a solucio de uma equacdo de Riccati nao
caracteriza sua solugio 6tima. Assim, é necessdric considerarmos a possibilidade de tentar resolvé-lo
por meio de métodos numéricos mais sofisticados,

No final da década passada fol possivel obter-se resultados que tiravam os problemas de controle
otimo, de um contexto puramente da teoria de controle, para colocd-los em um outro contexto, mails
abrangente, da programagio matematica. De fato, foi provado que os problemas de controle étimo
via realimentagio de estado, envolvendo normas My e Hoo, podem ser convertidos em problemas
convexos equivalentes. Este fato abriu a possibilidade de aplicacio dos métodos cldssicos de progra-
magio convexa para a obtengio de suas solu¢es 6timas globais. Talvez o ponto mais importante a
ser ressaltado, ¢ que este fato permitiu incorporar restricdes adicionais tais como, restrigbes estrutu-
rais, robustez em relagdo as variagdes paramétricas, entre outras, gue ndo podiam ser manipuladas
pela técnica cléssica, envolvendo a equagao de Riccati. Dentro deste contexto situa-se este trabalho,
no qual pretendemos estudar as limitagdes desta linha de pesquisa para o tratamento do mesmo
problema, porém, considerando agora o caso mais geral de realimentacio de saida.

Como veremos, o problema em pauta é de dificil solucdo, como atestam as indimeras tentati-
vas ja realizadas. Usando conceitos de andlise convexa, pretendemos evidenciar as dificuldades,
mas também propor aproximagdes que levem 3 definicio de métodos numéricos eficientes. Estas
aproximagoes serdo devidamente analisadas e seus impactos, em termos de subotimalidade, serdo
completamente explicitados.

O diagrama da Figura 1.1 representa, genericamente, um determinado sistema fisico ¢ demais
estruturas que permitem controld-lo a partir de uma lei de realimentagio. Apés a localizagao
dos sensores e atuadores, temos que conviver com o fato de que o vetor de medidas e o vetor de
controle estdo, em termos de suas dimensées, completamente definidos. Assim sendo, € importante
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Perturbagoes
1 1 Sensores
Atuadores_

Sinais dos sinais dos
atuadores : sensores
Indicadores Sinais de
de adverténcia comandos

Figura 1.1: Diagrama esquemdtico de um sistema de controle geral

podermos definir, a priori, a classe de controladores que desejamos implementar. Por exemplo,
se considerarmos controladores do tipo PI ou PID, devemos impor que o sistema de controle seja
representado por uma ou, no maximo, duas varidveis de estado, que é independente do ndmero
de varidveis de estado necessario para a representagio do sistemna dinamico a ser controlado. Este
tipo de restrigio, importante do ponte de vista pritico, nio pode ser levado em conta guando
resolvernos o problema de controle étimo associado por meio dos métodos existentes na literatura.
Nosso objetivo é, portanto, estabelecer procedimentos que permitam, de forma rigorosa, atender a
estas especificagdes adicionais.

Esse trabalho é desenvolvido de modo que, no capitulo 2 fazemos um breve estudo sobre reali-
mentagao de saida, betn como sobre as normas Hy e He,, que sio tteis na obtenggo de indices de
desempenhos 6timos e subdtimos de problemas de controle. Um apanhado dos principais métodos
numéricos, existentes na literatura, para o cdlculo do controle étimo via realimentacao de saida, é
incorporado a este capitulo. Ainda no primeiro capitulo fazemos wm estudo sobre controle Gtimo via
realimentagiio de salda usando as propriedades geométricas (convexidade) do problema. O ganho
étimo de realimentag¢do é determinado através de um algoritmo baseado em lineariza¢io externa
{(plano de corte} e suas limitagdes, inclusive no que diz respeito 4 sua convergéncia, sio analisadas.

O capitulo 3 é dedicado 4 elaboragio de um novo algoritmo, baseado em desigualdades matrici-
ais lineares (LMI), para a determinagdo de um ganho via realimentagio de saida que estabiliza um
determinado sistema dindmico linear, usando conceitos de analise convexa. Eese algoritmo, deno-
minado de min/maz, baseia-se numa propriedade interessante, estabelecendo que sempre é possivel
encontrar uma matriz definida positiva pertencente a um conjunto convexo tal que a sua inversa
pertenga a wn outre conjunto convexo. E importante salientar a introdugio neste mesmo capitulo
de uma generalizacdo do Lema de Farkas.

O capitulo 4 estd centrado na otimiza¢io de um sistema dinamico Linear, sem a determinacio ex-
plicita do ganho étimo estabilizante via realimentacio de saida, isto ¢, introduzimos a possibilidade
de decomposi¢ido do problema associado. Os resultados tedricos bassiam-se também em manipu-
lagbes de desigualdades matriciais lineares (LMI), tendo como idéia central a férmula complementar
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de Schur. Esta férmula, desde hd muito tempo conhecida, propicia a conversao de problemas nio
lineares em problemas convexos lineares. Consequentemente, tem sua importancia real¢ada frente
aos resultados obtidos.

Finalmente, o capitulo b é dedicado & implementacio numérica dos resultados teéricos obtidos nos
capitulos anteriores. O objetivo central € o projeto de um sistema de controle simples para estruturas
flexiveis de grande porte. Comegamos estudando téenicas de reducdo de modelos dindmicos lineares
usando conceitos de balanceamento em espago de estados. Essa redugio é importante, tendo em
vista a diminui¢do do custo computacional e a rapidez na solucio dos problemas considerados. As
aplicagoes foram elaboradas sobre o comportamento dinamico de uma viga de se¢do transversal
constante ¢ de uma barra de seqfio transversal variével, consideradas como estruturas de grande
porte. A partir da equago diferencial parcial que representa o comportamento dinamico de cada
uma das estruturas, determinamos os modelos dinamicos em espaco de estado. Qs sistemnas obtidos,
ordem 24, foram reduzidos para ordem 4 e, a partir dos modelos reduzidos, determinamos os controles
via realimentacao de saida para cada estrutura, obtendo-se ganhos que vieram a estabilizar, de modo
adequado, os sisternas originais.



Capitulo 2

Topicos sobre controle 6timo

2.1 Introducgao

E nossa intengdo, neste capitulo, fazer um breve estudo da teoria de controle étimo de sistemas
dindmicos lineares, que servird como um embasamento ao desenvolvimento tedrico dos capitulos
posteriores. Partindo da teoria de controle cldssica de controle étimo via realimentacio de estado
e de saida, culminaremos o capitulo com um estudo detathado da teoria de controle dtitno via
realimentacdo de saida, com enfoque em andlise convexa.

Sabemos que o Problema Linear Quadratico (PLQ) é, desde hé varios anos, um dos mais im-
portantes problemas da teoria de controle étimo. Isso acontece devido & facilidade de obtencao
de sua solugdo Otima, através de uma equacgio de Riccatl. Contudo esta técnica de sintese de
controle se depara com enormes barreiras quando o sisterna dinamico linear possui determinadas
caracteristicas, tais como, parametros incertos, descentralizago ou realimentacio de saida. Além
do nais, a determina¢ao do ganho via realimentagéo de estado assume que todas as varidveis de
estado sdo disponiveis para a realimentagio, o que é muito restritivo do ponto de vista pratico.

Outro problema com relacio 4 realimentacio de estado é quando o sistema a ser controlado
€ de ordem elevada. O grande nimero de varidveis de estado requer, para a implementacio do
controlador obtido, um grande nimero de sensores e atuadores, o que pode torna-lo dispendioso.

Quando o sistema é completamente controlavel, torna-se possivel conseguir urma lei de controle,
via realimentagdo de estado, que aloca os pdlos, em malha fechada, em qualquer regifio simétrica do
plano complexo. Sob a thotese adicional de observabilidade completa, o mesmo pode ser conseguido
a partir da construgao de um observador de estado que requer o conhecimmento somente das varidveis
de saida.

Novamente, o fato de o observador ter o mesmo nimero de varidveis de estado que o sistema
original, limita sua utilizacdo em sisternas de grande porte. Uma maneira de contornarmos esses
mconvenientes € controlarmos o sistema via realimentagio de saida. Neste caso, os critérios de
otimizag¢ao mais usados sio expressos em termos de normas Hy, Ho. On norma mista Ha/Hoo de
nma determinada fun¢io de transferéncia do sisterna em malha fechada.

Acontece que problemas envolvendo reahmentagao de saida tém desafiado constantemente os
estudiosos em Teoria de Controle, pois siao problemas de dificil solugdo. Por outro lado, proble-
mas envolvendo realimentagio de estado se reduzem & solugio da equagio de Riccatl, problemas
envolvendo realimentacao de saida, geralmente, ndo permitem esse tipo de solugio [23, 59]

Sabemos que a determinagio de um controlador de ordem completa’, via realimentacio de saida,

1Dimenséc do controlador igual a ordem do sistema
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se reduz a solugdo de dois problemas de controle via realimentacao de estado desacoplados. Isso
¢ possivel visto que o principio da separagio é verdadeiro, [41], permitindo dividir o problema de
realimentagao de saida, na determinacdo do ganho de realimentacao de estado e do ganho do filtro
de Kalman (como sera visto no decorrer deste trabalho, estes dois problemas sio convexos). O caso
geral de realimentacdo de saida é mals complicado. Realmente, o problema a ser resolvido nio é
convexo, e somente poucos resultados estio disponiveis na literatura até a presente data [28. 20, 45].

Muitos métodos numéricos foram usados para esse fim, ver [48], surgindo duas dificuldades
principais: a primeira é gue eles devem ser inicializados com um ganho de realimentacio de saida
que estabiliza o sistema e malha fechada, que pode nao ser determinado facilmente; a segunda é-
em relagdo a geometria do problema (nac convexo) e, consequentemente, somente 6timos locais s&o
determinados.

Neste capitulo faremos um breve estudo sobre realimentacdo de saida. Iniciamos estudando
normas Hy e H., que, mais tarde, serdo idteis na obtencao dos indices de desempenhos Gtimos
dos problemas de controles. Em seguida faremos um estudo sobre os principais métodos para
a determinagao do ganho 6timo via realimentagio de safda existentes na literatura, apontando,
guando for o caso, os maiores méritos e as dificuldades do método analisade. Encerrando o capitulo,
faremos um estudo sobre realimentacao de saida explorando o uso de suas propriedades geométricas,
em particular a convexidade.

2.2 Normas Hy e Ho

Problemas de controle étimo tém recebide muita aten¢io nos dltimos anos devido & crescente
demanda de sistemas de grande desempenho. Esses problemas englobam, inicialmente, a sele¢io de
umn indice de desempenho. Sua escolha deve ser ditada pelos objetivos do projeto a ser desenvolvido.
Seja o seguinte sistema linear dinamico. invariaate no tempo, definido por

z(t) = Az(t)+ Biw(l)
() = Cia(l) 1)

onde z(t) € R"™ é o vetor de estado, w(t) € R é o vetor de perturbacio e z(t) € RY é o vetor
de saida. As matrizes A, B) e C; sio constantes e tém dimensdes apropriadas. Por hipétese A ¢
assintoticamente estdvel. )

Os indices de desempenho sio definidos em termos da fun¢do de transferéncia H(s) entre a
perturbacdo w(-) e a saida z{-). O objetivo é minimizar a influéncia da perturbagio externa w(-} na
saida z{-).

Usando (2.1}, temos

z(s) = H(s)w(s) (2.2)

com |

His)=C {(sI—- A ' By i (2.3)

Pelo exposto, torna-se natural a definigio de uma norma para a funcio de varidvel complexa
H{(s). Dentre muitas, destacamos duas, as normas Hy € Hoo. que passamos a estudar. A utilizagao
de uma, ou de outra, depende do conhecimento que temos, a priors, da perturbagio externa. A
norma Mz, em geral, ¢ usada quando os sinais externos tém espectro de poténcia conhecido. A
norma M. € usada principalmente em analise de pior caso.
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2.2.1 Norma H; da fungao de transferéncia H(s)
A norma 3 da fun¢io de transferércia H(s) é definida por
, 1 f*= ey
I H 3= 5~ Tr [H(jw)" H(jw)] dw (2.4)

Sendo H(s) uma matriz racional, de {2.4), temos

— 00

1 free : .
IHIE = 5o [ Te(H(—g) H (o) do
= ! o (—s)' H d
= /. Tr[H(-s) H(s)]ds (2.5)
= Z Ressmi{’l‘r [H(~s) H(s)] }
i=1
onde s;, 7= 1,...,n s80 os polos de H{s) situados no semiplanoc esquerdo aberto do plano complexo.

Neste ponto é importante darmos uma interpretagio fisica da defini¢dio de norma H». Em
primeiro lugar considere que a perturbagio w(-) é um rufdo branco com média nula e
Elw(tyw'(1)] = I8(t — 1) (2.6)

onde E[-] é o operador esperanca matematica e é(') é a fungéo impulso unitiria (Delta de Dirac).
Definindo h(t) como sendo a resposta ac impulso do sistema em consideragio, podemos calcular,
usando outro enfoque, a norma Hz, ou seja

El#W=0)] = T{EEwm@)]}

- T,{E {(]ﬂm h{rYw(t — 'r)dr) Uom h(cf)w(?.5 = é)d€> } }

- h{ ]0 ” /0 " W)E [w(t — Py (i ~ £)] h(é)’dgdr}
= wof [Th0) [T ste - meyacar) @)
= ’I‘r{ /:O h('r)h('r)’d‘r}

= 5 [ TGy HGe) s

£ JiHIE
onde, para obtermos a pentitima relacio, usamos o Teorema de Parseval. A interpretacio desse
resultado é simples e importante. Se a poténcia média da perturbacao é unitdria, entio a poténcia
média da saida é exatamente a norma H3 da func¢io de transferéncia.

A norma Hy também pode ser caracterizada por experimentos hipotéticos envolvendo pertur-
bagGes deterministicas impulsionais. Neste sentido, considere w(t) = 6(t)e;, onde €;(t) é a i-ésima
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coluna da matriz identidade de dimensdo I x I. Sendo z;(f) a resposta do sistema para cada pertur-
bagio assim definida, podemos caleular com auxilic do Teorema de Parseval

!
S0 = Z] (05 ()

i=1

(2.8)

oo !
= Zz, (—jw) z(jw)dw
fex

onde z;(jw}) é a transformada de Fourier de z(t). Calculando estas transformadas e levando-as na
eqiacao acirna, obtemos

] ! ’
1 f~ -
Slhhat | = ﬂ/ > € B [~k - AT OO [T — A7 Bresdw
i=1 EEARTS
1

= — ’I‘r{B [—iwl — A OOy [l — A Blm}

o (2.9)

- %/_Z’I&-[H(jw)*ff(jw)] di

e

A 1

A interpretagio deste resultado também ¢ muito simples. A norma #, da funcio de transferéncia
nada mais é que o somatorio de todas as contribuicdes na saida do sistema devido as perturbagdes
em todos os canais possiveis. Note que a escolha da perturbagao do tipo impulsional reside no fato
bem conhecido de que todas as frequéncias naturais do sistema sio excitadas.

Neste ponte é importante explicitarmos uma das maneiras mais eficientes, do ponto de vista
numeérico, para o cilculo da norma H» do sistema multivariavel (2.1). Neste sentido, adotamos

= ’I‘r{/ h(ry dr} | (2.10)

onde h(t) é a resposta ao impulso entre a perturbacio e a saida, isto é

h(t) = C]BAtBl (211)

Levando (2.11) em (2.10) e usando propriedades elementares da fungdo trago, obtemos

o0
VHZ = Tr{clf e By BleA auCy |
0
(2.12)
oo s
= T&‘{Bi/ EA tC'{C’leAtdiBl} ’
0
As equagbes anteriores ensejam a defini¢io de duas matrizes simétricas que serac exaustivamente

utilizadas neste trabalho. Estas matrizes sio chamadas, respectivamente, Gramianos de controlabi-
lidade e de observabilidade
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W, = / emB;BieAJ’di = AW, +W A"+ B Bj=0
0 .
{2.13)
W, = / eA'fcgcleA‘dt = AW, +W,A+CCi=0
0

e admitem as seguintes propriedades que permitem verificar a controlabilidade e observabilidade de
um dado sistema linear. Estas propriedades estdio explicitadas no seguinte Lema.

Lema 2.1 Sendo a matriz A assintoticamente estivel, isto é, Re [M(A)] < 0, i = 1,...,n, onde
Ai(-) denola o i-€simo autovalor de (-), entdo

o W.: > 0 se e somente se (A, By) € coniroldvel; -

o W, >0 se e somente se (A, C,) € ebservdvel.

Prova: Ver [9].
Com os Gramianos e a equagio (2.12), obtemos

| # 3= Tr [BiW,B1] = Tr [CW.C}] {2.14)

a qual permite concluir que a norma M, do sistema em consideracio pode ser determinada pela
solugdo de uma equagao matricial linear chamada equagiio de Lyapunov. I claro que qualquer
uma das duas formas envolvendo os Gramianos de observabilidade ou de controlabilidade pode ser
adotada. E importante ressaltar que existem métodos numéricos muitc eficientes para a solucio de
equagoes matricials lineares. Ver, por exemplo, 0 método implementado e disponivel em MATLAB.

2.2.2 Norma H,, da funcéo de transferéncia H(s).

A norma H, da funcio de transferéncia H(s), é definida por
1 7 1= sup {omas [H ()] } = sup { N2, [11(~) H(iw) } (2.15)
w w

E importante interpretarmos esta defini¢iio. Neste sentido, considere que a norma Hoe definida
em (2.15) foi calculada, obtendo-se o =|| H ||o> 0. Pela definigio, vemn

H{—jwYH(jw) <421, YweR (2.16)

Definindo £ como sendo o conjunto das funcdes quadraticamente integraveis, isto €, aquelas que
admitem transformadas de Fourier ¢ sendo A uma matriz assintoticamente estavel, entdo w € Lo
mmplica z € £L3. Novamente, com o Teorema de Parseval, temos

i1

I

]DOO z2(r) z(r)dr
(2.17)

= %[m zZ{—jw) z(ju)dw

— o0
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Assim, de (2.16) e (2.17), temos

1 . e
liz|* = Q—W/ w(—jw) H{—jw) H(j)wljw)dw
-
2 =] .
< = [ i) i (2.18)
< Yallwl?

Conseguentemente, obtém-se

oo 2 H o= sup (L < we £} (2.19)

Observe que este resultado é muito importante do ponto de vista pratico. De fato, a equagao (2.19)
mostra que a norma H, da funcéo de transferéncia H(s) nada mais € que a norma do sinal de saida
correspondente a pior escolha do sinal de entrada no conjunte £o. Por eutro lado ¢ interessante
também observar que a morma He, pode ser determinada pelo Diagrama de Bode (médulo) dos
valores singulares maximos de H (jw). No caso escalar temos

Yoo =l H [Joo= sup {H{ju)] (2.20)

Finalmente, devemos salientar que uma propriedade fundamenta! que ¢ verificada para a norma Hac
e que nao é valida para a norma Hs, [11], é a seguinte

N GH lloo<ll G lloall H lc (2.21)

Contrariamente ao que acontece com a norma Hsy, a norma He, 56 pode ser determinada via
métodos numeéricos iterativos. Isto decorre do fato de que a norma H, depende de relagdes matriciais
nao lineares que passarernos agora a estudar.

Teorema 2.1 Considere o sistema dindmico linear (2.1), com A assintoticamente estdvel e (A, C})
observdvel Considere a equagdo de Riccat:

AP+ PA4+~*PBBP+CiCi=0 (2.22)

onde v > 0. As afirmacées a seguir sGo verdadeiras.

(2) Se (2.22) admile uma solugde P simétrica, entdo P > 0;
(b) A equagdo (2.22) admite solugio se e somente se || H ||on< 7.

Prova: Parte (a). Sendo o par (A, C:) observavel e v > 0, entéo

[=3o] .
P = / e* 7 (CiCy + v iPB,B{P)et"dr
G

/C’O eA'Tc{cleATdT (223}
a

v

> 0
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Para provar a parte (b), s¢ja w € R, entdo somando e subtraindo jwP no primeiro membro da
expressio {2.22), e simplificando, vem

~ (jul = AVP - P(jul— A)y+ v *PB,B|P+ CiC, =0 (2.24)

Multiplicando a expressao acima & esquerda por Bi(—jwl — 4')7! e a direita por (jwl — A)~1B,,
obtém-se

~B{P(jwl —A4) B, — B} (jwl ~ AY " PBy+
+77 2B (—jwl~ A PBiB P (jw — A) B+ (2.25)
+B{{~jwl — A)ICIC(jwl — Ay B =0
Definindo L{jw) £ B{P(jul — A)"1B;, esta tdltima relacio pode ser reescrita na forma

= L) - Lje) 5 L) L) 4 H (=) H () = 0 (2:26)
a qual permite a seguinte fatoragio

H(—jwYH(jw) = 50— [T~57 (=) 5 T 57 L(jw)]

(2.27)
< I

Sendo esta 1ltima desigualdade vilida para todo w € R, a condicio suficiente da parte (b) estd
provada. A necessidade decorre a partir de argumentos similares. |

E importante ressaltar que a parte {b) do Teorema anterior permite determinar ... que ¢ dado
pelo menor valor de v para o qual a equagdo {2.22) admite uma solucio simétrica definida positiva.
Sendo (2:22) uma equagdo do tipo Riccati, a verificagio e existéncia de solucdo pode ser feita de
maneira relativamente simples, antes, porém, introduzimos o seguinte coroldrio, que serd usado
adiante.

Corolario 2.1 Os resultados do Teorema 2.1 permanecem vilidos se (2.22) ¢ substituida pela de-
sigualdade matricial

AP+ PA+y*PBBIP4+CC; <0 (2.28)

Prova: Imediata. [

E um fato bem conhecido [41] que a solu¢io definida positiva de uma equacio de Riccati pode
ser obtida a partir de manipulagtes algébricas sobre a matriz Hamiltoniana a ela associada. Na-
turalmente, a existéncia ou nao de solugdo depende da localizagio dos seus autovalores. Devido 3
sua estrutura, qualquer matriz Hamiltoniana apresenta 2n autovalores simétricos em relagio ao eixo
imagindrio. Por outro lado, sendo A assintoticamente estivel, se algum autovalor da matriz Ha-
miltoniana apresentar parte real nula, isto indica que a equacio de Riccati associada nio apresenta
solugao definida positiva. Esta discussio permite enunciarmos o seguinte resultado.
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Lema 2.2 Considere ¢ sistema dindmico linear (£.1), com A assintoticamente estdvel e seja H(s)
definida em (2.3), a fungdo de transferéncia desse sistema. Defina a matriz Hamiltoniana

A ‘}szlB’
M, = [ _ciey Y i {2.29)
Entdo || H l|eo< 7y se € semente se M, nie tiver nenhum aulovalor sobre o eizo mmagimndrio.
Prova: Ver [12]. ' 0

Como consequéncia, vo € o menor valor de v para o qual ¢ Lema acima ¢ verificado. Note que
para < suficientemente grande M, néo tem nenhum autovalar sobre o eixo imaginario. Assim sendo,
a determinagdo numérica de 7., passa pela reducio iteraliva do valor de v até que a condigdo do
Lema acima esteja no limiar de ser violada.

Exemplo: Para ilustrar os resultados anteriores, vamos calcular as normas Hy e Ho da fungao de
transferéncia

1
T = oot (2.30)

Solugao: Todos os cdlculos desse exemplo foram feitos com recursos do MATLAR 4.0. A funcio
de transferéncia acima pode ser representada na forma (2.1), com

A:[_?_O 56?2];51:[?};01:[1 0] (2.31)

1) Determinacio da norma M a partir da matriz Gramiana de observabilidade. Resolvendo
{2.13), obtemos

W, = [ 28 05 } (2.32)

que permite determinar, usando (2.14)

iH|l2 = /Te[BW,B] = 1.5811 (2.33)

ii) Determinacio da norma My a partir do calculo dos residuos. Sendo os polos de H (s) dados
por 51 = ~0.1+0.995¢ € 5, = —0.1 — 0.995¢, aplicando em (2.5) a férmula para o calculo de
residuos, [40], temos

i

1
Hlls = 1/Resemy —— s=s TR T
i \/ e A T 062 11 RE.S Tt st 4+ 1.9657 + 1

_ r (2.34)
. 4s% + 3.925; 45 + 3.92s9
i 5

= 1.5811
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o

Frequencia (rad/s)

Figura 2.1: Diagrama de Bode - méduio

1ii} Determinagdo da norma M. a partir da defini¢io. Como se trata de um sistema mono-

iv)

variavel, podemos utilizar (2.20}. Na Figura 2.1, usando recursos do MATLARB calcula-se
Yoo = 13.8526 dB que ocorre para w = 1.0000 rad/s.

Determinacao da norma M., a partir da matriz Hamiltoniana. Embora existam na literatura
algoritmos mais eficientes do ponto de vista numérico, [68], para efeito de ilustracio implemen-
tamos com MATLAB a seguinte versio simplificada. Dados € > 0, suficientemente pequeno,
Yo = 0 e % = 10 (um nimero qualquer positivo, suficientemente grande), para k = 0,1,...
determine

Tt TR
Y = =E 5 (2.35)
e 0s novos limitantes, superior e inferior, dados por
Fee1 = Ym Se min Re{)\,-(qu)} >
(2.36)

Tia “m S€ min RE{}:,‘(M-T,“)} <e

Considerando (¥~ )41 < € = le— 00, para o exemplo em questdo, apés 24 iteragdes obtemos
Yoo = 14.0231 dB.

Tendo sido estudados os indices de desempenho a serem considerados neste trabalho, passamos
agora a analisar métodos que permitam otimiza-los. Definiremos, portanto, problemas de controle
otimo com o objetivo de projetar o compensador a ser colocado na malha de realimentacio.

2.3 Controle 6timo via realimentacao de estado

Considere agora o sistema dindmico linear, invariante no tempo, definido por

£(t) = Az(t)+ Byw(t) + Bou(i)
u(l) = —Kz(t) (2.37)
2ty = Crz(t)+ Diu(?)
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onde z(t) € R" é o vetor de estado, w(t) € R' é o vetor de perturbagho, u{t) € R™ € o vetor de
controle e z({} € RY é o vetor de saida controlada. As matrizes do sistema sdo constantes, com
dimensdes apropriadas. Uma hipdtese adicional deve ser acrescentada: C1Dp = 0 e DDy, > 0,
estabelecendo que nio existe ponderagao cruzada entre o vetor de estado e o vetor de controle e que
a ponderagio no controle ¢ uma matriz definida positiva. Essa hipdtese nao implica em perda de
generalidade. O sistema {2.37) em malha fechada, é dado por

#(t) = (A- B2K)z(t)+ Biw(t)
Z(t) (Cl - D;K)E(t)

que permite determinar a fungao de transferéncia da perturbagio w(-) para a saida z(-}, na forma

(2.38)

i

His) = C;ls1—Af ' B
A; = A-BK (2.39)
Cj = C1 - le{

Considerando K o conjunto dos ganhos de realimentacao de estado K € R™*", tals que (A-B3K)
seja assintoticamente x4 vel, isto é

K= {K € RN (A — BoK) ass. estavel } (2 10)

estamos em condigdes de estudar os problemas de controle étimo envolvendo, na definigio das
respectivas fungoes objetivos, as normas Hy € Heo, anteriormente estudadas.

5.3.1 Controle é6timo em norma H

O problema de controle étimo em norma H, pode ser colocado da seguinte forma. Determinar um
ganho de realimentacao de estado que estabilize assintoticamente o sistema em estudo e minimize
a morma Ha da funcio de transferéncia entre a perturbagio w(l) e sua saida z(t). Em termos
matematicos, ternos

min{ || # |} K € IC} (2.41)
P importante ressaltar que, em relagio aos elementos da matriz ganho K, este problema ¢é nao

convexo, como pode ser verificado por meio de simples contra-exemplos. Em principio, soluges
Stimas locais podem ocorrer. O préximo Teorema, entretanto, determina sua solugdo Gtima global.

Teorema 2.2 Suponha que o par (A, Bz) seja controldvel e o par (A,C1) seja observdvel, Neste
caso, a equagdo de Riccats ' :

A'P+ PA— PBy(D\ D) "ByP + CiC1 =0 (2.42)
admite uma solugdo dnica P = P’ > 0 gue caracleriza @ solugdo dtima global de (2.41), por
K = (DD 'ByP € K
(2.43)
B3 = Tr(BiPB)
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Prova: Embora a prova deste Teorema seja um resultado cldssico, (ver [41]), vamos apresentar
a seguir uma alternativa mais simples baseada, exclusivamente, em argumenios de programagio
matematica. Com os resultados da se¢io anterior, sabemos que o problema {2.41) pode ser reescrito
na forma

min {Te(C;W.C))}
Kek (2.44)
sfa  A;W.+ WAL + BB =0

Escrevendo a func¢ao Lagrangeana

LK, W, Wo) = Tx [C;W.C) + W, (AW, + WA} + BiB})] (2.45)

onde W, é a matriz simétrica de varidveis de Lagrange associada a restri¢&o linear, que como verermos
nada mais é que o Gramiano de observabilidade. As condigtes necessdrias de otimalidade, ver [47],
séo dadas por

ac , ,

awo :AfWC+WCAf+B]_Bl = 0

B‘E ! 7 ya ] lf 5

5W :A;Wo-{-WoAf—l-Cfo oy O \246)
¢

% = {(D; DK - B;Wo] W, = 0

Escolhendo K = (D} D;)"'B,W,, é evidente que a iiltima condi¢io estd satisfeita. Substituindo
esta relacdo na segunda equagdo, obtemos

AW, + W, A — W,Bo(I) DY BYW, + C,Cy = 0 (2.47)

que é exatamente a equacio de Riccati (2.42)-para P = W,. Embora a matriz W, possa ser
determinada pela primeira condigdo, isto ndo é necessario, nem mesmo, para a determinacac do valor
Stimo do critério. De fato, com (2.14) podemos expressé-lo diretamente em termos do Gramiano de
observabilidade, na forma

| H {|3= Te(B{W,B1) (2.48)

Esta solugdo caracteriza de fato o 6timo global do problema em consideragao. Esta conclusdo, en-
tretanto, ndo decorre das condi¢des necessdrias de otimalidade, na medida em que o problema (2.44)
nac é convexo. ‘ O

A prova acima apresentada ndo é conclusiva no que diz respeito 4 otimalidade global. Esta foi
a forma que encontramos para evidenciar a importincia da convexidade em problemas de controle.
Este fato serd analisado com detalhes mais a frente. Desde ji devemos enfatizar que o problema
(2.41) pode ser convertido em outro problema equivalente, porém, convexo.

2.3.2 Controle étimo em norma H.,

Nosso interesse agora é resolver o problema relacionado & otimiza¢do em norma He., que pode
ser colocado na seguinte forma '
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min{ || H floo : K € K} (2.49)

Entretanto, para podermos utilizar os resultados anteriores envolvendo o cdleulo da norma Mo
devemos reescrever o problema acima na seguinte forma equivalente

min{y || Hfle< 7 vER e K € K} (2.50)

Esta formulagao sugere o seguinte procedimento. Para v > (t dado, devemos determinar um ganho de
realimentacao factivel. O valor do parametro v deve ser diminuido até a ocorréneia de infactibilidade.
O préximo Teorema fornece condigdes necessarias e suficientes para a existéncia do ganho &, solucao
de (2.49).

Teorema 2.3 Suponrha que o par (A, By) seja controldvel ¢ que o par (A, Ch) seja obscrvdvel, assim,
dade v 2. 0, existe P = P’ > Q solugdo da equacdo modificade de Riccati

AP+ PA+ 7 PBBIP — PBy(D\D5) T BLP + CCy = 0 (2.51)
se e somente se para K = (D} D)) By P, tivermos || H {0 < 7.

Prova: Ver [23]. O

A questao que se coloca ¢ como determinar iterativamente v; de tal forma a gerar uma seqiiéncia
monoténicamente decrescente, tal que

lim yp =4~ {2.52)
E—oo

onde %" seja o menor valor de v para o qual a equagado (2.51) admita solucio P = P’ > 0. Existern
vérios algoritmos que permitern determinar v (ver, por exemplo, [68]). A seguir, fornecemos o mais
simples de ser implementado. Este algoritmo baseia-se no fato de que a equacio {2.51) é sempre
satisfeita para v suficientemente grande,

I. Defina a tolerancia ¢ > 0, 7 > 0 suficienternente grande e faga o indice de iteracdes k = 0.
2. Para v = 7 caleule Py, solugdo definida positiva da equacio (2.51}). Determine K.

3. Calcule vr41 =|| H [|lec- Se [ve+1 — 7| € €, pare. Caso contdrio, faga k = k + 1 e volte ao
passo anterior.

A convergéncia desse algoritmo é garantida pelo Teorema 2.3. De fato, a desigualdade

Ye+r = H o< 1 (2.53)

permite concluir que a seqiiéncia gerada pelo algoritmo sempre converge na medida que ¢ constituida
de elementos nao crescentes e é limitada inferiormente pelo valor 6timo v* > 0. E claro que, se
a desigualdade acima for estrita, a seqiiéncia gerada converge assinfoticamente para v*. Embora
esta ultima condigio 6 possa ser garantida com o uso de métodos mais sofisticados, [68], na pratica
verifica-se que ela normalmente é satisfeita. Entretanto, deve-se ressaltar que a taxa de convergéncia
do algoritmo proposto pode ser muito baixa, requerendo, portanto, um grande ndmero de iteragdes
para atingir uma precisio previamente especificada.

¥ importante também salientar que a equagdo (2.51) pode ser reescrita de diversas maneiras
equivalentes. Em particular, definindo W = P~ e p = 472, obtém-se
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AW + WA + WCIC\W = By(D,Dy)" By + uB, B, = 0 (2.54)

que admite uma solugao simétrica definida positiva, se e somente se, para K = (D} Dy) 1 B4W ¢,
tivermos [[H |l < 1/,/f. Em seguida, usaremos este resultado para o tratamento do (2.49) usando
analise convexa.

2.4 Controle 6timo via realimentacao de estado - andlise
convexa

Nesta se¢@o mostraremos que os problemas de controle étimo envolvendo normas Hy e H.o,,
anteriormente formulados, podem ser resolvidos por algoritmos de programacio convexa. Como j&
foi dito anteriormente, estes problemas sao nio convexos, como podem ser verificados por simples
contra~exemplos. O resultado fundamental é que podemos definir problemas convexos equivalentes
a partir de nma transformagao nao linear definida a priors. Neste sentido devemos preliminarmente

definir as matrizes
ro- A —B, ) _ 0
- f: 0 0 J 2 6= { 1 }

BB, 0 Cicy 0
Q"[oo=R” 0o DD,
onde F € RP*P com p = m +n, G € RF*7, @ € BP*P ¢ B € ®P*P, Essa transformacio visa
concentrar toda dinamica do sisterna em uma tinica matriz ', ver Barmish [2]. Ademais, assumimos

que rank{B;} = n, hipdtese que serd discutida ern detalhes adiante. Os resultados a seguir dependem
da fun¢do matricial linear

(2.55)

(W) = FW -+ WF' + @ (2.56)
onde W € ¥ *F & uma matriz simétrica, particionada na forma
W W
W= [ Wi W } (2.57)
sendo a submatriz W, > 0.
Teorema 2.4 Considere o conjunio Ca, assim definido
G={W=W>0:v0,Ww<0, ve .w‘(G')} (2.58)

As seguintes afirmagdes sio verdadeiras

(a} Cy € um conjunio convezo.
) k= {mw' - wea)
(¢) Para Wy & Ca, cxiste um hiperplano que separa Wy de Co.
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Prova: Ver [60]. m;

A prova deste Teorema é simples. O fato de (3 ser um conjunto convexo decorre imediatamente
de @2 (W) ser uma fun¢do linear em relacio a W e do conjunto das matrizes simétricas semidefinidas
positivas ser wm conjunto convexe. Além disso, como qualquer v pertencente ac espaco nule de ¢/
tem a forma v = {2’ 0}, com z € R", arbitrdario. W € (s implica

(A= ByWoWr Y Wy + Wy (A= BoWiw ) + BB, <0 (2.59)

Fazendo K = W)W, ' ¢ P = W, > 0, entso

(A— B, KYP+ P(A— ByK) + BB, <0 (2.60)

provando que ¢ sistema em malha fechada é assintoticamente estivel, sendo P > W, uma matriz
de Lyapunov. Assim sendo, o Teorema anterior garanie, no seu item (b}, que existe uma relagio
biunivoca entre os elementos dos conjuntos X (ndo convexo) e s (convexo), tsto é

2 )

KeK e {WW : wea) (2.61)

Finalmente, o item (¢} ¢ uma decorréncia imediata do fato de Cp ser umn conjunto convexo. Devemos
salientar a importancia deste Teorema. Tode o conjunto de ganhos que estabilizam um determinado
sisterna linear, mesmo sendo ndo convexo, pode ser gerado a partir da aplicagdo de um operador
ndo linear sobre um dominio convexo. Este resultado serd utilizado a seguir.

2.4.1 Controle é6timo em norma H;

O ftratamento do problema de controle étimo em norma Ha, visto anteriomente, faz parte do
estudo cldssico dessa teoria, tendo-se obtido ¢ ganho dtimo global através da solugio de uma e-
quagdo de Riccati. A solugdo utilizando conceitos de andlise convexa permite tratar com facilidade
a presenga de incertezas, descentralizacio e realimentacao de saida. Apesar de nio tratarmos os dois
primeiros aspectos em nosso trabalho, € importante analisarmos esse problema 4 luz da anglise con-
vexa, com o objetivo de resolver, subsequentemente, o problema com norma M, via realimentago
de saida.

O Teorema a seguir garante a existéncia de uma matriz W € Cs, que fornece o ganho étimo via
realimentacio de estado em norma H,.

Teorema 2.5 A solugie étima global do problema (2.41} € obtida resolvendo-se o seguinte problema
CONVETD

min {Tr (RW) : We e} (2.62)

Sendo W* sua solugdo dtima, entdo K* = WiW[! resolve (2.41).

Prova: Ver [58]. ‘ a

Assim, a abordagemn convexa configura uma soluclo alternativa para o problema cldssico de minimi-
zagao do problema linear quadrdtico. Na verdade, essa abordagem convexa nio apresenta vantagem
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numérica na solugao do PLQ, mas permite incorporar algumas exigéncias ao controlador projetado,
tais como, robustez frente as incertezas, descentralizacao, custo garantido, etc..

Note que o problema (2.62) é convexo, com fungio objetivo linear. Este tltimo fato é importante
para o desenvolvimento de algoritmos do tipo “linearizagio externa” para a determinacio numérica
eficiente de sua solucéo.

2.4.2 Controle é6timo em norma H,.,

O estudo feito anteriomente sobre controle étimo em norma H .. procurou relacionar a condigio
[lH|loc < % com equag¢des do tipo Riccati, constituindo uma abordagem cldssica. A abordagem
convexa também usa desse recurso, sé que num espago que permite uma otimiza¢io conjunta,
envolvendo o ganho e o limitante . Também com essa abordagem fica facil a incorporagio de
incertezas ao problema.

Utilizando as matrizes {2.55) definimos a fung¢io matricial

Ouo (W, 1) & FW £ WF’ + WEW + 00 (2.63)

onde W, definida em (2.57), é uma matriz a ser determinada.
Podemos enunciar, entdo, o seguinte Teorema.

Teorema 2.6 Considere o conjunio Co, assim definido
Co B{W=W'20, p20 : VOLW.mr<0, ve NG} (2.64)
As seguintes afirmagdes sdo verdadeiras.

{a} Co € um conjunto convezo.
(6) KN{E < 1H)lo <7} = {WIWT 2 (W, 97%) € Can )
c) Para (W, p)o € Coo, existe um hiperplano que separa (W, p)y de Coo.

Prova: Ver [62]. _ o

Este Teorema estabelece que os ganhos de realimentacio de estado estabilizantes, que ainda
garantem uma limitagao na norma H,. da funcéo de transferéncia em malha fechada H(s), podem
ser gerados a partir de um conjunto convexo. E importante salientar que no presente caso, a
convexidade é conjunta nas varidveis (W, p). Assim sendo, ¢ f4eil verificar que o maior valor de p
ainda factivel corresponde & solugao étima do problema de controle em norma He,. Este resultado
é enunciado no Teorema seguinte,

Teorema 2.7 Seja o par (W™, u™) solugdo étima do problema convezo
max {u L (WL ) ecw} (2.65)
entdo K* = WiW[ ! resolve o problema {2.49), ou seja, v* = 1/\/0* ¢ tal que

¥ =min {|Hllw : K €K} (2.66)
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" Prova: Ver [62]. 7 0

Para maiores detalhes a respeito deste importante resultado, o leitor deve consultar [62] e [61].
Em particular, é possivel determinar, a priori, um escalar positivo par de tal forma que a introdugao
da restrigdo adicional 0t € p2 < psr no problema {2.65) néo altera a sua solugéio dtima. Entretanto, a
eficiéncia numérica para a sua solucdo melhora sensivelmente na medida em que todas as varijveis
do problema pertencem a um conjunto fechado.

Adicionalmente, é possivel detectar-se a ocorréncia de ganhos de realimentagic 1hm;$&dos e
elimina-los, na medida em que nao apresentam nenhum interesse pratico. Finalmente, ¢ importante
salientar gque a solugdo do problema convexo {2.65) permite determinar conjuntamente u* e ¢ ganho
Atimo correspondente K*, nac necessitando, portanto, de nenhum processo de busca unidimensional
como era anteriormente requerido.

Na proxima segao faremos uma recapitulagdo dos principais métodos existentes para o céleulo
do ganho dtimo de realimenta¢do de saida para problemas envolvendo norma do tipo Hy. O desen-
volvimento de uma metodelogia mais eficiente para a solugio destes problemas é objeto central de
estudo do presente trabalho.

2.5 Controle 6timo via realimentacao de saida

Problemas de controle via realimentacao de saida tém desafiado os estudiosos em TFeoria de
Controle. Esses problemas aparecemn quando no temos acesso completo ao vetor de estado para
efetuar a realimentagio. Cormo vimos anteriormente, quando o vetor de estado estd disponivel para a
realimentacao, problemas de controle 6timo envolvendo as normas Mo ¢ ‘H,,., podem ser convertidos
em problemas convexos, [37, 58, 62]. Infelizmente isso nao acontece quando somente varidveis de
saida estao disponivels para a realimentagao, [23, 59]. Neste caso, o problema de realimentagio de
saida subdivide-se em duas classes importantes.

Denotando por n. a ordem do controlador e por n a ordem do sistema, entdo, na primeira classe
estdo inseridos os problemas em que n. = n {ordem éompleta), enguanto na segunda classe temos
os problemas em que 0 < n, < n.

Quando n, = 0 temos o controlador estético de realimentagao de saida. Os problemas da primeira
classe sfo transformados em problemas de controle via realimentagao de estado, [1, 12], devido a
aplicagdao do principio da separagdo, dividindo o problema em dois outros, sendo que o primeiro
consiste no calculo do ganho étimo de realimentagio de estado através da equacdo de Riccati e o
segundo. no cdlculo do ganho dtimo do filtro de Kalman, que por sua vez, também ¢ determinado
por uma equacao de Riccati,

J4 os problemas inserides na segunda classe sio mais dificeis de serem resolvidos, devido as
condigbes necessirias de otimalidade nfio serem mais escritas em termos de equacdes de Riccati,
{1, 41, 45]. Assim, métodos numéricos sao usados no calculo dos ganhos dos problemas inseridos
nesta segunda classe. Poderiamos, ainda, subdividir os problemas dessa classe em duas subclasses,
sendo a primeira a subclasse dos controladores de ordem n., com 0 < n, < n e o controlador de
ordem zero (n. = 0), que do origem aos problemas de realimentacio estitica de saida.

Os problemas do controlador de ordem completa e do controlador de ordem qualquer serdo estu-
dados no préximo capitulo, sendo que nesse capitulo trataremos somente os casos de realimentacio
estdtica de saida (n. = 0} e, assim, na presenie secio vamos procurar fazer um inventario dos
principais métodos numéricos existentes na literatura para esse fim.

O sistema dindmico linear, invariante no tempo, pode ser colocado na forma
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Az(t) + Bsw(t) + Bau(f)

i(t) =
u(t) = —Ly(t) ‘
u(t) = ngy(t) . (2.67)
(1) = Ciz(t)+ Dyu(t)

onde z{{} € R™ € o vetor de estado, w(f) € R € o vetor de perturbagio, u(t) € R ¢ o vetor de
controle, y(t) € " é o vetor de saida observada e z(t) € R? é o vetor de saida controlada. As
matrizes do sistema sdo constantes, com dimensdes apropriadas. Como anteriormente, assuminios
as seguintes hipéteses. 1) C1D; = 0 e D{Dy > 0. ii) rank(Cy) = r ¢ rank(B;) = m. A primeira
hipdtese estabelece que nao existe ponderagdo cruzada entre o vetor de estado € o vetor de controle e
que a ponderagio de controle ¢ uma matriz definida positiva. A segunda hipdtese requer dimensdes
minimas para os vetores de saida e de controle.
O sistema em malha fechada € dado por

2(t) = (A~ B2LC2)z(t) + Brw(t)
H(t) = (Cy— DiLC)x(t)

{(2.68)
sendo que a funcac de transferéncia, da perturbacao w(-) para a safda 2(.), pode ser escrita na forma
H(s) = Cilsl- A" By
Ay = A-BLC (2.69)

Cy = C—D1LCy

Assim sendo, os problemas de controle étimo via realimentacio esttica de safda. em norma Ho e
H oo, sao redefinidos na forma

min{ | H|: Le c} o (2.70)

min{ | H|%: Le c} @

onde £ ¢ o conjunto de todas as matrizes de ganhos que estabilizam o sistema emn malha fechada,
isto €

L={LER™ A= ByLC; ass. estivel } (2.72)

Vamos, inicialmente, analisar a solugdo do problema em norma Hs, definido em (2.70). Como
visto anteriormente, as condi¢Ges necessarias de otimalidade podem ser obtidas a partir da fun¢éo
Lagrangeana

L(L, Wo, W) = Tr [ BIW, By + W.(A} W, + W, A; + cicy)] (2.73)

fornecendo
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oL

e = AfW.+ WCA} + B B,=0

%,T = ;‘11'}- We + WA + C}Cf =0 (2.74)
oL 7 AT ; ol

570= —B-WW.CL4+ DIIWEC,W.Co =0

Assumindo que na solugfo dtima W, > 0, o que certamente ocorre, devido & estabilidade do sistema
em malha fechada e &s hipdteses anteriormente feitas. Da tliima equagho calcula~se o ganho étimo
de realimentagio estitica de saida

L” = (D Dy )  BYW, W, CH(CaW.Ch) ™ (2.75)

Conseqilentemente, a obtengéo de L* reduz & solugdo das duas primeiras condigdes necessarias de
otimalidade, com L substituide pelc lado direito da equagio {2.73). Assim, resulta um sistema
ndo linear matricial de duas equagdes em relagdo as varidveis W, e W,. Este sistema pode ser
extremamente dificil de ser resolvido. sobretudo pelo fato de que somente as solugdes definidas
positivas interessam. _

Uma maneira ingenua de resolver as condigdes necessirias de otimalidade, manipulando a cada
iteragio somente equagdes lineares, € a seguinte. Faga o indice de iteracio & = 0, determine um
ganho inicial L% € £ e itere até a “eventual convergéncia”.

(A= BaLPCy) WE + WE (A~ BoL*C,) + BB, =0
(A - Bng62)’ wf + W"Dk (A R BZL;CCQ) + (Cl i DlLk02)! (C1 e DlLkCQ) = 0 {276)
LMY = (DL I ByWEWECHCWECY)

Infelizmente, esta proposta ndo tem nenhuma base tedrica no que diz respeito A sua convergencia.
Simples contra-exemplos mosiram que

Lfelss it ey (2.77)

Conseqitentemente, se isso ocorrer, o algoritmo falha. Este fato mostra a dificuldade de solucionar-
mos o problema em estudo, na medida em que, para Cz = I, o algoritmo {2.76) reduz-se ac chamado
algoritmo de Kleimnan, que converge monotonicamente para a solu¢io do problema em norma Ha,
porém, com realimentacio de estado.

A seguir, passaremos a discutir procedimentos numéricos mais sofisticados. Entretanto, é impor-
tante salientar que todos eles, salvo os baseados em analise convexa, devem ser inicializados com um
ganho L? que estabiliza o sistema em malha fechada. Esta tarefa pode ser extremamente custosa
do ponto de vista computacional.

2.5.1 Meétodos numéricos classicos

O problema que desejamos resolver tem uma fungéo objetivo que ¢ diferenciavel em relagdo a
L € £. Assim sendo, a partir do célculo de seu gradiente podemos empregar métodos classicos de
otimizacao irrestrita, tais como o Método do Gradiente [19], do Gradiente Conjugado [31]. A partir
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do caleule do seu gradiente e de sua hessiana, podemos empregar o Método de Newton {73], ou
Newton Modificado [55]. Nosso objetivo entretanto é discutir os métodos classicos que possam ser
melhorados a partir da analise da geometria {convexidade) das fungdes envolvidas.

O primeiro método com essas caracteristicas é o método de Levine-Athans {45], que pode ser
resumido como a seguir. Faca o indice de iteracio k = (). Determine um ganho inicial LY € £ e itere
até a convergéncia.

(A= BoL*Co)' W+ W (A= BoLECy) +(Cy — Dy LECYY (Cy — D1 LFCy) = 0
(A= BoLAHC)) WE+ WH (A~ ByLM1C)) + BB, =0 (2.78)

L+ — (DIEDI)mlBQW:C"%r’fkc‘%(CQW’fCé}wl

Note a importante diferenca com o método anterior. Agora, a cada itera¢io, uma equagdo nio
linear deve ser resolvida. De fato, uma iteragao genérica é realizada da seguinte forma. Com L* € £
conhecido, determina-se W > 0. Sendo esta matriz conhecida, o ganho L*+? s depende de W¥.
Assim sendo, sua expressdo é substituida na segunda equagic acima que torna-se nac linear em
relagio & incégnita WEF. Resolvendo-a e obtendo-se W¥ > 0, o ganho L**1 estid completamente
determinado. Isto encerra a itera¢do k e permite inicializar a itera¢io seguinte.

Lema 2.3 Assumindo que LY € L, 0 método de Levine-Athans tem as seguinte propriedades.
(a) L* € L == LFH1 ¢ £,
(b) Te(B{WSH B,) < Te(BIW} B))

Prova: Ver [45] 0

Infelizmente, este Lema ndo garante a convergéncia da seqgiiéncia L* para o ganho 6timo procura-
do. A parte {b) simplesmente implica que a cada passo a fungéo objetivo pode ser melhorada. Note
que as propriedades enunciadas no Lema 2.3 dependem da existéncia de solugiio de uma equacio
matricial ndo linear. Na literatura ndo é encontrado nenhum método capaz de resolvé-la em todos
os casos. Obviamente, este fato, em conjunto com a dificuldade de determinarmos um ganho inicial,
restringe em muito a aplicagdo do método apresentado.

Embora apresentande as mesmas dificuldades e deficiéncias, uma versdo dual do método de
Levine-Athans pode ser obtida. Experiéncias numéricas, [73], indicam que o procedimento dual
pode ter uma melhor desempenho que o primal. Faga o indice de iteracio k = 0, determine L% € £
e itere até a convergéncia.

(A = BoLFH1Co) WE + WE (A~ BoL*HCy) + (G — DyIAHC) (G — Dy IF¥1G,) = 0
(A — BoL¥Co) WF + WE (A — BoLECy) + ByB, = 0

LM = (D Dy) 7 ByWEWECH(CWECy)™!
(2.79)
O Lema 2.3 permanece valide para o método dual. Em seguida passaremos a analisar outro
meétodo que ndo necessita ser inicializado a partir de um ganho de realimentacio de saida estabili-
zante. Preliminarmente, o seguinte resultado é necessério.
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Lema 2.4 Sendo Cy uma matriz de rank compleio ¢ W, uma matriz simétrica e definida posttiva,
entio a seguinies afirmagdes sdo verdadeiras.
{a) Ezxiste L tal que K = LCy se e somente se KYy = 0, onde Yo € tal que CobYo =0 ¢ Y)Y, =1
(6) Wl = WoAY(YIWIYa) "YWt 4 CUC W04 10,

Prova: A parte (a) é imediata e decorre do fato de que ¥» define uma base ortonormal para o
espago nulo de Cy. A prova da parte (b) é feita por construgio.
Definindo a matriz ndo singular

&
T = (2.80)
Yyw !
temos
Wl = TTW. T T
(CQWcCé)_l 0 Cy
= [ ¢, WoiYy ] (2.81)
0 (YyWrly)™! Y Wt
= WYV (VIW Y, lviw:-t 4+ CLHCW.CH ™10,
0 que prova o Lema proposto. O

Usando a parte (a) do Lema acima podemos reescrever o problema de controle 6timo em norma
Ha, (2.70), na forma

min {Te(C,W.Cp) : KV, =0}
Kek (2.82)
s/ A;W.+ WA, + BB, =0

onde deve ser observado que as matrizes do sistema em malha fechada sio construidas a partir do
ganho de realimentacdo de estado K € K. Obviamente, a existéncia do ganho de realimentacio de
saida L tal que K = LC; ¢ assegurada pela restricio adicional K'Yy = 0. Considerando A a varigvel
dual associada a essa 1iltima restri¢io, o Lagrangeano pode ser escrito como

LK, W, W, A) = L(K,W., W,) + Te(A'K'Yy) {2.83)

onde L(-) ¢ o Lagrangeanc definido em (2.45). As condicbes necessarias de otimalidade podem ser
imediatamente obtidas, (ver {(2.46))

A;Wc + WCA} + BlB; = 0

A}Wo + WoAf + C}C] = 0
(2.84)
[(D;D1 VK — B;Wo] W.+AY, = 0

KYQ = 0
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Para A temporariamente fixa, a terceira equag@o, em (2.84), fornece

K = (D D) ' ByW, — (D, Dy) PAY W, (2.85)

onde estamos assumindo que W, > 0, o que impoe, naturalmente, que o ganho de realimentagio de
estado assim calculado seja estabilizante. E interessante notar que a segunda parcela em (2.85), que
depende de A, serd a responsdvel para obtermos um ganho factivel. Substituindo (2.85) na equagio
que define o Gramianc de observabilidade, apds algumas manipulagdes algébricas obtemos

A'W, + WoA — W,By(D D) BoW, + CLCy + WY N (D DO)TIAYI W =0 (2.86)

que nada mais é que uma equagdo de Riccati, com o termo independente modificado pela varidvel
dual A. Para A fixo, as equagdes de otimalidade, envelvendo K, W, ¢ W, podem ser resolvidas,
por exemplo, pelo método de Levine- Athans. Ocorre, entretanto, que sua inicializacio dependera
do cédlculo de um ganho de realimentagio de estado A € K. Este ganho pode ser obtido facilmente
a partir da solugio de (2.85) e (2.86) para A = 0. Esta inicializa¢io corresponde ao ganho 4timo,
via realimentagio de estado, que obviamente nio € factivel. Sua factibilidade deve ser conseguida
mediante o ajuste adequado da varidvel dual A. Neste sentido, levando a expressio (2.85) na dltima
condi¢ido de otimalidade, obtemos

A= ByW,Ya (YWY, (2.87)

Finalmente, supondo que as condigbes necessarias de otimalidade foram resolvidas, coloca-se a
questao de como obfer o ganho de realimentagio de saida L € £ a partir do ganho de realimentacao
de estado K € K calculado. A resposta a esta questdo é obtida substituindo (2.87) em (2.85) e
usando a parte (b) do Lema 2.4. De fato '

K = (DD 'BLW, W, U’Vc_l“Wc_lyz(YQWV:]YQ)"E]@'W'C_I]
= (DD By W, W.Ch(CaW.Cy) ™ Cs (2.88)
I _

fornece para L a mesma expressio anteriormente obtida (2.75). Neste ponto, devemnos novamente
reafirmar que este procedimento é melhor que o de Levine-Athans no que diz respeito i sua ini-
cializagdo. Entretanto a necessidade de resolver um sistema de equagbes matriciais nao lineares
permanece.

Nosso objetivo agora é, dentro do mesmo contexto, resolver numericamente o problema de contro-
le 6timo em H.. definido em (2.71). A dificuldade principal para obtermos as condicdes necessarias
de otimalidade é que sua funcio objetivo ndo ¢ diferencidvel. Para contornar esta dificuldade, vamos
reescrever o problema em estudo na forma

min{‘f : Le ,C-,} {2.89)

onde £, é o conjunto dos ganhos de realimentagio de saida que estabilizam o sistema em malha
fechada e impdem ||H||o < 7. Neste sentido, a solugdo Stima do problema (2.89) é caracterizada
pelo menor valor de v tal que £, # @. Por outro lado, para v tal que £, # 8, qualquer ganho L € £,
caracteriza uma solugdo sub-é6tima. A escolha de uma solugdo sub-Gtima, dentre as possiveis, pode
ser feita utilizando-se um critério adicional de escolha. Esta discussdo, com v fixo, leva & defini¢do
- do seguinte problema de otimizagdo.
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min {Tx(B{ PB1) }
(2.90)
s/a A}P—!‘ PA; +472PB B\ P+ C}C; = {

A interpretagio de {2.90) é simples e importante. Sua restricao admite P > 0 como solugdo se e
somente se L € £,. Neste caso, temos

oo
P o= fg eATH(C)Cy + 72 PB B P)etr dt

Y

f AT OOy ATt (2.91)
0

= W,
e consequentemente
Tr(B|PB;) > Tr(B|W,B)
(2.92)
= |HIE

ou seja, qualquer solugao de (2.90) garante {|H|o < 7 e, simultaneamente, minimiza um limitante
superior da norma M da fungéio de transferéncia em malha fechada. Por este motivo, na literatura,
o problema (2.90) ¢ chamado problema de controle étimo misto H3/Ho. Finalmente, observe
que para 7 fixo e suficientemente pequeno, (mantendo-se £, # @), a fungio objetive escolhida é
irrelevante, na medida em que o ganho calculado resclve o problema (2.90).

Chamando de W a varidvel dual associada & restricao de igualdade, escrevendo o Lagrangeano
associado e calculando suas condigdes necessdrias de otimalidade, obtemos

A}P-I— PA; + ‘Y_QPBzBiP + C}Cf =0
(As +97*BiBIPY W + W (4 + 77 BiB{P) + BiB{ = 0 (2.93)

L = (D} D1)" By PWCHCoW C)

Para C% = I, as condiges acima reduzem-se ao resultado do Teorema 2.3, Para v == 4o, as
condi¢bes acima tornam-se, exatamente, aquelas do problema em norma H, via realimentacido de
saida. Comeo anieriormente, as equagdes acima sio dificels de serem solucionadas. Entretanto,
podemos propor um método do mesmo tipo do método de Levine-Athans, Neste sentido, faca o
indice de iteragdes k = 0, determine LY € £, e itere até a convergéncia.

Ay = A= B L*Cy
Cr=Cy — D LFC,
ALP* + PP A, + 7 PYBiBIPY + CiC =0 (2.94)
(Aks1 + v 2B B PY) W* + W* (Apyr + 47 2B; BIPY) + ByB, = 0

¥ = (DI Dy~ By PEWECH{(C, W)~
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Na literatura nio temos nenhuma referéncia que permita avaliar o desempenho numérico deste
método. As dificuldades de implementacao persistem na medida em que um ganho inicial factivel
* deve ser determinado e, a cada iteracao uma equagdo matricial nio linear deve ser resolvida. Entre-
tanto, as condi¢des de otimalidade acima enunciadas permitem verificar que nao somente a ratriz
Ay = A — B;LC;, mas também a matriz 4; + v~ ? By B} P sio assintoticamente estdveis. A inter
pretagdo deste fato ¢ interessante e remonta 4 definigio do modele em consideragio. A equacio de
estado do sistema em malha fechada

2(t) = Ajz(l)+ Byw(t)

Z(f) = Cfx(i} (295)

associamos a fungdo v(z) = ' Pz. Considerando condigdes iniciais nulas, isto 4 = 0 e lembrando
que o sistemna acima é assintoticamente estdvel, entdo w € £ == z € £5. Assim sendo, a derivada
total de v em relagic ac tempo fornece

1; = z:"(AfP—i- PAf)x+2u;’Ble
(2.96)
= Yw'w~ 'z — ¥ (w— 2B Pz){w - 17?B), Pz)

Integrando esta tltima equagio em relacio ac tempo, no intervale entre 0 e +o0, vertficamos que
seu primeiro membro € identicamente nulo, pois v(0) = v(+oc) = 0. Consequentemente

lizl]* = ¥ ljwll* = —|jw =y~ B Pa|* (2.97)

Esta igualdade permite afirmar que, para qualquer que seja w € L4, temos Hzli/Hhell < 7, isto é,
JH|loo <. Por outro lado, o pior caso em relagio & escolha da perturbacio w é dada por

W = Wpier = ‘,’_QBiP.’E € Lo (298)

no sentido que, para esta perturbacio z € Ly e ||z||/]lw]l = 7. Isto encerra o estudo preliminar do
problema de controle 6timo em norma H, via realimentagio de saida.

Finalmente, devemos observar que até hoje dificuldades enormes persistem para o tratamento de
problemas de controle timo via realimentagio de saida. Acreditamos que este fato fica perfeitamente
evidenciado pelos resultados cldssicos introduzidos nesta secio. Recentemente o estudo da geometria,
(andlise de convexidade), destes mesmos problemas, lancou novas perspectivas do ponto de vista de
traté-los de maneira mais simples e eficiente. Estes aspectos, analisados com mais detalhes na tese
[77], serdo também considerados a seguir.

2.6 Controle 6timo via realimentacao de saida - analise con-
vexa

Como j4 foi dito anteriormente, o controle via realimentacio estitica de saida & utilizado
quando nao temos acesso completo ao vetor de estado para efetuar a realimentagdo. Na secdo
anterior fizemos um estudo sobre controle étimo em H, e Heo, via realimentagao estatica de saida,
usando os métodos classicos de resolu¢do. Definimos o problema, determinamos o ganho étimo L
através das condigbes necessarias de otimalidade e apresentamos os principais métodos numéricos
para a sua determinacio. :
~ Como ja comentado, os ganhos calculados representavam ganhos étimos Iocais, devido ao fato dos
problemas tratados nao serem convexos. Também tivemos oportunidade de observar que 0s métodos
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numéricos apresentados naquela se¢io tinham problemas quanto & convergéncia, factibilidade dos
ganhos intermedidrios obtidos durante o processo iterativo e alto custo computacional, devido 2
necessidade de resolugio de um sistema de equagdes matriciais nio lineares a cada iteragio.

Na presente segdo vamos novamente analisar os mesmos problemas de controle étimo, mas agora
a luz de suas propriedades geométricas. Assim, o problema geral de controle timo via realimentagio
de saida pode ser colocado da seguinte forma

min{J(I):LEE} | (2.99)

onde J{-} é a funcio objetivo a ser especificada, podendo ser, por exetmnple, as normas Ha on He,
da funcio de transferéncia do sistema emn malha fechada. O conjunto £, ja definido anteriormente,
assegura estabilidade assiniética, isto é

C={LER™ 1 A~ BLC; ass estavel | (2.100)

Naturalmente, vamos tentar relacionar £ com o conjunto K definido por todos os ganhos de rea-
limentagdo de estado estabilizante (2.40). O motivo deste procedimernts é que sabemos descrever
K a partir de um conjunto convexo. Assim, para uma dada matriz Cs, é claro que existe uma
matriz I € L se e somente se para alguma matriz K € K, a restrigio K'Yy = 0 for satisfeita, onde
Yo € R2¥0=7) & tal que Co¥, = Oe Y.Ye =1 isto é, amatriz Y> é uma base ortonormal do conjunto
N(C?2). Essa proposi¢io pode ser demonstrada através do teorema a seguir.

Teorema 2.8 As seguintes afirmagoes sae verdadeiras:

(a) £ £ 0 se e somente se K, 2 K N {K : KYQZO} # .
{6) Em caso afirmativo, ¥ L € L ¢ dado por

L = KPCy(C,PC)™! (2.101)

ende K € K, ¢ P € R"™" ¢ uma matriz simétrica definida positiva arbitrdria.

Prova: A condigio necessiria da parte {a) é consegiiéncia da identidade K = L(5. Tomando
Yz € N(C?2), obtém-se a partir da identidade anterior K'Yy = 0. A condicao suficiente da parte {(a)
e a parte (b) decorrem do fato de que K'Y, = 0 implica que a matriz K pode ser fatorada na forma
LCy. Para qualquer P = P’ > 0, temos

rank [ PCY, Yo [ =n (2.102)

e, consequentemente, multiplicando & direita ambos os lados da equacio K = L5 pela matriz
(2.102)}, temos

[ KPCy KY: ] =[ LC.PCL LG,Y; ] (2.103)

Esta equagio admite (2.101) como solucio, devido ao fato que, por hipétese, KY, = 0 e que a
matriz C2 PCY é estritamente definida positiva e, portanto, inversivel. O teorema estd demonstrado.
O ,

Observe que o Teorema 2.8 nos d4 total liberdade na escolha da matriz P > 0. Isso serd muito
itil na obtengao de resultados futuros. Estamos agora em condicdes de redefinir os problemas de
controle 6timo via realimentagio estitica de saida, que serfio estudados nesta se¢io.
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{P1) Realimentacao estatica de saida 6tima em norma Hy: Encontrar L € £ tal que a norma
Ho de H(s) ¢ minima, isto é

min { A, - Lel} | (2.104)

No caso em que » = n, temos o problema de controle étimo via realimentagio de estado
classica, que é um problema convexo. O mesmo naoc acontece quando r < n, em que somente
métodos numéricos baseados em condigbes necessarias de otimalidade existem na literatura,

ver [45, 48].

{P2) Realimentacio estitica de saida 6tima em norma H..: Encontrar, se existir, L € £ tal
que a norma Hy da fungho de transferéncia H{s) é minima, isto é

min{ 5]l Leﬁ} ' | (2.105)

No caso em que r = n, o problema acima se converte num problema convexo, ver [62]. Para o
caso em que r < n, os resultados obtidos por Skelton e Iwasaki [70] sio de grande importincia
mesmo gue a convexidade ndo tenha sido preservada e nio tendo sido propostos métodos
numéricos. Ver também [29].

(P3) Realimentagao estatica de saida 6tima em norma mista Hz/H,: Para um dadoy > 0,
encontrar, se existir, L € £ tal que a norma Hy de H(s) ¢ minima , enquanto a norma M,
da mesma fun¢do de transferéncia néo é maior do que 7, isto é

min{||H{lz : (Bl <7 - DEL) (2.106)

No casc em que » = n, o problema (P3) ¢ convexo [24, 37]. Para r < n, os resultados de [3]
serao discutidos na presente secio.

Observe que os trés problemas listados anteriormente nio tém a propriedade de convexidade em
relacdo ao ganho de realimentacgdo estatica de saida [, mas o nosgo objetivo é resolvé-los usando
as facilidades da programacao convexa. Para esse fim vamos rememorar a definicao das matrizes
aumentadas F ¢ ®F*F p=m 4+ ne G € §P*™

F:[é "{?2} ,G:[g} (2.107)

bem como as matrizes simétricas e semidefinidas positivas ) € RF*F, R ¢ HF*?P

” BlBi 0 _ Cy'Cy ]
Q“[ 0 0]=R [ 6 DD

Note que o sistema em malha aberta estd completamente definido pelas matrizes F, ¢ e R. Essa
transformagdo visa concentrar toda dindmica do sistema em uma tnica matriz F, ver Barmish
[2]. A matriz ¢ é uma matriz constante e apresenta uma importante propriedade que sera usada
futuramente, ou s¢ja, todo v € N(G') € escrito como v’ = [ 2’ 0 ], onde # € R™ ¢é arbitrério.

Nosso objetivo é caracterizar o conjunto £ de ganhos estabilizantes via realimentagiio estitica
de saida. Daremos condi¢des necessarias e suficientes de modo a garantir que £ # §. Recorde que
o Teorema 2.4 estabelece uma relagdo biunivoca entre os elementos dos conjuntos K e Cy, sendo
que esse ltimo € um conjunto convexo. O problema agora é como selecionar dentre os elementos
W € C», aqueles que satisfazem a condigio K'Y = 0, isto é, WiW[ 'V, = 0.

(2.108)
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O proximo Teorema estabelece um dos mais importantes resultados no que concerne a estabili-
zagio de sisternas dinamicos lineares via realimentag@o estatica de saida, ver [62].

Teorema 2.9 O conjunto £L # 0 se e somente se existir E € R~ tal que

(a) rank([%]) =
m) B2 n{w [002 ‘;]w[f] = 0}+#0

Em caso afirmativo, L = WiCL(CoW 1 Ch) ™1 € £.

Prova: Para a necessidade, suponha que £ # B, Para L € [, existe P = P/ > 0 tal que

| (A= B LCy)Y P+ P(A— B LCyY + BB <0 (2.109)
Definindo
W P PCyL
LC2P  LC.PCLL

notamos que K = W} Wl_1 = LC» € K. Visto que W = W > 0, entio pelo Teoremna 2.4 concluimos
que W € C;. Ademais, escolhendo £ = P~1Y,, a primeira condi¢do acima ¢ satisfeita. Por outro
lado, para W dada pela expressao {2.110), temos

{C’ B]W[E}:o (2.111)

(2.110)

0 1 0

Consequentemente, W € Cy {E) % 0. Para provar a suficiéneia, considere que existe uma matriz F
tal que ambas as condi¢des {a) e (b) sejam satisfeitas. Para W € (s temos,

(A~ BaWiWT Y Wy + Wy (A— BoWawY) + BB <0 (2.112)

Em adi¢ao, usando a restrigio linear em (b), toda W e Cp(F) é tal que CoW E = Ge WiE =0e
definindo a matriz T n#o singular, como

. ,
T = { o } (2.113)
entdo, temos

Wiw;! (WiT'YTwW, T ' T

il

. {a CZWICé 0 - Cg
= [wics o] { 0 E'W:E E
= WiC,(CoW:C) ™' ¢ (2.114)

implicando que W W, ! pode ser fatorada como LC,. Tendo em mente que Wy > 0 e que a desi-
gualdade (2.112) é satisfeita, concluimos que 1. € L. Isso prova o Tecrema proposto. O
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Do Teorema 2.9 facilmente percebemos que, sem perda de generalidade, podemes introduzir uma
normalizaglo sobre a matriz F, de tal forma que F'E = I resultando

c={wcemcy™ - owe J o (E)} (2.115)
E'E=1
Tsso mostra gue nem £ nem a condicdo necessdria e suficiente do Teorema 2.9 (lado direito da
expressdo {(2.115)) exibem propriedades gecmétricas, como a convexidade, que sdo importantes do
ponto de vista numérico. Contudo, para E fixado, € (E) é um cenjunto convexo, o gue pode ser
facilmente vertficado. Por essa razdo, a parte suficiente do Teorema 2.9 pode ser testada usando
métodos de programacio convexa, como colocado pelo segninte corolario.

Corolério 2.2 Para todo L fizado tal gue a parie (a) do Teorema 2.9 se verifique, enfio a seguinic
relagdo de inclusdo € verdadeira:

{micsemepn™ - weaB)}cr (2.116)

Prova: Imediata. Segue diretamente da expressic (2.115). =

Teorema 2.10 Seja Zo € R*¥("~™) yma base ortonormal de N'{BL). Considerando® que m < r,
se existe P = P' > 0 ¢ L € R™*" {al que

ByLP~} LCy (2.117)

i

entdo existe p > 0 tal que L, 2 pL el

Prova: Da primeira desigualdade de (2.117), usando o Lema de Finsler [22], podemos verificar que
existe p > 0, suficientemente grande, tal que '

AP+ PA + BB, < 2B, B, (2.118)
ou ainda
(A= pB:ByP™ )P+ P(A—pB:B,P™Y) <0 (2.119)
Usando a segunda equagio em (2.117), obtemos

(A—pBaLCo) P+ P(A~ pBaLCo) + B1B, <0 (2.120)
Como conseqiiéncia, L, = pL € £. Assim, o Teorema esté demonstrado. O
Para o caso em que = m, pode ser demonstrado que a matriz L satisfazendo (2.117) € nio

singular. Consequentemente, escrevendo a segunda igualdade como L™!B) = (2P, notamos que,
com respeito as matrizes desconhecidas (P, L™1), aquelas restricdes definem um conjunto convexo.

20 caso m > r pode ser tratado por dualidade
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Portanto, uma clara relagdo existe entre os resultados anteriores e o Teorema 2.10. De fato, se
(2.117) tem solu¢lo, entao para E = P~1Yy, (2 (E) # @, que pode ser verificado tomando W como
em (2.110), com L trocado por L,. E claro que o contrario nao € verdadeiro, ou seja, pode existir
E tal que 3 (E) # B, mas as condi¢des {2.117) nao tenham nenhuma solugao factivel.

Teorema 2.11 Pora r = m, as seguintes proposigées sdo equivalenies:

(a) A condigdo (2.117) tem solugdc se € somente sc rank{CyBy) =71 ¢ Az = ZLAp Zs € assinto-
ticamente estdvel, com Ay = A — ABo{CoB2)" Cy, [14].

(b) A condigio (2.117) tem solucdo se € somente se det{CaB2) # 0 ¢ a funcic de transferéncia
em malha aberta de u para y € de fase minima, [30].

Prova: E claro que temos somente gue provar que a estabilidade assintdtica de Az ¢ equivalente
& propriedade de fase minima do sistema em malha aberta, que pode ser caracterizada pelas raizes
da equacdo polinomial £{s) = (0 onde

tendo todas elas parte real negativa. Vamos determinar a relagiio entre as equagdes caracteriticas
das matrizes Ar e Az. Para esse fim, note que

20 17 _
{Bz ] =[Zs B:(ByBy)~" | (2.122)
e, apds algumas manipulacdes algébricas, obtemos
z zi 17 Az 0
‘bﬂ’:Bz]AL[BZ} :[ s o] (2.123)

onde “7" denota uma submatriz sem interesse. Consequentemente

det(sI — Ar) det{s1 — @)

sMdet(sl — Az) (2.124)

Por outro lado, da defini¢do da matriz Ay, em (a), também temos 3

det(s1—Az) = detfsl~ [A— AB, (CB,)™ Ca] }
= det(sT- A)det{T+ Cs (s~ 4)™ 4B, (C2B,)' }
= s™det (s — A) det{Cg (sT= A)" By fdet (C2B,) ™" (2.125)
Usando (2.121), (2.124) e (2.125), concluimos que

det (sI — Agz) = £(s)det (CyBy)™* (2.126)

3Na equagho (2.125) usamos a identidade matricial {s] — A)~14 = s(sT — A)~! ~ 1
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Assim, os pdlos de Az sao as raizes de £(s) = 0. Isso prova o Teorema proposto. 0

Observe que a malriz W pode ser determinada por um procedimento simples de programacgio
convexa, testando se Cs (E} # 0 para uma dada matriz E, como indicado no préximo Corolario do
Teorema 2.9, ver também 23]

Corolario 2.3 Suponha que L # 0. Enido, as sequinies afirmacdcs sdo verdadeiras:

{a} Uma condicdo mecessdria para a mairiz E tal que Co{E) # @ € satisfazer a sequinte restrigio

CORUETA
(AY:)'E + E'(AY2) + E'B1B{E <0 (2.127)
(b)) WECy(E) == W, €y onde W, € RPXP ¢ construida para apresentar a seguinie estruturg
T"Vl] 0 W‘rgl } I )
W, = 0 Waa 0 bn—r
: (2.128)
W, t] Ay } m

I n-—r m

e Cs ¢ 0 mesmo Cy com as matrizes I’ ¢ Q {ransformadas por # = T'x. Por oulro lade, para
W, eC, L=WLWilecl

Prova: A parte (a) segue da defini¢do de Cy (£). A parte (b) segue da transformacao de similari-
dade # = T'z, com T definida em (2.113). que converte a restri¢ao linear em C; (E) para a estrutura
de W, € (g, definida em (2.128). 1

E claro, com o Coroldrio 2.3, somente ¢ testada a condi¢ao suficiente de estabilizabilidade via re-
alimentagao de saida (ver Coroldrio 2.2). Ao contrario, testar a condigio necessiria para a existéncia
da matriz F tal que (2 (E) # @ pode ndo ser uma tarefa simples. Além do mais, a determinacio
dessa matriz pode resultar numa maior dificuldade se Cs (E) for incluida num processo de otimi-
zagio, como problemas de controle em Hy efou M., Para contornar essa dificuldade, o Teorema
seguinte estabelece o resultado mais importante desta segdio, principalmente devido ao fato que a
fungao f(-), definida logo a seguir, apresenta uma inesperada propriedade geométrica extremamente
1itil que serd melhor analisada mais a frente.

Teorema 2.12 Defira a fungio continya e diferencidvel f(-} : dom f — R como

FO) Tr { WiW; W — W03 (G )™ CoW }
dom f 2 {w LW > o} (2.129)

O congunio L # @ se e somente se existe W € Ca tal que F(W) < 0.
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Prova: Primeiro, a necessidade. Considere que £ # @. Da prova do Teorema 2.9, a expressio
(2.109) ¢ satisfeita para algum L e P = P’ > 0. Definindo W como em (2.110), é claro que
W e Cz Cdom fe fiW) =10. A suficiéncia segue do fato que VW € Gy, W) > 0, W'Q'W'l"“l é um
ganho estabilizante de realimentacio de estado (ver Teorema 2.4) e f(W) pode ser fatorada como
segue:

Fw)

e { wyw; 2 - W2y (Wi Cy) ™ Gw | Wi, |

|

H (wyw ™ - wics (Wi )™ G| Wy 2||i (2.130)

0 2
wawy e [1 — WL (O Oy CQWf/"] .

fl

Visto que, por hipdtese, f{W) < 0, a equagio {2.130) implica que f(W) = 0 e, consequentemente,
WIW, ! = LCy, onde L = Wi, (CoW; Cg)—l. Da Parte (b) do Teorema 2.8 temos L € £ e a prova
estd conclmda. |

O Teorema anterior sugere uma nova descricao para o conjunto dos ganhos estabilizantes via
realimentacgao estitica de saida em termos da matriz W. Realmente, definindo o conjunto

G2 N { W o fW) <0 } (2.131)

entio £ é parametrizado na forma

c={wicycwic)™ - weoy} (2.132)

De fato, essa parametrizagio simplesmente assegura que qualquer ganho de realimentacao de estado
K € K, gerado a partir de W € (5, s6 pode ser fatorado por.um ganho de realimenta¢do de saida
se f{(W) < 0. Assim sendo, Cy; difere de C; somente por uma restrigdo adicional e C3; = €5 no caso
de realimentac@o de estado, pols, para uma matriz (3 ndo singular f(W) =0 VW & dom f.
Finalmente, a funcdo f(-) é a diferenca entre duas fun¢des convexas, (ver [37]), e exibe algumas
propriedades importantes que serdo analisadas em seguida.

2.6.1 Controle é6timo em norma H;

Vamos agora resclver o primeiro problema proposto (P1). As condi¢des necessirias e suficien-
tes de otimalidade baseiam-se na nova descrigio, anteriormente proposta, do conjunto dos ganhos
estabilizantes de realimentacio de saida £. Inicialmente, entretanto, vamos evidenciar uma classe
de sistemas lineares para os quais ¢ problema (P1) pode ser formulado e resolvido via programacao
convexa. Esta classe é caracterizada pelo Teorema 2.10, no caso particular em que » = m, isto
¢, nlirmero de varidveis de controle igual ao nimero de variaveis de saida. A idéia vem da obser-
vagdo gue o controle &timo em norma Ha, via realimentagio de estado, pode ser determinado por
K = (D{D;)"*B,P~! onde P > 0 é o elemento maximal satisfazendo a desigualdade matricial

AP+ PA' 4 PCiCyP < By (DiDy)™ ' B, (2.133)

e ||H||3 = Tr (B{ P~ By). Consequentemente, impondo a restrigao adicional de que K seja fatorado
como K = L5, devemos resolver o seguinte problema para o cédlculo do ganho dtimo L*.



2.6  Controle étimo via realimentagio de safda - andlise convexa 34

min{ Tr (B{P™'By) : (2.133) ¢ satisfeita, L~ (D} Dy)"' By = CQP} (2.134)

Pode ser facilmente verificado que (2.134) é um problema de programacio convexa com respéito as
matrizes desconhecidas (P, L~%). Isto evidencia que no presente caso particular em que r = m, o
problema (P1) é equivalente a um problema convexo. Adicionalmente, note que como previsto no
Teorema 2.11, a existéncia de uma solugao factivel de problema acima requer que a matriz Co By
seja nao singular. De fato, a restrig8o de igualdade em (2.134) requer que C3PZ; = 0. Neste caso,
o ganho L é dado por ‘

L= (D,D:) ' ByP~ 1 Ba(Co By)" (2.135)

evidenciando, portanto, o fato anteriomente comentado. Para o casc geral temos o seguinte resul-
tado.

Teorema 2.13 Considere W a solugdo diima de
W = arg mian { Tr (RW) : WeCy } (2.136)

Entio L = WiC, (CoW1C5)™! resolve (P1).

Prova: De (2.132}, sabemos que L € £, significando que o sistema em malha fechada é assintotica-
mente estavel. Consequentemente, a norma Hs da funcio de transferéncia em malha fechada pode
ser calculada através dos Gramianos. Por outro lado, devide o fato que W € Coy, W}WTI é um
ganho estabilizante e pode ser fatorado como WiW,;* = LC,. Consequentemente, como W > 0,
termos

Wi WiW; W,
WICL(CoWL CLY ™ CoWs
(LCy)Y Wy (LCs) (2.137)

v IV IV

Usando o fato de que a matriz W; majora o Gramiano de controlabilidade, isto é, Wi > W, e
lembrando que as matrizes C} ¢ Iy sdo ortogonais, obtemos

Tr (RW)

il

T {C:wic] —i—D1W3D’1}

> T {COW.Cl+ Dy LC;W.CyL' D, }
> Tr {(Ci - DILCy)W.(C) - DyLCyY }
> [[Hl2 ., YW € Cy (2.138)

Essa desigualdade implica que toda solugdo factivel de (2.136) define um limite superior para a
norma Hjy da fungio de transferéncia em malha fechada. Resta mostrar que existe no interior de
Cyy uma matriz W para a qual a igualdade & verificada. Realmente, suponha que W), W} e L~
satisfazem as condigbes necessdrias de otimalidade relativas ao prablema (P1). Neste caso, como
anteriormente, temos
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wr WrCyL*

= { L*CoW,  L*CWrCsL } € Co (2.139)

e assim,

Tr (RW)

I

Te{ (€~ DL C) W (€ - DiLCy)

min {{| | - Lec) (2.140)

concluindo-se, entao, que foi determinada a solugio 6tima do problema (P1). A prova esta conclui-
da. 0

E importante observar que o problema (P1) nao é um problema convexo. Portanto, muitas
matnizes W7, W) e L” podem existir satisfazendo as condicbes necessdrias de otimalidade. O
problema (2.136) também nao é convexo. Contudo, como foi observado, o conjunto factivel Cpy ¢
a interse¢ao de um conjunto convexo {3 com o conjunto caracterizado por W tal que f(W) < 0.
Devido as propriedades da fungao f(-), que serio analisadas mais & frente, nm método numérico,
baseado em lineariza¢do externa {planos de corte), serd proposto para resolver o problema (2.138).
Assim sendo, temos as condigdes sob as quais seu Stimo global ¢ atingido, [23].

2.6.2 Controle 6timo em norma .,

Nosso objetivo agora € resolver o problema de controle étimo em norma Hoo dentro do contexto
de andlise convexa. Inicialmente, devemos notar que (P2) pode ser reescrito na forma (2.89), onde
Ly é completamente caracterizado pelo Lema a seguir.

Lema 2.5 Suponha (Af, Cy) observdvel e v > 0 dado, entdo L € L., se e somente se a desiqualdade
mairictal quadrdtica

ApP+ PAS + PCiCiP4+y72B By <0 (2.141)

admile uma selugdo P € R**™, com P = P’ > Q.

Prova: Ver {68]. o

A defini¢do de L, foi introduzida em [64], para o caso de realimentacio de estado, e modificada
por [23] para incorporar a estrutura de realimentacdo estdtica de safida. Em principio ¢ problema
(P2) pode ser resolvido reduzindo iterativamente y. Neste caminho, o caso de realimentacio de
saida dindmica, com n, = n, que serd tratado no capitule 3 deste trabalho, reduz-se aos casos
anteriomente tratados por diversos métodos numéricos, (ver [68]).

O caso geral de realimentagao estdtica de sajda nio tem sido analisado em detalhes na literatura
atual. Em [28, 29], Gu imp&e condigdes suficientes para resolver o problema (P2), com (D; = 0).
Sua proposta, colocada em um contexto mais geral é dada a seguir
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Teorema 2.14 Considere Iy = 0, v > 0 firo, m <1 ¢ Zy € N(B}). Se existirem P=P' >0 ¢
L € R™>" tais que

Zy(AP+ PA + PCICWP+~y"2B1B)) 7, < O
BLP' = LCy (2.142)
. entde extste p > 0 tal gue L, = ple L,
Prova: Usando o Lema de Finsler, [22], existe g > ( tal que
(A= pByLC) P+ P (A — pBoLCy) + PCICLP+ 47 2B, B, <0 (2.143)
Visto que 1 = 0 implica Cy = C} e do Lema 2.5, temos L, = pL € £.,. ]

As mesmas observacces feitas apos o Teorema 2.10 também sdo verdadeiras para o problema
em norma MHe,. Realmente; para r = m, é simples ver que as condi¢gdes (2.142) sdo convexas com
respeito &s matrizes desconhecidas (P, L™%). Seguindo a mesma linka de raciocinio, para o caso
r = m, o problema em questdo pode ser resolvido por meio de téenicas de programacio convexa. De
fato, o ganho via realimentagio de estado em norma H.., [68], é dado por K = (D{ D)~ 1ByP~ 1,
onde P > 0 satisfaz a desigualdade matricial

AP+ PA 4+ PCICP + pBi B, < Bo(DyD1) ' By (2.144)

com {|H||Z, < #~!. Como antes, impondo a restricio que K seja fatorada como K = LCa, temos
max { ¢ 1 (2.144) é satisfeita , L™ (D} Dy) " By = CyP } (2.145)

que é convexo com respeito as variaveis (g, P, L71). E interessante observar que, sob a hipdtese de
range (B;) = range (By), como proposto em [29], entdo B Z; = 0. Assim, a primeira desigualdade
de (2.142) independe de y. Consequentemente, o resuliadsc permanece vilidoV v > 0.

Agora, nossa preocupacdo € resolver o problema (P2} como colocado anteriomente, usando suas
propriedades geométricas. Para esse fim, recordamos a defini¢do da func¢ao

Ou(s, ) (RPFP R) ——s RPXP
sendo

O (W, 1) £ FW + WF' + WRW + Q) (2.146)

onde W ¢ particionada como em (2.57) e g4 € . Definimos também ¢ conjunto

CosECo Y {W : sOW) <0} (2.147)

E interessante observar que Cooy tem a mesma estrutura que Cop. De fato, éle é definido como
a interse¢io de um conjunto convexo e aquele definido pelas matrizes W tais que f(W) < 0. Na
seqiifncia usamos o resultado jé introduzido anteriomente, [23], que afitma que o conjunto de todos
os ganhos estabilizantes de realimentagio de estado, assegurando atenuagao de distiirbio v, é dado
por
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{wiwy' - v Hec. } (2.148)

e, como provado anteriomente, f(W) < 0 ocorre se e somente se os ganhos aclma possam ser
fatorados na forma WiW,™! = LC,.

Teorema 2.15 Considere que o problema (P2) admile uma solugdo dlima*. As sequinfes afir-

macies sio verdadeiras.
{a) Dado v > O entdo,
Ly = { WO, (CaW G 1 (W, v 2) € Cooy } (2.149)
(b) Considere (W, ) a solugdo dtima de
max { i (W) € Cocy } (2.150)

Entio, [ = WiC, (CoW1C%) ™" soluciona (P2).

Prova: Parte (a). Suponha primeiro que L € £,. Neste caso. a desigualdade (2.141) ¢ satisfeita
para L e para algum P > 6. Definindo W como em (2.110), temos (W, v ?) € (o e da definicio de
f(-), concluimos que f(W) = 0. Portanto (W,v"?) € Coy. Neste caso, o ganho via realimentacio
de estado WiW, " impée para o sistema em malha fechada uma atenuacao de distirbio v. Por outro
fado f(W) =0, implica que este ganho pode ser fatorado como

WiWTt = WaCh (CaWiC) ' Cy = LGy (2.151)

concluindo a prova da parte (a). A parte (b} segue da parametrizagio introduzida na parte {(a) e do
fato que (W, p) € Couy fornece um ganho de realimentagio estdtica de safda, tal que [|H || < p~!.
Consequentemente, o problema (2.150} maximiza p, preservando a factibilidade. Isso completa a
prova do Teorema proposto. 0

Para completar a solugio de (P2), note que a varidvel g do problema acima n#o esta explicita-
mente limitada superiormente, o que pode causar dificuldades numéricas indesejaveis. Neste sentido,
¢ importante determinar, a priori, um limitante superior para a variavel u. Isso pode ser feito u-
sando o resultado de [23], tendo em mente que todo limite superior g1, para o caso de realimentagio
de estado, também é um limite superior para o caso de realimentacio estatica de saida.

2.6.3 Controle 6timo em norma mista H,/H.

O problema do controle misto Mz /H., consiste na determinagic de um ganho que assegure a
norma Hz minima (associada com um sinal externo cujo espectro de poténcia é fixado) e garante, a
priori, um limitante superior para a norma He,. A principal motivagdo ¢ obter um controlador que
impoe ao sistema em malha fechada, simultaneamente, um bom desempenho em norma H» e que
seja robusto em relagdo &s perturbacbes externas que é traduzida pela limitacdo em norma Ho,, isto

4Nao foi considerado a ocorréncia de altos ganhos
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é, a acao da perturbagio externa na saida controlada é minimizada, enquanto a robustez do sistema
¢é preservada.

O caso de realimentacio de estado foi tratado em [24, 37] por meio de programagio convexa.
Para o caso de realimentaco estitica de saida, é do nosso conhecimento que somente um resultado
estd disponivel na literatura e fol recentemente proposto, [3]. Os autores impuseram condigdes
necessarias e suficientes que sao de difici! solucio numérica. Para o caso particular do controle em
Moo, com Dy = 0, eles propdem um algoritmo, cuja convergéncia na dire¢ao do equilibrio, nao foi
provada.

Realmente, se quisermos resolver o problema de controle misto Ha/Ho, impondo v = 1 para

. o exemplo apresentado, o algoritmo entra em colapso na primeira iteragio, porque a equagio que
determina Q é soltivel somente para 4 > 1.1889, (ver [23]}. Para contornar esse inconveniente, o
parametro v ¢ decrescido iterativamente, o que implica em maior esforgo computacional.

Nosso objetivo é retomar o problema de controle 6timo misto apresentade anteriormente, acres-
centando-lhe uma pequena generalizagao. O sistema em consideragiio agora é definido a partir de
duas saidas controladas.

z{t) = Az{t)+ Brw(t) + Bau(t)
u(t) = ~Ly(t)
ywt) = Cax(t) (2.152)
Zg(i) = Cll’(i) 4 Dlu(t)
Zoo(t) = Coc(t)+ Deou(l)
Todas as varidveis e rnatrizes sao como antes e C!_ Do = 0, D, Dy > 0. Nosso objetivo é

determinar L € £ tal que ||Huz,l2 < @ e ||Hy:||oo < 7, onde o limite superior o é minimizado para
um dado v > 0. Para resolver este problema, temos que introduzir alguma majoragao, resultando
e uma solu¢do sub-Stima de (P3).

Definindo as matrizes Ry e f, como

_[edey o [ C'Coe O
R2~[ 0 D;D;]_’ Rmm[ 0" DD, (2.153)

oo

e Cuooy para R = R, temos o seguinte resultado.
Teorema 2.16 Para um dado ¥ > 0, considere o problema

min {a  Tr(RaW) — v % <0, (W,v72) € cmf} (2.154)
As sequinies afirmagdes sde verdadeiras:

(a) A solugio dtima de (2.154) produz L = WiCh(CoW1C3)™! € Ly € L tal que [|Hyuylls < V.
(b} Para v — +oo, o problema (2.154) produz a solugio étima de (P1).

Prova: Sendo W a solugio dtima de (2.154), entdo o par (W,7™?) € Cooy. Portanto, do Teorema
2.15, L = WiC, (CQW}C;!)‘_I ¢ um ganho estabilizante que assegura ||Hyu._llec < 7. Da defini¢io
de Ceey, © ganho de realimentagao estitica de saida acima, é tal que

AW, + WA} + 4 BB < 0 (2.155)

resultando a desigualdade Wi > 7 %W,, onde W, é o Gramiano de controlabilidade em malha
fechada. Na solugio dtima de (2.154), temos
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a = +Tr (R,W)
= ~4’Tr (CLC1W1 + DD, Ws)
> Tr {(C ~ DiLC)W.(C: — Dy ch)f}

> |{Huyzl3 (2.156)

que prova o item (a). Item (b} segue imediatamente do fato que, quando v — +oc, entdo u =
-2 +
47— 0T e

lim Qe 1) O (W)

B0t H
fim V) —pe o p - a (2.157)
=0 #

0

E importante observar que, em nosso contexto, o problema de controle 6timo misto tem sido
definido usando uma majoracio similar aquela aqui adotada, [37). Por cutro lado, quande compa-
rado com a solugdo que propomos para (P1), (2.154) exibe somente uma variavel e uma restrigio
adicional. Concluimos, portanto, que o problema de controle 6timo em norma mista apresenia a
mesma dificuldade de solugdo que o problema (P1). Isto é, um ganho conseguido via a analise de
sua geometria que, como vimos, ndo é evidenciado na teoria de controle étimo classica.

2.6.4 Andlise convexa e algoritmo

Passamos a analisar a geometria da funcdo f(W) definida no Teorema 2.12. Essa fungao exibe
uma propriedade chave, que é, ¥V W € dom f

WiW 'Y, =0 & fV)<0 (2.158)

que foi exaustivamente usada para construir a condigioc necessdria e suficiente para a solubilidade
do problema de realimentagao estdtica de saida. Como observado antes, f(W) é dada pela diferenca
entre duas funcdes convexas de dominios convexos. Esse fato é agora profundamente analisado a
partir da definigio da fungio conjugada de f(W), ver [66], isto é

Fovy=swp { (W, W) —1m } (2.159)
e do conjunte X € dom f
xe{w.r (Vf(W))<oo} (2.160)

Como indicado em [66], a fungao conjugada de uma fungéo convexa ¢ também convexa. Por outro
lado, o uso da fun¢des conjugadas, juntamente com a desigualdade de Fenchel, calculada para



2.6 Controle étimo via realimentacio de saida - anadlise convexa 40

W* = Vf, permite a determinacdo de hiperplanos suportes para o epi f em todo W & dom f.
Aqui, f*(W") nado apresenta necessariamente esta propriedade, visto que f(-) niio é suposta convexa.
Entretanto, devido as propriedades enunciadas no Lema, a seguir, nés provamos que esse fato
permanece verdadeiro para W e X,
Lema 2.6 A funcdo fiW) € tal gue

(e} FOOW)=Af(W), ¥V A>0.
(b) F(W) € diferencidvel VW € dom f. Assim, com K = i-'i'g’ﬂ’l“l e L = WoCo{CW 00,
seu gradienie ¢ dado por :

ColLCy— K'K K- CiL

VW) = (2.161)

Ko LCy 0
(c) FOW)=(VfW), W), ¥YWe dom f.
Prova: Imediata. Decorre de manipulagdes algébricas simples. porém extremamente tediosas. [

Note que Vf(W) = 0 caracteriza o minimo global de f(W). porque f(W) > 0 para todo
W e dom fe

VIW)=0 < K=L(, <= fW)=0 (2.162)

Por outro lado, a parte (c) do Lema acima mostra que f(W) tem uma geometria muito simples
o que leva a chave da questdo para a determinagdio dos hiperplanos suportes para W € X. Esse
significativo resultade € sumarizado no préximo Teorema.

Teorema 2.17 Pare todo Wp € X ¢V W € dom f, enfio

FOV) 2 f(Wa) + (Vf(Wo) . W—=Ws) = (Vf(Wo), W) (2.163)

Prova: Para Wy € X' arbitrdrio, vamos determinar f* (Vf(Wq)). De (2.159) e (2.160), temos®

I (i Wa)) = (W, Vi) ) = £() (2.164)

onde Vf(ﬁ) = Vf(Ws). Usando novamente a definigdo de fungdo conjugada e a parte (c) do Lema
2.6, obtemos, para ¥ W€ dom f

(W, ViWo) ) — f(W)

< FVIOV)

< (W, vive) ) — 1)

< (W, vioW)) - 1)

< 0 ' (2.165)

55e F(-) for convexa, entdo W = Wy. Visto que nés nio assunimos convexidade, pode ocorrer W # Wy
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Isso prova a desigualdade (2.163). A igualdade segue imediatamente da parte (c¢) do Lema 2.6 cal-
culado em W,. _ 0

Esse resultado ¢ interessante e itil. Para todo Wy € X tal que f(Ws) > 0, o semi-espago
(VF(Wo), W) < 0 nao contém W, e contém todo W tal que f(W) < 0. Issa propriedade pode ser
usada para definir um algoritmoe de plano de corte para resolver os problemas (P1)-(P3) (ver, por
exemplo, [62]). Usando essa classe de algoritmos e assumindo que, em qualquer iteracio, W € X C
dom f, entdo a solu¢io étima global dos problemas considerados sio obtidas. O algoritmo para
resolver o problema (2.138) pode ser colocado como segue,

Passo 1: Faga o indice de iteragio £ = 0 e determine um conjunto poliedral P° 2 C.

Passo 2: Calcule pelo método do simplex padraoc a solugao do problema de programacio linear
mm{Tr(RW). : ‘WePk}

Consuiere que W* é a solugio étima e g% = Tr (RW* )2

Passo 3: SeW=W*¢ Cay, vé para o Passo 5. Caso contrario, dois casos devem ser considerados:

(a) Se a restricao mais violada esta em (o, determine um qubeqpago linear 8% 2 ¢ tal que
WFE g 8t
(b) Se a restrigio mais violada é f(W") > 0, determine o subespaco linear

C={w <Vf(w ><0} (2.166)

Passo 4: Faca P¥H! = p* ﬂSk, k =k + 1 e volte ao Passo 2.
Passo 5: O ganho [ = WHCH{CaWhCY)™ € L e 8* = Tr (RW) é solugio do problema (2.136).

A determina¢io do conjunto inicial P° ¢ simples, na medida em que Cp é um conjunto convexo
[23]. O mesmo é verdadeiro para a determinacdo do subespaco S*. De fato, observe que no Passo
3, caso (a), a existéncia de §* ¢ assegurada pela convexidade de Cy, sendo simples de ser calculado,
[23]. O mesmo ocorre no Passo 3, caso (b), onde §* é determinado a partir do resultado do Teorema
2.17.

E importante salientar gue o algoritmo apresentado baseia-se no algoritmo cldssico de linearizacio
externa, que é valido somente para a resolugio de problemas convexos. As propriedades da fungio
f(W) permitiram sua generalizacdo para uma classe de problemas nio convexos. A geometria da
fungdo f(W) ainda nao foi perfeitamente caracterizada. Estudos neste sentido devem ser feitos no
futuro.

2.7 Conciuséo

Neste capitulo fizemos um breve estudo sobre realimentacao de saida de sistemas dinamicos
lineares sob dois aspectos. O primeiro estd relacionado ao estudos dos problemas de realimentagio
de saida por uma visio cldssica e o segundo & realimentaciode saida com utiliza¢io de recursos de
analise convexa. Para que pudéssemos levar a cabo nosso objetivo, foi necessario estudar alguns
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assuntos refacionados & realimentagdo de estado que serviram de suporte ao desenvolvimento da
teoria.

Comegamos definindo e calculando as normas Hy e Ho, de funcdes de transferéncias relacionadas
a entrada/saida de sistemas dinamicos lineares. As normas Hsy e H, sao indices de desempenho
muito utilizados em Teoria de Contreole e estdo relacicnadas a sinais externos 3 dinamica do sistema,
cuja influéncia desejamos minimizar,

Elaboramos um exemplo para que pudéssemos efetuar o cdlculo dessas normas usando dois
métodos diferentes para cada uma delas. Percebemos que, enquanto a norma s é calculada de
modo simples, chegando-se a um resultado exato, o cdleulo da norma Ho, € mais complicado, sendo
possivel somente chegar a seu valor iterativamente. De um medo geral, usa-se a norma H, quando
os sinais externos tém espectro de poténcia conhecido. A norma H.. é usada principalmente em
analise de pior caso.

Para facilitar a compreensic de controle étimo via realimentagao de saida, um tdpico sobre
controle 6timo via realimentacio de estado fol incorporado ao trabatho, obtendo-se a lei de controle
para a estabilizagio, sendo que, para o caso da norma Hs, sua solugio dtima é equivalente & solugio
do Problema Linear Quadrdtico {PLQ). Procuramos deixar claro que, apesar da solugio do PLQ
ter sido obtida a partir das condi¢Ses necessdrias de otimalidade, o 6timo encontrado é global. J4
o problema relacionado ao controle étimo via realimentagao de estado em norma H, 86 pode ser
resolvido numericamente, de maneira iterativa.

Também analisamos o problema de conircle 6timo em normas Hz e M, via realimentacio de
estado, sob a dtica da analise convexa, sendo estabelecidas condiges necessdrias e suficientes para
a existéncia do ganho estabilizante 6timo. '

Um tdpico sobre realimentagio de saida cléssica em norma My e He, também foi incorporado
ao trabalho, sendo feito um inventdrio dos principais métodos numéricos para a obtengio do ganho
estabilizante &timo. Neste trabalho nos preocupamos somente com a realimentacio estatica de
saida. Uma pequena compara¢io entre os principals métodos numéricos foi realizada. Também as
principais dificuldades desses métodos foram apontadas e, sob este prisma, vale a pena destacar o
problema da inicializagao do processo iterativo e a obtengao de étimos locais. Quanto & obtencio de
6timos locais, se prende ao fato de que os métodos inventariados se baseiam somente nas condicdes
necessarias de otimalidade do PLQ. Em virtude disso foi oportuna a exploragio da convexidade do
problema.

Finalmente, um tépico sobre realimentagao estética de safida com enfoque em andlise convexa
foi anexado a esse capitulo. Com o auxilio da convexidade, além dos dois problemas de otimizagao
estudados anteriormente em normas Hy € He, um terceiro problema também foi analisado, qual
seja, o problema de otimizacio em norma mista Hy /Moo

Foram estabelecidas condigbes necessirias e suficientes para a existéncia do ganho global L* via
realimentacao estdtica de saida. Essas condig¢oes foram escritas por intermédio da intersecio de
um conjunto convexo com um outro conjuntoe definido por uma fungdo que, apesar de nac convexa,
apresenta uma inusitada propriedade que propiciou o desenvolvimento de um algoritmo denominado
plano de corte, com desempenho numérico excelente.

Ao que tudo indica, a exploragio da convexidade na Teoria de Controle certamente propiciard
um maior desenvolvimento da mesma, com o advento de mais eficientes algoritmos para o calculo
do ganho &timo global. _

No proximo capitulo daremos continnidade & exploragio da convexidade em problemas de con-
trole, propondo um outro algoritmo, também baseado em planos de cortes, que julgamos ser Inais
eficiente para o cdlculo do ganho étimo via realimentagio de saida.



Capitulo 3

Estabilizacao via realimentacao de
saida usando desigualdades
matriciais lineares

3.1 Imntroducgao

Neste capitulo, o problema de estabilizagao, via realimenta¢io de saida, de sistemas dinidmicos
lineares em tempo continuo é tratado segundo um enfoque diferente daquele adotado no capitulo
anterior. Nao estaremos preccupados em minimizar um determinado indice de desempenho, mas
simplesmente, obter um controlador estatice, ou dinamico, que estabilize assintoticamente um dado
sistema hnear, utilizando somente as informagbes disponiveis nas suas varidveis de saida.

Nos iltimoes anos tem-se desenvolvido um grande esforgo no sentido de analisar as propriedades
geométricas ligadas & problemas de controle (ver por exemplo [4, 6, 22, 25, 23, 37, 58, 59, 62] e as
referéncias por eles citadas).

Considerando que o vetor de estado esta disponivel para a realimentagéo, problemas de controle
Stimo envolvendo normas Hy, H., € normas mistas Hg/H, tém sido mostrados serem equivalentes
a problemas convexos [37, 58, 62]. Counsiderando, ainda, que o sistema em malha aberta nio esteja
sujeito a incertezas paramétricas, a determinacio de controle via realimentacio de saida de ordem
" completa (dimensao do controlador igual ao niimero de varidveis de estado) se reduz & solugio de
dois problemas de controle desacoplados de realimenta¢io de estado. Isso é possivel visto que o
principio da separagio é verdadeiro [41], permitindo dividir o problema via realimentacic de saida,
na determinagiio dos ganhos via realimentagio de estado e do filtro de Kalman (ambos problemas
COIVEXOS).

O caso geral de realimentacdo de saida, onde a dimensdo do controlador é fixada a prior, &,
comio visto no capitulo anterior, um problema muito mais complicado, [48]. Realmente, o problema
a ser resolvido ndc é convexo, sendo que poucos resultados estdo disponiveis na literatura até a
presente data {3, 22, 25, 45]. Ver o capitulo 2 para uma discussio detalhada.

Os resultados descritos neste capitulo foram obtidos pela generalizagio daqueles referentes &
atribui¢do de covariancia, introduzidos em [33, 70, 71, 79], envolvendo desigualdades matriciajs
lineares {LMI}. O problema geral que se coloca ¢ o seguinte: encontrar wma matriz de Lyapunov P
e um ganho [ de realimentacdo de saida tals que

43
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V(P,L)<0 (3.1)

onde V(P, L) é uma fun¢io matricial tal que, se {3.1) é satisfeita, entao o sistema em malha fechada
é assintoticamente estavel. B provado que a determinacio do par (P, L}, se existir, pode ser de-
composta em dois passos principais. Primeiro, considerando que a solucdo existe, (3.1) € verdadeira
para algum L se e somente se P > 0 € tal que

PeC, e Pleg, (3.2)

onde C,, e C, sdo conjuntos convexos. Segundo, para F > 0 fixado, satisfazendo {3.2), a desigualdade
(3.1} pode ser resolvida com respeito a L. Sob certas hipdteses adicionals, um algoritmo global-
mente convergente para a determina¢do numérica da matriz P satisfazendo (3.2) é fornecido. A
principal caracteristica € que a solugéic de (3.2) pode ser obtida por uma sequéneia de problemas de
Prograinagao convexa.

Nés acreditamos que nossos resultados referentes & solu¢ao do mencionado problema ¢ de grande
importancia, visto que muitos outros problemas de controle podem ser reduzidos & mesma for-
mulacao, ver por exemplo [33]. Nao é do nosso conhecimento que procedimentos numéricos para
calcular (3.2 estejam disponiveis na literatura até a presente data.

Uma das principais deficiéneias da teoria de controle moderno ¢ a falta de métodos que tratam
do projeto de controladores dindmicos de baixa ordem. Esse capitulo procura sanar essa deficiéncia,
pelo menos no que se refere & estabilizagio. F importante salientar, entretanto, que a determmagao
de controladores, com ordens fixadas e priori, reduz-se a determmagao de um,ganho estatico de
realimentagio de saida. Como veremos neste capitulo, isto é possivel a partir da definicio de um
vetor de estado aumentado, que incorpora as variaveis de estado do controlador escolhido.

Na préxima se¢io definiremos novamente o sistema de controle em estudo, bem como explicitare-
mos o problema a ser resolvido. Faremos, ainda, um breve estudo sobre duas classes de controladores
dinamicos lineares, os de ordem completa {mimero de estados do sistema igual ao niimero de estados
do controlador) e os de uma ordem reduzida. que sdo caracterizados pelo fato de que o niimero de
estados do sistema € estritamente malor que o niimero de estados do controlador. Esia dltima classe
incorpora, naturalmente, o controlador de saida estatico.

Na segio 3 analisamos as propriedades geométricas, em particular a convexidade do problema
de controle estabilizante de realimentagio de saida. O principal resultado referente & existéncia de
uma solugdo do problema em consideragio se reduz ao cdlculo de uma matriz simétrica, definida
positiva, satisfazendo (3.1}.

Na secao 4 introduzimos um procedimento numeérico, chamado algoritmo min/maz, para resol-
ver (3.2). Como foi dito anteriormente, este procedimento é caracterizado por uina sequéncia de
programas convexos. Suas propriedades de convergéncia sdo analisadas e o principal teorema sobre

sua convergéncia é provado.

Alguns exemplos numéricos tirados da literatura sio resolvidos na secAo b, para ilustrar os
resultados tedricos. Muitas relagBes convexas entre conjuntos ou funcdes sio usadas. O leitor deve
consultar, se necessario, [42, 46, 66] para malores detalhes. :

3.2 Definicao do problema

Seja o seguinte sistemna linear, invariante no tempo, descrito pela equagio de espaco de estado?

1Modelos mais gerails, incluindo também controladores dinimicos, podem ser escritos como (3.3}, apds uma defi-
nigao de vetor de estado (ver, por exemplo, [3]).
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m&t% = Az(t() 3+« Biw(t) + Byu(t)

uf{t) = —Ly(t

W) = Cozlt) 5:3)
z(t) = Ciz(t)+ Dyult)

onde z(-} € R" é o vetor de estado, u(-) € R™ é o vetor de controle, w(-) € R' ¢ o vetor de
perturbacio, y(-) € R & o vetor de salda e z(-) € R? é o vetor de saida controlada. Todas
as matrizes sdo consideradas de dimensOes apropriadas e conhecidas. Consideramos também i}
CiDy = 0e D{Dy > 0, i) rank(Cy) = r, rank(By) = m e rank{B;) = n. A primeira hipétese
é usual, significando que ndo existe pondera¢do cruzada entre o estado e o controle e, a matriz
ponderag¢do de controle é nio singular. E claro que i) nfio implica em perda de generalidade. A
segunda hipdtese requer dimensoes minirnas para os vetores de saida, controle e de perturbagio e
impde que as perturbagdes atuem em todo o espago de estado. Come no capitulo anterior, associamos

4 (3.3) as seguintes matrizes aumentadas F € RF*? p £ m-neGeRPT
A -By o
e[ 0] o-]?] -

bem como as matrizes simétricas, semidefinidas positivas, @ € RP*P ¢ R € R?*F definidas por

| B1BY 0] R e en Q -

Q”[ 0 0]’}?"{ 0 D;D;] (3:5)

de tal forma que o sistema (3.3), em malha aberta, seja completamenie definido pelas matrizes

F, @ e R. Os problemas estudados aqui pertencem 4 classe de projetos de realimentacao estdtica de

saida. O principal objetivo € encontrar uma matriz ganho L € ™*" tal que a estabilidade interna

de (3.3) seja assegurada. Nesse sentido, vamos definir o conjunto de todos os ganhos admissiveis L
de realimentacio de saida, que estabilizam o sistema linear anterior, isto ¢

LE { LeRTT A~ ByLC; ass. estdvel } {3.6)

Por outro lado, definindo

K £ { K e®R™" . A— ByK ass. estavel } (3.7)

como o conjunto de todos os ganhos admissiveis de realimenta¢do de estado que estabilizam o
sistema linear (3.3), entdo, (ver [23]), a relagdo entre £ e K é facilmente determinada. Para nma
matriz Cy dada, existe L € £ se e somente se para algum K € K a restricio K'Y, = 0 é satisfeita,
onde Yz € R7%"=7) & tal que CbY> = O e Y)Yy =1, isto é, Y3 € uma base ortonormal de N(Cy).
Consequentemente '

APk () {K : Kv;=0} # 0 (3.8)

e, como provado em [23], o conjunto de matrizes K € R™*" de realimentacio de estado, definida
no lado direito de (3.7), gera todos os elementos de £, por

L= KPC, (czpcg)'1 (3.9)

- onde P é uma matriz simétrica, definida positiva, arbitraria. Estamos agora em condi¢des de colocar
o problema a ser tratado neste capitulo.
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(P) Problema de estabilidade via realimentacio de saida: Encontrar LE R e P=P' >0
tais que V(P, L) <€ 0, onde )

V(P,L)= AP + PA.; + B, B, (3.10)

e Ay = A— DBy LCy é amatriz dindmica do sistema (3:3), em malha fechada. No casoem que Cz =1,
é facil concluir, da expressao (3.9), que L = K, obtendo-se, assim. um problema de realimentacao
de estado, ja estudado no capitulo anterior,

Para o caso em que Cy # I e, mesmo que o vetor de estado nio esteja inteiramente disponivel
para a realimentacio, podemos pensar em resolver o problema {P), via realimentacio de estado,
usando para isso um vetor de estado aproximado (estimado) para efetuar a realimentacao. Para
isso, necessitamos fazer uso de um observador de estado para o sistema. O observador de estado
€ um sistema dindmico cujo vetor de saida reproduz aprozimadamenie, com o passar do tempo, o
vetor de estado do sistema original.

Analisaremos dois tipos de controladores: 1) controlador de ordem reduzida e i) eontrolador de-
ordem completa, que é construido a partir.de um observador de estado.

3.3 Controlador dindmico de ordem reduzida: n,. < n

Nesta segac consideramos que (3.3) ¢ controlado por um compensador dinamico de ordem
n, < n, isto é, o niimero de estados do compensador ¢ n., enquanto que o nimero de estados da
planta é n. A representacio de estado do controlador é, portanto, dada por

-'L'c(t) = Acxc(t) -+ ch(t) ,
u(t) = Cox.(t)+ Doyt (3.11)

onde z.(-} € "= é o vetor de estado do controlador, y(-} € R™ é o vetor saida do sistema dinimico
e u € R™ ¢ o vetor de controle do sistema dindmico. As matrizes A,, B., C. e [, que definem o
sisterna dinamico tém dimensdes apropriadas e devem ser determinadas de tal forma que o sistema em
malha fechada seja assintoticamente estdvel. Observe que a fun¢io de transferéncia do controlador
pode ser determinada por (3.11), fornecendo

C(s) = Ce(sT - A) "B+ D (3.12).

que ¢ prépria, sempre que D, # 0. A estrutura do sistema em malha fechada é mostrada na
Figura 3.1. Nosso objetivo é mostrar que a determinagéo dos pardmetros do compensador {(3.11) ¢,
consequentemente, sua funcdo de transferéncia (3.12), podem ser obtida a partir de um problema
cldssico de realimentagao estitica de saida, ja estudade no capitulo anterior. Neste sentido, a
dinamica do sistemna em malha fechada é dada por

i, [ A, B.Cs z. 0
z B2Cc A + B2D¢02 S 31 (3 13)
z = [ DhC, O+ D.Cy } :icc }

Manipulando convenientemente o modelo acima e coletando na matriz L os parametros que definem
o compensador, isto é
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Sistema dindmico linear

Y.
Conirolador de ordem reduzida
_ Figura 3.1: Sistema em malha fechada
-A., -~B,
Lo : {3.14)
-, =D
podemos reescrever {3.13) na forma
i‘a(t) = Aaicg(i) - Blaw(t) + Bgaua(i)
u(t) = —Lyal(t)
3.15
ya(t) - C2afa(t) ( )
2(t) = Craza(t) + Digua(t)
onde as matrizes acima sdo dadas por
0 0 0 I o
Ag = ; B = ; Bag =
0 A Bl 0 BQ

(3.16)

I 0 0 0
020 = 3 'ia = ; Dga =
0 _ i Dfl

Isto evidencia que o caso de um compensador dindmico, de ordem reduzida, reduz-se ao caso de um
compensador estatico. Obviamente, a matriz L tem um nimero maior de elementos. Entretanto, é
importante verificar se as hipéteses, anteriormente introduzidas, continuam validas. Em particular
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¢ imediato verificar que se (7] e J); s&o ortogonais, o mesmo ocorrerd com O, e [y,. Infelizmente
0 mesmo Nao ocorre com a hipbtese a respeito de DDy > 0. De fato. com (3.16), temos

0 0
1 Dyy = >0 (3.17)
0 DDy

evidenciando que [ Dy, ndo é mals uma matriz estritamente definida positiva. A interpretagio
deste fato é simples. No modelo aumentado (3.15), a dimensdo do controle u; fol aumentada em
relagiio & dimensdo do controle original v, para poder acomodar todos oz parimetros do compensador
na matriz L. No presente caso, em que nosso objetivo é simplesmente estabilizar o sistema em malha
fechada, isto pode ser imediatamente contornado pela definigio de uma outra matriz Dy, de tal forma
que I, seja ortogonal a Ciq e I, D:,; > 0. Obviamente, se estivermos interessados em otimizar
algum critério que dependa da variave! de saida controlada z, o problema de otimizacio associado
serd singular. Uma maneira aproximada de contornar esta singularidade é determinar a matriz D,
tal gque

eI 0
DI, D, = >0 ‘ (3.18)
0 DD

com ¢ > 0, suficientemente pequeno. Por exemplo, adotando esta aproximagio, o problema de
controle otimo em norma Mo

min{ﬂﬂzw{i% : L EE} (3.19)

pode ser resolvido pelos métodos numéricos introduzidos anteriomente, sendo que os parametros do
compensador sdo obtidos pelo particionamento adequado do ganho 6timo L*, segundo indicado em
(3.14).

3.4 Controlador dinamico de ordem completa: n, = n

O presente caso em que o nimero de estados do controlador é igual ao niimero de estados
da planta que se quer controlar é muito importante. De fato, poderiamos adotar o mesmo procedi-
mento do caso anterior e determinar um sistema equivalente, com realimentagio estitica de safda.
Entretanto, e ai reside sua importincia. podemos parametrizar todos os controladores de ordem
n. = 1 somente com o auxilio de duas matrizes, que podem ser determinadas com técnicas de
sintese de controladores via realimentacao de estado. Portanto, os eventuais problemas de controle
étimo envolvidos sdo muito mais simples de serem numericamente resolvidos.

O procedimento que apresentamos, a seguir, baseia-se no chamado Teorema da Separacio [41],
que ¢ um resultado cldssico extremamente importante. Com o objetivo de tratar o caso mais geral,
nesta se¢ho assumimos que a salda do sistema em malha aberta (3.3}, também, é influenciada
diretamente pela perturbacio, isto é

y(t) = Coz(t) + Daw(t) (3.20)

onde assumimos que B0, = 0 ¢ D2 DY, > 0. Assim sendo, o compensador dinamico de ordem n,
tem a seguinte estrutura

3.
o
~—

o
RS

Azo(8) + Bou(t) + K, [y(t) — Cazo(1)]

—K.2,(t) (3.21)

g
=
b
I
1
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Sistema dindmico linear

Controlador de ordem completa

Figura 3.2: Sistema em malha fechada

onde fica evidente gue as duas \nicas matrizes desconhecidas sao K, chamada ganho do observador
e K. chamada ganho do controlador. A interpretaggo do vetor z,, desde os trabalhos de Luenberger
[46], é que ele nada mais é que uma estimativa do estado corrente z, feita a partir do conhecimento
das variaveis de saida y. O sinal de controle é determinado pela realimentacio de z, e ndo do estado
verdadeiro z(¢). Aplicando a transformada de Laplace em (3.20) e (3.21), podemos obter a funcao
de transferéncia do controlador

Cls) = —K, [sT- (4~ f}g;{c - K,Gs)] 'k, (3.22)

Por outro lado, adotando o mesmo procedimento anterior, a partir da defini¢io do erro de observagao
como sendo € = £ — I,, podemos escrever o modelo de estado do sistema em malha fechada (ver

Figura 3.2), na forima
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é A— K,Co 0 e By — K, Dy
= -+ w
z B K. A~ BK, z By
(3.23)
€
z = [ DK, Ci—-DK, ]
x
ou na forma compacta
za(t) = Aaza(l)+ Biaw(l)
. 3.24
_ 2(t) = Ciazal(t) ( )
onde claramente é possivel identificar as matrizes A;, B ¢ (1, como sendo
A~ K, Cg 0 By - K.,D» ]{é Dg
A = ; Bis= ; Cig= (3.25)
B K, A— B K, By Cl - K.Dj

No que diz respeito a estabilidade do sistema em malha fechada, fica evidente, pela equagao {3.23),
que as matrizes de ganho K, e K, podem ser determinadas, independentemente, uma da outra. De
fato

det (sI— Aq) = det [sT = (4= K,Cy )] det [s1— (4~ B,K.)] (3.26)

evidencia claramente esta afirmacio. Ademais, ainda no que diz respeito & estabilidade, os ganhos
K. e K, devem ser vistos como ganhos de realimentagio de estado, que apds determinados, definirdo
a fungdo de transferéncia do controlador de ordem completa. A determinagio final dos ganhos K, e
K, passa pela definicBo de um critério de desempenho, que normalmente é traduzido pela norma H,
ou Moo da fungdo de transferéncia entre w e z. Adotando a norma H», devemos resolver o seguinte
problema :

| Ain || Hew I3 (3.27)
que, utilizando o modele aumentado (3.25), pode ser reescrito na forma padrio
min Tr(C1,PCY,)
o (3.28)
sfa  AgP+ PA, + BB, =0
onde a matriz P € R**" ¢ o0 Gramiano de controlabilidade associado ao sistema em malha fechada

(3.23). Escrevendo o lagrangeano, com W € R*"*?" sendo a varidvel dual associada & restricio de
igualdade acima, obtemos

L(Ke, Ko, BW) = Tr{CioPClo+W(4,P+ PAy+ BiaBl,) } (3.29)

As condi¢Ges necessdrias de otimalidade ( ver capitulo 2 e [46]}, sao dadas por
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é{?‘ﬁﬂ}‘ = AP+ PA 4 BB, =0
%‘m AW + WA, + Cl,Cla =0

(3.30)
=0

E um trabalho simples, porém tedioso, verificar que as condicdes necessarias de otimalidade acima
ples, p ; q ¢
sdo satisfeitas para as matrizes P € R27%2% ¢ W € R7"*?" tomadas na forma

Xo X Yy 0
F= ; W= {3.31)
KXo Xo+ X 0 Y.
e para as matrizes de ganhos, dadas por
Ke=(DND)7'BY, 1 K, = X, C4(D, D)1 (3.32)

onde as matrizes Y, € R"*" e X, € W**™ sho, respectivamente. as solugdes siméiricas, definidas
positivas, das equagdes de Riccati desacopladas

A'Y, + Y, A=Y, By(D\ D) BYY, + CIC, = 0
(3.33)
AXy + X A — X, CH{Da D) 10X, + BiB, = 0

Isto mostra que a determinagao dos ganhos procurados nao dependem das matrizes X € "% e
Y € /" *". Elas sio dadas pelas solucdes simétricas definidas positivas das equagdes de Lyapunov

(4-Bok.)x+x(4- BQKC)' Y K,D. Dy, = 0
(3.34)
(4-K,02) Y+ (A- K.Co) + KIDDE. = 0

e servem para determinar o valor minimo do critério de desempenho utilizado. De fato, com {3.28)
temos

MH.ulf = Tr{cix,,c; + (Cl ~ DIK)X(Cy - DIKC)’}
(3.35)

I¢

'I‘I'(C;XOC{) + Tr(D’gK{,YcKOD;))

onde a primeira parcela é o custo da estimacdo do estado a partir das informacdes contidas na
varidvel de saida. A segunda parcela € o custo de controle, ja levando em conta o fato que s uma
estimacg&o do vetor de estado ¢ disponivel para a construgado da realimentacéo.

Neste ponto devemnos fazer uma comparacio critica entre as duas classes de controladores estuda-
das. Aparentemente o conirolador de ordem completa é superior ac controlador de ordem reduzida.
De fato, a determinagio do primeiro requer a solugao de duas equagdes de Riccati desacopladas que,




3.5 O Lema de Farkas Generalizado : 52

como, sabemos, ¢ um problema de solugao simples e que permite obter o étimo global do problema
em consideragio.

E fundamental observar que o controlador de ordem completa, como apresentadeo, depende do
conhecimento exato de todos os parametros do sistema em malha aberta. Qbviamente, este ndo é o
caso dos chamados sistemas incertos, caracterizados por terem parametros subrmetidos a incertezas.
Para estes sistemas o controle baseado em observadores nao pode ser adotado. Esta é uma das
maiores motivagoes para o estudo e desenvolvimento de métodos numeéricos que permitam sinte-
tizar controladores de ordem reduzida. Ademais, a possibilidade de escolhermos n, < n permite
contemplar situagbes praticas importanies, como por exemplo, impor que um determinado sistema
seja controlado por um PID. Seus parametros podem ser determinados a partir da definigio de um
critério de desempenho.

Na préxima se¢io estudaremos, com detalhes, os controladores de ordem reduzida, colocados na
forma de um ganho estatico de realimentacao.

3.5 O Lema de Farkas Generalizado

Como vimos anteriomente, o problema (P), se resolvido em relagac a L € R™* e P = P! > 0,
fornece L € £, que é factivel para qualquer problema de otimizacic 2 ser definido. Uma pergunta
que ocorre naturalmente é a seguinte. E possivel caracterizar o conjunto de todas as matrizes
P = P’ > 0, de tal forma que V(P,L) < 0, para algam L € ®7*" ? A resposta afirmativa a
esta questdo induz naturalmente a decomposi¢ao do problema (P), como discutido na introducao
deste capitulo. Com o objetivo de caracterizar aquele conjunto de matrizes P, definidas positivas,
devemnos, preliminarmente, estudar a existéncia de solugio, em relagio a L € R™*" da desigualdade
matricial

BLC +C'L'B' +V <0 (3.36)

o que serd feito a partir da generalizagio do Lema de Farkas {42]. E fundamental ser observado que a
desigualdade acima define um conjunto convexo {eventualmente vazio) em relagio a L. Entretanto,
tal conjunto ndo € um politopo, isto é, ndo pode ser caracterizado por um ndmero finito de pontos
extremos. Mesmo com esta diferenca, felizmente o Lema de Farkas pode ser generalizado.

Definicao 3.1 A desigualdade matricial linear BLC + C'L’'B' +V < 0 € dila regular se ela tem
um inlerior ndo vazio, isto €, existe L € ™" tal que BLC + C'L'B' +V < 0.

E importante dar uma interpretagao da Defini¢ao 3.1 & luz da teoria de programacio convexa.
Regularidade significa que as qualificacdes das restrigdes de Karlin sio verdadeiras [42]. Elas sio
suficientes para caracterizar o 6timo global pelas condi¢des de Kuhn-Tucker e, equivalentemente,
definir o dual de qualquer programa convexo envolvendo a restricio matricial acima.

Lema 3.1 Dadas as matrizes B € R"*™, C € R™*" de rank completos ¢ V = V' € R"¥". Assu-
mindo regularidade, as seguintes afirmacées sio equivalentes.

(a) Existe L € R™*" {al que BLC + C'L'B' +V < 0
(b) Para A=A € R"*", T'r(AV) < 0, YA > 0 satisfazendo CAB = 0.

Prova: Considere o problema de programagio convexa
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min{ 0,L): BLC + C'L'F' +V <0} . (3.37)

Obviamente, o valor de sua funcdo objetivo ¢, por comstrugdc, nulo. Visto que sua restrigio ¢
regular, o problema acima pode ser representado pelo seu dual. A obten¢do do problema dual segue
o seguinte raciocinio.

Seja A € R"*" a matriz de varidveis duais associada & restrigao de desigualdade, Como esta
restrigio é simétrica, entdo, devemos impor A = A’ > 0. Construindo o lagrangeano, temos

C(LA) = (0.L) +Tr [A(BLC + C'L'B'+ vy (3.38)

Consequentemente, usando as propriedades do trage de matrizes, o dual do problema (3.37) €
equivalente a

max oA 3.39
ATax (4) (3.39)

onde A é o conjunto das matrizes A = A’ > 0, tais que
SA) = min Tr(QC-ABL + Av) | (3.40)

exista, Istc ¢, seja finito. Como nic existe nenhuma restri¢io adicional sobre L, a existéncia do
minimo acima indicado ¢ garantida ac restringirmos A a CAB = 0. Levando-se em conta (3.39) e
(3.40), obtemos o problema dual

max  Tr(AV)

Az0 (3.41)
sfa CAB=10

Entdo, baseado na teoria da dualidade, podemos dizer que a parte (a) do Lema 3.1 é verdadeira se
e somente se a solugio étima de (3.41) é zero. Isto estd assegurado pela parte (b) visto que A =0
é factivel para (3.41). Isto prova o Lema proposte, o

Iiste Lema é um dos resultados mals importantes deste capitulo. De fato, a existéncia de uma
solugdo para a desigualdade definida na parte (a), pode ser testada pela condigao (b). Primeiro,
note que todo A > 0 tal que CAB = 0 pode ser gerado por

A=YAY + ZAZ (3.42)

onde Y = N{B'), Z=N(C)e Ay, A. > 0. De fato, visto que A = A’ > 0, ela pode ser fatorada
como A = AP onde A = A’ > 0. Consequentemente, todas as solugbes da equagio linear
CAB = 0 sio também solugdes de ('C'CP)A(P'BE'®) = 0. Como a matriz A > 0 é arbitréria,
impoe-se que ® =Y ou ® = Z, isto é, (3.42) é verdadeira. Uma prova formal desta #ltima afirmacgéio
pode ser obtida a partir dos resultados de [38].

Lema 3.2 As solucbes gerais, siméiricas, semidefinidas posifivas, das equagées matriciais lineares
B'AB =0 ¢ CAC' = 0 séo, respectivamente, A= YA,Y' e A=ZA,Z".

Prova: Ver [38]. : o
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Lema 3.3 Defing Il = C"C+BB'. A solugde geral, siméirica, semidefinidada posiliva, da equacio
matricial linear CAB = 0, € dada por

A=YAY' + ZA,Z + [1-#0 U [T-0%0] (3.43)

onde TI# € a inversa generalizada de 11 e U ¢ uma matriz arbitrdria. simélrica, semidefinida positiva,
com dimensio apropriada.

Prova: Ver [38]. : o
Denotando por R(-} o espago range de {-}, é simples verificar que

R(I~T#II) = NI
(3.44)
= N(CO)NN(B)

que mostra que as colunas da matriz I — H# 11 podem ser escritas como combinagdes lineares das
colunas de Z ou Y. Consequentemente {3.42) ¢ verdadeira. Baseado nos resultados anteriores temos
o seguinte coroldrio.

Corolario 3.1 Sendo Scp o conjunto de todas as solugoes semidefinidas posttivas du equagio
linear CAB = 0, entdo

Scp = Sé + Sg . (3.45)

onde S¢ ¢ Sp sdo, respectivamente, os conjuntos de todas as solugées semidefinidas positivas dus
equagdes lineares CA=0 ¢ AB = 0.

Prova: Segue de (3.42), colocando € =1 e B = I, respectivamente. o

Finalmente, com os resultados ja obtidos, podemos-enunciar o seguinte Teorema

Teorema 3.1 Assumindo reqularidade, as seguinies afirmagies sdo equivalentes

(a) Eriste. L € R™*7 tal que BLC+ C'L'B' +V <0
(b) ParaY = N(B') e Z = N(C), a malriz V € R"*® ¢ tal que Y'VY <0 e Z'VZ <0.

Prova: Tendo em vista (3.42) ¢ a parte (b) do Lema 3.1, a existéncia de solugiio da inequagio
matricial em consideracho € garantida, desde que

Tr (AY'VY +A,2'VZ) <0 (3.46)

para quaisquer matrizes A, e A, semidefinidas positivas. Isto é possivel se e somente se

Y'VY <0 e ZVZ<O (3.47)

Isto prova o Teorema proposto. O
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A condigao acima é uma generalizagio daquela dada em [33]. A prova apresentada aqui é mais
simples e foi possivel incluir a igualdade na restrigdo a ser resolvida. Note que o Lema de Finsler
segue imediatamente do Lema 3.1, impondo ' = B'. Neste caso, somente a primeira condigao
em {3.47) deve ser satisfeita. E inferessante também observar que a mesma condigio é verdadeira
no casc (= I. Da Defini¢do 3.1, podemos concluir que a desigualdade linear matricial, definida
na parte (a) do Lema 3.1, é regular sempre que as desigualdades (3.47) forem estritas. Sob essas
hipdteses, € possive] determinar uma soluglo interior L € R™*7, Este € o resultado apresentado em
[33].

Na proxima secdo estes resultados s@o utilizados para caracterizar a existéncia de solugdo do
problema {F'). E importante enfatizar que a caracterizagio das solucdes daguele problema envolverao
condi¢tes necessarias e suficientes, o que é um resultado inédito na literatura [16}.

3.6 Estabilizacao via realimentacao de saida

Com base no tecrema de Lyapunov é imediato concluir que o problema (P) tem solugdo se
e somente se o conjunto dos ganhos estabilizantes £ de realimentacdo de saida for nio vazio. O
objetiva desta secio é um pouco mais abrangente, pois desejamos induzir uma decomposigio no
cdlculo das matrizes P > 0 e L que satisfazem V(P L) < 0, ou seja, desejamos determinar todas
as matrizes P > 0 de tal forma que a desigualdade anterior seja satisfeita, para alguma matriz -
L € ®™*7_ A preocupacio relativa ao calculo de L € secundaria, na medida em que, para P fixa,
a restrigio V(P, L) € 0 define um conjunto convexo. Antes, vamos recordar alguns resuliados do
capitulo 2, concernentes ao caso de realimenta¢fio de estado, que, em seguida, serdo generalizados
para o caso de realimentacio de saida.

Sejam os conjuntos Cs e K definidos no Teorema 2.4 do capitulo anterior.

CGE{W=W 20 VIFW+WF +Qlv<0, G’U:O}

(3.48)
W= W, Ws
Tl W W
e
K={mwrt s wee) (3.49)

com F e G definidas em (3.4) e ) definida em (3.5). Como também provado no capitulo anterior, a
notma Ha da funcdo de transferéncia, em malha fechada, da perturbagao w para a saida z, possu
um limitante superior dado por Tr (RW) (58], isto é

| H 3< Tr (RW) | (3.50)

Como vimos, a expressio (3.49) permite uma importante interpretacio. O conjunto K, que em
geral nao ¢ convexo, pode ser gerado pelos elementos do conjunto convexo €. Nesse sentido, a
néio convexidade estd isolada no funcional nio linear WiW.™'. E claro, a determinacio de um
ganho estabilizante via realimentacio de estado pode ser formulade como um problema convexo
simples, correspondendo a determinago de um W € Cy factivel. O seguinte Teorema promove a
decomposigio de Cs.
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Teorema 3.2 Considere @, (X) = AX + XA' + B1B], C:=1 e o conjunle convezo

R

CE{X=X'>0: 20.(X)r <0, VreN(BY . (3.51
As seguintes afirmagdes sd@o verdadeiras: .

(a) Existe X € Cy se ¢ somente se existe K tal que V(X,K) < 0.
() Para tode X € Cy, enldo, toda

W= [ ‘X,, ME } €0y (3.52)

¢ tal que V (X, WiX"1) <0.

Prova: Para provar a parte {a), considere primeiro que para algum X > 0, existe K tal que
V(X, K) £ 0. Multiplicando essa desigualdade a4 esquerda por 2’ e & direita por z € N(BL}, con-
cluimos que X € . Para provar o contrério, considere que X € . Do Teorema 3.1, existe K tal
que V(X, K) < 0. Um ganho de realimentagio de estado, particular K. é prontamente determinado
pelo Lema de Finsler. De fato, para X € €, existe p > 0, suficientemente grande, tal que

AX + XA + BB, < 2pB,B, (3.53)
implicando em
V(X pByX™Y) = (A~ pBaBLX ') X + X (A—pBaByX~1) + B B!
= AX+ XA+ BB, — 2pB, B, (3.54)

< 0

Isto conclui a prova da parte (a). A parte (b) é provada pela verificagio que para ter W € (o, a
seguinte desigualdade deve ser verificada

(A~ BWiX D)X + X (A— ByWiXx ) + BiB <0 (3.55)

Contudo, do Teorema 3.1, considerando a desigualdade (3.55) regular, ela sempre tem solugdo para
Wa, implicando que X' € Cy. Dessa mesma desigualdade também concluimos que V{X, Wi X1} < 0.
Isso prova o Teorema proposto. m]

Este resultado merece alguns comentarios. A expressao (3.49) mostra como determinar um ganho
estabilizante de realimentagdo de estado resolvendo um problema mais simples de programagio
conrvexa, no sentido de obter W &€ C;. Para isso temos que resolver um problema convexo de
p(p+ 1)/2 varidveis, visto que W é uma matriz simétrica de ordem p x p. Por outro lado, ¢ mesmo
pode ser feito seguindo o procedimento de decomposi¢io induzida pelo Teorema 3.2. Primeiro
X € Cy é calculado, entdo impondo a estrutura (3.52), com X fixado, W € (s é determinado.
Observe, entretanto, que o numero de varidveis livres em W foi extremamente reduzido devido
termos fixado a submatriz X € #7*", Isso significa que o primeire problema foi decomposto em dois
problemas desacoplados, de menores dimenstes. Nota-se que esta estratégia de decomposicio deve
fazer crescer a eficiéncia mumeérica para resolver problemas de estabilizagio, bem como problemas
de controle 6timo nas normas Hy e Moo,
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Finalmente, cabe mencionar, que pelo Teorema 3.2, é evidente, que C, # @ se e somente se
Co # @. Estamos agora em condi¢des de desviar nossa atengao para o caso de realimentagao estatica
de saida. O Teorema 2.9, demonstrado no capitulo anterior desse trabalho, nos da uma dire¢do
nesse sentido. Vamos enuncid-lo novamente, identificando-o como Lema 3.4, no sentido de melhor
estruturar o contetido desse capitulo.

Lema 3.4 O conjunto L # @ se ¢ somente se eziste E € R~ tal que

(a) mnk( [ gg, ]) e
fat i Cg 0 s E .
b} C(E)2C N {w : [ . z]”[s] =040
Por outro lado, ¢ conjunto de todos os ganhos de realimentagdo de saide L € dado por

o= {wics ey we()_gj Cg(E)} (3.56)

Prova: Ver Teorema 2.9, capitulo 2. ]

Observe que a expressao (3.56), para o conjunto dos ganhos estabilizantes, ndo contém explici-
tamente as matrizes A e HBa, o que poderd ser muito til na teoria de controle robusto. Por outro
lado, como j4 foi dito, quando da demonstragdo do Teorema 2.9, ¢ que também reprisaremos aqui,
¢ que nem £, nem as condigdes necessarias e suficientes do Lema 3.4, lado direito de {3.56), exibem
as propriedades geométricas, como convexidade, que sfo importantes para propositos numéricos.
Contudo, para E fixado, C2(E) é um conjunto convexo em W, como pode ser facilmente verificado,

A principal quest3o a ser respondida agora é, como determinar a matriz K, tal que Co(E) £ 0.
No capitulo anterior fornecemos uma resposta parcial a esta questio, na medida em que o Corolario
2.3 fornece somente uma condigdo necessdria para que C3(E) seja ndo vazio. O préximo Teorema
d4 a resposta final a essa questdo, ao mesmo tempo em que introduz um esquema de decomposigao
para a determinacio, se existir, de um ganho estabilizante de realimentacac de saida.

Teorema 3.3 Defina ©,(Y) = A'Y + YA+ YBBY. Considerc o conjunto convezo
CE{y=Y">0 . 26,(Y)r<0, ¥oeN(C)} C(3.57)

Entio eziste E tal que Co(E) # 0 se e somente se enisie X € C, ¢ X7 € Cy. Caso afirmativo, a
matriz E pode ser escrita como E = .X“l}’g

Prova: Considere que existe E tal que Cp (E) # §. Neste caso, toda matriz W, particionada como
em (3.48), deve verificar a expressio

(A— BoWiWr Y Wy + Wa (A~ ByWaW ) + BiBL <0 (3.58)

e a matriz Wé’W;l pode ser fatorada como L%, para algum L € R™*", obtendo-se entdo

(A~ BoLC)) Wy + Wi (A — BoLCs) + BiBy <0 - (3.59)

N R £ et ot o SRR




3.7 O algoritmo min/max 58

Multiplicando a desigualdade anterior & esquerda por ' e & direita por ¢ € N (BY), temos

o [AW: + WiA + BBz <0 ' (3.60)

Das expressdes (3.51) e (3.60) concluimos que Wl € (. Multiplicando, agora, a mesma desigualdade
pela esquerda por J:’W{l e pela direita por W, Y, com & € N(C3), obtém-se

g (AW WAL W B BIW 2 <0 (3.61)

Das expressoes (3.57) e (3.61) concluimos que W,"7 € (,. Isso prova a necessidade. A suficiéncia
-segue do Teorema 3.1. De fato, sob as hipdtese dadas, existe L satisfazendo

(A= B:LC2) X + X (A— BoLCyY + BiB] €0 (3.62)

Com a prova da necessidade da parte (b) do Lema 3.4, ver Teorema 2.9, concluimos que para
E = XY, temos

X XCyL

W= L X LC.XCLL

} €0 (E) {3.63)
isso conclui a prova do Teorema. ' ]

Podemos tirar algumas conclusdes do Teorema 3.3 acima. A primeira é relativa ao fato que a
condig¢io necessdria e suficlente para existir F, tal que Co(E) £ 0, pode ser reescrita em termos da
existéncia de matrizes X e Y satisfazendo

X€el, YeleX=Y"" (3.64)

Visto que ambos os conjuntos em {3.64) sio convexos, todas relacdes ndo convexas foram isoladas
na equagio nao linear X = ¥ ~!. Um algoritmo para determinar o par (X,Y) satisfazendo (3.64)
¢ dado em segnida. Por outro lado, considerando que {3.64) tenha side resolvida, o Teorema 3.3
fornece E = X~1Y,, tal que Co (E) # 0. Entao podemos calcular uma possivel solucéo para (P),
da expressao

p=min{Tr (RW) : We G (£)} (3.65)

E interessante observar que no problema (3.65), a matriz X que define o bloco (1,1) de W é fixada
durante o processo de otimizac¢io. E claro, sob as condigbes do Teorema 3.3, o problema convexo
acima ¢ sempre factivel. Como ja foi dito anteriomente, a fung¢io objetivo do problema (3.65) é
um limite superior para a norma M3 da fungio de transferéncia, em malha fechada, da perturbacéo
w para a saida controlada 2. Uma vez obtida W, o ganho estabilizante de realimentacdo de saida

L € £ é dado por (3.56).

3.7 O algoritmo min/maz

Nesta secio introduzimos um procedimento numérico para calcular, se existir, um par de matrizes
sirnétricas, definidas positivas (X, Y), tal que

XeC, , YEC ¢ X=V~! 3.66
Y
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onde Cy e Cy sdo conjuntos convexos, definidos em (3.51) e (3.57). respectivamente. Este procedi-
mento numérico tem a vantagem de termos que manipular em cada iteragio, somente problemas
convexos. Na literatura nao existe até o momento um método que permita solucionar {3.66), sendo,
portanto, o aqul apresentado uma contribuicio deste trabalho ([16, 17]). Comeo podemnos facilmente
observar, os conjuntos Cy, ¢ Cy nao sao fechados, por este motivo, vamos substitui-os por

Cu

e

(X=X 2o.X)r<-c Ve € N(BY)} (3.67)

&2 {Y=Y " 20,(Y)r<—¢ vac N(C)} (3.68)

onde € > { é um parémetro fixado a ser definido posteriormente. Note que ambos os conjuntos
sac convexos, fechados e ndo incluem a restrigdo de positividade sobre as matrizes X ¢ Y. Por
outro lado, quando ¢ tende a zero, entdo int C,, bem como int C,, se aproximam de Cy e Cy,
respectivamente. Neste ponto nés necessitamos dos segumtes resultados preliminares.

Lema 3.5 ParaV e > 0, entio X € Cy, implica pX € int C,, se.mpre gue p > 1.

Prova: £ uma consequéncia imediata da expressfo (3.67), isto
2'0u(pX)z = 2'[ApX + pXA'+ BB«

= pr'[AX + XAz +2'B, Bz

= pr'[AX + XA"+ BiB{]a+ (1 — p)2'B, Bz (3.69)
< —pet{l— ’Blsz
< —pe

Como a desigualdade acima é valida V2 € A(BY), o Lema proposto estd demonstrado. £

Lema 3.6 Considere Y wma metriz simélrica qualquer tal que

min{;iggmg? : ::EN(C'g)} > 4 > 0 (3.70)

e0<pyn <p<l entdgoY ¢ (_?y wmplice pY € int éy sempre que 0 < € < Yy o

Prova: Segue do fato de que para ¥ 2 € A(Cy), temos
2'0y(pY)e = pr'8y(Y)z+plp - De'Y B BY 2
S —et (o= D{pIBY2|? - ¢}
(3.71)
< —e+{p— U {pmrm — €}

< €
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onde a terceira igualdade ¢ uma consequéncia de (3.70). Isso prova o Lema proposto. 0

A respeito dos resultados dos Lemas anteriores podemos fazer alguns comentdrios que serao
importantes mats i frente. A existéncia de 7, > 0 pode ser facilmenie verificada no caso em
que rank(B;) = n e ¥ é simétrica e limitada inferiormente por uma matriz estritamente definida
positiva. Como consequéncia, sob esta hipdtese, é sempre possivel escolher ¢ > 0, suficientemente
pequeno, tal que ambos os Lemas 3.5 e 3.6 resultem, simultaneamente, verdadeiros.

Estamos agora em condigbes de colocar o algoritmo na seguinte forma.

Xe = agminfa:Xel. 1< Y 7X% < oI}
(3.72)
Yip1 = arg max{;azy €l , A1 < XI*y x}? < I}
onde £ = 0, 1, --- ¢ o indice de iteracio e é inicializado com k = 0 e Yy € éy. Note que,

com esta inicializacdo e sob as hipdteses do Lema 3.6, ambos os problemas min-e maz, definidos
acima, sdo sempre factiveis para toda iteragio &k > 0. Por outro lado, a sequéncia (X,Y), gerada
é, seguramente, composta somente de matrizes simétricas definidas positivas devido a restrigio
adicional introduzida em (3.72). Além disso, podemos adotar uma inicializagdo genérica Yo ¢ Cy.
Neste caso, a sequéncia acima ainda € gerada, contudo as propriedades de convergéncia do algoritmo,
introduzidas no Teorema 3.4, enunciado mais a frente, sfio validas somente para k > 1.

Lema 3.7 Supenha 0 < f < 1, Y € int Cy ¢ {B,Y) sejam factiveis para o problema de mazimi-
zagdo. Na sua solugdo dtima lemos 7 > 3.

Prova: E suficiente mostrar que existe € > J e AZ > ( tais que (F+€Af, Y+ €AY} sejam factiveis
para o problema de maximizacao, para algum AY. Visto que ¥ € int C,, entdo isso é possivel
somente se

(X71-Y)z = 0 = 2'A¥Yz < 0
(3.73)
(BX"1-Y)z = 0 = 2'AYz > 0

e como pode ser facilmente verificado, uma possivel solugdo para as designaldades acima, com
respeito a AY é }

AY =yX~ 1 -¥, f<vy<l (3.74)
Consequentemente, 7 2> 5+ ¢AB3 > 73, e a prova esta concluida. o

Baseado na demonstracio do Lema 3.7, € facil verificar que um resultado similar é também
verdadeiro para o problema de minimizacio. Realmente, para o > 1 e X € int Gy, se o par (a, X)
¢ factivel para o problema de minimizacdo, entfo, na sua solugio dtima, temos necessariamente
o < «. Essas propriedades sfo importantes para a obtengio do seguinte resultado.

Teorema 3.4 Considere que para ¢ > 0, suficientemente pequeno, o algoritmo min/max gera as
sequéncias {o, X}, e (B, Y)k_u, k=01, -, tais que os Lemas 3.5 ¢ 3.6 sejam verdadeiros, entdo

fa) 1 € ajy < ap e Frar < Brga < 1.
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(b) Xk+1 ZXA- >0 e 0 < Yk+1 < Yi.

Prova: Da defini¢io dos problemas de min e de maz, é dbvio que oy > 1 e £ < 1. Por ou-
tro lado, tendo em mente que para matrizes simétricas e definidas positivas, Sp(Y /2XY1/?) =
Sp(X /2y X1/2) a restricio do problema de minimizacio, calculado em X = X}, é equivalente a

1 172 (YEY y1/2 < -
o7 < X (&k) X <1 (3.75)

Para ap > 1eY, € @y, o Lema 3.7 implica que ¥ = alek & int (_fy e, consequeniemente, para
B = a;', o par {8,Y) é factivel para o problema de maximizacdo. Fazendo uso do Lema 3.7
concluimos que a solugo dtima do problema de maximizacao satisfaz

Br41 > op! (3.76)

Usando o mesmo raciocinio, a restricie do problema de maximizacio, caleulada em Y = Yiyy pode
ser fatorada como '

a2 Xk oy Liye ‘.“.; oy
I Yen (ﬂk+1} Yiil £ Pl {(3.79)

uma vez que Siy; < 1e Xp € £y produz X = 5;:_&3}(& € int (... Desse fato, {ov. X} & factivel para
o problema de minimizacdo com o = ,8;_&1. Na sua solugio &tima, temos entdo

ey < By (3.78)

Finalmente, usando {3.76) para a préxima itera¢ao e, levando-se em conta (3.78), obtemos

Bty < @rs1 < fil < w (3.79)

completando a prova da parte (a). A parte {b) segue imediatamente das restricdes do problema
min/maz calculado e suas solugdes Stimas, respectivamente. Fazendo isso, obtemos

i < Y € X7 S YR (3.80)

o gue prova o Teocrema proposto. ]

Agora estamos prontos a usar esse resultado, para provar a convergéncia global do algoritmo
min/maz fazendo uso do Teorema da Convergéncia Global, (ver [46]). Com este objetivo, para o
algoritmo (3.72), definimos seu conjunto solugdo T' como sendo o conjunto de todos os pares de
matrizes (X,Y) tais que X € Cy, Y € €, ¢ X = Y~!. Claramente, o conjunto solucao I' pode
também ser caracterizado pelos pardmetreos o e § em (3.72), visto que

(X, Y)eTlTe=ra=F=1 (3.81)

Por outro lado, o algoritmo {3.72) pode ser visto como um mapeamento, que é fechado no exterior
de I', pois ambos os problemas min e mar sdo convexos, com regides factiveis fechadas nio vazias
e suas restrigdes sdo continuas com relagdo & matriz momentaneamente fixada em cada iteracao.
E importante observar que, geralmente, os problemas de min e maz tém solugdes Stimas tinicas,
implicando que o algoritmo pode ser interpretado como um mapeamento continuo ponto-a-ponto,

(ver [46]).
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Teorema 3.5 O algoridmo min/mazr tem as propriedades:

(a) Suponha que as sequéncias (o, X), e (8,Y),,, estejam contidas num conjunio compacto,
entdo, lodo ponto limite da sequéncia (X,Y), converge para T se e somente se T # .

(b) Sel =@, entdo a sequéncia Xy € ilimitada superiomente.

Prova: A parte (a) segue, imediatamente, de (3.81) e da escotha da fungio continua (X, Y) = a—43,
como uma fungao de descida. Do Teorema 3.4, ¢{ ) é estritamente decrescente externamente a T e
¢ zero em todo ponto interior a I'. A prova da parte {b) é por contradigac. De nove, do Teorema
3.4, as sequéncias a; e Fr4 estio contidas nos seguintes conjuntos compactos

ap € [1, asl e Bar €[5, 1 (3.82)

onde ap < oo e F; > 0, devido ao fate que os problemas min e mar sao factivels. Por outro lado,
se considerarmos que a sequéncia X3 é limitada inferiormente, existe umna matriz definida positiva
com porma finita tal que Xp < X, entfo, de {3.80), resulta que

P Vi Y% (3.83)

Neste caso, as sequéncias (@, X}, e (8, Y),,, estio contidas num conjunto compacto e, consequen-
temente, da parte {a}. elas convergiriam para um mesmo elemento de T', 0 que é am absurdo. Isso
prova o Teorema 3.5. O

E interessante observar os seguintes pontos. Primeiro, a limitagio da sequéncia X; implica nas
limitagdes das sequéncias (a,X), e (8,Y )., Por outro lado, de (3.80), também sabemos que
Yias < Xgl, levando-nos a concluir que se a sequéncia Xy nio for limitada superiormente, entfio a
sequéncia Yi41 ndo é limitada inferiormente por uma matriz estritamente definida positiva. Isto &,
ndo existe uma matriz Y., definida positiva, tal que Y ! tenha norma finita e

Yk-i-l 2 YGD; v k = (}: 1}' (384)

Segundo, existe um "gap” entre as partes (a) e (b) do Teorema 3.5. Realmente, pode ocorrer que
o algoritmo min/maz gere sequéncias ilimitadas, mesmo com I' # §. Este caso, pode ser facilmente
detectado pela simples verificagio de que (3.84) seja violada em uma iteracio genérica k > 0.

3.8 Implementacao e exemplos numeéricos

Primeiramente vamos nos preccupar com a determinagio do parametro ¢ > 0 necessirio para
gue os Lemas 3.5 ¢ 3.6 sejam satisfeitos ¢ para que se possa usar o algoritmo (3.72). Do Lema 3.6 e
Teorema 3.4, é claro que

P = a3t < By (3.85)

define um limite inferior da sequéncia {8}x41. Por outro lado, levando-se em conta que rank(B;) =
n, usando (3.70), temos

= 2B (Ye) (3.86)
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onde o, (-} denota o valor singular minimo de {-). A expressio anterior, juntamente com o Lema
3.8, leva-nos a determinacgio de ¢. Por exemplo, no caso em que B; = I, Yoo = le — 02 x I, entdo
€ = le'~ 05 é valido para todo ag € [1, 10]. Um outro parametro importante para ser determinado
é a matriz definida positiva inicial Y5 € C,. Um caminho simples para determina-la, é resolver o
problema de programacio convexa

Yo = arg max {,B c Y EeC, fI<Y < I} {3.87)

gue nada mais é do que o problema de maximizagao para X = 1. FEssa escolha, obviamente,
corresponde a dar mais uma iteracdo no algoritmo min/maz.

Para ilustrar os resultados teéricos obtidos, resolveremos os seguintes exemplos numéricos. O
primeiro ¢ um problema classico proposto em [45]. Os dados usados sao

0 1 0 10 0
Aﬁ[_}_ 0:!JBQZCé:[l:l)Bl:IQKQ:Cii[O D};Dlz{l:l (388)

Para este problema é 6bvic que existe um ganho estabilizante de realimentagio de saida. O algoritmo
min/maz converge em uma iteragio, ohtendo-se

wg = 1.1059, £ = 1.0000 {(3.89)

k’xY”l e

1.9180 —0.5000} = [ 4}.9318] (3.90)

-0.5000  1.283b —(1.3630

Para confirmar que Co(E) # 9, resolvemos o problema (3.65), obtendo-se L = 0.7791, como sendo
o ganho estabilizante de realimentagio de safda assoctado, com o custo subétimo u = 2.4522. Para
se ter uma ldéia da qualidade da solu¢io subdtima obtida, vamos compard-la com ¢ ganho étimo
obtido em [45], Licvin. = 0.8165 que corresponde a fieyin, = 2.4495. Conclui-se, portanto, que o
grau de subotimalidade em relagiio & solugfo Stima é desprezivel.

O segundo exemplo, tirado da literatura [36], consiste no controle de voo de um helicéptero
VTOL. A eguagao dinamica linearizada é dada por (3.3) com

—0.0366 0.0271 0.0188 —0.4555 04422 0.1761
| 0.0482 —~1.010 00024 —4.0208 | 3.5446 —7.5092
A= 01002 03681 —o0707 14200 | * P2=| sse 4.49 (3.91)
0 0 1 0 0 0
e
0
1 x(t
Ch=1{ g | Bi=01xTi, z(f):[ugi” (3.92)
0

Primeiro, o algoritmo min/maz foi usado para gerar a matriz £. Com a inicializacio em X; =
144, as seguintes sequéncias convergentes foram geradas

{=}.,
{#}.,

1l

{ 1.9914, 1.4576, 1.0369, 1.0018}
(3.93)

1t

{ 0.6478, 0.8804, 0.9845, 0.9996}
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Figura 3.3: Sistema em malha fechada

fornecendo a solugio de equilibria do algoritmo min/maz, como sendo

3.9804 —0.0007  1.2285 —0.1879
—-0.6007  3.0756 -0.4763 -—1.0530
1.2285 —0.4763  3.5442 ~-0.0033
—0.1879 —1.0630 —0.0063  2.5257

X=yl= (3.94)

A solucio acima permite determinar E = XY,

0.6322  0.7748 0.0002
| —0.0702  0.0577 0.3309
E=1 _o7502 06194 01378 (3.95)

0.1380 -0.1130 0.9303

tal que C(E) # §, o que é equivalente a dizer que T # §. Resolvendo o problema convexo (3.65),
obtemos o ganho de realimenta¢io de saida

[ o04385]
L= [ ~2.0334 ] | (3.96)

que atribui ao sistema em malha fechada um comportamento subdtimo, com custo em norma M, da
funcio de transferéncia em malha fechada, ¢ = 1.2511. Para o ganho acima calculado, o sistema em
malha fechada ¢ assintoticamente estavel. A Figura 3.3 mostra sua resposta a um impulso unitério
aplicado no terceiro canal de perturbacio '

3.9 Conclusao

Este capitulo fol inteiramente dedicado & analise e solugfo do problema de estabilizacio de sis-
temas lineares continuos via realimentagio de saida. O enfoque adotado é marcadamente diferente
daquele discutido no capitulo 2. Primeiramente, identificamos duas classes de controladores que
tiveram tratamento diversos. A primeira, caracterizada pelos chamados coniroladores dindmicos
de ordem reuzida, pode ser completamente estudada a partir da definigdo de um ganho estético
de realimentacio. A segunda é composta pelos controladores definidos a partir de observadores de
estado. Embora mals simples que a primeira, no que diz respeito 4 determinacio dos pardmetros
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do projeto, a segunda classe também apresenta limita¢des na medida em que é necessario o co-
nhecimento exato de todos os parametros que definem o sisterna em malha aberta. Assim sendo,
voltamos nossa atengao, principalmente, para o projeto de controladores estabilizantes pertencentes
4 primeira classe.

Os resultados obtidos s3o inéditos no sentide de que, pela primeira ver, a existéncia de solugéo
para o problema de estabilizagioe, via realimentacio de saida foi completamente solucionada a partir
de condicdes necessdrias e suficientes de otimalidade. Para resolvé-las numericamente, introduzimos
um procedimento computacional chamado elgorilme min/maz. FEstabelecemos condigdes sob as
quais sua convergéncia é global. Este algoritmo tem dois aspectos importantes, dignos de serem
ressaltados. Primeiro, em cada iteragido somente problemas convexos sio resolvidos. Segundo,
sclugbes subdtimas para o problema de controle em norma Hs sio também fornecidas. Mediante
alguns exemplos numéricos verificamos o bom desempenho do sistermna em malha fechada.

Resta, finalmente, salientar que estes resultados tedricos foram obtidos a partir da generalizagio
do conhecido Lema de Farkas, que serd de especial utilidade no préximo capitulo, guande nio
somente a estabilizacdo, mas também a otimalidade de problemas via realimentagio de saida seriio
abordados.



Capitulo 4

Otimizacao via realimentacao de
saida usando desigualdades
matriciais lineares

4.1 Introducgao

Neste capitulo estudamos, dentro do mesmo contexto do capitulo anterior, problemas de otinsi-
zacio via realimentacgio de saida de sistemas dindmicos lineares em tempo continuo. Ao contririo
do estudo anterior, onde somente estdvamos interessados em garantir a estabilidade assintética do
sistema em malha fechada, agora nosso chjetivo é resolver problemas envolvendo otimizacio em
normas He e Heo! :

O objetivo central ¢ mostrar que o Lema de Farkas (Generalizade pode ser usado para induzir
uma decomposigdo dos problemas em estudo. De certa forma, esta decomposi¢io lembra aquela do
algoritmo de Benders generalizado que, como ja € bastante sabide, € urna técnica poderosa para a
solucio de problemas de otimizac¢io via decomposigio.

Naturalmente, faremos uso em diversas etapas deste capitulo do conceito de projegdo [21]. Para
ser rnais explicito, podemos afirmar que problemas de controle étime envolvendo normas Hs e Moo,
podem ser definidos na forma

min {f(P) : V(P,L) <0} (4.1)

onde F é uma matriz simétria e definida positiva, I € o ganho de realimentagio de saida, V{P, L)
é uma fun¢iio matricial que, ao ser satisfeita, garante também a estabilidade assintética do sistema
em malha fechada e f{P) é uma fungio linear de P.

Relembrande os resultados do capitulo anterior e, aplicando em (4.1) o conceito de projecdo,
podemos afirmar que aquele problema é equivalente a :

min{f(P) : PP} (4.2)
onde P ¢é definido por

F= {P : 3L tal que V(P,L) < 0} (4.3}

66
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A observacao fundamental é que, no caso dos problemas que estamos interessados em resol-
ver, o conjunto P pode ser obtide independentemente de I.. De fato, usando o Lema de Farkas
Generalizado, o conjunto P € dado explicitamente por

‘Pm{P : PeczeP“ieCr} (4.4)

onde C, e Cp sio conjuntos convexos. Infelizmente, é imediate verificar que o conjunto P nao é
convexo, entretanto, sua estrutura nos permitira fornecer uma sohicdo aproximada para o problema
(4.2).

E também impertante notar que, tendo sido obtida a matriz P, o ganho de realimentacio étimo
L é obtido por um procedimento de pds-otimizag¢io que consiste em resolver a desigualde V(P, L) < 0
em relagio a L, para P dado. Até o presente momentio poucos trabalhos da literatura adotam este
tipo de enfoque para os problemas de controle 6timo via realimentagio de saida. Esforcos nesta
mesma diregao foram dados em [16, 17, 18, 33, 34], embora nephum deles tenha tratado o presente
caso, envolvendo a questio de otimalidade em relagio a P.

Os resultados apresentados neste capitulo, est3o também disponiveis, embora de maneira sucinta
em [18]. Vamos nos restringir ao estudo de controladores esidticos na medida em que esta classe
representa a estrutura mais geral. De fato, como visto no capitulo anterior, controladores dindmicos
de ordern arbitraria podem ser, assim, tratados & partir da definigac adequada do vetor de estado.

Na préxima secdo definiremos o sistemna linear em estudo, bem como os indices de desempenho
adotados. Nesta mesmase¢fo provaremos a férmula complementar de Schur. Em seguida, o Lema de
Farkas Generalizado serd aplicado, de tal forma a obter-se uma representagao explicita do conjunto
P. :

Na seqao 4 propomoes um método numérico para a determinagio da matriz 6tima P € 7. O
método proposto baseia-se em um estudo profundo sobre as caracteristicas geométricas de P, de
tal forma a obtermos um conjunto convexo Py C P. Isto permitira a determinacao de uma solucdo
6tima aproximada a partir de técnicas de programacgdo convexa.

A ltima secdo contém uma descricio do algoritmo e a solugiio numeérica de alguns exemplos
como forma de ilustrar os resultados tedricos obtidos.

4.2 Definicao do problema

Seja o sistema linear, invariante no tempo, descrito pela equagio de espago de estado.

(1) = Az{t)+ Biw(t) + Bau(t)

u{t) = —Ly(t) '
W) = Chz(t) (4.5)
Z(f) = C}C‘L‘(i) + Diu(t)

onde z(-) € " ¢é o vetor de estado, u(-) € R™ & o vetor de controle, w(-) € R' é o vetor de
perturbagio, ¥(-) € ®" é o vetor de salda e z(-) € R? é o vetor de saida controlada. Todas
as matrizes sao consideradas de dimensdes apropriadas e conhecidas. Consideramos também i)
CiDy = 0e DDy > 0, 1) rank(Co) = r, rank(B2) = m e rank(B;) = n. A primeira hipdtese
é usual, significando que nfo existe ponderagéo cruzada entre o estado e o controle e, a matriz
ponderagdo de controle é nfo singular. E claro que 1) nio implica em perda de generalidade. A
segunda hipétese requer dimensGes minimas para os vetores de saida, controle e de perturbacio e
impde que as perturbagdes atuem em todo o espago de estado.
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Considerando £ como sendo o conjunto dos ganhos de realimentacao de saida que garantem
a estabilidade assintética do sisterna em malha fechada, para L € £, a norma H, da fun¢ao de
transferéncia da perturbagio w para a saida controlada z, é dada por (veja Lema 2.1)

1H.u e = Tx (B PB;) (4.6)
onde P > 0 é o Gramianc de ohservabilidade do sisterna em malha fechada, solugio da equagio
matricial linear

AP+ PAL+ Cé;CC; = 0 (4.7)

onde A = A— By LCy e Oy = Oy — )7 LCs. Por outro lado, considerande novamente L. & £ e
v > {} dado ¢ usando ¢ resuitado do Teorema 2.1, entdo, para P > 0. satisfazendo

WP+ PAG+ YT PPBIBI P+ CLCy =0 (4.8)

temnos [|[Hull2, <77 e

Tr(B{PB)) = 'I‘r{BQ / eA;’t(C;;Ccz+7'*2PBlB’iP)EAC”dtBl}
0
> Tr{

oo
B; / fﬂaic“éfc‘dﬁﬂdZ(MB;} (49}
Jo 7

> [Ha ]

Esta desigualdade permite concluir que, se P satisfaz a equagao (4.8}, entio a mesrna funcio linear
do lado direite de (4.6) é um limitante superior para a norma Hs da fungio de transferéncia de w
para z, ao mesmo tempo em gque é garantido que a norma H., da mesma funcio de transferéncia
seja limitada superiormente por 7, previamente fixado. Note que para 5 — 4o, a equagdo nio
linear (4.8) tende para a equagdo linear (4.7). Estamos agora em condigoes de definir os problemas
a serem resolvidos neste capitulo.

(P1) Problema em norma M, via realimentacac de saida: Determinar L € ™% ¢ P =
P’ > 0, solugdo 6tima de (4.1), onde

Py = Tx(BiPBy)
(4.10)
V(P,L) = ALP+PAg+CLCa

E claro que para Cy = I, este problema reduz-se ao problema lnear gquadrético classico. Para r < n,
nm problema similar foi analisado no capitulo anterior. Entretanto, é importante notar que as suas
incognitas estdo, agora, envolvidas em um processo de otimizagac,

(P2) Problema em norma mista H5/H,, via realimentagao de saida: Determinar I € R™*"
e P = P’ > 0, solugdo 6tima de (4.1}, onde

f(P) = Tr(B{PBi)
(4.11)
V(PL) = ALP+PAa+v"*PBB{P+CCy
Novamente, para Cy = I, este problema reduz-se ao problema cldssico de norma mista. O caso
geral, isto é, r < n nao foi tratade anterlormente, nem mesmo ne que diz respeito, somente, da
determinagio de uma solucio factivel.
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Todos os resultados tedricos a serem apresentados, em seguida, baseiam-se na chamada férmula
complementar de Schur [6]. Esta férmula traduz um resultado até certo ponto surpreendente, na
medida em que converte restrigdes ndo lineares sobre elementos de uma dada matriz em restrigdes
lineares envolvendo os mesmos elementos. Af originou-se um tema de pesquisa atual chamado LMI
- Lincar Matriz Inegualities. Para prové-la, considere uma matriz simétrica &, particionada em
quatro subblocos. com dimensdes apropriadas

P Py
[ (4.12)
@, Py |

entdo o seguinte Lerna, envolvendo as diversas submairizes acima, pode ser estabelecido.

Lema 4.1 As seguintes afirmacées sdo verdadeiras.

a) ®; >0 ¢ O3> PLO7 Dy se € somente se & >0 ¢ P > 0.
b) @3>0 ¢ @) > $,®; ', s ¢ somente se O3 >0 ¢ @ > 0.

Prova: Como sac similares, apresentaremos somente a prova da parte {a). Neste sentido, como
&, > 0, podemos definir a matriz nfo singular

o7 6
T= (4.13)

—0,870 T

gue permite estabelecer a igualdade
7! 0 N
T¢T = - = @7 (4.14)
0 @3- 9,970,

imphicando em que © > O se e somente se & > 0. Isto conchul a prova do Lema proposto. 0

Uma quantidade imensa de problemas na area de controle &timo envolve inequagbes matriciais
ndo lineares, que podem ser convertidas em inequacdes matriciais lineares, usando o resultado acima.
Por exemplo, considere a inequagdo nao hnear em relacio as varidveis P e L

"P4 PAag+~"iPBIBIP 4 CLCL <0 (4.15)

Primeiramente, com ®3 = y?I> 0, &3 = PB; e & = —A P ~ PAg — C,C,, usando o resultado
do Lema 4.1, verificamos que (4.15) é equivalente a

AP+ PALG+CLCy —FPB
P = <0 (4.16)
—-BiP 2]
onde agora esta matriz aumentada depende linearmente da matriz P. Por outro lado, adotando
@3=1>0 % =C,ed = AP~ PAy— v 2PBB{P, o Lema 4.1 implica que (4.15) é
também equivalente a .

ALP+ PAq+71"2PBBIP —C),
P = <o (4.17)
el -1
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que por sua vez é linear em relagio ac ganho de realimentagio de saida L, pois A, e Cy; dependem
linearmente de L. Podemos finalmente concluir, observando que a formula complementar de Schur
aplicada adequadamente, converte inequac¢des matriclais ndo lineares, para inequagdes matriciais
lineares. Fica claro, entretanto, que o prego a ser pago para obter-se a forma linear é o aumento da
dimensdc da matriz a ser manipulada. De fato, (4.15) tem dimensio n x n, enquanto & em (4.16)
e (4.17) tém, respectivamente, dimenstes 2n x 2n e {n 4+ g) x (n + ¢). Na préxima se¢io usaremos
este resultado, em conjunio comm o Lema de Farkas Generalizado, de maneira intensiva. Serd entio
possivel descrever o conjunto P explicitamente.

4.3 Decomposigao

Nosso objetivo nesta segao é decompor os problemas (P1) e (P2), anteriormente formulados,
em relagio &s matrizes P e L. Primeiramente, é importante notar que as fungdes objetivos de ambos
os problemas sdo 1dénticas e 86 dependem da matriz P. Assim sendo, caracterizar suas solucdes
dtimas em relagio a P 4 determinagfo explicita do conjunto P, composto por todas as matrizes P,
definidas positivas, tais que V{P, L) < 0, para alguma I € R7*"_ Vale a pena enfatizar mais uma
vez que a delerminagao de L, dada P, é um problema trivial.

4.3.1 Decomposicio do problema em norma H,

O problema (P1) de controle étimo, em norma Hs, pode ser reescrito na forma

min {Tx(B{PB) : V(P L)< o} (4.18)
L.pP>0

onde sua restricao matricial, explicitada em termos de todas as incognitas e, levando-se em conta

gue as matrizes C7 e [ sdo ortogonais, é dada por

(A~ ByLC3Y P + P(A — ByLCy) + CiCy + CLL' DD, LC, < 0 (4.19)

Adotando ®3 = I, a parte (b) do Lema 4.1 indica que a desigualdade acima é, exatamente, equiva-
iente & designaldade

(A~ ByLCyY' P+ P(A— ByLCy)+ CLCy ~CLL' D,

<0 (4.20)
— D1 Ly ~¥
Como (4.20) é linear em L, ela pode ser fatorada por
AP+PA+CICy O PB; ' C;
- LI C: 0]- L'[ ByP D{ <06 (421
0 -1 Dy 0

Retomando os resultados do capitulo 3 referentes ao Lema de Farkas Generalizado, verifica-se que
a desigualdade acima estd escrita na forma exata requerida para a sua aplicacdo. Considerando
z € R" e z € RY vetores arbitrarios ¢ assumindo regularidade, duas condi¢des devem ser impostas,
para garantir a existéncia de solugio em relaciio a L € R™*". A primeira condigio é

z AP+PA+CIC; O x
[ C2 0] =0=]2 | <0 (4.22)
z 0 -I z
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Esta condi¢@o é sempre satisfeita, visto que P € C;, sendo €, um conjunto convexo, definido por

CE{X=X'>0 : 20,(XN)r <0, Vae N’(Cg)} (4.23)

onde ©, (X) = A’X + XA+ C]C;. Observe que esta fungio ¢ linear em relagio a X. A prova de que
este conjunto é convexo é, portanto, imediata. Por outro lado, este conjunto tem a mesma estrutura
que o conjunto {y, introduzido no capitulo 3, por este motivo, apresenta as mesmas propriedades
que serdo discutidas com detalbes ainda nesta segdo. A segunda condicio pode ser escrita na forma

z AP+ PA+CIC; 0 x
L ByP D] =0==[z 2] <0 (4.24)
z V] -1 z

que ¢é sempre satisfeita, desde que, para todos os vetores z € " e = € R4 tais que

x
[ By D] =0 (4.25)
z
tivermos
2 (AP 4+ PIA + PTICICP e~ 22 <0 {4.26)
Entretanto, como o rank da matriz D; é completo, para todo z € ®”, a equagdo {4.25) € satisfeita
escolhendo-se z = — D1 (D] D;)~' B4z, Levando este valor & inequacdo acima, e definindo a funcao

0:(Y) = AY + YA + YC[C1Y — By(D|Dy)"' B}, podemos afirmar que (4.24) é satisfeita, desde
que P~ € C,, onde

¢, 2 {y =Y'>0: 20:(Y)r <0, Vo e R (4.27)

O seguinte Teorema pode ser estabelecido.

Teorema 4.1 Considere ¢ conjunto P de matrizes simétricas definidas positivas dado em {4.4), on-
de C; ¢ C; sdo conjuntos converos definidos através das expressoes ({.28) e (4.27), respectivamente.
A solugdo étima global do problema (P1) pode ser obtida a partir da sequinte decomposicdo.

P, = arg min{’I‘r(B{PBl) . Pep)
(4.28)
Le{l:we, )< o}

Prova: Decorre das manipulacdes feitas anteriormente, indicando que PeC, e Pl g, é uma
condi¢do necessdria ¢ suficiente para que exista L € R™*" tal que V(P,L) < 0. Por outro lado, a
fungdo objetivo do problema (P1) ndo depende de L. Isto prova o Teorema proposto. (]

A primeira consequéncia imediata, e interessante, do Teorema 4.1 diz respeito ao casoc em que
Cy = 1, isto ¢, quando estamos interessados em resolver o problema em norma Mz via realimentagao
de estado. Neste caso, A(C2) = @ e, consequentemente, C, ¢ o conjunto de todas as matrizes
stmétricas definidas positivas. O problema (4.28) pode, entdo, ser reescrito na forma
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P.=arg min {Te(B,PBy) : P eC} (4.29)
que, com a mudanca de variaveis P = Y~ fornece P, = Y71, onde
Y. = arg min{Tr (BjY'B) : YeC.} (4.30)

Entretanto, no problema acima, tante a fungio objetivo, como ¢ conjunto C, sio convexos em
relagdo & variavel ¥ € £7*". O problema (P1) foi, entdo, convertido em um problema convexo. A
decomposigao proposta é completa, na medida em que a sohuglio 6tima do problema (4.30) é dada
por Y, = P71 sendo P. solugio da equagdo de Riceati

A'P, + PLA— P Bo(D\ D)y By, +CjC1 = 0 (4.31)

e 56, entdo, o ganho étimo L. = (D{D;) 1 B} P, é calculado e, evidentemente, satisfaz V{F,, L.) = 0.

No caso em que sd a saida y(t) é disponivel para a realimentacdo, o problema {4.28} é muito
mais dificil de ser resolvido do ponto de vista numérico. De fato, as suas restri¢des dependem, con-
juntamente, das matrizes P ¢ P, 0 que o torna um problema altamente nio convexo. Voltaremos
ao estudo deste aspecto em seguida. No momento, é importante caracterizar a seguinte propriedade
geométrica do conjunto P.

Lema 4.2 O conjunto P € um cone restrito !,

Prova: Devemos provar que se P € P entido pP € P para todo p > 1. Inicialmente, considerando
P € C,, entdo para V z € N{C;), temos

2’0, (pPle = ' [A'(pP)+{(pP}A+ CiCilx
= p&'@,(Plz — (p— V||Cizll? (4.32)
< 0
consequentemente, pP € C,. Tomando agora P~! € C_, entdo, para ¥V z € ", temos
2O PNz = 2 [A(pP) 1 4 (pP) P A 4 (pP)TICLC(pP) =
- Bz(DaDl}_lBé] z
= p 'O (P V)~ (4.33)
— (1= p" ) iC: (VBP)™ ' =+ Dy(D} D1)™* Byz|f?
<0

Note que as desigualdades acima sfo verdadeiras para p > 1. Com p < I ambas podem nio ser
verificadas. Isto conclui a prova do Lema proposto. ]

!Esta nomenclatura ndo é encontrada na literatura. P seria um conese PEP — pP € P, ¥p > 0.
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Demonstramos, portanto, que o problema (P1) tem solugio se e somente se P # @. Assim
sendo, o Lema 4.2 implica que P nfo € um conjunto limitado. Este fato nao é importante no que
diz respeito & caracterizagio da solugdo Stima do problema (4.28). Porém, serd extremamente ttil
para obtermos uma solugao sub étima do mesmo problema por meio de métodos de programagio

convexa.

4.3.2 Decomposicao do problema em norma H,,

Como definido anteriormente, o problema (P2) de controle 6timao, em norma Hy/Hes, de-
pende de um nivel de atenuagio > 0, previamente fixado, podendo ser reescrito na forma

min, {Tx(B;PBY) : V(RL)SO} (4.34)

onde, agora, a restri¢io matricial, levando em conta que as matrizes C; e D; sio ortogonals, é

(A~ ByLCy)'P + P(A— ByLCo) + 7 2PByBiP + CiCy + C3L' D\ D1 LC; < 0 (4.35)

(O estudo de existencia de solugfo desta desigualdade, em relagio ao ganho de realimentacgéo de
saida L € R™*" segue os mesmos passos dados no casc anterior. Esta obsgervac¢io decorre do fato
de que, aoc compararmos as inequag¢des (4.19) e (4.35), verificamos que a tnica diferenga entre elas
é um termo quadratico em P, independente de L. Ademais, guando v — +00, este mesmo termo
tende a zero e as duas inequagdes coincidern. Adotando @3 = 1, a aplicacdo do Lema 4.1 fornece
duas condi¢bes que garantem & existéncia de solugio de {4.35) em relagio a L &€ R™*7. A primeira
delas é :

AP+ PA+~y " PBBIP+CiC; 0 x

[ zh ] <0 (4.36)
L] -1 z

para todos vetores € ™ ¢ z € RY, tais que

[ C. 0] =0 ' (4.37)

Esta condicao é sempre satisfeita se P € C., onde C, é definido em {(4.23), porém, com €,({X)
redefinida por

0AX) = A'X + XA+~v"2XB B X + C|Cy (4.38)

E importante observar uma diferenga marcante entre os conjuntos C,, correspondentes aos problemas
(P1) e (P2}, respectivamente. Enguanto no primeiro problema, aguele conjunto € definido por
restrigdes lineares, no segundo problema ele ¢ definido a partir de restrigdes nao lineares quadraticas.
E facll mostrar que ambos sao conjuntos convexos. A segunda condi¢do pode ser expressa por

A'P+ PA4++y"?PB;B{P+CiC; O z
[z 2] <0 (4.39)
g . | z

para todos vetores © € ™ e 2z € N7, tais que
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[ B4 D) ] =0 (4.40)
F4

Tendo em mente que a matriz I tem rank completo, a equagio (4.40} pode ser resolvida em
relacio a z € R, Novamente, com procedimento andlogo ao casc anterior, concluimos que (4.39) é
sempre satisfeita se P~! € C;, onde C, é definido em (4.27), porém, com a fun¢do matricial @, (Y)
assumindo a forma '

G.(Y) = AY + YA 4 YC{CiY — By(D{Dy) By + v *B1 By (4.41)

gue é similar aquela anteriormente obtida, tendo como diferenga somente um termo constante.
Assim, as mesmas propriedades geométricas se verificam em ambos os casos. Estes resultados
permitem provar o seguinte Teorema,

Teorema 4.2 Considere o conjunto P de matrizes simétricas definidas positivas dado em (4.4}, on-
de C, ¢ C. sdo conjunios converos definidos através das expressies ({.38) e (.41}, respectivamente.
A selugdo dtima global do problema (P1) pode ser obtida a partir da seguinte decomposigio.

P, = arg min{Tr(BiPBl) . Pe 'P}
(4.42)
L. € {L V(P L) < a}

Prova: Idéntica 4 prova do Teorema 4.1, sendo portanto omitida. ]

Novamente é importante observar o que ocorre no case Cz = I. Como anteriormente, C; torna-se
o conjunto de todas as mairizes simétricas definidas positivas. Consequenternente, com (4.42) temos

P, =arg min{Tr(BPB)) : P} eC.} (4.43)
que, com a mudanca de varidveis P = ¥ ~!, fornece sua solugdo étima como sendo P, = Y,7!, onde
Y. =arg min{Tx (BjY"'B)) : YeC} (4.44)

Ocorre que este é um problema convexo em relagfo a varidavel ¥ € R"*”. Como (P1), o problema
(P?2) foi também convertido num problema convexe e a decomposi¢io proposta no Teorema 4.2
permite calcular sua solugfo.étima em dois passos independentes. De fato, a solucho de (4.44) €
obtida por Y, = P71 sendo P, solugéio da equagdo de Riccati

=

A'P. + PAA+ " P B B{ P, — PuB2(D\ D) *BLP + CiC1 = 0 (4.45)

que é, exatamente, aquela dada no Teorema 2.3, garantindo que a norma Ho, da fung8o de trans-
feréncia, da perturbagfio para a saida controlada, seja limitada superiormente por 4 (veja também
o problema (2.91)). O ganho 6timo, que satisfaz V(Ps, L) = 0, é dado por L. = (D{ D) ' B} P,
minimizando a norma Ho da mesma fungdo de transferéncia, sujeita a restrigio anteriormente im-
posta.

Devemos uma vez mais ressaltar que, quando rank{Cy) < n, o problema a ser resolvido ndo
é convexo. Sua solugio numérica torna-se extremamente dificil, na medida em que, devido a néo
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linearidade da funcao ©,( ), o conjuntc das suas solugdes factiveis 7 nao é mais um cone restri-
to. Na secdo seguinte analisaremos a solugio numérica do problema {4.28), no que diz respeito &
determinagao de sua solugdo, via programagao convexa.

4.4 Andalise numeérica

Nesta se¢do vamos desenvolver um procedimenmto numérico para resolver um problema nao
convexo, que fornece uma solugdo para o problema (P1). E facil verificar, usando o resultado do
Teorema 4.1, em conjunto com a equagio {4.4), que o problema (4.28) é equivalente a

min {Tr (B{XB;) : X €P}
, (4.46)
P={X>0:XeC, Vel Y=x"}
Sabendo-se que €, e C, sio conjuntos convexos, a dificuldade central estd em manipularmos a res-

tricio ndo linear de igualdade Y = X~1. Antes de mais nada, necessitamos dos seguintes resultados.

Lema 4.3 Considere Yy = PG”1 > 0 tal que Yy € Cz. Define a matriz My € R**" ¢ o escalar
7y > 0, como sendo

My = (A+Y,CIC) zozh + zozh (A + Yo CICY)
(4.47)
Ty = :L'f) [YQC;C_‘[Y{) + Bz(D' Dl)_IBé} In

onde xq € R™ € um autovetor de norma unildria associado ao maior aulovalor de ©-(Y3). Entdo

coc{y>0: (Mo, ¥)<mo} (4.48)

Prova: Decorre do fato que a funcio

f(¥) = max {#'©. (V)2 : |lzl| = 1} (4.49)

€ convexa sobre o conjunto de todas as matrizes simétricas, definidas positivas, e que ¥ € €, <=
F{Y)} < 0. Como por hipdtese Yy € C.. ¢ C; é um conjunto convexo, entfo o corte linear

F(Yo) + <6’;(;5), Y - Yg> <0 (4.50)

define um subconjunto que contém C,. Apds manipulacdes algébricas longas, e extrernamente tedi-
osas, verificamos que

0f(¥0)
oy -
B (¥e) _ {4.51)
0
< ay ' Yn> —f(Yo) = m

consequentemente {4.48) se verifica, o que prova o Lema proposto. "
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Com a descri¢io do conjunto P, dada em (4.46), o Lema acima permite calcular um conjunto,

. - - . - » i -1
unicarnente expresso em termos da variavel desconhecida X, que o contém. De fato, se X5~ & Gy,
entio ‘

P o= czﬂ{x : X—lecr}
(4.52)
C C,,ﬂ{X>0 - (M, 'X"'i)garg}

Adicionalmente, s matriz M, tem uma estrutura pariicular gue permite explicitar, facilmente, seus
autovalores e autovetores. Este aspecto é detalbado no Lema seguinte.

Lema 4.4 Definindo o velor yo € R* como sendo yo = (A + YoC1C1)x0, a matriz My introduzida
em (4.47) € reeserita na forma Mo = yoxy + zoyh-
As seguintes afirmagdes sao verdadeiras.

(a) Dos n aulovalores de My, no mdrimo, dois deles sdo ndo nulos;

(b) O maier autovaler de My £ estritamente posilivo.

Prova: O item {a) decorre do fato de que para qualquer gue seja z € R™, ortogonal a zp e a w.
temos Mgz = 0. Consequentemente My temn n — 2 autovalores nulos. Se zg e yp forem colineares,
entdo My admite no méximo um autovalor diferente de zero. A prova do item (b} seréd feita por
absurdo. Considere que o maitor autovalor de Afy € n&o positive, implicando em que M; < 0. Com
Yo & C., mas estritamente definida positiva, temos

0 > Tl‘(flrﬁ'(gYa)

> 25 [(4 + YoCiC)Yo + Yol 4 + YoC[C1) 2 (4.53)

> J(¥o)+me
Entretanto, por defini¢io np € nfo negativo e, devido ao fato que, por hipdtese Yy ¢ €., entio

f(¥Yo) > 0, tornando a desigualdade acima impossivel de ocorrer. Isto prova o Lema proposto. O

Este Lema é importante na medida em que permite escrever a matriz simétrica My como

Mo = &op — nomp (4.54)

onde os autovalores maximo Ay e minimo Ay;:p, j4 estdo incorporados nos vetores £y e 15, respecti-
vamente, com os devidos sinais algébricos, isto é
_\if2 TM

I
fo=A o = A 4.55
0= o T M (4:55)

onde xpr € T, sdo, respectivamenie, os autovetores correspondentes aos autovalores maximos e
minimos.

Neste ponto resta calcular (Apyr, op) e (An, zm) em funcao dos vetores zy e yp que definem
a matriz My. Para este fim, o Lema anterior é essencial, pois permite concluir que z37 e z,, séo
combina¢des lineares de zp e yg, 1sto €, devem pertencer ac plano definido por estes dois vetores
(supondo que n3o sejam colineares). Impondo que a equagdo Moz = Az tenha solugdo para o
autovetor z = oy -+ fyo e, lembrando que o vetor 25 tem norma unitéria, obtemos
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(zo, yo} Ilyoil? o e
= A (4.56)

1 (zo, yo) i 3

que permite calcular os autovalores

A= {zo, wo) +ilwell, Am o= (2o, wo) — llwoll (4.57)

e os autovetores associados, como sendo

Tar = ”%HZO Uy, T = ”yDHI'D = Yo (458)

Levando estes resultados em (4.55), os vetores £y e 7y sio, imediatamente, determinados. Como
Veremos, a seguir, nosso interesse reside unicamente na parte semidefinida positiva de My, isto faz
com que 86 £y necessite ser explicitado. Todos os caleulos feitos, obtém-se

i 1 yo. LYo}
& = “ﬁ{iéyeli 2+ Wﬁ} ' (4.59)

Isto conclui & determinagio dos autovalores e autovetores da matriz M. Com base nestes resultados,
nosso objetivo, agora, é determinar uma aproximacio convexa para o cone nao convexo P. Neste
sentido, observe que para ¥V X > 0, temos

§EX"% > féx—lfomt%x_lﬁo

> Tr{ [¢oh — nomp X7} (4.60)

IV

(Mg, X1)

o que bermite concluir que o conjunto Py definido por

Po=C [ {X>0 : &X 76 < m) (4.61)

€ um cone restrito convexo. A prova deste fato ¢ simples e decorre da aplicacdo da férmula com-
plementar de Schur na restrigio de desigualdade que o define, isto é, £LX 1€ < mp é equivalente 2
restrigao matricial linear

X &
2 0= X > ;&) (4.62)

& o .

que, claramente, € convexa em relagio a variavel X. O objetivo de termos definido o conjunto Py é

gue (4.60) implica em

PgC:Czﬂ{X>{) . (Mo, X“l)gfr@} (4.63)

Tendo em vista (4.52) ¢ (4.63), verificamos que, aparentemente. nio existe nenhuma relagdo entre
P e Po. Esta conclusio felizmente nio é verdadeira, pois como j4 fol provado anteriormente, (veja
Lema 4.2), P ¢ um cone restrito. Usando esta propriedade, podemos estabelecer o seguinte resultado
fundamental.
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Teorema 4.3 Suponha que X;' € Cp € que np > 0, entdo existe Ag > 1, tal que
AP C Py (464)
Prova: O conjunto AP é formado por todas as matrizes X tais que X» = X, com X € P e

Ao > 1. Devemos, entdo, provar que para X € P, existe Ag > 1 tal que X, = Ao X € Pg. Supondo
que X € P, entdo, com {4.52), temos que

X € C.
(4.65)
EX e -mpX g € w
Por outro lado, lembrando que X > 0 e 7p > 0 e definindo Ay como sendo
mel
No= 14 Sy (4.66)
7y
concluimos que AgX € C,, pois X €C, e Ap > 1L Adicionalmente, temos também
. X
(eoth o)) = B
o
o X "o + o {4.67)
< i
< @

onde, na segunda desigualdade, utilizamos (4.65) e na ultima, utilizamos a defini¢io de Ay dada em
(4.66). Finalmente, a prova deste Teorema é estabecida pela definigao de Py dada em (4.61). O

Este Teorema permite algumas interpretagbes importantes. Em pﬁmeiro lugar, lembrando que
P é um cone restrito, o conjunio Py sempre serd constituido por matrizes X € 7 *™ que asseguram
a existéncia de um ganho estabilizante de realimentacio de saida. Este fato decorre, imediatamente,
da existéncia de Ag > 1, tal que AgP € Po. Entretanto, é também importante observar que Py
pode nado conter todas as solugbes factiveis presentes em P. Incluir, portanto, Py em gualguer
procedimento para a tentativa de resolver o problema ndo convexo {4.46), pode acarretar somente
a determinagio de solugbes sub Otimas. Devemos deixar mais uma vez claro gue a motivagdo deste
estudo € que Py é um conjunto convexo, e pode, portanto, ser manipulado com grande eficiéncia
numeérica.

Q Teorema anterior também permite desenvolvermos um algoritmo do tipo plano de corte para
resolver o problema (4.46). A idéia bdsica é a seguinte. Em qualquer solugdo X, o plano separador
que deveria ser calculado para separa-la de P, o gue é impossivel, pois P é ndo convexo, sera
calculado para separar X de Pg que € um subconjunto de AgP para algum dg > 1. Convém lembrar,
novamente, que este procedimento fornecerd geralmente solugoes sub 6timas para o problema (4.46}.

De maneira similar aquela introduzida no capitulo 3, os seguintes passos constituem o algoritmo
gue permite resolver o problema

min {Tr(BXB;) : X € P} (4.68)
adotando-se a aproximacgio j& discutida acima.

Passo 1: Faca o indice de iteragdo k = 0 e determine um conjunto poliedral Ay 2 C..
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Passo 2: Calcule pelo métoedo do simplex padréo a solugdo do problema de programaco linear
min { Tr (B{XBy) : X € i }

Considere que X; ¢ a solugio étima, defina ¥} = X *
Passo 3: Se X = X; € P, fim. Caso contrério, dois casos devem ser considerados:
(a) Se a restrigio mais violada estd em C,, determine um subespaco linear 8° 2 €, tal que
X & 8. Note que islo sempre é possivel, pois £, € um conjunto convexo.

(b) Se a restrigo mais violada é f(Y;) > 0, determine, (ver equagio (4.48)), o auiovetor
normalizado zg,

= (A+YCiC)z
m = 2y YACIC\Yi + Bo(D} Dy ) BY] 24 (4.69)
_ Vog, 4 Yk
& = \/—{l el] ilyk”z/z}
e defina
Se=1{X : X>n7les ) (4.70)

Passo 4: Faga Ayy: = A8k, k = k +1 e volte ao Passo 2.

E interessante observar que apds a convergéncia do algoritmo acima, resclvermos na verdade o
problema

min {Tx(B{XB) : X € AP} (4.71)

para algum A > 1 que, infelizmente, nfo pode ser explicitamenie caleulado. Entretanio, é imediato
verificar que a fungdo objetivo em (4.71) ¢ dada por

Te(B, X By} = NTr(B, PBy) (4.72)

onde P € a solucdo étima de

min {Trx(B;PB,) : PP} {4.73)

que é exatamente o problema em norma Hs que desejdvamos resolver e que est4 definido no Teorema
4.1. A equagio (4.72) mostra mais uma vez que o preco a ser pago para trabalharmos exclusivamente
com um problerna convexo é a obtengao de uma solugio sub 4tima, caracterizada pelo fato de X ser
maior ou igual a um. Se compararmos estes resultados com aqueles do capitulo anterior e de [35],
verificamos que no caso de problemas de controle 6timo em norma Hs, também somente solucdes
sub otimas podem ser calculadas. A nossa grande vantagem é que o algoritmo acima apresenta
uma implementagdo numérica muito mais simples, o que deverd se traduzir numa melhor eficiéncia
nurmérica.

Dois pontos importantes ainda devem ser enfatizados. O primeiro deles diz respeito 4 determi-
nac¢do de um ganho factivel de realimentacao estdtica de saida L tal que V(X, L) < 0. Usando os
resultados de [35], podemos determiné-lo a partir da solugio de um problema de algebra linear. O
segundo ponto diz respeito & necessidade de termos 7 > 0, Vk. Isto pode ser garantido quando
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C3;C1 > 0, o que, a primeira vista pode parecer uma hipdtese extremamente exigente. Felizmente
este nao € o caso e, de fato, esta hipStese pode ser introduzida, sem perda de generalidade, Para
provarmos esta afirmagéo, consideramos que C]C] > 0 e definimos as matrizes

. & . Iy i
¢ = \/EI}DEZ{O (4.74)

onde € > { é um escalar, arbitrariamente, pequeno. Denotando por H.,.(s) a fungao de transferéncia
da perturbacio externa w para a saida controlada z, mas com € substituida por {1 e D substituida
por [, isto é

1Hzullf = 1(Cy ~ D LC2) [s1 — A7 Byl (4.75)

podemos fazer as seguintes consideracbes, que permitirdo calculd-la em funcao do parémetro ¢, acima
introduzido. Utilizando (4.74), obtemos '

CiCy = ClC +€el>0
iD= 0 (4.76)
-DEDI = D; Dl > G

© que mostra que as matrizes Gl e Dy tém as mesmas propriedades que as matrizes ) e Dy, mas
agora 1Cy > 0, que é a propriedade exigida para termos #x > 0. Considerando I € £ arbitrario,
calculando a norma indicada em (4.75) e, usando as relagdes {4.76), temos

8wl = [ Howll? + eli(sT = A) "' Byi2 (4.77)

0 que evidencia o fato que se substituirmos €y e Dy por C; e Dl, respectivamente, podemos garantir
as hipbteses necessdrias para a aplicagdo do algoritmo anterior €, a0 mesmo tempo, obteremos um
resultado que difere do original por uma quantidade da ordem de Ole;. Esta diferenca, portanto,
pode ser colocada, arbitrariamente, pequena a partir da defini¢ao conveniente de € > 0.

Encerramos aqui a andlise numeérica da solucio do problema (P1}. As mesmas consideracoes
podem também ser feitas em relagio ao problema (P2). Igualmente, outras generalizacBes, como
por exemplo, o tratamentoe de sistemas discretos no tempo parece ser possivel utilizando a mesma
técnica aqui proposta. Estes tdpicos nao serao considerados.

4.5 Exemplos Numséricos

Nesta se¢do incluimos diversos exemplos numéricos resolvidos com o algoritmo anteriomente
proposto. Nosso intuito € o de analisarmos o sen desempenho numérico e o grau de subotimalidade
das solugbes obtidas. Antes porém, devemos evidenciar um fato umportante que diz respeito a
inclusdo de uma restrigao linear adicional, que permite estabilizar os calculos numéricos NEeCessarios
em cada itera¢io. Se ¥ = X~! € C,, entdo é imediato verificar que

X > Xomin (4.78)

onde Xpmin € a solugao definida positiva da equagio de Riccati
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A Xin + XminA = Xenin Bo{ Dy D)V By X i + C1Cy = 0 (4.79)

que, obviamente, pode ser calculada antes de iniciarmos o processo iterativo. A restrigio (4.78) fol,
portanto, incluida no passo 2 do algoritmo. A seguir, apresentamos alguns exempios, explicitando
a matriz X obtida e o valor étimo u do critério, que podera ser alcangado a partir do cdleulo de um
ganho de realimentagio de saida que satisfaca V(X, L) < 0.

N&o apresentaremos os valores associados de L, como forma de evidenciar, que o algoritmo de
decomposigio permite determinar o valor 6timo final da norma Ho para o sistema em matha fechada.

e Exemplol: Levine-Athans [45]. Os dados numéricos estdo no capitulo 4, equagao (3.88).
Obtemos

[ 18798 0.5000
X =1 05000 1.6396} (4.80)

O custo minimo associado é p = 3.5194. Neste caso, houve uma perda significativa de otima-
lidade, pois, no capitulo 4 tinhamos obtido uma solugio factivel, com custo igual g = 2.4522.

e Exemplo 2: Keel-Bhattacharyya-Howze [36]. Os dados numéricos estéo no capitulo 3, e-
quagdes (3.91) e (3.92). Obtemos

75225 —1.3594 -1.5889 —1.6503
| —1.3504 26767 19142 07377
X=1 _15889 19142 23791 1.2073 (4.81)

—1.6503 07377 12073 44774

Associado a esta matriz obtivemos o custo minimo g = 0.1706. Em relagio ao exemplo
anterior, a situacio agora é inversa, na medida em qﬂe tmhamas obtido no capitulo 3 uma
solucdo factivel, com custo p = 1.2511.

¢ Exemplo 3: Toivonen [73]. Os dados correspondentes sio:

0 10 0
A=|0 0 1|, By=1]0 (4.82)

0 13 0 i

(4.83)

0 -1 %
Ch = 5 —1 1], By =0.1x1Is.3, C‘lm{ 353}, Dy =
-1 0

_= o O D

Pode ser verificado que este sistema, em malha aberta, é instivel e tem um autovalor na
origermn. O algoritmoe anterior fornece a seguinte solugio:

X =10®x | 0.9612 0.6579 0.0862
0.2163 0.0862 0.0388

3.5248 0.9612 0.2163
(4.84)

com um custo minimo associado igual a g = 42.2150. Em {73], ¢ mostrade um ganho de reali-
mentagao de saida com um custo associado igual a g = 17.3820. Novamente, verificamos que
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o nosso algoritmo calcula uma solugio que, aparentemente, apresenta um grau de estabilidade
significativo.

» Exemplo 4: Toivonen [T3]. Os dados correspondentes sao:

—-0.0370 0.0123  0.06006 -—1.0000 [ 0.0008  0.0002
0 0 1.0000 0 _ 0 0
A= —6.3700 0 —0.2300 0.0618 | B2 = 00800  0.8040 (4.85)
1.2500 0 0.0160 -0.0457 J | —0.0862 —0.0665
e
0 0 0 g
=]t Y0 Bimt = | B D=0 (1.86)
6 1 0 ¢ 0
0 0 1 1
Com o algoritmo anterior obtemos
1220305 -—14.6746 —9.19680 —43.6510
¥ = ~14.6746  20.6436  6.0959 3.5122 (4.87)

—9.1960 6.0000  9.171% 9.9740
—43.6510 3.5122 99740 132.007¢

que corresponde ao custo sub étimo p = 283.9437. No artigo citado, o autor reporta um ganho
de realimentacdo de saida que impde ac sistema de matha fechada um custe minimo igual a
g = 168.0700. Assim, verificamos que novamente neste exemplo as mesmas caracteristicas dos
anteriores, no que diz respeito & subotimalidade sdo verificadas.

As seguintes cbservagdes sfio pertinentes. Em praticamente todos os exemplos resolvidos, o grau
de subotimalidade observado foi consideravel. Este fato, entretanto, pode ser atenuado pela imple-
mentacdo de um processo pds-otimizagio. Sabemos que, devido 4 aproximacio convexa introduzida
no processo de otimizagdo, o algoritmo anterior resolve, na verdade, o problema (4.71), ou seja

min{Tr(B{XB,) : X € AP} (4.88)

onde A > 1 é um pardmetro, superior ou igual a um, que ndo é passivel de ser determinado, a priori.
Entretanto, apds a determinacio da solugio 6tima acima {empregando o algoritmo proposto), é
perfeitamente possivel eliminar-se a constante A por um processc de busca unidimensinonal que
corresponde a resolver

min{} : AX € P} (4.89)

Como a solugdo 6tima A é claramente menor ou igual a um, a reducdo de A matendo-se a faciibi-
lidade de AX, implica em uma redugdo do custo associado. Este procedimento pés-otimizacdo nio
foi implementado para obtermos as solugoes dos exemplos numéricos anteriores. Por outro lado, ao
compararmos o custo computacional do algoritimo apresentado neste capitulo, com aquele proposto
no capitulo anterior, ou mesmo com ocutros propostos em artigos recentes na literatura atual [35],
verificamos que seu custo computacional é significativamente mais reduzido. De fato, a execugéo



4.6 C(Conclusao 83

completa do algoritmo deste capitulo corresponde, aproximadamente, a uma iteragio no algorit-
mo min/maz. Eventuais perdas, devido a subotimalidade, s3o compensadas pela maior eficiéncia
numérica e, ainda, pelo fato de que as aproximagoes introduzidas nao geram infactibilidade.

4.6 <Conclusao

Este capitulo foi dedicado & andlise dos problemas de otimizagio em norma Hs ¢ em norma
mista My /H.. de sistemas lineares, continuos no tempe, via realimentacio de sajda. Assim come no
capitulo anterior, também neste, o enfoque adotado fol marcadamente diferente daquele discutido
no capitulo 2 deste trahalho.

Usando o conceito de projecdo, bem como o Lema de Farkas Generalizado, pudemos caracterizar
as solugoes sub dtimas dos problemas (P1) e (P2), pertencentes a um conjunto P, composto por
todas as matrizes P = P’ > 0 que, para algum L € R™*" estabilizam o sistema dinadmico linear
em malha fechada. '

E fundamental observar que o conjunio P pods ser oblido independentemenie de L, propiciando
solugdes dos problemas propostos sem a determinagao simultanea do ganho estabilizante étimo L, de
maneira explicita. Este ganho é determinado num processo de pdés-otimizacio, conhecida a matriz
P. O preco que se paga ao adotarmos esse enfoque é o de P nio ser um conjunto convexo e, assim,
somente solugdes sub Stimas podem ser obtidas.

Sao duas as principals contribuigdes da teoria desenvolvida neste capitulo. A primeira delas diz
respeito & proposigio de um método de decomposigio que permite resolver os problemas considerados
em duas etapas distinias, a saber, a determinacio da matriz de um dos Gramianos e, posteriormente,
o calenlo do ganho de realimentagio de saida étimo. A segunda, e talvez a mais importante, reside na
possibilidade de adotarmos uma aproximagéo que, de certa forma, torna convero um problema que,
a despeito de grande esforgo feito por intmeros pesquisadores, ndo foi possivel evidenciar proposta
stnilar. Embora a aproximagio adotada introduza, inevitavelmente, um grau de subotimalidade,
pudemos provar gue ela nio gera infactibilidade.



‘Capitulo 5

Controle de Estruturas Flexiveis

5.1 Introdugao

Neste capitulo apresentamos alguns exemplos numeéricos que buscam tlustrar as contribuigdes
do nosso trabalho no controle de estruturas flexiveis de grande porte. E interessante observar que
o problema de controle sobre essas estruturas tem recebido especial atengo nos ltimos anos, prin-
cipalmente na indistria aeroespacial. Os mélodos mais cornuns para a implementagio de conirole
sobre tais estruturas sdo: alocacdo de polos [54], controle linear via realimentacao de estado [1, 54]
e conirole ndo linear (on-off} {52].

As questdes basicas que se colocam dizem respeito ao mimero de atuadores e sensores que sio
requeridos para a implementacio do controle, a seguranga dos algoritmos computacionais para
sisternas de ordens elevadas e o tempo de computagio requerido. Sabe-se que a implementacio do
controle via alocagdo de polos é simples, principalmente quando somente um atuador e um sensor
sio usados. Neste caso é importante levar em conta o possivel aparecimento de “spillover” L.

(O contrele linear étimo, via realimentacio de estado, requer a solugdo de uma equacgdo de
Riccati de ordemn igual a duas vezes o mimero de modos? a serem controlados, surgindo dificuldades
na obtengic da soluglo dessa equacio, quando o sistema € de ordem elevada [43, 54]. Outros
problemas, de natureza fisica, também aparecem na realimentacio de estado. Tim deles é o nldmero
de atuadores/sensores que devem ser incorporados ao sistema para a realimentacao, podendo tornar
o processo extremamente caro, quando o niimero de variaveis de estado é muito grande.

Jm outre problema é que nem todas as varidvels de estado podem estar diretamente acessivels
fisicamente, necessitando, por exemplo, de um observador para a implementagio da realimentacio.
O controle nao linear {on-off} é, geralmente, implementado quando o sistema possui uma tinica
entrada e uma tnica saida.

Em vista do que foi exposto, estamos propondo o controle de estruturas Hexiveis de grande
dimensdo, via realimentagio de saida. Nossa opgio pelo uso de realimentagio de saida (controlador
de ordem reduzida) se prende ao fato de que, como ja foi visto anteriormente, controladores com
estruturas especiais podem ser tratados sem dificuldades, o que permite aumentar a viabilidade
pratica do controle proposto. Acontece que a implementagio desse método pode resultar também
numa demanda muite alta de recursos computacionais, em virtude da dimensio do sisterna. Assim
sendo, torna-se conveniente fazer uma redugiio do modelo [43, 57, 67, 76}, reduzindo sobremaneira
o custo computacional.

Legpillover” se refere ao fendmeno em que a energia destinada aos modos modelados & transferida para os modos
nio modelados.
2Conjunto de fungdes ortonormais que gera o espago solucio de urna equagio diferencial

84
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O desenvolvimento desse capitulo terd como base um estudo sobre redugio de modelos lineares
via balanceamento em espago de estado, logo apds estudaremos a equagio diferencial parcial que
representa o movimento de estruturas flexiveis de grande dimensio com parametros distribuidos,
obtendo-se a partir da mesma, um sistema dindmico linear com variiveis de estados, que facilitara
o estudo de estabilidade e sua consequente reducao.

Finalmente, a aplicagio dessa teoria sera feita sobre o controle do dinamico de uma barra com
segao transversal varidvel e a segunda uma viga de se¢do transversal constante, que podem ser con-
sideradas como estruturas flexiveis de grande dimensdo. A partir das equacdes dinémicas dessas
estruturas sfo determinadas as matrizes do modelo dinamico linear em espago de estados. A esta-
bilizagao sera feila determinando um ganho K estabilizante, para cada modelo, permitindo, assim,
a sua recugio. Sobre os modelos reduzidos sdo determinados ganhos étimos, via realimentacido de
saida L, que somados aos respectivos ganhos K, produzem ganhos timos (7, estabilizando com mais
eficiéncia os modelos originais.

5.2 Reducao de modelos dinamicos lineares

A nogdo de balanceamento de modelos dinamicos lineares vem assumindo fundamental im-
portancia para o desenvolvimento de novas teorias, com relevantes implica¢bes. Um dos principais
interesses desse conceito, na drea de controle, é o da sua aplicacdo em reducdo de modelos Hineares.
Varios métodos de redugdo de modelos dindmicos lineares tém sido propostos, sendo que a maioria
desses métodos sdo baseados em andlise modal, [53, 54], ou em analise no dominio da frequéncia.

Para um modelo linear de espago de estados, a redugio da sua ordem estd estritamente ligada
& realizagdo minima em coordenadas balanceadas. Baseado neste principio Moore {57] propos um
método em que sdo usados os Gramianos de controlabilidade e observabilidade, no sentido de que a
parte "mais” controlavel e observéavel pode, entao, ser usada como aproximagao do modelo de ordern
mais baixa. O ponto chave é notar que, enquanto os autovalores {ou modos de primeira ordem do
sisterna) sdo invariantes sob uma transformacio de similaridade, os antovalores dos Gramianos (isto
¢, os valores singulares dos funcionais de entrada e safda) nio o siio. Contudo, os autovalores do
produto dos Gramianos {ou modos de segunda ordem), sio invariantes sob a transformacgio de
similaridade e, além do mais, existe uma transformacio linear que torna os Gramianos iguais e
diagonais. O modelo representade nesse sistema de coordenadas é dito balanceado.

Um modelo reduzido pode ser obtido a partir do modelo balanceado, eliminando os modos menos
significativos [57], isto €, eliminando a parte menos controlével e menos observivel. E conveniente
ressaltar que a ordem do sistema reduzido é obtida limitando-se o erro, (em termos de normas s
e Heo ), entre o sistema original e o reduzido.

A redugio de modelos lineares, via balanceamento, apresenta calculos numéricos complicados,
principalmente quando se calcula a transformacio balanceada para sistemas com alguns modos
muito préximos de serem nao controldaveis ou nio observaveis.

Outra dificuldade para a obtengio do modelo balanceado, envolvendo, também, o calculo da
matriz de transformagio, é quando existe no sistema um modo muito mais controlivel do que
observavel. O problema também pode resultar mal condicionado, com grande sensibilidade a erros
numeéricos, quando a matriz do produto dos Gramianos de controlabilidade e observabilidade tem
“Condition Number™ muito alto.

As dificuldades numéricas relacionadas a transformacio balanceada tém sido reduzidas cormn a
introdugao de melhores algoritmos para o balanceamento, como os descritos em [44], infelizmen-
te ndo resolvendo definitivamente o problema quando os modos estio muito proximos de serem
incontroldveis ou incbservaveis,

*E o quociente entre o maior e o menor autovalor de uma matriz
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Seja o sistema linear, invariante no tempo e assintoticamente estavel

#(t) = Az(t)+ Bult) ; (0} = z¢
y{t) Cuz(t) + Du(t)
onde x(t) € R™ é o vetor de estado, u(i) € R™ ¢ o vetor de controle e y(t) € K" é o vetor de saida. As
matrizes A € B**7, B e "7, C € R*"*" ¢ [ € R"*™ sio conhecidas. A funcio de transferéneiz,
de u{s) para y(s), é dada por

(5.1)

I

H{s)y=C(sI ~ AY*B+D _ (5.2)

O par (A, B} é considerado controldvel, enquanto que o par {C, A) ¢ considerado observavel. Os
Gramianos L. e L, de controlabilidade e observabilidade, respectivamente, sao dados por

o

L= ] e BB e dt (5.3)
9 ‘

L,= f eAt O Cettdl (5.4)
0 S

e satisfazem as equagBes matriciais de Lyapunov
AL.+ L. A+ BR =0 {5.5)
AL+ L, A+C'C=0 (5.6)

Observe que a representagdo de um sistema dindmico linear ndo € tinica. Assim, dada uma
matriz T € ®"*" nao singular, a transformacao z(t) = TZ(1), aplicada ao sistema (5.1}, produz um
novo sistema, definido por A = T-*AT, B =T"'B, (= CT, D =D, que é equivalente ac
anterior. A transformacao 7" é dita de equivaléncia ou de similaridade. Além disso, levando-se em

conta que

6;21 — E(T“AT)L‘ — TlgAty (5.7)
entio
-~ o . o~ o~ e
L. = / et BB et
0
- /OC e{T"“lAT)tT~1BB!(Tf)-le[T’A'(T')‘I]tdi {5.8)
0
= T L (T)!

Analogamente, obtém-se L, = T’L,T". Efetuando o produto dos dois Gramianos, e simplificando,
tem-se :

Lelg =T 'L.L,T (5.9)

E interessante observar que, enquanto os autovalores, ou modos de primeira ordermn do sistemna,
sdo invariantes sob a transformagio de similaridade 7', os autovalores dos Gramianos, isto €, os
valores singulares dos funcionais de entrada e saida, ndo o sdo. Contudo, os autovalores do produto
dos Gramianos, ou modos de segunda ordem, sio invariantes sob a transformacio de similaridade
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7. Essas condigdes sao fundamentais para o balanceamento do sistema, pois, sendo os Gramianos
variantes sob uma transformacao de similaridade, podemos arranjar uma transformagao que os
tornem iguais e diagonais, propiciando, assim, as condigbes para o balanceamento, como estabelece
a defini¢do a seguir. '

Definicao 5.1 O sistema (A, B, C, D) ¢ dito balanceado internamente se
L.=L,=% _ (5.10)
onde ©=diag (o1,.. ., 05), =AY L.L,)>0, i=1,...n
Para que possamos dar continuidade 4 teoria scbre modelos balanceados internamente, alguns

conceitos de dlgebra linear se fazem necessarios. Dadas as matrizes @ € R"*" com Q@ = @' > 0 e
R e R"*" com R= R' >0, entdo

(2) As solugdes de det(Q — A R) = 0 siio reais, positivos e iguais aos autovalores de R™1Q.
(b) Os vetores v € R" tais que Qv = ARv sdo R-ortogonais.

Seja V € B7*" definida por

vy Uz tn
V = |— — - -«w] 5.11
[,51 .‘82 5nd ( )
com A7 = MuviRv;, sendo A, i = 1,...,n os autovalores definidos em (a) e v; os autovetores

correspondentes definidos em (b}. Temos entfio os seguintes resultados.

Proposicao 1: A transformacio V' RV decompde a matriz R numa matriz diagonal, cujos elementos
séo os inversos dos autovalores de R™1(QQ, isto €

V'RV = A~ = diag (A7, -+, A7) (5.12)

Prova: Da defini¢do de V', temos

V'RV = V' [R’“ ---R’”"]

B B
Cu
ﬁf Ry Ry,
B o [E— Bn } (5.13)
e
[ A7! 0
Lo
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Proposicao 2: A transformacio V'(JV decompde a matriz () numa matriz diagonal, cujos elementos
s80 os autovalores de R™1Q, isto &

VIQV = A = diag (A1, -, An) (5.14)

Prova: Da definicio de V7, temos que

. . Qvl Q’Un
VIQY = 1[“%%
s
_ 7 [p.@ﬂ.._p%?
¥ B (5.15)
Fx - 0 }
L0

Com esses resultados, podemos demonstrar o seguinte teorema

Teorema 5.1 Dado ¢ sistema (A, B,C, D), invarianie no fempo, controldvel ¢ obscrvdvel, entdo
existe wma frensformagde T que torna esse sislema balanceade internamente.

P;oya:ﬁ Adotando a matriz de similaridade T, que transforma o sistema (A, B, C, 1)) no sistema,
(A, B, C.D),com A =T AT, B=T'B, C=CT, D=D L, =TL,Tel. =7T11,71"1,
devemos determinar 7, tal que

Le=l,=1% - (5.16)
Isto € possivel aplicando os resultados das duas proposigdes antericres, fazendo @ = L. > 0,

R=L;'>0, T =V e X =A. Assim sendo, temos

Lo=TLT=V IR W= (VRV)  =(A") 1=A=Y (5.17)

e -~
Le=T LT =VQV=A=YX : (5.18)
0 que prova o Teorema proposto. ]

O Teorema anterior nos garante que, para sistemas dinamicos lineares invariantes no tempo e
assintoticamente estaveis, é sempre possivel encontrar uma transformacio T, que torna esse sistema
balanceado internamente. Ademais, se os autovalores de L.L, forem distintos, entio a matriz
T-1! = V' é tinica.

Para evidenciar a importancia de termos um sistema qualquer balanceado internamente, passa-
mos a explicitar algumas de suas propriedades. Sendo o sistema (4, B. C, D) invariante no tempo,
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assintoticamente estavel e balanceado internamente, entao, em um sistema de coordenadas adequa-
do, temos :

L.=L, =% (5.19)
onde, necessariamente, os Gramianos de controlabilidade e observabilidade satisfazem as equagoes
de Lyapunov

AL+ LA+ BB = 0
_ (5.20)
AT+ TA+CC = 0

Decompondo as matrizes A, B e € em sub-blocos e lembrando-se que X € diagonal positiva, é facil
verificar, que ¢ada sub-bloco define um sub-sistema balanceado internamente [57]. De fato, com

Ay Ags By
= ; B=|. 0= G 5.21
4 [ Asy Age ] ’ [ By ] [ 1 2 ] ( )
e ¥ = diag(Ty, X»), as equagbes matriciais lineares (5.20) implicam que
Auﬁl +21A11+B;B£ = 6
(5.22)
AL+ 54,4 0C, = 0
e
Apa¥e + 22_4"22 + BQ.BZ = {}
{6.23)
99X2 +XoAs +C5Cy = 0

Como ¥; e Yo sfio matrizes diagonais positivas. as equagdes acima estabelecem gque cada sub-
sistema ¢ assintoticamente estdvel e balanceado internamente, [57. 63]. Este importante resultado
é gumarizado no seguinte teorema.

Teorema 5.2 s sub-sistemas de um sistema assinfolicamentc estdvel e balanceado inlernamente
sdo assintolicamenle esidveis e balanceados tnfernamente

Prova: Ver [63]. 0

Em resumo, concluimos que, em um sisterma de coordenadas adequado, podemnos extrair de um
dado sistema balanceado, um sub-sistema, com menor nitmero de varidveis de estado, que continua
sendo assintoticamente estavel e internamente balanceado. Uma questio que naturalmente ocorre,
diz respeito a Xy >> ¥j. Se isto ocorrer (elemento a elemento), sera verdade que o primeirs sub-
sistema é uma “boa” aproximacdo para o sistema original 7 Em [57] esta questao é respondida
afirmativamente.

Note que o teste para a controlabilidade e observabilidade s6 traz como resposta "sim” ou
"nao”, nio tendo significado no sentido aproximado. Tal teste nao é capaz de nos informar o quanto
o sistema é controlavel e ohservavel. Pode-se melhorar essa resposta fazendo uma normalizacio do
sistema, no sentido de gue ele seja igualmente controldvel e observivel. Para que possamos chegar a
essa transformagio é necessério, primeiramente, encontrarmos uma transformacao matricial z = TF
que torna o Gramiano de controlabilidade uma matriz identidade, ou seja




5.2 Reducdo de modelos dindmicos lineares 90

L. =1
- (5.24)
0’,’([1—0) = G’:’(LcLo)
ou entao, que torna o Gramiano de observabilidade uma matriz identidade, isto é
L, = 1
- {5.25)
oi(le) = oi(LcLo)

Como o sistema (5.1} é controldve] e observavel, entdo L, = L. > 0e L, = L. > 0 e, além do mais,
podem ser decompostas como segue

L. V.Z V!

H

5.26
L, = V.V (520

onde X, = digg(Aicr, .., ), To = déag()\ol,..‘,)tap}, Vi = v.6R*" Lov,= Ay, e V, =

3t

ve € R Lov, = Ayv,. E evidente que para obtermos L. = I a partir de L, = VZECVJ, basta
aplicarmos nesta ltima a transformagdo de similaridade 7' = VcEif 2, isto é

Lo=T L () = 272y B, vV les 2 = (5.27)
Conseqgilentemente, L, = H'H onde H = EimVO’VCEiN. Observe que
oi(H) = Du(HHE)]

1/3
= [n (Eifzvgvozav;mxi”)}
(5.28)

(Vo B VI Ve B VN

= [(L.L)]*

Raciocinio andlogo pode ser feito ao optar-se pela normalizacio do Gramiano de observabilidade. E
evidente que a condi¢io L. = I nfio define um tinico sistema de coordenadas. Assim, passaremos a
estudar um novo, e tinico, sistema de coordenadas que, além de fazer a normalizacio do Gramiano de
controlabilidade, transforma, a seguir, o sistema (A4, B, C, D) num sistema balanceado internamente.
Isso ¢ feito através do seguinte algoritmeo, [57).

e Calcule L, do sistema (4, B, C, D);

Caleule U,, Z, e V, tais que U, XV, = L,;

L 2

e Calcule 77 = VCE;/2 para obter L, = I e determine

file_lATh E’:T{'IB, C =01 ef):D;
e Caleule L, do sistema (4, B,C, D); |

[

Caleule U,, &, e V,, tais que U, XV, = L,;
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» Calcule Th = Vof);"” 4 para cbier o sistemna balanceado internamente
A= T;EATQ, B= T{lﬁ, C=CTyeD=D.

Este algoritmo permite balancear o sistema linear (5.1}. Apds o balanceamente ter sido realizado,
varnos analisar a possibilidade de obler um sistema reduzido, (com menor nimerc de varidveis de
estado), que represente o sistema original dentro de uma precisio previamente especificada. Neste
sentido, supomos que o balanceamento fol realizado, de tal modo que os valores singulares do produto
dos Gramianos de contreolabilidade e observabilidade estejam ordenados em ordem decrescente, isto
é

Y= diag{a;, N .,o‘n} (5.29)

com o; > ¢i41. Como anteriormente, a seguinte parti¢do é adotada

.’é‘l AR Alz .’i‘1 BR
[i’z} {Azl 422}[52]+[32}u

[:l} = | Cn cg}[zi}ﬂzm

i

(5.30)

onde Ap é uma matriz quadrada k x k, com k < n e Agz é uma matriz quadrada (n — &) x (n — k).
Assim, se 0 >> Oka1, ¢ raczodvel considerar que a parte 2o do estado em (5.30) nédo afeta consi-
deravelmente o comportamento da saida do sistema. Isso sugere que o subsistema {Ag, Br,Cr, D)
pode ser uma boa aproximacgao, de menor ordemn, do sistema original, com realiza¢io minima dada
por

Hp(s) = Cg(sl = Ar) 'Br+ D (5.31)

Em [63] os autores apresentam uma justificativa muito razodvel para esta afirmacdo. Passamos
a descrevé-la. Sejam u) e us fungdes de norma minima Hz, que levam, respectivamente, o estado
nulo para [2}(r) 0] e [0 25(7)), no intervalo de tempo [8, 7], entdo

! 2
e o _oullea(f

5.32
[ora” 7 TG (532
D .
Se o) >> ok £ Uy € up tém normas iguais, temos
lz2{r )} << flza (=)l (5.33)

o que nos leva a concluir que a parte z» do estado é muito menos afetada pela entrada do que a
parte 1. Por cutro lado, sejam y; e yo respostas a entradas de mesma norma, com condigdes iniciais
[z5(0) 0} e [0 z5(0)), respectivamente. Se ox >> orpr e ||21(0)]| = ||22(0)l], entdo

[ te@Pa << [ moita (5340
[ o]

significando que a parte z9 do estado afeta muito menos a saida do que a parte z;, confirmando
aquilo afirmado anteriormente, de gue o subsistema (Ag, Br, Cr, D) é uma boa aproximacio, de
ordem mais baixa, do sistema original. A idéia principal da redugio de modelos tratada aqui é a
de eliminar todo subsistema fraco, que pouco contribul para a matriz resposta ao impulso. O erro
cometido ao se fazer essa eliminacio, é dado por H.(f), sendo
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He(t) = H(s) —~ Hg(s) = Ce**B — Cre*r' By (5.35)

Além do mars, esse erro, no dominio da frequéncia, em norma Moo, é limitado superiormente, [26],
ou seja

113

1H(s) — Hr(s)lloo < 2 ( > 05) ' (5.36)
izk+41

Observe que esta desigualdade tem uma importancia capital na determinacio da ordem k do modelo

reduzido. Ela permite avaliar, a priors, o erro cometido, que é expresso em fungio dos menores

elementos da matriz diagonal . O erro relativo (€rer) em norma Mz ¢ definido por

ey = () = Hr(s)i]:
” 1 H ()]

e, pode ser facilmente determinada a partir dos Gramianos de controlabilidade e de observabilidade.
Note, entretanto, que o erro relativo nio € expresso diretamente em fungdo dos valores singulares
o, t=k+1,...,n Uma outra maneira de testarmos a confiabilidade da reducio do modelo é
fazer uma anélise da dominéancia interna do modelo original [57]. Testamos a dominancia interna
de um sistema através da seguinte defini¢io.

(5.37)

Defini¢ao 5.2 Dado um sistema (A, B, C, D), diz-se que existe um subsistema de ordem k. domi-
nanie tnlernamente, se tivermos a constante p lal que

Lo

4
2, o

i=k+1
E
St
\ EECS ]

Existem dificuldades numéricas que limitam o uso do método de Moore [67] para a reducac de
modelos dindmicos lineares. As dificuldades maiores se encontram Justamente no caleulo da matriz
de transformacio de coordenadas T' que leva ao modelo balanceado. Os célculos sio sensiveis a erros
numéricos, podendo ¢ problema se tornar mal condicionado quando a matriz L. L, tem "Condition
Number” alto, isto é, quando alguns modos sio pouco controlaveis ou observaveis. Surgem problemas
também quando acontecer de um modo ser muito mais controlivel que observavel e vice-versa. Em
virtude disso, vamos implementar um outro método, devido a Safonov [67, 76], método esse baseado
no método de Moore [57], ndo necessitando calcular explicitamente ¢ modelo balanceado, portanto,
nio precisando calcular a matriz de transformacio 7"

O método de Safonov para a redugdo de modelos dinamicos lineares se basela em projecdes
definidas em termos de bases definidas pelos autovetores i esquerda e a direita, associados com
0s marores autovalores do produte L.L, dos Gramianos de controlabilidade ¢ observabilidade. A
realiza¢do minima da funcdo de transferéncia matricial do sistema reduzido, obtida através deste
método, € exatamente a mesma que se obtém aplicando o método de Moore, [57].

O algoritmo de Safonov para a reducio de sistemas dindmicos lineares ¢ o seguinte:

p= << 1 {5.38)

e Calcule I, e L, do sistema (A, B,C, I3) e selecione o nimero de estados k do sistema reduzido;
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e Calcule uma matriz ortogonal Vy, real, tal que V4 L. L,V} seja uma matriz triangular superior,
 com os autovalores em ordem crescente, isto ¢, coloque L L, na forma ”Schur” ascendente;

o Calcule umamatriz ortogonal Vg, real, tal que Vi L. L, V), seja uma matriz triangular superior,
com os autovalores em ordem decrescente, isto¢, coloque L. L, na forma ”Schur” descendente;

¢ Construa a matriz Vy com as k dltimas colunas da matriz V. Construa a matriz Vi com as
k primeiras colunas da matrniz Vp;

e Calcule a decomposi¢do em valores singulares do produio ViV, ouseja Vi Ve = UV,
o Calcule as matrizes §; = VUL ™12 e S = V¥V E-1/2,

e Calcule 0 modelo reduzido definido por A = §5 ASg, B= 5B, C=CSze D= D.

O Método de Safonov é bastante estdavel do ponto de vista numérico. O embasamento tedrico
deste método se baseia na seguinte proposigao, demonstrada em [67].

Proposigao 4: A fungio de transferéncia matricial de ordem k, Hz(s} = Cgr(s] — ApYy 'Br+ D,
obtida a partir do algoritmo anterior é exatamente a mesma obtida aplicando-se o procedimento
de reducdo de modelos balanceados [57], para qualquer realizagio minima de H{s). A realizacio
(A, B, C, D) tem, respectivamente, Gramianos de controlabilidade e observabilidade dados por

L. = S};LCSL
{5.39)

L, = ShLoSR

Prova: Ver [67].

Como fol dito anteriormente, o objetivo de termos analisado os métodos reducio de modelos é o
da sua aplicagio ao controle de estruturas flexiveis de grande porte. Assim sendo, na préxima segio,
passaremos a estudar modelos matemdticos que representam o comportamento dindmico dessas
estruturas.

5.3 Modelagem de sistemas dinidmicos flexiveis

O objetivo desta se¢do é construir modelos dindmicos lineares de grande dimensio, para que
se possa aplicar a teoria de redugao estudada nas se¢des anteriores. Os modelos dinamicos lineares
tratados neste trabalho sdo obtidos da equacdo diferencial parcial

2
Lls(p, 0] + M(p) 520

que representa o comportamento dinamico de sistemas flexiveis sujeitos a forgas distribuidas, onde
t > 0 representa o tempo e p Tepresenta um ponto no dominio fechade P. Consideramos T um
subconjunto do conjunto dos reais (monodimensional). A funcio z(p,), solugio de (5.40) é, por-
tanto, definida para p €D et > 0, representando o deslocamento espacial do ponto de abscissa p.
O operador Li] é linear, sunetnco semidefinido positivo, constituido unicamente de derivadas de
ordem igual a 2¢, ¢ inteiro positivo, O operador acima definido envolve, exclusivamente, derivadas
em relagio & varidvel p e contém informacBes a respeito da rigidez do sistema. A fungdo M(p) é

= F(p,1) (5.40)
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definida positiva em todos os pontos do dominio D, fornecendo informagdes a respeito da distri-
buicdo de massa do sistema. A fungio F(p,t) caracteriza uma excitagdo externa a que o sistema
em questio estd sujeito, sendo caracterizada por uma forga distribuida.

Consideramos que a equagio diferencial parcial (5.40) admite uma solugio z(p, 1), sujeita as
seguintes condigdes de contorne

Nilz(p,t)]=0 pedD dado W >0 , i=1,...,q
_ : (5.41)
#{p,0), £(p,0) dados, VpeD

onde N;[], i = 1,...,q sio operadores diferenciais exclusivamente na varidvel p € D, com gD
representando o conforno de D.

A idéia central a ser desenvolvida neste trabalho basela-se {ver [54, 69, 75]) na seguinte decom-
posigao de z(p.t) :

dp.t) =Y dilp)zilt) (5.42)
Faml

que admite uma interpretacido mmito simples. Em primeire lugar a func¢do z{p,{) é decomposta
em uma série infinita de fungdes a serem determinadas, que desacoplam as varidveis p e £. De
faio @i} 6 depende de p € D e 2{-} 8¢ depende de 1 2 0. Como veremos a seguir, este fato
serd muito importante para o projeto de controladores que asseguram um certo desempenho do
sisterna no dominio do tempo. Ademais, determinando a série ¢p{p), k£ = 1,..., como composta
de fungdes ortonormais, a decomposigc acima nada mais é que expressar a solugdo z(p,?) em uma
base conveniente €, COMG VELEMios, que pode ser determinada a prior.

E importante também salientar que a série (5.42) serd truncada, de tal forma que os erros
cometidos estejam dentro de uma precisiio adequada, isto é

n
2(p.t) = Y a(p)ar(l) (5.43)
kel
Para se ter uma idéia a respeito da determinacio da decomposi¢io acima, consideramos o caso
em que F{p,t) = . Usando o fate que (5.40) ¢ linear, para todo k = 1,..., n, devemos ter

Ir(t) Liow(p)] _
20 M D)éer) (544)

Observe que a expressdo acima estd de fato com as varidveis separadas, sendo gue o primeiro
membro depende de t, enquanto que o segundo membro depende da varidvel p. Assim, podernos
afirmar que a expressio (5.44) é uma constante, pois se um de seus membros ndo for constante, por
exemplo, o primeiro, uma variagio em ¢ mudaré o seu valor mas certamente nfo mudara o valor do
segundo, que 36 depende da varidvel p. Lembrando que o operador L] é semidefinido positivo e a
fungdo M(p) € definida positiva, concluimos que existem wp € R, tais que

ie(t)  Lige(p)] _ o

E— Ty 5.45
o) - M) T (5.45)

Da expresséo (5.45) resultam dois conjuntos de equagdes diferenciais ordindrias lineares
Fi{t) ﬁ»win‘:ﬂt) =90 (5.46)

Ligx(p)] = w? M(p)éx(p) (5.47)
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sujeitos as condi¢bes de contorno, de tal forma que (5.40) sejam satisfeitas, Como anteriormente
comentado, os dois conjuntos aciima sio completamente separdveis nas variaveis p€ D e ¢ >0.0
primeiro conjunto (5.46) representa a equagio do oscilador harménico, de solugdo trivial em relagio
ao tempo. De fato trata-se de n equacdes diferenciais ordinarias de segunda ordem, completamente
desacopladas. O segundo conjunto (5.47) depende exclusivamente da geometria do problema em
questdo e a determinagéo do parametro w?, bem como das fungdes ¢(p), sujeitas as condigBes de
contornos correspondentes, pode ser classificado como o Problema do Autovalor (52, 75), assunto
tratado em seguida.

Seja, portanto, o seguinte Problema do Autovalor, que ¢ uma generalizacio daguele introduzido
anteriormente (5.47). Trata-se do caso em que ambos, L[] e M[] sdo operadores diferenciais, isto é

Lig] = AM[¢] (5.48)

sujeito as condicdes de contorno

Nl =0, i=1,...,4q (5.49)

onde L[] e M[] sdo operadores diferenciais lineares homogéneos de ordem 2q e 2h, respectivamente,
sendo g e h mimeros inteiros positivos, ¢(p): P — R é uma fungio continua em D e A é um nimero
real. Associada & equagho (5.48), consideremos ¢ condigdes de contorno a que ¢{-) deve satisfazer,
sendo N[] um conjunto de ¢ operadores diferenciais na varidvel.p, p € 9D
O problema do autovalor consiste na determinagiio do valor do parametro A e do valor da fun¢ao
correspondente ¢{p), sendo o parametro A chamado autovalor (ou frequéncia natural do sisterna)
e ¢(p) de antofuncio (ou modo natural do sistema). A solugio de {5.48) requer, previamente, a
. definicgo de uma métrica no espace de funcdes considerado. Definimos o produto escalar e a norma
induzida como
{p.8) = f e(p)é(p)dp
r (5.50)

llell = (¢, 4)

onde ¢(p) : D — # é uma fungdo continua em D. Os operadores L[] ¢ M[] sio autoadjuntos, isto
€, dadas as fungdes p e ¢ satisfazendo as condigdes de contorno {5.49), valem as seguintes igualdades

(¢, LI¢]) = (¢, L[¢])

(5.51)
(v, Md]) = (¢, Mig])
Consideramos L{-| semidefinido positivo, enquanto M {.] definido positivo, ou seja
(¢, L[g]) = 0
(56.52)
(6, M6 > 0

consequentemente, podemos afirmar que o Problema do Autovalor (5.48) admite infinitas solugOes,
todas com A > 0. De fato, de (5.48) e (5.52), temos

Ll
A= o) 2 (5.53)

Por outro lado, a solugdo do problema em questio passa pela caracterizaciio de suas propriedades
geométricas. Em particular as autofungdes e os autovalores correspondentes podern ser determinados
de tal forma a induzirem simplificagdes importantes no problema original (5.48).
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Lema 5.1 Suponha que (¢;, A:) € (¢;,2;) sejam pares de aulofuncées e autovalores de (5.48). Se
A; # Aj enido ¢; € ¢; sdo M-ortogonais.

Prova: Temos imediatamente que

(&5, L]y = X (8. Mi])

{5.54)
(4, L85} = A; (s, Mgj])
Lembrando que ambos os operadores acima sio auto-adjuntos, vem
(X — A5) (¢, Mlgs]) = 0 : (5.55)
Como A; # A, entdo (¢, M[¢;]) = 0, implicando em que ¢, ¢ ¢; sejam M-ortogonais. Isto prova o
Lema proposto. _ o

Um caso especial do problema do autovalor é quando M [] é funcdo somente da coordenada
espacial, tendo a forma

L[#(p)} = AM (p)o(p) (5.56)

com condigdes de contorno do tipo Bif¢(p)] =0, i=1,...,q, sendo a condigdo de ortogonalidade
da forma {(¢;, M¢;) = 0, A; # A; dita ordinaria. As consequéncias do Lema 5.1 sao importantes.
Primeiramente podemos afirmar que o conjunto das autofuncdes formam uma base no espago das
fungbes continuas em p € D. Ademails, como M|, por hiptese, é um operador autoadjunto definido
positivo, entao as antofung¢des podem ser normalizadas de tal forma que

PRCN S (5.57)

(6, M)

resulte em
g, Mlgl) = &

(¢, Llg;]) = w8y
onde &;; denota o Delta de Kronecker. Feita essa normalizagio, concluimos que é possivel determinar
uma familia de autofuncdes, ou modos naturais, que constitui um conjunto completo de elementos

M-ortonormais. Estes resultados serdo utilizados em seguida para obtermos a soluglo completa da
equagdo diferencial parcial (5.40). Supomos que sua solugio seja aproximada por

(5.58)

2(p,1) = 3 or(p)zi(t) (5.59)

k=1

com n < oo previamente fixado (truncamento). As fun¢des ¢4(p) sdo solucdes normalizadas do
Problema do Autovalor e zx(t) sdo ditas coordenadas modais e sio solugBes do comjunto de n
equagoes diferenciais modais (5.46). A for¢a que age no sistema (5.40) é suposta ser concentrada,
agindo independentemente em m pontos distintos no dominio D, isto é

Fp,t) =3 us(1)8(p ~ p;) (5.60)
i=1
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onde #(.) representa a funcio Delta de Dirac, que satisfaz

f 5(p - pj)dp =1 (5.61)
D

Observe que o uso de uma for¢a, como a apresentada acima, é razodvel, visto que o nosso objetivo
¢ efetuar o controle através da a¢do de atuadores em pontos isolados da estrutura. Substituindo
(5.58) em (5.40)}, obtemos

[Z or(p)zx f)} + M(P)(%g (Z ¢k(P)$k(i)) = F{p,t) (5.62)

k=1
ou seja
n . n
YL ep)] + > E (M (p)6r(p) = F(p.1) (5.63)
k=1 k=1
Multiplicando a equagdo acima por ¢;(p), i = 1,...,n e integrando sobre ¢ dominio D, temos

0 [ ariemldr+ ; i4(0) [ )M P)orr) =

(5.64)
= [ 6wre.0d
Substituindo (5.47) e (5.60) em (5.64), obtém-se
;wi-"«’k(’u‘)Léé(P)M(P)ék(P)dP+ kZ:i-'Ek f)/ ¢i(p)M (p)or(pldp =
(5.65)

=A@m > w(06(p -~ py) | dp

Tomando o produto escalar de cada membro e, lembrando-se que as autofuncdes ¢ sio M-ortogonais,
tem-se

2:(1) + wle(t) an, (pi)uj(t), i=1,---,n (5.66)

que representa um conjunto com n egquagdes dlferenmals ordindrias completamente desacopladas, o
que permite determinar cada componente 2;(f). O segundo membro da expressio (5.66) representa o
somatorio das forgas modais, podendo ser interpretado como o termo forcado da equacao diferencial.

E importante salientar que as condigbes de contorno, relativas ao dominio D, estio implicitas
na determinacao das autofuncdes ¢p(p). Ademais, neste trabalho, sempre cons;deraremos que, em
relagao ao tempo, o sistema parte do repouso. Por esse motivo, para cada i = 1, 2,...,n, as equagoes
diferenciais (5.66) estdo sujeitas is condicOes iniciais

z;(0) =0 e #(0)= (5.67)

Pelo exposto, ﬁca claro que podemos obter a solugio de (5. 40) via representagio de estado. Passamos
a estudar duas possibilidades distintas que fornecem estruturas diferentes e particulares para as
matrizes do modelo. Em ambos os casos, as n equagdes (5.66) assumirio a forma padrio
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#(t) = Az(t) + Boult), z(0) = zg (5.68)

onde u(t) € R™ depende da funcao externa (ver (5.60)) e é dada por ' = [us,...,uy]. A varidvel
de estado z(t) € R*™ pode ser definida das seguintes formas:

e g’ = [ 1 ... By X1 ... ZEn ] Neste caso, as matrizes do modelo (5.68) sio dadas por:
0 1 . 5 )
A = e O}’ Q = diag{wyi, ..., w2}
[ {znxm . (5.69)
41 .
B = | | b=l die) o &) ], i=1.n
L an
e ' = [ £ & ... Ty In ] Neste caso, as matrizes do modelo (5.68) sao dadas por:

A =blocdiag{A; - Apn}, Af:[ 0 1]

—w} 0
91><m
b (5.70)
Bzm E i)zg'x[éi(pl) ... ¢t(pm)]a ‘Z‘ﬂ},...,ﬂ
(}ixm
b2n

Neste trabalbo adotaremos, na majoria das vezes, o primeiro modelo apresentado acima. Entre-
tanto, é evidente que ambos s80 equivalentes na medida que existe uma transformacio de similari-
dade entre ambos. Resta incluir no modelo linear (5.68) os efeitos devidos as perturbagdes externas
e &s grandezas fisicas que efetivamente podem ser medidas.

¢ Perturbacoes: Supomos que o sistema esteja sujeito a perfurbagées impulsionais localizadas
em diversos pontos da estrutura. Com o mesmo raciocinio anterior, notamos que este fato
¢ levado em conta ao adicionarmos, no lado direito de (5.68), o termo Bqw, onde B; é uma
matriz de dimensdes apropriadas, calculada, exatamente, da mesma forma que By, O vetor w
contém as fung¢des impulsos unitarios que ocorrem em £ = .

e Saidas: Devido as propriedades enunciadas em [78], supomos que todos os atuadores e sensores
estao colocados nos mesmos pontos da estrutura. Ademais, assumimos que 08 sensores podem
medir deslocamentos e velocidades. Levando-se em conta que

(p,H) = 3 Sulp)antt)
k=1

com o mesmo procedimento anteriormente adotado para o calculo de By, podemos determinar
a matriz Cz, de tal forma que y = Caz represente as grandezas que serio medidas.
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Com base na discussio acima, ¢ levando-se em conta que o controle ndo afeta a saida do sistema
(D2 = 0), podemos escrever ¢ modelo dinamico final que representa (aproximadamente, devido ao
truncamento realizado), o sistema original (5.40), isto é

(t} = Ax(t)+ Biw(t) + Boult)
y(it) = Cox(t)

Em seguida apresentamos alguns resultados importantes para o estudo de estabilidade, em ma-
lha fechada, do sistema acimia. A ifnportancia desse estudo reside no fato de que a redugio de
ordem de modelos lineares s0 se processa em modelos assintoticamiente estaveis. Como comentado
anteriormente, os m atuadores e sensores estao dispostos nos mesmos pontos p; € D, i = 1,...,m.
Ademais, supomos que os sensores possam medir deslocamentos ¢ velocidades. isto €, z e 2. Com
estas hipoteses, sem considerar nenhuma perturbac¢do externa (w = 0), o sistema dinamico (5.71) é
reescrito na forma '

(5.71)

#(t) = Az(t) + Byult)

5.72
wt) = Caalt) 572
onde as matrizes acima sdo dadas em (5.69). Considerando Byy = [¢i(p1) -~ ¢ilpm)], i = 1,..., 7,
temos
0
= ]
{5.73)
_ | B O

“ = { 0 B
onde Byy € R"*™ A € R¥XI B, ¢ RIXT o (0, € RIXIN Nogeo ohjetivo é estabelecer sob
que condigdes a lei de controle via realimenta¢io de saida u = —Ky, K € R7*?™  egtabiliza

assintoticamente o sistema anteriormente definido.

Lema 5.2 Supenka que o par (£, Bys) seja coniroldvel ¢ que o ganko de realimentacio de saida K
seja particionado ne forma K = [K, K5, onde Ky € ®™*™ ¢ siméirica, semidefinida positiva, e
Ko € %™ ¢ simétrica, definida positiva. Neslas condigées, a matriz A — BoKCy € assintotica-
mente estdvel. :

Prova: Considere a fun¢io quadritica definida positiva v(z) = (1/2)2' Pz como sendo uma funcio
de Lyapunov associada ao sistema em malha fechada, onde

P = {Q+BQQKIBE2 0

. 1|>0 (5.74)

Derivando v(z) em rela¢io ao tempeo, apds algumas manipulagdes algébricas, obtemos

Wz} = —2'Qr = ~2'(B: K2 Byjr (5.75)

Como @ = @' > 0, concluimos que a matriz A — Bo KC» ¢ estdvel. Ela serd assintoticamente estavel
se nao existir xo = 2(0) # 0 tal que (note que por hipétese Ky = R > 0)

Biz(t) =0, ¥t>0 (5.76)
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Utilizando a hipdtese de que o par (2, Bys) seja controlavel, mostraremos, por reducéo ao absurdo,

que (5.76) se verifica somente se zg = 0. Assim sendo, com xz; imposto como condigao inicial, (5.76)
implica em

0 I}, -

Béexp{{wgl Q]L}IQ:O ., ¥i>0 (5.77)

onde @y = Q@+ By K B,. Como a equagdo acima ¢ valida para V¢ > 0, entio suas derivadas

‘sucessivas s&o igualmente nulas ¥4 > 0. Tomando essas derivadas em 1 = 0 e particionando zH =

[£0: Z0s), vern

361910’3" = {

| 2, Cr - 0 {5.78}
onde Cr é a matriz de controlabilidade do par (~Q;, Bs), ou seja
GT = [B:_) (——Q;)Bg - .(—Ql)nmlBg] (5?9)

Entretanto, como @ é uma matriz diagonal positiva e Ky = K{ >0, concluimos que O3 = ] > 0.
Por outro lado, devido & estrutura de €2y, é facil perceber que, sendo o par {2, Baz) controlivel, o
mesmo ocorre com o par (—$;, Bzz). Isto permite concluir que rank{(Cr) = n e, conseqiientemente,
(5.78) admite uma tinica solu¢io zg; = 23 = 0. Isto prova o Lema proposto. O

Provamos, entio, que o sistema (5.72), em malha fechada, é assintoticamente estivel. A im-
portancia deste resultado reside no fato de que K; e Ky nio dependem dos parametros do sistema
em malha aberta e, portanto, se caleularmoes um controle com esta estrutura para n modos, para
qualquer mimero de modos o sistema em malha fechada permanecerd assintoticamente estavel.

Uma maneira interessante de fixarmos K, e K» é a seguinte: com K| = 0, podemos calcular Ky
tal que By K3 B, tenha no espago range de Byy autovalores iguais a 28w;, onde £ representa um
fator de amortecimento a ser previamente estabelecido, ou seja

Ky = 26BEO3(BE)Y - (5.80)

onde sz = (ByyB22) " B}, é a pseudo-inversa de Ba.

5.4 Exemplos e simulacoes

Nesta se¢do consideramos dois sistemas fisicos que podem ser modelados pela equacdo a
derivadas parciais (5.40). Trata-se de uma barra de secio transversal variivel e uma viga de se¢do
transversal constante de comprimento I, sujeitas a perturbagdes externas induzindo vibragdes que
devem ser amortecidas pela agdo de controle. Em ambos os casos suporemos que:

¢ Segundo o sistema de referéncias adotado, a perturbagio ocorre no ponto p = (.35 ou p =
0.631, para a viga de se¢@o transversal constante ou para a barra de segao transversal varidvel,
respectivamente.

e Segundo o mesmo sistema de referéncia, mediremos o deslocamento proporcionado em um
ponto p € [0,1}, a ser definido posteriormente. Ademais, neste mesmo ponto supomos exis-
tirem sensores (de posi¢do e de velocidade) e um atuador de forca que serdo utilizados para
implementar a lei de controle (5.80).
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5.4.1 Barra de secédo transversal varidvel - Modelagem

Consideramos uma barra de secio transversal variavel, de comprimento I, livre em uma
das extremidades e fixa na outra, sujeita a uma for¢a axial F(p,?), como ilustrada na Figura 5.1,
onde p € D=[0,1} ¢ monodimensional. Aplicando nesta barra uma forca axial F(p, t}, seja z(p, 1)
o deslocamento, também axial, na posicao p, no instante t. Supondo que o material que compée a
barra seja homogénec e com comportamento elastico linear. o que ndo ha deformacic do material
durante o esforgo impulsivo, vamos determinar os parametros M (pj e L[z] para essa barra [7, 34, 75].

perturbacéo controle

Figura 5.1: Barra de secdo transversal variivel

Seja F.(t) a energia cinética da barra ne instante ¢, isto ¢

-

Eu(0) = %/D A () [ﬁ_g’f.i)] dp (5.81)

onde M(p) ¢ a fun¢io massa por unidade de comprimento da barra e seja F,(t) a energia potencial
nesse Mmesmo instante

I _ 2
(1) =g /; Ea(p) P%;—t—)} dp (5.52)

onde EA(p) estd relacionado com a rigidez do sistema. Pelo principio de Hamilton [51, 75], temos
que, entre dois instantes quaisquer #; e 15 vale a relagio

5{[2 (E:t) - Byt dt} = 0 (5.83)

Apds a substituicio de (5.81) e (5.82) na equacio anterior, verifica-se que a fungdo z(p, {) satisfaz a
equagao diferencial parcial

_(_9_ az(p,l‘)) 3 &%z(p,1) _ .
sujeitas as condigdes de contorno
z(0,1) = 0
5.85)
dx(11) (
R

Assim, a equagdio diferencial (5.84), com as condi¢des de contorno {5.85), representarmn o modelo
dinédmico da barra com secfio transversal variavel, com movimento axial livre. Considerando agora
O caso em que essa mesma barra estd sujeita a uma forca externa F(p.1), e modelo final é dade por
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8 8z(p, 1) Fzp.t) _ .
— | EA(p) =t ) — M(p)—rs = Fp.t 5.
5 (Ba 2L B 28D iy (5.86)
com as mesmas condigbes de contorno. Comparando {(5.86) com {5.40), conclui-se que
o8 3z(p,t)} _
La(p, )] = —=— | EA(p) 222 ,
L)) = - 5 [Bam) 2L (5.87)
Considerando para essa barra, [52, 75], os parametros
Mp) = (1-%)
5.88
EA(p) = 2EAq(1~- ?) (5.88)

onde My representa a densidade linear de massa {kg/m), E representa a rigidez do material e Ag
representa a area da secao transversal da barra, de tal forma que a unidade fisica do produto EA(p)
é Nm?, o Problema do Autovalor associado is equacdes dessa barra pode ser escrito na forma

d d 2 |
- &;{Efi(p);i;d)(;v)} = w*M(p)é(p) (5.89)
com as seguintes condi¢des de contorno
&{0) = 0

(5.90)
BA() ¢(z} = 0

Substituindo as equacoes dos operadores (-5.88) em (5.89) e, lembrando-se que a rigidez K A(l) = 0,
apds simplifica¢des, podemos reescrever o Problema do Autovalor na forma

d? ‘ .
(1= P)76(e) = 0(0) = 52— pl"o(p) =0 (5.91)

com a condigao inicial ¢(0) = 0. Multiplicando a equagio acima por (I — p), fazendo a seguinte
mudanca de varidvel

Mg
E4q

W(8) = ¢ (: - §) (5.93)

concluimos que (5.91) é equivalenie a

f =

P) (5.92)

e ainda, definindo a funcio

2
O

My
i/ =
¥ ( EA, !w) 0

0) +9— 4 5(0) + 67 (8) = 0
(5.94)
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A equagao acima € uma equagao de Bessel de primeiro tipo e de ordem zero. Portanto, sua solucio
¢ dada pela fun¢ao de Bessel de primeiro tipo e ordem zero Jo(-).
Consequentemente

U(0) = cJo(6) (5.95)

onde ¢ é uma constante positiva a ser determinada. Levando-se em conta a condicio de contorno,
podemos determinar as Freqgiiencias naturais do sistema que devem satisfazer

M
T (,fEA"Q m) =0 (5.96)

Os infinitos valores de w, que satisfazem a equacio (5.96), formam o conjunto das frequéncias
naturais do sistema. Resla, agora, retornarmos a variavel inicial do problema e verificarmos que
a solugao encontrada, de fato, permite estabelecer um conjunto de n autofungdes M-ortogonais.
Primeiramente vamos determinar ¢ > 0. Neste sentido, a partir de (5.95), obtemos os modos de
vibragio, na forma

M,
¢x(p) = e Jo ( E‘_f;g(l “P)wk) v k=1 (5.97)

que devem ser M-normalizados, isto é:

1

(65, M(p)de)
H
_ /0 M(p)é2(p)dp (5.98)

M
= IMlJ}? (, /E;O m)

Esta ultima equagio permite determinar os valores de ¢ e, conseqiientemente, as autofungoes nor-
malizadas.

M
1 Jo ( Efg(l - p)w-;c)

érlp) = T j(\/ml ,
Y\VEA ““‘)

onde [, denota a fungio de Bessel de primeira ordem e primeiro tipo.

E importante salientar que as autofungdes, assitn determinadas, sio de fato M-ortonormais, ou
seja, satisfazemn (5.57). Os valores de w que satisfazem a equacio (5.96) fornecem o conjunto das
Frequencias naturais e devem ser calculadas numericamente. A seguir, para My = 1.0 kg/m5,
EAy = 1.0 N el = 10.0 m, determinamos as matrizes do sistema dinamico linear (5.71), sendo
a perturbagao aplicada no ponto p = 6.3 m. O atuador e o sensor foram colocados no ponto
p = 10.0 m. Obteve-se, para n = 6 e n = 12, sisternas de ordens 12 e 24, respectivamente. O ganho
de realimentacdo de saida K, calculado para n = 6, é dado por

k=1 ... (5.99)

K=1[0 01916 ] (5.100)

Na Tabela 5.1 incluimos os valores das 12 primeiras Fregiiencias naturais pormalizadas wif k=
1,...,12, que satisfazem a equacio (5.96), com
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k wiy k wi¥ k Wi
17 24048 | 5| 14.9300 | 9 | 274935
21 55201 |61 1807111 10 | 30.8346
3| BEH37 | 71212116 ] 11 ¢ 33.7758
4| 117915 | B | 243525 1 12 | 36.0171

Tabela 5.1: Freqiiéncias naturais normalizadas

. M,
w? = EAOIwk

As Figuras 5.2 e 5.3 representam os gréficos das saidas® em malha aberta e em malha fechada,
utilizando o mesmo ganho K para os dois casos, n=6 e n= 12.

(5.101)

-

-
AP
e
SR

N

i
Y

deslocamente (m)
!
-
pen
=
S
J_;::S

8] 20 40 60 8¢ 100

tempo {(8)

Figura 5.2: Resposta em p=10.0 m ao impulso unitdrio em p=6.3 m com n=6 (seis Fregilencias
naturais). Malha aberta ( ); Malha fechada {---- - ).

Observa-se que o ganho K, para 6 modos de vibragio, estabiliza o sistema obtido com 12 ou
outro nimero qualquer de modos. Analisando as Figuras 5.2 e 5.3 percebe-se que as respostas ao
impulso, em malha aberta, para 6 ou 12 Freqiiencias retidas no modelo, diferem substancialmente.
Assim sendo, a eventual determinagao de um modelo reduzido podera nio representar muito bem
a realizagdo minima do modelo original. Felizmente, esta conclusio parece nao ser valida para as
trajetdrias obtidas a partir da estrutura de controle proposta {5.80).

Por outro lado, os gréaficos acima também evidenciam que a lei de realimentagéo de saida, anteri-
ormente proposta (5.80}, € de fato estabilizante. E importante salientar que a simulagic apresentada

* As solugdes no tempo foram feitas com a funcdo impulse do MATLAB
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na Figura 5.3. foi realizada com o ganho de realimentacio determinado a partir do modelo com
somente n = 6 Freqilencias naturais. Isto evidencia, como antericrmente provado (ver Lema 2},
que tal estrutura de controle ¢ de fato extremamente robusta.

R v" !/MN\ | J

deslocamento {(m)

~d
0 290 40 60 80 100
’ tempo (s}

Figura 5.3: Resposta em p=10.0 m ao impulso unitdrio em p=6.3 m com n=12 {doze Freqiiencias
naturais). Malha aberta ( —); Malha fechada (- .- -- ).

5.4.2 Viga de secdo transversal constante - Modelagem

Consideramos uma viga flexivel de se¢io transversal constante (também chamada de viga
homogénea) de comprimento I, simplesmente apoiada nas duas extremidades, como indicado na
Figura 5.4. A varidvel p € D=[0,1] é monodimensional e z{p,t} indica o deslocamento transversal
na posi¢ao p, no instante {. Supondo que o material que compée a viga seja homogéneo e com um
comportamento elastico linear, entao sua energia cinética {54} é dada por

{ 2 :
E.(t) = %/ﬂ M(p) [Q%«’i)] dp (5.102)

onde M(p) = M, ¢ a densidade linear de massa (kg/m), considerada constante. A energia potencial
dessa barra é dada por

Ep(t) = /G El{p) [%%’-t—)} dp (5.103)

sendo El(p) = ET caracteriza a rigidez & flexiio da viga, £ é o mddulo de elasticidade do material
da viga (N/m?) e I é o momento de inércia de drea da secho transversal (m*). Consideramos
despreziveis as deformacdes e a Inércia de rotagio que essa barra esta sujeita. Adotando o mesmo
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z perturbagao controle

l

Figura 5.4: Viga de se¢ao transversal constante com deslocamento transversal {flexao)
procedimento anterior, o modelo matematico que descreve o comportamento da barra sujeita a uma
forca externa pode ser escrito na forma

Fz(p,t

& z(p, 1)
Gt?

El = F{p.1) (5.104)

comn as condigdes de conterno

Az, t)  9%=(0,1) o
ap* o (5.105)
z(11) = z(0.t) = @
Comparando (5.104) com {5.40), conclui-se que

M (p) = ;"t’f[}

Lizp.t)] = E}————~—~84;§’{'} (5.106)

Consequentemente, o Problema do Autovalor associado, (5.47), pode ser reescrito na forma

d*¢(p,t _—_ _
EI———E(Pi’—z — W Mpg(p) =10 {5.107)
com as condigdes de contorno
o0y = o) = 0
2o _ o) _ (5109
dp? T odpt T

Trata-se, portanto, de um problema envolvendo uma equagdo diferencial linear ordinaria de ordem
4, de solucio imediata. Lembrando que o conjunto de solugbes deve ser M-ortogonal, obtemos para

(5.109)

2 wk
orlp) = \fwse'ﬁ(T)
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Portanto, podemos escrever 0 modelo dinémico da viga flexivel em questdo. Adotando a aproximacio

(5.59), param = 6 e n = 12 e, considerando My = 1.0 kg/m®, EI = 1.0 N e [ = 10.0 ™,

determinamos as matrizes do sistema dinamico linear (5.71), sendo a perturbacio aplicada no ponto

p = 3.5 m. O atuador e o sensor foram colocados no ponto p = 6.5 m. Obteve-se, assim, para
n = 6, um sistema de ordem 12 e para n = 12, um sistema de ordem 24. O ganho de realimentacao

de saida K, calcnlado para n = 6, é dado por

K=1[0 2.281] {5.110)

deslocamento (i)
o

0 350 100 150 200
tempo {s)

Figura 5.5: Resposta em p = 6.5 m ao impulso unitério em p = 3.5 m com n = 12, Malha aberta
( ); malha fechada (- -- ).

A Figura 5.5 representa o grafico das saidas em malha aberta e em malha fechada, utilizando o
ganho K parao cason = 12. As simulac¢des realizadas permitem concluir dois fatos importantes. Em
primeira lugar, considerando o sisterna em matha aberta com 6 ou 12 Fregiiencias {ordem 12 ou 24,
respectivamente), verificamos que ambas as respostas ao impulso sio praticamente idénticas. Isto .
implica que o modelo podera ser consideravelmente reduzido, sem grande perda de precisio. E claro
que, neste caso, a etapa de sintese de uma determinada lei de controle, ficard mais simples. Como
anteriormente, o mesmo grafico também evidencia que a lei de realimenta¢io de saida proposta
(5.80), ¢ de fato estabilizante. Em seguida, passamos a estudar a viabilidade de reduzir a ordem
dos modelos obtidos para as duas estroturas modeladas. '

5.4.3 Viga de segao transversal constante - Redugao

Para a viga de se¢do transversal constante, j4 modelada, escolhendo n = 12, seu modelo
dinamico tem ordem 24. Sob esta condi¢fio determinamos o ganho estabilizante

K=[0 56281] (5.111)
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e os valores singulares do produto L.L,, fornecidos em seguida em ordem decrescente

’a 7.8246, 2.1357, 2.0227, 0.2623, 0.2498, 0.1969, 0.1935, 0.1691,
{m} = ¢ 0.1645, 0.1489, 0.1393, 0.1390, 0.1360, 0.1224, 0.1125, 0.1037, (5.112)
0.0996, 0.0937, 0.0936, 0.0765, 0.0757, 0.0711, 0.0627, 0.0021

Analisando essa sequeéncia, concluimos que o terceire valor singular é muito maior que seu su-
cessivo. Assim sendo, o sistema reduzido, tomando os trés primeiros modos é uma boa aproximacao
do sistemna original. Para que possamos estabelecer comparacies, tomamos modelos reduzidos para
dois valores de & (ordem do modelo reduzido) e tragamos seus graficos, juntamente com o grafico
do modele original.

o k=12
4 m{—o.osss 0.0552] B _[ 0.5507]
T 00213 0.0081 | UU T | —0.9667
(5.113)
B, = [ —0.0345} = [ —0.2624 ~(}.5692]
T 0.2869 | 0.0064 —0.0110
o k= 4
—0.3459  0.2539 —0.0044 0.0784 0.4914
Ao | 08337 03448 —0.0189 —0.1053 B, — | —0.2350
T 0.0182 —0.0468  0.0992 —0.0058 |* ~' = | _0.1526
—0.032¢ -0.0398  0.1951 —0.2071 0.0714
(5.114)
—0.0191
B, = -0.0342 o ;[—0.0165 0.0306 0.1366 0.8018]
T 0.1623 |~ —0.0204 —0.0155 0.1720 —0.1431

0.1914

A Figura 5.6 representa os graficos do modelo original estabilizados com o ganho K, juntamente
com o modelo reduzido de ordem 2. A Figura 5.7 representa o modelo original estabilizado com o
mesmo ganho e o modelo reduzido de ordem 4. Analisando-as, podemos verificar que na primeira
figura o grifico do modelo reduzido de ordem 2 é uma aproximagdo muito grosseira do grafico
original (k==24). Por outro lado, na figura seguinte, o grafico do modelo reduzido de ordem 4 é uma
étima aproximacio do modelo original.
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Figura 5.6: Viga de se¢io transversal constante: Resposta em p=0.5 m ao impulso unitdnoe em

p=3.5 m, em malha fechada: modelo normal (k=24} (

~) e reduzido de ordem 2 {

dealocamantg  (m)
o .
b
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Figura 5.7: Viga de se¢io transversal constante: Resposta em p=6.5 m ao impulso unitéric em

p=3.5 m, em malha fechada : modelo normal (k==24) (———) e reduzido de ordem 4 (------ :
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5.4.4 Barra de segio transversal varidvel - Reducéo

Repetindo o mesmo procedimento da subsegio anterior para a viga de segdo transversal
constante, para n = 12 modos de vibragio obtivemos o ganho estabilizante

K=1{0 00979 ] (5.115)

e os valores singulares do produto L.L,, fornecidos abaixo, em ordem decrescente

g 19.7453, 17.4378, 4.1373, 4.0139, 3.7247, 3.7205. 3.4210, 3.9404,
{o:i} =1 29069, 2.863, 2.6654, 2.6323, 2.2077, 2.1635. 21287, 2.1143, (5.116)
k=1 2.0185, 1.9790, 1.4061, 1.3637, 1.0142, 0.8606. 0.0735, 0.0342

Percebemos que nenhum valor singular é muito maior que o seu sucessivo, assim sendo, fica dificil
decidirmos sobre a ordem do modelo reduzido. Usando a expressio (5.38), sobre a dominéncia
interna, entdo optamos pelo sistema reduzido de ordem 4, pois p = 0.0638 << 1.

Okm4

—0.3432 —-0.6645  0.2659 -—-0.5131 ir (.2869 ]
(.1136  0.0412 —0.588] 0.1402- B = I 0.151¢%
: Pir =

Ar = —0.3919  0.8802 —0.0011" —0.6383 0.4R40
0.2017  0.2860  0.4590  0.3008 0.3367
(5.117)
—0.3169
B — 0.6346 | _[—0.9552 ~0.0122  0.3290 ~{).3635]
T 05978 | VT T L 00346 1.0574 —0.4132 —-0.017%
0.6089

Na figura 5.8 temos os gréficos do sistema original estabilizado com ganho K e do reduzido de
ordem k = 4. Nota-se que o modelo reduzido é uma boa aproximacio do modelo original.

Para as duas estruturas calculamos o limitante superior usando {5.36), para a norma H,, encon-
trando para & viga de se¢io transversal constante o valor 4.9012 e para a barra de secac transversal
variavel o valor 30.3126, que sao extremamente grandes, nao oferecendo segurang¢a quantc ao erro
cometido. Ji os erros relativos, em norma My, expressio (5.37), foram de 8.57% para a viga de
se¢ho transversal constante e de 39.84% para a barra se segio transversal varidvel (ver Tabela 5.2),
indicando que para o primeiro caso a aproximagao ¢ muito melhor que para o segundo caso.

E evidente que, quanto mais préximo k estiver de 24, ordem do sisterna criginal, melhor serd a
aproximacio do modelo. Mas o aumento sem critério no valor de k pode tornar a redugao inviavel,
devido 4 demanda computacional requerida.

A tefceira condigiio que nos informa sobre a qualidade do modelo reduzido € o coeficiente p de
dominéancia interna dada pela expressio (5.38), (ver Tabela 5.2). Para a viga de se¢do transversal
constante temos p = 0.0017, que ¢ muito menor que um e para a barra de seqio transversal varidve)
temos p = 0.0638, que também é muito menor que um, mostrando que para esse critério a reducio
foi excelente.

Com o objetivo de considerar os erros em relagio & frequéncia nas redugdes de modelos, cons-
truimos num mesmo diagrama de Bode as curvas de magnitude em relacdo & frequéncia para os
modelos original e reduzido, tanto para a viga de secio transversal constante, guanto para a barra
de secao transversal varidvel.

Ficou evidente que a redugio de modelos via balanceamento apresenta erre muito pequeno em
relagao as Freqgiiencias baixas, isto €, w < Irad/s. Por outro lado percebe-se claramente que os dois
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Figura 5.8: Barra de segio transversal varidvel: Resposta em p=10.0 m ao impulso unitirio em

p=06.3 m, em malha fechada: modelo normal (k=24) (

) e modelo reduzido de ordem 4 (

14 Erel
Viga homogénea | 0.0017 | 0.0857
Barra varidvel 0.0638 | 0.3996

Tabela 5.2: Propriedades da redugio de modelos
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sistemas tém caracteristicas diversas qnando w > 10 rad/s. Para ilustrar essa afirmacao a Figura
5.9 mostra o diagrama de magnitude da viga de se¢io transversal constante.

40

Pt e S

40 £

magnitude (dB)

-60

-100 HEH : R
0.01 0.1 1 10 100
w {rad/a)

Figura 5.9: Diagrama de Bode (magnitude(dB)/;-.a{md/s)} dos sistemas original de ordem 24 (~——)
e reduzido de ordem 4 {--.- .. ), para a viga de secdo transversal constante

5.5 Controle 6timo via realimentacao de saida

O objetivo principal desta se¢do é aplicar os resultados teéricos introduzidos nos capitulos
anteriores para o controle de estruturas flexiveis de grandes dimensdes, que sio representadas pela
equagao diferencial parcial (5.40) e que, por sua vez, podem ser transformadas em sistemas dindmicos
lineares em varidveis de estade {5.71). O controle de tais estruturas visam, principalmente, a
estabilizacao das mesmas, quando estao sujeitas a perturbacbes diversas e serd realizado através
de controle timo via realimentagio de saida. Neste sentido, considere o sistema dindmico linear
caracterizado pela expressdo (5.71)

z(l) = Az(t)+ Biw(t) + Bau(t)
vt} = Coa(t)

onde z(t) € R é o vetor de estado, u(1) € R é o vetor de controle, w{t) € R é o vetor de pertur-
bagho, y(t) € R? ¢ o vetor de saida. Todas as matrizes sio constantes, de dimensdes apropriadas e
descrevem o comportamento dindmico das barras anteriomente modeladas. F possivel, neste caso,
determinar um ganho de realimenta¢fio de saida K € ®1*2, de tal forma que o sistema global seja
assintoticamnente estavel (ver Lema 2). Assim sendo, redefinimos a varidvel de controle na forma

(5.118)

u(t) = —Kyit) + v(t) (5.119)
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Nosso objetivo é otimizar a determinacio do novo sinal de controle v(t), de tal forma a garantir
uma certa performance do sistema em malha fechada sem, obviamente, destruir sua estabilidade.
Substituindo (5.119) em (5.118), obternos

l‘(i} = (fi — BQI{CQ}.T(f) -+ By w(t) + Byu(t)
y(t) = Czx(t)

-0 qual pode ser reduzido via balanceamento. Tendo como base as discussdes anteriores, escolhemos
um modelo reduzido de ordem k = 4, dado por

(5.120)

(1) = (Ar~ By, KCo )z, (1} + Birw(t) + Barr(1)
Yty = Corz (t) ,
E claro que este fato representa uma importante redugdo no esfor¢o computacional necessério para

a determinacao do sinal de controle v(t). Definindo, em relagio as coordenadas do sistema reduzido,
a saida controlada

(5.121)

#{t) = Crrz, (t) + Dypult) (5.122)

com z(t) € R®, C{, Dy, = O e D|. Dy, > 0, nosso objetivo é resolver o seguinte problema de controle
otimo

p=min{ | H|3: Lec) (5.123)

onde H(s) ¢ a funcio de transferéncia da perturbagio externa w(t) para a saida ztye L é o
conjunto dos ganhos L € ®'*? tais que, com v(t) = —Ly(t), o sistema em malha fechada (5.120)
seja assintoticamente estdvel. A solugdo mumeérica deste problema ¢ feita com o algoritmo min/maz
que foi introduzide e discutido em detalhes no capitulo 3. E interessante observar que apds a
determinagac do ganho 6timo L, entac a lei de controle a ser aplicada ao sistema original {(5.117), é

u(t) = —(K + L)y(t) = —Gylt) (5.124)

Este ganho, decorrente da defini¢do da primeira malha de realimentacio, equaciio (5.118), é esque-
matizado na Figura 5.10. Este procedimento foi adotado para a solugio de dois exemplos numeéricos
descritos com detalhes a seguir. O primeiro deles refere-se ao controle da viga de secio transversal
constante e o segundo refere-se ao controle da barra de segio transversal varidvel, ambas sujeitas a
perturbagGes externas impulsionais. Pela importincia, estes exemplos validam, em nossa opiniio,
ndo sé o procedirento de projeto adotado, mas também a eficicia do algoritmo min/maz.

5.5.1 Viga de secdo transversal constante - Controle

Os dados usados estdo em (5.114) e descrevem a dinimica do sistema reduszido.- A saida
controlada (5.122} é definida pelas matrizes

1 00 0 0
¢ 1 00 0
Cir=10 0 10 D= 10 (5.125)
000 1 0
00 0 0 1

Neste case o algoritmo min/maz gera as seguintes sequéncias
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Figura 5.10: Diagrama de blocos dos sistermnas S em malha abérta, Sk em malha fechada com ganho
K e 5p em malha fechada com ganho L.

{ }” _ 10.2560, 2.5305, 2.0630, 1.1665, 1.1248, 1.0711
ey T 1.0684, 1.0567, 1.0610, 1.05562, 1.0486
(5.126)
{B }“ _ 0.3283, 0.4453, (.8048, 0.8647, 0.917%, 0.9301
k=1 T 0.9337, 0.9393, 0.9403, 0.9430, 1.0000
que ilustram sua convergéncia. A matriz de transformagio E, dada por
-0.5798 —0.6906
g | 06698 03170 (5.127)

—0.3537 -0.0195
0.3001 —0.6497

permite calcular os ganhos de realimentacdo e a norma H, da funcio de transferéncia em malha
fechada

G

il

[ 0.2387 12.7208 ]

L

It

[ 0.2387 7.0926 ] {5.128)

lHll: = E, =12.6230

A Figura 5.11 mostra o comportamento dinamico do sistema original em malha fechada, usando
o ganho K (... .. } e o ganho G { ). Observa-se claramente que o ganho 6timo G impde
ao sistema em malha fechada um desempenho sensivelmente melhor no que diz respeito ao valor
‘de pico e ao tempo de estabilizacdo. Fsta conclusio ¢ de fato importante quando nota-se que a
implementagao pratica do ganho G requer somente dois sensores, um de posigio ¢ um de velocidade
e um unico atuador de for¢a para controlar os 12 primeiros modos de vibracdo da estrutura.
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deslocamento (m)

Figura 5.11: Resposta em p = 6.5 m ao mmpulso aplicado em p = 3.5 m: malha fechada com ganho
K- ) e em malha fechada com ganho G (——). '

5.5.2 DBarra de secao transversal varidvel - Controle

Para esta barra os dados estdo em (5.117). As matrizes C), ¢ Dy, sdo as mesmas j& definidas
em (5.125). Segnindo os mesmos passos para a viga de segio transversal constante, obtém-se

6
{o},_ = {21499, 1.0100, 1.0051, 1.0028, 1.0013, 1.0007}
B (5.129)
6
{8} _ = {oss61, 09017, 0.9956, 0.9979, 0.9989, 1.0000}
0.3379  —0.0485
0.6333 ~0.4798
E=1 06207 00725 (5.130)
0.3153  0.8730
cque permite determinar
¢ = 08987 08742 ]
L = [08987 0.7763 ] (5.131)

IHl: = &, = 4.5989

A Figura 5.12 mostra o comportamento dinamico do sistema original em malha fechada usando
o ganho K {...) e o ganho G {(——). Observa-se que esse tltimo ganho impde ao sistema em maltha
fechada um desempenho sensivelmente melhor no que diz respeito i reduciio do valor de pico. De
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maneira geral, a mesma conclusio nio é vélida no que diz respeito ao tempo de estabilizacio. Isto
indica a necessidade de usar controladores de ordem mais elevada.
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Figura 5.12: Resposta em p = 10.0 m ac impulso aplicado em p = 6.3 m: malha fechada com ganho
K- ) e em malha fechada com ganho G ( ).

5.6 Conclusao

O objetivo central deste capitulo foi aplicar os resultados tedricos obtidos anteriormente para
a sintese de conirole de estruturas flexiveis. Como pudermnos mostrar, o comportamento dindmico
dessas estruturas é regido por equagbes diferenciais parciais. E possivel aproximar estas equagdes
por um sistemna de equacdes diferenciais ordindrias, porém, de grande dimensio. £ claro que a
etapa de sintese de uma lei &tima de controle pode ser dificultada pela dimensdo do problema de
controle 6timo a ser resolvido numericamente. E natural, portanto, tentar-se adotar algum tipo
de aproximacio que reduza a ordem dos modelos considerados. Com este objetivo, estudamos
o método de redugdo de modelo baseado em balanceamento. Verificamos que, dentro de certa
precisao, o método de redugdio via balanceamento pode ser aplicado com sucesso aos modelos de
grande porte de estruturas flexiveis. Duas estruturas foram estudadas numeticamente, a saber,
uma viga de secBio transversa) constante e wma barra com seqio transversal varidvel. Todas as
etapas do projeto foram explicitadas, isto ¢, a obtencio do modelo exato, a defini¢io de um modelo
aproximado de ordem 24 em coordenadas modais e, finalmente, o cilcule do modelo reduzido de
ordem 4. Através de inlimeras simula¢es verificamos que as aproximacdes introduzidas em cada
etapa foram perfeitamente satisfatorias.
A aplicagio do algoritmo min/maz para o cédlculo do ganho de realimentacio de safda mostrou-se
eficiente e permitiu ilustrar o resultado tedrico relativo & sua convergéncia global,
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Conclusao geral

O objetivo principal deste trabalho foi aplicar as leis de controle timo, aqui desenvolvidas na
otimizagao de estruturas flexiveis de grande porte. Assim, inicialmente, tratamos de varios aspectos
de controle étimo via realimentagio de saida, caracterizado pelos chamados controladores de ordem
reduzida. Fizemos um levantamento dos métodos numéricos existentes na literatura, que julgamos
mais importantes, para a determinacio do ganho étimo, Foram constatadas varias dificuldades na
utilizagao desses métodos, tals como, problema na inicializacio do processo iterativo, na factibi-
lidade intermedidria dos ganhos calculados, gasto computacional e, além do mais, ganhos Stimos
locais, j4 que para isso foram usadas somente condi¢des necessirias de otimalidade. Para sanar
tais dificuldades e, inclusive, impor condigoes necessarias e suficientes de otimalidade, foi incluido
neste trabalho um tépico sobre controle étimo via realimentagio de saida, com enfoque em analise
convexa. Com isso foi possivel o desenvolvimento de um algoritmo para o caleulo do garho étimo,
baseado em lineariza¢io externa (plano de corte), com desempenho excelente. Ao que tudo indica, a
exploragao da convexidade em Teoria de Controle tem propiciado um grande desenvolvimento, com
o advento de algoritmos mais eficientes para a solugio de problemas de controle 6timo. .

Em nossa opinido, sao trés as mais importantes contribuicdes deste trabalho. Desenvolvernos um
algoritmo que permite calcular uma matriz genérica definida positiva, que pertence a um conjunto
convexe cuja sua inversa pertence a outro conjunto convexo dado. E interessante observar que
véarios problemas de controle tém esta formulagdo. Em seguida propusemos um outro algoritmo
baseado em aproximacdes que tornam convexas todas as restri¢des existentes no problema de controle
otimo via realimentagao de saida. Por outro lado, foi possivel introduzir dentro deste contexio
um procedimento de decomposi¢ao que verificou-se ser numericamente eficiente. Finalmente, este
aparato tedrico fo1 aplicado, com sucesso, em sistemas flexiveis de grande dimensio, apés termos
reduzido o modelo original para um nitmero mais adequado de varidveis de estado. As simulagtes
numeéricas, envolvendo o sistema original, indicam o acerto da estratégia adotada.

Finalmente, cabe fazermos uma analise do principal ponto que, a0 nosso ver, merece wm maior
esforgo de pesquisa no futuro. Trata-se da generalizagio dos resultados aqui obtidos para sistemas
lineares discretos no tempo. Estudos preliminares indicam que esta tarefa é perfeitamente possivel,
embora possamos prever maiores dificuldades na manipulagio das equacdes ou inequagdes maftriciais
envolvidas. Para se ter um idéia, pouco precisa, porém ilusirativa desta afirmac8o, basta lembrar
que a equagdo de Riceati no caso continuo é quadrética em relagio & matriz a ser determinada. A
mesma equagio de Riccati, relativa ao caso discreto no tempo, é extremamente nao linear ¢ nio
quadratica. Entretanto, a férmula complementar de Schur permite, uma vez mais, a eliminago
destes termos nao lineares de dificil manipulagdo, tornando possivel adotar para o tratamento de
sisternas lineares, discretos no tempo, a mesma técnica aqui introduzida.

117



Bibliografia

(1]

9]
[10]

[11]

{12]

[13]

B. D. O. Anderson and J. B. Moore, Linear Optimal Conirol, Prentice-Hall, Inc., Englewood
Chiffs, N. J., 1971,

B. R. Barmush, “Stabilization of uncertain systems via linear control”, IEEE Transetions on
Automatic Control, Vol. 28, No 8, pp. 848-850, 1983.

D. 5. Bernstein and W. M. Haddad, “LQG control with an H., performance bound: a Riceati
equation approach”, JEEE Transactions on Automatic Contrel, Vol. 34, No 3, pp. 293-305,
March 1989,

J. Bernussou, P. L. D. Peres and J. C. Geromel, “A linear programming oriented procedure for
quadratic stabilization of uncertain systems”, Systems & Control Letiers, Vol. 13, pp. 65-72,
July 1989,

5. P. Bingulak, N. K. Cuk and M. S. Calovic. “Calculation of optirnum feedback gain for output-
constrained regulators”, JEEE Transaciions on Aulematic Control, Vol. AC 20, pp. 164-166,
1475.

S. P. Boyd and C. H. Barratt, Linear Control Design: Limits of Performance, Prentice Hall,
Englewood Cliffs, New Jersey, 1991.

S. Carlucei e G. Casolo, ‘Deferminazione Ottima Simullanca della Posizione di Attuatori Dis-
creti € del Controllo di Strutture Flessibili, DE/Facoltd di Ingegneria, Politecnico di Milano,
1987/88.

R. M. Chamberlain, J. D. Powell, C. Lemarechal and H. C. Pedersen, “The watchdog techique
for forcing convergence in algorithms for constrained optimization”, Math. Prog. Study, Vol.
16, pp. 1-17, 1982.

C. T. Chen, Linear System Theory end Design, Holt, Rinchart and Winston, New York, 1984,

5. S. Choi and H. R. Sirisena, “Computation of optmal output feedback gains for linear multi-
variable systems”, IEEE Transaclions on Automatic Control, june 1974.

F. Delebecque et R. Nikoukhah, “Theorie et applications de la commande robuste Hoo”, Insti-
tute National de Recherche en Informatique et en Automatique, France, 1991,

J. C. Doyle, K. Glover, P. P. Khargonekar and B. A. Francis, “State-space solutions to standard
M2 and Hoo control problems”, JEEE Transactions on Automatic Control, Vol. 34, N. 8, pp.
831-847, August 1989 :

R. Fletcher, Pratical methods of optimization, Vol. 01, New York, Wiley, 1980.

118



6.0 Bibliografia 119

[14] A. R. Galimidi and B. R. Barmish, “The constrained Lyapunov problem and its application to
robust output feedback stabilization™, JEEE Transactions on Autematic Conirol, Vol. 31, No
b, pp. 410-419, 1986,

[15] J. C. Geromel, “Convex analysis and global optimization of joint actuador location and control
problems”, JEEFE Trens. on Autematic Control, Vol. AC. 34, No 7, July 1989,

[16] J. C. Geromel, C. C. de Souza and R. E. Skelton, “Static output feedback controllers: Robust
stability and convexity”, IEEE Transactions on Aulomaiic Conirol, submited for publication.

[17] 3. C. Geromel, C. C. de Souza and R. E. Skelton, “LMI Numerical Solution dor output feedback
stabilization” ACC American Control Conference, July 1994

[18] J. C. Geromel e C, C. de Souza, “On a convex approximation to the H» optimal static output
feedback control problem”, IEEE Conference Decision and Control (invited paper), December
1994. :

[19] J. C. Geromel and J. Bernussou, “An algorithm for a descentralized control of dynamic sys-
tems”, Antomatica, Vol. No 15, pp. 488-491, 1979,

20} J. C. Geromel and J. Bernussou, “Optimal descentralized control of dynamic systems”, Auto-
J
matiea, Vol. No 18, pp. 545-557, 1982,

[21] 1. C. Geromel and M. R. Beloni, “Nonlinear programs with complicating variables: theoretical
analysis and nurmerical experience”, JEEE Trans. on Systems, Man and Cybernetics, vol. SML-
16, N2, march/april, 1986.

[22] J. C. Geromel, P. L. D. Peres and J. Bernussou, “On a convex parameter space method for
linear control design of uncertain systems”, STAM Journal on Control and Optimization, Vol.
26, No 2, pp. 381-402, March 1991.

- [23] J. C. Geromel, P. L. D). Peres and S. R. Souza, “Convex analysis of output feedback control
problems: robust stabilization and performance”, submited for publication.

{24] J. C. Geromel, P. L. D. Peres and S. R. Souza, “Mixed Ha/H, control for continuous-time
linear systems”, Proc. 31st IEEE Conference on Decision and Control, Tucson, Arizona, USA,
Vol. 4, pp. 3717-3722, December 1992,

[25] J. C. Geromel, P. L. D. Peres and S. R. Souza, “M, guaranteed cost control for uncertain
continuous-time linear systems”, Systems & Conirol Letiers, Vol. 19, pp. 23-27, 1992.

[26] K. Glover, “All Optimal Hankel Norm Aproximations of Linear Multivariable Systems and
their L™-Error Bounds”, International Journal Control, Vol. 39, No 6, 1984.

(27} L. F. Godbout and D. Jordan, “Gradient matrices for output feedback systems”, International
Journal of Contrel, Vol. 32, pp. 411-433, 1980

[28] G. Gu, “Disturbance attenuation and H., optimization with linear output feedback control”,
Proc. 30th IEEE Conference on Decision and Control, Brighton, England, pp. 2705-2709, De-
cember 1991,

{20] G. Gu, “On the existence of linear optimal control with output feedback”, SIAM Journal on
Control and Optimization, Vol. 28, No 3, pp. 711-719, May 1890.



6.0  Bibliografia _ 120

{30] G. Gu, “Stabilizability Conditions of Multivariable Uncertain Systems via Output Feedback
Control”, IEEE Transactions on Auiomatic Control, Vol. 35, No 8, pp. 925-927, 1990.

{31] H. P. Horisberger and P. R. Bélange, “Solution optimal constante output feedback problem
by conjugate gradients”, IEEE Transactions on Automatic Control, Vol. AC. 19, pp. 434-435,
1974 :

[32] T. Iwasaki and R. Skelton, “A complete solution to the general M. control problem: LMI
existence conditions and state space formulas”, personal communication.

[33] T. Iwasaki and R. Skelton, “A complete solution to the general H.. control problem: LMI
existence conditions and state space formulas”, ACC 1993. To appear in Aufomatica.

{34] T. Iwasaki and R. Skelton, “Parametrization of all stabilizing controllers via quadratic Lyapu-
nov functions”, submitted for publication.

[35] T.Iwasaki, “A unified matrix inequality approach to linear control design”, PhD Thesis, Purdue
University 1§93,

[36] L. Keel, S. P. Bhattacharyya and J. W. Howze, “Robust control with structured perturbations”,
IEEE Transactions on Automatic Conirol, Vol. 33, No. 1, pp. 68-78, 1988.

[37] P. P. Khargonekar and M. A. Rotea, “Mixed A, /Hoo control: a convex optimization approach”,
IEEE Transactions on Automatic Control, Vol. 36, N. 7, pp. 824-837, July 1991,

[38] C. G. Khatri and S. K. Mitra, “Hermitian and nonnegative definite solutions of linear matrix
equations”, STAM J. Appl. Math. , Vol. 14, No. 4, pp. 579-585, 1976.

[39] R. L. Kosut, “Suboptimal control of linear time-invariant systems subject to control structu-
re constraints”, IEEE Transactions on Automatic Control, Vol. AC. 15, No 05, pp. 557-563,
october 1970.

[40] E. Kreyszig, Matemdtica Superior - Vol 2, Livros Técnicos e Cientificos Editora Ltda, Rio de
Janeiro, Brasil, 1969, .

[41] H. Kwakernaak and R. Sivan, Linear Optimal Control Sysiems, John Wiley & Sons Inc., 1972,
[42] L. Lasdon, Optimization Theory for Larges Systems, McMillan, 1970.

[43] A. J. Laub, M. T. Heath, C. C. Paige and R. C. Ward, “Computation of System Balancing
Transformations and Other Applications of Simultaneus Diagonalization Algorithms”, JIEEE
Trans. on Automatic Control, Vol AC-32, No 2, February 1987,

{44] A.J. Laub, “A Schur Method for Solving Algebric Riccati Equation ”, JEEE Trans. on Auto-
matic Conirel Vol AC, No. 6, 1979, pp.913-921.

[45] W. 5. Levine and M. Athans, “On the determination of the optimal constant output feedback
gains for linear multivariable systems”, IEEE Transactions on Automatic Control, Vol. 15, No
1, pp. 44-48, February 1970.

[46] D. G. Luenberger Introduction to Linear and Nonlinear Programming, Addison-Wesley Pu-
blishing Company, 1972.

[47] D. Luenberger, Linear and Nonlinear Programming, Addison - Weley, 1984.



6.0

Bibliografia 121

[48]

[49]

50]

[60]

[61]

[62]

[63]

[64]

[65]

P. M. Makila and H. T. Toivonen, “Computacional methods for parametric LQ problems — a
survey”, IEEE Transactions on Automatic Control, Vol. 32, No &, pp. 658-671, August 1987.

P. M. Makila, " Parametric LQ control”, IEEE Transactions on Automatic Control, Vol. 41, pp.
1413-1428, 1985,

D. O. Mayne and M. Sahba, “An efficient algorithm for solving inequalities”, Journal of Opti-
mization, Theory and Application, Vol. 45, pp. 407-423, 1985.

L. Meirovich, Analytical Methods in Vibrations, The Macmillan Co., New York, 1967,

L. Meirovich, Elemenis of Vibration Analisis, McGraw-Hill International Editions, New York,
1986.

L. Meirovich, Methods of Analytical Dinamics, NcGraw-Hill Book Co., New York, 1970.

L. Meirovich, H. Barah and H. Oz, “A Comparison of Control Techniques for Large Flexible
Systems”, Journal of Guidance, Vol. 6, July/August 1983.

B. E. A. Milani, “Contribui¢io & solugdo de problemas de otimizacio de parametros oriun-
dos da sintese de reguladores L-Q e L-Q-G com restricdes de estrutura”, Tese de Doutorado,
FEC/Unicamp, agosto de 1980, publicacio 21 /80 Unicamp.

D. D. Moerder and A. J. Calise, “Convergence of a numerical algorithm for caleulating opti-
mal output feedback gains”, IEEE Transactions on Automatic Control, Vol. AC. 30, Ne 09,
september 1985,

B. C. Moore, “Principal Components Analysis in Linear Sistems: Controllability, Observability
and Model Reduction”, IEEE Trans. on Automatic Control, Vol AC-26, No 1, Feb. 1981,

P. L. D. Peres and J. C. Geromel, “An alternate numerical solution to the linear quadratic
problem”, JEEE Transactions on Automatic Conirol, Vol AC-39, No i, January 1994.

P. L. D. Peres, J. C. Geromel and A, M. K. Almugla, “Quadratic stabilizability of linear
uncertain systems by linear output feedback”, Isi European Control Conference, Grenoble,
France, pp. 2262-2265, 1991.

P. L. D. Peres, J. C. Geromel and S. R.. Sonza, “H, robust control by static output feedback”,
ACC"93, American Control Conference, San Francisco, California, USA, 1993,

P. L. D. Peres, J. C. Geromel and S. R. Souza, “H., guaranteed cost control for uncertain
continuous-time linear systems”, Sysiems & Control Letters, North-Holland, 1993.

P. L. D. Peres, J. C. Geromel and §. R. Souza, “Optimal M., state feedback control for
continuous-time linear systems”, Journal of Opimization Theory and Applications, to appe-
ar.

L. Pernebo and L. M. Silverman, “Model Reduction via Balanced State Space Representations”,
IEEE Trans. on Aulomatic Conirol, Vol AC-27, No 2, June 1982,

I. R. Petersen, “Disturbance attenuation and H™ optimization: a design method based on
the algebraic Riccati equation”, IEEE Transactions on Automatic Contrel, Vol. 32, No 5, pp.
427-428, 1987.

E. Polak, Compulational Methods in Optimization: a Unified Approach, New York, 1971,



6.0

Bibliografia 122

[66]
[67]

[68]

R. T. Rockafellar, Convez Analysis, Princeton University Press, 1970.

M. G. Safonov and R. Y. Chiang, “A Schur Method for Balanced-Truneation Model Reduction”,
IELEE Trans. on Automatic Control, Vol. 34, No 7, July 1989,

C. Scherer, “Hq.-control by state-feedback: an iterative algorithin and characterization of high-
gain occurrence”, Systems € Conirol Letters, Vol, 12, pp. 383-301, 1989,

R. E. Skelton, Dynamic Systems Control John Wilev & Sons, 1988.

R. E. Skelton and T. Iwasaki, “Lyapunov and covariance controllers”, International Journal of
Contrel, Vol. 57, pp. 519-536, 1993, '

R. E. Skelton and M. Tkeda, “Covariance controllers for linear continuous-time systems”, In-
ternalional Journal of Conirol, Vol. 49, pp. 1773-1785, 1989.

T. Soderstron, “On some algorithms for design of optimal constrained regulators”, IEEE Tran-
sactions on Aulomatic Control, Vol. AC. No 6, decemmber 1978,

H. T. Toivonem, “A globally convergent algorithm for the optimal constant output feedback
problem”, International Journal of Contrel, Vol. 41, pp. 1580-1500, 1085,

H. T. Tolvopem, and P. M. Mikila, “Newton’s method for solving parametric linear quadratic
contro} problems”, International Journal of Control, Vol. 46, N 3, pp. 807-911, 1987 .-

C. C. de Souza e J. C. Geromel, “Modelamento de Sistemas Dinamicos Flexiveis”, Lac - Labo-
ratdrio de Andlise Convere, Dpto. de Telemdtica (publicagéo interna), fee/Unicamp, 1991.

C. C. de Souza e J. C. Geromel, “Reducio de modelos dinamicos de grande dimensio via
balanceamento”, X VI Congresso Nacional de Matemdtica Aplicada ¢ Computacional - CNMAC,
Uberlandia-MG, setembra/93.

S. R. Souza, Andlise conveza aplicada o sislemas dindmicos continuos, Tese de Doutorado,
DT/FEE - UNICAMP, Campinas, Brasil, 1994

G. 5. West-Vukovich, E. J. Davison and P. Hughes, “The Decentralized Control of Large Flexible
Space Struture”, IEEE Trans. on Automatic Control Vol. AC-29, No 10, October 1984.

K. Yasuda, R. Skelton, and K. Grigeriadis, “Covariance Controllers: a new parametrization of
the class of all stabilizing controllers”, Proc. American Conlrol Conference, pp 824-829, 1990.




