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RESUMO

A filtragem adaptativa utilizando estruturas na forma em cascata FIR
se mostra mals eficaz do que na forma direta (transversal), quando se quer
obter os pélos de um modelo autoregressivo, estimando-se dirctamente os Zzeros do
preditor adaptativo, a partir dos parmetros desse filtro, pela solugdo de equa-

¢oes de segundo grau.

Este trabalho propde uma técnica de filtragem adaptativa combinando o
uso dos algoritmos dos minimos quadrados recursivos em conjunto com estruturas
na forma em cascata FIR. A abordagem consiste em transladar a original estrutura
em cascata para uma configuracio direta multidimensional FIR, de modo a atuali-
sar os coeficientes do filtro através de um algoritmo dos minimos quadrados rd-

pido proposto, FLS-MD.

A aplicagdo do algoritmo em cascata ¢ de extrema importincia em situa-
coes onde os parametros de interesse sio os zeros dos filtros, como em predicdo
de voz, deteccao de fregiiéncias, ctc. Nesse sentido, esse algoritmo € proposto
para estimagao dos parimetros LSP (Line Spectrum Pairs), utilizados em andlise e
modelagem de voz. A partir do estudo das relagdes entre os pardmetros LSP ¢ a
predigdo linear, chega-se a uma estrutura e mostra-se que o algoritmo multidi-
mensional pode ser usado para adaptar seus coeficientes. Simulagbes sao feitas
com sinais de voz digitalizados. Também, no caso de detecgio de {reguéncias,

simulagdes mostram o bom desempenho da técnica proposta.

A andlise de convergéncia ¢ felta a partir da relacdo entre as curvas

de erro da estrutura proposta e da estrutura transversal, utilizando a seguir a

técnica da equagdo diferencial associada (ODE).
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ABSTRACT

Adaptive filtering, using FIR cascade form, is more efficient than the
direct (transversal) form when the poles of an autoregressive model are to be
obtained, because it directly estimates the adaptive predictor zeros  from the

filter parameters by the solution of a second degreec equation.

This work proposes an adaptive filtering technique that combines the
recursive least square algorithms and the FIR cascade form structures. The
approach consists in translating the original structure in cascade form to a FIR
multidimensional direct configuration, in such a way to update the filter

coefficients by using the proposed fast least square multidimensional algorithm,

FLS-MD.

The application of this algorithm is very important in situations
where the parameters of interest are the zeros of the filters, as in speech
prediction, frequency detection, etc. In this way, this algorithm may be applied
to estimate the LSP (Line Spectrum Pairs) parameters, used in speech analysis
and speech modeling. From the study of the relation between the LSP parameters
and the linear prediction, a structure is reached where the multidimensional
algorithm can be used to adapt its coefficients. Simulations are carried out
with digital speech signal. In the case of frequency detection, simulations also

show a good performance of the proposed technique.

The convergence analysis is made from the relation between the error
surface of the proposed structure and the transversal structure, using the

associated differential equation technique (ODE).
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A filtragem adaptativa tem sido largamente usada como técnica e pro-
cessamento de sinais digitais, tornando-se cada vez mais sofisticada <om os
avancos dessa teoria e da tecnologia dos circuitos integrados. Diferentes pontos
de vista tedricos sdo usados como forma de introduzir o problema da filtragem
adaptativa, destacando-se a abordagem da aproximagio estocdstica, feita a partir
da busca iterativa sobre a superficie de erro, € a técnica recursiva, a partir

da solugdo exata dos estimadores dos minimos quadrados.

A estrutura do filtro a ser empregada € de fundamental importdncia no
processo adaptativo, pois define as condicdes de operagio do algoritmo como um

todo.

Os diversos caminhos para andlise e classificagio de algoritmos ¢ es-
truturas na filtragem adaptativa tém originado excelentes trabalhos nas itimas
décadas. Os fundamentos tedricos comuns a esSes trabalhos também estio bem esta-
belecidos e recolhidos em diferentes livros-textos, como, por exemplo, as refe-

réncias [1-3].

0 método do gradiente (LMS) € o mais popular dos algoritmos estocdsti-
cos, tendo baixa complexidade computacional, mas apresentando, em contrapartida,
uma convergéncia lenta quando o espathamento da matriz de correlagiio & elevado.
J& o algoritmo dos minimos quadrados recursivos (RLS) possui uma convergéncia
rdpida e boa capacidade de rastreamento, tendo, porém, uma complexidade computa-
cional mais elevada. A sua versio rdpida, o FLS, o torna altamente competitivo

em relacio ao LMS, embora com problemas de precisio finita i41.

Os filtros adaptativos na forma direta de estruturas transversais FIR,
como também na forma em treliga FIR, sio os mais comumente usados em processa-

mento de sinal, os quais respondem muito bem em termos de convergéncia e estabi-



lidade. Scus coeficientes sio obtidos como solugio de um problema de otimizagéo
linear, sendo sua curva do erro convexa em relagdo aos coeficientes, o que.perw
mite a busca do mfnimo global. Em outros tipos de estruturas, aparece o problema
da nao linearidade no processo de otimizagdo, levando a solugdes aproximadas
para a determinagio do filtro dtimo. Estruturas recursivas (IIR) tém sido apre~
sentadas com o objetivo de diminuir o custo computacional dos filtros FIR [5,6],
reduzindo de manecira considerdvel a ordem do filtro, embora introduzindo grandes
problemas de estabilidade, requerendo monitoramento dos pdlos durante o processo
de adaptagdo, além do risco de convergir para minimos locais. De uma forma ge-
ral, é em funcio de uma aplicagdo especifica que se define o algoritmo e a es-

trutura de um filtro adaptativo.

Este trabalho propoe uma técnica de filtragem adaptativa combinando o
uso dos algoritmos dos minimos guadrados recursivos em conjunto com es{ruturas
na forma em cascata FIR, estudada preliminarmente nos trabalhos de Jackson e
wood [7). A abordagem, aqui, consistc ¢m transladar a original estrutura em cas-
cata para uma configuragao direta multidimensional FIR, de modo 2 atualizar o©s
cocficientes do filtro. A extensio para algoritmos répidos, FLS, € derivada para

ambos os casos de predigio linear e identificacdo.

As vantagens da decomposigio dos filtros em estruturas na forma em
cascata, tanto para filtros 1IR quanto para filtros FIR, sio conhecidas ¢ comen—
tadas na literatura de processamento de sinais [8]. Pode-se citar a pequena Ssen-
sibilidade dos coeficientes & quantizagdo, 2 facilidade no monitoramento da es-
tabilidade, etc. Além disso, sua aplicagao € de extrema importancia em situagdes
onde os parimetros de interesse sdo 0s Z€ros dos filtros, ao Invés dos coefi-
cientes. Esse é o caso de algumas técnicas de predigao de voz [9,10], em detec-
¢io adaptativa de sendides ruidosas [11] ¢, em geral, em andlise autoregressiva,

quando se deseja acesso aos pélos de um modelo [12L

De fato, o célculo dos zeros de um filtro transversal FIR, os quais
correspondem as raizes da funcao de transferéncia, requer complicadas técnicas
iterativas se tivermos mais que dois coeficientes. No contexto  adaptativo, es-
ses cAlculos devem ser feitos a cada iteragéo n, tornando-se praticamente impos-
sivel em muitos casos. A estrutura proposta, entio, ¢ formada por secgdes de
segunda ordem em cascata, uma Vez que os zeros de cada seccio podem ser facil-
mente obtidos pela solugio de equagdes de segundo grau. Pode-se, em particular,
obter os pdlos de um modelo autoregressivo, estimando dirctamente 08 zeros do

preditor adaptativo, implementado na forma em cascata [13,14].



A relacgio entre os coeficientes da forma em cascata € 08 da forma di-
reta ¢ feita por um mapeamento ndo lincar, levando a se resolver, no caso em
cascata, equagbes normals nio lineares (7). Porém, essas equagbes provém da mes~
ma minimizagio da norma do erro, como na forma direta, podendo ser mostrado que
a solugdo ¢ inica, a menos de permutagdes entre as secgdes. A abordagem multidi-
mensional, proposta neste trabalho, permite a linearizagdo do problema e a con-

sequente aplicagio de técnicas do tipo FLS.

Como uma interessante conseqiéncia do estudo dos filtros em cascata,
propoe-se, também, uma técnica adaptativa para obter os parimetros LSP (Line
Spectrum Pairs) de um sinal. A modelagem de sinals por coeficientes LSP fol pro~
posta para codificagio de voz [15], tendo como motivagio a superiorldade desses
coeficientes com relagio ao LPC ¢ ao PARCOR no que se refere 2 robustez aos cr-
ros de quantizagdo [16,17]. Mostra-se que a determinacido dos pardmetros LSP pas-
sa pela implementagio de filtros cm cascata, que visam localizar raias
espectrais cujas  freqiiéncias  sdo obtidas a partir da posicdo dos zeros desses

filtros.

A guisa de apresentar as diferentes contribuigdes ¢ a basc tedrica

necessdria, este trabalho estd organizado como descrito a segulr.

No Capitulo 2, € feita uma revisio dos conceitos de filtragem étima,
introduzindo-se a teoria de filtragem adaptativa, tendo em vista tanto 0s algo~
ritmos baseados nas técnicas de busca como nos métodos de minimos quadrados.
Além disso, faz-se uma discussdo das estruturas ¢ apresenta-se © algoritmo réapi-

do multidimensional.

O cilculo do filtro 6timo na estrutura cm cascata ¢ desenvolvido no
Capitulo 3, com eénfase a predigio lincar, onde se coloca a proposta da configu-
racio adaptativa multidimensional e, em acordo com essa abordagem, o uso do al-
goritmo rdpido multidimensional, FLS-MD. Propbde-se¢ também um algoritmo hibrido
onde o FLS-MD ¢ aplicado em conjunto com técnicas de tipo Gauss-Newton visando
melhorar a convergéncia inicial. A detecgio de freqiiéncia em meio ao ruido, uti-
lizando preditores em cascata, ¢ talvez a aplicagio mais relevante das téenlcas
propostas. Nesse sentido, diversos resultados de simulacio sio apresentados mos-
trando o desempenho do método em (ermos de rapidez de convergéncia, inciusive

para os casos criticos de existéncia de vdrias sendides.

No Capitulo 4, faz-se a anilise de convergéncia relativa ao algoritmo
proposto. Essa andlise se bascia nos resultados de Nayeri e Forssén {18, 191 que

relacionam a curva de erro de uma estrutura arbitrdria 3 da estrutura transver—



sal. Particulariza-se, entio, esse resultado aos filtros em cascata FIR, mos~
trando que, embora swa curva de erro possua vdrios minimos, esses sao todos
equivalentes ao minimo global processado. A partir desse resultado, utiliza-se,
também, a técnica da equagho diferencial associada (ODE) [5] para garantir a

convergéncia do algoritmo proposto.

A aplicagdo do algoritmo para a estimagdo adaptativa de parimetros
LSP, utilizados em andlise e modelagem de voz é desenvolvida no Capitulo 5. O
algoritmo ¢ implementado numa estrutura constituida por uma cascata de secgdes
de 2* ordem com fase linear. A partir do estudo das relagGes entre os parimetros
LSP e a predigdo lincar, chega-se 2 estrutura proposta e mostra-se que o algo-
ritme multidimensional (FLS-MD) pode ser usado para adaptar seus coeficientes. O
método € avaliado através de resultados de simulagSes obtidos com sinais de voz
digitalizados, onde se compara os resultados tedricos conseguidos com uma andli-
se por bloco dos dados, constatando-se que o algoritmo fornece corretamente os
parametros desejados e apresenta excelentes propriedades de rastreamento e esta-

bilidade.

Finalmente, no Capitulo 6, as conclusdes gerais do trabalho sio discu-

tidas assim como possivels extensoes.



CAPITULO 2

FILTRAGEM ADAPTATIVA COM ESTRUTURA TRANSVERSAL FIR

No contexto da filtragem linear, tem-se a idéia bdsica de que a versdo
ruidosa de um determinado sinal € observada e tenta-se estimar o sinal verdadei-
ro. Essa estimativa & feita através de um filtro, cuja saida € comparada ao si-
nal desejado. A teoria é apresentada em termos de se desenvolver um estimador,
baseado no conhecimento estatistico dos sinais envolvidos, que melhor ajuste um
determinado critério. Assim, a otimizagio desse critério deve levar a uma melhor

comparagio entre o sinal de referéncia e a sua estimativa.

A técnica da filtragem adaptativa ¢  introduzida para suprir algumas
dificuldades na obtengio do filtro digital dtimo em ambientes de estatisticas
desconhecidas. Esta técnica mostra-s¢ imprescindivel em certos processamentos em

tempo real, bem como na andlise de sinais ndo estaciondrios.

De uma forma geral, as solugdes analiticas podem servir como balizado-
res ¢, também, como instrumentos para a definicio de critérios, estruluras e
algoritmos, a serem aplicados nas técnicas adaptativas. Assim, os conceitos de
filtragem de Wiener, predigao linear, filtragem de Kalman e estimadores de mini-
mos quadrados sio importantes, nao s6¢ pelos conceitos propriamente ditos, mas na

andlise do desempenho dos filtros adaptativos.

A filtragem adaptativa tem como principic a variacdo dos parametros do
filtro, ao longo do processo, de acorde com critérios pré-estabelecidos. A qua-
lidade do sinal de saida € avaliada e essa informacgao € passada para um siste-
ma, o qual a usa para decidir como modificar os parametros do filtro, com a fi-
nalidade de melhorar o préprio sinal de safda. A estrutura de filtro a ser usada

e o algoritmo empregado em sua adaptagdo constituem os problemas fundamentais em

filtragem adaptativa.

Nesse sentido, o objetivo deste capitulo € colocar de maneira geral e
unificada, a base tedrica necessdria em processamento adaptativo para que s€
possa abordar as propostas subsequentes. O problema da filtragem linear Otima
serd discutido, partindo-se da teoria de Wiener ¢ do critérioc de minimos quadra-

dos. Em seguida, os algoritmos adaptativos basicos sdo introduzidos para ambos

5



os enfoques, usando-se a idéia de aproximacgdo estocdstica e a téenica recursiva

de minimos quadrados, mostrando-se as analogias entre elas.

Todo o desenvolvimento apresentado neste capitulo se basela nas estru-
turas FIR em sua forma transversal, destacando-se também o caso multidimensio-
nal. A partir dai, tem-se os eclementos necessirios para abordar o caso em

cascata.

2.1. FILTRAGEM ADAPTATIVA

Filtros  adaptativos sfo  dispositivos  auto-ajustdveis, baseados em
algoritmos recursivos, que modificam seus parimetros de acordo com critérios
pré-estabelecidos. Em ambiente estaciondrio, convergem para a solugdo dtima do
problema. Em ambicnte nio estaciondrio, acompanham as modificagdes do sinal en-

volvido, desde que essas variagbes sejam suficientemente lentas.

O esquema de um.a filtragem adaptativa & apresentado na Figura 2.1,

Secgaéncia
Sequéncia Seqézeéncia Sical
e
o J de
Ségai _ Ségai Referéncia
Entrada Filtro Saida
Adaptativo Comparador
Algoritmo
de
Adaptagio

Fig. 2.1~ A Filtragem Adaptativa

onde aparecem os quatro elementos bdsicos de sua operagio: o critério de otimi-

zagio, o tipo de sinal processade, o processo de filtragem e o processo de

adaptagio.



O critério de otimizagdo €, a principio, uma fungio quadrdtica do erro
de estimacdo. E importante conhecer o comportamento da superficle associada a

esse critério, principalmente quando existem minimos locais ou pontos de sela.

O tipo de sinal processado ¢ inerente a cada problema, podendo ser
mono ou multidimensional, estaciondrio ou nao, etc. Qualquer informagio sobre o

comportamento do sinal se mostra de grande valia na andlise do sistema.

O processo de filtragem estd diretamente relacionado & estrutura do
filtro, a qual busca melhor produzir um sinal de saida como resposta a uma se-
giéncia de dados de entrada. O sinal de saida contém informagdes que balizam o

processo de adaptagio.

O processo de adaptagio define o mecanismo de controle do conjunto de
parametros do filtro. Esse mecanismo ¢ desenvolvido na forma de algoritmo, com

base em algum critério de otimizagao.

Assim, os processos de adaptagio e filtragem interagem durante toda a
filtragem adaptativa, sendo que a escolha da estrutura do filtro para © processo
de filtragem tem importantes consequéncias sobre a operagdo do algoritmo como um

todo.

Uma varledade de algoritmos recursivos para estimagio dos parametros de
um filtro adaptativo € apresentada na literatura {1, 2, 3}, sendo que a sua

escolha € determinada por vérios fatores:

Rapidez de convergéncia

Medida de desajuste do erro minimo

Habilidade de rastreamento

Robustez ao ruido

Complexidade computacional

|

Consisténcia da rapidez de convergéncia

Estabilidade numérica

Esses fatores fazem parte da andlise do desempenho do algoritmo.

A forma geral de adaptacdo dos pardmetros pode ser descrita como:

fungio de atuali-
zagio basecada nos

+ |dados de entrada,
referéncia ¢ do
erro

novo _ |parametro
parametro anterior



onde a funciio de atualizagio ¢ definida pelo algoritmo recursivo. Essa visdo

unificada ¢ bem apresentada por Ljung [5].

De uma forma geral, duas diferentes classes de algoritmos de adaptagio
sio desenvolvidas para resolver o problema da filtragem adaptativa. A primeira
advém dos métodos de busca iterativa, representados pelos algoritmos Gauss—
Newton e pelo gradiente estocdstico (o popular LMS). A outra € a versio adapta-
tiva dos estimadores de minimos quadrados, ou algoritmos dos minlmos quadrados

recursivos (RLS).

O LMS (Least Mean Square) € um método aproximado, de baixa complexidade
computacional, porém com convergéncia excessivamente lenta, sendo sensivel ao
espalhamento da matriz de correlagdo, ou seja, quanto mais correlacionado € o

sinal, menos eficiente € o algoritmo.

O RLS provém da exata solugio dos minimos quadrados (LS), para cada
atualizacio no tempo. Tem convergéncia ripida e boa capacidade de rastreamento,
possuindo porém uma alta complexidade computacional. O desenvolvimento de técni-
cas computacioﬁais rapidas, por exemplo FLS (Fast Least Square) tornam ©s
algoritmos dos minimos quadrados altamente competitivos com 0 ILMS, embora apre-

sentem problemas de precisao finita [4]).

Além das estruturas transversais FIR (Finite Impulse Response), outras
estruturas podem ser exploradas, como por exemplo: FIR cascata, paralelo, treli-

ga e filtros com resposta impulsiva infinir& (IR} [8L.

Os algoritmos de adaptacdo apresentados neste capitulo utilizam a es~
trutura nao recursiva (FIR), que tendem a convergir para a solugdo détima de

Wiener.,

A filtragem adaptativa tem sido aplicada com sucesso em diversas dreas
como comunicagbes, controle, engenharia biomédica, etc. Os modos de operagao

podem ser divididos em quatro grandes grupos, a seguir:

a- Identificacio: Modelagem de um sistema na forma direta
b- Modelagem Inversa
c~ Predigio

d- Cancelamento de Interferéncia

os quais sio ilustrados na Figura 2.2.
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Fig 2.2 - Tipos de aplicagio da filtragem adaptativa [1]

Como consequiéncia da aplicagio de um algoritmo recursivo para a estima-
cgao dos par@metros do filtro adaptativo, tais pardmetros sio dependentes dos
sinais processados. Assim, um filtro adaptativo ¢ um dispositivo ndo linear e de

coeficientes variantes no tempo.



2.2. ESTIMACAO LINEAR OTIMA

A estrutura de um problema tipico de estimagdo linear discreta de um
sinal é ilustrada na Figura 2.3 [1]. A partir de uma seqiiéncla de dados observa-
da {x(n)}, deve-se encontrar um filtro linear discreto, H(z) que opere sobre
{x{n)} fornecendo, na sajda, a seqiiéncia estimada {;(n)}. O critério de qualida-
de € uma funcio, f(+), do erro de estimagio {e(n)}, o qual ¢ a diferenca entre a
seqiéncia {y(n)), sinal desejado ou de referfncia, e a seqidncia {;(n)} que € o

sinal estimado:
e(n) = y(n) - y(n) (2.1)

Assim, a fungdo perda f(e(n)) define a penalidade que se tem quando a estimagio
¢ incorreta. Essa funcdo deve ser positiva e ndo decrescente, por exemplo: fun-

¢do quadrdtica, fungdo valor absoluto, etc. {201

Considerando {x(n)} e {y(n}} como seqiéncias aleatdrias, tem-se que
{e(n)} também € uma seqiiéncia alcatéria. Assim, a melhor escolha do filtro li-

near ¢ tal que uma fungdo estatistica do erro de estimagio (fungio custo) seja

minimizada:

He(n)) = Eff(e{n})} {2.2)

onde E {+) define o valor esperado.

) ﬂ:y(nn
{x(n)} H @ {y(m)} -

Fig.2.3 ~ Estimador linear Sétimo
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Um critério estatfstico comumente usado ¢ o valor quadritico médio do

erro de estimagio:

J = E{e2(n)} (2.3)

também chamado de erro quadrdtico médio, que apresenta facilidades no tratamento
matemitico. O problema, entdo, se¢ resume em calcular os coeficientes do filtro,

que sio 6timos no sentido dos minimos médios quadrados.

2.2.1. Filtro de Wiener

O sistema de filtragem 6tima apresentado na Figura 2.3 € conhecide como
filtro de Wiener, desde que o critério a ser minimizado seja o erro quadrdtico
médio, e se conhega, a priori, as estatisticas conjuntas dos sinais de entrada
{x(n)} (recebido), e de referéncia {y(n)} (transmitido), com a necessidade de

que ambos sejam estaciondrios.

A saida y(n) do filtro discreto linear causal pode ser descrita como a
convolugao entre a segliéncia de entrada ¢ a seqliéncia de resposta impulsiva do

filtro {hi}:

yn) = h xtn-) =012 . (2.4)

0

4~18

i
o qual &, por definigio, um filtro de resposta impulsiva infinita [8].

Supondo que a segiiéncia {x(n)} de entrada ¢ a sequéncia {y(m)} do sinal
desejado sejam realizacoes simples de processos estocdsticos conjuntamemte e¢sta~
ciondrios no sentido amplo, o problema estd em determinar as condigdes e opera-
¢ao do filtro tais que a fungdo J atinja o seu valor minimo. Para se obter o
ponto de minimo da funcdo custo J, toma-se © gradiente dessa fungao com relagdo
aos coeficientes do filtro, de forma que, nesse ponto da fungdo (ponto estacio-

nério), os componentes do vetor gradiente v(J), dados por:
Vi(.f) = él.l/fz'lhi i=01 2, .. {2.5)
sejam todos nulos, simultancamente. Assim, tomando-se a expressio de J da equa-

cao 2.3, tem-se o gradiente para cada coeficiente:

11



al 8e(n)
EF; = 2E {““g“ﬁﬂ“ . e(n)} (2.6)

i

Devido ao fato de y(n) nio ser fungio dos hi’s, substituindo a equagio 2.4 na
equagdo 2.6, escreve-se:

al

a,.
?‘371: = -2E { Z,;i(::) . e(n)} = =28 {x{n-i) . e{n)} (2.7

No ponto de equilibrio da fungio J:

E {x(n-1) . e(n)} = 0 i=01,2, .. (2.8)

mostrando que o erro, na condigio d6tima, € ortogonal aos dados de entrada. Es-

creve-se, assim, "o principio da ortogonalidade™:

"4 condigdo necessdria ¢ suficlente para que a funcde custo J atinja
seu ponto de minimo é que o valor correspondente do erro, eln), seja ortogonal a
cada amostra do sinal de entrada que integra a estimagio de uma resposta deseja-

da no instante n'.

Como consegiiéncia desse principio, verifica-se que o erro de estimagio

¢ ortogonal h safda estimada na condigio Stima, ou seja:

E{y (n).e () }=0 (2.9)
ot ot

Também, a partir do principio da ortogonalidade, o erro quadritico
médio minimo €& expresso, em relagdo 2 variancia do sinal de referéncia ¢ 2

variancia do sinal estimado, da forma:

) = E? () - EGE @) (2.10)
n of

mi

Usando a equagdo 2.4 ¢ a equagdo 2.8, pode-se escrever:
o
E{x(nwi) . {y(n) - z h . x(n-k)]} = 0 it =0,1, 2, ... (2.11)
o otk

onde h i & o k-gsimo coeficiente do filtro étimo. Expandindo-se essa equagio e
[

12



rearranjando os termos, tem-se:

m .
kzo hotk . E{x(n—i) x(nwk)} w {x(n——i).y(n)} 1=0,1, 2,.. {2.12)
ou, ainda,

o
kZG h (k-1 = p(-i) =01, 2 ... (2.13)

que sdo as equagdes normais, que equivalem, no caso discreto, as equagdes de

Wiener-Hopf no caso continuo, onde

rik-i) = E{x(n-1) . x(n-k)} (2.14)
¢ a fungdce de autocorrelagio dos dados de entrada para um atrasc (k-i}, ¢

p(-1) = E{x{(n-i} . y(n)} (2.15)

a correlagio cruzada entre a entrada x(n-1) e o sinal desejado. Dessa forma as

solugdes das equagdes 2.13 definem o filtro dtimo.

2.2.2. Filtro de Wiener Nio Recursivo (FIR)

Nio ¢ possivel implementar o filtro de Wiener na forma descrita ante-
riormente, a ndo ser através de filtros de resposta impulsiva Infinita (1IR) com

recursio do sinal de safda, que serdo discutidos posteriormente.

Seja H(z) um filtro transversal (ndo recursivo) com y(n)} baseado em um

nimero finito de observagoes do sinal de entrada x{(n):

- M~-1
y(n) = [ h, x(n-i) (2.16)
i =0

onde hi sio os coeficientes do filtro. Na forma vetorial, tem-se 0 produto in-

terno:

y(n) = H".X(n) (2.17)

onde H ¢ o vetor coluna dos coeficientes hs’

13



H=1h, h, ... h_ 1" (2.18)
e X{n), o vetor coluna dos dados passados,
X(n) = Ix(n), x(n-1), ..., x(n-M+1D1" (2.19)

O erro de estimagdo € dado por:

e{n) = y(n) - ﬂ'r.z(m(n) (2.20)

A Figura 2.4 mostra a estrutura do filtro de Wiener transversal FIR,
composto de (M-1) armazenamentos, M multiplicagbes ¢ uma adigio. Diz-se que ¢ um

filtro de ordem {M-1).

x(n -1 - -
L Jl ) ! x(n-M+1)

Fig. 2.4 - Filtro de Wiener FIR

- Observagho:

Em alguns casos, tem-se um Filtro com nuiltiplas entradas, de forma que

N L-1
yin) = ): hoox (2.21)
k=0
ou, na forma vetorial,
T
yn) = H X (2.22)

com X sendo um vetor espacial da forma
~-n

14



T
X =|x , x , .., x
n on’ “ln (L-1)n

tal que o erro seja, como ng equagdo 2.20,
e(n} = yin} - ﬁT.K
i

A flgura 2.5 llustra esse caso:

A
Xon y() - /l
T h Y
0 2 ’Q) e(n)
i by
X (-1
G, I

Fig. 2.5 - Filtro de Wiener Espacial

(2.23)

(2.24)

Os critérios para a obiengdo do filtro ¢6timo sdo os mesmos do filtro

FIR.

iw

Como no caso geral do filtro de Wiener, tem-s¢ a determinagio do filtro

6timo a partir do pento de minimo da fungio de custo J{H),

condicdes de {x(n)} e {y(n)k

JH) = Elym) - HL.X0m))

ou ainda,

JH) = E(y (@) + H' R H - 21 R

X XY

onde

15

observando as mesmas

(2.25)

(2.26)



- (0) . F(M-1)
Rxx = E{X{n).X (n)) = {2.27)
r{-M+1) ... r(0)
é a matriz de autocorrelaqﬁb (MxM) do sinal de entrada ¢
R, = E(Xn.ym) = [p©) .. p(1-M)1* (2.28)

o vetor de correlagio cruzada, (Mx1), entre a amostra instantinea do simal de

referéncia e as amostras do sinal de entrada.

Nota-se que, para o filtro FIR, a fungio custo J{(H) ¢ uma fumgio qua-

dritica dos coeficientes do filtro, também descrita por:

M-1 M-1 M-1
JHH) = ryy(()) + Z ): h h r(k-i) - 2 [ h, p-1) (2.29)
k=0 iz=0 i=0
onde
2
r () =¢ {2.30)
¥y

& a variancia do sinal de referéncia, supondo a média nula. A fungdo J € uma

superficie convexa de dimensdo (M+1).

O gradiente da fungio custo ¢ determinado diretamente da equagio 2.26

por:

v(J) = 2R H - 2R {2.31)
- xX Xy

e o filtro étimo & dado pela solugio Wnica do sistema de equagdes normais, 1o

ponto do gradiente nulo:
R H =R {2.32)
xx "ot Xy
cu Seja

H =R’ R (2.33)

onde H t é o vetor de coeficientes do filtro dtimo.
&
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O valor minimo da fungio custo é obtido substituindo-se a equagdo 2.33

na equagio 2.26 de forma que:

3= By (@) - ﬁ:t.gw (2.34)

E importante frisar que, para se determinar a solugdo da equagio 2.33,
¢ necessirio obter a inversa da matriz de autocorrelagio. Considerando que a
seqiéncia {x(n)) € um processo estocdstico estaciondrio, a matriz de autocorre~
lagio R” € simétrica, Toeplitz e positiva definida (para um sistema persisten-
temente excitado, “)S;O) [1]. Assim, devido ao fato de ser positiva definida, a
ma?riz Rxx ¢ também ndo-singular, existindo necessariamente a matriz inversa
R

XX

O cdlculo do vetor ﬂot a partir da equagio 2.32 requer a solugdo de M
equagdes Jineares simultineas com M Incégnitas. Para uma matriz nido-singular, o
método mais eficiente de solugio ¢ o de Eliminagdo Gaussiana, que requer opera-

- . : 3
¢Oes computacionais da ordem de M™.

Um método recursive de solugiio direta das equagdes normals, sem neces-
sidade da inversio da matriz de autocorrelagio, € o algoritmo de Levinson [21]
que utiliza o fato da matriz de autocorrelacio ser simétrica e Toeplitz. A pro-
priedade da matriz ser Toeplitz implica em que todos os seus elementos possam
ser gerados a partir do conhecimento da sua primeira linha. Assim, o algoritmo
de Levinson ¢ uma técnica eficiente para se obter a solugdo dtima, requerendo

- 2
operagdes na ordem de M.

Métodos iterativos indiretos também sao apresentados, levando-se em
conta que o problema da filtragem dtima pode ser visto como a minimizagao de uma
funcio nio linear J(H). Algoritmos de busca iterativa, como o de méxima descida
(“steepest descent”), e o de Newton, podem ser utilizados independentes do fato

da matriz de autocorrelagio ser Toeplitz {22].

2.2.3. Predicio Linear

A predigdo linear pode ser vista como um Caso particular da filtragem
6tima, sendo uma das ferramentas bidsicas utilizadas em vérios aspectos da andli-
se de voz, estimagio espectral, modeclagem de sinal e filtragem adaptativa [1, 9,

10, 11, 121
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Na predigio linear busca-se estimar um sinal estocdstico (x{(n})}, sinal
recebido, diretamente a partir de suas amostras passadas € de suas propriedades
estatisticas. Dois pontos sio fundamentais para essa andlise: (i) a estrutura do
filtro usado e (ii) o desempenho do sistema, caracterizado pelo comportamento

do erro de predigéo.

Uma revisio dos conceitos e propriedades da predigdo linear € feita, a

seguir, ressaltando sua importancia como técnica de andlise de sinal.

2.2.3.1, Conceitos Bésicos

Tomando as mesmas consideragbes anteriores da segiéncia de dados
{x(n)}, a predigio linear pode ser vista como um caso particular de filtragem de
Wiener, sendo que o sinal de referéncia € o préprio sinal de entrada do filtro,
chamado filtro preditor. Dessa forma, o sinal estimado (sinal predito) € compa-
rado com o sinal observado, tendo, na saida, o erro de predigdo. A Figura 2.6

ilustra o sistema, conhecido como filtro de erro de predigio.

x(0) ;\{(ﬁ) + | x(n)
Preditor

o

Fig 2.6 - Filtro de Erro de Predigao

Assim, o erro de predigdo, com passo unitério ¢ passado infinito €

descrito por:

18



. w
e(n) = x(n) - x{n) = x(n) - z a x(n~1) {2.35)
=1

onde os ai’s 6timos, coeficientes do filtro preditor, sio obtidos a partir da

minimizacio da fungdo custo J = Ele(n)}, poténcia do erro, tal que:

ol 0 b =1, 2, .. (2.36)
o que implica em
E{x(n-i) e(n)} = 0 (2.37)

que, como fol visto anteriormente, indica a ortogonalidade entre as amostras
x(n-i) e o erro e(n). Levando-se em conta que o erro e(n-i) € descrito como com-

binacdo linear infinita da sequéncia {x(n-i)}, obtém-se que:
E{e(n-i) e(n)} = 0 i=1,2, .. (2.38)

ou seja, que a saida do filtro de erro de predigio infinito ¢ wm sinal totaimen-
te descorrelatado. O filtro de erro de predigio funciona, entdo, como um filtro

branqueador.

A partir da transformada Z da equagio 2.35, escreve~se a fungldo de

transferéncia do filtro de erro de predigio
m -t
Pl) =1- Al =1- ) az (2.39)
i=1

com Af{z) sendo o filtro preditor.

A variancia do erro de predigio, J (fungio custo) pode ser calculada a

partir da densidade espectral de poténcia dos dados Sx(ew), pela expressio:

T

) =L J Py ? s (') do - (2.40)
an x
hat 4

ou ainda, em termos da transformada Z,

ki)

J =L J Pz) PV s (0 2 (2.41)
2 X Z

-~
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Como os coeficientes do filtro dependem apenas do sinal de entrada, a

poténcla do erre pode ser expressa apenas como uma fungio de § (e!®). Pode-se
X

derivar essa expressio, considerando que o filtro de erro de predigio € de fase

minima [23]. Da equagdo 2.40, chega-se ao resultado:

k14

J = exp %J In {Sx(ejw)l dw (2.42)

b 14

conhecido como férmula de Kolmogoroff-Szego.

O filiro de erro de predigio € também chamado de filtro inverso, su-
pondo-se que seja o inverso do filtro que modela o sinal x(n), sendo essa mode-
lagem um processo autoregressivo [24). As aplicagdes dessa versdo sio muito uti-
lizadas em sintese de voz [9]. A Figura 2.7 mostra a visio geral do processo de

sintese e andlise de um sinal.

e(n) x(n) e(n)

— s 1P@ P(z) SR

Fig. 2.7 - Modelagem e Predigdo Linear

2.2.3.2. Predicio Linear com Filtros FIR

Na pritica, o preditor lincar ¢ descrito com um numero finito de coe~
ficientes. Assim, a predigdo linear ¢ uma filtragem onde a sequéncia de entrada
{x{n)} é estimada como combinagio linear das amostras anteriores:

M

;((n) = a x(n-i)
iz"»:l '

(2.43)

X ina i > a_, os cocficientes do filtro preditor
com x(n) sendo o sinal predito de x(n) e a,

FIR. Novamente, o erro de predigao € tal que:

20



M
e(n) = x{n) - z a x(n-1) (2.44)
[ |

O filtro de erro de predigio € descrito, como na equagio 2.39, ressal-

tando que A(z), o filtro preditor, é da forma:

A = T a2 (2.45)

P 4
H

Esse esquema € mostrado na Figura 2.8,

X(Il -1 | -1 -1 x{ﬂ"M)

31 _______ aM

+ | x(n)

l\“ X(n
S w ( )@J@@

Fig. 2.8 - Filtro de Erro de Predigao FIR

A determinagao dos coeficientes 6timos do filtro de erro de predigao

FIR, no sentido do erro médio gquadrdtico, reduz-se a resolver as equagdes:

B e =0 =1, .M (2.46)
da_

i
Sejam X{(n-1), vetor de M amostras passadas do sinal de entrada, ¢ A,

vetor dos coeficientes do filtro preditor, tais que:
X(n-1) = [x(n-1), x(n-2), ..., x(n-M)}T (2.47)

R (2.48)
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entéo,

en) = x(n) - A" X(n-1) (2.49)
Tomando-se R” como sendo a matriz de autocorrelagio do vetor de en-

trada {MxM), escrita da forma:

R = EXn).X () = EXn-1).X (a-1)} (2.50)

XX

e g”, o vetor correlagio cruzada entre o novo dado que chega e o vetor das

amostras anferiores, ou seja:

R = Elx(n).X(n-D) = [p (1) .. p (-M))" (2.51)

chega~se a solugdo d&tima do problema resolvendo-se o conjunto de equagdes nor-

mais, chamadas também, nesse caso, de equagdes de Yule-Walker [1):

R .A =R (2.52)

xx ot KX

onde __A_m é o vetor étimo, tal que:
A =R R (2.53)
Os métodos para a solugio do problema sio os mesmos apresentados para
o filtro de Wiener, onde o método de Levinson tem algumas modificagdes devido as

particularidades da predigdo linear (método de Durbin).

2.2.3.3. Filtros de Prediciio Progressiva ¢ Regressiva

O processo de predigdo linear em estruturas FIR, apresentado no item
anterior, ¢ também chamado de predigdo linear progressiva, pois representa a
predicio da amostra seguinte x{n) dado a observagio das M amostras anteriores.

Assim, o erro de predigio progressiva € dado por:

M
e (n) = x(n) - z a x(n-i) (2.54)
a i’—‘l 3
ou, ainda
¢ (n) = x(n) - AY X(n-1) (2.55)
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na forma vetorial, onde o vetor A tem dimensio M.

A poténcia do erro de predigio progressiva € dado a partir das equa-
gbes 2.34 e 2.52 da forma:

_ LT T
Ea—rxx(()) A R {2.56)

ot TTxx
onde r“(U) ¢ a variincia do sinal de entrada.

A combinagio da equagdo normal (2.52), com a equagdo 2.56, fornece a

equagio normal aumentada

R AN =]5 (2.57)
xx(M+1) A 0 :

onde R“(MH) pode ser expressa, usando as propriedades da matriz de autocorre-

lago, como segue:

rxx(o) ‘R“:x
Rxx(M+1) = R o (2.58)
XX XX

que € uma expressio de grande utilidade no desenvolvimento de técnicas iterati-

vas para obtencio do filtro preditor étimo.

O erro de predigao progressiva €, também, chamado de processo de ino-
vacao pelo fato de que, a cada instante, uma nova informacao € adquirida. No
caso dos filtros FIR, no qual se tem um nimero finito de dados armazenados, ©
dado mais antigo, x{n-M), € descartado quando uma nova amostra ¢ adquirida. No
entanto, pode-se determinar a amostra mais antiga por um processo andlogo chama-

do predigdo linear regressiva.

O erro de predigio linear regressiva ¢ definido por:

M
e (n) = x(n-M) - }: b, x(n-M+i) (2.59)
b L
ou, na forma vetorial:
eh(n) = x(n-M) = §T X(n) (2.60)

onde B € o vetor dos coeficientes regressivos de dimensio M.

23



O conjunto dos filtros de predigdo progressiva e regressiva € mostrado

na Figura 2.9.

> ) 5 5
" T e

e, (n) 2

x(n) Z-I z-i -1 -1
4 o) K AM-1 \/ an
+
F— O OO

2

Fig.2.9 - Filtro de Erro de Predigiio Progressiva ¢ Regressiva

A minimizagdo do critério Eb = E{ ei(n) } leva & obtengdo do vetor B

étimo, a partir da equagdo normal:

R B =R° (2.61)

xx Tot XX
b - .
onde R e o vetor de correlagdo entre X(n) ¢ a amostra x{n-M), oun seja:
XX

R® = Efx(n-M).X(n) = [p (M) .. p 1 (2.62)

XX

Novamente, pode-se chegar & equagio normal aumentada

-By _ | @
2] 2]

Agora, multiplicando-se a equagio 2.63 pela matriz de co-identidade J{MH}.
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onde:

01
J=1 (2.64)
170
obtém-se
-B| _| E
J(M+l}‘Rxx(M+l} 1 - Ob {2.65)

Levando-se em conta que o sinal € estaciondrio:

=10 (2.66)

R
xx{M+1) _J(M) B 0

¢ comparando-se a equagio 2.57 com a equagio anterior, pode-se constatar que:

A= (2.67)

(M) B

e, sobre o erro total
E =E =E {2.68)

Assim, para um processo estaciondrio, a poténcia do erro da predigio
progressiva € a mesma que a da regressiva © scus coeficientes estio em ordem

inversa. Além disso, o filtro de erro de predigdo regressiva ¢ de fase mdxima

i1l.

2.2.4. Comentdrios

Para sc determinar o filtro de Wiener € fundamental a hipdtese de cs-
tacionariedade dos sinais. Os algoritmos de Levinson ¢ Levinson-Durbin (para
predigio linear) sdo técnicas iterativas eficientes para a solugdo direta das
equagdes normais, sendo desenvolvidas a partir das equagbes normais aumentadas,

fazendo o uso do fato que a matriz de autocorrelagio € Toeplitz.

O procedimento recursivo do algoritmo de Levinson-Durbin, para predi-
cio linear, desenvolvido por Burg, usando simultaneamente as equagdes do filtro
de erro de predigic progressiva ¢ regressiva, estd presente em {11, bem como sua
generalizagdo,  considerande  sinais  nfo estaciondrios, pelo  algoritmo  de

Cholesky.
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Uma combinagdo da operagio dos filtros de erro de predigdo progressiva
e regressiva, feita numa mesma estrutura, também pode ser usada Iterativamente
na solugdo dos problemas de filtragem 6tima. S3o os chamados preditores em

trelica (11,

Uma outra técnica de estimacio 6tima é o filtro de Kalman. Essa técni-
ca é baseada na estimacfio de estado do sistema [24], sendo um estimador recursi-
vo, nao importando se os sinais sfo ou nio estaciondrios. O filtro de Kalman e

sua realizagdo estdo descritos em [1]

E importante ressaltar que a filtragem Otima fol apresentada nesta
segdo a partir de uma visdo estocdstica dos sinais. Uma outra visdo do problema,
embora restrita com relagio ao sentido de "d6timo", € a do estimador dos minimos
quadrados (versio deterministica). O estimador dos minimos quadrados supera o
problema da nao estacionariedade, imperativo no filtro de Wicner, usando uma
janela ponderada por um fator de esquecimento, sendo uma base para os algoritmos
adaptativos. Na secdo seguinte abordaremos esse métedo de forma sucinta, uma vez

que a derivagdo dos resultados € semelhante a da filtragem de Wiener.

2.3 FILTRAGEM POR MINIMOS QUADRADOS

O método de estimagdo dos minimos quadrados tem como premissa resolver
os problemas da filtragem linear sem necessitar das estatisticas dos sinais de
entrada e de referéncia dos filtros. Basicamente, a partir das observagdes de um
bloco de dados disponiveis do sinal de entrada e do sinal desejado, pretende-se
minimizar uma fungdo do erro (fungdo custo) expressa em termos do somatério so-

bre os dados disponiveis, da forma:

2 2 z - 2
J(H) =i e (p) = i [y(p) - y(p)] (2.69)
ri pl
Assim, deseja-se obter os coeficientes do filtro que minimizem a soma dos qua-

drados do erro de estimacgdo, o que caracteriza a filtragem Gtima no sentido dos

minimos quadrados (Least Square - LS).

O método pode ser apresentado como uma alternativa a filtragem de
Wiener. Como visto, os filtros de Wiener sfio derivados das médias estalisticas
resultando em um filtro 6timo, no sentido probabilistico, para todas as realiza-
¢bes do processo, suposto estaciondrio. Em contrapartida, o método dos minimos
quadrados envolve o uso de médias temporais, ao invés de médias de “ensemble”,

resultando na dependéncia do filtro ao nimero de amostras usadas. Ou seja, dife~
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rentes filtros sio obtidos para diferentes blocos de dados, a nido ser que o pro-
cesso {x(n)} seja ergédico e se disponha de infinitos dados (n-ow). Nesse caso, a

solugio dos minimos quadrados tende 2 de Wicner.

Para um dado filtro Transversal FIR, a estimativa ;(p) pode ser escri-

ta na forma da equagio 2.16:

M-1

y(p) = hi x{p-i) (2.70)
0

A funcio custo, entdo, ¢ dada em termos dos coeficientes do filtro por:

2 M-1 2
JH) = f [y(p) - ): h x(p-i}] (2.71)
Pl iZo

Em particular, quatro diferentes formas de estimagio sdo possiveis, dependendo

das hipoteses feitas sobre o janelamento dos dados disponiveis. Sao elas [1k

« Método da Covariincia- Nenhuma hipdtese é feita sobre os dados fora do inter-
valo [1,N], com os limites de interesse para a matriz de dados sendo pi=M ¢
p2=N,;

. Método da Autocorrelagio- Dados fora do intervalo sido nulos. Tem-se pi=l ¢
pz=N+M-1;

+ Método do Pré-janelamento- Dados anteriores ao intervale sio nulos, com pi=it ¢
p2=N;

. Método do Pds-janelamento- Dados posteriores ao intervalo séo nulos, com pi=M

e p2=N+M-1.

A partir da minimizagio da fungdo custo dada pela equagdo 2.71, chega-
se as equagbes normais, observando-se um determinado conjunto de dados. A anula-

¢ao do gradiente em J(H) implica em

R H=R (2.72)
XK Xy
onde
~ 2 T )
RxX = )Ei X(p) X (p) {2.73)
pl

& a matriz de autocorrelagio (MxM) estimada para um bloco de dados. G vetor de

correlagio cruzada € do tipo:
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- 2
R, = i X(p) y(p) (2.74)
ri

O vetor H € composto pelos valores dtimos dos coeficientes de filtro

para um determinado bloco de dados, ou seja:

oot}
It
=
=
b
s

(2.75)

H=R".R (2.76)

supondo-s¢ que a matriz Rxx estimada seja ndo singular. Essa hipdtese, porém,
dependers do conjunto de dados disponiveis. Uma forma de garantir a néo singula-

ridade € o uso da pseudo-inversa de Moore-Pensore [11, tal gue:
N T
R =) XX (p+3l (2.77)
XX p=M

O filtro ¢étimo de predicao linear também pode ser obtido pelo método
de minimos quadrados, de forma scmelhante a (2.76), utilizando a estimagio da

correlagdo cruzada entre o sinal de entrada x(n) ¢ suas amostras passadas [25].

2.3.1. Propriedade dos Estimadores dos Minimos Quadrados

Para um processo estaciondrio ergédico, as médias estatisticas corres~

pondem as médias temporais. Assim,

y=El@l=tm = ) ¢ @ | (2.78)
p=0

Vé-se a relagio com o estimador dos minimos quadrados a menos de um
fator 1/n, o que ndo afeta a solugdo das equagdes normais. Assim, 0 estimador
dos minimos quadrados converge assintoticamente para a solugio Hot de Wiener,

Trés resultados bésicos sdo aplicdveis no caso de se ter seqliéncias de grande

comprimento (3], M<n<w:

(i) A solugio H ¢ uma estimativa nao polarizada da solugio de Wiener;
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(li) A covariancia do erro entre a estimativa ¢ H decresce com o  au-
ot
menio da quantidade de dados disponiveis;

in’ ay-

menta linearmente com o nimero de coeficientes e decresce com o au-

(iii) O excesso de erro quadrdtico, quantidade de erro acima de J
m
mento da quantidade de dados disponiveis.

A andlise geral das propriedades do estimador dos minimos quadrados

estd bem apresentada por Goodwing e Payne [26].

2.4. ALGORITMOS ADAPTATIVOS PELA TECNICA DE BUSCA

Em diversos casos prdticos, torna-se dificil a solugdo analitica de um
problema de estimagdo linear tal como visto nas segles precedentes. Além de ndo
se dispor, na prdtica, das estatisticas dos sinais, soma-s¢ problemas de nio
estacionariedade ¢ a necessidade da estimagio em tempo real. Isso faz com que a
filtragem adaptativa seja ndo s interessante como por vezes necessdria. Os
algoritmos adaptativos sio implementados de maneira que os coeficientes do fil-
tro, variando de acorde com um determinado critério, tendam para a solugdo do
filtro dtimo a medida que os dados vio sendo recebidos. Nos casos nao-
estaciondrios, esses algoritmos devem também possuir uma capacidade de rastrea-

mento.

Desse modo, uma primeira alternativa para a determinagio de um
algoritmo consiste em partir das técnicas cldssicas de otimizagio (busca do mi-
nimo de uma fungdo custo) e adegud-las ao tratamento "on line". Essas técnicas,
ditas de busca iterativa, conduzem a solugbes simples e implementdveis na prati-
ca quando se emprega a tdéia da aproximagio estocastica. Os principios gerais ¢

os principais algoritmos serio discutidos a seguir.

Busca lierativa

As técnicas de busca iterativa sio utilizadas em problemas de otimiza-
¢io para encontrar os parimetros que minimizam uma determinada funcio objetivo
[22]. Assim, a busca ¢ feita sobre a superficie de uma curva de erro médio qua-
dritico, JH), conhecida, que € funcio nlo linear das varidvelis hi. As técnicas
se baseiam no desenvolvimento em série de Taylor da fungido custo J(H), seguindo

a restrigdo que:
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I=>

H - tal que JiH < Jj (2.79)

i+1
—i+i

H
=

Essas técnicas consideram blocos de dados sobre os quais, a partir de
uma condigdo inicial ﬂo, sio feitas iteracdes na busca da convergéncia dos coe-

ficientes, na forma:

~

(2.80)

it = Hi ¥ [W ﬂj(ﬂ)]] gl_

onde a funcdo f(+) indica a diregdo de busca do ponto de minimo, baseade em in~

formagoes de J{H), e ¥ € uma constante positiva,

O método da méxima descida , “"steepest descent”, € baseado na expansio

N

de J(H) limitada & primeira ordem , ou seja:

81 (H) AR (2.81)

W = M 4
H«in E«s aﬂT }’3‘

onde,

=
I=

i
=

Lo H (2.82)
Vé-se que a variagio da fungdo custo na busca do minimo, quando se introduz os
novos coeficientes, € igual ao produto interno entre o gradiente da prépria fun-
gio custo e o vetor diferenga entre os coeficientes, Tomando-se esse vetor dife-
renca colinear ¢ em sentido oposto a0 gradiente, observa-se que a fungdo custo
ird diminuir a cada iteracdo, O processo iterativo para obtencao dos novos valo-

res do vetor de coeficientes € descrito a seguir:

81
H -7 /5]~ (2.83)

i+l i 8H Bi

=
i
ew

onde y ¢ uma constante que controla a estabilidade e a rapldez de convergéncia.

Esse método também € chamado de método do gradiente.

O método de Newton-Raphson limita a expansio a componente de segunda

ordem. Assim,
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8) (H) iy 1
T - —it] 2 -

W] = |+
LA B sn

onde a busca do minimo tem como fator principal a derivada segunda da fungio

custo, chamada Hessiana, definida como:

H () = ~———3 (2.85)
Dessa forma, o processo iterativo € descrito por:

H =H-7|H"'®. 3J (H) R (2.86)

gH |H

i

Esse método de estimagio nio linear ¢ muito eficlente, porém suva reglio de con-
vergéncia, dependendo da superficie, pode ser muito pequena, necessitando de
precaugio na escolha do fator y (0 < ¥y < 1) para nio extrapolar a reglio de

validade.

Uma aproximagido ac método de Newton, dita quase-Newton, € feita de
maneira que, expandindo-se a Hessiana, despreza-se o termo de segunda ordem,

passando-se¢ a ter uma matriz aproximada B ao invés da Hessiana.

De uma forma geral, o processo iterativo é escrito, para os trés méto~

dos, na forma:

H = H -7 [B".g] i (2.87)

H
!

ikl

sendo ¥y uma constante, S o vetor gradiente € B a matriz que define a diregio de

busca, de acordo com o método escolhido, ou seja:

Matriz identidade I, para o Gradiente;
-Hessiana H, para o Newton Raphson e

.Matriz de correlagio B, para o Quase Newton.

Esses algoritmos sdo deterministicos pois percorrem a curva de erro

baseados em diregdes determinadas.

Aproximacdo Estocdstica

E uma classe de algoritmos que busca a solucio para certos tipos de

31



problemas de estimagdo seqliencial. A partir de uma seqiéncia de dados {x(n)}, e

uma fungio conhecida Q(x(n),H), deseja-se a solugdo para equagdes do tipo:
g(H) = E{Q(x(n), ﬂ)} =0 (2.88)

onde H ¢ um vetor de parimetros desconhecidos. Como as estatisticas da seqliéncia
{x(n)} n3o sdo conhecidas, a solugio do sistema € desenvolvida pelo algoritmo

proposto por Robbin-Monro [5], que dispbée da atualizagio desse vetor H na forma:

Hn+D) = H() + y(n+1) Q(x(n+1), H(n)) (2.89)

onde {y{n)} € uma seqiiéncia escalar, positiva ¢ tendendo a zero, escolhida sob

algum critério.

Propriedades de convergéncia do algoritmo sdo mostradas para certas

condigdes de {y{(n}}, {x(n)} e Q) [27].

Assim, para a minimizagdo da funcio custo:

J = E{G{x(n}, H)} (2.90)
na forma:
- 8IH) g {- S—H G(x(n), u)} = E{QT (x(n), ;I;{)} =0 (2.91)
aH H

a recursdo € dada por:

H(n+1) = H(n) + y(n+1) gg (x(n+1), H(n)) (2.92)

sendo, na média, o ajuste feito via o gradiente da funcio custo.

Os algoritmos de busca, vistos anteriormente, sio deterministicos (is-
to €, percorrem um caminho pré-determinado na superficie de erro em diregio ao
minimo) pols supdem conhecidos o vetor gradiente e, no caso de Newton Raphson, a
matriz Hessiana. Isto significa que as estatisticas de 2% ordem dos sinais en-
volvidos s@c conhecidas, o que ftorna essas técnicas inviaveis na maioria dos

casos prdticos.

A partir da técnica de aproximagio estocdstica chega-se a algoritmos
que substituem o conhecimento exato das estatisticas por estimativas simples. O

percurso de descida da curva torna-se aleatério porém factivel de ser efetuado a
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tempo real.

Na continuidade, apresenta-se as principais técnicas de busca e scus
duais estocdsticos para os casos em que se trabalha apenas com o gradiente e com

o gradiente em conjunto com a Hessiana.

2.4.1. O Algoritmo do Gradiente

O algoritmo do gradiente busca atingir de forma iterativa o ponto de

minimo da curva de erro médio quadrdtico, definida por:

JH) = = E {?() = % {r ) - 2" H + H'R _}1} (2.93)
Yy Xy

XX

1
2
usando a expressdo do gradiente

VUH) =R _H-R (2.94)

XX Xy

ou ainda:

VOM) =R (H - H ) (2.95)

ot

onde o vetor _ﬁ[ corresponde aos valores de coeficientes étimos que anulam o
Q

gradiente,

A técnica comega com um vetor arbitréario H{0) e vai se atuvalizando a
cada novo instante de tempo, conforme jdi explicitado em (2.94). Fazendo-se as

iteragdes no tempo, tem-se apés a aquisicio de novos dados no instante n+l:
H{n+1) = H{n) + A Hin) (2.96)
Da técnica iterativa, vé-se que a variagio dos coeficientes ¢ sempre
no sentido contrdrio ao vetor gradiente do erro quadrdtico. O incremento de H(n)
para H(n+1) é entdo dado por:

AH(n) = u [-7 (J(n))] (2.97)

sendo o escalar u, o fator de convergéncia que controla a estabilidade e a taxa

de adaptacio. A recursio
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H{n+1) = H{n) - p(R“ Hi{n) - Bxy) (2.98)

¢ o algoritmo do gradiente deterministico, pois a cada iteragdqo de H(n), o gra-
diente caminha por lugares determinados pelas estatisticas. Essa expressio cor-
responde a expressio (2.87) onde as iteragdes sdo efetuadas no tempo e a matriz

B ¢ a identidade.

O método convergird para o dtimo na condigio que o passo de adaptacgio

i esteja na intervalo:

2 (2.99)

0<“<?\

max

onde '?tm“ ¢ o maior autovalor da matriz de autocorrelagio, mostrando a influén-
cla dessa matriz na estabilidade do algoritmo. Haykin [1] mostra que o tempo de
convergéncia ¢ dirctamente proporcional ao espalhamento dos autovalores da ma-

triz ¢ ao passo de adaptagio no algoritmo.

2.4.1.1. Q Gradiente Estocdstico (LMS)

O algoritmo do gradiente estocdstico ¢ o mals utilizado em processa-
mento adaptativo devido a sua simplicidade, robustez e estabilidade numérica.
Tem como principio o fato de que, na maloria das vezes, nio se conhece as esta-
tisticas do sinal de entrada, e, em conseqiéncia, o valor exato do gradiente da
curva de erro médio quadrdtico. Trabalha-se, entdo, com estimativas estocdsticas
desse vetor gradiente, V(J(n)). Assim, o algoritmo de recursdo ¢ dado pela ex-

pressio:

H(n+1) = H(n) = p Y00) (2.100)

a ser comparada com a equagio (2.92). Dai tira-se que o gradiente ¢ estimado

por:

) .
- . 8e " (n) _ deln)
Y(J(n)) - am}i a = 26(!‘1) é"ﬁ“m = 2 b(n) K(ﬂ), (2.101)

Supondo y{n+1) constante e igual a p/2, chega-se que o algoritmo do gradiente

estocdstico, mais conhecido como algoritmo LMS, pode, ser escrito como:

H(n+1) = Hin) +  e(n) X(n) (2.102)
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Com

e(n) = y(n+1) - B (n) X(n) (2.103)

Para um determinado vetor H(n), o gradiente estimado € ndo polarizado

[23], ou seja:

E[@} = ¥ (2.104)

Por sua vez, ao se comparar a aproximaclo efetuada com o algoritmo

deterministico, conclue-se que ela equivale a supor as seguintes estimativas:

~

R (n) = X(n) xF () (2.105)

_éxy(n) = y(n) X(n) (2.106)

que embora bastante simples, por contarem apenas com as amostras atuais, sio

também estimativas nao polarizadas.

A simplicidade do algoritmo LMS mostra que cada coeficiente do filtro

¢ atualizado pela adigio de um erro ponderado,
hi(n+1) = hi(n) + pu oeln) x{n-i) (2107

sendo e(n) comum a todos os cocficientes, enquanto a ponderagic {ux(n-i)} € pro-

porcional aos dados armazenades para o i-ésimo coeficiente.

Como se pode ver, o algoritmo do LMS executa, a cada passo, uma busca
do ponto de minimo através de caminhos alecatdrios, devido ao fato de se traba-
thar com uma versio ruidosa do gradiente. Além disso, o vetor de coeficientes
nio consegue atingir 0 ponto otimo, ficando a oscilar em torno desse, caracteri-

zando a presencga de um erro residual,

Verifica~se que o passo p € um fator de extrema importincia, pois seu
valor influencia tanto na velocidade de convergéncia como no erro residual. Por
exemplo, aumentando-se o passo, aumenta-se a velocidade de convergéncia, ao cus-
to porém de um maior erro residual. Esse excesso de erro médio quadrdtico € de-
finido como a diferen¢a entre o limite de convergéncia, Jw), e o ponto de mini-

mo da fungho custo, J  , ou seja:
min
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J = ) - Jm (2.108)

exc in

Como condigiio de estabilidade, o passo p estd limitado pelo fator:
0<p < 2/Mo~i (2.109)
onde Mo® € a poténcia total de entrada.
X

Finalmente, no caso particular da predigdo linear adaptativa, o

algoritmo LMS ¢ dado por:

e{n) = x(n) - AT(H) X{n-1) (2.110)

An+1) = A(n) - p X(n-1) e(n) (2.111)

2.4.2. Algoritmos Quase Newton

Uma forma de expressar esse algoritmo € a partir da equagio do gra-

diente dada pela equagido 2.95. A multiplicagio dessa equagdo por um fator (R;i )

em ambos os lados, resulta em :

R'vOW) =H-H (2.112)
xxX - ot

ou ainda:
H = H-R_ V(UH) (2.113)

ot

que ¢ o método das raizes de Newton, sendo adaptativamente aproximado, conside~

rando-se a recursividade no tempo, a partir da equacio 2.87, por:

H(n+1) = H(n) - 7 R, ¥(J(n) (2.114)

isto €:

H(n+1) = H(n) - y R (R_H(M) - R ) (2.115)
XX XX Xy
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Widrow e Stearn [2] mostram que H(n) converge para ﬁm somente se o termo

|1-7| for menor que a unidade, ou seja, para:
0<y <2 {2.116)

Do mesmo modo que o gradiente determinfstico, a evolugdo dos coeficientes em
(2.115) também ¢ determinfstica e necessita do conhecimento das estatisticas de
segunda ordem. Por outro lado, a multiplicagio do gradiente pela matriz de auto-
correfagao inversa provoca uma rotagio sobre aquele vetor em diregdo ao ponto de

minimo, acelerando o processe de convergéncia.

2.4.2.1. O Algoritmo de Gauss-Newton

Uma das aproximagdes do algoritmo de Newton na forma estocdstica € o
Gauss-Newton. Aquil, se utiliza ndo sé as -estimativas do gradiente, como também
as da matriz de autocorrelagdo, considerande que essa aproximagdc seja positiva
definida. Como visto, a dire¢io de Newton € mais refinada que a do gradiente.

Assim, a recursfo € escrita como segue:

H(n+1) = H) - 3 R () 00D 2.117)

onde a estimativa Rxx(n) pode ser obtida recursivamente da aproximagio estocds-

tica:
E(X(n).X (n) - R(n)} = 0 (2.118)

pela solugdo iterativa de Robbins-Monro, na forma:

R () =R _(n-1) + () [X@X () - R_(a-1)] (2.119)

onde a{n) € uma seqlitncia positiva de ganho, 0 < « « 1.

Para se obter a inversa da matriz em 2.119, também de forma recursiva,

deve-se comegar reescrevendo:
R () = (1-a) R_(n-1) + « [X(m) X ()] (2.120)

com « constante. Pré-multiplicando a equagio 2.120 por R;i(n) e pds-

multiplicando por R;i(nwl), tem-se:
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R (n-1) = (1~e) R (n) + & R7(n) X(n) X (n) R (n-1) (2.121)
XX XX XX XX
e, ainda, pés-multiplicando pelo vetor X(n), escreve-se:

R;i(n—i) X(n) = R;i (n) X(n) (0 - a + a X' (n) R: (n-1) X(n)) (2.122)

Agora, define-se o vetor auxiliar:

s(n) = R (n-1) X(n) (2.123)

com transposta na forma:

sTm) = xT) R;i (n-1) (2.124)

Rearranjando a equacfo 2.121, tem-se como resultado:

stn) ST (n)

G T (2.125)
-} + o X (n) S{n}

1 -1
(1—05} Rxx(n—l) -

R;i(n) =

As equagdes 2.123 e 2.125 definem a recursio da matriz inversa R;i(n), com valor
inicial (1/¢°)I. Dessa forma, a atualizacio do vetor . de coeficientes pode ser

£xpressa por:

H(n+1) = H(n) + ¢ e(m) R_.(n) X(n) (2.126)
Novamente, uma andlise de convergéncia € de fundamental importancia. O
fator o da recursio da matriz de autocorrelagio aproximada deve ser suposto mui-

to pequeno, a fim de se ter

.Convergéncia na média

E{H(n)} » H p/ now (2.127)
.Convergéncia na média quadritica
J(n) » J(w) p/naw (2.128)

onde o erro residual, sob certas condigbes [2], € expresso por:
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¥
J (n) = —2I2 (2.129)
ex -7

2.5. ALGORITMOS RECURSIVOS

O método dos minimos quadrados € estendido, aqui, para o desenvolvi-
mento de algoritmos recursivos para o projeto de filtros adaptativos. Essa abor-
dagem € tal que, dada a estimativa, no sentido dos minimos quadrados, do vetor
de coeficientes no instante n, pode-se computar a estimativa atualizada desse

vetor em n+l, com a chegada de novos dados.

Um filtro 6timo pode ser obtido para cada nove conjunto de dados for-
mado quando o préximo dado de entrada € observado. Como uma técnica recursiva
para computar o vetor de coeficientes H(n), o método dos minimos quadrados é
implementado de forma adaptativa visando, principalmente, aplicagio em tempo
real. Porém, o problema estd em se fazer a inversio da matriz a cada novo con-

junto de dados,

E importante inserir, no contexto adaptativo, um fator de esquecimento
que possibilite ao filtro acompanhar as possiveis variagdes estatfsticas ao lon-
go do tempo. Assim, a fungdo custo a ser minimizada torna-se uma soma ponderada
do erro quadritico. Usande o método do pré-janclamento, com um fator de esqueci-

mento exponencial, essa fungio custo expressa-se na forma:
o (nmp) 2
J(n) = ): W Pe%(p) (2.130)
p=1

onde 0 « W <1 € o fator de esquecimento e n € o comprimento varidvel dos dados

observiéveis.

O valor d6timo do vetor de coeficientes, H(n), para o qual a fungdo

custo J(n) atinge o valor minimo ¢ obtido pelo conjunto de equagdes normais:

ﬁ”(n) H(n) = ,i:’;xy(n) (2.131)

onde a matriz de autocorrelagio estimada Rxx(n), de dimensio (MxM), e o vetor de

correlagdo cruzada estimado Bxy(n), Mx1, sio definidos como:

R_(m) =) WPx(p)x"(p) (2.132)
p=1
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~ n
R ()=} WP x (piy(p) (2.133)
xy p=1

respectivamente,

Isolando~se os termos correspondentes a p=n do resto do somatério da

equacho 2.132, obtém-se:

. n-1 .
R (m) = w[ Z w D x(p _&T(i)] + X(n) X () (2.134)

i=1

A~

sendo que o termo entre colchetes, R x(n»i), se refere aos dados anteriores,
X

enquanto o segundo termo diz respeito ao vetor de amostras observado. Logo, a

recursdo para a atualizagio dos valores da matriz estimada de autocorrclacio €&

dada por:

-~

R () = W ﬁ”(n—i) + X)) X (n) (2.135)

XX

Da mesma forma, no caso do vetor de correlagdo cruzada:

R, () = W ﬁxy(n-l) + X(n) y(n) (2.136)

Portanto, as novas es{imativas da matriz de autocorrelagio e do vetor
de correlagdo cruzada sdo obtidas de uma forma recursiva a fim de se atualizar o

vetor dos coeficientes do filtro, tal que:

H(n) = ﬁ;i(n) éxy(n) (2.137)

2.5.1. Algoritinoe dos Minimes Quadrados Recursives - RLS

O algoritmo dos minimos quadrados recursivos prevé a estimativa do

vetor H(n) a partir da estimativa anterior H(n-1), dada entio por:

H(n-1) = R (n-1) R (n-1) (2.138)
XX Xy .

Toma-se, assim, um procedimento recursivo para atualizacio do vetor

dos coeficientes do filtro a partir da substituicio das equagbes (2.138),
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(2.135) e (2.136) na equagdo (2.137), obtendo-se:
H{n+1) = H(n) + R;i(n+1)u&(n+1)[ y(n+1} - ,X,T(nﬂ) H(n)] (2.139)
E de extrema importancia dispor de um algoritmo que suprima a necessi-
dade de inversio da matriz de autocorrelagic a cada iteracio. Uma forma de se

fazer isso € através do lema da inversio de matrizes.

Lema: Sejam A ¢ B matrizes positivas definidas (MxM} tal que:

A=B " +CD " C (2.140)

onde D é uma matriz positiva definida (NxN} e C e uma matriz (MxN}. Entdo a in-

versa da matriz A ¢é dada por:

Al=B-Bcm+cTBO'eB (2.141)

A partir da equagdo 2.134, fazendo A=R(n), B=W R(n-1), C=X(n) e D=1,

pode-se escrever:

w'zﬁ‘i(n—l) X)X (n) ﬁ;i{nml)

R = wR -1) - e (2.142)
X x 1+W X (n) R’“c {(n-1)X(n)
onde, considerando o vetor ganho de adaptagio, de dimensio (Mx1), dado por:
R ()X (n+1)
G(n+1) = —— = (2.143)
W o+ X (n+1) R (m)X(n+1)
pode~se escrever a recursio da inversa:
~-1 1 -1 T -1 |
R (n+l) = . [ R '(n) - Gn+1)X (n+1) R (n)] (2.144)
XX W XX XX

que € a equagdo de Ricatti para o RLS {1].

Reorganizando a equagdo 2.143 e observando a equagéo 2.144, chega-se a

Gin+1) = ﬁ;i(n+1)5(11+1) (2.145)
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levando o processo de atualizagio do vetor de coeficientes do filtro, da equagio

2.139, a ser escrito da forma :

H(n+1) = H(n) + G(n+De(n+1) (2.146)
onde

eln) = yln) ~- xr(n) Hin-1) (2.147)

¢ definido como o erro de estimagdo 2 priori, lembrando-se que e(n) € o erro de

estimacio & posteriori, ou seja:
e(n)= y(n) - X' (n) H(n) (2.148)

O procedimento recursivo envolvendo as equagbes 2.143, 2.147, 2.146 ¢
2.144, nessa ordem, ¢ o algoritmo RLS, no qual nenhuma operagio de inversio de
matriz € realizada. A inicializagio do processo requer um matriz inversa dife-

rente de matriz nula. Uma matriz inicial é proposta {23] na forma:

10 ...0
“y 1 CwW ... 0 {2.149)
R0 =— |1 E
xx EO 00 'W(T\—l)

A aplicagio do algoritmo RLS em predigio linear leva & substituigio,
nas equagdes 2.143, 2.144, do vetor X(n+l1) pelo vetor X{(n), além das considera-

¢oes de predicdo na equagio 2.147.

O fator de esquecimento W determina a quantidade de memdria do
algoritmo. Quando W=1, RLS nio ponderado, o algoritmo € de meméria infinita.
Para W < 1, pode-se verificar, a partir das equagdes 2.120, 2.125, 2.134 e
2.137, que os algoritmos RLS e Gauss-Newton sio matematicamente idénticos, desde
que se tome y=o=(1-W) [5]. A relagio entre a« ¢ W & feita a partir do fato que

tanto R (n) quanto R“(n) so estimativas da matriz de autocorrelagido, sendo
XX

R (n} a estimativa normalizada no tempo, podendo-se escrever:
XX

(2.150)
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Assim, o algoritmo RLS pode ser visto como uwma derivagio da aproxima-
¢do estocdstica (Gauss-Newton), com um fator de esquecimento W = (1-a) < 1. Os
problemas de convergéncia devem ser analisados nessa dtica sob os aspectos da
convergéncia na média e na média quadrdtica [1]. Verifica-se, pols, que o
algoritmo converge na mdédia e, para um processo estaciondrio, o melhor resultado
de convergéncia na média quadrdtica € obtido para W=1, onde o fator de desajuste

€ nulo. Seus resultados sio muito superiores ao LMS,

A técnica do algeritmo do RLS pode, também, ser vista como uma deriva-

¢io do filtro de Kalman. Essa visio ¢ demostrada em [1].

Um problema relevante do algoritmo RLS € a sua complexidade numérica,
um total de 2M7+4M multiplicagdes e 1 divisio sio requeridas a cada iteragio
[23]. Para reduzir esse problema, algoritmos répidos foram propostos na iltima

década [28, 29, 30].

2.5.2. Algoritmo dos Minimes Quadrades Rapidos - FLS

Como visto, ¢ custo computacional do algoritmo RLS ¢ muito elevado,
comparado com o LMS, mesmo em sistemas de ordem baixa. Por esse motivo, versdes
rapidas foram desenvolvidas levando-se em conta a propriedade de deslocamento do
vetor X{n}, na qual, um novo vetor X{n+1) ¢ formado a partir do vetor X(n), bas-
tando para isso o deslocamento de seus elementos, com a introdugdo da nova amos-

tra x(n+1) e a remocgiio da amostra x{n-M+1).

Os algoritmos rdpidos realizam, rigorosamente, o critério dos minimos
quadrados, fazendo uma adaptagiio interna no ganho de adaptagio, também chamado
ganho de Kalman. Em 1978, Ljung et al. [28], derivaram uma recursio para o
cdlculo do ganho sem efetuvar o procedimento recursivo dado pelas equagdes 2.143,

2.144 e 2.145,

O algoritmo se baseia no fato que toda a informagio contida na matriz
de autocorrelagdo, que intervém no cdlculo do ganho de adaptagio, pode ser com~-
pletamente determinada através dos erros de predigio ¢ dos respectivos coefi-
cientes dos filtros de predigdo linear progressiva e regressiva. Assim, € possi-
vel calcular G(n+1) a partir de G(n) sem que seja necessdria a manipulagio ma-
tricial da equagiio 2.143, usando apenas os parametros de predigio linear, que
sdo vetores ou escalares. Mostra~se também que tal procedimento sé € possivel
quando os dados de entrada possuem a propriedade de deslocamento, o que € pré-

prio dos filtros transversais FIR [28].

43



Dessa forma, esses algoritmos aprescntam a mesma rapidez de convergén-
cia, no sentide do nmimero de iteragdes necessdrias, que a técnica dos minimos
quadrados recursivos RLS, porém sio rdpidos por terem menos cdlculo computacio-

nal em cada iteragdo.

O algoritmo dos minimos quadrados rdpidos FLS, também chamado de
algoritmo ripido de Kalman [18], utilizando apenas o erro de predigio a priori,
¢ mostrado na Tabela 2.1, com sua inicializagio decorrente de 2.149. Em termos
de complexidade computacional, o algoritmo requer cerca de 10M multiplicagdes e

2 divisdes por iteragio.

Outras versdes  de algoritmos rdpidos, com um pouco mais de eficién-
cia, foram posteriormente desenvolvidas, como o FAEST [29] ¢ o FTF[30}, que em-
pregam também o erro de predigio a posteriori ¢ reduzem a complexidade para cer—

ca de 8M multiplicagbes ¢ 3 divisoes [23].

Apesar de sua grande eficiéncia, esses algoritmos apresentam um pro-
blema critico ne que se refere 2 sensibilidade aos efeitos de precisio finita.
[31]. Esse problema foi objeto de intensa pesquisa nos dltimos anos sendo que se

destacam os reultados apresentados nas referéncias {32] e [33).

A inicializagio do algoritmo ¢ obtida fazendo-se:

Al0) = B(O) = g(0) = 0 ¢ Ea = EO (2.151)
Uma observagio importante do algoritmo FLS € que sua aplicagdo a pre—

digdo linear € direta pela determinagio do vetor A(n).

2.6. DISCUSSAOQ SOBRE O DESEMPENHO DOS ALGORITMOS

O algoritmo do LMS ¢ o mais popular dentre os algoritmos de adaptagio,
sendo tomado como referéncia para comparagbes. E um algoritmo simples, nio re-
querendo medidas da correfat;z’io, tendo grau de complexidade igual a 2M multipli-
cagoes e 2M adigdes/subtragoes. Como todo algoritmo recursivo, requer controle
da estabilidade, no seu caso, feito pelo passo g, limitado pelos autovalores da
matriz de autocorrelagiio dos dados de entrada. A velocidade de convergéncia €
lenta, dependendo, novamente de p ¢ do espalhamento dos autovalores da matriz.
Devido ao fato de se trabalhar com uma versio ruidosa do gradiente, percorrendo

caminhos aleatdrios, ao contririo do método de mixima descida que € determinis-
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Quantidades disponiveis no instante n:
H(n) - Vetor de coeficientes do filtro adaptativo

Aln)
B(n)

X(n} - Vetor de dados de entrada

Vetor de coeficlentes de predigio progressiva

Vetor de coeficlentes de predigiio regressiva

g(n) - Vetor ganho de adaptacio

Eén] - Erro de predigi8o acumulado

Novos dados no instante (n+1):

#{n+1) - Dado recebido

y{n+l) - Sinal de referéncia
Atualizac8g do velor ganho de adaptacép:

ea(n+1) = x{n+1} - AT{n)K(n)

(2) Coeficientes de predicio progressiva
Aln+1) = A(n) + g(n}ea(n+1)

(3) Erro de predigdo progressiva a posteriori
ea(n+1} = X{n+1) ~ gT(n+1)z(nJ

(4) Erro de predigio progressiva acumulado
E (nt1) = WE (n) + e (n+tl)e (n+1)

a i a a a
(5) Ganho de adaptacfo intermedidrio

ca(n+1)

g, (n+1) = [ g?n)] T E (n+1) [ —;(n+1)] B [ ﬁgg:i;]
(6) Errc de predicio regr;ssiva a priori
e, (n#1) = X(n+1-N) - B! (n)X(n+1)
(7) Ganho de Adaptacdo
1

-~ m({n+1) eb{n+1) [ m

g(n+l) = 1 n+l) + m(n+1)B(n)]

(8) Coeficientes de predicfio regressiva
B(n+i) = B(n) + g{n+1)eb(n+1)
Atualizac8o dos coeficientes do filtro adaptative
(9) Sinal de erro
e(n+1) = y(n+1) ~ H' (n)X(n+1)
(10} Coeficientes do filtro
H{n+1) = H(n} + g{n+l)e(n+1)

TABELA 2.1: O algoritmo r4dpido de Kalman
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tico, o algoritme ndo atinge seu ponto de minimo, ficando oscilando em torno
desse. Esse € o prego pago por usar estimativas para atualizar os coeficientes
do filtro. A redugido do fator de desajuste (relagdo entre o excesso de erro mé-
dio quadrdtico, residual, e o Jmln) também depende da escolha do p. Assim, di-
minuindo o passo, diminui-se o erro residual, J”c, ao custo porém de uma redu-
¢do na velocidade de convergéncla. Deve-se levar em conta, na escolha do p muito
pequeno, os problemas de arredondamento, que interferem na adaptagio. No contex—
to ndo estaciondrio, além de se buscar o minimo da fungdio custo, o algoritmo
deve ser capaz de rastrear a troca de posiqaor desse minimo. Para um p pequenc e
uma nio estacionaricdade branda, o LMS tem bom desempenho. O LMS supde trabalhar
com sinais de espectro plano {(branco), piorando seu desempenho quanto mais cor-

relacionado for o sinal.

O algoritmo RLS leva em consideracio todas as informag¢des contidas no
sinal. Sua grande vantagem sobre o LMS € a extrema rapidez de convergénela, sen-
do insensivel ac espalhamento da matriz. Essa rapidez de convergéncia € funda-
mental em aplicagdes onde as estatisticas do sinal variam de forma rdpida com o
tempo, dc modo que o RLS se adapta bem ao rastreamento com variagdes bruscas,
Sua grande desvantagem € a complexidade computacional elevada, sendo proporcio-
nal a M7, Apresenta alguns problemas quanto ao ruido de arredondamento nas re-
cursdes internas. Alguns algoritmos sdo desenvolvidos para remediar esse pro-
blema, por exemplo a fatorizagio de Cholesky. No sentido de superar o problema
de complexidade numérica, algoritmos rdpidos foram desenvolvidos, aumentando
porém os problemas de arredondamento em aritmética de precisio finita, podendo

levar, em alguns casos, a instabilidade.

E notéria a proporcionalidade do fator de memdria do LMS, 4, com o
fator de memdria do RLS, (1-W), em situagdes nio estaciondrias. A relagio entre
esses fatores permite a realizagio de andlise e simulagao comparativa. Quando se
tem grande quantidade de ruido ¢, em conseqgiiéncia, um fator de espalhamento pe-

queno, o desempenho de ambos os algoritmos € equiparado.

Devido a dificuldade de se obter resultados analiticos rigorosos para
as propriedades de convergéncia de uma extensa selegio de algoritmos adaptati-
vos, a comparagio experimental € de grande importéncia, usando-se simulacoes

computacionais.

Como exemplo de uma comparagio do desempenho entre o LMS e o FLS, a
predigio linear de sendldes em melo ao ruido branco gaussiano € colocada. Esse
problema € de particular interesse, quando se busca localizar a posicio dos po-

los de um meodelo, a partir dos cocficientes do filtro preditor {11l Deve-se

40



ressaltar que, no FLS, as operagbes de filtragem nio s3o necessdrias, obtendo-se
os coeficlentes do filtro preditor dircto das operagdes de atualizagio do ganho,

diminuindo, nesse caso, a complexidade computacional.

Considera-se a predigio de duas sendides muito proximas: fi=fe/10 e
fa=fe/6, onde fe & a frequéncia de amostragem. O sinal contendo as duas sendides
mais ruido com poténcla 10'6, ¢ aplicado na entrada do preditor FIR de ordem 4.
Os algoritmos estdo especificados com fator de esquecimento W=0(,9, para o FLS, e

passo de adapta(;ﬁo p=0.1, para o LMS, que sfio razeavelmente equivalentes [23],

A Figura 2.10 mostra a evolugio dos coeficientes e dos zeros do predi-
tor para ambos os algoritmos. Vé-se que, apds mil iteragdes, o gradiente ainda &
incapaz de discernir as duas frequéncias, sendo que a pesigio dos zeros reflete
a presenga, apenas, de uma freqiiéncia intcrmedidria ruidosa. Ao contrdrio, o FLS
localiza as duas freqiiéncias em menos de cem iteragdes. O LMS sé alcanga o re-
sultado apds mais de dez mil iteragdes devido ao fato do sinal senoidal ser for-
temente correlacionado. O algoritmo FLS se mostra como sendo muito interessante

na localizaglio rdpida de freqliéncias por predicio linear.
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Fig. 2.10 - Predigio de duas sendides com estrutura direta
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2.7. SINAIS MULTIDIMENSIONAIS EM ESTRUTURAS FIR

Uma situagio de grande importincia no desenvolvimento da proposta des-
te trabalho ¢ considerar um sistema com entrada multidimensional. Seja o caso de
um sinal vetorial de entrada consistindo de K elementos xk(n), com 1 < k <K, e

um sinal de referéncia escalar y(n). Essa situagio estd ilustrada na Figura

2.11.
A + | ¥y
— i z
1 2 ’Q/ e(n)
X ~n)
2 e
i
i
|
I
I
" ¥qAn)
I((wm——zu HK(Z)
Fig.2.11 - Filtro  Adaptativo com  Estrutura Multidimensional ¢  Referéncia
Escalar
O filtro programdvel, cuja saida y(n) € também escalar, consiste de

um conjunto de K diferentes filtros com vetores de coeficientes .E:!k(ﬂ). sendo

seus coeficientes calculados para minimizar uma funcgio custo em tempo real.

A adaptagio dos filtros pode ser feita por meio do algoritmo do gra-

diente, com cada filtro sendo adaptado separadamente, como segue:

hik(n) = hik(nwl) + xk(n—}} eln) k=I, ..., K (2.152)
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Para a adaptagiio com o algoritmo dos minimos quadrados rapidos, FLS,

seja o vetor _X“E(n), tal que:

T
X () = [xl(n). xK(n}] (2.153)

Supondo-se que cada vetor de coeficientes dos filtros Hk(n) tenha M elementos,

define-se Z(dr(n) como sendo o seguinte vetor de entrada, com KM elementos:
T T T T
ﬁT(n) = [ﬁﬁ(ﬂ). _X_E(n-—l), - _XE(nH—M)] (2.154)

e considera-se ainda _}j,r(n) como sendo o vetor de todos os coeficientes dos fil-

tros em paralelo, com KM elementos:

T
H () = [h“(n), o b (), B (), e b (), e B (), hKM(n)]

K2 M

{2.155)

O sinal de erro pode ser definido, entio, como na equagdo 2.24, ou

seja:

e(n) = y(n) - ﬂz(n).zg,r(n) (2.156)

A fungdo custo a ser minimizada, para o método do pré-janelamento ex-

ponencial € da forma:

WP *(p) (2.157)
i

Hn) = %
P

W~z

o que leva, na condico 6tima, & equagdo normal:

-~ _ Aﬂol ~
wl;l,r(n) = R(KM)(H) B(KM)(H) (2.158)

com a matriz de correlagio e o vetor de correlagio cruzada estimados, respecti-

vamente, por:

1]
Sl _ n-p T
Rien = p; WP X (p) X (p) (2.159)
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m ) WP yp) X1 (2.160)

R{KM) .

3
#~]o

Como visto na secdo 2.5, a recursdo do vetor de coeficientes pode ser
expressa por:

-1

(KM)(MI) _)_(_T(nﬂ) e{n+1) {2.161)

_%_I_T(ml) = wi;le‘(n) + R
onde se define o ganho de adaptagao

. o onl
Q_(K)(n) = R(KM} (n) }gT(n) (2.162)
como um vetor de KM elementos, o qual pode ser adaptado através de um procedi-
mento similar ao do FLS monodimensional, utilizando o erro de predigio progres-

sivo e regressivo. Essc procedimento € desenvolvido por Bellanger [23, Cap. 71

O algoritmo dos minimos quadrados rdpidos, para o caso multidimensio-

nal, € mostrado na Tabela 2.2.

O valor inicial da matriz de erro quadrdtico € tomado como a matriz

diagonal

E(0) = E 1 (2.163)
3 g
onde Eo ¢ um escalar positivo. Todos os outros valores iniciais envolvidos podem

ser considerados nulos.

A inversio da matriz da ecquagio {(5) da Tabela 2.2 € feita a parte,
com a ajuda do lema de inversio matricial, obtendo a recursio da matriz de erro

quadrdtico inversa na forma:

. E'(n) ¢ (n+1) g (n+1) E ' (n)
. - - (2.164)

E‘l(nﬂ) = W Ehl(n) -
1 a

W+ gj(nﬂ) E;l(n) g, (n+1)

A complexidade computacional dessa expressio estd em torno de 3K 242K
multiplicagbes e uma divisdo. Para as operagées relacionadas com o filtro de
ordem M, o algoritmo apresentado na Tabela 2.2 despende 7K *M+KM multiplicagoes

para o ganho de adaptagio e 2KM multiplicagbes para o processo de filtragem.
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Quantidades disponiveis no instante n:

Er(n) - Vetor de coeficientes do filtro adaptativo
com KM elementos

M - numero de coeficientes por secgdo
A {n)
B (n} - Matriz de predigiio regressiva (KM linhas, K colunas)

Matriz de predicdo progressiva (KM linhas, K colunas)

KT(n) - Vetor de dados com KM elementos
G (n) - Vetor ganho de adaptagio com KM elementos

Ea(n) - Matriz erro de predicioc quadratice (K,X)

Novos dados no instante {n+1):

x{n+1)} - Dado recebido
y{n+1} - Sinal de referéncia

XE(n+1)— Entrada multidimensicnal

Atualizacio do vetor ganho de adaptacfo:

(1) Vetor erro de predicio progressiva & priori (K elementos)
e (n+1) = X_(n+1) - AT(n)X_(n)
a E T
{2) Matriz de predicio progressiva
A(n+1) = A(n) + G(n) e, (n+1)
(3) Vetor erro de predigfio progressiva & posteriori (K elementos)

g, (n+1) = X_(n+1) - AT (n+1)X, (n)

(4) Matriz erro de predicio quadratico
E (ntl) = WE (n) + e (n+*l)e (n+l)
a a da a

(5}Vetor ganho de adaptacio intermedidrio (KM + K elementos)

_ 0 I -1 _ [M(n+1)
G, (n+1) = [ Q(n}]{ ~A(n+1)] * B () g (nt1) = [m(n+1)]

(6) Vetor erro de predigfio regressiva & priori

e (n+1) = X_(n+1-N) - B' (n) X_(n+1)
{7) Vetor ganho de adaptagio

G(n+1) = [1 - e (n+1) m(n+1)]17" [M(n+1) + B(n) m(n+1)]
{8) Matriz de progressic regressiva

B{(n+1) = B(n) + G{(n+1) gz(n+1)

AtualizacBo dos coeficientes do filtro adaptativo cascata

(2} Sinal de erro

e(n+1) = y(n+1) - (1/K) [H (n) X (n+1)]
(10) Coeficientes

.gT(n+1) = ﬁr{n) + Gi{n+l)e(n+1)

TABELA 2.2: O algoritmo rdpido multidimensional
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2.8. CONCLUSOES

A teoria de filtragem adaptativa estd hoje bem estabelecida, em parti-
cular no que se refere &s estruturas FIR, transversais e a treliga, as quals
conduzem a um problema de otimizagio linear ¢ apresentam boas propriedades de

convergéncia e estabilidade.

Procurou-se apresentar neste capitulo os principios fundamentais de
filtragem adaptativa e a derivagio dos algoritmos mais importantes. E interes-
sante observar que diferentes pontos de partida, como teoria de Wiener, métodos
de minimos quadrados, técnicas de otimizagdo, etc., conduzem a resultados que na
prdtica sdo semelhantes. Em iltima andlise, pode-se dizer que os algoritmos LMS
e RLS (com sua versio rdpida) sio os de maior relevincia para as estruturas FIR,

sendo que esse iltimo pode ser visto também como um caso particular da técnica

de Gauss-Newton. Por outro lado, em muitos casos o usc de outro tipo de estrutu-
ra ({cascata, paralela, IIR) pode ser crucial para a aplicagio desejada. Entre~
tanto, a andlise do problema torna-se mais complicada e aparecem dificuldades de

convergéncia e estabilidade.

Nossa intengio nos capitulos subseqlientes ¢ fornecer uma contribuicio
ao algoritmo de minimos quadrados, neo sentido de aplicd-lo & estrutura cascata,
além de propor novas técnicas de adaptagdo  com sua andlise de convergéncia.

Para isto, € fundamental a base tedrica disposta neste capitulo.
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CAPITULO 3

FILTRAGEM ADAPTATIVA COM ESTRUTURAS EM CASCATA FIR

Grande parte das aplicagdes praticas utilizam filtros digitais adapta-
tivos com estruturas transversais FIR. lIsso se justifica pelas conhecidas pro-
priedades de convergéncia ¢ estabilidade desse tipo de estrutura. Essas proprie-
dades, por sua vez, estdo estreitamente ligadas ao fato de que, como visto no

capitulo anterior, tais estruturas conduzem a um problema de otimizacio lincar.

Por outro lado, outras motivagdes podem levar a se decidir por estru-
turas alternativas. Por cxemplo, o uso de filtros 1IR € interessante quando se
descja operar com filtros de menor ordem, reduzindo a complexidade computa-

cional.

Em muitas outras aplicacbes, a posigdo dos zeros e pdlos  de um filtro
ou preditor adaptativo ¢ o parimetro de maior importancia [11]. Como exemplo,
pode-se citar detecg¢do de freqiiéncias, monitoramento dos pélos de um modelo AR
ou de um sistema a ser identificado, testes de estabilidade, etc. Nesses casos,
¢ altamente conveniente o uso de estruturas em cascata, onde a fungao de trans-
feréncia € decomposta em polindémios de 2* ordem cujas rafzes podem entio ser
facilmente obtidas. Além disso, a estrutura em cascata também diminui considera—

s

velmente a sensibilidade do filtro & guantizagio de seus coeficientes [8].

A relagdo entre os coeficientes das formas direta e em cascata do fil-
tro FIR € feita por um mapeamento nae linear, levando a sc resolver, no caso em
cascata, equagdes normais ndo lineares [7]. Porém, pode-se mostrar que a solugio
€ inica, a menos de permutagdes entre as secgdes de segunda ordem. Fssa afirma-—
tiva vem do fato que essas cquagdes normais nio lincares provém da mesma minimi-
zagdo da norma do erro, que resulta nas equagdes normais da forma direta, €
claro, se essas tiverem solugido dnica. No entanto, no caso em cascata, a curva
de erro quadrdtico ndo ¢ mais unimodal, o que evidentemente terd consegiiéncias

na convergéncia, se o filtro for implementado na forma adaptativa.

Propde~se neste capitulo uma técnica de filtragem adaptativa combinan-
do o uso dos algoritmos dos minimos quadrados recursivos em conjunto com estru-
turas na forma em cascata FIR. A abordagem consiste em transladar a original

estrutura em cascata para uma forma direta multidimensional FIR, de¢ forma a
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atualizar os cocficientes do filtro. A extensio para algoritmos rdpidos, FLS, ¢

derivada para ambos os casos de predigao lincar e identificagao.

A partir dos resultados obtidos em [13], chega-se a uma andlise mais
global do algoritmo, estendendo-a também ao caso Gauss-Newton e LMS, e conse-

guindo um bom desempenho para diferentes sinais de entrada considerados.

Simulagbes exaustivas mostram uma certa instabilidade do algoritmo dos
minimos quadrados multidimensional, no inicio do processamento, devido A
aproximagdo proposta ao problema da ndo linearidade, como nos casos mais
criticos de predigio de sendides [14,34]. Uma modificacio € feita para supcrar
essa instabilidade inicial, trabalhando-se com o algoritmo de Gauss—Newton, dc
uma forma mais geral, sendo de grande eficdcia, pois no algoritmo proposto, a

estabilidade passa a ser controlada por um passo 8 < 1, principalmente, no

periodo de transicdio inicial. Tem-se, assim, desenvolvida uma versio conjunta do

algoritmo Gauss-Newton com o FLS-Multidimensional [34].

Antes de apresentar os algoritmos, faz-se a discussio da formulacae do

problema da filtragem adaptativa na forma cascata.

3.1. FILTRAGEM OTIMA NA FORMA EM CASCATA

Deve-se, primeiramente, situar as modificacdes existentes na andlise
da filtragem digital Jtima quando se trabalha com estruturas de filtros em

cascata.

Em geral, sdo wusadas duas formulagdées. O filtro FIR pode ser
considerado como uma fatoragdo de filtros de primeira ou de segunda ordem em

cascata.

Considera-se, aqui, um filtro transversal FIR de ordem 2K com uma
funcao de transferéncia H(z), realizado na forma em cascata, contendo K secgdes

de segunda ordem, ou seja:
K » 2 K
H(z) = kgl[h0k+ hlkz + h W ] = T H (z) (3.1)

onde h_k(izO,l,Z) sio os coeficientes de cada secgdo k (k=1,.,K), os quais de-
I

verdo ser calculados de forma a minimizar um determinado critério sohre o erro.
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O critério utilizado neste trabalho ¢ o dos minimos quadrados, onde se
considera um conjunto de n dados disponiveis (amostras). Assim, deve-sec escolher

o filtro 6timo de forma a minimizar a fungio custo dada por:
1¢ L2
HHO) = — pg}e (p) (3.2)

que € o critério dos minimos guadrades, onde He ¢ o vetor de todos os coeficien-

tes do filtro em cascata, ou seja:
T
He = [hm’ vees hux’ h“, cier th, . h21’ hZK] (3.3
e e(p), o erro de estimagio.

A Figura 3.1 mostra essa nova estrutura no contexto da filtragem dStima.

+ i y(n}

A -
X0 H, @ Hy @) - - . | H ) I®

G

— e(n)

Fig.3.1 - Filtragem Otima em Cascala

Comparando a Figura 3.1 com a Figura 2.3, observa-se que o erro de

estimacgio ¢, justamente, o mesmo da fi]tragem na forma direta.

O conjunte dtimo dos cocficientes h_k, do filtro em cascata, & obtido
ik

a partir da solugiio das equacgoes:

BJ(EC)

=0 i=0,1,2 e k=12,..,K (3.4)

ik

o seja, a partir da anulagio do gradiente da funcgiio custe com relagdo aos coe-
ficientes do filtro, como visto no capitulo anterior. Para se chegar i solucio

em termos de coeficientes dtimos, deve-se desenvolver a equagio 3.4, levando-se
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em conta a estrutura da Figura 3.1, onde se expressa o erro e(n), novamente,

pela equaclo 2.1, isto &

e(n) = y(n) - ;/(n) (3.5)

Assim, o gradiente para cada coeficiente € tal que:

8J(He) % [ ge(p)
8h = X{—.—ah—- ¢ c(p)} 130,1,2 € kzi,...,K (3.6)
Pk p=1 ik
ou, ainda,
BJ(EC) I 5;'(33) R
Bhik = “p)“:—“:i{ Bhik : [y(p) - Y(P)]} i=0,1,2 e k=1,..,K (3.7

j& gue o sinal desejado y(n) ndo € fungio dos coeficientes do filtro.

Deve-se ressaltar que, nesse caso, o sinal estimado ;(n) nio ¢ malis
expresso como regressio linear dos coeficientes do filtro, como no caso trans—
versal. O problema € encontrar uma expressio para o seu gradiente. Para isso,
toma-se ¢ sinal filtrado y(n) como a transformada Z inversa do sinal de saida,

do filtro H(z), cuja entrada tem como transformada X(Z), ou seja [8]:
- -1 (p-1) ]
Y(p) = e Jz H(z) X(z) dz (3.8)
r
ou, alnda, considerando a fatoragio descrita na equagio 3.1,

- 1 (p~1) K
y(p) = 57 jz {kgl Hk{z)] X{z) dz (3.9)
r

onde I' € um contorno de integragio conveniente.

Assim, a partir da equagdo acima, pode-se calcular a derivada do sinal
y{p) em relagio aos coeficientes e aplicd~la na expressio (3.7). Tem-se entio

[221:

a§(p) 1 (p~1) K -1 ~2| -
iy J‘z }_{__’fl[hof bz b,z ]z X(z) dz (3.10)
' r i#k '
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ou, ainda:

ay() _ 1 (-1 H(z) _
ahik = 2_"] J\Z W‘* z X(Z) d(Z) (3.11)
r
Definindo~se, entio, o sinal:
iy = _3Y(p) i} i
uk(p iy = 31% = 0,1,2 e k = 1,...K (3.12)

constata-se, de acordo com a equagdo 3.10, que o sinal uk(p-i) pode ser visto
como sendo a convolugico do sinal de entrada x(n} com um filtro em cascata
composto por todas as sccgbes de segunda ordem, com excegio da  k~ésima secgdo.
De outra forma, pela eqha&;éo 3.11, pode ser considerado como a passagem do sinal
;(n) por um filtro IR inverso 4 k-ésima secgio FIR, H;}(Z)—f}/Hk(Z}. Essa
segunda visdo ¢ descrita por Jackson e¢ Wood [7] como forma de obtengio dos

coeficientes de sensibilidade uk(pwi).

De qualquer mancira, o sinal y(n)} pode ser obtido pela filtragem do

sinal uk(n) pela secgdo Hk_(z), cuja expressio matemdtica € descrita na forma:

. 2
yip) = Xhikuk(p—-i) (3.13)
i=0

sendo visualizada na Figura 3.2,

x(p) u(®) yP)
— =/ H .- H e —
1 @ k-SZ) HIHS%) HK(Z) Hk @)

Fig. 3.2 - Qbtengio de uk(p) e ;(p)

Fazendo-se a composigio para k=1,..,K, obtém-se:

" K 2
Ky(p) = ): Zhikuk(pwi) (3.14)
k=1 i=0
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O sinal uk(p—-i) s¢ constitui numa das componcntes do vetor gradiente

Eﬂcfy(p)], dado por:

T
Ulp} = [ul(p)p.“uK(p),1ﬂ(p~1)P."uK(p~I),tﬂ(p—z)P.un(p—Z)] {3.15)

Considerando o vetor Hc dos coeficientes dos filtros em cascata, definido em

(3.3), pode-se escrever a eguagao 3.14 na forma vetorial:

- HE . U(p)
yip) = e (3.16)
K

Quando se considera H dtimo, que satisfaz (3.4), a conseqiiente anulacio da

equagio (3.7) leva a igualdade:

n n

Yy, 0. up =} yp). up (3.17)
p=1 p=1

para todos os elementos do vetor gradiente definido em (3.15).

Substituindo y{(p) da equagio 3.16 na equagdo 3.17, obtém-se:

T 1
) UPUTEIHe =K Y y(p) Ulp) (3.18)
p=1 p=1

que € um sistema de eguagbes normais ndo lineares, podendo ser reescrito como:

R . He =R {3.19)
it - 0t —yu
donde se calcula:
He =R’ .R (3.20)
i1 uu b 2Y
sendo
v T
R = P;E(p) U'(p) (3.21)
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a matriz de intercorrclacio dos elementos do sinal intermedidrio e

Ky(p) U (p) (3.22)
1

~
i}
W ~}=

—yu
P

o vetor de correlagio entre os elementos do vetor gradiente e o sinal de refe-
réncia. A nao lincaridade da equagdo 3.19 estd expressa no fato que o vetor gra-
diente ¢, consequentcmente, a matriz Ruu ¢ o vetor Eyu, sao fungdes dos proprios
pardmetros dos filtros. Essa ndo lincaridade ¢ uma conseqiiéncia direta da fil-

tragem com estruturas em cascata.

A solugio da equacao 3.20 estd assoctada aqueia da  estrutura
transversal. Embora os parametros h;k ndo scjam os mesmos, a sclugdo da equagio
3.20 deve corresponder aos mesmos pontos de minimo da superficie de erro da
estrutura transversal, pois a minimizagio ¢ feita em relagdo 3 mesma norma do

erro. Assim, os coeficientes devem ser tais que:

K M
-1 -2y i
kn}(hg; h 27+ h 2 = Z hz (3.23)

onde h sdo os coeficientes do filtro transversal. A andlise da curva de erro
1

dos filtros em cascata serd vista no capitulo seguinte.

Pode-se normalizar os estdgios do filtro em fungio de h o de tal
Q

forma que:

K
Hz) =H [T G +h 2%+ h 2
0 (=] 1k 2k

%) (3.24)

onde Ho € o ganho do filtro e h‘k a posigio dos zeros da resposta em fregiiéncia.
- :
Esses filtros sdo chamados ménicos. Dessa  forma, para coeficientes reais,

considerando as raizes Z, complexas, tem-se:

h“(= “ZRG(Zk) , hzkm [zk] _ (3.25)

sendo que essas raizes estardo dentro do circulo unitdrio, ou scja, os filtros

seriao de fase minima se:

|h, | <1, |h | <1+h (3.26)
2k ik 2k
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3.1.1. Caso da Predicao Linear em Cascata

Tomando-se, agora, o filtro H(z) como sendo um filtro de erro de
predigio lincar, tem-s¢, para cada sccgho de segunda ordem, a funcio de

transferéncia:

7 - a, 7 (3.27)
de sorte que:

N . “i

P() = MP @) =1- } az (3.28)

onde a sao os coeficientes do filtro preditor transversal de ordem 2K, aplica-
]

dos ao mesmo sinal x(n). Observa~se que os zeros de P (z) sdo facilmente obtidos

da fatoragio quadrada da equagio 3.27. Essa formulagio ¢ apropriada para sinais

de valor real.

A mesma formulagio apresentada na segdo anterior para o caso geral da
filtragem 6tima pode ser explorada considerando na equacio 3.24, a, = —h_k (i =
1.4 iK

1L,2; k = 1,.,K) e ng 1. Dessa forma, para a localizagio dos pontos
estaciondrios da curva de erro quadrdtico da equagiao 3.2, deve-se usar a

expressdo do erro de predigido ne desenvolvimento da equagio 3.4, tal que:

da -

3J(ﬁc) n
ik p=1{

delp)

onde Ac € o vetor de cocficientes de predigao do filtro em cascata, tal que:

T
Ac = [311"'a1}(a71“'32k} {3.30)

Assim, e{n), da equacdo 2.35, ¢é a transformada Z inversa da saida

E(z), do filtro de erro de predicdo P(z) quando se aplica um sinal x(n), ou scja

e(p) = m:):}wm j z(pml)P(z) x{z) dz (3.31)
nj
r

Observa-se, utilizando o mesmo raciocinio da segio anterior, que o

sinal que constitui a derivada do erro, em relacdo a um dado parametro a. é
ik

obtido pela filtragem de x(n} por um conjunto de secgdes, exceto pela k-ésima.

Assim:

61



da
ik

o ae(py 1 (p-1) P(z) i
uk(pwl) = - = Zﬂj I Z —'—{;;‘(—‘2-7 z X(Z) dz (332)
r
e, consequentemente, flltrando—ss'uk(p) por essa k-ésima secgdo, tem-se, agora,

o erro de predigio:

u {p-2) (3.33)

e(p) = uk(p) ~a_ u (p-1) - a, .

ik &
¢ estendendo para todas as secgdes, com k=1..K, de forma andloga 3 equagio 3.14,

chega-se a:

K K
K elp) = [uk(p) - [ [alkuk(p—l) + aZkuk(p—Z)] (3.34)
k=1 k=1

A geragio dos componentes gradientes dos filtros de erro de predigio
linear em cascata pode ser vista, na forma da equagio 3.33, como uma filtragem

IR de acordo com a Figura 3.3 [7].

i ul(ﬂ)
Hy Lol
x(n) ] “2(“)
— | H{Hy Hg Hy | .2
l
1 u (n)
K
He [ X

Fig.3.3 - Geragio das seqUéncias gradientes por recursio
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Considerando, agora, o vetor Ulp) dos sinais intermedidrios com 2K

elementos:
T
Ulp) = [u}(p)...uk(p)ul(pml)...ux(p—-l):l o (3.35)

e reescrevendo a equagido do erro de predigio, a partir da equagdo 3.34, tomando

o sinal de referéncia :
1 K
y(p) = " ;uk{p) (3.36)
e o sinal filtrado,

Y(p) = —— AT Uln-1) (3.37)

il

pode-se chegar as equagGes do preditor Gtimo, a partir das equacOes normais, de

acordo com a equagiio (3.17), agora escritas como:

- R (3.38)

C
uuy — Ot —uu

com:
n T
R = ) U(p U (p) (3.39)
p=1
c
]
R = E; [ui(p) + o uK(p}] U(p-1) (3.40)
p:
donde,
Ac = R R (3.41)
- 0t uu —uu

que sdo as equagbes normais ndo lineares, j& que os parimetros a.. do filtro
preditor interferem na obtengio dos sinais gradientes uk(p) e, por conseguinte,
na matriz Ruu ¢ no vetor Buu. Embora essas equagdes sejam nio lineares sobre os
parametros {aik}, suas solugdes devem corresponder aos mesmos pontos na superfi-
cie de erro (com respeito s novas coordenadas do sistema Ac) da solugio do fil-
tro dtimo na forma direta, pois ambas as equaghes normals utilizam o gradiente

da mesma funcio custo.
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3.2. TECNICAS ITERATIVAS PARA SISTEMAS NAO LINEARES

Como visto, no capitulo anterior, algumas técnicas iterativas de
otimizagdo sdo usadas para obtengio dos cocficientes 6timos, ao invés da solugio
analitica das equagdes normals, principalmente neste caso, onde as equagdes
normais sdo ndo lineares. Assim, a partir da expansio em séries de Taylor da

fungdo custo, tendo como relagido bdsica a restrigio gue:

He — He tal que J < J (3.42)
i+l
Hc Hc
i+l |
define-se, de uma forma geral, o processo iterative da forma:
“l
He = He- ¢ [B7.5] (3.43)

C

onde He € o vetor de coeficientes do filtro em cascata, definido pela cquagdo
3.3, 7 € um escalar definido na secio 2.4, S € o vetor gradiente da fungdo custo
em relagio aos coeficientes de He que, a partir da equagio 3.7, pode ser

escrito na forma

13
)j u(p) elp) (3.44)

e B € a matriz escolhida de acordo com o método de aproximagio, ou seja, define
a direcdo de busca. Se B ¢ a matriz identidade, tem-se o método do Gradiente.
Escolhendo-se B como a Hessiana da fungdo custo, em relagdo ao vetor He, define-
se, novamente o método de Newton-Raphson. Nesse caso, o fato da superficie nio

ser convexa leva a se ter uma regido de convergéneia muito peguena.

O método Quase-Newton ¢ uma aproximagio do método de Newton no qual,

toma-se a matriz B a partir da expansio da hessiana,

Z ge(p) _delp) 3 aze(p)

. e(p) (3.45)
dHcaH Me oul p=1 8HcH?E
desprezando-se o termo de segunda ordem, ou s¢ja:
r'l rla
B= ) Up . U(p=R_ (3.46)
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sendo aproximada como a matriz de intercorrelagio dos elementos do vetor gra-

diente.

Deve-se lembrar que a expansido em série de Taylor é somente uma apro-
ximagdo localizada da superficie do erro, sendo necessdrio incluir, sempre, o

fator 0 < ¥ < 1 para garantir a nio extrapolacio da regido de validade.

Vale ressaltar que, como a superficie J(ﬁc) nic ¢ convexa, em termos
dos cocficientes do filtro em cascata, existem K! minimos (devido 2 permutagio
entre as secgOes), implicando em um ndmero proporcional de pontos de sela. A
Figura 3.4 mostra os contornos dessa superficic para o filtro em cascata com
duas secgOes de primeira ordem, correspondendo ao caso de duas raizes reais de
um polindémio quadrdtico {7]. Essa discussio serd tratada com maior rigor no pré-

ximo capitulo,

As técnicas iterativas, relembradas brevemente nesta segdo, foram
aplicadas no caso cascata em [7]. Nessa referéncia, ¢ proposto um tratamento em
bloco dos dados, partindo de uma determinada condigdo inicial e efetuando as

iteragdes em (3.43), sendo S e B calculados segundo o método escolhido.

Tendo em vista uwma aplicagdo em tempo real ("on line"), o interesse
nesta tese ¢ obter os coeficientes otimos do filtro em cascata através de um
algoritmo adaptativo, que atualize os coeficicntes a cada nova entrada recebida.

A derivagio e andlisc desse algoritmo € exposta a seguir.

3.3. FILTRAGEM ADAPTATIVA NA FORMA EM CASCATA

Um algoritmo adaptativo a ser aplicado a filtragem em cascata deve le-
var em conta o fato da superficic de erro, nesse caso, ndo ser convexa. Apesar
de a filtragem em cascata se caracterizar por um problema de otimizacio no-
linecar, € possivel se desenvelver algoritmos a partir de aproximagdes que linea-
rizem o problema de otimizagho, como extensio em tempo real do processo iterati-

vo de busca. Nesse sentido, algumas técnicas jé foram propostas na  literatura,

usando o algoritmo LMS, de acordo com a Figura 3.3 {23].

A técnica a ser proposta aqui tem sua originalidade no fato de fazer
intervir uma estrutura multidimensional ¢ possibilitar o uso de algoritmos do
tipo minimos quadrados ¢ Gauss-Newton, melhorande em diversos aspectos o

desempenho em relagio ao LMS.



Fig. 3.4,  Contornos Tipicos da Superficie de Erro para Polindmio Quadrdtico [7]
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Primeiramente, vai-se desenvolver a proposta a partir do método de
minimos quadrados ¢, em seguida, analisar também o problema sob a dtica da apro-

ximagio estocastica.

3.3.1. Solugio Proposta: Configuracae Multidimensienal

De  modo a ¢stabelecer wma  ligacdo entre o filtro cascata ¢ a
estrutura  multidimensional proposta neste trabalho, considere o esquema da
Figura 3.2 onde, para cada k = 1, K, tem-s¢ a geracio de um sinal uk(n) e da
saida ;(n) como nas ecquagdes (3.12) e (3.13). Fazendo a composicio de todos os K
indices, pode-se representar essas operagbes de forma paralela, sendo que o es-

e

quema total da filtragem € mostrado na Figura 3.5.

| (n)

x(n) H Hy  Hg uy ()

Figura 3.5. Estrutura de Filtragem Multidimensional Proposta

Nesse esquema, visualiza-se 0s  sinais uk(n) como elementos de uma
entrada vetorial Y{(n), de dimensio K, ¢ o conjunto de secgdes de segunda ordem
como um filtro FIR multidimensional adaptativo, o gual pode ser atualizado a

partir do sinal de erro obtido na sua saida.
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O vetor definido na equagiao 3.3 pode ser viste como o conjunto de
coeficientes da estrutura multidimensional, devendo ser atualizado, a partir do

vetor de dados de entrada T(n), na busca do filtro dtimo.

O algoritmo dos minimos quadrados, aplicado a essa configuragio, nos

leva a recursao

He(n+1) = He(n) + R (n+1) Uln+l) elnvl) (3.47)
a ser complementada pela estimagio recursiva da matriz R;i(n), dada por
u
R_(n+1) = WR_ (n) + Uln+1) U (n+1) (3.48)

onde W € o fator de esquecimento.

De fato, utilizando o mesmo desenvolvimento jd4 apresentade na segdo
2.7 desta tese, poder-se-ia obter as recursdes (3.47 e 3.48) dirctamente a par-
tir das equagbes normais 3.19, 3.21 e 322 j4 que essas podem ser vistas como
similares s de uma configuragdo FIR multidimensional (equagoes 2.158, 2.159 e

2.160). Assim, ter-se-ia para n dados considerados:
He(n) = R '(n) . R (n) (3.49)
_ uu ——-yn

obtendo, por recorréncia, no instante n+l:

Helnvl) = R (n+1) . R (0+1) (3.50)
COm
11
R () = Y WPup) . U'(p) (3.51)
p=1

como a matriz estimada de intercorrelagio dos sinais uk{n) e
3 - T
R (n) = ZW“ Pyip) . U (p (3.52)
yu -
p=1
o vetor de correlagdo cruzada.

Contudo, devido & ndo linearidade inerente dag formulacdo em cascata,
ndo se pode desenvolver as manipulagées de recursdo nessas equac¢des, uma vezr que
R (n) ¢é tomado com os dados de Ulp) ( 0<p<n ), obtidos a partir dos coeficien-

uu -

tes _{I_c(n), sendo que Uln+l) é fungdo de He(n+1),
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A aproximagio bédsica no sentido de linearizar o problema € supor que ©
conjunto de cocficientes sofre variagGes suficientemente pequenas, do instante n
para n+l, dc forma que se permita a recursio das equagdes 3.47 ¢ 3.48. Parte-
se, entio da hipStese que o vetor gradiente, nas condigbes expostas, nio depende
do vetor de coeficientes. De fato, esse tipe de aproximagdo estd necessariamente
presente quando se utiliza algoritmos de aproximagio estocdstica em qualsquer
outras estruturas que ndo conduzam a um problema de otimizagio linear, como por
exemplo as IR [3,5]. Assim, a ecquagdo (3.47) também pode ser vista como
derivada da equagio de Robbin-Monro cm (2.89) onde a escolha da matriz define o

algoritmo.

Assim, uma primeira aproximagio para a atualizagio dos coeficientes do
filtro seria a utilizacio do algoritmo do gradiente [25], mostrada na Fig. 3.6.
Nesse caso, nio se considera a intercorrelagio entre os elementos do vetor gra-
diente, uk(p—i), i=0,1,2 e k=1,..,K, supondo Ruu(n) = 1, de forma que cada sec-
¢ao de segunda ordem € adaptuda separadamente, sendo a adaptagdo efetvada como

segue:

hik(n) = hik(n-l) + uk(nwl) e(n} i = 01,2 e k=1,..,K (3.53)

-
‘A 1 (n) ye)
| () N :
HyHs  Hg Hy —>@<~——
;- s e(n)
@
!  e(n)

Fig.3.6 -~ Filtro Adaptativo LMS em Cascata
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Alguns problemas importantes sio evidenciados no algoritmo gradiente
na forma em cascata. Primeiro, € dc se esperar que quanto mais os sinais forem
bem corrclacionados, mais degradado serd o desempenho do algeritmo. Além disso,
problemas de implementagio da estrutura em cascata podem levar a situagées de
dificuldades no processo de adaptagio. Por exemplo, devido ao fato da fungio
custo nido ser convexa, pode haver problemas de convergéncia. A permutagdo entre
as secgdes de segunda ordem nos leva a uma curva de erro formada por virias
"ciiias", podende fazer com que um algoritmo estocdstico, a cada instante, busque
caminhos de descida diferentes, tendo novamente problemas de convergéncia. Além
disso, o fato das secgdes serem adaptadas separadamente, pode induzir a que mais
de uma secgiio, que estd sendo adaptada, tenda a mesmos valores de coeficientes.
Estudos sobre a superficie de erro quadrdtico, que serd abordado no préximo
capitulo, mostram que tal situagio corresponde a pontos de sela da curva. Devido
a esses problemas, o algoritmo do gradiente em estruturas em cascata requer,
obrigatoriamente, que as condigbes iniciais sejam diferentes, devendo-se ter

cuidado na escolha dessas.,

Em contrapartida, o fato de sec trabalthar com scegdes de segunda ordem
garante, em cada estdgio, um espalhamento peqgueno comparado com a estrutura
transversal, levando-se a considerar que o algoritmo do gradiente, nesse caso,
tenha uma convergéncia bem mais rdpida que o seu correspondente na forma direta,

desde que se inicie o processo de adaptacio devidamente.

Outra maneira de linearizar o problema levantado nas recursdes (3.47)

e (3.48) ¢ através do algoritmo d¢ Gauss-Newton multidimensional, onde se teria:
He(n+1) = He(n) + 5 R (n+1) Uln+1) eln+l), (3.54)

sendo R (n+1) a matriz de intercorrelagdo, positiva definida, obtida recursi-
uu
vamente a partir do algoritmo da aproximagio estocdstica, Robbins-Monro, da

forma:

Ruu(n+1) = Ruu(n) + a[ﬂ(nﬂ) E{T(nﬂ) - Rw(n)} {3.55)

similar a equagdo 2.119. Considera-se, agora, que duas aproximagdes sdo
requeridas. A primeira, com relagio ao gradicnte, da mesma forma do LMS em
cascata., A scgunda aproximagio ¢ para se garantir a recorréneia da estimativa da
matriz de intercorrelagdo, considerando o muito pequeno. Dessa forma, com a
validagdo de equagio 3.49, obtém-se, pelo lema de inversio de matrizes, a matriz

inversa P (n)%R_i(n), resultando na seguinte atualizagio dessa matriz:
uu yu
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P (n) U(n) UT.(n) P (n)
1 uu —_ e uu

1-o

o

T (3.56)

P (n+1) = P {(n) -
uk EH]

(1~ +a U'n) R_(n) Utn)

E de se esperar um algoritmo com major rapidez de convergéncia,
comparando-se com o - algoritmo do gradiente, embora com maior complexidade
computacional. Porém, devido #s aproximagdes feitas, deve-se ter um controle da
estabilidade do algoritme muito mais rigoroso durante o periodo transiente

inicial.

A Figura 3.7 mostra a estrutura em cascata utilizando o principlo dos
minimos quadrados multidimensional, como consequéneia direta da Figura 3.5, con-
siderando a adaptagio em todas as secgdes, ao mesmo tempo, similar ao desenvol-

vido na secdo 2.7 do capitulo anterior,

Ul(n)

x(n) Hl H3 . HK uz(ﬂ)

Fig.3.7 - O Filtro Adaptative LS em Cascata

Finalmente, supondo o procedimento adaptativo da ecquagio 3.47, um
algoritmo rdpido pode ser derivado para essa estrutura proposta, reduzindo a
complexidade computacional e fornecende uma interessante solugio para o caso da

predicdo linear.
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3.4. ALGORITMO RAPIDO MULTIDIMENSIONAL: FLS-MD

Como mostrado na Figura 3.7, as secgoes sdo atualizadas quando o novo
vetor de dados de entrada Y(n+l) € disponivel. Um algoritmo rdpido pode ser im-
plementado para prover a atualizagio do vetor ﬁc(n), uma vez que o vetor E(n)
tem a propriedade de deslocamento de blocos [23], ou seja, pode-se obter o vetor
U(n+1) a partir do vetor U(n) com a chegada do novo vetor de entrada T(n+1),

descartando o conjunte de dados mais antigos, T(n-2).

Assim, deve-se observar o comportamento do vetor gradiente U(n),

onde, a partir da definigdo 3.15, pode-se escrever:
T
Uln) = [ui(n),...,uK(n),...,ul(n—MH),...,uK(anﬂ)] (3.57)

cujos eclementos sdo obtidos a partir dos coeficientes de He(n). Com as

suposigbes feitas anteriormente, obtém-se o vetor deslocado:

T
Uln+1)= [ui(nﬂ), ...,uK(nH),...,ul(n-—M«vZ), ...,uK(n—M+2)] {3.58)

Assim, a chegada de um novo dado x(n+1) leva ao aparecimento de K novos valores
uk(n+1), verificando~se a propriedade de deslocamento de blocos de K dados, fun-
damental para o algoritmo dos minimos quadrados rdpido [23]. Com isso, pode-se
desenvolver uma versido rdpida seguindo os mesmos passos do algoritmo dos minimos
quadrados recursivo multidimensional, fazendo uma adaptagio interna do vetor de
ganho G(n), dc dimensio KM, definido a partir da equacio 3.47, como na equagio

2.162, na forma:
Gin) = R;i(n) Uln) (3.59)

Tal como mostrado na Figura 3.7, wma iteragio do algoritmo ¢ efctuada
com a chepada de K dados hk(ﬂ), que sao filtragens do sinal de entrada x(n)
pelo conjunto de secgdes, exceto a k-¢sima. Os passos e as definigdes do proces-
so de adaptagio da filtragem cm cascata, utilizando o algeritmo dos minimos gua-
drados rdpido multidimensional (FLS-MD), estio dispostos de acordo com a segdo
2.7 do capitulo anterior, incluindo 2 recursio da inversa da matriz de erro qua-
dritico, Ea(n). Novamente, ¢ importante destacar algumas definicdes antes da

apresentacio do algoritmo completo.
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O algoritmo  utiliza os  parimetros de predigio  linear como
desenvolvimento da recursio do vetor ganho. Assim, tomando a chegada de sm novo
vetor de dados filtrados Y(n+1), como na Figura 3.7, o erro de predigio

progressiva € calculado como um vetor de K elementos,
e (m+1) = Y (n+1) - AT(n) Un) (3.60)

com os coeficientes de predigio constituindo uma matriz A(n) de dimensio {(MK)xK,
onde M ¢ o ndmero de coeficientes por sccgdo. Essa matriz A(n) € calculada de

maneira a minimizar a energia do erro de predigio, dada por:

n
_ T
Ea(n) = ): e {p). e (p) (3.61)
p=i
O processo de minimizagdo desse critério fornece os valores otimos através das

equagdes:

A#1) = R ') v (n+1) (3.62)
uu ak

onde rK(n+1) ¢ uma matriz de correlagio entre os sinals uk(ml) e seus valores
a

passados para todos os indices k, isto ¢&:

n+l
r o (n+1) = X{E(pq) 1'(p) (3.63)
o

com a nova matriz de coeficientes obtida de forma recursiva, tal gue:
Aln+1) = An) + G(n) el (n+1) (3.64)

Os parametros da predigdo regressiva sio obtidos de forma similar.
Dispondo desses parametros, os coeficientes do vetor He(n+1) sio computados peclo
algoritmo FLS-MD, como mostrado na Tabela 3.1, Um tipico valor inicial para os
pardmetros ¢ dado tomando a matriz de erro como uma matriz diagonal com termos
difercntes, ou sejs, toma-se como valor inicial da matriz de erro Ea(()) a matriz

diagonal:

E = p (3.65)
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Quantidades disponiveis no instante n:

He{n} - Vetor de coeficientes do .filtro, adaptativo com XM
elementos { M - numero de coeficientes por seccdo)

A(n) - Matriz de predigioc progressiva {KM linhas, K colunas)

B{n) - Matriz de predigfioc regressiva (KM linhas, K colunas)

Uln) - Vetor de dados com KM elementos

G(n) - Vetor ganho de adaptacic com KM elementos

Eén) - Matriz erro de predic¢fio gquadratico ( K, K )

Novoé dados no_instante (n+13}:

x{n+1) - Dado recebido
y(n+1} -~ Sinal de referéncia
T(n+l} -~ Entrada multidimensional

Atualizacio do vetor ganho de adaptacdo:

(1) Vetor erro de predicgio progressiva & priori (K elementos)
e (n+l) = I(n+1) - AT(n)U(n)
(2) Matriz de predigio progressiva
Aln+l) = Aln) + g{n)gar(n+1)
(3) Vetor erro de predicio progressiva & posteriori (K elementos)
£ (n+1) = I(n+1) - A" (n+1)U(n)
{4) Matriz erro de predicgfio quadrdticoe
E (n+1) = WE_(n) + e_(n+1)g! (n+1)

(5) Vetor ganho de adaptag¢do intermedidrio (KM+K elementosg)

_[ o I -1 = | M(n+l)
G, (ne1) = [ Q(n)] ' ["A(n*l)} E, (1) gylmt) = [ m(n*l)]

{(6) Vetor erro de predicio regressivo a priori

e (n+1) = I(n+1-M) - B (n)U(n+1)
(7) Vetor Ganho de adaptacgio

G(n+1) = [1- e (n+1) m(n+1)]17" [M(n+1) + B(n)m(n+1)]
{(8) Matriz de progressio regressiva

B(n+1) = B(n) + Gin+1) e (n+1)

atualizacio dos coeficientes do filtro adaptativo cascata:

(9) Sinal de erro

e(n+1) = y(n+1) - (1/K)[Hé (n)U(n+1)]
(10} Coeficientes

ﬂc(n¥1) = He(n} + G(n+ile{n+1)

Tabela 3.1 - Algoritmo Multidimensional Proposto
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Considera-se nulas todas as outras varidveis, exceto os primeiros coeficientes
de cada seccio, hok(O)zi. Essa imposigio, diferente do algoritmo da segio 2.7,
vem do fato de que, como no algoritmo do gradiente, a nao diferenciagio das sec-
coes a serem adaptadas pode levar a uma convergéncia a pontos de sela. Por outro
lado, nenhuma outra condicdo seria necessdria sobre os cocficientes, flexibili~

zando-se assim o funcionamento do algoritmo.

3.4.1. Aplicacdo & Predicao Linear

A estrutura de um preditor em cascata ¢é dada, aqui, pela funcio de

transferéncia:

K
P(z) = kTle(l -a 7z -az ) (3.66)

A aplicagao 2 predigao linear na forma em cascata dos algoritmos LMS ¢
RLS-multidimensional ¢ feita da mesma maneira que na obtenciao dos coeficientes
do filtro, ou seja, a partir das equagdes 3.47 e 3.53, desenvolvidas anterior-
mente, usando o vetor de coeficientes do filtro preditor definido em 3.30 como
solugdo da equagao 3.41. J4 utilizando o algoritmo rdpido, FLS-multidimensional,
pio se tem mais o vetor de coeficientes da predigio progressiva direto do algo-
ritmo, como no caso monodimensional. Tem-se que, 2 estrulura para o calculo do
vetor ganho de adaptagdo utiliza matrizes de predigio para se determinar um ve-
tor de erro de predicio progressiva. E conveniente entender o significado dos

elementos dessa matriz.

O cdlculo recursivo do vetor de coeficientes do filtro de predicic,
Ac(n), pode ser efetuvado diretamente da matriz A(n), observando-se os elementos

dos vetores ¢ da matriz A(n} da equacdo 3.60. Recscrevendo, tem-se:

T
Cai(“) ui(n) ﬁl(nwl)
= - U(n-1) (3.67)
e (n) u in) a’(n-1)
aK K “K
onde 3k(n) representa a k-ésima coluna dessa matriz. Esse  vetor coluna €

constituido de 2K elementos e fornece uma predigao do sinal uk(n) a partir dos
valores passados dos sinais u(n), j=1,.,K. Seus valores otimos sao dados pela
j

equagdo 3.62, que pode ser reescrita da forma expandida:
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P — -1 -
[gl(n),.‘.,ix(n)] = R\m(n 1} [E‘_al(n), ey {aK(n)] {3.68)

onde Eak(n} é a k-ésima coluna da matriz raK(n), escrita na equagio 3.63 como:

n+1i
raK(n+1) = ):}E}w(p-l) [u}(p) HK(p)] (3.69)
p=
levando a se determinar:
n
r (m = [I Ulp-1) u_(p) (3.70)
p=

Considerando, agora, a definigdo dos coeficicntes otimos, dado pela

equacido 3.41, com Euu(n) definido na equagao 3.40, ou seja:

Ac(n) = R Mn-1) . R_(n) (3.71)
— uu uu

e tomando a relagdo entre a matriz r K(n) ¢ o vetor R
. a =i

K
R (n) = k;[ak(n) (3.72)
pode-se chegar nos coeficientes otimos de predigdao substituindo (3.72) em (3.71)
e comparando com a equagio (3.68). Tem-se entdo que os coeficientes do preditor
em cascata podem ser obtidos a partir da matriz de predigio da estrutura multi-
dimensional, pela relagao:
K
Ac(n) kzlgk(n) (3.73)
Assim, para o caso da predigdo linear, um conjunto de equagdes do tipo
das equacdes 3.60, 3.64 ¢ 3.73 substituem as equagbes de atualizagdo do filtro,
na Tabela 3.1. Deve-se observar, entretanto, o mimero K de secgles na equagio
3.34 do erro de predigio. Dessa forma, o processo de predigao (filtragem) deve
ser realizado em paralelo ao processo de adaptagdo, trabalhando-se com uma

matriz A’(n) e um vetor fi;(“)’ tal que:

g;(nﬂ) = (T(n+1) - A T(n) U(nm)/K (3.74)

A'(nH) = A'(n) + G(n) € (n+1) (3.75)

onde os vetores gk(n) da equagao 3.73 s3o as colunas da matriz A’(n).
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3.5. SIMULACOES E DISCUSSOES

No que se refere & proposta apresentada neste capitulo, € fundamental
confirmar o desenvolvimente tedérico através de resultados de simulagio, que se-
rdo agora analisados. Essas simulagées foram feitas tomando-se o problemaz de

predicdo de sendides na presenga de ruido branco gaussiano aditivo.

Primeiramente, toma-se a predigio de duas sendides com freqiiéncias pro-

ximas: f1 = fe/10 ¢ f2 = fe/6, onde fe ¢ a freqiénela de amostragem.

Na Figura 2.10.a, do capitulo anterior, foi mostrada a evolugio dos
coeficientes dos filtros preditores na estrutura direta, utilizando-se quatro
coeficientes de tal forma a predizer as sendides, sendo mostrada na Figura
2.10.b a evolugio dos zeros. Esses resultados jd sfo bastante conhecidos, mos-
trandoe a melhoria da rapidez de convergéncia quando se usa algoritmos dos mini-
mos gvadrados aoc invés do gradiente, com uma complexidade computacional bastante

aceitdvel, pelo fato de se usar o algoritmo rdpido (FLS).

A Figura 3.8 mostra a evolugio dos coeficientes e zeros, para as mesmas
condigdes da Figura 2.10, utilizando-se a estrutura cascata proposta, onde cada
secgdo contém dois coeficientes. No caso da Figura 3.8.a foi usado o algoritmo
LMS e pode-se observar que a estrutura cascata conduz a uma velocidade de con-
vergéncia bem malor que a da transversal. A Figura 3.8.b ilustra o desempenho do
algoritmo FLS multidimensional, que mantém as boas propriedades de convergéncia
do método de minimos quadrados. Evidentemente, o ganho maior estd em se obter
diretamente os zeros do filtro e, a partir deles, as freqiéncias das sendides de
entrada. No caso transversal, seriam necessdrios complicados cdlculos polino~

miais a cada iteracio,

A melhoria na rapidez de convergéncia quando se utiliza o algoritmo LMS
na estrutura cascata com relagio & estrutura convencional FIR se deve ao fato da
alta sensibilidade ao espalhamento dos autovalores da matriz de correlagdo do
sinal de entrada [1]. Se o espalhamento € muito grande, ‘a convergéncia do algo-
ritmo LMS ¢ muito lenta. Na estrutura em cascata, a divisio do filtro em estd-
gios de segunda ordem reduz o espalhamento na matriz de auto correlagio dos si-

nais & entrada de cada estdgio, melhorando assim a convergéncia.

Na Figura 3.9, toma-se duas sendides ainda mais préximas: fi = fe/10 e
f2 = fe/8. Para condiges equivalentes, com p = 005 ¢ W = 0.95 [1], a evolugio
dos coeficientes e dos zeros, evidenciam a diferenga de desempenho entre os

algoritmos LMS e FLS Multidimensional para a estrutura em cascata.
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As Figuras 3,10, 3.11, 3.12, 3.13 mostram o desempenho do preditor
adaptativo com estrutura em cascata utilizando o algoritmo FLS Maultidimensional
para trés, quatro, cinco e sels sendides, respectivamente. Novamente, vé-se o

bom desempenho do filtro preditor proposto.

Vale ressaltar que o algoritmo LMS, embora com uma convergéncia mais
lenta que o FLS-MD, sc mostra mais rdpido que na forma direta. Além disso, €
extremamente estavel, apesar das aproximagoes discutidas anteriormente, sendo

que seu desempenho depende apenas da escolha do u apropriado.

Ji a proposta dos minimo quadrados multidimensional apresenta uma certa
instabilidade no infcio do processo até que o algoritmo se ajuste, convergindo,
a partir dai, rapidamente. Isso s¢ deve ao fato de que, no inicio da adaptagio,
a variagio dos coeficlentes € significativa, contrariando a prdépria hipdtese de
base, feita para linearizar o problema. Essa instabilidade se torna sensivel em
casos criticos, de excesso de sendides ou de sendides extremamente proximas.
Para sanar esses problemas, um passo ¥ & colocado na adaptacio dos coeficientes
He(n), de forma a se controlar o transiente. Obtém-se, assim, um algoritmo hi-
brido que utiliza o FLS-MD para a atualizagio do ganho de adaptagio combinado

com uma técnica do tipo Gauss-Newton para a atualizagio dos coeficientes.

3.6. ALGORITMO RAPIDO MODIFICADO

A proposta apresentada neste capitulo para o filtro na estrutura casca-
ta mostra uma matriz de intercorrelagio Rw(n) da forma da equacio 3.21, onde o
vetor U(n} € descrito pela equagio 3.15. Propde-se, entdo, que essa matriz seja
uma aproximagido da hessiana do algoritmo Gauss~-Newton, sendo que a atualizagio
de sua inversa, R;i {n), € feita através dos algoritmos RLS e FLS multidimensio-

nais.

A atualizacio do vetor de coeficientes do filtro € dada, entdo, pela
equacgido 3.47 ou pela equagio {10} da Tabela 3.1 para o FLS multidimensional, na
qual se insere o passo ¥, como referido anteriormente, de acordo com a equagio

3.54.

No case da predigdo linear, deve-se inserir o passo ¥ na atualizagio da

matriz A'(n} definida e bem discutida na secao 3.4.1.

Como o passo estd inserido, apenas, na atualizagio do vetor de coefi~
cientes, ele resolve o problema de instabilidade inicial dos algoritmos dos mi~
nimos quadrados multidimensionais, sem interferir na rapidez de convergéncia dos

mesmos,
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A Figura 3.14 mostra a predicio de sete sendides com freqliéncias préxi-
mas, feita pelo algoritmo FLS-Multidimensional, como proposto anteriormente. A
nova alternativa, com o algoritmo modificado, ¢ mostrada pa Figuora 3,15, onde se
utiliza o pésso ¥=0.5. Nota-se claramente que, embora tenha uma boa convergén-
cla  (Figura 3.14.a), o algoritmo FLS~-MD apresenta grande instabilidade no ini-
cio do processo com muitos zeros fora do circulo unitdrio (Figura 3.14.b). Em
contrapartida, a Figura 3.15. mostra o bom comportamento inicial quando se usa o
algoritmo FLS-MD modificado. A inclusio do passo faz com que o algoritme se man-
tenha estdvel, no. inicio do processo, convergindo mais rapidamente para seus

valores otimos.

3.7. CONCLUSOES

Neste capitulo, foi feita uma andlise do comportamento de filtros
adaptativos utilizando estruturas na forma em cascata de secgbes de segunda or-

dem, tendo como aplicagido a predicio de sendides na presenca de ruido.

Os resultados se mostram bem superiores aos similares quando se umsa os
filtros convencionais FIR, com a vantagem de se obter os zeros diretamente dos
coeficientes das secgbes de segunda ordem e, conseqlientemente, as freqliéncias
das scndides. Uma configuragio multidimensional FIR € proposta ao invés da

original, em cascata, a partir do desenvolvimento das equagdes do filtro 6timo.

A filtragem adaptativa LMS em cascata apresenta uma melhora considerd-
vel guando se compara com a estrutura direta convencional, sob as mesmas condi-
¢des, tendo um comportamento bastante estivel. Necessita-se, porém de condigoes
iniclais diferentes para o vetor de coeficientes para nio se cair em pontos de

sela.

E proposta a abordagem do algoritmo dos minimos guadrados rdpidos mul-
tidimensional, FLS-MD, com uma rapidez de convergéncia muito superior ac LMS.
Uma certa instabilidade dos coeficientes no inicio do processo, devido a aproxi-
magio feita para superar o problema da nado linearidade, pode ser sanada usando-
se um algoritmo modificado, a partir da jungdo do Gauss-Newton com o FLS-
Multidimensional. Essa dltima proposta mostrou-se bastante eficiente ¢ robusta,
inclusive para os casos criticos de estimagdo das frequéncias de muitas sendides

em meio a ruido.
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CAPITULO 4

ANALISE DE CONVERGENCIA

A apresentaclio da estrutura em cascata como uma alternativa em filtra-
gem adaptativa, leva 1 discussio da analisc de convergéncia do processo  de
adaptagio ¢ do comportamento da curva de erro em fungido dos coeficlentes dessa

nova configuracio.

No Capitulo 2, foram discutidos alguns problemas inerentes a filtragem
adaptativa com filtros FIR, além de suas vantagens com relagdo a estruturas que
ndo apresentam a curva de erro convexa. Os filtros FIR, na forma dircta, sioc bem
comportados, garantem estabilidade, porém exigem em muitos casos uma grande com-
plexidade computacional. A necessidade de reduzir essa complexidade tem gerado
muitos trabalhos nesta iltima década [6, 35, 36]. Esses trabalhos visam, em ge-
ral, estruturas IIR, apresentando a necessidade de controle de estabilidade dos
filtros, bem como a dificuldade de convergéncia do processo de adaptagdo, além
de ndo se garantir um minimo global. Estruturas alternativas sdo apresentadas na

literatura, com o objetivo de reduzir esses problemas [18, 37].

A proposta de filtragem na forma em cascata, apresentada neste traba-
lho, fornece um meio termo nos compromissos assumidos entre as estruturas FIR e
IR, como discutido anteriormente. Ou seja, a filtragem em cascata FIR garante
algumas vantagens das estruturas nio recursivas. Porém necessita de uma melhor
avaliagdo da convergéncia do estimador e do comportamento da sua curva de erro,

devido &s aproximagoes feitas, da mesma forma que as estruturas IR [5, 6].

Dessa forma, a andlise de convergénciz do algoritmo proposto no
capitulo anterior se faz necessdria. Em tese, deve-se mostrar que o algoritmo
proposto converge para um ponto de d6timo que corresponde ac minimo global da
estrutura FIR direta. Para tal, deve-se inserir a anidlise do filtro em cascata
dentro de uma andlise mais ampla de um algoritmo geral para estruturas
arbitrdrias. Essa discussio €, preliminarmente, proposta por Forssén [19],
baseado em toda a formulagio desenvolvida por Ljung [5], no que tange a
convergéncia, além da andlise da curva de erro, a partir de trabalhos

desenvolvidos por Stearn, Sodestron e Nayeri et al. [38, 39, 40].

Assim, a proposta do capitulo anterior, de filtragem em cascata, serd
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agora enquadrada no contexto das estruturas alternativas propostas por Forssén
{19]. Mostra-se, nessa visdo, quec um algoritmo arbitrdrico converge para os pon-
tos de minimos locais da funcido custo [41], segundo a técnica da equagio dife-

rencial associada, ODE [5].

2

A seguir € mostrado que, para os filtros FIR em cascata, existe uma
relacio direta entre os seus pontos de minimo com o ponto de minimo global da
estrutura direta FIR correspondente, de modo que o algoritmo proposte no capi-
tulo anterior converge para minimos globais, que correépondcm ao minimo global
da estrutura direta FIR. Deve-se, entretanto, tomar precaugdes para ndo se  cair

em pontos de sela.

4.1. PROPOSTA DE ALGORITMO PARA ESTRUTURAS ARBITRARIAS

Trabalhos desenvolvidos por Ljung et «l. [5, 27), levam a se definir
um algoritmo geral, o qual tenta abordar as diversas formas de se tratar um pro-
blema de filtragem adaptativa (veja apéndice 4.A). Assim pode-se definir um
algoritmo geral de adaptagdo, incluindo o processo de filtragem, levando-se em
conta apenas as restrigdes do critério quadrdtico e da diregiio Gauss-Newton. A

Tabela 4.1 mostra o algoritmo geral, conforme o desenvolvimento do apéndice 4.A.

e(n) = y(n) - y(n) (4.1.2)
R(n) = R(n-1) + y(n) [n(n) 7 (7 - R(n-1)] (4.1.b)
Hg(n) = Hg(n-1) + 7(n) R ' (n) n(n) e(n) (4.1.c)
Vin+1) = A(Hg(n)) V{(n) + b(Hg(n)) x(n) (4.1.d)
YD L e (Hgn)) VineD) | (4.1.¢)

nin+l)

TABELA 4.1 - Algoritmo Geral -

Vale ressaltar a caracterizagio de cada processo de adaptagdo, feita
pela escolha do modelo, do sinal de entrada, do critério, da seqiiéncia de ganho,

além da diregio de busca do algoritmo.
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A diregiio de descida do algoritmo geral baseia~se na alteracio da di-
re¢io oposta a estimativa do gradiente pela multiplicagio dessa pelo inverso da
Hessiana. Qualquer matriz R(n) pode ser usada, desde que positiva definida, de
forma que o produto R'I(n)g(n) forme um angulo com m{n) menor que 90°. Assim, a
definigdo do vetor gradiente n(n) ¢ de fundamental importincia para se determi-
nar o algoritmo geral. A proposta de estruturas arbitririas vem no sentido de se
generalizar a obtengdo do gradiente, para um determinado grupo de estruturas,

para o qual se faz o mesmo tipo de aproximacio.

4.1.1. A Escolha do Gradiente

A escolha do gradiente, no algoritmo geral da Tabela 4.1, depende de
cada estrutura analisada. Forssén [19] propés uma aproximagio na obtengio do
gradiente para o uso em estruturas arbitrdrias. A chave do método € observar que
se podc obter o gradiente de uma fungdo de transferéncia de uma dada rede com
relagdo aos seus coeficientes usando a formulagio de sensibilidade de rede [8].
Essa visdo ¢ semelhante 2 proposta por Jackson [7], no caso em cascata, com a
mesma base deste trabalho, ou seja, utiliza-se filtragens parciais do sinal de
entrada para a obtengio dos parametros do gradiente. Assim, usa-se o fato de
que, obtido o gradiente do erro com relagio aos parGmetros do filtro, pode-se,
diretamente, atualizar os parametros utilizando o algoritmo Gauss-Newton. Chega-
s¢ a um método razoavelmente simples, mesmo para algumas estruturas mais

complexas.

4.1.1.1.- Apresentacio do Médtodo

A expressdo para o gradiente nin) serd derivada observando-se que, no
caso geral, € uma fungio dos coeficientes Hg. No caso dos filtros FIR, nio se

tem esse problema, pois y(n) ¢ linear com Hg.

Primeiro, toma-se a definigio de sensibilidade de rede, que ¢ eXpressa

utilizande o conceito de transposigio [8], dada por:

BHa b
mémém:“;*— = Ha,i B Hj,b (4.2)

onde Hab ¢ a fungdo de transferéncia entre os dois nds a e b, ¢ ¢ . o multi-

plicador entre os nés i e j. Tomando o filtro adaptativo como uma fungdo de

transferéncia variante no tempo, observa-se que seus coeflcientes podem ser vis-
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tos como os multiplicadores variantes no tempo entre dois nds diferentes.

O vetor gradiente consiste de um conjunto de derivadas parcials sob a

forma:

6;(n) _
—'B“E”E——j— = H&,i Hj,b X(n) (4,3)

Considerando o sinal filtrado até o nd i como sendo w{n), pode~se escrever
i

6;(n)

aci j = H'b Wi(n/ﬁg) {4.4)

~

onde H corresponde ao respectivo conjunto de coeficientes, swposto conhecido,
E

Tem-se ainda:

aQ(n)

e
I,j

¥ H wi(n,Hg) (4.5)
Mo T—
onde essa igualdade aparece quando se supée H  aproximadamente constante no
a, |
tempo, ou seja, que as modifica¢des sobre o vetor Hg sio suficientemente lentas.
Essa € uma aproximagdo tipicamente usada, inclusive por Ljung er al. [5, pp. 29~

30], e jd4 comentada neste trabalho.

Como wl(n,ﬂg) ¢ um estado do filtro adaptativo, o inico problema &
encontrar l—!j,b, a funglio de transferéncia do nd j para o né b, a qual € dificil
explicitar. Porém, a equagio 4.5 pode ser visualizada graficamente. A Figura 4.1
mostra como obter a derivada do sinal estimado, e consequentemente do erro de

estimagio, em relagdo a um coeficiente arbitririo c.

Usando essa abordagem, nio ¢ necessdrio derivar expressdes explicitas

para as equagdes do gradiente. Pode-se ver cada fungio de transferéncia H
'
como um filtro gradiente. Basicamente, a equagio 4.5 expressa que, para se obter
a derivada com relagio a um dos coeficientes, toma-se o sinal de entrada do né
do respectivo coeficiente e injeta-o como dnica entrada para um outro filtro com
& mesma estrutura ¢ os mesmos coeficientes do filtro original adaptative, de
forma que se tenha um filtro gradiente. O ponto de injegdo desse sinal no filtro
gradiente € o né de saida do respectivo cocficiente, obtendo-se, assim, na saida

desse filtro, a derivada da saida do filtro adaptativo com relagio ao coeficien-

te especificado.
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Fig. 4.1. - Cdlculo da derivada do erro.

De uma manecira geral, € requerido um filtro gradiente para cada ele-
mente do vetor pin). Entretanto, isso somente € verdade para estruturas comple-
xas. Para a maioria das redes, é possivel simplificar esse trabalho removendo-se
partes do filtros gradientes que nunca scrio excitadas e aproximando-se outras

partes.

4.1.2. O algoritmo para Estrutura Arbitrdria

- . -1 ~1
Denotando—se¢ cada filtro gradiente como sendo Gl(z ) R GM(z )
onde M ¢ o nimero de coeficientes, tem-se que o vetor gradiente, como filtragem

do sinal de entrada pode ser determinado por:

G, 1)
Y(n,Hg) = . x(n) (4.6)
GM(znl)

Assim, o algoritmo Gauss-Newton para esse caso, méfedo do erro de estimacgdo

recursivo (RPEM) [5] com estruturas arbitrdrias &, agora, descrito pela Tabela
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4.2, onde € suprimida a dependéncia com relagio a Hg da cquagio 4.6, de acordo

com o desenvolvimento feito no apéndice 4.A.

e(n) = y(n) - y(n) (4.7.a)
Hg(n) = Hg(n=1) + 7 (n) R_'(n) y(n) e(n)  (4.7.b)

R(n) = R(n) + y(n) [y(n) ¢ () - R(-1)]  (4.7.0)

R H(z™h)
y(n) . -1
= |61z ) .xin) (4.7.4)
Ml,é(n) :
oMz )

TABELA 4.2 - Algoritmo Gauss-Newton para RPEM

4.2. O FILTRO EM CASCATA COMO UMA ESTRUTURA AREITRARIA

Dentro da discussao feita no item anterior, deve-se verificar que o
filtro em cascata, desenvolvido no capitulo anterior, se encaixa perfeitamente
na proposta de um algoritmo geral para estruturas arbitrdrias [19]. Tomando-se a
formulagdo da estrutura multidimensional, vé-se que essa corresponde a uma es—

trutura de filtros gradientes, desenvolvida na secio 4.1

Para se deixar mais claro, numa andlise simples, pode-se relacionar,
diretamente, as equagdes 3.5, 3.54 e 3.55 do Capitulo 3 com as equagdes 4.7 a,
b, ¢ da Tabela 4.2 do item anterior, que caracterizam o algoritmo do erro de
predicio. Além disso, tem-se a relacio direta das equagdes 3.12 € 3.13 com a
equagio 4.7d da Tabela 4.2, caracterizando a obtengdo do vetor gradiente, onde
toma-se os filtros Gi(zml) (i=1, ..,M), do item anterior, como sendo a funcio
de transferéncia de cada conjunto de secgdes, menos a i-ésima seccgdo, como defi-
nido na formagio do vetor gradiente U(n), feita no capitulo anterior, na propos-

ta da estrutura multidimensional.

Dessa forma, vé-se que a abordagem de uma estrutura arbitriria, feita

por Forssén [19], ¢ uma alternativa & proposta deste trabalho, desenvolvida no
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Capitulo 3, da mesma forma que para outros casos de estruturas especificas

apontadas na literatura {6, 18, 371

Com isso, pode-se fazer a andlise de convergéncia dos filtros em cas-
cata, como conseqliéncia direta da andlise assintdtica proposta por Forssén em

f41].

Nesse caso, deve-se mostrar que as estruturas alternativas formadas a
partir do filtro gradiente mantém o comportamento assintdtico do algoritmo geral

proposto por Ljung [Apéndices 4.A, B, Cl.

4.3. ANALISE ASSINTOTICA DE CONVERGENCIA PARA FILTROS COM ESTRUTURAS
ARBITRARIAS

Deve~se enumerar algumas pré-condigdes de forma a se poder enunciar a
proposigio de convergéncia para estruturas arbitrdrias, nos moldes dos apéndices

4.B para o caso geral, ¢ 4.C para os algoritmos dc erro de predigio.

Seja um filtro adaptativo definido no espago de estados (apéndice

4.A):

win+l) = A(Hg) win) + b(Hg) x(n) {4.8.a)
_;L(“) = ET(ﬂg) _‘f_(“) + d(Hg) x(n) (4.3.b)

sendo a funcdo de transferéncia da realizagio entrada/saida da forma:

HE =2 1 - 2'A] b+ d (4.9)

onde A, b, ¢ ¢ d nfio necessariamente sao os mesmos do algoritmo geral.
Assim, relaciona-se as condigdes:

- Sobre a estrutura:

cond 1 - A matriz A(Hg) tem todos os autovalores dentro do circulo
unitdrio, ou seja, o filtro € estdvel.
cond 2 - Os elementos de A, b, ¢ ¢ d sdo difecrencidveis a scgunda, com

relagio a Hg.
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- Sobre a atualizacdo:

cond 3 - O ganho de atualizagio tende a zero na forma 1/n, ou seja:

lim n.y(n) = cte
n-3 o

cond 4 - R{n} € positiva definida wuwsando-sc, se necessdrio, métodos

que garantam essa condigao [1]

- Sobre os sinals de entrada e desejado

hip. 1 - Os seguintes limites existem ¥ Hg € DM, definido no apéndice

4.B.

es]

{»%m ez(nfﬂg}} g J(Hg)

{g(n/gg) e(n/gg)} £ fing)

|

- E {gm/_gg) gT(n/ﬁy} £ GHp)

com E definido em 4.C.3,

hip. 2 = E possivel se escrever cada uma das seqiéncias {x(n)} ¢
{y_(n)} como soma de rufdos brancos filtrados através de  fil-
tros lincares estdaveis e wm ndmero de sendides determi-

nisticas.

hip. 3 - A parte de ruido da seqiéncia de entrada {u(n)} deve ter
energia em todas as fregiiéncias, ou se¢ja, ¢x{w) > 0 V¥V n, o

que forca a existéncia de pelo menos um minimo local.

A partir das condigtes expostas, € proposto ¢ teorema sobre a conver—

géncia assintdética do algoritmo geral para estruturas arbitrdrias.

Teorema 4.1 - Se o algoritmo satisfaz as condigdes de 1 a 4 e os dados
as hipdteses de 1 a 3, entio a sequéncia {Hg(n)} convergiri com probabilidade 1
para o ponto onde VHg(J(Hg)) = O quando n > w. Além disso, se as seqiiéncias
{x(n)} e {y(n)} sdo conjuntamente estaciondrias no sentide amplo, {Hgln}} con-
vergird para um minimo local da funcdo custe, para quase todas as condices

iniciais.



A prova desse teorema consiste em trés partes. Primeiro, aplicar ao
algoritmo o teorema 4.B.1, que prova que os parimetros Hg(n) convergem para um
ponto onde V_lig(:i-(kl_g)) = 0, ou para a fronteira do dominio permitide dos Hg's, ou
seja 6DM. Segundo, provar que Hg ndo converge para essa fronteira 6DM guando
3(_!1g) tende para o infinito. Por dltimo, que Hg(n) nido se iInstalard em pontos
estaciondrios Instdveis (pontos de sela ou pontos de mdximo). A prova completa

se encontra em [41].

A restrigio do teorema is condigbes iniciais leva em conta o fato que
certas estruturas podem convergir para pontos de sela se as condigdes iniciais
foram desfavordveis. Esse problema foi apontado no caso do filtro em cascata com
algoritmos baseados na aproximagio estocdstica quando se iniclaliza o vetor de
cocficientes igualmente nulo pois, dessa forma, o algoritmo tenderd a buscar os
mesmos coeficientes para segdes diferentes. Deve-se, assim, escolher valores
iniciais aleatérios para Hg, de modo a anular a probabilidade de convergénca

para pontos de sela.

4.4. ANALISE DA CURVA DE ERRO

Como visto na segdo anterior deste capitulo, a andlise do comportamen-
to da fungio custo dos filtros adaptativos ¢ de grande importincia, & medida que
os algoritmos de adaptagdo sé tém garantida sua convergéneia para os minimos
locais dessa fungdo. Como a convergéncia para os minimos locais, em geral, nio
garante a convergéncia para um minimo global, seria altamente desejdvel que a
fungio custo de um determinado filtro adaptativé tivesse somente minimo global,

0 que nem sempre € possivel.

A unicidade dos pontos de equilibrio de um algoritmo adaptativo € ne-
cessdria para um comportamento de convergéncia global. Desde que o objetivo da
maijor parte dos algoritmos € minimizar uma certa fungio custo, os pontos de

equilibrio do algoritmo coincidem com os ponfos de minimo da fungio custo.

A principio, a caracteristica de solugio unica ¢ observada pelos
métodos de aproximagdo estocdstica apenas quando filtros FIR, transversais ou em
trelica, sdo wutilizados. Nesses casos, a curva de erro € convexa. Contudo, a
unicidade pode ndo ser mantida para filtros adaptativos IIR guando se minimiza o
erro médio quadrdtico de saida, ou seja, a superficie do erro pode ndo ser uni-
modal. A busca de condigdes que garantam certos comportamentos da curva de erro
dos filtros adaptatives IIR na forma direta tem sido objeto de estudos nos

tiltimos anos. Essa discussio é feita nas referéncias [38, 39, 40].
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Para filtros com estruturas arbitrdrias, o comportamento da curva de
erro €, a principio, desconhecido. Uma forma de andlise dessas estruturas € fei-
ta através da relagio entre suas realizagbes e a realizacio correspondente na
forma direta. Ou seja, busca-se, aqui, relacionar curvas de erro de estruturas

alternativas com as das estruturas na forma direta.

4.4.1. A Funcie Custo para Filtros com Estruturas Arbitrdrias

Nesta scglo, serdo mosirados os pontos bdsicos da relagdo entre a
forma direta e a correspondente forma alternativa de filtros adaptativos, no que
diz respeito a curva de erro. Os recentes trabalhos desenvolvidos por Nayeri ¢

Jenkins [18] ¢ Forssén [19,41] inserem, basicamente, as seguintes afirmativas:

(i) A fun¢io que relaciona os parametros de uma estrutura na forma direta
aqueles que os correspondem na estrutura alternativa, também rela-
ciona suas curvas de erro, tanto para os minimos globais ¢ locais,
quanto para os pontes de mdximo;

(i} Os pontos de sela da fungio custo das estruturas arbitrérias podem
ndo ter correspondentes nas estruturas diretas, ou vice-versa;

(iili) Nos casos das estruturas em cascata ¢ paralela, miltiplos minimos
podem ocorrer devido a2 permutagio entre as secgbes, o que implicard
também no aparecimento de pelo menos um ponto de sela comum as

regides formadas pelas multiplas seccoes.

A andlise € formulada a partir da equivaléncia entre as realizacdes
dos filtros adaptativos. Seja, entio, a equagdo de atualizagdo dos coeficientes

a partir do algoritmo geral, dada por:
Hg(n) = Heln~1) + v F(n) (4.10)

onde Hg(n)} € o vetor de parimetros ajustiveis, F(n) € o vetor que determina a
dire¢io de atualizagio de Hg(n) ¢ y é o passo de adaptagdo. Se a equagio 4.10
converge para um ponto _!:f_g' » entdo o vetor F(n) € identicamente nulo para ﬂ_g,.
Assim, o0s pontos estaciondrios ﬂg‘ podem ser encontrados pela solugio da

eguagio:

F(n)| =0 (4.11)
Hg
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embora nic sejam necessariamente tnicos. Dessa forma, a igualdade em (4.11) de-
termina os pontos estaciondrios da superficie de erro relacionada a uma estrutu-
ra geral. Deve-se analisar 1) o que acontece com a superficie de erro MSE quando
outras realizagbes sdo usadas, ii} se os novos pontos estaciondrios sido criados
com a transformacdo, e iii} se os novos pontos  estaciondrios  sdo estaveis
(minimos) ou instiveis (pontos de sela, mdximo). O descmpenho do algoritmo de-

pende dessas questoes.

Deve-se tomar os pardmetros ajustdveis da forma direta como sendo o
vetor Hd(n)= ihdl, ...... Jha 1L A realizagdo de wuma estrutura alternativa equiva-
lente ac mesmo sistema fem ﬂma(n)m{hai.,...,haM} como vetor parametro. Com  isso,

a relacdo entre as estruturas € feita pelas segointes definigoes:

DEF.1) - Cada realizagio pode ser considerada como um mapeamento continuo entre

dois espagos D ¢ o:

g D> A

g(Hd) 4 Ha {4.12)
onde D ¢ Sd e d ¢ Sa , sendo que Sd € Sa sdo tais que garantem estabilidade

para Ha ¢ Ha,

DEF.2) - Sejam f:D -+ R ¢ h:d » R como funcionais do MSE definidas em D e 4,
respectivamente. Entdo, uma realizacdo g ¢ dita realizagdo equivalente

se ¥ Ha e I
f(Ha) = h{g(Ha)} = h(Ha) {4.13)

E importante conhecer como se altera a  npatureza das superficies de
erro na forma direta quando se faz a transformagio g Se g ¢ diferencidvel,

pode~sc usar a regra da cadeia:

(4.14)

8f(Hd) _ 8h(Ha) _ 8h(Ha) &
)

Ha
dHd 8 He 8 Ha Ha

onde 8f/8He e 8h/8Ha sio vetores (Mx1) e 8Ha/dHda ¢ uma matriz jacobiana (MxM).

* *
Dessa forma, se¢ Ha € ponto estaciondrio de h{Ha), Ha ¢ um ponto estaciondrio
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de f(Hda), tal que g(ﬁd') = _H_a.. Isto &:

=0 (4.15)

E importante frisar que Ha existe desde que g € um mapeamento sobre. Além

disso, como:

' (4.16)

.2 h{Ha)
Hg d Ha Ha = Ha d Hdj iHa

» Ed
tem=-se que a natureza dos pontos estaclondrios Hd ¢ similar 3 de Ha .

Pode-se, alternativamente, analisar a suposigio de que exista algum

* EELE . P = E
Ha e o tal que 8h/8Ha He' 0 ¢ 8f/8Ha Hu

. - N +
caracteriza a situagiio onde um ponto estaciondrio € formado para Ha mas niio ¢

+ % 0 quando Ha' = g(Hd*), o que
formado para Ha'. Assim, a equacio 4.14 nio ¢ aplicdvel, isto €, g deve ser nio
diferencidvel em Hd'. Nesse sentido, Nayeri et al. [18] introduzem os seguintes
lemas:
lema 1 - A fungdo g nido ¢ diferencidvel para alguns pontos estaciondrios recen-—
temente formados sobre h(Ha).
lema 2 - Todos esses pontos estaciondrios recentemente formados sdo, entdo, pon-
tos de sela.
Prova do lema 2:
Seja B(Ha',r) uma bola aberta, centrada em }jd+ e de raio r > 0, na
qual se aplica a transformaciio g. Como g € sobre, a imagem de B contém uma bola

aberta B'(Ha',r') com r’ > 0.

+ - rs - z . - - -
Como Hd nido é minimo (nem mdximo), existe uma direcdo d onde:

f(Ha' + d) < f(Hd") (4.17)

Desde que

(Ha' +d) e B= gHd +d) eB (4.18)
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e, pela propriedade de equivaléncia:
h(g(Ha" + d)) < h(Ha") (4.19)

+ ~ sn N .
Logo, Ha' ndo ¢ minimo (nem médximo) em h. Porém, como se parte da hipdtese que

S | L =0 (4.20)

* + r .
conclui-se que Ha ¢ ponto de sela. o

4.5. APLICACAO A FORMA CASCATA

Considerando a relacio entre a forma direta dos filtros FIR e¢ a forma
em cascata, tem-se uma realizagdo de¢ equivaléncia forte, jd que as fungdes de
transferéncia definidas na equagio 3.1 sdo iguais pontualmente, ou seja:

HD(H_G) = HC(HC) {4.21)

Dessa forma a transformacac (Mx1), schre os espagos de pardmetros,

definida pela funcio:

F: Casc > Diret {4.22)
¢ um mapeamento contfnuo e sobre, ji que, pela propricdade de fatoragio, todos
os pontos da forma direta possuem correspondentes na forma cascata. Ainda, tem-
se a relagdo de equivaléncia entre as suas fungdes custo, ou scja:

J(‘(”l;lc) = JD(E(_HC}) {4.23)
Assim, o seguinte teorema pode ser enunciado:
TEOREMA 4.2 - Para todos os minimos da fungio custo de uma estrutura alternati-

va em cascata FIR, existird um minimo com mesmeo valor de fungio custo

para um correspondente filtro na forma direta FIR.
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Prova do Teorema 2:
Se jam:

HD < filtro transversal FIR com parametros Hd

HC - filtro em cascata FIR com parimetros He
e as relagdes de equivaléncia:
(n Hc(ﬂc) = HD(ﬁd) = HD(E(ﬂc)) (4.24)
(2) Jc(ﬂc} = JD(_ljd) = JD(E(B_c)) (4.25)

onde a transformagio F : He » Hd € representada por:

Ha = F(H¢) (4.26)
Sabe-se que:
(i) JD(i{_d) ¢ convexa

(ii) F € sobre, pois existe sempre Hd tal que: F(He) = Ha,

pois todo filtro direto pode ser associado & uma fatoragio em cascata, com

(M/2)! associagbes diferentes, conforme se ordena as secgdes de segunda ordem.
Seja agora ﬂc° um ponto nio-extremo de JC, ou seja, 3 He e };lwc+ tal que
- o +
Jc(ﬁc ) < Jc(ﬁc ) < Jc(ﬂc ) (4.27)
assim, pela transformacido F {continua ¢ sobre),

_JD(ﬁd ) < JD(”H“d ) < JD(hd ) (4.28)

ou seja, ﬂdom _E(ﬁco) ndo € ponto extremo da curva JD. Seja também

Blc(ﬁc)

B H o = 0 (4.29)
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[}
o que significa que Hc € ponto estaciondrio, porém nio ¢ ponto extremo. Como

aJD(ﬁd)

dH d H_fio

# 0 {4.30)

o *
pois JD ¢ convexa, logo He € ponto de sela. Ainda, se existe Ha tal que:

.}D(_H__ci ) < JD(ﬂd) Y Hd (4.31)

(i)

entio "Hmd‘ ¢ o ponto de minimo em JD. Como F € sobre, existird mﬁci (i - indice
genérico limitado) tal que:
J (He) =1 (H) (4.32)
P c "
Além disso, tem-se¢ de (4.31) que
3 B < 1 (E(H) ¥ He (4.33)
onde
* 4]
He = F(H ) (4.34)

e ~ : (i) ; .
Das duas iltimas relagdes, conclui-se que He constituem pontos de minimo da
cascata, que esses minimos sfo equivalentes entre si e, por sua vez, equivalen-

tes ao minimo da forma direta. a]

Como as curvas de erro médio quadritico das estruturas diretas FIR séo
convexas, ou seja, s6 tém um minimo global, a correspondente estrutara em casca—
ta apresentard, apenas, minimos globais, segundo o Tcorema 4.2. Logo, os demais
pontos estaciondrios de Jc(ﬂc) sdo necessariamente pontos de sela, o que estd de

acordo com o lema 2 do item anterior.

Os pontos de sela podem ter muita influéncia na convergéncia. E mos-
trado que, se a matriz de covaridncia for singular, ndo se tem condigio sufi-
ciente para a convergéncia para um minimo [41]. A localiza¢do dos pontos de sela
s¢ dd de acordo com a transformacio F. Assim, tem-se o seguinte teorema sobre a

localizagdo dos pontos de sela na curva de erro dos filtros em cascata.
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TEOREMA 4.3 -0s pontos de sela gue sao formados com o mapcamuonto, ¢stido nos
correspendentes miiltiplos do subespage onde dois ou mais zeros do

filtro sao-iguais.

[+]
Prova: Os pontos estaciondrios formados sio He tais guc

8J (Hec)
dH ¢ ﬂco
quando scu corrcspondente ﬂdo tem
83 (Ha) |
R = {4.36)
dHd He
com ﬂdo = E(ﬂz 1.
Logo, a regra da cadeia,
83(‘ BJD &Hd
— = (4.37)

dH.c dHd  ~ GHc

s6 serd mantida nos casos de singularidade da matriz Jacobiana dHe/0Hce. O Apén-

dicc 4D (similar a referéncia [18]), mostra que

M
dHal _ P o=
det [aﬂc:} _i,g[mi (ci cj) ij=1, .. M (4.38)
i< j

logo, o determinante serd nulo quando dois ouw mais zeros forem iguals, sendo

¢, os coeficientes da funcio de transferéncia do filtro cm cascata. a]

4.6. CONCLUSOES

A analise cfetuada neste capitulo teve como ponto de partida o fato de
gue a proposta do capitulo anterior, para a adaptacdo de estruturas do tipe FIR
em cascata, se¢ inciui na formulacio de algoritmo geral introduzida por Ljung, em
particular na versio dita RPEM (erro de estimagdo recursivo). Por sua vez, a

estrutura multidimensional preoposta pode ser vista como um conjunte de filtros

gradientes em paralelo.

i
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A partir dessa id¢ia, pode-se aplicar a andlise assintdtica, desenvol-
vida para o algoritmo geral, nesse caso de interesse. Essa andlise, comumente
utilizada para estudos de convergéncia em processamento adaptativo, tem como
principio associar uma equagio diferencial ordindria (ODE) ao algoritmo em

questio.

Entretanto, muitas referéncias nio levam em conta que a técnica da ODE
estd fundamentalmente apoiada na hipétese de que os parametros variam lentamen-
te, 0 que a torna apropriada para sitvagdes prdéximas do regime estaciondrio ou
para passos de adaptagdo muito pequenos. Além  disso, garanie-se apenas a conver—
géncia para um ponto de equilibrie estivel que pode ser um minimo local. A con-

vergéncia para o 6timo dependerd, assim, das condigdes iniciais.

Torna-se entdo necessdrio complementar a andlise da ODE pelo estudo
das superficies de erro quadritico médio. Nessc sentido, procurou-se neste capi-
tulo particularizar os resultados de Forssén e Nayeri ao caso em cascata FIR.
Com isto chegou-se no Teorcma 4.2 ao importante resultado de que a estrutura em
cascate FIR possui, como pontos estdveis, apenas minimos globais correspondenies
ao dtimo nico da versdo transversal, Por sua ver a andlise assintdtica garante

que o algoritmo proposto alcangard wn desses pontos de minimo.

Finalmente, os pontos de scla reprcécntam a situagio onde duas ou
majs secgbes de 22 ordem convergem para os mesmos valores. Isso se verifica em
algumas simulagdes com algoritmo do tipo LMS, onde as condicbes iniciais nio
foram adequadas, mas ndo ocorre com a proposta do algoritmo rdpido multidimen-

sional, dada a diferenciagio naturalmente introduzida nas condigdes iniciais.

Os resultados obtidos no capitulo abrem assim interessantes perspecti-
vas para a aplicagio da estrutura e do algoritmo em estudo nesta tese. Uma des-
sas aplicagdes € desenvolvida no capitulo seguinte. A andlise da superficie de
erro pode também ser aprofundada no sentido de se buscar, de forma mais segura,
métodos vidveis para se modelar um sinal através dos coeficientes do filtro cas—

cata (ou zeros do preditor), como opgido & modelizagao auto-regressiva cldssica.

O desenvolvimento aqui apresentado baseia-se num tratamento matemitico
que, embora nio elementar, & conhecido na literatura. Os aspectos fundamentais

desse tratamento estdo dispostos nos apéndices a seguir.
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APENDICE 4.A

O ALGORITMO GERAL DE ADAPTACAO

Segundo Ljung [5), o processo de adaptacio (identificacdo recursiva)
pode ser tratado sob vdrios aspectos, porém os algoritmos resultantes exibem
caracteristicas muito similares. Das possiveis formas de abordar o problema de
adaptagdo, a mais comum, em processamento de sinais digitals, € a aproximacio
estocdstica. Essa abordagem € a que tem caracteristica mais genérica, pois a sua
derivagao provém de aproximagdes a partir da curva de erro, independente da es-
trutura, via as técnicas de busca, levando-se em conta o desconheciments das

estatisticas dos sinais envolvidos.

Da mesma forma que nas seqdes 2.4 e 3.3, tomando-se Hg(n) como o vetor
de todos os coeficientes de um filtro genérico, chega-sc a sua atualizacdo via o
algoritmo do Gauss-Newton dentro das aproximagées consideradas em  [51 que

serdo revistas aqui.

4.A.1. Dedugio do Algoritme

Serd considerado um sistema com uma entrada ¢ uma safda (caso particu-
lar das equagdes gerais de Ljung) e também o critério quadritico. A partir do
métode de otimizagio Quase~Newton, deriva-se o algoritmo geral. Esse método de
otimizacdo recursivo de fungdes ndo lineares realiza a expansio quadrdtica em
torno da estimativa corrente da solugio 6tima do problema, alterando a estimati-

va conforme o valor mdximo ou minimo da expansio.

Seja _fjgk o vetor da solugio 6tima estimada do problema até a iteragéo
k, J(He) a fungio critério, V[J(Hg)] o gradiente em relacio a Hy ¢ H{Hz) o
Hessiano de J(Hg) em relagio a Hg. A nova estimativa da solugdo Gtima do
problema na iteragio (k+1), utilizando o método Quase-Newton, como visto em 2.4,
¢ dada por:

He, =He - 7() . HHY™ . v[i(Hg)]" (4.A1)

k+

onde y(n) ¢ um passo qualquer de adaptacio (ganho, geralmente menor que 1).
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Para se chegar ao algoritmo geral, utiliza-se a eq.(4.A.1) com estima-
tivas do Hessiano ¢ do gradiente do critério obtidos a partir de dados observéd-
veis do problema, fazendo-se a recursic no tempo. Este procedimento constitui o

algoritmo do Gauss-Newton.

Como dito, anteriormente, o critério utilizado envolve o erro de

predicado da adaptagio, dado por:
e(n,Hg) = y(n) - y(n/Hg) {(4.A.2)

sendo y(n) a referéncia ¢ y{n/Hg) a estimativa obtida na saida do filtro
adaptativo. De uma maneira geral, o filtro pode ser descrito pela realizacdo no
espago de estados, como fungdo do vetor de obsevagies win), que sao resultados

de certos tratamentos das medidas anteriores dos sinais disponiveis, dependendo

do modelo. Assim, a sepuinte estrutura para a geracdo do vetor win) e da

estimativa ;(n/B_g) ¢ definida:
win+l,Hg) = F(Hg)w(n,Hg) + f(Hg)x(n) (4.A.3.a)
y(n+1/Hg) = hT(Hg)wln+1,Hy) (4.A.3.b)

onde as matrizes F, f ¢ h sdao escolhidas apropriadamente. Por exemplo, na fil-
tragem FIR, a equagdo 4.A.3 € definida dirctamente da equagdo 2.17, que € a ex-
pressdo da regressdo linear. Também, para o caso proposto da filtragem em casca~

ta, foi desenvolvida a expressao para a estimativa, como na cquagao 3.16.
Define-se o critério quadritico (funcdo custo) da forma:

JHg) = —~ E [ez(n,gg)] (4.A.4)
onde a busca da minimizagio desse critério ¢ feita através do algoritmo

recursivo Gauss—-Newton.

Deve-se lembrar que a fungido custo nio ¢ disponfvel, de uma forma ge-
ral, necessitando-se trabalhar com estimativas, dal a aproximacio estocdstica. O
método descrito € o do erro de estimagio, para estruturas gerais, ao invés dos
minimos quadrados. Tomando-se o gradiente da fungio custo, em relagio ao vetor

de coeficientes Hg, tem-se:

&
Eﬂg[.}(ﬂg)] = E[e(n,_lig) 3H: e(n,ﬂg)} {4.A.5)
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e(n,Hg) = - y(n/Hg) (4.A.6)

8 8
dHs BHg

supondo-se que o sinal de referéncia, y(n), nio depende dos parametros do

filtro. Definindo~-se o vetor:

n(n,He)" & —i— y(n/He) (4.A.7)

M

escreve-se o gradiente da fungdo custo como:

E[J(ﬁg)] = —E[e(n,ﬂg) . E(n,ﬁg)T]_ (4.A.8)

Novamente, faz-se wuso da aproximagio estocdstica, na qual se toma

w—e:(n,(?‘).3@(:1,}~Eg)T como estimativa de equacio 4.A.8, de sorte que:
E[J(Hg)] & ~c(n,Hg) . nin,Hg)' (4.A.9)
O Hessiano € expresso, como na equacgdo 3.45, por:

32

aHi

H(Hg) = E[ﬁ(n,ﬂg) . ﬂ(n,m}_{g)T} + E[e(n,ﬁg) . - a(n,ﬂg)] (4.A.10)

E essencial, no problema de minimizacdo, que a matriz Hessiana seja
positiva—definida. Essa exigéncia vem do fato que, como a superficie da funcio
custo, no caso gerai, niao € convexa, deve-se evitar uma tentativa equivocada de
maximizagdo, impondo-se garantias sobre a Hessiana. Além disso, mantém-se a ndo
singularidadc obrigatdria para se trabalhar com sua inversa. Na equagio 4.A.10,
essa exigéncia ¢ sempre atendida pelo primeiro termo da equacdo. Logo, € razod-
vel a consideragdo feita nos capitulos anteriores dc se desprezar o segundo ter—
mo da Hessiana. Aliado a isso, tem-se¢ que, perto do 6timo, € suposto que
{e(n,Hg)} seja uma seqiiéncia de varidveis aleatdrias independentes, com média
nula. Ou seja, c(n,Hg} ¢ independente inclusive de swa derivada segunda, levan-

do-se a anular o segundo termo da equagio 4.A.10.

A aproximacio estocdstica fornece a estimativa recursiva do Hessiano,

segundo Robbin-Monro, da forma:

R(n,Hg) = R(n-1,Hg) + ¥(n) [g(n,g_g) nin,He)' - R{n-1,§g)] (4.A.11)
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com condigdo inicial RO positiva-definida, ¢ y(n) como passo, sem perdas de

generalidade.

Analisando o0s procedimentos anteriores, nas equagbes 4.A.1, 4.A.2,
4.A8, 4A9 e 4A10, vé-se que, para se obter o algoritmo geral, deve-se ter
uma forma de determinagdo do vetor gradiente, jd que, para o caso geral, sua
expressioc ndo ¢ definida. Nos capitulos anteriores, foram vistos que: (i} no
caso FIR transversal, devido a regressido linear, a obtengdo do gradiente € dire~
ta; (ii) na proposta do filtro em cascata, a expressio do gradiente foi derivada
a partir da filtragem por todas as secgbes exceto pela k-ésima secgdo. Assim, a
forma especifica do cdlculo desse termo depende, exclusivamente, do modelo do
filtro adaptativo utilizado. Assim- sendo, na inten¢do de se chegar a um
algoritmo geral, considera-se no desenvolvimento o vetor genérico n(n,Hg). Para
cada caso, essc vetor ¢ calculado apropriadamente através da formulagio por va-
ridveis de estado, pela gual se obtem ainda o cédlculo da estimativa do sinal,
;(n). Inclui-se também no algoritmo, a recursio cm termos de varidveis de estado
dos elementos internos do filtro, come definido na equagio 4.A.3. A estabilidade

do filtro requer Hg tal que F(Hg) tenha todos os autovalores dentro do circulo

unitdrio. Como o modelo ¢ diferencidvel com relagio a Hg, introduz-se o vetor:

dw{n,Hg) d’win, Hg)

dHy) 7 g

(4.A.12)

Vin,Hg) = [ win,Hg),

tal que o sistema ampliado com entrada x(n) e saldas y(n/Hg) e n(n,Hg) seja

dado pela equagdo de estado:

_\_/_(n,l_i_g) = A(ﬁg) X(H—I,Eg) + E(ﬂg) x(n-1) (4.A.13.a)
VO,Hp) = V_ (4.A.13.b)

y(n/Hg)
= C(Hg) Vin,Hy) (4.A.13.¢c)

n(n, Hg)

sendo A(Hg) e C(Hg) matrizes quaisquer e b(Hg) um vetor qualquer, sempre
dependentes do modelo adotado. Como o algoritmo geral fornecc um novo vetor Hg a

cada iteracao, a equagado 4.A.13 € melhor escrita na forma:

V(k+1,Hg(n) = A(Hg(n)) V(kHg(n) + b(Hg(n) x(n)  k=l,..n  (4.A.14.2)
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X(O,Hg(n)) = Vo {4.A.14.b)

y(ne1/Hem)|
= C(Hg(n)) V(n+1,Hg(n)) (4.A.14.0)
n(n+1, He(n))

Para tornar a equagdo prética, na recursividade, tem-se que:

n-k~1

n-1
Vin,He(n-1) = [A(Hg-1)]" Vo + T [AlkHe(n=1)]"""b(Hgn-1)) x(k)
k=0

{4.A.15)

Com [A(ﬁg(n—l))]M tendendo a zero na regido de estabilidade de Hg(n-1), ¢ fazen-

do-se outras aproximagodes [5], lembrando que 7(n) é muito pequeno, chega-se a:

n-1 n-1
V{n,Hg(n-1}) = V(n) £ )j [ i A(ﬁg(m))] . b(Hg(k)) x(k) {(4.A.16)

k=0 [m=k+1
Dessa forma, a equagio 4.A.12 pode ser expressa por:
Vi(n+1) = A{Hg(n)) V(n) + b(Hg(n)) x(n) (4.A.17)
e extendendo a outras varidveis a dependéncia apenas de n, a forma final do
algoritmo, entdo, € apresentada pela Tabela 4.A.1, ressaltando-se que deve-se

impor que Hg(n) esteja na regido de estabilidade de filtro, além do fato que o

algoritmo geral executa apenas buscas locais.

e(n) = y(n) - y( (4.A.18.2)
R(n) = R(n-1)} +9(n) [n(n) nm? - R(n-1)] (4.A.18.b)
Hg{n) = Hg(n-1) + ¥(n) R (n) n(n) e(n) (4.A.18.c)
V(n+1) = A(Hg(n)) V(n) + b(Hg(n)) x(n) (4.A.18.d)
[;‘“*“] = C(Hg(n)) V(n+1) (4.A.18.¢)
7{n+1)

TABELA 4.A.1 - Algoritmo Geral
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APENDICE 4.B

ANALISE ASSINTOTICA DA CONVERGENCIA

Dentro da proposta de se fazer uma andlise assint6tica da convergéncia
do estimador para os filtros adaptativos com estruturas alternativas, toma-se o0s
trabalhos desenvolvidos por Ljung et al. [5 27], fazendo-se uma revisio das
discussoes sob convergéncia a partir do algoritmo geral de adaptagdo. As
propriedades assintdticas do estimador Hg(n) sio colocadas quando n tende ao

infinito e o ganho de adaptagio y(n) tende a zero.

4.B.1.- O Método da Equagio Diferencial Ordindria (ODE) Associada

O método de andlise de convergéncia proposto por Ljung [27], o da
equagio diferencial ordindria associada (ODE), de uma maneira geral, busca amar-
rar as propriedades de convergéncia do algoritmo as propriedades de estabilidade
de uma equagdo diferencial construida a partir da expressio de atualizagdo do

estimador e das suas estatisticas.

O método consiste em definir pré-condigdes ao algoritmo, de maneira
que se possa equacionar a expressio de atualizagio dos elementos do algoritmo na
forma de uma equacgio diferencial ordindria. A partir daf, s3o estudadas as
propricdades de estabilidade dessa equagio diferencial, definindo as condigdes

de convergéncia do estimador.

A andlise é feita tomando-se o algoritmo geral Gauss-Newton com uma

fungiio custo quadritica, definido pela equagio 4.A.18.

Escrevendo a equagiio 4.A.18.d, de outra maneira, obtém-se:

n-1 ] n~1 n-1
Vi) = | TAMgR)| VO + V| T A(Hg())| b(Hg() x()) (4.B.1)
k=0 iT0 Jk=j+l
onde, sem perda de generalidade, pode-se considerar V{(0) = 0, reduzindo a equa-

gio 4.B.1, tal que:
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n- n-1
Vi = ) | T AHN| bH()) x() (4.B.2)
je0 b k=]+1

Supondo que uma estimativa do vetor de parametros Hg(k) pertenga 3 vizinhanga de
um certo valor Hg, para n-m = k = n-1, onde Hg ¢ tal que A(Hg) tenha todos seus
autovalores  dentro  do  circulo  unitdrio. Entdo, para uma  vizinhanca

suficientemente pequena, escreve-se:

n-1}
T A(Hg(k) ~ A(Hp® (4.B.3)
k=n-K

Para valores grandes de K, considerando que os autovalores de A(W_I_{WE) tém mddulo

menor que 1, pode-se aproximar a equagio 4.B.2, usando a equagido 4.B.3, para:

n-1 B
Vi) = ) A" b(H x() (4.B.4)
j=n-K

Observando que as contribuigdes ao somatdrio de 4.B.4 sio despreziveis para

J < n-K, pode-s¢ inclui-las nesse somatdrio. Dessa forma:

n-1 .
Vi) = T A" b(Hg) x() & vinHp) (4.8.5)
i=o

desde que A(Hg) seja tal que garanta estabilidade. A equagio 4.B.5 pode ser es-

crita recursivamente como:

Vin+1,Hg) = A(Hg) V(n,Hg) + b(Hg) x(n)
(4.B.6)
V(0,Hg) = 0

Em conseqiiéncia, por analogia com os resultados acima, pode-se

escrever para os demais parametros do algoritmo:

;(n) o y(n/Eg) {4.B.7.2)
n{n) = n{n,Hg) (4.B.7.b)
e(n) ~

e(n,Hg) (4.B.7.c)
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onde,se determina:

YLHE) ey vins He) (4.B.8.2)
n(n+1,Hg)
en,Hy) = y(n) - y(n/Hg) (4.B.8.b)

Quando Hg(n) estd na proximidade de Hg e supondo também a matriz R{(n)
suficientemente préxima de um determinado valor R pode-se, com n muito grande,

usar a aproximacgido 4.B.7 no algoritmo geral para concluir que:
Hg(n) ~ Hg(n-1) + y(n) R 'n(n,Hg) e(n,Hy) (4.8.9.2)

R(n) = R(n-1) + y(n) [ nn,Hpn' (n,Hg) - R ] (4.B.9.b)

Introduz-se, agora, os seguintes valores esperados:

>

f(gg) E&(n,gg) e(n,ﬁg)] (4.8.10)

G(Hp) = E[n(n,Hen' (n,He)] (4.B.11)

i

com relagdo a seqiiéncia de dados disponiveis,

Na equagido 4.A.18.d, toda vez que a estimativa dos parimetros Eg muda
de valor, um transiente indesejivel aparece em _\i(n+1). Necessita-se, assim, da
condi¢gio que 9(n) seja pequeno, tornando a adaptagdo lenta. J4 na equagio 4.B.8,
nio ocorre esse problema, desde que n seja grande. Assim, supondo as equagies

4.B.10 e 4.B.11 invariantes no tempo, fem-se:

Hg(n) ~ Hg(n-1) + y(n) R1(Hy) + #(n) Nn) (4.B.12.2)

R(n) = R(n-1) + y(n) [ G(Hg) - R ] + y(n) N(n) (4.B.12.b)
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onde N(n) e N{(n) sdo varidveis aleatdérias de média nula. Seja At um nimero

pequeno definido per:

AR
AT = z ¥(k) (4.B.13)
k=n

Considerando que, na interagio anterior, Ji se atinja o valor fixo Hg e R, ou

seja, Hegln) = Eg e R(n) = R, reescreve-se as equagdes 4.8.12 com n’ > n, ou
seja:
f— le —- n’
He(n') ~ He + At R f(Hp) + § o(k) NK) (4.B.14.2)
k=n
Rn) » R+ 8t [ G (Hy) -R ]+ § ok NK) (4.B.14.b)
k=n

Desde que N(k) e N(k) tém média nula, o terceiro termo da equagio

4.B.14 tende a contribuir com uma magnitude muito pequena. Portanto:

Hg(n') = Hg + At R £(Tp) (4.B.15.2)

R(n’) » R+ At [ G (Hy) - R ] (4.B.15.b)

Com uma troca de escala, de acorde com a equagic 4.B.13, tal que

n«< Ten ¢« T+ At, pode-se reescrever:

Hg(t+At) - Hglt)

o ~ R0 f(Hglt)) (4.B.16.a)

R(t+AT) - R{T)
At

= G(Hg(t)) - R(T) (4.B.16.b)

¢ no limite, para At » 0, aproxima-se da equagao diferencial

] -
s Hg (1) = R_'() f(Hg (7)) (4.B.17.a)
a
—-5?— RD(T) = G(_Iﬁg[)('r)) - RD(T) (4.817b)

onde o indice D € colocado para distinguir a solu¢io da equacgido diferencial
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4.B.17 das varidveis do algoritmo. Nota-se que a equagao 4.B.15 € o método de
Euler para a solugdo numérica da Equagdo Diferencial Ordindria (ODE) 4.B.17. A

cadeia de argumentos adotada até aqui sugere que, se para algum n_ muito grande:

Hg(no) = Egb(ro) . R(no) = RD(TD) e y{k) = T (4.B.18)
¢ntéo para n > no:
Hg(n) = HgD(T) . Rin) = RD(T) e Z ¥k) = T {4.B.19)
k=1

Essa iltima relacido € que estabelece a ligagdo entre o algoritmo da
equacio 4.A.18 com a equagdo diferencial 4.B.17 de maneira heuristica, ou seja,
que a trajetdria de 4.B.17 descreve o comportamento assintético do algoritmo,
quando y(n} € muito pequeno. Assim, as estimativas dos parimetros, ﬂg(n), devem

seguir assintoticamentc as trajetdrias da egquacio diferencial.

e

Geralmente, o comportamento de uma equacae diferencial € analisado em
termos de suas propriedades de estabilidade, as quais devem, entdo ser verifica-

das. Dessa forma, alguns pontos da teoria de estabilidade devem ser relembrados.

® Segundo Método de Estabilidade de Lyapunov

Yejo a equacde difenencial (eo/ta;do). {6 = ae(v)/atl:

8 = f(a) (4.8.20)
Um conjunto Dec € insaniante pana a equacdo diferencial ae:
8(0) € Dc = 08(1) € Dc V¥Vt (4.8.21)
Um p,onto eatacionanic 6 é tal que:
f(e} = 0 (4.B.22)
Oa pontoa estaciondnica constituem, entdo, um conjunio insaniante, uma vey que:

0(0) =8 == 0=0 — 6(t) =8 V1 (4.B.23)

Um deminie de atracdo DA, do conjunie De, é lal que:
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8(0) € DA == 8(1) tende a Dc quande 1 » w (4.B.24)

fogo Dc ¢ DA. 2 DA contém a siginhanca de De, De & eotdusel. e Da € o conjunto
no qual a equacdo difenencial € definida, pode-oe falan em estabilidade

assintética glokal de Dc.
donim, dig-ee que uma funcdo V(8) pooaitinag, ou seja,

vie) = 0 v a(t) (4.B.25)

¢ fyapunon (eatansel cequndo fyapunown), quando:

(i) mg_}m V() = V'{e()) fe(t) = 0 Vv elt) (4.B.26)
(i) —g-; Vo) = 0 —— (1) e De (4.B.27)

ou aeja, fona de De, V(8) & eatnitamente decneacente, como funcdo de t, mas como
Vig) ¢ timitada infenicnmente, 8(t) tende pana De. Jooo moatna que De é um

A conexido entre o algoritmo e a equacdo diferencial pode ser feita, a

partir das seguintes conjecturas:

a) Supor que Dc € um conjunto invariante para a ecquagao diferencial
(4.B.17) ¢ Da, seu dominio de atragio. Entio, desde que Hg(n) € Da,
Hg(n) tenderd para Dc com probabilidade um (w.p.1) quando n tender

para infinito. Isso ¢ uma caracteristica de uma convergéncia local.

b) Somente pontos estaciondrios estdveis na equagdo 4.B.17 sio pontos

possiveis de convergéncia do algoritmo da equagio 4.A.18.
¢) As trajetdrias i_—i_gD(‘t) da equagio 4.B.17 sdo os caminhos assintéti-

cos das estimativas Eg(ﬂ), gerados pelo algoritmo 4.18.

Dessa forma, pode-se resumir a seguinte seqiiéncia para a andlise de

convergéncia do algoritmo 4.A18:

1} Computar o erro de estimagio e(n,Hg) e a aproximagdio gradiente

w{n,Hg), para um fixo ¢ constante modelo Hg.

2} Calcular a diregio média de adaptagio para o algoritmo, baseado

nessas varidveis, ou seja, f(Hg) e G(Hg).



3) Definir a equagio diferencial a partir dessas diregdes, isto é:

y -l
__l’igD = RD {(_Ing) {4.B.28.a)

R, = GHg ) - R (4.B.28.b)

4} Estudar as propriedades de estabilidade dessas equagdes

diferenciais.

As proposigoes (a), (b} e (¢} sdo formalmente demonstradas por Ljung

nos teoremas 1, 2 ¢ 3 da referéncia [29]

Na dedugio formal do método da equagio diferencial é imperativo que
y{n) > 0 quando n - o [5]. Essa exigéncia ocorre por vdrios motivos técnicos da
demonstragio. Duas conseqliéncias interessantes advém desta exigéneia. A primeira
€ que quando y(n) - 0, a superficie da energia do erro de adaptagdo (guantidade
que se deseja minimizar) tende a variar cada vez menos com o passar do tempo.
Isto implica que o ponto de minimo para onde a estimativa de Hg(n) estd conver-
gindo tenderd a ficar cada vez mais fixo no espaco dos parimetros. Tal fato fa-
vorece a que as estimativas de ﬂg(n) fiquem cada vez mais préximas desse ponto
de minimo da superficie, Como conseqliéncia, a varidncia das varidveis aleatdrias
.ﬁ(n) e N(n) da equagio 4.B.12 tendem a zero a medida em que o tempo passa. Tal
fato garante a aproximacio feita nas passagens da equacdo 4.B.14 para a equagdo
4.B.15.

A segunda conseqliiéncia interessante do fato de y{n) - 0 quando n 2 «
surge ao se considerar a equagio 4.B.15 como uma solugdo numérica da equagio
4.B.17. Ora, quanto menor for ¥(n), menor serd AT e, conseqlientemente, melhor

serd a aproximacgio da equacio diferencial.

4.B.2.~ Condicgdes de Regularidade do Algoritmo Geral

Para o estabelecimento formal da associagfio entre a eguagio diferen-
cial, dada na equacio 4.B.17, e o algoritmo geral, da equacdo 4.A.18, & necessd-
ria a imposigio de certas condigbes sobre os dados do algoritmo. Duas destas
condigbes merecem destaque especial. A primeira diz respeito a pasitiiridade da

matriz R{n), e a segunda 2 estabilidade do filtro adaptativo.

A matriz R{n) ¢, normalmente, obrigada a ser positiva definida. Tal

exigéncia pode ser intuitivamente compreendida pelo fato de R(n) desempenhar o
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papel de Hessiano para a fungdo objetivo, a cada iteragio do algoritmo. Caso a
matriz R(n} seja singular, o algoritmo Gauss-Ncewton terd problemas numéricos
devido 2 equagio 4.A.18.c. Se alguma implementagio especial deste algoritmo €
utilizada, como por exemplo, usando o lema de inversio de matrizes, ou usando
algoritmos rédpidos [1], cuidados especiais devem ser tomados também com a
possibilidade de Ri(n) deixar de ser positiva semi-definida. Algumas técnicas
mais usadas para a garantia da positividade da matriz R(n) sdo: reinicializagio

da matriz por 8, fatorizagdo U-D e método de Levenberg-Marquardt [1].

Quanto aos parametros do filtro adaptativo, € necessdria a utilizaglo
de métodos que monitorem e corrijam eventuais instabilidades. Isto ocorre pois
constata-s¢ na pratica que, quando o filtro fica com pélos instantaneos fora da
regiio de estabilidade, geralmente o algoritmo diverge. Tal fato € especialmente

verdadeiro para algoritmos do tipo erro de estimagdo recursivo.

Assim, a partir do algoritmo geral da equagio 4.A.18, Ljung [5] propée
condigdes para se discutir a convergéncia. Definindo-se DM como um conjunto de

modelos possiveis para um determinado sistema, tem-sc as seguintes condigdes:

- Condi¢oes do Conjunto de Modelos

M1 -0 conjunto de modelo DM € compacto, ou scja, ele € limitado e
fechado tal que Hg € DM. lIsso significa que, A(Hg) tem todos os
autovalores estritamente dentro do circulo wunitdrio, ou seja, €

estavel,

M2 - As matrizes A(Hg), C(Hg) e b(Hg) sdo continuamente diferencidveis

com relacio a Hg, ¥ Hg € DM, ou seja, o modelo € diferencidvel.

- Condi¢cdes de Amortecimentio

Crl1- A fungdo que incrementa a atualizacio do vetor de parametros
‘Hg(n) tem um comportamento suave, V Hg € DM, sendo diferencidvel

com relagio a Hg, e ¢ 1.

Cr2- A fungio que incrementa a atualizagio da matriz R(n) tem um
comportamente suave, ¥ Hg € DM, sende diferencidvel com relagido a

R, ﬁg, een.

Cr3- ¢ Crd - A funcido critério tem comportamento suave, ¥V Hg € DM,

sendo diferenciavel a terceira com relagio a ¢ ¢ 7.
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- Condl¢bes da Direcdo de Busca

R1 - A recursividade de R(n) € tal que R{n) seja simétrica ¢ R(n) = 3l
¥ nealgum & > 0, ou seja, R(n) - 31 € semi-positiva definida.

G1 - A seqliéncia de ganho {ar(n)} tem a restrigio lim n.ay{n) = u > 0.
n-reo

-~ Condl¢oes dos Duados

Al - A geragdo dos dados ¢ assintoticamente estaciondria. Assim, para
uma seqgliéncia de dados disponiveis, existe os seguintes limites,

com Hg € DM:

1§ A
« limg— ] a(nHg) . e(n,Hy) = f(Hg)
N> w n=1
1§ T A
+ lim— } na(nHg) . 7 (n,Hg) = G(Hy
N-300 n=l

A condigio Al deve ser satisfeita com probabilidade 1. Para isso:

A2 - Os limites sido definidos em termos dos valores esperados com

relagio aos dados, ou seja,

N
limge ¥ E{T_}(n,_lj_g) . B(n,ﬂg)} = f(Hg)
N o n=1

N
. lim~—}%—— Z E{B(n,ﬁg) . nT(n,ﬂg)} = G(Hp)
N-ow n=1

$2 - A geragio dos dados € exponencialmente estdvel, ou seja, para ca-

da n, m com n = m, existe uma varidvel aleatéria x (n) pertencen-
m

te a seqiéncia {x{(n), .., x(0)} e independente de {x(m), ..,
x(W}, tal que E{|x(n) - Xm(n)[4} <CA"" C<we a <1 (ver
Ljung [5]).

Dessa forma, sob as condigdes de regularidade expostas, Ljung e

Soderstron demonstram as conjecturas (a), (b) e (c} citadas, que definem a con-

vergéncia do algoritmo geral da equagdo 4.A.18, através do Teorema 4.2, para a

proposicdo (a), resultado 4.3, para a proposicio (b) e resultado 4.2, para a

proposigdo (c¢) na referéncia [5].
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APENDICE 4.C

ANALISE DE CONVERGENCIA PARA O METODO DO ERRO
DE ESTIMACAO RECURSIVO

O método do erro de estimagio recursivo (RPEM, segundo Ljung e
Soderstron [51), € uma das mais genéricas extensées dos minimos quadrados, quan-
do nio se tem conhecimento da estrutura do filtro utilizado, sendo desenvolvido
a partir da aproximagio estocdstica. A adaptagio € feita através do algoritmo
geral da equacho 4.A.18, sendo a geraclo do gradiente fungio do erro de estima-
¢ao, ou secja:

fe (n)

3 (4.C.1)

nn) = ¢n) = -

O algoritmo € descrito, entdo, pela Tabela 4.C.1:

e{n) = y(n) - ;(n) : (4.C.2.a)

Hg(n) = Hg(n-1) + 7(n) R '(n) y(n) e(n) (4.C.2.b)

R{(n}) = R{(n-1) + 'ar(n)&g(n) gT(n) - R(n—vl)] {(4.C.2.c)

V{n+1) = A(Hg(n)) V(n) + b(Hg(n}) x(n) (4.C.2.d)
y(n+1)

= C{Hg(n)) . V(n+l) (4.C.2.¢)
yin+1)

TABELA 4.C.1 - Algoritmoe RPEM

considerando o critério quadrditico e a direcio QGauss-Newton. Para a andlise de

convergéncia, primeiramente, define-se:

N
= 1 .
E(+) = lim — ZE( ) (4.C.3)
N-3 0 =]

introduzindo a seguinte condigho:
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A3 - Os limites

¢ E|5- eZ(n,y_g)] 2 J(uy) (4.C.4.8)

« E{y(n,Hg) . e(n,gg)] 8 f(Hyg) (4.C.4.b}
=l T .

« Ejy(n,Hg) . ¢ n,ﬂg)] = G(Hg) (4.C4.d)

existem V Hg € DM,

Observa-se que:

1 2

= de T
{(_H_g) = - E[T .E-ﬁ?(n,ﬁg)] == [

s - T
511z J(y_g)] (4.C.5)

Considerando a trajetdria da equagio 4.B.17, pode~se escrever:

a = a = -1
—— J(Hg (1)) = —— J(Hyg) . R f(Hg (1)) (4.C.6)
5t =D 8Hg = - He=Hg(v) wnBp
e substituindo a equagio 4.C.5, chega-se a:
a = T -
~z— J(Hg (1) = - £ (Hg(x)) R'f(Hg (1)) 4.c.7)
o que mostra que J € decrescente fora do conjunto:
De = {Hg/ f(Hg) = O} (4.C.8)

Dessa forma, j(ﬂg) ¢ uma fungio Lyapunov de 4.B.17.a, de acordo com as equagdes
4.B.20-4B.27. Assim, a ftrajetdria da equagho 4.B.17.a convergird para De quando

75 ®. De acordo com a conjectura (a), isso implica que

Hg(n) - De com prob. 1 para n - (4.C.9)
ou, ainda, que Hg tende para a fronmteira de DM, o que nio pode ser excluido a
menos que o particular caminho Hg(n) seja projetado em DM (ver Ljung et al.

[5, pp. 162]). Também, da conjectura (b}, pontos que ndo sio minimos locais de

—J-(}“l_g) podem ser excluidos de De. Encontra-se, assim, que o estimador RPEM

120



convergird com prob. 1 para um minimo local de J(Hg) (ou para a fronteira de DM)

quando nsw. Esse resultado € o mesmo da contra-partida "off-line".
Resumindo, escreve-se o seguinte Teorema:

Teorema 4.C.J - Seja o algoritmo da equagdo 4.C.2. Supondo as condi-
¢oes M1, M2, Cr2, Cr3, A3, S1, Rl, Gl, entio Hg{n) € DM convergird, com prob. 1,

para o conjunto

De = {_}gg/ s JHe = g} (4.€.10)

ou seja, para o minimo local de J{(Hg), ou para a fronteira de DM quando n-w,

tomando y{n) - (.

A prova deste teorema estd em [5, pag. 182L
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APENDICE 4D

CALCULO DO DETERMINANTE DA MATRIZ JACOBIANA

Sejam as fungdes de transferéncia, do filtro FIR direto:

H =1+dz'+ . +d M
D 1 M

e do filtro em cascata (considerando, aqui, secgdes de 12 ordem):

=
H
L B4

(1 + ciz_i)
1

Pode-se escrever a correspondéncia, tal que:
HD(ﬂd) = HC(EC)
ou seja

M
1+dzl+ +dzM=0+czhH ma+eh)
1 M i . i .

i=

i*i
O mapeamento leva a matriz Jacobiana:

dHa

5T = M x M)

cujos elementos slo tais gue:

adk -k a M -1
< = cocficiente de 7z em {z m{1+ cjz ) ik = 1,.,M
. j=1

i
jEI
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Seja

Constréi-se:

7, = coef. 7 em Fi(zal) = ]
~2 -1 M
¥, =coef. 27 em F{z ) = Z ¢
2i i m
m_ =} 1
1
m #]
i
M
7. & coef. 27 em F(z'") = ): c ¢
3i i m. o m
m,,m_%]1 12
1 2
m_Fm_Fi
2
M
A -k -1
¥.=coef.z em F(z ) = E c ..C
ki ! m_ ,m m =1 "1 kel
1’727 77 Tk
m #Fm_F ...¢mk #j
com
1 1 1T .1 ]
2’21 ?22 ?21 WZM
Q = .
MxM .
Yo e T Tym
_B’Ml B’MZ B‘Mi (JMM‘
Para se achar detlQ), faz-se redugio das adjuntas. Primeiro,

se¢ a primeira coluna das demais, sendo que, para cada coluna, tem-se

. -1 P |
LAV (c::1 ci) {coef. de z° no polinémio z
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M
{1+ czﬂl)}
j=2 !

j#i

4.0.7)

(4.D.8)

(4.D.9)

subtrai-

(4.D.10)



onde a expressio nas chaves € igual a

F[(z_l)
{1+ ¢z )
donde
v -7 S -c). s (4.0.12)
ki 33 1 i {k-DG-D "
dessa forma,
1 0 0 w0 1
7,, (c;cz) (C;"Ci) (cl——cM)
detiQl] =
(A (c -C )6(k IR (c, c:)a(k 1(-1) (c -C )a(k 1(M-1)
7 (° < Pmena C)‘S(M Di-1) (C vV D
{4.D.13)
M
det{@?] = {‘i’l (¢, - ci)} . detlAdjuntal (4.D.14)
i=2
€ assim, sucessivamente,
M ‘
detfQl = T (c -~ ¢) i,j = 1,....M. {4.0.15)
ij=t =3
i<j
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CAPITULO 5

UMA ESTRUTURA ADAPTATIVA E ALGORITMO RAPIDO PARA
MODELAGEM DE VOZ POR PARES DE RAIAS ESPECTRAIS (LSP)

Como citade no Capitulo 2, uma das mals eficazes téenicas de andlise
de voz ¢ feita através da predigio linear. Tem-se utilizado essa técnica para
estimagio de pardmetros bdsicos, tipo: pitch, formantes, espectros, funcoes do
trato vocal, etc..; e para representagio da voz em transmissio com baixas taxas
de bits. A importincia desse método estd na precisio da estimacio, bem como na

relativa rapidez computacional [9, 10, 24].

A modelagem de sinais por "Pares de Ralas Espectrais" (LSP ~ Line
Spectrum Pairs) foi proposta por Itakura [15], como uma alternativa para a
codificagio preditiva de sinais de voz, tendo crescido o interesse em seu uso
nos dltimos anos. Algumas vantagens sio comumente atribuidas aos parametros LSP,
em relacio aos originais coeficientes de 'predigao linear transversal (LPC -
"Linear Prediction Code") e aos coeficientes de reflexio (predi¢io linear em
estrutura em treliga - PARCOR). Em particular, os coeficientes LSP sio tidos
como mais robustos aos efeitos de quantizagio, o que conduz a uma codificagio
mais eficiente do sinal. Essa robustez deve-se & sensibilidade uniforme ao longo

do espectro de freqiiéncia do sinal de voz a ser codificado [16].

Os pardmetros LSP podem ser calculados a partir dos elementos da auto-
correlagio do sinal de entrada, através de um processamento por bloco de amos-
tras, como na andlise LPC convencional. Entretanto, para diversas aplicagdes em
tempo real € interessante o uso de técnicas adaptativas e, nesse sentido,
algumas técnicas baseadas no algoritmo do gradiente (LMS) jd4 foram apresentadas

na literatura [16, 17, 42].

O objetivo deste capitulo € também propor uma técnica adaptativa de
obtengio dos coeficientes LSP, porém baseada nos algoritmos recursivos de mini-
mos quadrados. Para se chegar nesse resultado, duas principais contribuigdes sdo

fornecidas:
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(i) A partir da andlise tedrica dos pardmetros LSP, ¢ mostrado que eles podem
ser associados a um par de filtros de erro de predigio com fase linear de-

compostos em secgdes de segunda ordem.

(i) Em conseqiiéncia, constata-se que a configuragio multidimensional e o  algo-
ritmo FLS-MD propostos no Capitulo 3 podem ser utilizados para adaptar

esses filtros em cascata.

Dessa forma, uma intercssante estrutura  adaptativa € entdo proposia
para a modelagem LSP; ou seja, € apresentada uma técnica direta e eficiente para

se obter os parametros LSP, sem conversdes intermedidrias [14, 43, 44].

O desempenho do método proposto € analisado através de simulagbes onde
se utiliza dois trechos diferentes de sinais de voz digitalizados. Antes porém
de se apresentar o desenvolvimento da proposta e os resultados obtidos, uma re-
visio sobre a modelagem LSP serd feita, definindo-se os parametros do preditor

LSP ¢ inserindo o problema da adaptagio.
5.1. OS PARAMETROS LSP
A definigio dos parametros LSP se baseia no principio da predigio li-

near. Seja um sinal de entrada x(n) para o qual se obtém o filtro 6timo de erro

de predigdo, cuja funcio de transferéncia € dada por:

- Alz) =1 - a 2z’ (5.1)

[} s 4
1

onde o conjunto de cocficientes 6timos ¢ obtido pela minimizagio do erro quadrd-

tico médio de predicao Ele’(n)], sendo:

M
eln) = x(n} - z a x(n=-i) (5.2)

i=1
Pode-se, a partir da equagio 5.1, definir os seguintes polinomios de
ordem (M+1}:

P =1 ~ Alz) - z MV Z A (5.3)

]

1 - Al + 7MY - Ay (5.4)

Qfz)

Verifica-se facilmente que esses polindmios sdo, respectivamente, anti-simétrico
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¢ simétrico; portanto, suas rafzes estdo dispostas sobre o eirculo de ralo uni-
tdrio, donde se determina as frequéncias espectrals. Outra maneira interessante
de se chegar a esta conclusio é observar que as equagdes 5.3 e 5.4 podem ser
obtidas através de recursio na ordem dos coeficientes de predigio, no algoritmo

de Levinson-Durbin, [1], expressa por:

- - _ -M _ -1
1 - A(M)(z) =] A(M_U(z) k(M)z [1 A(M_i)z ] (5.5)

quando os coeficientes de reflexio de ordem (M+1) valem: k(Mn):H e k(M+1): -1,
respectivamente, para P{(z) e Q(z). Ora, se os coeficientes de reflexiio tem mddulo
unitdrio, pelas consideragdes dos coeficientes da estrutura trelica, os sinals
sio considerados sendides sem rufdo ou seja, os zeros desses preditores estéo
necessariamente sobre o circulo unitdrio. Assim, tomando por exemplo M par, e

verificando que P(1) = Q(-1) = 0, as seguintes fatoragdes podem ser efetuadas:

. M/2 » i

Plz) = (1 -z ") R§1 (1 - 2 cos Bk Z +z ") (5.6)
- M/2 » .2

Qlz) =1 +2z27) kgl {1 - 2 cos woz otz ) (5.7)

Os dois conjuntos de parametros 8, ¢ w, (k 1, ..., M/2) expressos em
(5.6) e (5.7), sdao definidos como frequéncias ou coeficientes LSP, podendo ser
usados, ao invés dos coeficientes a (i = 1, .., M), para caracterizar o filtro

de erro de predigio.

w P .
Se z, = e’ denota um zero do polinémio [1 = A(M)(z)} sobre o circulo
unitdrio, serd também um zero de PM(z) e QM(Z)' Agora, S€ 0 ZEro Se¢ move para
dentro do circulo unitdrio, os correspondentes zeros de PM(Z) e OM(Z) se moverio

sobre o circulo unitdrio em dire¢des opostas.

A condigio necessdria e suficiente para que o polindmio [1 - A, @]
seja de fase minima, como ¢ requerida para sintese de LPC, € que os zeros de
PM(Z) e QM(Z) sejam simples e alternados ao longo do circulo unitdrio [45]. Des-
sa forma, considerando que as rafzes ocorrem em pares de complexo conjugado,

tem-se, a menos de z = +1 € z = ~1:

< < < < ... < < < .
0 w, 81 w, ©r1/2 QMIZ s (5.8)

que estdo dispostos no semicirculo superior.
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Em adigdo, um procedimento que determine um conjunto ordenado de pari-
metros LSP pode ser usado para construir um filtro de erro de predigio linear de
fase minima. Somando-se as equagbes 5.3 e 5.4, obtém-se o filtro de erro de pre~
digdo, como combinagio desses polindmios, ou seja:

1~ Alz) = 2 [P(z) + Q)] ' (5.9)

b e

Dessa forma, uma realizagio correspondente do filtro de erro de predicio pode

ser representada pelo esquema da Figura 5.1.

-1 !
x(n) z . 12

()| e
+

Fig. 5.1 - Preditor LSP

As fungdes de transferéncia F(z) e G(z), da Figura 5.1, correspondem
aos termos contidos a direita nos produtdrios das expressdes 5.6 e 5.7,
respectivamente. De modo a bem compreender o funcionamente desses filtros, deve-

se reescrever suas fungdes de transferéncia, como:

M/2 L L
Flz) = kgl {1 -~ 2 cos ek Z +z7) (5.10)
M/2 -
Gl(z) = k{_}i (1 - 2 cos w oz +1z ) {5.11)
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Observa-se cntio que F(z) e G(z) sho descritos por uma cascata de sec-
¢oes de 2¢ ordem com fase linear, pois o segundo cocficiente de cada secgio €
igual a 1. Os scus zeros sdo todos complexos conjugados de mddulo unitdrio e

fase 8 ¢ w .
k k

Além disso, os pardmetros Gk € wk sio tais que otimizam o critério de
minimo erro quadritico médio aplicado ao sinal de saida e(n), uma vez que o

esquema geral da Figura 5.1 corresponde a um filtro de erro de predigéo.

Bascados nas consideracdes anteriores, constata-se que F(z) e G(z)
comportam-se como filtros de erro de predigdo de seus respectivos sinais de en-
trada [x(n) - x{n - D] e [x{n) + x(n - 1D}, com a particularidade de possuirem
a restricio de fase linear. Isso, de fato, significa que F(z) ¢ G{(z) fornecem
uma modelagem harmonica (CSM - "Composite Sinusoidal Modelling") dos respecti-
vos sinais de entrada. As M frequéncias LSP (Qk e wk) correspondentes ao sinal
x(n) aparecem, entdo, como sendo as mesmas freqiiéncias obtidas pela decomposicao
harmonica (CSM) dos sinais [x{n) - x(n - DI e Ixn) + xtn - 1)]. Por sua vez,
os coeficientes de predigdo (LPC) do sinal x{n) podem ser obtidos a partir dos
LSP pela equagdo 5.9. Esses mesmos resultados sdo obtidos por um procedimento
distinto no elegante trabalho apresentado em [46], onde uma andlise mals apro-

fundada das relagoes entre as modelagens LPC, CSM e LSP € apresentada.

A partir das interpretagdes acima ¢ do esquema da Figura 5.1, o método
desenvolvido no Capitulo 3 € sugerido para adaptar os filtros em cascata F(z) e

G(z), obtendo assim, de forma adaptativa, os coeficicntes LSP.

5.2. MODELAGEM ADAPTATIVA LSP

De acordo com as equagdes 5.10 e 5.11, na segho anterior, pode-se
afirmar que os filtros F(z) ¢ G(z) sdo formados por estruturas em cascata de

seccoes de segunda ordem, cujas fungdes de transferéncia sfo, respectivamente

i -2

Fk(z) =1 - fk 7+ Z (5.12)
-1 -2
Gz)=1~-g 2 +12 (5.13)
k x
onde fk =2 cos 8 e g, = 2 cos w_~ para k=1, 2, ..., K = M/2. Dessa forma, os

zeros desses filtros podem ser obtidos dirctamente dos coeficientes dtimos de

cada secgio. O interesse, aqui, ¢ obter esses coeficientes de maneira
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adaptativa. Asslm, de forma a utilizar o método descrito no Capitulo 3, a
estrutura apresentada na Figura 3.7 deve ser aplicada em ambos os filtros da
Figura 5.1. Entretanto, € necessdrio se levar em conta que, neste caso, as
secgdes  possuem & restrigdo  de fase linecar. Isto  significa que apenas os
coeficientes centrais de cada secgio, fk e g, devem ser atualizados, enquanto

08 outros permanecem iguais a 1.

De uma forma geral, o erro 2 sajda de um preditor de 22 ordem com fase

linear é expresso por
eln) = uln) - hl uln - 1} + uln - 2) (5.14)

onde uln) é a entrada e h1 o coeficiente a ser otimizado.

A fim de aplicar diretamente a técnica de minimos quadrados para atua-
lizar o coeficiente hl' prop8e-s¢ a estrutura da Figura 5.2 onde se cria um si-

nal de referéncla que incorpora a restriciao de fase linear.

u(n) -1

Fig. 5.2 - Preditor Adaptative de Fase Linear

Assim o sinal de erro, nesse caso, € computado da forma:
e(n) = [un) + u(n - 2)] - hl(n)u(n - 1) {5.15)

Através dessa asticia, substitui-se o preditor de 2 ordem por um filtro adapta-

tivo de 1% ordem cujo sinal de referéncia € dado por

y(n) = [u(n) + u(n - 2)] (5.16)
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Aplicando o critério de minimos quadrados, dado na equagio 3.2 do Capitulo 3,

sobre este filtro, pode-se mostrar que o coeficiente 6timo ¢ dado por [23]:

z w P y(p)ulp - 1) ryu(n)
n

- p=t
hl(n) = = T (5.17)
Lowrr - 1) B
p=1 p
sendo obtido recursivamente por
h(n+1) =hm)+r (n+1) un) en+) (5.18)

Esse resultado ¢ entio aplicdvel aos filtros das equagoes 3512 ¢ 5.13, para

adaptar os parametros fk € gk.

-

Finalmente, a modelagem LSP adaptativa € obtida quando se associa o
esquema da Figur.a 5.2 as secgbes que constitwem o filtro multidimensional da
Figura 3.5, combinando com o esquema obtido para adaptar F(z) ¢ G{z) na Figura

.

5.1. A estrutura final proposta € apresentada na Figura 5.3.

A partir da filtragem adaptativa na forma em cascata, desenvolvida no
Capitulo 3, aplicando-se a equacdo (3.35) 4a estrutura obtida na Figura 5.3,

.

chega-se & seguinte atualizagdo do vetor F(n), dos cocficientes fk:

F(n + 1) = F(n) + % R;i (n) Uln) f::!(n + 1) | (5.19)
onde
F'(n) = [f (), ... fm) (5.20)
c
U) = lu (), .. u ()] (5.21)

sendo o erro expresso na forma:

K
e (n+1) = k):l b+ D +u (m-D]-F () Un) (5.22)
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Fig. 5.3 ~ Estrutura Adaptativa para Estimagio LSP

As mesmas expressdes sio usadas para adaptar o vetor de coeficientes G(n) empre-

gando os sinails vk(n) e o erro ¢ (n), conforme indicado na Figura 5.3, ou seja:

G(n+1) = G(n) + (1/K) R_'(n) V(n) e (n+1) (5.23)
com
G'(m = Ig ), ..., g ()] (5.24)
5]
T
vim = lv (), .., v (n) (5.25)
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€ O erro

(13 nane |3

e,(mv)) = § [u (n+1) + u (a-D] = GT(n) Uln) (5.26)

k=l

Evidentemente, a versio rdpida (algoritmo FLS-MD) pode ser implementada

em lugar da expressdo 5.18 conduzindo, matematicamente, 3 mesma recursio [47].

Enfim, as frequéncias LSP sao diretamente obtidas a partir dos coefi-

cientes F(n) e G(n), uma vez que

f (m . gk(n)
€ wk(n) = ¢cos
2 2

H

Bk(n) = cos (5.27)

para k =1, ..., M/2.

A complexidade computacional do algoritmo como um todo € proporcional
ao quadrado do nimero de secgoes, (M/2)°, devido as manipulagoes matriciais do

algoritmo multidimensional, em cada parte,

5.3. RESULTADOS DAS SIMULACOES

A técnica proposta neste capitulo foi aplicada na andlise LSP de si-
nais de voz, utilizando-se filtros de quarta e sexta ordem, correspondente no
case em .cascata a filtros com duas e trés sccéées de segunda ordem. A evolugio
dos coeficientes fk(n) e gk(n) (k = 1, 2) € apresentada na Figura 5.4.a para o
caso de duas segdes empregando um fator de esquecimento W = 0.99. Foram conside-
radas 5000 amostras de um sinal de voz digitalizado, correspondentes a um trecho
de 0,625 segundos (taxa de 96 kbits/s). Para avaliar o desempenho do algoritmo,
€ mostrado na Figura 5.4.c os valores tedricos desses parimetros LSP, obtidos
através do algoritmo de Levinson-Durbin, que fornece os coeficientes de predi-
¢do, em conjunto com as equagdes 53 A 5.7. A andlise de correlagio foi feita
para blocos de 256 amostras cada. A Figura 5.4.b mostra a capacidade de rastrea-

mento quando se altera o fator de esquecimento, W = (.98,

Cabe ressaltar que o sinal de voz utilizado foi extrafido dos arquivos
do Sistema de Anidlise e Processamento Digital de Voz (SAPDV-A, Laboratério de
Processamento Digital de Voz da FEE~-UNICAMP).

Um resultado semelhante ¢é apresentado nas Figuras 5.5.a, b e c, porém

utilizando-se trés secgdes de 2¢ ordem em cascata.
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Comparando-se as curvas, ¢ possivel constatar o potencial de rastrea-
mento do algoritmo, diante do comportamento ndo-estaciondrie do sinal de voz,

mostrando a boa dinimica da estimacio.

Uma -outra caracteristica importante diz respecito A estabilidade de
sistema. Como visto, pode-se demonstrar que os parametros LSP correspondem a um
modelo estivel quando os zeros de P{z) e Qz) em 53 e 5.4 estdo dispostos al-
ternadamente sobre o circulo unitdrio. Essa propriedade fol verificada durante
toda a adaptagio, sem que fosse necessdrio algum controle adicional, Assim, as
condigdes iniciais foram escolhidas de forma a se ter os zeros de P(z) e Q(z)

distribuidos uniformemente sobre o circulo unitdrio e respeitando a alternancia.

As Figuras 56.a, b e ¢ mostram respectivamente, o sinal de wvoz, o .
sinal de saida do erro e o erro quadrdtico para o caso citado da Figura 5.4.b
(2 secgdes). E notdria a capacidade de rastreamento evidenciada na comparagio do
erro com o sinal de entrada, além da busca da minimizagio do erro mostrada na
Figura 5.6.c. Resumindo, a Figura 5.6 mostra, também, o bom desempenho do esque-
ma proposte, em termos de ganho de predigio. A Figura 5.7 mostra o desempenho
para o caso de trés secgbes (Figura 5.5.b). Pode-se observar que os valores
absolutos do erro de predigio diminuem sensivelmente com o aumento da ordem do

preditor.

O desempenho do algoritmo foi confirmado em outros exemplos, onde uti-
lizou-se diferentes arquivos de voz com resultados de simulagdo andlogos. Um ou-
tro trecho de sinal de voz € mostrado na Figura 5.8 (sinal, erro, erro quadrdti-
co) para duas secgles e, na Figura 5.9, para trés sccgdes. Os coeficientes des-
ses casos sdo mostrados nas Figuras. 510 e 5.11, para duas ¢ trés secgles.
Novamente, percebe-se uma diminugdo nos valores do erro com o aumento do nimero

de secgoes.
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5.4. CONCLUSOES

As técnicas adaptativas, com sua respective andlise de convergéncia,
propostas ao longo do trabalho, encontram neste capitulo uma interessante apli-
cagio mnuma drea importante em processamento de sipais. Uma nova contribuigio
também aparece, uma vez que fol necessdrio o estudo dos pardmetros LSP ¢ suas
relagbes com a predigio linear, além do use de uma estrotura que garantisse a
propriedade de fase linear. Dessa forma, a Figura 5.3 sintetiza claramente a

proposta deste capitulo.

O emprego de uma cascata de secgbes de 22 ordem permite a obtengio
direta dos parimetros LSP evitando cdlculos polinomiais. Além disso, o algoritmo
adaptativo permite que esses parimetros sejam fornecidos a cada iteragdo, sem
fazer uso de estimativas de correlagio por bloco de dados. Chega-se assim a um
método eficiente e de complexidade aceitdvel para andlise ou codificacio de voz

em tempo real, como mostrade nos resultados das simulagoes.

As simulagdes mostraram, também, o comportamento estivel da estrutura
proposta, sem necessidade de controle adicional para atender as propriedades

discutidas por Schiissler [45].
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CAPITULO 6

CONCLUSOES

Este trabalho foi basecado em estudos preliminares feitos por Jackson e
Wood, no que. s¢ refere a predigio linear utilizando estruturas na forma em cas-
cata com aplicagées a voz, e posteriormente por Bellanger e Romano, introduzindo
algoritmos “on line" & aplicagio de localizagdo de freqiiéncias. Segundo Jackson

e Wood, a possibilidade da determinagdo direta dos parametros do sinal de voz,

como: pitch, formantes, etc., tornavam 1mais interessantes essas estruturas ao
invés da forma tradicional FIR. No caso de localizagio de freqiiéncias por predi-
gdo adaptativa, € notério o interesse em se obter, sem necessidade de cdlculos

polinomiais, os zeros do filtro.

As wvantagens das estrutoras em cascata de secgbes de segunda ordem, no
que diz respeito a aspectos de implementagio, também j& foram citadas na litera-
tura de processamento de sinais. A implementagio de estruturas adaptativas FIR
possui as conhecidas vantagens de estabilidade ¢ convergéncia sobre as IIR, sen-
do que os avangos da Tecnologia VLSI tendem a reduzir o problema da complexidade

computacional.

Neste trabalho, foi apresentada uma proposta conjunta de algoritmo e
estrutura para filtragem adaptativa em cascata, complementada pelo estudo de
aspectos tais como complexidade, velocidade de convergéncia e aplicagdes em de-
tecgdao de frequiéncia e em modelagem LSP. Um destaque ¢ dado & andlise de conver-
géncia do algoritmo, incluindo o estudo de sew comportamento assintdtico e das

curvas de erro quadrdtico.

A idéia bdsica partiu de se alterar a estrutura em cascata de forma a
se apresentar uma estrutura opcional multidimensional com filtros FIR de segunda
ordem. Para isso, uma aproximagio € utilizada de maneira a superar a ndo linea-
ridade decorrente do fato dos coeficientes dessa nova estrutura nio screm rela-

cionados como uma regressio linear dos diversos estados do nove filtro.

A primeira contribuicio significativa deste trabalho estd na forma de

apresentagido dos conceitos de filtragem adaptativa, abordados paralelamente as
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técnicas cldssicas de otimizagdo. Todos os itens consistentes da filtragem
adaptativa, tals como o critério de minimizagio, o processo de adaptagio, o pro-
cesso de filtragem e a forma de introdugdo dos sinais que compdem o sistema,

foram tratados utilizando-se estrutura direta FIR.

No Capitulo 3, foi desenvolvida a proposta da filtragem em cascata,
desde a visdo de filtragem 6tima e suas nuances, até chegar 4 estrutura adapta-
tiva multidimensional, utilizando o algoritmo rdpido FLS-MD. Nessa dtica, a
aplicagio do método se mostrou bastante eficiente na determinagio de sendides na
presenga de ruido, por predigio linear. Essa aplicagio € de grande Importincia
em diversés dreas de processamento de sinais, tais como sinalizagio telefédnica,
sonar € radar, sinais biomédicos ¢ geofisicos, assim como em andlise espectral

em geral.

Nesse sentido, os resultados das simulagbes mostraram a grande vanta-
gem das estruturas em cascata com relagio i forma direta, inclusive com o
algoritmo do gradiente, onde o fato de se trabalhar com estdgios de segunda or-
dem reduz o espalhamento da matriz de autocorregio, aumentando assim a velocida-
de de convergéncia dos algoritmos. Quanto ao algoritmo dos minimos quadrados,
‘este s¢ mostrou rdpido e de convergéncia estdvel, embora a aproximagido na utili-
zagdo da recursio da matriz de intercorrelagio, feita para sanar os problemas da
nio linearidade, implicou em uma certa instabilidade no algoritmo no infcio do
processo. A proposta de um algoritmo modificado, utilizando também um passo de
adaptagiio, corrigiu esse problema sem grandes pefdas na velocidade de

convergéncia.

A andlise de convergéncia foi feita a partir da curva do erro médio
quadritico, inserindo esses filtros dentro de uma classe mais genérica de fil-
tros alternatives, os quais mantém uma relagdo sobrejetora com estruturas na
forma direta. Essa relagdo, de acordo com os trabalhos de Nayeri e Forssén, ga-
rante a manutengdo das relagdes entre os pontos extremos das curvas de erro,
desde que a forma direta tenha curva de erro com comportamento regular (ordem

suficiente).

Uma aplicagio de particular interesse se dd com a modelagem de sinais
de voz por pares de raias espectrais, a partir dos trabalhos iniciais de Itaku-
ra. Fol proposta uma estrutura singela para essa aplicagdo, de forma adaptativa,
fazendo com que a estrutura multidimensional se encaixasse, nesse caso, perfei-
tamente 4 modelagem de voz. Para isso, foram utilizados trechos de voz de forma

a s¢ mostrar a alta capacidade de rastreamento do algoritmo proposto.
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Como sugestdes de trabalhos futuros, pode-se trabalhar em casos espe-
cificos de Identificagio, controle, andlise espectral, etc., j& comentados ao
longo do trabalho, onde a obtenc¢dc adaptativa dos zeros do filtro € importante.
A extensio dos resuitados para filtros IR em cascata, além de outras estruturas
alternativas, surge também como um tema de grande interesse para aprofundar o

estudo tedrico e ampliar a gama de aplicagbes em processamento adaptativo,
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