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Resumo

Neste trabalho o problema da estabilidade absoluta de sistemas Lur’e é
analisado. Sdo considerados tanto os resultados classicos para sistemas
monovaridveis, como também resultados mais recentes para sistemas
multivaridveis. Esses resultados incluem a andlise e sintese de sistemas
dindnicos robustamente estdveis, condigbes de estabilidade convexas e
analise numérica de estabilidade.

Abstract

In this work the absolute stability problem of Lur’e systems is discus-
sed, Several related topics, ranging {from the classical graphical criteria
for SISO systerns to recent developments in multivariable analysis and
synthesis of robustly stable systems, are explored. The problems of con-
vex and numerical analysis of Lur’e systems are also considered in this
framework.
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Capitulo 1

Introducao Geral

Neste trabalho abordamos o fascinante problema da estabilidade absoluta de
sistemas do tipo Lur’e. Estes sistemas sdo caracterizados por uma planta linear
na malha direta e por uma nao-linearidade na malha de realimentagio. O pro-
blema da estabilidade ahsoluta consiste em obter condiches para a estabilidade
do sistema em malha fechada para uma classe de nao-linearidades, por exemplo,
aquelas restritas a um setor do plano.

Durante muitos anos. este problema foi intensamente estudado, com uma
grande produgdo de resultados nas décadas de 50 e 60. Apds, entretanto, o
volume de trabalho nesta drea foi diminuindo gradativamente, na medida em
que uma forte teoria preenchia o vazic do problema original. Nas décadas de
70 e 80, muito pouco se falou sobre estabilidade absoluta, pois as bases desta
teoria ja eram bem sélidas.

Contudo, no fim da década de 80 e inicio dos anos 90, uma série de resulta-
dos aparentemente ndo relacionados com o problema da estabilidade absoluta
fez com que fosse retomado um consideravel volume de trabalho neste cam-
po de pesquisa, pois esses & primeira vista desconexos resultados permitiram
a compreensao mais profunda do problema em si, com suas vdrias nuances, ¢
levaram a uma maior unificagido da teoria de controle moderno, relacionando
diversas dreas de pesquisa tais como andlise convexa, Linear Matriz Inequalities
(LMIs), equagdes do tipo Riccati, estabilidade robusta e quadratica, e sintese
de controladores lineares,

Neste contexto, este trabalho retoma a pesquisa em estabilidade absoluta
de sistemas Lur’e com trés objetivos bdsicos. Em primeiro lugar, neste texto se
encontra uma grande variedade de resultados, tanto cldssicos como modernos,
sobre o assunto em questdo. Desta forma, espera-se que este trabalho possa
servir de referéncia para outros pesquisadores e alunos interessados nesta area
ou em 4reas afins. Para cumprir este objetivo, estio contidos aqui um némero
significativo de resultados recentes, com suas respectivas referéncias da litera-
tura.

O segundo objetivo deste texto é estabelecer conecgdes entre os diversos re-
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sultados aparentemente nao relacionados que aqui estao expostos. Desta forma,
espera-se que o leitor familiarizado com os temas supra citados possa tranquila-
mente explorar a equivaléncia entre diversas formulagoes de um mesmo problema
em contextos diversos. Um grande esforgo foi feito para que a maior parte dos
resultados se relacionem de uma forma clara e até ébvia. Se o leitor puder
ler este texto e ao seu final considerar tudo “intuitivo,” este objetivo terd sido
alcancado.

Comio terceiro objetivo, temos a contribui¢ao cientffica que permeia todo
texto em maior ou menor escala, indo desde a simples reformulagio de resul-
tados, para melhor compreendé-los e situd-los no contexto, até a apresentacio
de resultados inéditos na literatura, que pretendem contribuir ao universo des-
le ramo de pesquisa. Um grande nimero de problemas sio apontados como
problemas em aberto. Para alguns deles, sojugdes sdo propostas e discutidas.
Para um nimero (infelizmente) menor, solugbes séo apresentadas e em alguns
casos computadas. De qualquer forma, este trabalho reflete uma intencio do
antor de obler dois novos problemas para cada problema resolvido, ou seja, exis-
tem muito mais problemas em aberto no texto do que problemas propriamente
solucionades.

O texto se organiza da seguinte forma. Em primeiro lugar, sio apresentados
os resultados cldssicos de estabilidade absoluta, para nao-linearidades em um
setor e sistemas monovaridveis. Sdo abordados os critérios do Circulo e de
Popov, que estdo entre os resultados mais importantes j4 obtidos no que se
refere 4 estabilidade absoluta, e o critério de Zames e Falb, que serve de ponto
de partida para instigantes resultados.

No capitulo seguinte, diversas extensdes aos resultados cléssicos sdo apresen-
tadas. Em particular, critérios para sistema multivaridveis, estabilidade robusta
e condicbes convexas de estabilidade, e sintese de sistemas robusta e absoluta-
mente estdveis sao analisados com detalhe,

O préximo capitulo enfoca numericamente o problema da estabilidade ab-
soluta, tirando proveito daquela que é, sem sombra de ddvida, a propriedade
mals importante que um problema de otimizagao pode ter: convexidade. Neste
capitulo sdo discutidos algoritmos e solugdes numeéricas para alguns dos proble-
mas levantados nos capitulos anteriores.

Por fim, conclusbes gerais seguem.



Capitulo 2

Estabilidade Absoluta de
Sistemas do Tipo Lur’e

Este capitulo trata do problema classico de estabilidade absoluta de
sisternas do tipo Lur’e. Uma breve revisio da histéria do problema
visa situar o leitor, permitindo uma melhor compreensio do desenvol-
vimento da teoria. Em seguida, a andlise de Estabilidade de sistemas
Lur’e é feita tanto por estabilidade de Lyapunov como por andlise
funcional.

2.1 Introducao — Um Pouco de Histoéria

Nesta se¢io, procuramos dar ao leitor uma nogao cronologica do desenvolvimen-
to da teoria da estabilidade absoluta. A énfase é dada ao desenrolar dos fatos,
e alguns dos resultados aqui citados sdo apresentados de forma simplificada.

Década de 40

O problema da estabilidade absoluta foi formulado pela primeira vez por Lur’e e
Postnikov [LP45] em 1945. Neste artigo, os autores tratam o seguinte problema.,
Seja o sistema dindmico descrito pelas equagoes

&= Az + bu {2.1a)
y=ce (2.1b)
%= —¢(y) (2.1c)

onde ¢(-) é uma ndo-linearidade restrita ao primeiro e terceiro quadrantes do
plano (y, ¢). Colocava-se, entéo, a seguinte questio:

Quais restrigbes devem ser impostas & planta da parte linear de
(2.1) para garantir que o sistema realimentado seja estavel para qual-
guer nao-linearidade que tenha seu grifico contido no primeiro e
terceiro quadrantes?
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ou seja, o problema da estabilidade era levantado nio para um sistema especifico,
mas para toda uma classe de sistemas. Na verdade, Lur'e ¢ Postnikov nio
tratam um conjunto de equagGes como (2.1), mas sim um conjunto de equacdes
que pode ser colocado na forma da equagio (2.1) [Vid93].

Neste artigo, Lur’e e Postnikov propdem pela primeira vez uma fungio de
Lyapunov do tipo

V(z)=2'Poe+28 [ o0y (2.2)

Baseando-se nesta fungdo, Lur'e desenvolveu em artigos subsequentes am mé-
todo de solugdo do problema pela andlise das rafzes de um sistema de equagdes
quadrdticas (resolvent equations). Yakubovitch [Yak60] mostrou que essas e-
quagbes podiam ser reduzidas a uma tinica equagéo algébrica, e mostrou que u-
ma condigdo suficiente para a estabilidade de (2.1} é a existéncia de duas raizes
reais desta equagdo algébrica. Esta abordagem dada por esses autores nada
mais é do que escrever as condigdes de factibilidade de uma LMI [BGFB94].

ExeMrro 2.1 (Condigées Suficientes de Estabilidade Absoluta} _

Neste exemplo, tentamos ilustrar uma técnica para obter condicSes suficientes de es-
tabilidade. Uma andlise semelhante a esta foi feita por Lur'e em 1945 [LP45]. Scja
o sistema tipo Lur’e descrito pela equagdo (2.1). Suponha que a matriz A é Hurwitz
e que a nao-linearidade ¢ pertence ao setor [0, k] (para o tratamento de um caso um

© pouco mals geral, veja [AGG64]). Entao, temos (0 < %Q < k. Escolhendo uma funcao

de Lyapunov do tipo
V)= 2'Pat28 [ o(c)dc
0
temos

vm};ypm+$¢w+2@xmy:zqﬁp+4%@x+p&ﬂ—zyﬁw¢wy4m¢¢%m

<

V(r) = S(z,8) - (v — (¢(v)/K)) 6(v)

Somando e subtraindo (y — (6(y)/k)) (¥) ao lado direito da equacio acima temos

onde
S(z,d) = 2'(A'P+ PAye + 2" 2847 — 2Pb + ] o(y) ~ {% + Q,Bcb] %(y)

Desta forma, o problema da estabilidade absoluta de (2.1) se reduz ao estudo da forma
quadratica 5. Se S < 0, entao o sistema é absolutamente estével. Para maiores detalhes
sobre esta abordagem, o leitor deve consultar [AG64]. )

Outra analise possivel ¢ trabalhar diretamente com V. Note que podemos reescrever

V como APy PA (ép Bed)
. , ‘P P peA) | | a
V:[:l’;’ u]{(b’PwﬁCA) ~28ecb }[U]SO

Mas nao podemos esquecer que V nio precisa ser negativa para todo z e u, e sim para
aqueles z e u permitidos pelo acoplamento das equagdes dinamicas. Lembre que, como
¢ satisfaz a condicdo do setor, entdo

0 < ¢*(y) < ké(y)y
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Como u = —¢(y) e y = cx, podemos reescrever esta restricio como

][]

Entéc, vemos que V deve ser nio positiva sempre que 1 e u satisfizerem a equacio acima.
Podemos combinar as duas inequagdes matriciais emn uma tnica por um procedimento
conhecido por procedimento & [BGFB94]. Este consiste em multiplicar a restricio
por um nimero positivo e subtrair & equagdo que devemos satisfazer. Seguindo este
procedimento temos, com T > 0,

A'P+ PA (—BeA +b'P — Tke) <0
(—BcA + VP~ tke) —28cb — 27 -

que € uma LMI {Linear Matrix Inequality) em 3, 7 ¢ P (compare com os resultados de
Boyd et al. [BGFBY4, cap. 8]). Compare ainda com os resultados da se¢io 2.3.2 (p. 19).
Suponha agora que k ~ oo, Entdo a condicdo do setor € substituida por

0 < yo(y),

[ u}[f ‘a“”ﬂ}

Aplicando novamente o procedimento 8 obtemos & LM

AP+ PA (—BcA+ VP —7c) <0
{(—=BcA+ b P —rc) —2fich =

Veja o exemnplo 2.30 (p. 22).

o que leva 4 restricédo

E interessante notar que, desde a primeira exposi¢ao do problema, na década
de 40, sua solugdo ja era relacionada a uma fun¢ao de Lyapunov do tipo V(z) =
2Pz + f(¢).

Ja4 em 1947, Aizerman [Aiz47] levantou o problema do setor finito, isto é,
a ndo-linearidade ¢(-) é tal que k < ¢(¢)/{ < k. Neste trabalho, Aizerman
utiliza uma funcdo de Lyapunov do tipo V(z) = 2Pz e aborda o problema
de uma outra forma, aplicando as inequagdes de Sylvester para obter a maior
diferenca entre k e k para a qual a estabilidade seria preservada. Fm 1949,
Aizerman levantou a seguinte questao: se, dado um setor [k, k], o sistema (2.1)
for estdvel para u = —kz, para cada k € [k, k], podemos concluir que o sistema
é absolutamente estdvel? Essa questdo pode ser formulada de outra forma: sob
que condi¢Oes os setores de Hurwitz e de estabilidade absoluta coincidem? Esta

questdo ficou conhecida na literatura como a conjectura de Aizerman.

Década de 50

Malkin [Mal51] atacou o problema com uma fungéo de Lyapunov como (2.2}, e
obteve condigbes suficientes de estabilidade com a aplicacio direta dos critérios
de Sylvester. Esta linha de pesquisa foi seguida por diversos outros autores.
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Enquanto isso, muito trabalho vinha sendo desenvolvido em cima da con-
jectura de Aizerman. Deixando de lado algumas pequenas restrigoes & classe
de nio-linearidades admissiveis, foi provado {Kra53} que a conjectura é vélida
para sistemas de segunda ordem e também para alguns sistemas de ordem su-
perior, criando a expectativa que talvez ela fosse valida sempre. Isto tornaria
possivel estudar a estabilidade de sistemas n&o-lineares apenas pelo estudo de
sisternas lineares, o que, sem divida, seria um resultado fascinante. Mais alguns
anos se passaram até que, em 1958, Pliss [Pli58] apresentou um contra-exemplo
mostrando que a conjectura de Aizerman ndo era vilida em geral. Outras con-
jecturas, como a de Kalman [Kal57], que impunha as restrigdes k& < ¢(z) < k
e { < ¢'(z) < £ & niolinearidade, também foram mostradas falsas em geral
através de contra-exemplos.

Década de 60

A década de 60 trouxe uma explosdo de trabalhos € resultados sobre estabilidade
absoluta, comr um enorme ndmero de pesquisadores de diversos paises contri-
buindo para o assunto {veja [AG64] e suas referéncias). Em 1961, o pesquisador
romeno V. M. Popov [Pop61} apresenton vma linka de ataque ao problema que
tinha sido até entao inexplorada. Baseando-se na caracteristica em frequéncia
da parte linear de (2.1), Popov propds um critério, conhecido na literatura como
o critério de Popov, que pode ser simplificadamente enunciado como se segue.

Teorema 2.2 (Popov) O sisterna (2.1) ¢ absolutamenie estdvel no setor [0, k]
se G(jw) = ¢{s] — Ay™'b for Hurwitz e existir g > 0 tal que

: s 1
R+ jwg)G(jw)} + 7> 0 VweRy (2.3)

O teorema 2.2 (p. 6) foi o primeiro resultado no que diz respeito aos multipli-
cadores de estabilidade (stability multipliers), que estio intrinsicamente ligados
a teoria de estabilidade absoluta, e é um resultado importante por uma série de
razdes:

e leva em conta apenas a relagio entrada-saida da planta, sendo, portanto,
de simples aplicagéo e independente da ordem do sistema;

¢ pode ser interpretado graficamente de uma maneira muito semelhante ao
critério de Nyquist para sistemas lineares, apesar de ser uma condicio
apenas suficiente;

» ndo faz especificagbes sobre a nao-linearidade.

Nos anos seguintes, ocorrew uma corrida violenta por resultados, que muitas
vezes eram obtidos por diversos autores independentes quase que ao mesmo
tempo. Podemos separar duas linhas de pesquisa bem distintas. A primeira
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linha é baseada em métodos de Lyapunov, na qual se destacam os trabalhos de
Narendra e Goldwyn [NG64], que desenvolveram um critério do circulo de facil
aplicagdo geométrica e ampla generalidade, e os trabalhos de Kalman [Kal63] e
Yakubovitch [Yak64], que mostraram a conecgio entre o trabalho de Popov e a
existéncia de uma fungao de Lyapunov para o sistema, resultado este gue ficou
conhecido como o Lema de Kalman- Yakubovitch.

A segunda linha de pesquisa foi baseada em andlise funcional ou andlise
entrada-saida, e teve seus expoentes em Zames e Sandberg. Estes dois au-
tores, além de serem seus pioneiros, obtiveram também importantes resulta-
dos, incluindo critérios gréficos muito semelhantes {Veja os trabalhos de Sand-
berg [San64b, San6da, San6d] e Zames [Zam66a. Zam66b]). Convém dizer,
conforme realcado em [AVT77], que, no caso da teoria entrada-saida, o desen-
volvimento de resultados para sistema lineares foi feito em paralelo, e ndo an-
teriormente, como de costume. Um dos primeiros resultados desta andlise para
sisterna lineares invariantes no tempo foi obtido por Desoer [Des65a].

A analise entrada-saida de sistemas tipo Lur’e gerou mmuitos resultados e
critérios para estabilidade absoluta, baseando-se sobretudo em dois conceitos
muito simples, que sao passividade e pequenos ganhws (small gain). O conceito
de passividade leva em conta a informacio de fase do sistema, enquanto pequenc
ganho leva em conta o ganho de maltha do sistema. Estes conceitos sdo expostos
com mais detalhe na secio 2.2 (p. 9). Mas, apesar de todos os avangos na teo-
ria da estabilidade absoluta, todos os critérios existentes apresentavam apenas
condicoes suficientes de estabilidade, o que levon a uma busca por resultados
cada vez menos conservativos. Esta busca segue uma linha geral bem distinta:
aumenta-se o nimero de hipéteses sobre a caracteristica da ndo-linearidade para
conseguir condigbes mais préximas de condicoes necessarias.

O leitor ndo deve subestimar o significado das afirmagdes acima, pois elas
tém em si critérios conflitantes. O problema da estabilidade absoluta foi for-
mulado tendo em vista o maior grau de generalidade possivel, {sto é, o minimo
de hipéteses era feito sobre a caracteristica da nao-linearidade. Deste fato vem
o nome da teoria e grande parte da magia que ela despertou na comunida-
de cientifica. Por outro lado, a busca por resultados menos conservativos, ou,
equivalentemente, a busca por condi¢des necessarias e suficientes, leva & especi-
ficacOes cada vez mais rigidas da nao-linearidade, o que de certa forma tende a
descaracterizar o problema original da estabilidade absoluta.

Um caminho alternativo para obter resultados menos conservativos empre-

gado em conjunto com a andlise E-S foi o de encontrar multiplicadores de esta-
bilidade (stability multipliers). A motivagdo por tras da utilizagio de multipli-
_cadores estd em mostrar a passividade do sistema Z(jw)G(jw), onde Z(jw) é
um multiplicador apropriado. Se Z{jw)G(jw) gera um operador passivo, entdo
o sistema original é absolutamente estivel. Esta linha de pesquisa foi muito
trabalhada, gerando diversos multiplicadores e critérios para estabilidade. Por
exemplo, temos o critério de Popov generalizado, de Desoer [Des65b], o critério
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de Zames e Falb [Z1'68] para ndo-linearidades monoténicas, e o critério do circulo
fora dos eixos (off-axis circle), de Cho e Narendra [CN68).

Década de 70

A aécada de TO trouxe um assentamento de todo o conhecimento produzido
até entdo, com diversos livros discursando sobre o assunto, como os livros de
Narendra e Taylor [NT73], Vidyasagar [Vid93](1¢ edi¢do, 1978), Aggarwal e
Vidyasagar [AV77], Willems [Wil71].

Por outro lado, o volume de trabalhe sobre o assunto também diminuiu
consideraveimente, com muitos autores buscando generalizar resultados anteri-
ores para outras classes de sistemas e para sistemas multivaridveis. Sistemas
multivariaveis sdo tratados na segio 3.1 {p. 26).

Néo podemos deixar de citar, entretanto, o trabalho de Kharitonov [Kha78a,
Kha7&b] sobre estabilidade robusta de familias de polinémios com coeficientes
incertos, que gerou um grande nimero de trabalhos e acalorada corrida por
resultados na década de 80. Para uma abordagem completa e recente sobre
estes resullados, o leitor deve consultar {Bar94]. Diversos resultados baseados
nesta abordagem sao tratados na segao 3.2 (p. 32).

IDécada de 80 e 90

Os resultados obtidos por Kharitonov levaram a uma série de trabalhos sobre
estabilidade robusta, e alguns resultados sobre estabilidade absoluta foram ob-
tidos. Esses resultados tém uma forma geral bem definida: dada uma planta
incerta, aplica-se o teorema de Kharitonov e testam-se os vértices da regido
correspondente quanto a estabilidade absoluta. Note que este tipo de resulta-
do permite obter condi¢oes suficientes para estabilidade absoluta de sistemas
extremamente gerais, visto que existe incerteza na planta e a caracteristica da
nao-linearidade é restrita apenas por condigdes de setores.

Diversos autores abordaram o problema da estabilidade absoluta robusta. U-
ma versao do critério do circulo robusto multivaridvel foi proposta por [CDB91],
e em [DTVY3] foram obtidos resultados menos conservativos trabalhando com
um critério de Popov robusto. O teorema de Kharitonov sem divida abre es-
pacos para que todos os critérios frequenciais baseados em multiplicadores de
estabilidade sejam generalizados para o caso robusto.

ExgmpLo 2.3 (Critério do circulo robusto)

Seja G(s) = C(sI ~ A)~1B Hurwitz. O critério do circulo pode ser simplificadamente
colocado da seguinte forma: se R{G(jw}} > 0 VYw € R ou, de forma equivalente,
infyer R{G(jw)} >0, entdo o sistema realimentado por uma néo-linearidade perten-
cente ao primeiro ¢ terceiro guadrantes é absolutamente estdvel,

No caso de sistemas incertos, mediante certas hipdteses, podemos generalizar o
resultado acima da seguinte forma: o sistema incerto descrito por G’(s) € robusta e
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absolutamente estiavel se )
inf inf G(jw) >0
Geg weR

onde G € o conjunto dos 16 vértices da regido de Kharitonov associada ac proble-
ma [CDBY1]. Estes resultados sio abordados com rigor no Capitulo 3 {p. 26).

Apesar da vasta gama de resultados disponiveis, os critérios robustos tipo
Kharitonov atraem mais interesse tedrico ¢ matemdtico do que pritico, uma
vez que poucos problemas de engenharia levam a modelos que satisfazem as
hipoteses do teorema de Kharitonov [FTD91].

Uma ountra recente abordagem ao problema de estabilidade robusta é feita
pela andlise do valor singular estruturado, ou g, e tenta obter regides de esta-
bilidade para sistema perturbados. Uma introducio tutorial ao assunto e seus
detalhes matematicos pode ser encontrada em [PD93], e interessantes resulta-
dos relacionados em [FTD91, RCP93]. A teoria de estabilidade robusta pela
andlise de p tem recebido a atencao de diversos pesquisadores e, recentemente,
coneccdes foram feitas entre o calculo de p-limitantes e a teoria de estabilidade
absoluta. Em particular, How e Hall [HHHB92, HHH93, HH93] levantaram in-
teressantes relacoes entre o calculo dos limitantes e a andlise de estabilidade de
sistemas tipo Lur’e.

EXEMPLO 2.4 (Critério de Popov)

Seja a planta linear modelada por

s+ 1
s%(s? + 5+ 25)
Desejamos estudar a estabilidade do sistema no setor [1,b]. Para a aplicacdo do critério
de Popov, utilizamos uma transformagéo de loop, de forma a levar o setor [1,b] ao
setor [0,00). Com esta transformagio, passamos a estudar a estabilidade da fungéo de
transferéncia

_ H{s)—-1/b

Gls) = 1—aH(s)’

onde, para este exemplo, a = 1. O critério de Popov nos permite concluir que o sistema
€ absolutamente estdvel para todo valor de b tal que 6 < 3,7. Veja o exemplo 4.1 (p. 64).

Hi{s)=3

Note que a transformacéo de loop Jeva a fungdo de transferéncia prépria H na fungao
de transferéncia imprépria G. Este fato, entretanto, nio altera as caracteristicas de
estabilidade do sistema original.

2.2 Notagao e Definigoes

Nesta segdo introduzimos conceitos essenciais para as andlises feitas nas secoes
e capitulos subsequentes. Assumimos que o leitor tem uma boa base no segundo
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método de Lyapunov e, portanto, apenas as defini¢des e conceitos mais impor-
tantes serdo apresentados. Por outro lado, assumimos também que o leitor tem
pouca ou nenhuma familiaridade com métodos de anilise funcional e, por con-
seguinte, apresentamos os conceitos mais detathadamente e com maior niimero
de exemplos. Os exemplos contém também extensoes e detalhes da teoria. Esta
secao estd organizada em uma série de definigbes e numerosos exemplos. Primei-
ramente, sao apresentados conceitos gerais, em seguida conceitos relacionados &
analise de Lyapunov e, por fim, conceitos de analise E-S.

Apresentamos inicialmente o conceito de uma medida de distdncia em um
espaco vetorial. Apesar de ser um conceito bésico, apresentamo-lo como mo-
tivacdo para uma série de exemplos. Para maiores informacoes sobre espagos
vetoriais e conceitos afins, o leitor deve consultar [ND8&8, LT85].

Definigao 2.5 (Norma) Uma norma em wm espage vetorial V € uma fungdo
que associa a cada vetor v deste espago velorial um escalar real ndo negativo
livll e que satisfaz ds seguintes propriedades:

1ol >0 Yo # 0, elvl =0 sewv=0;

2. Jlev]] = lallo]l Vo,

3. |lu+ vl < iul| + l|v|} (desigualdade triangular).

ExemprLo 2.6 (Normas vetoriais)

Para vetores v € (" definimos & norma p coma sendo

(2.4)

Em particular, as seguintes pormas sao muito utilizadas:
lelly = loa] + lwel 4+ - + |on]
lelly = /02 + 02+ 4 2

l1ollo, = max [ Jou, fval, .., vaf ]

ExempLo 2.7 (Normas matriciais induzidas)

As normas vetoriais p induzem normas matriciais p. Sejam v € " ¢ A € (",

Definimos entdo
[|A]], = max ”ivl—lﬂ (2.5)
Poovro |l
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Exemric 2.8 Exemero 2.8 (Norma de Frobenius)

Norma de Frobenius . - sy .
. A norma de Frobeniis ou norma Euclideana é definida como

Al = {2.6)
parz toda matriz A € O,
Exgmpro 2.9 Exempro 2.9 (Valor singular estruturado (1))
Valor singular . : a3 ;
estruturado () Seja a matrix A € C"*" definida por
6] Iﬂl
ol
A= (2.7}

onden; €M, 6 € R, A; € CV*% ¢ I} 6 a matriz identidade de dimensio k. Seja u#(G)
definido por [PD93]
O =
R in ((A) : det (I — GA) = 0]

(2.8)

onde 5((7) denota o valor singular méaximo de G. Podemos verificar que Al = #(G)
nao é uma norma, pols néo satisfaz a desigualdade triangular.

ExemPLO 2.10 EXemPLO 2.10 (Normas de fung¢bes no tempo)
F e

Normas de fangoes Seja o vetor z(1). Sua norma p é dada por

ne tempo

LE=3

o), = \} [ ktor a (29)

Convém ainda lembrar das seguintes relacées:

lleilloe =  fsup 2(t)'2(2) (2.10)

e da seguinte relagio, conhecida como teorema de Parseval:

=), = \//_Z (t)z(t) dt = \/% /_O:O X+ (jw) X () duo (2.11)
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onde X (jw) € a transformada de Fourier de z(1). Em todos os casos supde-se que z(1)
seja tal que a norma apropriada exista.

Por todo este texto, a notagdo || - || deve ser compreendida como a norma

o |
Em seguida, introduzimos o conceito de fungdo de Lyapunov. Apesar de
Hao ser necessariamente uma norma, lungdes de Lyapurov sao utilizadas como
medidas da distancia do estado de um sistema a origem.

Defini¢io 2.11 (Funcdo de Lyapunov} Uma funcio V : R" — & ¢ dita uma
fun¢do de Lyapunov se
1L V(z)>0 Ve#£0,eV{0)=0;
V{(z) tem derivadas parciais continuas;
V(z)<0 Yz #0,¢V(0)=0;

V(z) — o0 para l2}] — oo;

o

V{z) € ndo identicamente nula em todes s solugées que ndo x = ().

Dado um sistema, = f(C), se existir uma fun¢io de Lyapunov V((}, entio
o ponto de equilibrio { = 0 é assintoticamente estavel. Apesar do conceito de
fungao de Lyapunov ter side introduzido por Lyapunov no fim do século XIX, e
de ter sido utilizado na Rissia e leste europeu na primeira metade deste século,
6 foi “descoberto” no ocidente na década de 60.

ExEMPLO 2.12 (Kalman e Bertram [KB60])

Neste trabalho, Kalman e Bertram praticamente introduzem no mundo ocidental a
teoria de Lyapunov. Seja o sistema néo-linear

€y = 29— az(zi+23)
Tz = —xy—azg(z? 4 2%)

com a > 0. Definindo V(z1,22) = 2} + 2%, podemos calcular V
Ve, 23) = —2a(z} + 23)? = —2aV?(z)

que € sempre negativa a nao ser que z; = x5 = . Portanto, podemos concluir gue o
ponto xy = xy = 0 € um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel do sistema.

O conceito de fungao positiva real é muito importante em teoria de sistemas,
estando relacionado com diversos resultados distintos. Apresentamos a seguir
uma série de condi¢bes equivalentes para a caracterizagio de func¢des com esta
propriedade. Para maiores detalhes, o leitor pode consultar as fontes de cada
um dos resultados abaixo.
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Definigao 2.13 (Fungbes positivas reais) Seja s = o + jw. As seguintes
afirmagdes sdo equivalentes (NT73]:
1. G(s) = 54 = C(sI — A)™'B ¢ positiva real;
2. G20
G(s) € SISO ¢ G{o) € real e R{G(s8)} >0 VR{s} > 0;
4. infues AGUw) + G=(jw)] 2 0 [Vid93);
5. 3P =P >0 e() tais que AP+ PA= - ¢ PB = (",
6. R{G(0)} > 0, N(s) € Hurwitz, D(s)+joN(s) € Hurwitz Yo € & [CDBY1].

<3

Uma funcao estritamente positiva real requer uma caracterizacio ainda mais
{orte.

Definigdo 2.14 (Fungdo estritamente positiva real) A funcdo G(s) € es-
tritamente positiva real. G > 0, se G(s — €) € positiva real, com ¢ > 0.

Em seguida, apresentamos os importantes resultados obtidos por Kalman e
Yakubovitch de forma independente na década de 60. Com este resultado, foi
possivel unificar os trabalhos de Popov com os resultados obtidos via fungio de
Lyapunov para o problema de Lur’e. Conforme colocado por diversos autores,
este resultado tem importancia por si so.

Lema 2.15 (Lema de Kalman-Yakubovitch) Seja A uma matriz Hurwitz,
o par (A,b) completamente controldvel, um vetor real k, um escalar real a.
Entao existem um vetor real ¢ e matrizes P = P' > 0 e () = (' > 0 tais que

AP+ PA=—q¢ - (Q
Pb-k:\/&_q

e o par (A, q") € completamente observivel se e somente se H > 0, onde
H@)Q%Q+H@IﬂAY%

Prova: A prova pode ser encontrada em [NT73].
!

Durante anos procurou-se estender o0 Lema de Kalman-Yakubovitch para o
caso multivaridvel. Apresentamos agui uma versio deste lema.
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Lema 2.18 (Lema de Kalman-Yakubovitch matricial) Seja 4 € V%7,
B e ™ e C € T com A Hurwilz, o par (A, B) controldvel, o par
(A, C) observivel ¢ defina G(8) = C(sI — A)"'B + D. Enido existem matrizes
P=F >0 Q eW tais que

A'P 4+ PA = ~Q'Q
BP+WQ=C
W'W =D+D'

se e somente se

Gijw) + G*(jw) > 0

PrOva: A prova pode ser encontrada em [Vid33].
]

A seguir introduzimos conceitos e notagdo referentes a andlise funcional.
Saointroduzidos conceitos gque permitem tratar funcdes de normas infinitas em
espagos funcionais adequados e, em seguida, sdo introduzidos os conceitos de
passividade e pequeno ganho de malha.

Definigido 2.17 (Espagos funcionais) Definimos os seguintes espagos funci-
onas:

1. Ly € o espago das fungdes tais que || f(2)]], < oo;

Definigdo 2.18 (Truncamento de funcio) Seje f uma funcdo f: R — R",
Definimos [, como o T-truncamento de f, ou s¢ju, a fungdo

flt), vi<r

0 Vi>r (2.12)

fr(t) = {

ExeMpLo 2.19 (Truncafnento de fungao)

O conceito de fungdo truncada € essencial para que possamos tratar fungoes “explosi-
vas”, ou seja, fungSes cuja norma cresce sem limite quando ¢ — co. Por exemplo, seja
f(t) = e'. Claramente f ¢ L,. Entretanto, f, € £, V1 < co.

Defini¢ao 2.20 (Generalizacdo de um espago linear normado) 4 gene-
ralizagdo de uwm espago linear normado X € chamada de X, e definida como o
espaco das funcdes cujo fruncamenio estd em X, isio €,

Xe={fl['R-R" ¢ freX Vr < oo}
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Figura 2.1: Sistema realimentado genérico.

Para esle espago, definimos sua norma generalizada como

_ 07, sefeX
i, = { Ml e Tex

Definicdo 2.21 (Operador causal) Seja M : L, — L., Entdo M ¢ causal

se
(My)p = (Myr)y VT 20, Vye L],

Definigdo 2.22 (Estabilidade £,) Seja M um operador em L,.. Entdo

1. M €L, estdvelsey= Mz, 2 €L, =y €L,

2. M ¢ Ly GF-estdvel se M € estdvel e y = Mu, v € L, = [lyll, < oplizll, +
B,, oy € B, constantes;

3. M € L, GFSB-estdvel se M € estdvel ey = Mz, x € Ly = {lyll, < apllz|],,
oy, constante;

Nos casos 2 e 3 da definicao acima a constante o, é chamada de ganho p do
operador.

Introduzimos agora dois fortes conceitos para a estabilidade de sistemas
dindmicos, os conceitos de pequeno ganho de malha e passividade. O primeiro
impde restrigbes a fase do sistema, ou seja, o sistema é passivo se a diferenge fase
entre entrada e safda nunca exceder 7 radianos. O segundo restringe a ganho
de malha de um sistema realimentado, e garante a estabilidade se o ganho de
malha for sempre menor do que 1.

Teorema 2.23 (Teorema dos Pequenos Ganhos de Malha) Seja o siste-
ma realimentado dado por

€1 = U — Yo (2.13a)
ey = Ug + I {2.13b)
v1 = Gre (2.13¢)

v2 = Gaez (2.13d)
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(figura 2.1 (p. 15}), com p € [1,)] fizo. Suponka que Gy e Gy sdo operadores
causais € L, GFSB-estdveis. Defina oy = 0,(Gy) € g = a,(G3). Com estas
condigdes o sislema dade pelas equagbes (2.13) € L, estdvel se

ayag < 1. (2.14)

O leitor deve notar que este teorema esti diretamente relacionado com re-
sultados de estabilidade obtidos pela andlise de valor singular estruturado para
incertezas estruturadas, e pela andlise de pior caso obtida na teoria de H..
Ao atentar ao fato de que o teorema acima aplica-se inclusive ao caso de dois
operadores quaisquer, o leitor pode ter uma idéia mais clara em relagao i con-
servatividade dos resultados obtidos por u e H, em sistemas lineares. Esta
conservatividade provém do fato de que na andlise do problema nio sio levadas

em conta todas as caracterfsticas do sistema linear em estudo.
Definigao 2.24 (Passividade) Um operador M : L, ~ L,. € passivo se
(,Gz)y >0 YT >0, Vo € Ly
e € estritamente passivo se J¢ > 0 tal que
(z,Gz) > e||z|l2, YT >0, Yo € L3

Teorema 2.26 (Teorema da Passividade) Considere o sistemna dindmico da
figura 2.1 (p. 15), equagdo (2.13). Suponha gue ezistam constantes &,6,,¢; e
€2 tais gue

(z,Giz)p > &llzlap + &\Gizley VT 20, Yo € Ly, i =1,2.
entio o sisterna € Lo, GFSB-estdvel se

di+e >0 S+e >0

2.3 Analise de Lyapunov

Nesta secao, apresentamos alguns resultados obtidos por andlise de Lyapunov
para sistemas monovaridveis lineares invariantes no tempo. Apesar de alguns
dos resultados aqui apresentados ndo se restringirem a esta classe de sistemas,
apenas suas aplicagbes a sistemas LTI sio consideradas.

2.3.1 Critério do Circulo

Seja o sistema dindmico (figura 2.2 (p. 17))
= Az + dbu (2.15a)
Y= cx (2.15b)
u=—4(y) (2.15¢)
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Figura 2.2: Sistema Realimentado.

com a fun¢do de transferéncia

G(s) = e{sI — Ayb (2.15d)

yd(y) > 0 (2.15¢)

Teorema 2.26 (Teorema do Circulo) O sistema dindrice tipo Lur’e dado
pele equagdo (2.15) € absolutamente estdvel se

R{G(jw)} > 0. (2.16)
Prova: Escolha a fun¢io de Lvapunov
V(z)=z'Px

Entao .
V(z) = 2'(A'P + PA)z — 2¢(y)z' Pb
Pelo Lema 2.13 (p. 13) temos que 3P =P > 0, Q taisque AP+ PA= —Qe Pb=¢
se R{G(jw)} > 0. Desta forma,
V(z) = (AP + PA)z — 26(y)z’ Pb
~z'Qz — 26(y)y
0

1Al

O

O critério do circulo (teorema 2.26 (p. 17)) pode ser interpretado grafica-
mente de uma forma clara e extremamente interessante. Seja G(s) a fungao
de transferéncia do sistema (2.15). Entdo a condigdo que deve ser imposta a-
o diagrama de Nyquist de G{jw) é a condigdo (2.16}, ou seja, o diagrama de
Nyquist de (& deve estar contido no semi-plano direito. Uma comparagio com
o critério de Nyquist para sistemas lineares traz alguns resultados interessan-
tes. Em primeiro lugar, o leitor deve lembrar-se de que o critério de Nyquist é
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uma condigdo necessiria e suficiente para a estabilidade de uma planta linear
com realimentagdo também lLinear. O sistema (2.15) dd a G(s) a propriedade
Hm oo G(jw) = 0. Suponha agora que G(s) é de fase minima. Neste caso,
o critério de Nyquist se reduz a testar se o diagrama de Nyquist de G passa a
direita do ponto {(—1/k,0), onde k é o ganho de realimentagio. Suponha, agora,
que a conjectura de Aizerman (2.1) seja verdadeira. Entdo o critério de Nyquist
para k € [0,00) estahelece que a curva de Nyquist deve estar a direita do ponto
(—1/k,0}, ou seja, (0,0). Mas sabemos gue a conjectura de Aizerman é falsa,
pois ela ndo leva em conta informagdes da fase de ¢. Se exigirmos que a con-
jectura de Aizerman seja verdadeira inclusive com ganhos da forma ke /¢,
com 0 < 6 < n/2' concluimos que a condigdo imposta & curva de Nyquist de
G é a condigdo (2.16). Em [Vid93, p. 361] discute-se inclusive sob que aspectos
esta condigdo pode ser utilizada como uma condigdo suficiente de estabilidade.

A essa altura o leitor pode estar se perguntando de onde vem o nome de
critério do cireulo, uma vez que até o momento nenhuma condicdo envolvendo
circulos apareceu. Seja G(s) uma funcao de transferéncia & qual foi aplicada
uma transformagao de loop-shifting. Entdo G(s) é da forma

H{(s) + 1

Gis) = 1+aH(s) b&-a

onde H(s) € {a,b] é a fungao de transferéncia de malha direta. Aplicando as
condigdes do teorema do circulo a G/(s) temos

R{lvfa(l?(s)} + bia >0

Fazendo H = z + jy e desenvolvendo chegamos a
ab(m2 + yz) +la+b)r>1

Suponha qt;e ab > 0. Temos entdo

2 a»é»b) 1o
x »%»( s x+ab+y > 1

. 2442
Somando e subtraindo ‘;—ai‘;b; e notando que ﬁ = fo—;—gy temos

2 2
04 b) \ (b - a)
2 o e > —
( TS ) TV e
que € a equagio de um circulo com centro em “—2}5 e raio éﬁf— Com esta for-

mulagdo, o critério diz que a curva de Nyquist de H nfo pode entrar no circulo
acima.

1g/2 é 0 maior erro de fase possivel para a nio linearidade em estudo.
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Figura 2.3: Diagrama de Nyquist.

No caso em que ab < 0, um desenvolvimento andlogo leva a

a+b\? 2 b~—a>2
(” 2|ab|) Ty < (QIab}

e, neste caso, a curva de Nyquist deve ficar dentro do circulo acima.

Exempro 2.27 (Critério do Circulo)

Suponha que o diagrama de Nyquist de G(s) seja como o da figura 2.3 (p. 19). Entéao,
pelo critério do teorema (2.26) o sistema 6 absolutamente estdvel. No entanto, se o
sistema for o da figura 2.4 (p. 20}, com um ganho de realimentacio da forma ke™7% com
# < w/2 o sistema nao satisfaz o critério de Nyquist e, portanto, nao é absolutamente
estavel. ’

2.3.2 Critério de Popov

Um outro critério de estabilidade paré sistemas tipo Lur’e é o critério de Popov.

Teorema 2.28 (Teorema de Popov) Seja 8 > 0. O sistema dindmico (2.15)
¢ absolutamente estdvel se Hy, > 0 onde

Hy(s) = (1+ B5)G(s) (2.17)

Prova: Escolha a fungdo de Lyapunov

V(z)=a'Px + 2[5’]; ¢{¢) d¢
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Figura 2.4: Diagrama de Nyquist.

Sua derivada ¢ calculada como
V(z) = &'Pz+2'Pi + B (v)y
= ¢'(A'P + PA)z — 2¢(y)z'(Pb — BA'¢') — 206 (y)cb
Por hipétese H, > 0. Aplicando a identidade
cb+ cA(s] — A)7 b = c[(sT — A) + Al (sT — A)" 16 = se(s] — A)™ b (2.18)

temos

Hy(s) = (1+ 5B)G(s)

=feb+ {c+ BeA)sI — Ay~ 1b.

Fazendo oo = 28ch e k = JA'c’ ++ ¢/, podemos determinar a matriz §J, os vetores ¢ e k
que satisfazem o lema 2.15 tais que

V(z) = 2'(~¢d — Q)= — $(¥)2'(2v/a ¢ + ') — & $*(y)
= —2'Qz ~ [z'q + Vas(y))* — s(y)y
<0

[

Em seu trabalho original, entretanto, Popov utilizou uma descrigio do sis-
tema dinamico um pouco diferente de (2.15). Seja o sistema descrito por

&= Az + bu (2.19a)
y=cx+d (2.19b)
u=-4(y) (2.19)

(=u (2.19d)
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com a funcdo de transferéncia de w para y dada por

G(s) m_wg +efsl — A) b (2.19¢)
e
yoly) > 0 (2.191)

Com esta descricdo obtemwos a forma mais geral do critério de Popov, apre-
sentada a seguir.

Teorema 2.29 (Teorema de Popov I1) O sistema (2.19) ¢ absolutamente
estavel se H, > 0,
Hyis) = (14 s8)G(s) (2.20)

Prova: Seja a fungao de Lyvapunov
V(aé) = z' Pz + 27 /ﬂy é(7) dr + d¢*
Derivando e desenvoivendo de forma andloga a anterior temos
Viz) = 2/(A' P+ PA)e —26(y)z' (Pb— BA'C +¢') ~ 20%(y){(Beb + Bd) ~ 2y (y) (2.21)
Por hipdtese Hy, > 0. Aplicando a identidade (2.18) obtemos
Ho(s) = (14 Bs)Gs)
= g +e(s] — Ay b+ Ad 4+ Bse(s] — A)71b
= g + Bd + Beb + BeA(s] — A) Vb + e(s] — AV b

= §+ %a+ K{sl— A)1b,

identificando & = 26(ch+ d) e k = BA'¢ + ¢/. Como £ ¢ puramente imagindrio e
H, >0,

%a + k' (sT =AY >0
Aplicando esta substitui¢do na equagao (2.21)

V(e = 2'(~q¢' — Q)z — 20(y)v/a 2'q — ag™(y)
= —2'Qr — [2'g + Veag(y))
<{

(]

Convém ressaltar que o sistema (2.19) pode ser colocado na forma do siste-
ma {2.15) com d # (. Neste caso, entretanto, a matriz 4 teria um autovalor na
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origem, devido ao integrador adicionado, e, portanto, ndo seria Hurwitz. Desta
forma, nao poderiamos aplicar o critério anterior de imediato.

ExemrLO 2.30 (Conecgdo LMI-Lyapunov)

Considere o exemplo 2.1 (p. 4). Suponha que a nao-linearidade ¢ estd no setor [§}, 00).
A condigao de estabilidade € entdo caracterizada pela LMI

AP+ PA (~BcA+ P — 7)Y <0
(=BeA+ VP - r1c) w2 Feh -

Aplicando o lema 2.15 (p. 13) coma =28 ¢b, k = AA ¢ + ¢’ obtemos
Y — anf - R
{ Q-q¢  Vag 4+ - } <0

Vg +e—re —a
Tomando, por exemplo, m = 1, temos a LMI
-Q-~q¢ Vag
{ Ve —a |50

Sendo o > 0 a LMI acima sempre é factivel pois

Q+q¢' > (Vegla ™ (Voq') = qf

Este resultado mostra que a escolha particular de 7 = 1 garante gque a matriz é semi-
definida negativa, como esperado, Veja os exemplos 2.1 (p. 4) e 3.17 (p. 39).

2.4 Analise Entrada-Saida

A andlise E/S de sistemas dinamicos difere substancialmente da anélise de Lya-
punov no tipo de hipdteses feitas ao modelo. A andlise de Lyapunov caracteriza
propriedades de sistemas auténomos, enguanto a andlise E/S estuda sistemas
excitados, fazendo hipdteses explicitas sobre as caracteristicas do sinal de entra-
da.

Desta forma, os critérios apresentados nesta seciio, apesar de serem andlogos
aos apresentados acima, sdo formulados com base em condi¢oes do tipo: se a
entrada pertence a um determinado espago funcional, quais as condigdes sobre
a planta para que a safda também pertenga a este espaco funcional?

Apesar de sua forma de apresentagio ser menos familiar a0 engenheiro de
controle, que tipicamente estd mais acostumnado ao tratamento de Lyapunov
de sistemas dindmicos, os critérios tipo E/S tém uma abordagem mais “real”
de problemas de campo, uma vez que pedem apenas caracterizagbes tipo caixa
preta de modelos e propriedades da entrada, informagées facilmente obtidas em
campo.

Nas segOes que se seguem, analisaremos os critérios do Circulo, de Popov e
de Zames e Falb. Estes critérios certamente dardo ao leitor uma idéia precisa
das abordagens e métodos de andlise E/S.
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2.4.1 Critério do Circulo

Apresentamos nesta se¢ao o critério do circulo obtido por uma abordagem E/S.
Enquanto sua forma geral se mantém, os detalhes técnicos relativos a hipéteses
e demostracdes sae bastante distintos. _

Para uma demostracio de um resultado mais geral do que o aqui apresentado
o leitor deve consultar Vidyasagar [Vid93].

O conceito de um disco serd utilizado no teorema. O disco D{a,b) é o
conjunto de pontos tais que

Teorema 2.31 (Teorema do Circulo) Seja o sistema da figura 2.2 (p. 17),
com ¢ uma ndo-linearidade sem memdria contida no setor [a,b]. e G(s) raci-
onal, de fase minima e estritamente propria. Eniao o sistema realimentado é
absolutamente estdvel se '

b—a

b+ a
2ba

Z 2ba

Dia,b) = {ze C:

1. ab > 0: o diagrama de Nyquist de G(jw) estd estritamente fora do disco
Dia,b).
2 a=0, b>0:G € Hurwitz e R{G(jw)} + } > 0.

3. a <0< b: o diagrama de Nyquist de G{jw} estd estritamente dentro do
disco D(a,b).

Prova: Veja Vidyasagar [Vid83].
£

O teorema do ciculo E/S tem as mesmas deficiéncias de seu andlogo de
Lyapunov, em particular geralmente leva a resultados conservadores. Outros
critérios seguem o principio geral de especificar melhor a néo linearidade para
diminuir sua conservatividade. O critério de Popov é um deles, e sua restricéo
mais importante consiste em eliminar a dependéncia temporal da realimentagio
nao linear.

2.4.2 Critério de Popov

Assim como o critério do circulo, o critério de Popov difere em detalhes técnicos
do critério de Popov via andlise de Lyapunov. Em particular, as hipdteses
do teorema fazem exigéncias tanto sobre a entrada como sobre a planta e sua
derivada.

Teorema 2.32 (Critério de Popov) Seja o sistema realimentado dado pela
figura 2.2 (p. 17). Se

1. G(s) € racional e prépria, e tanto G(s) como G(s) sdo Hurwitz;
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2. ¢ € uma ndoe linearidade contida no setor [0,b], invarianie no tempo € sem
memoria;
F uc Ly

e existir ¢ > 0 tal que
1 .
{1+ jwq)G(s)} + 3 >0 (2.22)
entdo y € Ly,

Prova: O leitor pode encontrar a prova deste teorema em Vidyasagar [Vid93].
N

Cabe ressaltar que o teorema aqui apresentado € uma versao mais fraca do
resultado encontrado em [Vid93], que se aplica também a sistemas distribuidos.

A versao E/S do critério de Popov também tem a mesma interpretagao
grafica de seu andlogo de Lyapunov 2.3.2 (p. 19).

2.4.83 Critério de Zames e Falb

Um grande nimero de critérios de estabilidade foi desenvolvido na década de
60, todos tentando caracterizar com resultados menos conservativos e tao gerals
quanto possivel o problema de estabilidade proposto por Lur’e. Neste aspecto,
o critério demostrado por Zames e Falb [ZF68] é extremamente poderoso e
elegante, Restringindo a classe de nao linearidades admissivels para a classe de
nio linearidades incrementais, isto é,

o ) —elve) _
V-

estes autores conseguiram caracterizar uma classe de multiplicadores Z que tem

a seguinte propriedade: se Z(jw) € Z, entao Z(jw) é um multiplicador que

pode ser utilizado para testar a estabilidade do sistema dinamico. Mais especi-

ficamente, seja a classe Z descrita por

(o 0] o0
Z= {Z(jw) 2 Z(jw) = zg w«-f eIVt dt, 2(t) > 0, 2 > ] 2(1) dt}
T -0
, (2.24)
Como proposto por Safonov et al. [SW87)], podemos impor 2z = 1 sem perda de
generalidade, Com esta imposi¢do, podemos interpretar a classe Z da seguinte
forma: se z(t) é uma fun¢io sempre ndo negativa tal que a drea contida abaixo
de seu grafico € menor ou igual & unidade, entdo a transformada de Fourier
de z(t) é um multiplicador que pode ser utilizado para testar a estabilidade
do sistema dindmico. Como mostrado por Safonov [SW87], todos os critérios
conhecidos, tais como o0s critérios do circulo e de Popov, podem ser obtidos com
um multiplicador ou sequéncia de multiplicadores pertencentes a Z.
Temos entao o seguinte resultado, apresentado na forma de um teorema.

a b, (2.23)
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Teorema 2.33 (Zames e Falb [ZF68]) Seja ¢ sistema representado na figu-
ra 2.2 (p. 17). Se G(s) € Hurwitz, ¢ satisfaz (2.23) e se eristir Z(jw) € 2 tal
que

R{Z(jw)G(w)} > 0 (2.25)

entqo o sistema realimentado € absolutamente esiduvel.

Prova: A prova apresentada por Zames e Falb requer conhecimentos de analise
funcional que fogem ao escopo deste trabalho. O leitor interessado pode encontrar estes
resuitados em [ZF68, Wil71].

0

Podemos, entretanto, interpretar de outra forma o resultado de Zames e
Falb. Como o critério depende apenas de condigbes de positividade, podemos
normalizar as equagdes dividindo-as por um nimero positivo p. Suponha gue

C)O -
f 0y dt > 0. (2.26)
Defina -
p= 2(t)dt.
-0

Assim, mapeamos a classe Z na classe Z, caracterizada por

eIt dt, 2(1) > 0, 3 2/

00

z (f} dt = 1}
{(2.27)
Note que ao assumirmos a equacgdo (2.26) estamos retirando do conjunto de
Tungoes factiveis a solugdo Z(jw) = zp, ou seja, um impulso na origem de
amplitude 25 (no tempo). Este procedimento nao chega a ser prejudicial, pois

Z= {Z(]u:) c Z(jw) = 3 — /OO

e S

R{2G(w)} > 0 & R{G(jw)) > 0,

que € o critério do circulo (lembre que z, > 0). Assim, podemos utilizar a
parametrizagdo (2.27) desde que seja feito um teste em separado com o critério
do circulo.

Com a caracterizagio dada pelo conjunto 2, vemos claramente que #(t) pode
ser interpretada como uma distribui¢do. Esta interpretacio permite uma melhor
visualizagdo do comportamento da dindmica do sistema por analise funcional
e, computacionalmente, sugere um algoritmo baseado em LMIs {Linear Ma-
triz Inequalities) para a obten¢do de multiplicadores. Voltaremos a esse ponto
posteriormente.



Capitulo 3

Extensoes dos Resultados de
Estabilidade Absoluta

Neste capitulo sac abordados alguns resultados da literatura sobre
o assunto de estabilidade absoluta. Em pariicular, sdo abordados
critérios de estabilidade absoluta para sistemas multivanaveis e recen-
tes resultados de estabilidade robusta, baseados em fungdes de Lya-
punov paramétricas e no teorema de Kharmtonov. Estes resultados
mostram o poder desta teoria, e permitem uma interessante conecgio
comt a teoria de valores singulares estruturados (¢} de sistemas sujeitos
a incertezas constantes.

3.1 Critérios para Sistemas Multivariaveis

No capitulo anterior, tratamos da estabilidade de sistemas Lur’e monovaridveis,
tal como a teoria foi desenvolvida durante a década de 60. Nos anos subsequen-
tes, contudo, muitos dos resultados foram estendidos ao caso multivaridvel, em
particular os critérios do circulo e de Popov. Nesta se¢do apresentaremos alguns
critérios multivaridveis de forma a generalizar os resultados anteriores. Todavia,
estas generalizacdes trazem embutidas algumas restrigdes & aplicabilidade dos
critérios, como veremos a seguir.

As versoes multivaridveis dos critérios frequenciais se limitam inicialmente
pela formulagao do problema. Por serem generalizagdes diretas de critérios E/S,
é uma hipdtese constante que o niimero de entradas da planta seja idéntico ao
nimero de saidas. Outra hipGtese se refere 3 estrutura da nao-linearidade da

malha de realimentagéo, que normalmente deve ser de nao linearidades inde-

pendentes. Veja a figura 3.1. _
Seja o sistema dindmico dado pelas equagoes

# = Az + Bu (3.1a)
y=Cz (3.1b) |
u= —¢(y) (3.1¢)

26



TROREMA 3.1
Critério do Circulo

SEcA0 3.1 27

U™ (]
{ G -
)
o2

v
i
T
'
I
!
1
1
1

t

Figura 3.1: Estrutura do sistema Lur’e multivaridvel.

comu ER™, y e R, 2 €R7e g BR™ s B™ com a estrutura
$1{y1)
oy = d)z(:yz) (3.1d)
b (Yo )

onde ¢; : & — R e ¢; pertence ao setor [0,00), e ¢;(0) =0

3.1.1 Critério do Circulo

Nesta secao, apresentamos o critério do circulo para sistemas multivaridveis.
Note que este critério leva este nome por ser uma generalizacio das idéias asso-
ciadas ao eritério do circulo monovaridvel. Neste caso, ndo é possivel mterpretar
graficamente a condigao de estabilidade do sistema (3.1).

Teorema 3.1 (Critério do Circulo) Considerc o sistema (3.1), e suponha
que (A, B,C) € uma realizacio minima com funcio de transferéncia

G(s)=C(sI - A)"1B.

Se
G>0

entdo o sistema em questdo ¢ absolutamente estdvel.

Prova: Veja Vidyasagar [Vid93, p. 225].
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O leitor pode verificar que o critério é idéntico ao caso monovaridvel; a
condigao de estabilidade é dada pela passividade de cada uma das malhas de
realimentacdo, que sio independentes entre si,

3.1.2 Critério de Popov

Nesta secdo, apresentamos o critério de Popov para sistemas multivaridveis. O
sistema dindmico em estudo é caracterizado pela equa¢do (3.1), com a ndo-
linearidade ¢ : B™ — =™ com a estrutura

é1(v1)
Po{ya)

b (Yrm)

onde ¢; : R — R e ¢; pertence ao setor [0, %], com ¢,(0) = 0. Suponha ainda
que o par (A, B) é controldvel e o par (A, C) é observavel (ou seja, (A4, B,C} é
uma realizacdo minima). A funcio de transferéncia da parte linear deste sistema
é dada por

o(y) = (3.2)

G(s)=C(sI - A)"'B (3.3)
Seja R = diag(k;), B = diag(f;) e I a matriz identidade de dimensio apro-

priada. Com esta notacao introduzimos o critério de Popov.

Teorema 3.2 (Critério de Popof) Seja & > 0. Se existir B > 0 tal que
I, >0,
Hy(s) = 871 + (1 + Bs)G(s),

entdo o sistema (3.1) € absolutamente estdvel.

Prova: Consulte Haddad e Bernstein [HB91a].

3.1.3 Outros Critérios

A literatura apresenta alguns resultados sobre estabilidade de sistemas Lur’e
com fungbes de Lyapunov mais gerais do que as de Lur’e-Postnikov, do tipo

7
Viz) =2’ Pz + [ &y o ]Q [ (b;y) ] (3.4)
onde P> 0e @ > 0. Com esta formulagio, alguns resultados permitem inclu-
sive relaxar a hipétese de nio-linearidades desacopladas (veja [HB92, HB93]).
Entretanto, devido & presenca de termos envolvendo ¢, coloca-se a imposi¢io
de diferenciabilidade da nao-linearidade.
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Critério 1

Considere a sistema dinamico

= Az + Bu {3.5a)
y=Cx (3.5b)
u = —¢(y) (3.5¢)
comn a ndo-linearidade ¢ : B™ — B™ diferencidvel satisfazendo
Gy R (y) —y] <0 (3.5d)
) d d
9ot = LoV '
‘ﬁdy@(y) dy¢(y) n, (3.6)

com a derivada limitada por
d
0 < N-dly) <M. (3.7)

com N, > 0 e & > 0. Note que, no caso particular em que a nao-linearidade
@ é desacoplada, estas condigdes sdo equivalentes a

0< @ily)y < Ruyl
d :
0 <Ny——ody 1< T,
<N dyi ¢t(%)w
Neste caso, a matriz gw'gq){y) é simétrica e podemos tomar 9 = 1.

Seja
G(s)=C{sI -~ A)'B

a fungio de transferéncia de (3.3) e denote G(s) = G{~s)' (veja 'HB92]). Had-
dad e Bernstein provam o seguinte resultado.

Teorema 3.3 (Haddad e Bernstein) Se H > ¢,
1. ~
H(s) =gt~ %SR +G(s)+ 5[36’(5)]%[56*(5)]

entdo o sistema (3.5) € absolutamente estdvel com funcdo de Lyapunov dada

por (3.4) com
' I o
@ 3]
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Prova: Veja [HBY2].
(.

No caso em que ¢ é uma nao-linearidade desacoplada, podemos comparar o
critério acima com o critério de Popov. Com ¢ desacoplada, temos 9t = I, e as
matrizes £ e M sao diagonais. O critério de Popov ¢ dado por A, > 0, H, dada
por (veja a segdo 3.1.2 (p. 28)) '

Hy(s) = &1 + (I + B5)G(s).
Esta condicao é equivalente a (veja o lema 2.13 (p. 13))
Hy(jw)" + Hy(juw) > 0.
Seja no desenvolvimento que segue s = jw. Desenvolvendo, obtemos
Hy(s) + Hyls) = 285" + G(s)" + G(8) + [sG()'B + BlsG(s)].  (3.8)
Suponha agora que H > 0. Temos, por um desenvolvimento andlogo,
H(s)" + H(s) = 287 = M+ G(s)" + G(s) - [sG(s)"MsG(8)].  (3.9)
Tome B = 9% no critério de Popov. Comparando as equaches (3.8} e (3.9),
vemos gue
H{s)" + H(s) = Hp(s)" + Hp(s) + A(s)" + Als), (3.10)
onde A(s) é dado por
As)" + A(s) = =T~ [sG(s)"M — M[sG{s}] — [sG ()] M[sG(s)]
= — [ + MsG(s)]*M™ MM + MsG(s)], (3.11)
de onde concluimos que H(s)* + H{s) < H,(sy + Hp(s). {Como R > 0,
considere M~! como a pseudoinversa de M), Ou seja, o critério aqui apresentado
sempre leva a resultados iguais ou piores do que o critério de Popov, quando
considerado o caso de ndo-linearidades desacopladas. E claro que, no caso de

néo-linearidades acopladas, o critério de Popov nao se aplica, e é neste caso em
que reside a importancia do critério em questéao.

Critério I1

Outro critério apresentado por Haddad e Bernstein utiliza a funcio de Lyapu-
nov (3.4) com
@ =1

Seja o sistema (3.5), com G e G conforme definidos acima, e seja N = N
particionada como

N=

Ny Ny
Niy N

Neste caso, a nao linearidade ¢ : R™ — R™ invariante no tempo satisfaz as
seguintes hipoteses:
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1. ¢ satisfaz a equagdo (3.5d);
2. ¢ é diferencidvel;
3.
[ 6w v }*ﬂ[ m’)] > 0;

4, Com My e M, semidefinidas positivas,

d d i .
ﬁr““d""“g;@(y) = E;é’(y)f\‘]] (3‘12}
Npoly) = Sg/()w (3.13)

12dy@ ¥ = dy Yii¥ia .

d
0< Nu;@@{y) <y (3.14)
0< N{‘z%(f’(ﬁf/) < m, (3.15)

Com estas hipdteses apresentamos os critério de estabilidade.
Teorema 3.4 (Haddad e Bernstein) Definu as fungées

1= . 1, ~
Z(S) =14 Nips — 56’{&)%2 + SG(S).NQQ + -2"82(;(8)(931-; + 93’(2)

1
H{s)=g"-~ iﬁ}h + Z(s}G(s).
Se H > 0 entdo o sistema dindmico € absolutamente estdvel.

Prova: Consulte [HB83)].
[

E interessante notar que este critério estd baseado em um multiplicador
frequéncial Z(s) que, ao contrario dos multiplicadores encontrados na literatura,
nao é real positivo, Para uma discussio mais detalhada das caracteristicas deste
multiplicador o leitor deve consultar [HB93).

Vamos fazer uma comparacie deste critério com o critério de Popov. Por

um desenvolvimento andlogo ao do eritério anterior, chegamos (para s = jw) a

H(s)y + H(s) = 2871 — My + G(s)* + G(8) + N125G(s) + [sG(s8)]* N1a
~G(s)"MaG(s) — [sG ()] (M1 + M) [sG(s)].

Escolhendo B = Ny; temos que
Als)* 4+ A(s) = =DMy — G(8)MG(s8) — [sG(s)]* (M + M) [sG(s)],
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de onde novamente concluimos que este critério é sempre pior do que o critério de
Popov, quando aplicado a um sistema apropriado. Mais uma vez, este resultado
¢ importante nos casos onde o critério de Popov néo se aplica, em particular,
no caso de nao-linearidades acopladas.

Note que o critério anterior é um caso particular deste critério, com a escolha

N o=

-JN;}G
0 01

3.2 Critérios para Estabilidade Robusta

Nesta se¢éo, procuramos abordar recentes resultados da literatura em conecgdo
com o problema da estabilidade absoluta de Lur'e. De maneira geral, grande
parte da pesquisa atual tem sido feita na linha de robustez de sistemas dinamicos
frente a incertezas de modelo. O caso de sistemas Lur’e néo foge a regra.

Vamos apresentar duas abordagens distintas ao problema, usando técnicas
frequenciais com resultados baseados no teorema de Kharitonov e técnicas “de
estado” com anadlise de Lyapunov baseada em {un¢des de Lyapunov paramétricas,
ou seja, que dependem da incerteza. Os resultados derivados desta iltima abor-
dagem nos permitem inclusive estabelecer interessantes conecgbes com outros
recentes resultados da literatura em andlise de robustez por valores singulares
estruturados, ou p. ‘

3.2.1 Resultados Baseados no Teorema de Kharitonov

Nesta secdo, apresentamos alguns resultados recentes da literatura sobre andlise
de robustez via teorema de Kharitonov para sistemas tipo Lur’e. Estes resul-
tados sdo todos, em maior ou menor grau, aplicagbes diretas do importante
resultado do matemdtico russo V. L. Kharitonov sobre estabilidade de familias
de polinémios [Kha78a, Kha78b).

Apesar de existirem resultados da literatura sobre aplicagoes do teorema de
Kharitonov a estruturas matricials, a grande maioria do trabalho na area foi feita
com base na representagio E/S de sistemas lineares, ou seja, os modelos eram
descritos por fungdes de transferéncia ao invés de varidveis de estado. Enquanto
esta representacio traz algumas vantagens no que diz respeito ao conhecimento
necessdrio sobre a planta, ela apresenta desvantagens quanto i traducio de
incertezas reals, uma vez que poucos problemas priticos podem ser modelados
com o tipo de incerteza pedido nas hipdteses do teorema de Kharitonov [PD93L
Intensa pesquisa tem sido feita para “generalizar” os resultados de Kharitonov
para incertezas mais abrangentes.
~ Os resultados sao apresentados da seguinte forma. Em primeiro lugar é
apresentada uma pequena introducdo aos resultados de Kharitonov. O leitor
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interessado deve consultar Barmish {Bar94], onde é dado um tratamento exten-
sivo do assunto, inclusive com uma perspectiva cronoldgica do desenrolar dos
fatos. Bm seguida, apresentamos verses robustas de critérios de estabilidade
para sistemas tipo Lur’e.

O Teorema de Kharitonov

Os resultados obtidos por Kharitonov em 1978 tratam da estabilidade de classes
de polinomios, e permitem concluir a estabilidade da classe com um nidmero
finito de testes de estabilidade em polindmios conhecidos,

Claramente este resultado é de grande interesse para o pesquisador na drea
de controle, uma vez que a teoria moderna de controle tem se preocupado com
o problema da robustez, ou seja, em obter propriedades locais para sistemas,
e nao apenas pontuais. Por exemplo, suponha que tenhamos em mios um
sistema massa-mola amortecido. Seja £ a constante da mola, b o coeficiente
de amortecimento e m a massa do corpo em questic. O modelo do sistema é
dado entao por AMM(mi, k,b). Suponha ainda que um controlador foi projetado
para este sistema de forma a atender especificacoes dadas. Levanta-se entdo
a seguinte questdo: se os parametros da planta forem perturbados o sistema
continuard atendendo ds especificagées? Esta é uma questio tipica de robustez,
o que podemos dizer sobre o modelo M{m+Am, k+Ak, b+Ab)? Nesse contexto,
fica clara a importancia dos resultados de Kharitonov, pois é razodvel supor que
pequenas variagoes de parametros levem a pequenas variacoes de coeficientes no
medelo.

Introduziremos a seguir alguns conceitos fundamentais para os resultados
que se seguem. Em primeiro lugar, veremos o conceito de estrutura de incertezas
independente e, em seguida, a caracterizagdo de uma familia de polinémios-
intervalo. Por toda esta se¢io vamos assumir que os polindmios incertos sio tais
que seu grau permanece constante, ou seja, nao existe nenhum valor da incerteza
que anule o coeficiente de s”. O relaxamento desta hipdtese é considerado
em {Bar94].

Definigao 3.5 (Estrutura de Incertezas Independentes) Um polinémio p
cujos coeficientes sdo incertos [Bard4, p. 66]

p(s,q) = _ai(q)s'
=0

tem uma estrutura de incertezas independente se cada componente ¢; do vetor
g entra em apenas um coeficiente a;.

Defini¢io 3.6 (Polindmios-Intervale) Se p(s,q) for tal que

1. pls,q) tem estrutura de inceriezas independente;
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2. cada coeficiente a; de p € continuo em g;;
3. g €Q e € um hiper-retangulo,

entio P = {p(s,q) : g € Q} é uma familia de polinémios-intervalo, ou,
simplificadamente, um polinémio-intervalo [Bar8{, p. 67]

O importante resultado de Kharitonov foi obter condigbes de estabilidade
para P testando apenas wm ndmero finito de polindémios, os pelinémios de Kha-
ritonov.

Definigdo 3.7 (Polinémios de Kharitonov) Dada uma familia de poliné-
mios-intervalo P = {p(s,¢): ¢ € Q} com

T

pls,g) = lg7, ¢

1==0

definimos o0s quatro polinémios de Kharitonov como os quatro polinémios

Ki(s)=g; +q7s+qfs* + g7 +qps* +qs® +¢f b 4+
KB(S):(I;+Qf3-§'qz_52+q§:sa+qj.s4-%-q;“‘ss-}-qé”sﬁ_;....
Ky(s)=qf +aq7s+ 8" + a3 +¢f "+ 56" + g%+ -
Ki(s)=q; +afs+afs’+ 7% + g7 s* + ¢ ® + gfs®+ -

Exempro 3.8 (Polinémios de Kharitonov [Bar94, p. 69])
Seja o polindmic-intervalo dado por '
pls,q) = [1,2]s° + [3,4]s* + [5,6)s® + [7, 86 + [9, 10]s + {11, 12},
Os seus quatro polindmios de Kharitonov sdo dados por
Ki(s) = 8+ 3s* + 65° + 85" + 95 + 11
Ka(s) = 25% 4 45* + 5% + 767 + 105 + 12

K3(s) = 8% + 45* 4+ 65 4 752 4 95 + 12
Ks(s) = 2% 4+ 3s* + 5s® + 852 4+ 105 + 11

Khariionov [Kha78a, Teorema 3.9 (Kharitonov [Kha78a, Kha78b]) Uma famiia de polinémi-

Kha78b]

os-intervalo P com grau invariante ¢ robustamenie estdvel se e somente se os
seus quatro polinémios de Kharitonov associados sdo estdveis.
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Prova: O leitor pode encontrar a prova deste teorema nos trabalhos originais da

Kharitonov ou em Barmish [Bar94, p. 77].
(]

Exgmrio 3.10 (Barmish [Bar34, p. 69})

Seja o polinémio-intervalo dado por

p(s,q) = [0.25,1.25)s% + [2.75, 3.25]s? + [0.75,1.25]s + [0.25, 1.25].

Calculando seus polinémies de Kharitonov vemos que K;(s) é Hurwitz parai=1...4.
Portanto p(s, q) € robustamente estavel.

Os resultados de Kharitonov tém importancia nao zipenas tedrica, mas tam-
bém pratica, uma vez que o teste de estabilidade necessirio é extremamente
simples e de facil implementa¢do. Com a popularizacao deste resultado, na
década de 80, um intenso trabalho de pesquisa foi feito em teoria de controle
para generalizd-lo, e varias das implica¢des do teorema sao ainda hoje objeto de
estudo. Uma extensdo esperada do resultado de Kharitonov trata de quocientes
de polindémios-intervalo.

Definigdo 3.11 (Plantas-Intervalo) Uma familia de plantas-intervalo
G={G(s,q;7): ¢€Q, r€ R}
€ dada por [Bar9{, p. 89]

ooy Nisq)
G(éﬁ Q‘JT) - D(S’ T)‘J
onde N{s,q) = Y% g7, ¢F]s" € D(s,q) = Siy [r7,7F] 8" sdo polinémios-

intervalo,

Assim, vemos que os resultados de Kharitonov tém um grande potencial
em teoria de sistemas, potencial este que tem sido explorado por um grande
nimero de pesquisadores. Em particular, vamos apresentar uma destas linhas
de pesquisa, que estuda a aplicagio do teorema de Kharitonov i estabilidade

absoluta de sistemas tipo Lur’e.

Critério do Circule Robusio

A andlise de um sistema buscando propriedades de estabilidade absoluta é ba-
seada no conhecimento perfeito da planta linear do sistema e no conhecimento
de uma classe de fungbes a qual pertenca a nio-linearidade da malha de rea-
limentagao. Desta forma, um sistema absolutamente estivel é robusto a um
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determinado tipo de incerteza, qual seja, incerteza na malha de realimentacio.
A abordagem recente do problema de robustez de sistemas dindmicos, em parti-
cular sistemas lineares, tem dado, entretanto, énfase no problema de incertezas
do modelo. Matematicamente, isto se traduz em incertezas de coeficientes da
funcao de transferéncia e/ou incertezas nos elementos das matrizes de estado.

Nesta segdo, veremos como o teorema de Kharitonov pode ser utilizado para
o modelamento e andlise de incertezas de coeficientes da parte linear de um sis-
tema Lur’e. O leitor deve ficar atento ao grau de generalidade desta formulacao,
uma vez que ela inclui tanto incertezas na malha direta como também incertezas
na malha de realimentacdo, caracterizando sistemas que podem ser chamados
de robusta e absolutamente estéveis.

Os resultados apresentados aqui estio em [CDBY1].

Definimos as seguintes familias de fungdes de transferéncia. Sejam N(s,¢)e
D{s,r) polinémios-intervalo. Definimos as familias

_ 5. - N(s,9) }
6= {G(s,0.7): Gls.g7) = Bl 1€Q. TeR

KN
Q’K:{Kb z,jzl...é},

J

onde KV e KP sio os polinémios de Kharitonov associados a N e D, respecti-
vamente. Note que a familia Gg contém 16 plantas perfeitamente conhecidas.
Os seguintes resultados caracterizam a positividade da familia G.

Lema 3.12 (Chapellat et al.)
R{GUGuw)} +v>0 VGeg

se e somente se

R{GHw)} +v>0 VG € Gy

Prova: Veja Chapellat ef al. [CDBO1].
0

Este resultado pode ser ainda melhor caracterizado, como no seguinte teo-
rema.

Teorema 3.13 (Chapellat ¢f al.) Seja G uma familia de fungées de trans-
feréncia préprias e estdveis. Entdo

weifeg MOUW))

ocorre em uma das 16 plantas G' € Gy,
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! Geg X

Figura 3.2: Sistema Lur’e com incertezas em .

Prova: Veja Chapellat e gl [CDBI1L
1

Consideremos agora sistemas do tipo Lur’e. Seja o sistema da figura 3.2.
Podemos caratecterizar sua estabilidade com base na seguinte teorema.

Teorema 3.14 (Teorema do Circulo Robusto} Seja o sistema realimenta-
do da figura 3.2, onde § € uma familia de funcées de transferéncia proprias e
estdveis. Entdo a famiia G* de sistemas realimentados € absolutamente e&tavel
para ¢ pertencente ao setor [0, k] com k dado por

oG, s€ mf m:i 3?{(‘ (Fw)} >0

Gegwe
b= 1
Inf inf R{G{jw)}

caso contrdrio

Prova: Veja Chapellat ¢t ol [CDBO1].
0

E interessante notar que o teorema de Kharitonov preserva o critério do
circulo em sua forma original, ou seja, em sua formulacio convencional. U-
ma rapida comparacdo com o critério do circulo para sistemas monovaridveis
conhecidos (p. 16) permite verificar que a modificagio daquele critério para o
apresentado nesta segdo consiste apenas da busca pelos vértices do politopo de
plantas, que sdo conhecidos ¢ em nimero finito. Este resultado permite inclusive
que rotinas numéricas baseadas no principio da positividade sejam prontamente
estendidas para o caso robusto. Veremos na préxima se¢io que isto também se
aplica ao critério de Popov robusto.

Por outro lado, a forga deste resultado nao deve também ser superestimada,
uma vez que sua aplicacdo depende de que a estrutura de incertezas da planta
seja compativel com as hipéteses do teorema de Kharitonov, o que pode ser
dificil de ocorrer no mundo real.
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Os resultados acima abriram uma nova linha de pesquisa em estabilidade
absoluta de sistemas incertos, a extensdo dos resultados cldssicos para o caso
incerto, O critério de Popov robusto, apresentado a seguir, é fruto desta linha
de pesquisa.

Critério de Popov Robusto

Da mesma forma que o critério de Popov apresenta resultados menos conserva-
dores do que o critério do circulo em sistemas conhecidos, sua versao robusta
também procura diminuir o grau de conservatividade em relacio ao critério do
circulo robusto.

O desenvolvimento € andlogo ao da seciio anterior, e apenas os resultados
serao apresentados. O leitor pode consultar Dahleh et ol [DTV93] para um
desenvolvimento detathado do critério.

Seja o sistema da figura 3.2 (p. 37), com ¢ uma ndo-lincaridade invariante
no tempo e G € G Hurwitz. O critério de Popov robusto pode entdo ser assim
formulado [DTV93].

Definigao 3.15 (Critério de Popov Robusto) Seja uma familia de funcées
de transferéncia estdveis G. Se existir § € & tal que

R{(+ jwB)G(jw)} + ~k1" >0 YweR

pare toda G € G, entdo o sistema € absolutamente estdvel.

Prova: O leitor pode consultar Dahleh et al. [DTV83] para uma prova deste re-

sultado.
]

O leitor pode verificar que este resultado é andlogo ao obtido na secio 3.2.1:
se um critério € satisfeito para todas as plantas de uma familia, entio a familia
€ absolutamente estdvel. A aplicagio do teorema de Kharitonov permite, mais
uma vez, simplificar o critério.

Teorema 3.16 (Teorema de Popov Robusto) O sisterna realimentado da
figura 3.2 (p. 87) € absolutamente estdvel no setor [0, k] para toda G € G se
existir B € R tal que

R{(1 + juB)GUw)) + ;; 50 VueR

para toda G € Gy .

Prova: O leitor pode consultar Dahleh et al. [DTV93] para uma prova deste re-

sultado.
Ll
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Convém salientar alguns pontos. Em primeiro lugar, vemos que a extensio
do critério de Popov segue os mesmos passos da extensao do critério do circulo,
0 que sugere um padréo. Vamos discutir melhor este assunto na segio seguinte.

Em segundo lugar, apesar do critéric de Popov robusto levar a resultados
menos conservadores do que o critério do circulo robusto, a proporg¢io de ganho
em conservatividade é menor do que no caso de sistemas conhecidos. I {écil
ver a razao. No critério de Popov basta achar § que satisfaga o critério, o que
leva intuitivamente a procurar o melhor 3, ou seja, aquele que leva a resultados
menos conservadores. No caso robusto, entretanto, o critério diz que o sistema
¢ estavel se existir um wnico § que satisfaga o critério de Popov pare todas as
plantas. E facil ver que esse 4 nio serd 6timo em geral. Em [DTVI3], os autores
discutem esta questao com mais detalhe, inclusive estabelecendo limitantes para
o setor de estabilidade e ilustrando o critério com um exemplo.

Em terceiro lugar, vale lembrar que os aspectos numéricos de implementacio
do critério de Popov robusto seguem os mesmos comentérios feitos para o critério

_ do circulo robusto.

EXEMPLO 3.17 (Critério de Popov com Incertezas no Modelo Interno) ..

A teoria apresentada acima permite tratar incertezas apresentadas na forma de coefi-
cientes desconhecidos na funcdo de transferéncia da parte linear da planta. Suponha,
entretanto, que wm modelc interno estivesse disponivel e que as incertezas fossem dadas
como parametros desconhecidos do modelo interno, ou seja, que elementos das matrizes
A e B fossem incertos. Seja o sistema dado pela equagio (3.1). Por simplicidade vamos
supor D = 0. As matrizes A ¢ B sao Incertas com dominios de incerteza convexos,
por exemplo, A e B sao matrizes intervalo. Relembrando os resultados dos exem-
plos 2.1 (p. 4) e 2.30 (p. 22), a estabilidade de um sistema Lur’e pode ser analisada
pela LMTI

AP+ PA (-BCA+ B'FP - 3CY

[ (-BCA+ B'P-3C) —BCB - B'C"B

onde agora B = diag(f;) e T = diag{n;). Note que a LMI (3.16) é linear em P, B e T,
portanto convexa. Por simplicidade suponha que A e B sejam dadas pela combinagao
convexa de um numero finito de vértices p. Desta forma

} <0, (3.16)

? y
(4,B)=3 M40 B), S A=1, 420
R3] ' i=1
onde (A;, B;) sio os vértices do politopo de incertezas. Definindo p LMIs

AP + PA; (~BCA; + BIP - 3CY
(-BCA; + BIP —5C)  -®BCB, - B | S0 (3.17)
Se for possivel encontrar P, B ¢ T tais que as p LMIs dadas pela equacio (3.17) sejam
factiveis, entdo o sistema Incerto serd robusta e absolutamente estdvel com fungio de
Lyapunov dada por
P Ciz
Viz)=2'Pe+ > 26 |  $:(¢)d,

(=31 0
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onde C; é a i-ésima linha de C' e ¢; € a i-ésima componente de ¢,

Perspectivas

Vemos que a extensdo do critério de Popov segue a mesma linha da extensio
do critério do circulo. Esta concordancia sugere que os critérios frequenciais
de estabilidade possam todos ser generalizados pelo teorema de Kharitonov por
uma mesma linha geral de demostracao, como se segue:

1. mostrar que uma familia de fun¢bes de transferéncia é absolutamente
estavel se o critério em questao for satisfeito para cada planta da familia;

2. mostrar que o teorema de Kharitonov pode ser usado para substituir o
teste em todas as plantas pelo teste nos vértices de Kharitonov.

Desta forma, podemos (em teoria) estender todos os critérios de estabilidade
absoluta para critérios de estabilidade robusta.

Outra linha de pesquisa tenta enfraquecer as hipdteses do teorema de Khari-
tonov, ou seja, validar seus resultados para incertezas mais abrangentes. Desta
forma procura-se relaxar as condigbes de varia¢des independentes dos coefici-
entes e utilizar outros domfnios de incerteza que nao hiper-retingulos. Estas
generalizagoes dariam a estes resultados uma maior aplicacio pratica, pois ten-
tariam aproximar situagdes reals.

3.2.2 Resultados Derivados da Analise de Lyapunov

Nesta secao, abordaremos o tema da estabilidade robusta de sistemas Lur’e por
fungbes de Lyapunov paramétricas, fazendo uma coneccio entre estabilidade
absoluta e estabilidade robusta de sistemas Lur’e. Vamos introduzir os conceitos
de estabilidade quadritica e estabilidade robusta (o leitor deve atentar ao uso
indiscriminado de estabilidade robusta em diferentes contextos).

Estabilidade Quadratica x Estabilidade Robusta

As nogoes de estabilidade quadritica e estabilidade robusta tém sido tratadas
de forma bem diferenciada na literatura recente. Vamos introduzir os conceitos
de ambas.

Seja A o dominio de incerteza da matriz A, com
i=Ar AcA (3.18)

Definicdo 3.18 (Estabilidade Quadratica) Um sistema incerto € dito qua-
draticamente estdvel se eziste uma matriz P = P’ > 0 tal que

AP+PA<O VAcA (3.19)
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Ou seja, um sistema do tipo (3.18) é quadraticamente estdvel se existir uma
mesma matriz P que satiszaga a inequacio de Lyapunov

X'P4+PX <0
para todas as matrizes 4 € A.

Definigiio 3.19 (Estabilidade Robusta) Um sistema incerto € dito robusia-
mente estdvel se A € Hurwitz para toda matriz A € A.

Em outras palavras, um sistema do tipo (3.18} é robustamente estdvel se
para cada matriz A € A existir um matriz P(4} = P(4Y > 0 tal que

A'P(A)+ P(A)A < 0,

ou seja, deve existit uma matriz P(A4), que pode ser diferente para cada A € A,
satisfazendo a inequacao de Lyapunov.

Modelo de Incertezas

Nesta segdo consideraremos um modelo de incertezas conforme apresentado na
figura 3.3 (p. 42). Para malores detalhes sobre este modelo e sobre suas co-
necgbes com LFTs (Linear Fractional Transformations), consulte [PD93]. Esta
estrutura particular gera o seguinte conjunto de incertezas A.

A={A+BAC: AeD}, (3.20)

onde D depende da estrutura da incerteza. O caso mais simples ocorre quando
D é dado por :
D={A: Aer™} (3.21)

No caso em que A € €% mostra-se que as nogoes de estabilidade qua-
drdtica e estabilidade robusta sio equivalentes [KPZ90).

Incertezas Estruturadas

Consideraremos nesta se¢ao um caso mais geral de incertezas estruturadas. Seja
o conjunto D caracterizado por

611121
6310,
D=(A: A= , G ER, A e TR

(3.22)
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Figura 3.3: Modelo de Tncerteza

ou seja, A é uma matriz bloco diagonal com blocos que podem ser tanto reais
como complexos, tanto distintos como repetidos. Essa representagio permite
uma maior generalidade do problema, e ji com dois blocos as nogoes de esta-
bilidade quadratica e estabilidade robusta nio mais coincidem. Veja Rotea at
al. [RCPY3] para uma maior discussio deste tema e para exemplos de sistemas
que satisfazem um tipo de estabilidade, mas nio o outro.

O Valor Singular Estruturado

Seja A € D com D dado pela equagio (3.22). Definimos o valor singular estru-
turado, ou abreviadamente y, como o maior valor singular de A tal que J — MA
é nio singular, com a matriz M conhecida. Mais especificamente, temos a se-
guinte definicio.

Definigao 3.20 (Valor Singular Estruturado (u)) Seja A € D definido a-
cima. Definimos o valor singular estruturado por

1
min {5(A) : det (I - MA) = 0}

M) = (3.23)

onde o(A) denota o valor singular mdzimo de . Caso nio ezista A € D tal
que I — MA seja singular, entdo p(M) = 0.

Veja o exemplo 2.9 (p. 11) e Doyle et al. [PD93].
Esta defini¢ao caracteriza g como um limitante da norma da incerteza que
pode ser tolerada pelo sistema

¢ = (A+ BAC)z
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sem que este perca a estabilidade. O conceito de u tem sido muito usado na lite-
ratura para a analise de estabilidade robusta de sistemas lineares, uma vez que
o problema da estabilidade quadrética ja estd de certa forma resolvido [GPB91].

Por definigio, u estd intimamente ligado & estrutura da incerteza, ou seja,
ao conjunto D. Enquanto para algumas estruturas o problema do céleulo de
f € extremamente simples, para outras seu cilculo pode ser muito complexo,
caracterizado por um problema de otimizagdo nio linear e nio convexo.

Em vista destas dificuldades, diversos pesquisadores tém trabalhado no pro-
blema de obter limitartes para p, ou seja, obter uma estimativa da faixa de
valores onde se encontra p para uma dada estrutura. Por exemplo, na andlise
de yu para sistemas dindmicos onde as incertezas pertencem a C sio comumente
utilizados os limitantes

pIM) < p(M) <TM),

onde p(M) é o raio espectral de M e 5(M} é o valor singular méximo de M.
Estes limitantes sio normalmente refinados usando-se escalamento da matriz
M [PD93, HH93]. Enquanto estes limitantes podem ser precisos e até exatos
conforme a estrutura da incerteza no caso de incertezas complexas, eles podem
ser extremantente conservadores no caso de incertezas reais.

Conecgoes entre o Problema de Lur'e e i

Dentro do contexto da estabilidade de sistemas dindmicos, podemos olhar o
problema da estabilidade absoluta como um problema de estabilidade robusta
e/ou quadratica, e para tanto basta caracterizar a nao-linearidade ¢ como uma
incerteza linear F. Desta forma o problema da estabilidade absoluta fica assim
colocado: determine as condigbes sobre a planta linear G(s) = C(sI — A)™'B
tal que ela seja estivel frente a uma realimentagio linear desconhecida F. Este
procedimento consiste puramente em impor a linearidade de ¢.

Entretanto, independentemente da linearidade de ¢, todos os critérios para
a estabilidade absoluta de sistemas Lur’e podem ser utilizados para analisar a
estabilidade do sistema com realimentagdo linear. Por exemplo, o critério do
Circulo pode ser utilizado para analisar a estabilidade frente a incertezas F(t)
dependentes do tempo e limitadas por um setor. Da mesma forma, o critério
de Popov pode ser utilizado para analisar a estabilidade frente a incertezas £
invariantes no tempo e também limitadas por um setor.

Esta conecgao néo ocorre somente na interpretagio dos resultados, mas tam-
bém na forma de simetria nas equagdes. Por exemplo, na anélise de limitantes

de p para sistemas que contém incertezas tanto reais como complexas, propoe-se

o seguinte limitante
#M) < \/max(0,e*)
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onde o ¢ a solucio de um problema de otimiza¢ic do tipo

a" = inf min{o: G'DG+j(NG-G'N)-aD <0}, (3.24)
D{s)eDp o€l
N(.!}G'DN
onde as matrizes N(s}e I)(s) sao hermitianas bloco diagonal particionadas con-
forme a estrutura da incerteza e os conjuntos Dp e Dy dependem da estrutura
da incerteza. Para ilustrar a simetria das equagdes, tomemos um multiplicador
{requencial Z(s), tal que Z(s) seja um multiplicador que possa ser utilizado para

verificar a estabilidade do sistema G{s). Seja
Z{s) = diag{Zy(s), Zo(3), ..., Zm(s)].
Apresentamos o seguinte resultado.

Teorema 3.21 (Haddad e! ol. [HHHB92]) Considere o sistema linear in-
varianic no tempo (G(s) com a ndo-linearidade ¢ desacoplada contida no setor
[~ 8, &]. Suponha que I — G(jw)R € ndo singular para todo w € B, e defina Z{s)
conforme acima, com R{Z(s)} = Zr(s) e S{Z(s)} = Z1(s). Se

G ZrAG — J(Z21G - G*Z1)~ Zp&™' <0 YweR (3.25)
entdo o sisterna realimentado € estdvel.

Prova: Veja [HHHB92].
4

O leitor pode verificar que as equagbes (3.24) e {3.25) sio idénticas em for-
ma, mostrando que realmente os problemas do cilculo de limitantes para u com
incertezas reais € o problema da estabilidade absoluta estio fortemente rela-
cionados. Mais ainda, se considerarmos a nao-linearidade ¢; no setor [—1,1]
(0 que é sempre possivel por uma transformagdo de loop) teremos & = I e as
equagoes serao idénticas, com D(s) = Zp(s) e N(s) = Z1(s), e o limitado por
I [HHHB92].

Condigbes de Positividade e Equagoes de Riccati

Em todo o tratamento anterior dado neste texto ao problema da estabilidade
absoluta, as condigtes de estabilidade apresentadas sempre foram colocadas na
forma de condigbes de positividade de Z(jw)G(jw), onde G(jw) é a funcio de
transferéncia da parte linear do sistema e Z(jw) é um multiplicador apropri-
ado. Nesta secdo fazemos a ponte entre os métodos frequenciais para o teste
de estabilidade e condi¢des “analiticas” de estabilidade dadas por equaces de
Riccati.

Dada uma certa condigao de positividade, podemos estender os resultados
do lema de Kalman-Yakubovitch matricial para esta condigio, o que nos per-
mite obter uma condigdo suficiente de estabilidade pela andlise da solugio de
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uma equagao tipo Riccati. Esta abordagem foi utilizada por Haddad e Berns-

tein [HB91a], que apresentam fun¢des de Lyapunov para os critérios do Circulo
e de Popov (entre outros) baseados na solu¢do de uma equagio quadratica.

Esta abordagem apresenta algumas vantagens. Em primeiro lugar, é nitido o
beneficio trazido por uma melhor compreensio do problema em andlise, beneficio
este que, neste caso, permite ao pesquisador “ver” melhor como as condicées de
positividade sdo mapeadas em sua linguagem mais familiar de modelo interno.

Em segundo lugar, a anélise de positividade por equacdes tipo Riccati leva
naturalmente & uma fungio de Lyapunov para o sistema, o que pode ser de
extrema valia no momento em que o problema de sintese for avaliado.

Cabe ressaltar ainda que a abordagem do problema da estabilidade absoluta
por equagoes tipo Riccati permite que o problema seja imediatamente coloca-
do na forma de uma LML Com esta formulagio convexa, podemos introduzir
diversas restricdes adicionais ac problema original sem contudo aumentar sua
complexidade. Por exemplo, com uma flormulagio LMI podemos facilmente in-
troduzir restrigbes de estabilidade quadrdtica em dominios convexos e estrutura
da matriz P (P € a solugdo da equagio de Riccati). Veja o exemplo 3.17 (p. 39)
e [GPBI1].

Nesta se¢do vamos caracterizar com equagdes tipo Riccati os critérios do
circulo e de Popov. Para tanto, precisamos do seguinte lema.

Lema 3.22 (Conecgéio Positividade-Riccati) Seja G(s) = C(sT— A)"1B+
D, com (A, B,C, D) uma realizagéo minima. Entdo as sequintes condigdes sdo
equivalentes:

1. Aé Huruwitz e G > 9,’1

2. D4+ D >0eexistem P=P >0eR=R >0 tais que

AP+ PA+(C-BPY(D+D)Y Y C~-BP)+R=0.  (3.26)

Este lema pode ser demostrado pela utilizagdo do lema 2.16 (p. 14).

Seguindo este resultado, apresentamos a equivaléncia entre o critério do
circulo e uma equacgdo tipo Riccati. ‘

Seja o sistema dado por

i = Az + Bu (3.27a)
y=Cz (3.27b)
u=—¢(y) (3.27¢)

ondez € R", y € R™, u € R'e ¢: R™ — R! ¢ uma nio-linearidade satisfazendo
a condigdo de setor
0> [¢(y) — A1y] [¢(y) — fay]. (3.27d)
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Note que ndo ¢ restrita & classe de néo-linearidades desacopladas. A funcao de
transferéncia da parte linear do sistema é dada por

G(s) = C{sI — AY"' B, (3.27e)
e (A4, B,C) ¢ uma realizacio minima de G/(s).
Teorema 3.23 (Haddad e Bernstein) Se
4 8Gs)[T+ £:G(8)] ™ >0
entdo o sistema (5.27) € estdvel com
Viz)= 2Pz
onde P > 0 ¢ dada por
M—BR&WP+PM—Bmﬁh{é%—ﬁQCmB%H;ﬁrﬁﬂCmEH+R:O
pare R > 0.
Prova: Consulte [HB91a)]. 7
0

Um resultado similar é obtido para o caso do teorema de ?opov. Seja o
sistema dindmico dado pela equagdo (3.27) com m = [ e a nio-linearidade
¢: R™ — R™ desacoplada satisfazendo '

d(y)le(y) - Ayl < 0 (3.28)

Teorema 3.24 (Haddad e Bernstein) Seja & > 0 diagonal. Se existir uma
mairiz B tal que H, > 0,

Hy(s) = &1 4 (I + sB)C(s),
entdo o sistema (3.27) com ¢ especificada acima € estdvel com

m Chix
V(z)=2z'Pr +2 Zfo () dC,
(31

onde P > 0 € a solucdo de

A'P+ PA _
HC+BCA- BPY (87 +8CB) + (87 + BCBY] " (C+BCA- BP)

fR=0
para K > 0.

Prova: Consulte [HB91a].
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Condigdes Convexas por LMIs

Na se¢do anterior foi feita uma conec¢do entre os critérios frequenciais de po-
sitividade e equagbes tipo Riccati. Nesta secdo comentaremos brevemente a
formulacdo deste mesmo problema por LMIs.

Para obter uma LMI que seja equivalente is condi¢bes de positividade de
fungoes de transferéncia, vamos utilizar os resultados do lema 3.22 (p. 45). Neste
lema estabelecem-se as condigoes de equivaléncia entre uma equagio tipo Riccati
e a positividade de uma fungio. Note que a equagio tipo Riccati pode ser
transformada diretamente (dadas as hipdteses do lema 3.22) em um problema
de factibilidade de uma LMI, como se segue. Seja a inequacio tipo Riccati

A'P+PA+(C~B'PY(D+DYHC~B'P) <0, (3.29)

com D+ D' > 0. Note que esta inequagio é equivalente & equagio (3.26). Entio
existe P = P’ > 0 solugio desta inequagao se e somente se a LMI

AP+ PA ('~ PB
c_pp -pop <9 (3.30)
for factivel. FEsta equivaléncia decorre de manipulagbes de matrizes bloco-
diagonais. Para maiores detalhes, consulte Boyd et al. [BGFB94].

Com esta formulagao podemos imediatamente estender os resultados de posi-
tividade a uma planta incerta com uma formulacdo convexa. Sejam as p plantas

(Ai, By, C, D) com

¥ v
(A,B)=3 X(AuBy), 0<A<L Y A=L

i=1 1=1

Entao todas as plantas (4, B, C, D) sdo positivas reais se ¢ somente se existir
P = P’ > 0 que torne factiveis as p LMIs

AP+ PA; C'~PB;
’ ’ < (}-

C-BP -D-D
Veja o exemplo 3.17 (p. 39).

Da mesma forma, podemos incorporar qualquer outra restrigio convexa ao
problema anterior, como estrutura bloco-diagonal da matriz P, por exemplo.
Note que a LMI traduz a equa¢do de Riccati, ndo-linear, em um problema
linear de dimens3o aumentada.

Fungoes de Lyapunov Paramétricas

Com toda a discusso feita nas se¢bes anteriores, podemos agora especializar
o problema da estabilidade absoluta para a andlise de estabilidade robusta de
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sistemas lineares sujeilos a incertezas reais constantes. Seja o sistema dindmico

i= Az + Bu (3.31a)
y=Cx (3.31b)
u = —Fy (3.31('.}

onde z € R™, y € R™, u € R e F = diag[F}] é uma incerteza real constante mas
desconhecida. Este sistema é equivalente ao sistema autonomo

i=(A-BFC)a. (3.31d)

Com esta interpretagdo, podemos utilizar os resultados da teoria da estabili-
dade absoluta para atacar o problema de estabilidade robusta conforme proposto
na se¢ao 3.2.2 (p. 42}, com o conjunto D dado por

D= {A: A= diaglé] b € B}.

Esta formulacio é atraente inclusive pela andlise de nao-linearidades limitadas
a um setor, que no caso de incertezas lineares leva a pardmetros variando em
um faixa pré-especificada.

Um interessante caso ocorre na aplicagao do critério de estabilidade de Popov
ao sistema (3.31). Seja a matriz F contida no setor [0, 8], ou seja, 0 < Fy; < ki,
com R = diag[k;]. Suponha que o critério de Popov se verifica neste caso. Entao
o sistema é estdvel para todo F' no setor [0, £] com uma fungdo de Lyapunov
dada por

m Cix
Vie)=a'Per2) [ RCdC,
=10
que equivale a
V(z)=a2'Pz+2'C'FCz = 2'(P+ C'FC)z (3.32)

Dois fatos merecem ser comentados. Em primeiro lugar, esta é uma fungso de
Lyapunov paramétrica, ou seja, uma funcdo de Lyapunov que depende explici-
tamente da incerteza F. Compare com a definicao 3.19 (p. 41). Em segundo
lugar, a presenca da incerteza F' em V(z) requer que I’ seja invariante no tempo,
resultado este que é essencial para a obtencio de resultados néo conservadores
de estabilidade robusta.

Para uma comparagio de resultados de andlise de estabilidade robusta ob-
tidos com tecria de estabilidade abscluta o leitor deve consultar Collins et
al. [EGCHD93], onde um problema incerto é analisado por vérios critérios de
estabilidade, entre eles o do circulo e o de Popov.

A utilizacio de funcdes de Lyapunov paramétricas nao se restringe ao caso da
aplicagao do teorema de Popov, entretanto, sendo um assunto atual e objeto de
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pesquisa intensa. Podemos inclusive colocar o problema da estabilidade robusta
da seguinte forma. Seja um sistema linear incerto dado por

i = Az + Bu
y=~Cx
onde A= Ap+AAde B = By+AB. Ap e By sdo os valores nominais da planta.
O sistema nominal é estivel se e somente se existe Fyp = F§ > 0 tal que
AP+ Pade < 0,
e o sistema real é estdve] se e somente se
(Ag+ AAYP + P(As + AA4)Y < 0.
Suponha que o sistema nominal é estavel. Entao o sistema incerto é estavel se
AGP + PAg+ AAP + PAA < 0.

Se for possivel encontrar P > 0 tal que a equagdo acima seja satisfeita para AA,
o sistema € estdvel para esta perturbagao. Isto sugere a busca por P(AA) > 0
tal que o sistema seja estdvel para toda perturbacio AA de uma classe. Con-
sulte [HBY1b] e suas referéncias para vdrias abordagens a este problema.

3.3 O Problema de Sintese

Nesta se¢do, vamos abordar o problema do projeto de sistemas de controle
por realimentacdo de estado de forma que o sistema em malha fechada te-
nha caracteristicas de estabilidade absoluta, isto é, de forma que o sistema
em malha fechada satisfaca um dos critérios de estabilidade apresentados na
secao 3.1 (p. 26).

Em parficular, apresentamos condicbes necessirias e suficientes para a e-
xisténcia de um controlador tal que o sistema em malha fechada satisfaca o
critério do circulo ou de Popov.

Nesta se¢ao consideraremos o seguinte problema de sintese. Seja o seguinte
sistema dinamico tipo Lur’e.

i = Az + Byw + Bau (3.33a)
u=—Kg (3.33b)
y=Cxz (3.33¢)
w o= —-gﬁ(y) (3.33d)

onde r € R, y € R™, uw € R' e w € R™. A ndo-linearidade ¢ : R™ — B™ com
a estrutura
$1{y1)

$2(y2)

P(y) = (3.33¢)

bm (.ym )
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é tal que ¢; 1 & — R e ¢; pertence ao setor [0,00), com ¢{0) = 0. As demais
matrizes tém dimensoes apropriadas e sdo conhecidas, & excecdo da matriz K,
que deve ser determinada (se possivel) de forma que a fungao de transferéncia
de y para w

G(s) = Cls] — (A - BsK) ' By (3.381)

satisfaca um critério de estabilidade absoluta pré-estabelecido.

3.3.1 Sintese com o Critério do Circulo

Nesta secdo propomos uma solu¢io para o problema de sintese com o critério
do circulo, ou seja, desejamos encontrar K ial que

G >0, (3.34)

com ({s) dada pela equagdo (3.33f). Este resultado é apresentado no seguinte
teorema.

Teorema 3.25 (Sintese com o Critério do Circulo) Se¢je o sistema ding-
mico dado pelo equagio (3.35). Entao existe K tal que G > 0 se e somente se

a LMJ
-W 0

0 WA+ AW - I'By - ByL | <1 (3.35)

for factivel € By = CW. Neste caso, para cada solugdo (W, L) da LMI o ganho
K € dado por
K o= LW~ (3.36)

Prova: =. Sejam W e L tais que B} = CW ¢ (3.35) ¢ factivel. Entao W > 0 e
WA + AW — L'Bl, — By L < 0. Multiplicando em ambos os lados por W™! ¢ aplicando
K = LW~* temos

AW W A-K'BIWT - W IBK <0
(A- By KYW™ '+ W™ HA - ByK) <0

Manipulando a expressio acima ternos
—{A - .BgK)fP+P(A - BK)> 10
(=81 — (A= ByK)) P+ P(s] — (A~ ByK)) >0
P(sI — (A — BoK)y 2 o (=51 — (A= BoK))Y 1P >0
BLP(s] ~ (A ~ ByK))"' By + Bi(—sl — (A= ByK)Y 'PB; > 0
G(—s) + G{s) > 0.
<. Seja K tal que G > 0. Pelo lema 2.13 (p. 13), isto implica que existe P > 0 tal

que BilP=Ce
(A— BaK)' P+ P(A—- By K) <.
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Multiplicando a equagao acima em ambos os lados por P71, desenvolvendo e tomando
W=P 3 >0l ="FP! obtemos

WA -+ AW ~ L'B) — By L < 0

o gque completa a prova,
i

Note que o teorema 3.25 nos deixa um grau de liberdade na escolha de K,
um para cada par factivel da LML Podemos nos valer deste grau de liberdade
e da constatagao de que a LMI (3.35) é linear em A4 e B; para generalizar o
resultado anterior.

Seja o par {A, B) dado pela combinagio convexa de p vértices,

{A4,B) = i Ai(Aq, Bi)
£}

com A; > 0 e Y.P.; A = 1. Seja ainda uma funcdo f : B! x B" — R tal que f(K)
seja convexa. Com esta nomenclatura temos o seguinte teorema.

Teorema 3.26 (Problema Otimo com o Critério do Circulo) Seja o sis-
tema dindmico (8.33) com o par (A, B) pertencente a um politopo de incerte-
zas P. Entdo existe K* = L*W*™1 (L,WY = argminy w f(L, W) tal que
G > 0VY(A, B) € P se € somente se o problema convezo

min (L, W) (3.37a)

sujeito a
=W 0
0 WAL+ AW - L'B) - Byl | <0 (3.37b)
for factivel ¢ B = CW. Neste caso, o ganho dtime K* ¢ dado por
K* = LW (3.38)
Prova:

0

A interpretagao deste teorema e do anterior € a seguinte. Suponha que tenha-
mos um sistema sujeito a incertezas de modelo dindmico e sujeito a perturbagoes
externas, tais como ruido na malha de realimentacdo. Suponha ainda que estas

‘perturbagoes possam ser modeladas por uma fun¢do nio-linear limitada a um

setor. Os resultados aqui apresentados dao ferramentas para o projeto de um
controlador linear que tornard o sistema estivel frente as incertezas de modelo e
ainda garante que cada modelo dentro da faixa de incertezas serd absolutamente
estavel & perturbactes nao-lineares.
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O leitor deve prestar atencido as condigbes impostas pelos teoremas 3.25
e 3.26, notadamente & condigdo B = CW. No caso em que m = n, isto é, a
dimensao da saida é igual & do estado, e as matrizes By e C tém posto completo,

‘a dnica solucdo factivel é W = C~1B!, o que nio nos dé nenhuma flexibilidade

na escolha de W que satisfaca outras restrigbes. Desta forma. 2 existéncia ou néo
de um ganho “robusto” estd diretamente relacionada & quantidade de solugoes
da equagao B} = CW.

Resta salientar que condigées de setor podem ser adicioradas aos resultados
acima sem perda de linearidade nem convexidade, através do procedimento-S.
As condigdes deixam, entretanto, de ser necessarias. Veja os exemplos 2.30 (p. 22)
e 3.17 (p. 39).

3.3.2 Sintese com o Critério de Popov

Nesta se¢do reproduzimos os resultados da se¢ao anterior para o caso em que o
critério de estabilidade absoluta que desejamos satisfazer é o critério de Popov.

" QOu seja, desejamos encontrar K tal que

Hy(s) = (I + Bs)Gis)

seja estritamente positiva real. Para tanto, vamos precisar dos resultados do
teorema 3.24 (p. 46), que associa a existéncia de B que satisfaz Hy, > 0 &
solugdo definida positiva da inequagao de Riccati

A'P 4 PA+(C+BCA- B'PY[(BCB)+ (BCB)] ' (C+BCA-BP)<0.

Podemos reescrever esta inequagido como a seguinte LMI {veja os resultados
apresentados & pagina 47)

! — B pY
[ A'P+PA  (C+BCA BP)] 0 (3.39)

C+8BCA-BP -BCB-B(CSB
Formulamos, entdo, o seguinte teorema.

Teorema 3.27 (Sintese com o Critério de Popov) Seja o sistema dinami-
co dado pela equacdo (3.33). Entdo exitemm K e B tais que H, > (0 se e somente
se a LMI

<0

[ WA ~ L'B,+ AW — B,L  WC'+WA'C'B — L'ByC'8 ~ B,
(3.40)

CW + BCAW — BCB,L ~ B, —BC B, — B.C'B

for factivel e W > 0. Neste caso, o ganho desejado K € dado por

K=1Iw".
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Prova: =>. Seja K tal que Hp > 0 para um certo B. Pelo teorema 3.24 (p. 46)
existe P > 0 tal que

(A~ ByK)' P+ P(A~ ByK)
+{C' + BC(A ~ ByK) ~ By PY[®BCB;
+B{C"B] 7 C + BC(A - ByK) — B{P] < 0.

Multiplicando em ambos os lados por P77 e transformando a inequagao resuliante na
LMI equivalente temos

P A —P'RK'BL + AP = BKP™! PTIC 4+ PTAC'B - PTIK/BLCB - B,y <0
CP~' +BCAP™! — BCB;KP? - B} —BCB, - BIOB :

Tomando W = P~* > 0 e L = KP~* prova a suficiéncia.

<=. Seja a LMI factivel. Entao ela € equivalente a uma inequacio de Riccati. Mul-
tiplicando esta equagdo dos dois lados por W~ temos, pelo teorema 3.24 que existe
uma fun¢do de Lyapunov tipo Lur’e-Postmkov que garante a estabilidade do sistema.

Portanto podemos encontrar B tal que H, > 0.
[

Neste caso cabem também as mesmas generalizacdes e comentarios feitos ao
fim da secio anterior. Em particular, o leitor deve verificar que uma versio de
teorema 3.26 pode ser enunciada também para o critério de Popov.

Devemos ressaltar, entretanto, uma inerente dificuldade do problema de
sintese com o critério de Popov, que o leitor atento deve ter notado. A e-
quagao (3.39) descreve as condigoes de estabilidade do sistema em malha aberta
(isto é, sem o ganho K, mas realimentado com a nao-linearidade), e esta e-
guagdo é uma LMI em P e ‘B, o que nos permite obter ao mesmo tempo o
melhor setor de Popov (pela escolha de B) e a funcdo de Lyapunov associada
(pela escolha de P). Por outro lado, quando fechamos a malha de realimen-
tagao, a equacgao (3.40) é uma LMI em W (leia-se P) e L (leja-se K), mas nio
mais em B, pois aparecem produtos cruzados entre B e W e entre B e L. Note
que o teorema 3.27 garante a existéncia de B, mas nio fornece nenhum meio
de encontréd-lo, e, alternativamente, garante a existéncia de K para um dado 8,
mas sem fornecer pistas de como este B foi obtido, problema este que pode ser
ndo trivial. De qualquer forma, existe grande possibilidade de que seja possivel
obtermos um método iterativo para a escolha conjunta de B, P e K este é,

entretanto, um problema aberto na literatura.

3.3.3 Sintese de Sistemas Robustamente Estaveis

Podemos aplicar os resultados desta segio para o caso de sintese de sistemas
robustos, fazendo um paralelo aos resultados apresentados na se¢io 3.2.2, mais
especificamente pagina 47. Desta forma podemos projetar sistemas de controle
que sejam quadraticamente estdveis frente a uma classe de perturbacdes e que
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sejam robustamente estaveis frente a incertezas reais desconhecidas mas cons-
tantes. Por exemplo, no contexto da pagina 47, podemos enunciar o seguinte
resultado.

Corolario 3.28 (Sintese com o Critério de Popov) Seja o sistema dind-
mico (3.33) com a néo-linearidade ¢ dada por ¢y} = Fy, onde ' € um ganho
constante mas desconhecido. Entdo exitem K ¢ B tais que H, > 0 se € somente
se a LMI

WA’ — L'By + AW — Byl WC' + WA'C'S — L'BLC'S ~ B,

CW + BCAW — BCB,L - B, ~BCB, —~ B/C'D <0

(3.41}
for factivel e W > 0. Neste caso, o ganho desejado K ¢ dade por

K=LW



Capitulo 4

Analise Convexa de Critérios

de Estabilidade Absoluta

Neste capitulo apresentamos a maior contribuicdo deste trabalho, um
algoritmo para resolver o problema da estabilidade absoluta utilizando
o critério de Zames ¢ Falb {secdc 2.4.3 (p. 24}). Este problema é
analisado como um problema convexo, e esta andlise permite obter
algoritmos eficientes para o estudo de estabilidade de sistemas Lur’e,
com resultados menos conservativos do que os consagrados critérios
graficos.

4.1 Introducao

Neste capitulo apresentamos um algoritmo baseado em programacio convexa
para encontrar um multiplicador frequencial apropriado para o estudo da esta-
bilidade de sistema tipo Lur’e. Para tal, utilizamos o critério de Zames e Falb
para a caracterizagdo de multiplicadores factiveis, ¢ desenvolvemos o algoritmo
de forma a obter o melhor multiplicador possivel, ou seja, aquele que garante os
resultados menos conservadores.

Neste capitulo analisamos também uma solugio anterior deste mesmo pro-
blema, proposta em 1987 por Safonov e Wyetzner [SW87], e comparamos os
resultados obtidos por ambas as abordagens. Em particular, exploramos a fun-
do as caracteristicas de convexidade do problema, de modo a obter um algoritmo
mais eficiente e menos custoso do ponto de vista computacional.

Na segao 4.2, apresentamos o critério de Zames e Falb como um problema
de Otimizacdo, e exploramos suas propriedades de convexidade. Na secdo 4.3,
expomos brevemente a solugao de Safonov. Em seguida, apresentamos uma
nova solu¢do ao problema, e comparamo-la & solugdo de Safonov.
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4.2 O Problema de Otimizacao

Conforme os resultados apresentados na secao 2.4.3 (p. 24), um sistema Lur’e
perturbado com uma nao-linearidade incremental serd absolutamente estdvel se
for possivel encontrar um multiplicador Z{jw) tal que

®{Z(jw)G(jw)} > 0, (4.1)

onde Z(jw) é um elemento da classe de multiplicadores factiveis

o 4] o0
Z= {Z(jw_) D Z(jw) = 2 —-/ eVt dt, 2(1) >0, 20 > / 2(t} di},
p ~o0
. (4.2)
Esta classe de multiplicadores factiveis contém os critérios frequenciais cldssicos,
tais como os critérios do circulo e de Popov. Estes critérios ou estao contidos na
classe ou s&o pontos de acumulagdo de sequéncias de multiplicadores contidos
na classe. Safonov aponta que o critério do circulo é obtido pela escolha trivial
z(t) = 0= Z(jw) = z, enquanto o critério de Popov é obtido como

1+ jwd = lim M
n—o0 1 4 jw/n
onde cada termo da série é um multiplicador da classe 2.

Esta formulagio do problema da estabilidade absoluta é vista entdo como
uma formulagao extremamente geral, pois ela inclui os resultados cldssicos do
circulo e de Popov, mas nao se limita a eles. F, se escolhermos aleatoriamente um
multiplicador da classe 27 E claro que este multiplicador pode gerar reultados
tanto mais como menos conservativos do que o critério de Popov, o que nos leva,
a seguinte questdo: como escolher um multiplicador étimo na classe Z, ou seja,
como escolher o multiplicador que gera os resultados menos conservativos?

O critério garante a estabilidade se a parte real do produto entre o multi-
plicador e a fun¢do de tranferéncia da planta é positiva. Para um multiplicador
escolhido aleatoriamente da classe Z, o que podemos dizer sobre R{ZG} (a de-
pendéncia explicita de jw serd omitida neste capitulo)? Se R{ZG} > 0, entdo o
sistema ¢é absolutamente estivel. Mas se R{ZG} # 0, entdo nada podemos con-
cluir, pois pode existir algum outro multiplicador Z € Z tal que %{ZG’} > 0.
Concluimos, entdo, que devemos realizar uma busca entre os multiplicadores
da classe Z procurando aquele que nos permite decidir sobre a estabilidade do
sistema. A melhor forma de fazer uma busca é definir um critério e procurar
os elementos do conjunto que satisfazem este critério. Neste caso, queremos
encontrar o melhor multiplicador, ou seja, aquele que leva R{ZG} > 0 a0 seu
méaximo. Definimos para este fim o seguinte problema (P) de otimizagao.

BB (43)

Discutiremos nas segbes a seguir algumas propostas de solu¢io para equa-
¢ao (4.3). Todas elas propdem solugdes da seguinte forma.
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1. Aproxime o problema de dimensdo infinita por um problema de dimensio
finita;

2. Escolha os pontos em tempo e/ou frequéncia nos quais a equagio (4.3)
serd calculada;

3. Utilize um método apropriado para resolver o problema discretizado.

Como veremos a seguir, neste problema a grande dificuldade estd na escolha das
amostras em tempo e frequéncia.

4.3 A Solucao de Safonov e Wyetzner

Em [SW8T7], Safonov e Wyetzner propdem a seguinte discretizagio do problema
{P). Em primeiro lugar, note que o problema de otimizagio pode ser reescrito
com uma fungao objetivo linear,

max p
sujeitoa R{ZG} > p

Em seguida, suponha que z(t) (a funcio geradora de Z(jw)) seja dada por

N
2t) =3 bt~ t),
g
ou seja, estamos discritizando a varidvel de tempo. Com esta aproximacgio e
tomando zp = 1 a classe Z se transforma em

N N
Z= {Z(jw) 22wy =1~ Zz.ie‘””t",zi > O,Zzi < 1} .
ga=] i=1
Este problema ainda é de dimensao infinita em frequéncia. A varidvel w é
discretizada substituindo a busca w € R por um ndmero finito de testes em wy,
k=1...M. Assim o problema original é reescrito como

max p
sujeito a  R{Z(jwe)G(juwr)} > p  Vj.

Este problema é claramente linear em z;, e € reestrito na forma padrio de um

PL
max ¢z

_ sujeito a Az <b
onde
c:[(} 0 ... 0 1],
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G(juw)
G j’wg
b=R ( _ )
G'(j'wM)
e
G(j’wl)e”“jw;i; G(jun )e-.?:wﬂz L G(jw;_)e“ﬁ:wltf\’ 1
G(jws)e~ 7wt G(jwgle™ ez Gjwy)e vty ]
A=% . . ) :
G(jwM)e“"jth G’(}‘wM)e—jwMtz L G(jwM)cm—jwMtN 1
com z definido como
21
22
o
N
p

0 préximo passo é a escolha das amostras. Safonov sugere que as frequéncias
wi sejam escolhidas em torno da frequéncia critica de G{jw), ou seja, em torno
da frequéncia na qual ZG(jw) = —~x. Vamos analisar mais detalhadamente esta
escolha. No caso em que a fase de G(joo) é —7/2, ou seja, a diferenca entre
o ntimero de polos p e o niimero de zeros r é 1, o sistema é estdvel em vista
das restrigoes de fase de ¢. No caso em que p~ r > 2, ou seja, ZG(joo) <
—%7:, nenhum critério da classe 2 pode satisfazer a condigio de estabilidade,
uma vez que a fase de Z estd limitada ao intervalo (~7/2,7/2). Portanto, os
sistemas que podem ter assegurada sua estabilidade por este critério devem ter
ZG(joo) > —x. Neste contexto, a escolha das frequéncias amostradas em torno
de —7 é uma boa escolha. Note, entretanto, que na medida em que o algoritmo
progride, estaremos tentando escolher 7,4, de forma a melhorar a positividade
de Z,G, e n&o necessariamente esta escolha de frequéncias sera boa neste caso.

Safonov sugere que sejam escolhidas M frequéncias ignalmente espacadas lo-
garitmicamente entre si em torno da frequéncia critica de G, e inclui a frequéncia
nula. Propde que os tempos sejam escolhidos no centro do intervalo critico asso-
ciado, ou seja, t; = T/w;. Ambos os intervalos sdo espelhados em 0, resultando
em intervalos simétricos com tempos e frequéncias positivos e negativos.

Safonov argumenta que para que o PL seja uma boa aproximacio do pro-
blema (P), o nimero de amostras deve ser grande, e ele propde que na primeira
iteragdo este nimero seja em torno de duas centenas e que ele seja dobrado a
cada iteracdo. O algoritmo é mostrado abaixo.

Passo 1. Inicializacao.

Passo 2. Resolva o PL.
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Passc 3: Verifique a factibilidade da solugio.

1. Se a solugao ¢ factivel, teste-a para todo w. Se R{ZG} >
0 Vw, pare. A solugdo garante a estabilidade do sistema. Se’
R{ZG} < 0 para alguma faixa de frequéncia, inclua esta faixa
nas amostras e volte a 2.

2. Se ndo for obtida uma soluclo factivel, dobre o ntimero de
amostras e volte ao passo 2.

Passo 3: Se apds algumasiteracdes nédo for possivel encontrar uma solugio,
nada pode ser concluido em relagio 4 estabilidade do sistema.

A grande desvantagem do algoritmo acima é seu peso computacional, uma
vez que o PL ¢é de grande dimensio e dobra a cada iteracdo, e o nimero de
restrigoes pode aumentar ainda mais, no caso do passo 3, item 1.

4.4 Um Novo Algoritmo

Nesta se¢do propomos um algoritmo mais eficiente para resolver o problema
{P). Para tanto, vamos analisd-lo como um problema convexo. Para este fim, é
conveniente alterarmos um pouco a nossa notagio. Na se¢do 2.4.3 (p. 24) pa- -
rametrizamos a classe dos multiplicadores factiveis. Nesta secdo, apresentamos
um algoritmo que busca wma fungio geradora de um multiplicador factivel. Por-
tanto, é interessante parametrizarmos a classe de fungdes no tempo que levam
a multiplicadores factiveis. Esta é a classe F.

F=A{f(t): 1 - Fjw)e Z} (4.4)
O leitor deve atentar ao fato que implicitamente assumimos z; = 1. Com
esta notagdo, vamos a andlise convexa deste problema.
4.4.1 Um problema Convexo
Voltemos ao problema (P),
maxmin 8{ZG}
Z. .wEE (4'5)
sujeitoa Z ¢ Z

Vamos reescrevé-lo como

max min ${G ~ FG}
feF wek

Note que o conjunto 2 é convexo, pois é definido apenas em fungio de operagoes
lineares, assim como o conjunto J. Note também que

min ${2G}
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é um funcional céncavo, pois R{ZG} é linear em 2(1) e o minimo de um conjunto
de funcionais lineares é concavo. Maiores detalhes podem ser obtidos em [GG].
Seja ¢{ f) o funcional

FANE y .
V(f) = mip ®{G - FG]} (4.6)

Seja f° € F um funcional qualquer. O minimo de t¥(f°%) ocorre para algum
w € R. Seja este ponto w’. Entdo, se f € F é um funcional arbitrario, temos
que

s <r{fi- [T el cuun).

-0
Somando e subtraindo 1{ f°} & equagiio acima obtemos

o< e+ [ R{=6Gue Y i - o) @ @)

ou, eguivalentemente,

() < 00 + (R{-GGeO "}, 1) - £°10)) (4.8)
onde -
wl03) = [ a@uod

¢é o produto escalar neste espago de Hilbert. Este resultado implica que
R{=G(u)e ] € 0u(1°), (49)
onde 8v( f%) é o conjunto dos subgradientes de ¢ no ponto fC.

4.4.2 Desenvolvimento do Algoritmo

Nesta secdo vamos nos valer das propriedades de convexidade do problema (P},
exploradas na secao anterior, e propor um algoritmo para a sua solugdo. Seja
f aproximada por uma sequéncia de impulsos, ou seja, f(t) = Zfil z6(1 ~
ti). A medida em que N — oo, a solugdo do problema discretizado, conforme
proposto na secdo 4.3 (p. 57), se aproxima da solugao real. Como j4 foi discutido,
esta abordagem é computacionalmente muito dispendiosa. Vamos estudar outra
forma de abordar este mesmo problema.

Suponha que f(t) = TN, 26(t — ;) e que N seja fixo. Neste caso, podemos
reescrever as fungdes e conjuntos definidos na se¢do anterior. O problema (P)
passa a ser escrito como (PN)

A= pax Un(f)
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onde o conjunto Fy é dado por

N
Fn = {f:F(j?U)E Zn, Fjw)=1- Zzies"wt.}’

=31

o conjunto Zy é dado por

N .
ZIn = {Z(jw): >0, 22‘1’ < ]}

1=

N
e g1} -ty 17
Yn(z) = min éﬁ{ [1 - Z;e zl} G(jw)} : (4.10)
O leitor deve verificar que esta formulagio é compativel com aquela previamente
utilizada. Ela é, contudo, mais atraente do ponto de vista computacional. Nete
ainda que, se N — oo, Fy — F e tpy — .

O problema (PN) é céncavo e sua solucdo Stima pode ser obtida por efici-
entes técnicas de programacio matemadtica. Neste trabalho vamos propor uma
solugio baseada em um algoritmo de planos de corte. Convém ressaltar que um
subgradiente para N fixo é dado por

e Ans0
—emiwty

R : G(ju"y } € dpw(2Y), (4.11)

—
e 0 Jutn

e seu calculo depende unicamente de w® (veja a equagio {4.9)), ponto este que
pode ser obtido por um processo de otimizagdo unidimensional. Para cada
~elemento fU & F precisamos apenas realizar um procedimento de “busca” por
wY e recalcular o subgradiente no ponto w®.
Suponha agora que tenhamos solucionado o problema (PN} para N impulsos.
- Claramente '

A” Z )\;‘V-i-l Z AFV&
poié ¢é esperado que a solugdo Otima se aproxime da solucdo real para N cres-
cente. Suponha que a solugio otima seja atingida no ponto zjy, com valor da
fun¢do objetivo A}, para um conjunto de amostras de tempo

T:{h t ... tN}.

Seja A%y < 0 (pois se A} > 0 o sistema é absolutamente estivel e podemos
“parar”). Entdo devemos aumentar N e tentar novamente. Ao contréario do
proposto por Safonov, vamos aumentar N em apenas 1 unidade, ou seja, vamos
alocar mais uma amostra de tempo. E imperativo observar que a solu¢io 6tima
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t ta ¢

Figura 4.1: Funcao f(t) hipotética

2y depende crucialmente do conjunto de amostras T. Podemos ver claramente
este fato com um pequeno exemplo. Suponha que a fungio Gtima seja conforme
apresentada na figura 4.1. Se alocarmos amostras de tempo fora do intervalo
[t1,12], pouco conseguiremos melhorar nossa aproximagio. Vamos propor uma
metodologia de escolha da {N+1}-ésima amostra de tempo partindo da solucio
6tima com N amostras.

Observe que a derivada direcional & direita de ¥ 41 em 2° na direcio d é
dada por (consulte Lasdon [Las70])

Dipns (20, d) = min {,u'd TS 3¢N+;(zo)}. (4.12)

Suponha que tenhamos em maos a solugao 6tima z3,. Como estamos tentando
melhorar a solugdo z3;, escolhemos

d=[00 ... 0 1].

Lembrando que o subgradiente de ¢ pode ser calculado pela equagio (4.11),
ternos

*

Dipnia ([ o ] ,d) = — max {IGGw) cos(wtn s - 26w} (4.13)

onde £G é a fase de G, e W* é o conjunto de solugbes da equagdo (4.10) no
ponto z}, ou seja, o conjunto de pontos nos quais a parte real de ZG é mais
negativa. Se a derivada direcional D41 for positiva, entfio é possivel obter
tn41 tal que Ay < A}y, y. Portanto, a melhor escotha possivel de ¢y é aquela
que maximiza D141, pois essa escolha nos permite avancar mais rapidamente
ao otimo. Note que, apesar do conjunto W* poder ser extremamente complexo,
o minimo da equacio (4.10) pode sempre ser calculado por um procedimento de
busca unidimensional.

Um importante caso ocorre quando W* consiste em um tnico ponto w”.
Neste caso, o méximo na equagio (4.13) ocorre em

2k + Ur + £G(ju)

t = . 4.14
N+1 - ( )
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onde k € Z. A escolha de k pode ser feita observando-se que, quanto menor
k|, menor {tnyyl, e estaremos “amostrando” uma dindmica mais rapida de
f(t). Note que no caso em que W* contém mais do que um ponto, o maximo
de D¢¥n4y provém de uma otimizagio nio-linear em w. Com w uma varidvel
discreta, entretanto. este procedimento reduz-se & uma busca. Em qualquer
caso, com ty4q calculado como acima,

pova ([ 5]10) <t

com a igualdade sendo obrigatdrio no caso em que w € W* é Wnico.

4.4.3 O Algoritmo

Passo 1: Resoiva
Ay = minR{G(jw)}.
weER

Escolha pela equagio (4.14) o valor de 15, e faga T = {#;}. Caso
ty = 0, faga t; = 6. Seja N =1 e ¢ > 0 suficientemente pequeno.

A — a. Z.

Seja 1! € Gwn{z"). Pela concavidade do problema, Ay pode ser
obtide alravés da equacio

N=max (A un() (4, 2=y 2 1=,

€ Epy

o que indica que este problema pode ser solucionado por urn método
de linearizagio exterior. Apresentamos este algoritmo, notando que
a restri¢io A < 1 ¢ adicionada sem perda de generalidade, uma vez
que a estabilidade depende apenas do sinal de A*.

1. Para N fixo, seja ¢ > 0 suficientemente pequeno, [ = 1, 21 =
0 € RY. Caleule ¢n(2!) e u! € dyn()).

2. Solucione o problema

L+l . i H o .
A -AsglggzN{A.wN(z)%(u,z Y2 A I=1,... L},

e seja 2Lt sua solugio dtima.

Cabe ressaltar que esta otimizagio linear é facilmente imple-
mentada pelo método dual simplex [Las70], que apresenta ex-
celente desempenho neste caso, pois dispensa a fase 1 de busca
por uma base. Note que tanto A como zy sio limitados supe-
riormente, garantindo que sua solugdo 6tima é limitada,
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Figura 4.2: A} em funcdo de b. N indica o mimero de amostras de tempo
utilizadas.

3. Se AMFY — yn(2FH1Y < ¢, pare; A}y = AP Caso contrério,
faga L « L+1, calcule ¥in (251}, pl+t € Oy (2711 e retorne
a2

Passo 4: Se A}y — Ay_; < ¢ va para b, Caso contrério faga Thyg = Ty U
{tn41}, N — N + 1 e vi para 2.

Passo 5: Se A} > 0 entdo o sisterna € absolutamente estével no setor {0, 0o,
Se ||u!|l < oo o algoritmo acima sempre converge & solugdo tima A},

ExeMrLO 4.1 (Desempenho do Algoritmo)

Considere o exemplo 2.4 (p. 9). Aplicando a solucdo numérica considerada nesta secio

dquele problema, obternos os seguintes resultados. O algoritmo nos permite concluir que
o sistema ¢é absolutamente estavel no setor [1;7,998], ou seja, que satisfaz a conjectura
de Aizerman (o setor de Nyquist neste caso € b < 8). A figura 4.2 mostra a dimensio
do problema e o valor da fungdo objetivo em cada iteragao. Note que a dimensdo
do problema linear nunca € superior 2 12, em contraste com a solugao proposta por
Safonov, cuja dimensdo € de 200 na primeira iteracdo e dobra a cada nova iteracéo.
Compare estes resultados com aqueles apresentados no exemplo 2.30 (p. 22).

4.5 Owutras Consideracoes

Nesta seglo, faremos um brainstorm sobre os problemas discutidos neste capitulo,
propondo varia¢bes na andilise e interpretacic dos problemas, e também ex-
tensdes e aplicagtes a estes resultados.
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4.5.1 Escolha de uma Base Otima

Ao discretizarmos o problema (4.5), estamos implicitamente assumindo que uma
sequéncia de impulsos é uma boa base para representar a funcao geradora f(t).
Entretanto, pela caracterfstica pontual do lupulso, outras bases podem ser mais
eficientes na discretizagio. Seja a funcio f € F e [ uma aproximagio dada por

N
fx =3 f(thi(1), (4.15)

Em nosso algoritmo, utilizamos h;(t) = §(¢;). Estamos sempre assumindo que
N w00 = fy — f.
Levantamos agora a seguinte questdo. Seja ¢ > 0. Desejamos obter N tal que

f—fnv<e

base h] que seja 6tima no sentido de minimizar N para ¢ dado.
A estrutura do problema, entretanto, se mantém inalterada, como podemos
verificar. O multiplicador passa a ser

Z(jw) =1 [OO = (1) di

S e O

o0 LN
=1- / eI S F(thalt) dt
e 1=0

N oo )
1- 3 f(t) / IR (1) di
i=0 o

N
=1- 3" f(t:)Hi(jw). (4.16)
=0
Portanto todos os resultados anteriores continuam vilidos frente a essa mudanca
de base, bastanto substituir e/ por H;(jw).

Este é um problema extremamente interessante, que nao se limita a aplicacio
no problema de estabilidade absoluta. Para este problema em particular, recen-
tes resultados em teoria de processamento de sinals abrem atraentes perspectivas
para a escolha de uma boa base, utilizando a transformada de wavelets [Str93].
Esta transformada tem a fundamental caracteristica de utilizar janelas variaveis
em tempo e frequéncia, o que intuitivamente equivale a amostrar mais rapida-
mente em alta frequéncia do que em baixa. A transformada de Fourier, por
outro lado, trabalha com janela constante. Em nosso problema especifico, onde
amostramos tanto em fempo como em frequéncia, wavelets parecem ser ama boa,
escolha de base, a qual permitiria reduzir ainda mais a dimensio do problema
a ser sojucionado numericamente.



Secao 4.5 66

4.5.2 Variacao LMI

Utilizando uma parametrizacgio alternativa da classe de multiplicadores factiveis,
conforme descrito na segao 2.4.3 (p. 24), é possivel reescrever o problema de oti-
mizagao eliminando a varidvel de tempo. O problema passa, entao, a ser escrito
como uma sequéncia de problemas de factibilidade de LMIs. Nesta secdo vamos
analisar esta alternativa.

A classe de multiplicadores factiveis pode ser caracterizada pelo conjunto

OO

(t)dt = 1},

O

2={Ewa2um=ém¢/‘KW%GMnanzm%a]
— o

e o conjunto
F={f(t): 2~ F(jw) e 2}

caracteriza as funcdes geradoras de £. Desta forma. reconhecemos f como uma
distribuigdo no sentido estatistico (ao contrario de uma distribui¢do no sentido
dos espacos de Sobolev). Um importante resultado da teoria das distribui¢des
estabelece condicbes para que uma funcio de transferéncia seja a transformada
de uma distribuicao. Estas condigoes sao as seguintes.

f{1)é uma distribuigdo & F(ju) > 0
Podemos testar esta condigao verificando se a matriz hermitiana
F(juwy = jwy) F(jwy — jun) F(jus - jwr)

F(jw) — jwg) F(jws — jwg) F(juws— jws)

¢ definida positiva para todas as frequéncias w. Na pritica, esta condicgio é
extremamente dificil de testar. Vamos deixar de lado este problema por um
momento. Podemos discretizar o problema acima expandindo a exponencial em
série de Taylor,

fwmrjmfwwnﬂ

/ Z( Jwﬂl dt

‘—0 Wj j tfi)di

= §0 (_‘::;w)‘ﬁi
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Defina agora as matrizes hermitianas
(—jwr+jwi) (—jwg+jws)  (—jws + jw, )

@ == | (Cjwgws)'  (=jwrtjwn) {~jws + juwy)
2. . . .

Entdo se aproximarmos F por

N, Rt
FN(jw.):Z( Z!u)az'

1={}
teremos o seguinte problema de otimizagao:

max min R{[~14 58(w)]G(jw)}

N N
sujeito a Zg,- = I,Za;‘l’g >0
t=1 =0
onde 3 = [3], e
B(wy=[1 -z G Gt ]

Note que temos um problema linear sujeito a uma restricio dada por uma LM,
e que este problema nédo depende da varidvel de tempo. Assim, pela escolha
apropriada das amostras de frequéncia, podemos tentar resolver o problema
da estabilidade absoluta exclusivamente em frequéncia. Este é, entretanto, um
problema ainda em aberto.

4.5.3 Extensao para o Caso Multivaridvel

No caso em que o sistema Lur’e é multivaridvel, com a nio-linearidade ¢ desa-
coplada, como na equago (3.1) ~ veja também a figura 3.1 (p. 27) —, a matriz
de transferéncia G(s) é quadrada, e podemos aplicar o critério de Zames e Falb
com o multiplicador dado por

Zi(jw) _
Z(jw) = S ,
Z3(jw)

onde cada Z; € Z. Veja Haddad et o/ [HHHBY92] para uma discussio mais
profunda de multiplicadores diagonais dependendes de frequéncia. Neste caso,
ao invés de testar a parte real de ZG, a teste apropriado é

Z(jw)"Gjw) + G(jw) Z(jw) > 0,
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onde X™ é a matriz complexa conjugada de X. Podemos reescrever entio o
problema de estabilidade multivaridvel como o seguinte problema de otimizagao.

max %lég Aminl Z(Fw)" G(jw) + G(jw) Z(jw)]

, , (4.17)
sujeito a Zi{jw)€ Z

onde A, denota o autovalor minimo.
Note que a fungho objetivo min,eg Amin|Z(Jw)*G{jw) + G(juw)*Z{jw)] é
concava. Vamos provar este fato informalmente. Seja f; € F, e defina

U(fir fr- s fu) = min min 2{Z(jw)"Gliw) + G(jw) Z(jw)le.

weR fizl|=1

Claramente os problemas sio equivalentes. Para f; = f7, o minimo ¥; é atingido
em um ponto caracterizado por wg € g, com valor

Yo(f7s f35- - f3) = w5 2(jwo) G(jwo) + G(jwo)"Z(jwo)]z™.
Temos, entio, que

‘p(fhf??‘ "1fﬂ-) < wU(flafZ:'“afn)’

e também que a igualdade ocorre no ponto 7, ou seja,

V(f 2o fn) = ol 15 f2 o 1)

Como ¥y ¢ linear em f;, = U( f1, fa,..., fn) é limitada superiormente por um
ndmero ilimitado de fungbes lineares = ¥(fy, fa,..., f,,) é cOncava.

Neste contexto, o algoritomo apresentado na se¢io 4.4.3 pode ser pronta-
mente estendido para a andlise de estabilidade de sistemas multivariaveis.

Uma aplicagio imediata do resultado acima é a andlise de p de sistemas
multivaridveis sujeitos a incertezas paramétricas reais. Alguns trabalhos na
literatura utilizam os critérios do circulo e de Popov para analisar a estabilidade
de sistemas sujeitos a incertezas reais constantes. Veja por exemplo [HH93,
HHHBY2, HBY91a). Como o critério proposto é na pior das hipéteses tio bom
quanto o critério de Popov, esta ¢ claramente uma alternativa promissora para
reduzir a conservatividade dos resultados neste campo de pesquisa. Note que
¢ = F satisfaz as hipdteses do teorema 2.33.



Capitulo 5

Conclusao Geral

‘Neste trabalho exploramos o problema da estabilidade absoluta de sistemas
tipo Lur’e em seus diversos aspectos, tentando estabelecer relacoes entre este
problema e outros assuntos tratados recentemente na literatura.

O problema de estabilidade absoluta foi considerado desde os seus primeiros
resultados, datando da década de 40, até os mais recentes resultados do inicio dos
anos 90. Desta forma esperamos dar ao leitor uma ampla visiio das aplicacdes
e evolugio desta teoria, no contexto das teorias de controle e estabilidade.

A apresentacdo comeca com os resultados cldssicos, que datam da década de
60. Sao apresentados os critérios do circulo, de Popov e de Zames e Falb, nas
andlises entrada/saida e de Lyapunov. Acreditamos que os resultados expostos
sejam representativos do grande volume de trabalho feito na época.

Estes resultados classicos sdo entao estendidos & luz de uma série de resulta-
dos mais recentes em teoria de controle. Os critérios cldssicos sao apresentados
em versoes multivaridveis, e algumas outras propostas de critérios de estabili-
dade aplicdveis a sistemas mais gerais sio apresentadas e comparadas com o
famoso critério de Popov.

O problema da estabilidade robusta é entiio analisado por dois enfoques
distintos. O primeiro deles se baseia na teoria da descricio entrada/saida de
sisternas dindmicos, e é desenvolvido por diversos resultados derivados da teoria
de polinthios de Kharitonov. Nesta linha, sio apresentadas e discutidas versoes
robustas dos critérios cldssicos de estabilidade absoluta, permitindo a anilise de
sistemas extremamente gerais.

O outro enfoque dado 2 teoria de estabilidade robusta é baseado na descricéio
interna de sistemas dindmicos. Sao apresentados diversos resultados recentes
sobre positividade, inequagdes de Riccati e LMIs, e estes resultados sio relacio-
nados com resultados da literatura sobre andlise de robustez via valor singular
estruturado. Neste contexto, a teoria da estabilidade absoluta pode ser esten-
dida para gerar resultados sobre estabilidade robusta e quadratica de sistemas
dindmicos lineares simultaneamente, e leva a descrigbes convexas dos problemas
de estabilidade e sintese. Estes resultados sio expostos e analisados.

HO
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Deslocamo-nos entdo ao problema numérico de estabilidade absoluta, e a-
presentamos uma nova proposta de algoritmo que mostra ser mais eficiente do
que as outras solugbes propostas na litaratura. O algoritmo é apresentado e
variagOes e extensoes sao comentadas.

Durante todo o texto aparecem diversos problemas em aberto na literatura,
que sao sermpre explicitamente mencionados. Esperamos que este trabalho possa
contribuir com a teoria existente e servir como fonte de in spiragdo para trabalhos
futuros.

Bom, ¢ isso!
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