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Resumo

Lste trabalho propde um método, via analise convexa, para a solugho de problemas de
controle &timo em normas Hg ¢ H.. utilizando-se realimentacio estatica de estados,
de saida e dindmica de saida. Em cada um dos casos, uma transformacio ndo linear
parametriza o conjunte de todos os ganhos estabilizantes através ou de um conjunto
convexo (no caso de realimentagio de estados) ou da intersecgiio entre o conjunto convexo
anterior e um conjunte defirido por uma funcio real. Em seguida, condi¢des necessirias
e suficientes para a existéncia do ganho procurado sdo propostas, o que permite a solugao
dos problemas étimos Ha ¢ Hy. Os problemas de observador de estados Hae e Moo s80
tratados como duais ao problema de regulador. Os problemas de regulagio dinamica de
saida sao expostos como extensGes das solugbes anteriores. A principal caracteristica da
formulacao proposta é sua versatilidade, permitindo que diversos problemas venham a
ser considerados, como os problemas de custo garantido Ha e H, no caso de sistemas
incertos pertencentes a dominios convexos poliedrais, os problemas de descentralizacio
de ganho e os problemas de falhas de atuadores/sensores. Dots algoritmos sao propostos
para a solugio dos problemas, ambos baseados no método de planes de corte.

Abstract

This thesis proposes a convex programuming approach for the optimal solution of Hs
and H.o control problems by static state feedback, static output feedback and dynamic
output feedback. In ecach case, a nonlinear transformation parametrizes the sel of all
stabilizing control gains either by a convex set (in the case of state feedback) or by a
intersection between a convex set and a set delined by a real-valued function. Necessary
and sufficient conditions are derived for the existence of the gain, which allows the solu-
tion of the Hy and H,, optimal control problems. The observer problem cases are solved
by duality and the dynamic feedback cases follows directly from the state regulator con-
trol problem. The proposed formulation main characteristic is the versatility. It allows
to deal with uncertain systems in convex bounded polyhedral domains, the decentraliza-
tion problems and the failure actuator/sensor problems. Two algorithms are propesed
for solving the aforementioned problems, both based on the cutting-plane methods.
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vi Notagao

Notacao
Matrizes sfo indicadas por letras latinas maidsculas como A, vetores por letras latinas minidsculas
como a ¢ escalares por letras gregas mindsculas como o.

Conjuntos sio indicados por letras na forma A .

A{AY, A {4}, Ay {A} : espectro de autovalores da matriz A, especiro de autovalores da ma-
triz A com parte real estritamente negativa e espectro de autovalores da matriz A com parte real
estritamente positiva.

Amax A}, Amin {A} : operagio autovalor maximo da matriz quadrada e simélrica A4, operagao
autovalor minimo da matriz quadrada e simétrica A.

L., 0.y : matriz identidade com dimensdo n, matriz nula de dimensdes n x m; em alguns casos,
a dimensao ndo sera incluida, visto ser evidente,

R, R_, R, : conjunto dos nimeros reais, conjunte dos ndmeros reais negalivos, conjunto dos
niimeros reais positivos.

¢, €_, €, : conjunle dos ndimeros complexos, conjunto dos nimeros complexos com parte real
negativa, conjunto dos nimeros complexos com parte real positiva,

Rrxm XM espago das matrizes de dimens&o n x m com elementos reals, espago das matrizes de
dimens&o n % m com elementos complexos,

N {A) : espago nulo da matriz 4; todo elemento X € AN (A) ¢ tal que AX =0e X'X =1
R {A} : espaco range da matriz A.

A’, Tr {A} : transposta da matriz 4, trago da mairiz A (soma dos elementos da diagonal principal
de A).

{A, B) = Tr {A'B} : produto interno entre matrizes no espago ™7,

N.’L‘“p : norma de ordem p do elemento #. Sem a indicagio de ordem, deve ser tomada como a norma

C 1 - 1
de ordem 2; no caso do vetor ¢, como a norma euclidiana; no caso da matriz 4, como )\m/agx (A'A).

JAllF : norma de Frobenius da matriz A, definida como / Tr{ A'A }



Capitulo 1

Introducao Geral

Uma das questdes centrais em Teoria de Controle, nas mais diversas linhas de pesquisa existen-
tes, € a de encontrar ferramentas de andlise e de projeto que tentem representar ¢ comportamento
dos sistemas em estudo de forma mats préoxima aquela que cletivamente ocorre e que, também e em
igual importancia, sejam passiveis de implementa¢io. Estas duas caracteristicas das metodologias
de controle de sistemas sdo, na verdade, objetivos a serem atingidos pelos procedimentos propos-
tos, sendo o proprio cerne do gque se poderia definir de um procedimento ideal de projeto. Um
procedimento deste tipo pode ser decomposto numa série de etapas, que compreendem:

(a) a especificagio dos objetivos a serem atingidos pelo projeto;
{b) o modelamento matematico do sistema em questio;

{¢) a validagdo do modelo, ou seja, a comparagio entre ¢ modelo matemdtico concebido e o
comportamento do sistema real;

{d1) a anilise do modelo frente aos resultados da validagio e as especifigbes descjadas;

(d2) a determinag¢do de uma maneira de fazer com que o sistemna se comporte o mais proximo as

especificagdes, ou seja, a determinacio do que se denomina de uma lei de controle para o
sisterna;

{e) a anilise do desempenho do sistema real utilizando as regras (ou a regra) de controle,

Obviamente, nenhuma destas etapas existe isoladamente e, ao contrario, a interdependéncia esta
delineada de forma clara. Qutras avaliacdes podem existir do gue seja am projeto de sisternas de
controle, mas esta tem a finalidade de situar o momento no qual este texto se insere e de permitir
que se esclarega (ou pelo menos que se tente fazé-lo) sua pequena contribui¢io e o que dele deve-se
esperar.

Este texto trata, assim, de metodologias de projeto de sistemas dinamicos de controle, formulados
como modelos lineares, na varidvel tempo, sendo esta continua. Os parimetros dos modelos sio
considerados concentrados, no sentido que sua distribuicfio espacial ndo afeta seus valores, mas
estes podem vir a variar ao longo da excursdo temporal de funcionamente do sistema, tende, porém,
limites conhecidos de forma exata. N&ao é necessirio para o sucesso da metodologia proposta, o pleno
conhecimento dos valores dos pardmetros dos modelos. Além disse, a especificagio de continuidade
da varidvel tempo pode ser retirada, pols os procedimentos podem ser estendidos para sistemas
discretos no tempo.



2 1 Introducgio Geral

A principal caracteristica dos procedimentos a serems apresentados ¢ uma propriedade que tem
para Teoria de Conjuntos o mesmo significado que lincaridade em Teoria de Controle, ou seja, a
existéncia de nm arcabougo tedrico proprio e fechado de andlise, que permite injuncdes ¢ genera-
lizagfes nAoc-usuals caso sua exisiéncia ndo possa ser caracterizada. Esta propriedade é a conve-
xidade, que €, assim, a pe¢a fundamental do que vird a ser introduzido nos capitulos seguintes.
O grau de incertezas decorrente do inexato conhecimento dos valores dos pardmetros dos modelos
considerados é exposto, por exemplo, ao se adotar que estes modelos se constituemn na forma de
dominios (conjuntos) convexos poliedrais limitados, incluindo, portanto, todos os madelos resul-
tantes da combinagio convexa entre os vértices do dominio, de tal sorte que apenas limitantes 3
variagio paramétrica devam ser exatamente conhecidos.

Ao lado disso, a formulagio do problema de projeto ¢, em si mesma, convexa ou utiliza proprie-
dades de anslise convexa, permitindo, assim, que se possa evidenciar o cariter da solugio obtida
como Htima e global, ou seja, a “melhor” denire todas as solugdes possiveis da formulacio proposta
e frente as espeficacdes desejadas.

Relacionando assim ao procedimento ideal de projeto, este texto se insere entio como uma
contribuigdo A fase (d), onde o modelo do sistema em estudo e suas restricdes j4 sio de conhecimento
do projetista e se define a lei de controle a ser utilizada. Neste texto considera-se que o sinal de
controle e a varidvel realimentada tém uma relagio linear. O termo restrigdes aqui se adota no sentido
que nem todos os fendmenos que ocortem no sistema precisam estar presentes no modelo obtido.
Diversos destes normalmente ndo tém significado para o que se desgja em termos de especificacio.
QCutros podem ser envolvidos no termo genérico “incertezas sobre os parimetros do modelo”. Neste
caso se incluem, particularmente, fendmenos como variagdes de temperatura, poluicio do meio onde
o sistemna esta em funcionamento, desgaste de componentes, etc, que levam a mudangas nas condigdes
em que este sistema foi projetado. As incertezas podem ser consideradas no modelo como ou tendo
um comportamento estatistico (levando a um modelo estocdstico) ou tendo um comportamento
deterministico. Neste texto, os modelos objeto de estudo se incluem no segundo caso, que exige
apenas ¢ tao somente informagdes concernentes acs hmites destas variagOes e ndo com relagio is
distribui¢hes de probabilidade exigidas no primeiro caso.

Associadas também 4 defini¢do do modelo estio as considera¢des sobre os sinais de entrada. No
capitulo 4, a atenclo se concentra em modelos de sinais expressos como ruidos brancos gaussianos
ou impulsos unitarios, sinals que tém, portanto, densidade espectral conhecida. No capitulo 5, a

atengdo se desvia para sinais que, ao conbrario, nio tém densidade espectral conhecida, mas apenas
se sabe que ¢ limitada.

Esta apresentacao inicial demonstra que este trabalho se coloca como parie de uma linha histérica
em Teoria de Controle que tem sua origem nos proprios primdrdios desta, duranie a primeira ¢ a
segunda Revolugao Industrial. Porém, a principal influéncia sobre este texto se deve aos trabalhos
de analise de estabilidade feitos por A. M. Lyapunov, publicados em 1892, mas que somente vieram
a ter divulgagio ampla no Ocidente durante os anos 50. Ao fim destes ¢ até a primeira metade
dos anos 60, foram desenvolvidas as bases do que denomina Teoria de Controle Mederno, tendo
como ferramenta essencial de projeto o chamado Problema Linear Quadratico (PLQ), um problema
de otimizagio que tem sua origem no método de minimos quadrados em regressio linear e que se
aplica facilmente a sistemas multivaridveis, em oposigio, assim, aos chamados métodos cldssicos
de controle, voltados para sistemas monovaridveis. Tais métodos, existentes desde os anos 30, sio
baseados em ferramentas graficas como Diagrama de Bode, Nyquist ¢ o Lugar de Raizes, concebidos
a partir de modelos de sistemas no dominio freqiiencial. As técnicas de projeto que permitem sio, a
rigor, procedimentos heuristicos de tentativa e erro e no uso de controladores com estrutura padrio
do tipo P1D (proporcional-integral-derivativo). Do ponto de vista industrial so, contudo, até hoje,
as principais técnicas de projeto de controladores.
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Mas, se exigéncias mais rigidas de projeto levaram ao desenvolvimento da Teoria de Controle
Moderno, esta, por si, se mostrou incapaz de atender ao que dela se esperava, particularmente devido
a uma questao: o pleno conhecimento do modelo. Este requisito para a aplicagio de metologias ba-
seadas no {PLQ) se, de um lado reduziu a utilizacio deste, de outro deu origem ao desenvolviemento
de procedimentos que o adaptassem a situagées reais de projeto.

Este texto se vincula em especial a duas destas linhas, o problema de custo garantido, proposto
em 1972 por Chang e Peng [CP72] e o conceito de estabilizagio quadrdtica, introduzido no inicio
dos anos 80 por Barmish e colegas {Bar83]. listas duas metodologias de projeto permitem que se
considerem incertezas paramétricas de ordem suficientemente ampla, ao ponto que possam efetiva-
mente comprometer o funcionamento do sistema, dando origem, assim, aos primeiros resuliados em
termos de uma lel de controle denominada rebusta, ou seja, que mantenha o desempenho do sistema
mesmo gquando este sofre a agio de incertezas paramétricas. O problema de projeto é conduzido de
tal forma que o tamanho das inceriezas é parte do prdprio problema e assim um controlador, caso
exista, € a priort robusto as variagdes consideradas.

Além da consideragiio de robustez, uma outra forte motivagio deste texto é também associada
a vencer dificuldades de projetos incluindo o (PLQ). Este pressupde que informacgdes concernentes
a todos os estados do sistema estejam disponiveis para fins de realimentagio. Isto significa que em
um sistema contendo, por exempo, 12 estados, 12 conjuntos de medigao, incluindo transdutores,
sensores, conversores de sinais, etc, devem ser incluidos para a obtengio do conjunto de informagdes
necessarias para a realimentacio. Isto leva a um grande aumento de custos em projetos. Ao lado
disso, em muitos e Importantes casos, a obtencio destas medidas ¢ extremamente dificil do ponto
vista pratico ou, também, as varidveils ndo tém significado no sistema em questao, mas apenas
sentido matematico. Esta hipdtese se constitul, portanto, em um entrave de grande relevancia para
a mais ampla disseminagio de métodos de projeto utilizando técnicas de controle modernc. A partir
de fins dos anos 60, diversos trabalhos tém apresentado a alternativa de realimentar diretamente
a varidvel medida, independente de seu contetdo de informacio de estados [LAT0], [MT87]. O
capitulo 3 se dedica em especial a este tema, apresentando uma metodologia que seguramente se
constitul na principal contribui¢ao deste trabalho.

A aplicacdo de programagio convexa para o cdlculo de controladores data de fins dos anos
80, primeiramente apenas para problemas envelvendo estabilizagdo guadratica e somente muito
recentemente sendo adotada para problemas de custo garantido [BPG89), [BY89], [KR91], {GPS92al,
[PGS93c]. A principal caracteristica das metodologias que a envolvem ¢ a versatilidade. Um grande
numero de problemas de controle pode ser reduzido a um problema simples de programacio convexa,
a0 qual se agreguem restrigbes que mantenham esta propriedade. Este é o tdpico central dos capitulos
4 eb.

Iste breve perfil hisldrico tem apenas a finalidade de situar este trabalho perante as diversas
linhas de pesquisa existentes e serd estendido ao longo de cada capitule, ao serem descritas as
principais contribui¢des em cada tdpico tratado.

Organizagio deste texto

Este texto ¢ dividido em duas partes. A primeira trata dos problema de estabilizagio de sis-
temas de controle, compreendendo dois capitulos; a segunda, também formada por dois capitulos,
trata dos problemas de projeto. O capitulo 2 se inicia revisando conceitos de estabilidade segundo
Lyapunov e estabilizagio de sistemas lineares. As segdes 2.5 e 2.7 apresentam os principais resul-
tados, mostrando que o conjunto dos ganhos estabilizantes (assintoticamente ou quadraticamente)
por realimentagio de estados pode ser parametrizado através de um conjunto convexo de matri-
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zes semidefinidas positivas. Vale ressaltar que o conjunto de ganhos, em si, nio possui nenhuma
propriedade relevante do ponto de vista geométrico. Ao fim deste capitulo, inclui-se um algoritmo
que possibilita obter um ganho como procurado utilizando-se de um método de planos de corte. O
capitulo 3 apresenta resultados semelhantes, mas de um ponto de vista de realimentag¢io estédtica de
saida, de forma surpreendente, pode-se dizer. Uma funcio, provalmente nio convexa, mas tendo a
propriedade de separacdo entre pontos de um subeonjunto de seu dominio de definigio e o conjunio
convexo que parametriza o conjunto dos ganhos de realimentagdo de estade, permite o mapeamento
de todo o conjunto dos ganhos estabilizantes {assintoticamente ou quadraticamente) por realimen-
tacio estatica de saida. Como no capitulo anterior, ao fim deste um algoritmo bascado em planos
de corte é proposto, possilitando a determinagio numeérica do ganho procurado.

A segunda parte deste texto, voltada para otimizacdo do desempenho de sistemas, é iniciada pelo
capitulo 4, onde o problema linear quadratico € revisado, mas agora sob a 6tica da norma freqliencial
M3, do problema de custo garantido e de realimentagio estdtica de saida. A parametrizagio convexa
do conjunio dos ganhos de realimentagao de estados leva 4 soluglo convexa de um problema equiva-
lente ao problema linear gquadratico e mostra como {azé-lo para os casos envolvendo realimentagéo
dinamica de saida. O resultado mais significativo, sem diivida, é a solugio, sob certas condigGes,
do problema &timo Hy via realimentacio estatica de saida, a partir da parametriza¢ao introduzida
no capitulo 3, e a extensfo deste ¢ de outros resultados para o problema de custo garantido e de
restricdes estruturais, como descentralizagao e falhas de atuadores.

O capitulo b trata do problema H.,. Este, o principal tema em Teoria de Controle durante os
anos 30 e inicio dos anos 90, generaliza o (PLQ)) e sua versio My para o caso de sinais de entrada que
nac possuem densidade espectral de poténcia conhecida, mas, somente se sabe que sdo limitadas.
A solugio aqui apresentada, de um lado mimetiza em parte os resultados relativos ao problema Hs
{quanto aos temas tratados), de outro estende as solugbes do problema He, propostas em [DGKF89)
¢ [Sc90], ambas baseadas em uma formulagio do Lipo Riccati. Mostra-se que por um procedimento
convexo ¢ possivel determinar ndo s6 um ganho subdtimo que atenda as especificagtes em Hoo,
mas, também, a solucio do problema &timo associado, sob determinadas condiges. Também sdo
abordados os problemas mistos Ha /Mo ¢ Heo /H2, este dltimo também uma contribui¢io original
deste texto, pols ndo fol ainda objeto de consideragio de outres pesquisadores, pelo menos ao nivel
de conhecimento do autor deste texto. Como no capitulo 4, todos os resultados sdo estendidos
facilmente para o problema de custc guarantido em He, e para o o tratamento de restrigbes ndo
usuais como descentralizagio, falhas de atuadores e falhas de sensores.

O texto é finalizado com trés apéndices, o primeiro uma revisio do Problema Linear Quadratico
em sua solugio cldssica, o segundo dois resultados em Tecria de Matrizes iiteis para algumas de-
monstracoes a0 longo do texto e o ferceiro uma revisio sobre andlise convexa e método de planocs
de corte.



Parte 1

Estabilizacao



Capitulo 2

Estabilizacao por Realimentacao

de Estado

2.1 Introdugao

Este capitulo discute o problema de estabilizagio de sistemas de controle lineares modelados
através de representagdo de estado, com énfase sobre os aspectos geoméiricos do problema. O
objetivo é soluciond-lo em um espago paramétrico convexo. Para iste, uma transformacio nao-
linear é definida, mapeando o espace dos elementos dos ganhos estabilizantes em um novo, convexo
em suas varidveis de defini¢do. Sio apresentadas e convenientemenle definidas as {erramentas bésicas
de uma linha de pesquisa que se denomina “Andlise Convexa de Sistemas Dindmicos”.

O entendimento de como descrever o problema de estabilizagio numa abordagem convexa é
chave para os desdobramentos que se seguem, primeiro neste ¢ no préxime capitulo, ao se cstudar
o problema de estabilizagio quadritica e, em seguida, ac se analisar o problema de desempenho
robusio nos posteriores.

O capitulo se inicia revisando os conceitos de estabilidade e teoremas para caracteriza-la segundo
Lyapunov. O objetivo é a introdugfo precisa destes conceifos e outros, como fungdes definidas
positivas, que sado utilizados ao longo dos prdximos capitulos, sem a necessidade, no entanto, de
apresentagao de suas demonstragdes, por vezes enfadonhas e extremanente técnicas. As referéncias
principais nestas primeiras secdes sio [Vid78], [Sil78] e [Ch84]. Em seguida, a estabilizagio de
um sistema linear invariante no tempo via realimentacio de estado é o ponto de partida para a
apresenta¢do das Lécnicas de andlise a serem discutidas. Sem perda de generalidade, este caso
particular contém a génese do que serd posteriormente exposto. Sendo assim, um algoritmo bésico
é introduzido e sua convergéncia discutida.

Os resultados ganham abrangéncia ao se acrescentar a hipdtese de incerteza sobre os pardmetros
do modelo e o problema de estabilizagio quadratica ser avaliado. As incertezas consideradas s&o do
tipo pertencentes a dominios poliedrais convexos fechados. A formulacio a ser apresentada tem um
cardter de sinlese com relagfio ao resultado para sisteinas com parameiros conhecidos, incorporando
a determinagao conjunta da solucio de uma desigualdade tipo Lyapunov e um ganho estabilizante.
Este capitulo tém como referéncia bésica a tese de doutoramento de P. L. D. Peres [Per89] e os
artigos [BPG89], [GPBY1] ¢ [PGBI3L
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2.2 Conceito de Estabilidade
Considere que o modelo de um sistema dindmico seja descrito pela equacgiio diferencial ndo-linear

F(t,2(t), ult))
) = gt =(1),u())

onde z(t}) € RN™ ¢ o vetor de varidveis de estado, u(t) € R™ é o vetor de varidveis de entrada de
controle a serem aplicadas ao sistema e z() € R? é o vetor de varidveis de saida a serem reguladas
(varidveis de interesse). As fungdes (-, ) 'Ry xR x R™ =R eg(-,, ) : R x R x V™ — R?
sao tais que () possui um tinico par-solugio [2(t), 2(t)] no intervalo [0, 0) para cada condigho
inicial z(2g) aplicada e este par depende a todo instante de tempo desta condigio inicial [Vid78,
pag. 132]. Um conceito fundamental no estudo de estabilidade é o de ponto de equilibrio.

.
o~
L™y
st
il

Definigao 2.1 Um ponio T(fg) € B no espage de estado € um ponto de equilibrio no instanie de
tempo 1o se f{£,T(tg),0) = 0 para V¢ > 0. O

Isto significa que, aplicando a condigdo inicial z(ts) = F(fe) ao modelo (¥n:) para entrada u(t)
nula, a trajetérial z(¢) resultante serd z(¢) = (t) = Z(tp) para ¥V ¢ > {p. Da mesma forma, se uma
certa trajetéria z(f) encontra o ponto de equilibrio Z({5) € nenhuma outra entrada u(t) é aplicada,
esta trajetdria permanecerd na condi¢do de equilibrio V £ > {g. O ponto de equilibrio é também
conhecido como estado de equilibric ou solu¢dio nula da equagio diferencial do modelo. Sem perda
de generalidade, o estado zero #{fy) = 0 serd cousiderado ao longo deste trabalho um ponto de
equilibrio no instante #g.

A nogdo de estabilidade no sentide de Lyapunov estd associada & andlise do compartamento do
modelo (Tn1) nas vizinhangas de um ponto de equilibrio, ou seja, & anélise do que ocorrera caso o
ponto de equilibrio seja alterado ou perturbado por uma nova condicio inicial 2({o) # E({o), para
z(lp) “préxima” ao ponto F(fo). A defini¢io mais precisa dos conceitos de vizinhanca ou proximidade
estd diretamente ligada ao de norma.

Definigao 2.2 A norma de um elemento  de um espage vetorial linear X € uma fungio de valor
real em X denotada |izl| el que

(a) ||zll > 0 para todo « € X ¢ ||z|] = 0 se ¢ somenie se 2 for o elemento nulo de X.

M) llz+yli <=l + |yl pare qualquer z, y € K. (desigualdade triangular)

(c) ezl = |all|zf] para ¥V © € X ¢ para todos os escalares a. o
Um espago vetorial inear ao qual se assocta uma norma é chamado um espaco linear normado. A

norma € uma generalizagdo do conceito de comprimento ou disténcia entre pontos. E uma medida,
portanto, introduzida no espaco vetorial X.

Definigao 2.3 A esfera B(Z,¢) centrade em T com raio € € definida como o conjunio dos vetores
z € X satisfazendo || —F|] < «. o

Agora serdo introduzidos os conceitos de estabilidade segundo Lyapunov.

1Entende-se por trajetéria z{t) o caminho tragado pelo estado no espago de estado durante sua evolugio entre um
estado inicial ¢ um estado final.
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Definicao 2.4 O ponie de equiltbrio T(1g) no instanie ty € esldvel no sentide de Lyapunev se, para
todo £ > 0, existir um ndmero real §(1p,2) > 0 Lol que, se

le(to) — 2ol < 8(to,e) == |l=(t) - Z()]i <e

pare todo t > tg. Cuso 6{-,-) seju independentc do instante inicial o, enlde o ponte de equilibrio é
uniformemente estdvel no sentide de Lyapunov no inlervalo [ig, 00). O
Definicao 2.5 Um sistema ¢ instdvel no inslante de tempo ty se ndo € esidvel em ty. O

O ponto de equilibrio € estdvel, entdo, se, ao se especificar o limite superior £ de excursio da
trajetéria x(t), seja possivel determinar a priori um limitante superior & da condigio inicial z(fy)
a ser aplicada (possivelmente dependente de £ e do inslante de temnpo inicial tp), de modo que
qualquer trajetdria iniciando no inlerior da esfera B(Z, ) permaneca no interior da eslera B(T, ¢)
ao longo de sua evolucio (veja figura 2.1). O conceito de estabilidade segundo Lyapunov esta asso-
ciado, portanto, ao que ocorre & trajetdria de equilibrio de (¥,;) quando “pequenas” perturbagdes
arbitrarias ocorrem no ponto F(lp). A medida do tamanho admissivel destas perturbagoes ¢ dada
pelo ralo . Note que, como todas as normas em R" sfo topologicamente equivalentes, as defi-
ni¢des introduzidas acima independem da norma utilizada [Vid78, sec. 3.1]. Observe também que
o conceito de estabilidade estd associado ao de energia fornecida a um sistema para se transferir de
um ponto a ouiro no espago de estado (admitindo que a condigdo inicial é uma entrada aplicada)
e, assim, assumir uma nova condi¢do de funcionamento. Caso esta dltima exija além do exeqiiivel
para ser alcangada é, ento, uma condigio instdvel de funcionamento. Exemplo desta situagio ¢ o
gerador sincreno, que possut angule limite de funcionamento; caso este seja ultrapassado, a miquina
perde o sincronismo e sua velocidade passa a crescer sem limite, Estabilidade ¢, assim, um conceito
assoclado A convergéncia; instabilidade, & divergéncia.

O conceito de estabilidade acima ¢ insuficiente em muitas situagdes priticas onde se deseja que
o sistema representado pelo modelo (E,,) retorne ao ponto de equilibrio inicial apds ser perturbado.
E o caso de um sistema de geracio de energia ou de uma acronave, que necessibam manter suas
condigbes de funcionamento mesmo apods sofrerem a acdo de perturbagdo. O conceito expresso
abaixo avanca com relagio ao anlerior para o estudo destes casos.

Defini¢ao 2.6 O ponte de equilibrio F(ly) € assintolicamente csldvel no instanie ty neo sentido de
Lyapunov se

(a) E estével no sentido de Lyapunov.

(b) Existir um ndmero real 8{(tp) > 0 tal que
lz(ta) — B(to)| < 6(te) == la(t)—Z(H)]| -0, t—oo

Caso §(-) seje independente do instante inicial 1y, enldo o ponie de equilibrio € uniforme e assinto-
licamente estdvel no intervalo [{g, 00). a

Estabilidade assintética é um conceito associado i idéia de uma esfera de atragao B(%F,8) no
espaco de estado: uma regido onde todas as irajetdrias iniciando no seu inlerior irdo permanecer ou
retornar apés um periodo {inito de tempo e, entlo, convergirem assintoticamente para o ponto de
equilibrio F(fp) quando ¢ — oc. Em geral, deseja-se que este dominio de atragio seja o mais largo
possivel, mas normalmente este é um problema de dificil solugdo. Por outro lado, tanto estabilidade
quanto estabilidade assintdtica sio propriedades locals, associadas & vizinhanga de um certo ponto
de equilibrio de {X,;}, de modo que néo se sabe, a priori, quais as dimensdes que as esferas B(Z,¢) e
B(zZ, 6) podem assumir. Esta é a principal diferenga entre os conceitos anteriores ¢ o dado a seguir.
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Figura 2.1: Conceitos de estabilidade.

Definigao 2.7 O ponio de equilibrio T(ty) € global ¢ assinloticamenie esldvel se

(a) E estdvel no sentido de Lyapunouv.

(b) Toda trajetéria x(t) converge para o ponto de equilibrio T(ty) quando t — oo, independente da
condigio inicial aplicada. !

Estabilidade assintdtica global implica, portanto, que a esfera de atragiio seja todo o espaco
de estado. Logo, implica também que o ponto de equilibric T(#y) seja o tinico ponte de equilibrio
do sistema. No caso de sisternas lineares invariantes no tempo, todos os conceitos de estabilidade
segundo Lyapunov se reduzem a estabilidade global.

2.3 Estabilidade segundo Lyapunov

O estudo de estabilidade de sistemas modelados como (E,;) é conduzido utilizando-se os dois
métodos propostos por Lyapunov em 1892. O primeiro método (ou método indireto) consiste em
obter informagdes acerca do comportamento do sistema utilizando solugdes das equagdes diferenciais
que o descrevem. Determina-se uma aproximagio linear do modelo em torno de um ponto de
operagio e infere-se o comportamento do sistemna original a partir do modelo linear resultante.

O segundo método {ou métode direte) busca avaliar a estabilidade do sistema sem solucionar
as equagdes diferenciais do modelo. Em lugar disso, ele se baseia no conceito de energia total do
sisterna e em como uma fun¢lo que exprima sste conceito matematicamente ird variar ao longo do
tempo. A fungdo, conhecida com fun¢io de Lyapunov, generaliza a idéia de energia total e assim
permite a escolha de uma fun¢io-energia que seja a mais adequada a um caso particular. Esta
flexibilidade traz consigo, porém, o problema de como defini-la para um problema especifico. No
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Pigura 2.2: Curvas de nivel para funcio definida positiva

entanto, qualquer funcio que satisfaca as exigéncias de definicio de sinal e continutdade ¢ uma
fungao de Lyapunov.

Definigao 2.8 Uma fungio escalar ¢ continua W(z) : R® — R ¢ posiliva definida sc e somente se
(a) W(x) =0 para z =0.

(b) W) >0 pare {ode = # 0. £
Defini¢ao 2.9 Uma fungide V{z,t) 1 R"® x Ry — N £ positiva definida se e somente se

(a) V(0,t) =0, para todo ¢ > 0.

(b) V(x,t) possuir primeiras derivadas parciais continuas com respeite a x(-) e t.

(c) Ewmistir uma fungdo escalar posiliva definida Wi{z) : R — R tal que V(z,t) > W(z) para todo
z €R" e todo t > 0. O

Funcoes desta classe tém um papel fundamental no estudo de estabilidade segundo Lyapunov.
Para o caso de fungdes negativas definidas, as mudancas so dbvias. Uma interpretacio geoméirica
de seu significado ¢ mostrada na figura 2.2, para o caso n = 2, a0 lado das curvas de nivel correspon-
dentes. As curvas representamn estados que satisfazem um valor constante de V(z,t), podendo-se
demonstrar que sio superficies fechadas, O ponto ceniral é o préprio ponto de equilibrio, cuja esta-
bilidade se est& averiguando. Note que o contorne V{z,1) = ¢; estd intelramente contide no interior
do contorno V(z,t) = ez, para ¢; < ¢a2. Se, ao longo de uma trajetéria z(t), o valor da funcao
for diminuindo para cada valor de () e cada valor de ¢, entdo sua derivada temporal V{z,t) §é,
obviamente, negativa. Esta simples observagio é a chave para o entendimento do teorema a seguir.

Teorema 2.1 (Teorema de Estabilidade de Lyapunov) O ponto de equilibrio T(ty) no instan-
te iy do sistema modelado por (L)) ¢ estdvel no sentide de Lyapunov se existir uma fungdo escalar
V{z,1) com primeiras derivadas parciais conlinuas salisfazendo
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(a) V{x,t) posiliva definidea Vi > {y ¢ ¥V = € B(Z(10), §).
(b) -;t—V(ac,t) = V(@,1) negativa definida ¥V { > 15 ¢ ¥ x € B(T(to), ). 0

Prova: Veja [Vid78, pig. 148]. Para o conceito de fungio decrescente, veja [Vid78, pag.143]. O

Teorema 2.2 O ponio de equilibrio E(ts) no instanie de tempo 1y € uniforme e assinloficamen-
le estdvel segundo Lyapunov no intervalo de tempo [lo,00) se exmistir uma funcdo escalar V(z,t)
decrescente, com primeiras derivadas parcieis coniinuas, satisfazendo

(a) V(x,t) positive definida.
(b) V{(x,t) negativa definida. |

Prova: Veja [Vid78, pdg. 153] 0

Os teoremas acima estabelecem que o ponto de equilibrio Z{tg) é estavel no instante 1 se for
possivel enconirar uma funcdo escalar V(z,t) positiva definida e continua, tal que sua derivada
temporal ao longo das trajetérias de (Z,;) seja sempre semi-definida negativa; se, além disso, V (z,1)
for decrescente ao longo das trajetérias do modelo e sua derivada temporal negativa definida, entio
o ponto de equilibrio é uniforme e assintoticamente estdvel. Se, além do mais, a funcio for definida
positiva e decrescente em todo o espago de estado e sua derivada temporal definida negativa também
em todo o §”, ent@o o ponto de equilibrio ¢ global e assintoticamente estdvel,

Os resultados apresentados sao condi¢des somente suficientes de estabilidade. Ou seja, caso néo
se determine uma fun¢do V{z,1) que atenda aos requisitos exigidos, nada poderd ser afirmado com
relagdo a estabilidade do ponto de equilibrio em andlise. O procedimento usual é propor uma funcio
V(z,1) candidata & fun¢lio de Lyapunov. Claramente, ela deve satisfazer as exigéncias de continui-
dade ¢ defini¢do de sinal. Entéo, as condigdes sobre V(#,1) sio verificadas; caso satisfeitas, V(z,1) é
uma fun¢io de Lyapunov. Caso contrdrio, infelizmente nio se pode retirar uma conclusio definitiva
sobre a estabilidade do sistema. Uma nova funcio candidata deve ser proposta e o procedimento
retomado.

Mas, por outro lado, o teorema seguinte prové uma condigio suficiente de instabilidade:

Teorema 2.3 O ponto de equilibrio T(ly) no instante 1o do sistema modelado por (£,,) € instdvel
se existir uma fungdo V{(x,t) continua e decrescente lal que

(a) V(n’:,t) seja positiva definida.

(b) V(Z(to),1) = 0 e V(z,15) > 0, para algum ponto suficienlemente prozimo ao ponto de equilibrio.
0

Prova: [Vid78, pag. 160-161] 0O

Concluindo, o principal aspecto do Métoda Direto de Lyapunov é permitir inferir sobre a esta-
bilidade de um ponto de equilibrio sem solucionar as equagdes diferenciais do modelo. Além disso,
a fungdo V(z,1} de Lyapunov possui interessantes interpretagdes como fungiio de energia generali-
zada. Sua principal restrigdo, a condigio apenas suficiente dos resultados, é ultrapassada quando a
escotha da fungdo de Lyapunov é clara. Isto ocorre no case de sistemas lineares (variantes ou inva-
riantes no tempo) e no de sistemas fracamente nio-linearcs. Para o caso de sistemas lineares, serd
mostrado que o Teorema de Estabilidade de Lyapunov permite estabelecer condigdes necessarias e
suficientes de estabilidade, sendo também uma ferramenta poderosa no estudo das propriedades de
estabilizagdo de um modelo.
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2.4 Estabilidade de Sistemas Lineares
Esta se¢do se atem unicamente » sistemas lineares invariantes no tempo, na forma

z(t) = Azx(t)+ Bauli)
(%) (2.2)
z(t)y = Ciz{t) + Dyult)

Resultados concernentes ao caso variante no lempo podem ser encontrados em [Vid78] ou [Ch84].
A principal caracteristica do conjunto de resultados a serem apresentados é seu cardter necessario e
suficiente. Isto ¢ devido & existéncia de uma fungao V{(z) (a dependéncia em t ¢ implicita e nao serd
apresentada nos desenvolvimentos a seguir) que preenche os requisitos do Teorema de Lyapunov.
E a chamada fungao quadritica de Lyapunov, vilida tamhém para sistemas lineares variantes no
tempo. Por outro lado, sera mostrado também que (X;), uma aproximacio linear de (¥X,;), além
de fornecer informagtes sobre a estabilidade do sisterna nioc-linear original (Primeirc Método de
Lyapunov), permite que se estude a possibilidade de estabilizd-lo através de um ganho linear.
Considere entdo a fungio quadratiea

Viz)=2'Px (2.3)

onde P é uma matriz simétrica, real. Tomando a derivada temporal de V(z), obtém-se, para o
sistermna com entrada nula, ou seja, u(t) = €:

é—i{ V@) = @)Pz{)+2'(t)Pz(t)
= o (AP+PAz
= —a'Qr
onde
AP+ PA=-Q (2.4)

é conhecida como Equagio de Lyapunov., Note que € linear (e portanto convexa) em A, P e @,
respectivamente. O estudo de estabilidade de sistemas lineares restringe-se entdo a determinar um
par (P, @) de matrizes positivas definidas, de modo que V(z) e —V(z) sejam positivas definidas.
Deste modo o sistema serd, pelo Teorema 2.2, global e assintoticamente estivel. Por outro Jado,
se (} for negativa definida e P tiver pelo menos um autovalor positivo, entdo V(z) é uma funcao
positiva definida e V(z) ¢ indefinida em sinal e, portanto, pelo Teorema (2.3), o sistema ¢ instavel.

Observe que, pelo Teorema de Estabilidade de Lyapunov, exige-se V(z) seja definida negativa,
ou seja:

AP+ PAY2 <O, zeR" (2.5)
Caso V{z) nio se anule ao longe de qualquer trajetéria, entio pode-se cserever {2.4) como
A'P+PA<O (2.6)
para (2 > 0. A utilizacio deste resuitado pode ser feita de duas formas:
(a} Fornecendo @ > 0 e determinando o sinal de P.

(b} Para P = P’ > 0 dado, determinar o sinal de Q.
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A segunda forma exige hipdteses a respeito da estabilidade do ponto de equilibrio, sendo portanto
apenas suficiente. A primeira, para () positiva definida, é uma condicdo necessiria e a suficiente
para estabilidade assintotica do sistema {¥;). Isto nos leva a concluir que este resultado independe
da matriz 2 > 0 escolhida. As inequages acima formalizam esta observagio.

Uma tltima questdo antes da apresenta¢iio formal do teorema. A equagio de Lyapunov pode
nido ter uma Gnica soluglo para uma dada matriz ¢ > 0. O lema abaixo apresenta uma condicao
que garante a existéncia de uma solugio tinica P.

Lema 2.1 Considere {A1,..., A} como o conjunte dos aulovalores da malriz A. Enldo, a equagio
de Lyapunov (2.4) possui solugdo dnica P se e somente

MAFNAO Vi (2.7)

Gk

onde represenia conjugado.

Prova: Veja [Ch84, apéndice Fl. ]

O teorema abaixo formaliza os resultados apresentados concernentes a estabilidade de sistemas
lineares.

Teorema 2.4 Considere ¢ sistema linear ¢ invarianle no tempo descrito por (S;). Enlio as se-
guintes afirmealivas séo verdadeiras e equivalenies:

(a) O sislema ¢ assinfolicamente esldvel se e somente se {odos os aunlovalores de A {ém partc real
negaliva.

(b) O sistema € assinfolicamente esldvel se ¢ somenle se, para () = Q' > O arbilrdria, a cquagdo
linear matricial

AP+PA+Q=0 (2.8)
possuir wma dnica solugdo P = P’ > 0.

(¢} Para A assinlolicamente estdvel ¢ J = Q' > 0 arbifrdria, a solugdo dnica du equacdo de
Lyapunov (2.4) ¢ dada por T

P= [ At et gy (2.9)

9
sendo P = P’ > 0. ul
Prova: Veja [Ch84, pag. 414-416] e [Vid78, pdg. 174-173] o

Este resultado é fundamental em Teoria de Controle e abre margem a um amplo espectro de
aplicagbes. Note que a equagio de Lyapunov representa wm sistema de ni{n + 1)/2 equacgdes com
o mesmeo namero de varidveis. Com a utilizagio de modernos pacotes numéricos como LISPACK
e EISPACK e suas versoes comerciais (MATLAB, por exemplo), a aplicagao deste ferramental de
estudo tem crescido enormemente. Algumas questdes, no entanio, devem ser discutidas de modo a
alargar o campo de aplicagao deste resultado.

Corolério 2.1 Seja Q > 0 uma mairiz arbilrdria dada, de modo que o par{A, QV?) seja observdvel.

O sistema () € assintolicamente estdvel se e somenle se a equagdo de Lyapunov (2.8) tiver uma
tnica solugdo P = P' > 0, iy
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Prova: Veja [Ch84]. O

Este resultado mostra entio que V(2(t)) nio deve se anular para qualquer trajetéria (1) # 0.
Por outro lado, permite que se possa escolher matrizes ¢} semi-definidas positivas, relaxando, assim,
a restriggo em sinal estrito sobre esta matriz,

Para fechar esta seqao, serio apresentados resultados que buscam relacionar o modelo original
nao-linear do processo ao artificial consiruido fruto de linearizagio. Bstes resultados constituem o
chamado Primeiro Método de Lyapunov ou Mélode Indireto.

Considere o sistema (L) anterior, onde f{-,-,-) e g(-, -, -) sdo fungdes continuas e diferenciaveis.
Por simplicidade, serd adotado que (Z,;) é um sistema invariante, ou seja, tanto f(-,-,-) quanto
g(+,+, ) ndo dependem explicitamente da varidvel de tempo t; logo, f(z,u) = f(t,z,u) e glz,u) =
g{t, z, u). Considere que F(to) = F seja um ponto de equilibrio para a entrada u(t) = i aplicada, ou
seja, f(F,U) = 0. A expansio em série de Taylor fornece

fy = Az + Bau+ fi(e,)

g(-,) = Ciz+ Diu+n(,)

onde o oF
A% Golpz BT gles
=1L Th=U
dg dy
Ci=gglaz  Pi=gyloz
U=U U=U

As fungdes fi(-,-) ¢ g1(:, ) representam termos de ordem mais alta que um. Para obtengdo do
modelo linear devem ser tais que

m Hfl(‘!*-}” — {), fivn ”fi(i-;)“ =0
e~z {lo — Z] o]0 |ju— )
Y0 Hoe—%| -0

bm qu(: ')Ii — O, lim ;1{]1(5 )H =

fe-zf-o [Je — 2] o=z -0 [l -l
a0 lju=gll—0

Assim, aproximadamente
(1)
Zt) = Cyz(t)+ Diult)

se constitui no modelo linearizado associado a (). O teorema a seguir relaciona a estabilidade

deste modelo linear com o modelo original nio-linear. I o principal resultado do método indireto
de Lyapunov.

I

Az{t) + Bau(l)
(1)

Teorema 2.5 O ponto de equilibric E{ty) do modelo ndo-linear (L.} € assinloticamenic estdvel

para entrada de conirole u(t) = 0 se o modelo linearizado (L;} for assintolicamente estdvel para
entrada de conirole u(t) = 0. O

Prova: Veja [$193, pag. 309-310] o
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u(t)

o 2(t)

Gz (8)

Figura 2.3: Representagio em diagrama de blocos Z(s) = Gy, (s)l/(s)

Este teorema possibilita obter informagées sobre a estabilidade de um ponto de equilibrio a partir
da analise de estabilidade do modelo linearizado. A principal restrigiio é o cardter local desta andlise,
ou seja, nada se pode afirmar sobre a natureza global da estabilidade do sistema. Além do mais, se
o ponto de equilibrio é somente estivel (modelo linear possui autovalores sobre o eixo imagindrio),
os termos desprezados na expansdo em série de Taylor tém, entio, influéncia na determinacgio da
condigio de estabilidade do sistema original. Neste caso, nada se pode concluir sobre a estabilidade
do sistema original.

Para finalizar esta se¢io, note que o sistema linear (I;) pode ser visto como uma realizacdo da
fungdo de transferéncia Gy.(s) entre a entrada de controle u(-) e a saida controlada z(-) (veja a
figura 2.3}, dada por

Guz(s) = Cy (sT~ A) ' By + Dy (2.10)

para condigdo inicial 29 = 0, de modo que Z(s) = Gy.(5)U{s) ¢ a resposta temporal

)y = /{; g{t — T)uf{r)dr

Definigao 2.10 O sistema (£;) com representacdo entrada-saida dada por Gy (s} € BIBG-estdvel
se e somente se para wma entrade limitada na forma |Ju(t)|| < oo corresponder uma saida fimitada
na forma {[z(1)]] < oo, para V ¢ > 0. w}

O teorema abaixo relaciona BIBO-estabilidade com estabilidade no sentido de Lyapunov e mostra
sob qual condigao as duas definigdes se equivalem.

Teorema 2.6 O sistema (I;) ¢ BIBO-estduel se for assintoticamente esidvel no sentido de Lya-
punov. Se a quddrupla (A, By, Cy, Dy) for uma realizagdo minima de Guz(s), ou seja, sc a iripla
(A, B2, C1) for controldvel ¢ observdvel, entio o sistema (%) ¢ BIBO-estdvel se ¢ somente se for
assintoticamente esidvel no sentide de Lyapunov. O

Prova: Veja [Ch84, pag. 395]. o
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A préxima secdo é dedicada ao problema de estabilizagBo, ou seja, estabelecer condicdes e pro-
cedimentos sob os quals um sistema instavel possa ser estabilizado. Neste sentido, este problema
se constitul em uma questdo inicial ou basica de desempenbo: a modificaggo das propriedades de
estabilidade de um certo modelo. Dado o Teorema 2.5, isto possul claras implicacbes também sobre
sistemas nao-lineares.

2.5 Estabilizacao de Sistemas Lineares com Parametros Co-
nhecidos

Considere ento o sistema (X;) dado por
e(ty = Awx(t)+ Baul(t)
x(t)

como ja apresentado em (2.2). Nesla segfo serd estudado como, utilizande a lel de controle de
realimenta¢io estatica de estado

(Z0)
Ciﬂt{t) -+ Dlu(i)

u(t) = —~Kzfl) (2.11)
é possivel estabilizd-lo assintoticamente, ou seja, garantir que todo o espectro de autovalores da
matriz de sistema em malha fechada Ay = A — By K esteja no semiplano esquerdo aberto. Observe

que impor uma let de realimentagdo estdtica néo leva a perda de generalidade nos resultados. Ao
contririo, pois considere controladores dindmicos na forma [Sc¢90]

£ty = Acz(t) + Bex(l), z{lg) = 0
(Be)
u(t) = Cpzgft) + De(t)

de modo que um sistema de ordem aumentada incluindo estados do sistema e estados do controlador
possa ser escrito como

za(t) = Agza(t) + Bogualt)
(Za)
z{f) = Chlaza(l)+ Digug(l)

ealt) = [ ;c((?) ] o u(t) = [ ;c((sl}) ]

A 0O By 0O
‘Aa—{o ng BZﬂz[G :{]

Cia=[Cy 0], Du={D 0]

s30 os vetores e matrizes correspondentes. O ganho K, de realimentacdo de estado é dade, entdo,
por

onde

K, = DC CC = gem-}-nc i
“ B. A,
sendo n. a ordem do controlador dindmico desejado. Portanto, a sintese de controladores estaticos

inclui o problema de controladeres dinamicos de ordem n, previamente fixada como um caso paréi-
cular,
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Inicialmente serdo apresentadas definigdes que permitem associar os conceitos de controlabilida-
de, observabilidade e estabilizagio assintdtica.

Definigao 2.11 ([KS72]) Considerc o sislema linear invariante no fempo descrito por (S1).

(a.1) O subespago estivel de A € o subespago gerado pelos autovetores de A correspondentes aos
autovaelores contidos em A {A}.

(a.2) O subespage instdvel de A € o subespago gerado pelos aulovetores de A correspondenies aos
autovalores contidos em Ay {A}.

(b.1) O subespage controlivel do sistema (T;) ¢ o subespaco gerado peles colunas de matriz de

controlabilidade
Co={ By ABy A'By ... A"7'B, |
(b.2) O subespago observdvel do sistema (£;) ¢ o subespago gerado pelas colunas da malriz de
ohservabilidade
Oy=1{ C{ A'C{ (AYC) ... (At ]

{c.1) O subespago ndo-controlivel do sistema (1) € o subespago gerado pelo espago nulo da matriz
de controlabilidade.

(c.2) O subespago nio-observdvel do sistema (;) € o subespago gerado pelo espago nulo da matriz
de observabilidade. I

Definicao 2.12 O sistema (1) (ou o par (A, Ba)) € dito ser estabilizdvel se ezistir uma lei de
controle u(t) = —Kz(t) tal que Ay = A — By K seja assintoticamente estdvel. m

Realimentagao de estado obviamente exige acesso completo aos estados. Todos os estados z;(1),
i=1,...,n devem ser transferiveis de um ponto a outro no espago de estado durante um intervalo
de tempo finito por um controle finito. Ora, e se parte dos estados nio for controlédvel?

Teorema 2.7 O par (A, Ba) € estabilizdvel se ¢ somente se vs modos ndo-coniroldveis de {4, By)
sejam assintolicamente estdveis. 0

Prova: Veja [KST2, pag. 63]. ]

Este teorema pode se enunciado de forma reversa, ou seja, os modos instdveis de A devem
ser controldveis. Isto significa que o subespago instdvel de A deve estar contido no subespaco
controldvel do par (4, By). O teorema acima se torna mais claro caso se realize uma transformacio
de similaridade que exprima (¥;) na forma canénica controlavel. Defina ento

Zealt) = Teou(F)

onde

no = [ Tcoi Tca2 ]

sendo Teo; formada por vetores-base do subespago controlavel e Th,3 por um conjunto de velores
linearmente independentes de modo que o posto de T, seja n. Substituindo em (Zy):

éco(t) = Acoeolt) + Be:ou(t)

b A Al | Ba
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Teorema 2.8 O sistema (Z;) ¢ estabilizdvel se ¢ somente se o par (A, Ba) for completemente
controldvel e a submairiz Ages for assintoticamente estdvel i

Prova: Veja [KS72, pag. 63]. O

Estabilizabilidade ¢ uma propriedade mais fraca que contrelabilidade, pois exige que somente
a uma parte dos estados do sistema se tenha acesso a partir da entrada, como mostra o teorema
acima. Uma condicdo dual aos Teoremas 2.7 e 2.8, associada & obscrvabilidade, também pode ser
proposta.

Teorema 2.9 O sistema (I} € dilo ser delecidvel se e somenie se os modos insldveis de A forem
observdveis. -

Prova: Veja [KS72, pag. 63]. O

Este teorema também pode ser enunciado em forma reversa, ou seja, os modos nao-cbservaveis
do par (4, Cy) devem ser assintoticamente estdvels. Isto significa que o subespago nio-observdvel
deve estar contido no subespago estiavel. Da mesma forma, isto pode ser tornado mais claro caso
represente-se o sisterna na forma observavel

R By /‘1011 0 X
Tap(t) = [ Aorr A ]10(i)+30bu(t)

)= Cor 0 ] zo{t) + Dopult)

de modo que {Ao11,Co1) seja observivel e A,zp assintoticamente estivel. Esta forma é obtida
tomando-se a transformagio

Zop () = Topzl{t)

— Tobl
Tob . [ Tobz :|

sendo Top; formada por vetores-base do subespago observavel e T3 por um conjunto de vetores
linearmente independentes de modo que o posto de T, seja n. A importdncia da questio de
obervabilidade dentro do contexto de estabilizacio fol exposta no Coroldrio 2.1. No caso de sistemas
nao-lineares, pode ser colocada nos termos do teorema abaixo.

onde

Teorema 2.10 Considere o sisleme {Znr) e sue realizagdo linear dada por (X;). Suponha que A
seja estabilizdvel. Enido o ponto de equilibrio T(ty) do sistema original é assiniolicamenie estdvel
se existir uma lei de controle u(t) = —Kz(t) tal que A — BoK seja assinloticamente estdvel. g

Prova: Veja [Vid78, pag. 194-195] 0
Tendo mostrado que estabilizagiio ¢ uma propriedade de sistemas de controle pertinente tanto
a modelos lineares quanto a nio-lineares ¢ fundamental para que se possa modificar o desempenho

de um sistema, cabe agora discubir como determinar um ganho estabilizante. Isto se constitui no
chamado Problema de Estabilizagdo, definido formalmente como

Problema 2.1 (P1) Descrever o conjunlo dos ganhos estabilizanies

K2 { Ke®™® . AA-B,K) e } (2.12)
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Utilizando modelos em varidveis de estado, a principal técnica historicamente é o chamado
Problema Linear Quadrético, onde se associa a determinagiio de um ganho linear 3 minimizacio
de um critério de desempenho quadritico. Como este problema ¢ revisado nas se¢des iniciais do
capitulo 4, aqui simplesmente um breve resumo do que ¢ ali discutido serd apresentado.

Seja entdo, para @ > 0 e B > 0, o seguinte problemas:

rrf‘inj(:r:,u) o %/ﬂw [r’(t)Q.z:(t) + u'(t)Ru(t)]dt

{2.13)
suj. a () = Az()+ Bau(t), z(lp) = zg
A partir dos resultados do Apéndice B, o ganho 6timo deste problema é dado por
K =R'B,P (2.14)
onde P = P’ > 0 ¢ a solugdo tnica da equa¢io matricial algébrica
AP+PA-PBRIBLP+ Q=0 (2.15)

chamada Equagdo Algébrica de Riccati (EAR). Note que K (denominado ganho de Riccati) depende
expliciiamente do modelo em questio. Além disso, (EAR) ¢ uma equacio nio-linear em P. Esta
equagio pode ser escrita em malha fechada na forma

AP+ PA; Q=0 {2.16)
para
Ay = A— ByK
Q; =Q+ K'RK

Pelo Corolario 2.1, se o par {Ay, Qif 2) & observavel, a condi¢io necessiria e suficiente para estabi-
lidade € a equagio (2.16) possuir P = P’ como solugio tinica e definida positiva.
Porém, tanto (EAR) quanto (2.16) podem ser escritas como desigualdades matriciais na forma

f(P)= AP+ PA—PBR'BLP+(Q <0

ou, em malha fechada,
f(P)= A}P-FPA; +Q; <0

Estas desigualdades serfo de grande importancia neste estudo, pois levam & definicio de familias ou
conjunto de solugdes, na formas:

FpP)={Per : fP)<o } (2.17)

onde
P:{Peﬂ%’”‘” : P:P’;-O} (2.18)

¢ o conjunto das matrizes simétricas e definidas positivas. Observe que f(P), no formato em malha
fechada, ¢ linear em P e determina, assim, um funcional convexo em P. Logo, F(P) é um conjunto
convexo neste caso. Por ouiro lade, o funcional determinado pela (EAR) é claramente nio-convexo
em sua variavel de definicio P.
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Uma linha de andlise diferenciada pode ser proposta, entfo, baseada na definigdo de conjuntos
como (P} associados a funcionais convexos. O problema de estabilizagio (P1) torna-se entdo um
problema convexo. A préxima secio ira aprofundar tal andlise. Lembre-se, porém, que o conjunto
dos ganhos estabilizantes para o sistema (&) é descrito pelo conjunto K introduzido em (2.12).

Como apontado pelo Teorema 2.7, para que se possa estabilizar um sistema linear é necessario
ter acesso aos modos instavels ou que os modos ndo-controlaveis Ja estejam estabilizados, Isto pode
ser traduzido através de expressoes de Lyapunov. Primeiramente, serd apresentado uma forma dual

ao item {b) do Teorema de Lyapunov para sistemas lineares (Teorema 2.4), envolvendo, porém,
desigualdades matriciais.

Teorema 2.11 Seja ¢y = Q} > 0 uma mairiz arbilrdria dada ¢ considere o par (A},Q}’z) ob-

servdvel. O sisterna (5;) apreseniado em (2.2) € assintolicamenie estdvel em malha fechada se e
somente se existir W = W' > 0 solugdo de

AW+ WA, +Qp =0 (2.19)
£

Prova: Decorre do Teorema 2.4, ressaltando-se, porém, que os autovalores de A ¢ de sua trans-
posta sio 0§ mesmos., O

Esta forma dual é frequentemente um resultade mais interessante que a original. O problema
de estabilizagdo aqui tratade justifica esta afirmacio, como apresentado pelo teorema a seguir. A

hipdtese de observabilidade do par (A},Q;/z), imposta no Teorema 2.11, pode ser retirada caso se
considere designaldades estritas, como

AW+ WA, <0 (2.20)

que pode ser deduzida diretanente a partir de (2.5). Deve ser enfatizado, pordm, que este teorema
representa apenas wma formulacio dual ao item (b) do Teorema 2.4, ndo incluindo, portanto, uma
metodologia que permita determinar um ganho K € K que permita estabilizar o sistema {Z;) em
questdo. O teorema a seguir apresenta um primetro resultado neste sentido.

Teorema 2.12 Seje Zy uwma base ortonormal do espago nulo de Bh, ou seja, Z, € N (BL). Entdo
o sistema (L;) € estabilizdvel assinloticamenic por um ganho linsar e estdtico de realimentagdo de
estado se ¢ somente se existir W = W' > 0 {al que

7z (AW + WA} Z <0 (2.21)

Neste caso, exisie uma matriz posttiva definida B & R™*™ {al gue o ganho K dado por
K=R1'ByW™* (2.22)
estabiliza (T ). 0

Prova: Considere a forma dual da desigualdade estrita de Lyapunov (2.20) para Ay = A — B2 K.
Entao:

AW — Bo KW + WA -~ WK'B, <0

Multiplicando & esquerda por Z5 e a dircita por Z3, onde Zy € N (BY)), ou seja, BiZy = 0 e
ZyZy = I, oblém-se:

zt (AW + WA’) Zy <0
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A necessidade estd demonstrada. Para a suficiéncia, utilizando o Lema de Finsler (veja apéndice A)
encontra-se, a partir de {2.21), que existe X = R’ > 0 tal que
AW + WA < 28,187 13,
Logo: )
(a- Bl BW )W+ W (a- ByR B <0
ou seja, para
K =R'Byw~!

a matriz Ay = A ~ By K ¢ assintoticamente estavel. 0

Este resultado é uma variacdo do apresentado em [Per89]. A demonstracio nesta referéncia nao
utiliza o Lema de Finsler. A hipdtese de observabilidade do par (A, QY?), caso existente, leva &
consideragio de {2.21) como uma irequagio nic-estrita, na forma

ZQ(AW+ WA’+Q)ZE <0

A demonstragao nao € alterada. Por outro lado, o Teorema 2.12 acima é um avanco com relagio aos
apresentados em [HB76]. Nesta dltima referéncia apenas a condigio suficiente é demonstrada. Cabe
ressaltar que este Teorema, além de apresentar condigdes necessérias e suficientes de estabilizacio
assintGtica, reduz a discussdo de estabilizagho unicamente ao espaco dos modos controliveis ou
accessiveis pela agio de controle. Para R e ) dados, ele se restringe & determinacio de W simétrica
e positiva definida, solugdo de (2.21) no espago ortonormal de B%. Note que esta expressao ¢ Hinear
em W. Pode-se, portanto, definir um conjunio convexo na forma

C={W=W>0 : dO(W)<0, s¢ N (By)} (2.23)
onde
O(W) = AW + WA (2.24)

¢ uma fungdo na forma ©(-) : R**" — K"*"_ Sendo convexo, este conjunto possibilitard encontrar
a solugdo do problema de estabilizagio acima por uma metodologia de programacio convexa.

Teorema 2.13 Considere o conjunlo T definido em (2.23). As afirmagées sequintes sio verdadei-
ras:

(a) C £ convezo.

(b) C # 0 se e somenle se o par (A, By) for estabilizdvel assintolicamente., Em caso afirmativo,
existe uma malriz R € R™*™ simdirica e definida positive tal que o ganho estabilizante K € K
seja dado por K = R-1BL{W—1,

(c) Seja Wi & C uma malriz arbilrdrie. Fnldo, cristc um hiperplano separador enire W, ¢ C. 0

Prova: Primeiramente o item (a). Considere W! ¢ W? clementos do conjunto € e defina W =

aW!l 4 (1 - a)W?, para o € [0, 1]. Entio:
(W) = a®(W) + (1 — a)0(W?)

pots ©(:) ¢ linear em W. Como C ¢ a interseccio entre P (conjunto convexo em suas varidveis) e
um funcional linear, define, portanto, um conjunto convexo.
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O item (b) segue diretamente do Teorema 2.12. O item (c) é o mals importante neste teore-
ma. Primeiramente, observe que € ¢ interseccio entre as matrizes W £ P ¢ as que satisfazem a

desigualdade (2.21). Defina entao a fungao

h{W) = max{ J(W), g{W) }
onde

f(W) = ;in]ila,_)c{TL {.{,’(-——W).L e %B“}

g(W) = X {2'0(Wix : zc N (B}

de modo que

: FOV) <0
Wel <= AW)<0 <
g(W) <0

Seja entao a mateiz W, &€ C e suponha que 2{W,) = fIW,). Neste caso,
FIW) =2, (-Wi)e. > 0
Para todo W = W’ > 0, no entanto, tem-se que:

FW) > 2l (W
> [(W) + [ (- W + W) ]
> F(W.) + T {—zual, (W = W,)}

z fWa) + (=zazl, (W -~ W)
Porém, para todo W € €, a partir de (2.28), a expressio {2.29) deve satisfazer
JW) + {~zoel (W - W) <0
Manipulando-a e definindo
Xp=—aom,
como o subgradiente associado a f(W} em W,, encontra-se que o hiperplano

(X5, W) =0

separa os subespacos
(Xp, Wh<0 e (X5, W)20

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

onde o primeiro contém as matrizes W que satisfazem (2.28) (e o conjunto C) ¢ o segundo contém

a matriz W, ¢ C.

Logo
g(W,) = 2. 0(W,)z. > 0

Seja novamente uma matriz W, ¢ C mas, agora, no entanto, assumindo-se que h(W.) = g(W.).
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Para todo W € C, pode-se escrever, entio, que

g(W) > 2,0(W)a,
> g(W.) + 2, [A (W — W)+ (W — W,,)A_'}r,,
> g(W.) + T { (242.2) (W — W) }

> W)+ <2A’az*xi, (W WQ} (2.32)

Definindo
Xy=Azal +z.2LA (2.33)

como o subgradiente associado a g(W) em W,, a desigualdade (2.32) deve, considerando (2.28),
satisfazer a

g(W.) + Xy, W~ W.) <0

Manipulando esta dltima expressio, conclui-se que o hiperplano

(Xpw)=0 (2.34)

gepara 0% subespagos
(X, W) <0 e (X, W) = 0

onde o primeiro contém as matrizes W que satisfazem (2.28).
O hiperplano separador entre W, ¢ C e C ¢, assim, o que atende simultaneamente is duas
condic¢Ges, ou seja, '
(X7, W) =10, se h(W,)= f(W.)
(2.35)
(Xg,w> =0, se h(W.) = g(W,)

¢ o hiperplano procurado, considerando A{W) como definida em {2.28). O teorema estd demonstra-
do. -

Este tcorema representa um dos resultados centrais deste trabatho. De fato, cle permite que o
problema de estabilizagio de um sistema linear através de um ganho linear e estatico de realimen-

tagdo de estado (que pode ser reduzido & descri¢io do conjunto K anterior) seja convertido em um
problema convexo na forma

min{ 7(W) : Wec } (2.36)
Caso o conjunto € seja vazio, imediatamente se conclui que o par (A, B2) nao é estabilizdvel, isto
€, nao existe uma lei de controle de realimentagio de estado na forma u(t) = —K z(t) de modo que

AMA— ByK} € €. Além disso, pelo Teorema 2.13, existe B > 0 de modo que o conjunto K seja
descrito na forma

kK={RIBWw" : wec } (2.37)

Portanto, o conjunto K, que n&o possul a priori propriedades geométricas relevantes, passa a ser
mapeado através de uma transformagio nio-linear tendo por dominio um conjunto convexo. Veja
a figura 2.4.
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K = R ByW™!

Figura 2.4: Relagio entre K e C,

O problema convexo (2.36) coloca uma série de questées que sdo abordadas ern seguida.

A liberdade associada a como escolher a fungdo objetivo J{W) é uma caracteristica importante
desta formulagio. A restri¢do associada a esta fun¢do é quanto & convexidade do problema: J{W)
deve ser tal que a mantenha. Mesmo assim, as possibilidades abertas pelo cardter generalizante do
problema proposto sio intmeras e serdo amplamente utilizadas ao longo desie trabalho. Serd mos-
trado que problemas como os de minimizagao de normas Ha, Ho, € problemas mistos envolvendo-as,
seja via realimentacdo estatica de estado, seja via realimentacio estatica de saida, podem ser redu-
zidos a esta formulacao geral. Neste estdgio, no entanto, pode-se adotar, sem perda de generalidade,
que a fungao objetivo seja na forma

T(W) = Te{SW} (2.38)

onde § == 5" € A**™ & uma malriz que simplesmente pondera os elementos de W de modo a garantir
bom desempenho numérico da solugio. Note que J(W) ¢ entio linear {e portanto convexa) em
W.

O item (c) do Teorema 2.13 abre margem & discussio de como determinar W € C. A propriedade
de separagio entre wm conjunto convexo e um ponto exterior ou nio pertencente a ele é (a0 lado da
determinagio do étimo global) chave para o entendimento do porqué convexidade é uma propriedade
importante e insistentemente procurada em problemas de otimizacio. Um hiperplano separador
define dois semi-espagos na forma

(X, W)<é e (X, W)>6

o primeiro contendo o conjunto convexo {no caso o conjunto C) ¢ o segundo os elementos exteriores
(no caso W.), sendo é o coeficiente linear associado ac hiperplano. Pelo Lema C.2 {veja apéndice
C), a intersecghio de um nimero finito de hiperplanos resulta em um politopo convexo. O conjunto
C € um politopo convexo (com um numero infinito de vértices) na forma de um cone. Isto pode ser
facilmente verificado, notando-se que, se W € C, entfio aW também pertence a C, paraV o > 0. O
conjunto C é descrito, entdo, como

C={wenr . (x,w) <, XEX} (2.39)
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onde X é o conjunto dos subgradientes, dado por

X=3% | %

sendo Xy e X, o conjunto dos subgradientes associados as fungdes f(W) e g(W), respectivamente,
dados por

X, = {—zz’ D flell =1}

X, = {A’xm'+$m’A : .'.*:EN(BQ)}

como visto na demonstracio do Teorema 2.13.

Determinar W € C corresponde, portanto, a satisfazer um conjunto de restriges lineares na
variavel W, cada uma podendo ser escrita como

(x,(w-w.)) <0

Isto é exatamente o que estabelece o item (¢} do Teorema 2.13. Para W = W, arbitriria dada,
se W, € C, entdo satisfaz h{W) < 0 ¢ o problema estd solucionado; caso contrario, um hiperplano
separando o conjunto C da matriz W, pode ser escrito, separando W, da(s) restrigio(cdes) violada(s)
e levando a um novo elemento W, pertencente a um politopo C¢, £ = 1, ..., de modo que T; D
Ce41 D ... D €. Um procedimento para a geragio de uma seqiiéncia de solugdes aproximadas é,
portanto, obtido, sendo formalizado pelo algoritmo conceitual 2.1 (conceitual por descrever somente
a forma geral da solugfo numeérica, sem a detalhar) apresentado na préxima secio.

Para finalizar esta se¢io, cabe ressaltar que o problema original de estabilizagio foi transformado
em um problema convexo na forma

rnin{ F{WYy . WEEC}

onde J(-) é uma fungdo convexa em W (ou nos elementos do conjunto-solugio C). Todo o fer-
ramental disponivel em programacio matemdtica para a solugio de problemas convexos pode ser
utilizado, portanto, para a obtencic de W € €. A convexidade da formulagiio ¢ a principal causa
de sua versatilidade,

2.6 Sistemas Lineares com Parametros Incertos

2.6.1 Modelos de Incertezas

Esta se¢ao inicia a discussio de um dos temas centrais deste trabalbo, a questio de Robustez de
sistemas de controle. Aqui, em particular, se aterd apenas & caracterizagio das formas de sistemas
incertos deterministicos consideradas na literatura,

A conceitualizagio de sistemas incertos vem na medida em que se admita que wn certo sistema
sofre variagOes nos valores de seus parametros. Esta nova hipdtese aproxima os modelos lineares
como (Z;) das plantas de controle reais. VariacSes paramétricas nio ¢, contudo, a melhor associagao
a idéia de robustez. Ela induz & determinagiio de dominios de estabilidade com relagio a pontos
de equilibrio, que normalmente conduzem a variac¢des de ordem apenas diferencial, nao afetando,
portanto, o desempenho do sistema. Fstd associada, desse modo, ao conceito de sensibilidade da
solugdo. Assim, em lugar de variagio de pardmetros, serd utilizado o termo incerteza de parametros,
que termina por incluir o primeiro e possibilita mais versatilidade de analise, na medida em que
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permite considerar as situagfes onde os parametros de um modelo sofram variagdes que nao sejam
de ordem infinitesimal.

A literatura concernente a este problema tem considerado uma série de modelos para incertezas.
Comeo este texto estd se alendo apenas a sistemas dindmicos modelados por varidveis de estado,
apenas incertezas referentes a esta formulagio de modelos seriio consideradas. Incertezas associadas
diretarnente a modelos descritos em fungio de transferéncia nfo serdo {ratadas.

Seja entdo o sistema incerto

2(t) = Ax(t) (2.40)

onde 4 € A, um conjunto de matrizes com dimensodes apropriadas, que pode conter inclusive ele-
mentos variantes no tempo. O conjunto & pode assumir as seguintes formas:

o Inceriezas do tipo limitada em norma:

Neste caso, A é dado por
a=ap)={4 : A=A +EOH} (2.41)

onde F e H sio matrizes conhecidas, de dimensdes apropriadas, que ponderam a matriz de
incertezas & € A, sendo A um conjuntoe limitado compacto na forma

a={a : A=Dbloco diag(Dr, b3, An), I <1} (2.42)

A matriz Ay € uma matriz constanie e conhecida, normalmente representando o modelo nomi-
nal ou uma condigio de ponto de equilibrio de um sistema nao-linear. Cada bloco da matriz de
incertezas £ pode ser entendido como representando uma fonte de imprecisio do modelo, por
exemplo, variagbes paramétricas, dindmicas ndo-modeladas, etc. Caso tenha ny = 1, ou seja
somente um bloco de incertezas na forma {4 @ |JA]} < 1}, entdo serd chamada de incerieza
nao-estruturada.

Modelos de incertezas desta forma tém sido adotados por diversos autores, por exemplo,
Petersen, Khargonegar e colegas e C. E. de Souza e colegas (veja as notas bibliogréficas ao fim
deste capitulo). Em [PD90] ¢ [RCDPO3], relagdes entre estabilidade quadratica e estabilidade
robusta sdo estabelecidas para o caso de variagdes paramétricas reais e complexas. Mostra-se
que, para o caso de ny = 1, os diferentes conceitos de estabilidade e variacdes de parametros
sao equivalentes. Em [KPZ80], a estabilidade quadratica deste caso particular de incertezas
de norma limitada é relacionada ao Teorema do Menor Ganho ¢ a uma condi¢do em norma
M. Para np > 2, ndo existe uma relagio de equivaléncia entre estes conceitos.

¢ Incertezas do tipo matriz-intervalo:

Neste caso, o conjunto A é descrito per

g
A:{A : Axﬂu—i-z g Ai, g,-E{_qW —(}1]} (2‘43)
fe}

onde Ag representa (como no caso limitada em norma) o modelo nominal do sistema, A;,
t = 1,...,n, sdo matrizes constanies e conhecidas, de dimensdes apropriadas, que definem
onde irdo atuar os pardmetros de incerteza q;, i = 1,...,n,. Note que estes dltimos sfo
limitados, na forma de borne superior e inferior.
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e Incertezas do tipo pertencente a um dominio couvexo fechado:

Neste caso o conjunto A ¢é dado por

Ty My

A:EDAz{A P A=Y wAn S w=1, yizo} (2.44)
=i

1::1

onde A; s@o extremos do dominio convexo e os escalares v; definem a combinagio convexa
entre estes extremos. Modelos de incertezas deste tipo sio adotados por [HB76] € Geromel e
colegas, dentre outros autores.

Dependendo da forma como é apresentado, um mesmo modele de sistema dinamico pode ser
representado por qualquer uma das formas de incerteza. Porém, claramente o segundo tipo estd
incorporado ao terceiro, sendo somente um caso especial, na forma de politopo convexo, onde, entio,
as matrizes A;, 4= 1,...,n, representarn vériices do politopo.

As relagles entre incertezas do tipo norma limitada e do tipo dominio convexo sio um pouco
mais ntrincadas. Incertezas de norma limitada podem ser descritas como dominios convexos na
forma de elipsGides, ou seja, politopos convexos eom um ntmero infinito de vértices, Caso cada
bloco & em (2.42) seja estritamente diagonal, a representagio como um dominio convexo na forma
de (2.44) ¢ imediata. No entanto, é dificil o estabelecimento de relagdes, por exemplo, quanto ao
grau de conservadorismo inerente a cada tipo.

Cabe ressaltar, no entanto, que o caso de multimodelos, independentes de um ponto de operagio

especifico, é facilmente descrito através de dominios convexos, assim como variacdes exclusivas em
uma unica dire¢do, na forma

A=ode+ (1~a)d;, a€(0,1]

Historicamente, uma restrigdo tipica encontrada na descricio de sistemas incertos e busca de
meétodos de sintese de controladores robustos sio as chamadas “matching-conditions”. Tais condiges
definem a forma como, estruturalmente, a incerteza ird se refletir sobre o modelo. Considere que o
sistema incerto (2.40) seja na forma

£(ty = Ax(t) + Byu(l) (2.45)
onde
A = Ag + AA
By = By, +AB

sendo AA e A3y incertezas assumidas sobre a condigio nominal de funcionamento. Uma condicio

de “malching-condition” significa, por exemplo, que a incerteza sobre & matriz dinimica A ird atuar
a partir da matriz de entrada Bs, na forma

AA = By Ay
ABy = Ba,0:(g), para {JAx(g)] <1

As hipdteses de “matching conditions” levam, portante, a uma simplificacio dos resultados.
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2.6.2 Definicio de Estabilidade para Sistemas Incertos

Considere agora o modelo de sistemas (X;), aqui repetido por conveniéncia;

#(t) = Az(l)+ Bau(t)
(1)
) = Ciz(t) + Dyu(t)

no qual as mafrizes de parametros A e By nho sdo precisamente conhecidas, sabendo-se apenas que
pertencem a dominios convexos poliedrais na forma

TEA A
Da={Aem™™ A=Y wd, I w=1, u20} (2.46)
i=1 i=i
T ry j2 %]
Dp = { By ¢ R 1 By = Z Ci Bai, Z G=1, >0 } (2.47)
izl izl

onde 14 e npg sdo, respectivamente, nidmero de vértices do politopo D4 e numero de vértices do
politopo Dp. Qualguer modelo (A, By} ¢ resultado da eombinagio convexa entre os vértices dos
dominios Dy e Dg.

As defini¢oes de estabilidade assintdtica apresentadas na se¢io 2.4 devem ser estendidas para o
caso presente, onde nao hd conhecimento precise do modelo, mas sabe-se que esid contido em um
dado conjunto de incerteza. Neste sentido, duas definicbes de estabilidade sho largarente utilizadas:

Definigao 2.13 O sistema (£;)} acima € robustamente estdvel se A {A} € €,V A € D4 ou seja, se
fodos os aulovalores de todos os modelos pertencenies ao dominie convero D4 cslejam esiritamente
no semiplano esquerdo aberlo. |

Definigao 2.14 O sistema (£;) € guadraticamente estdvel se exisic uma mesma matriz de Lyapunov
P tal gue

AP+ PA<O, VA € Dy

A diferenga existente entre as duas formnalagdes ¢ clara.

Estabilidade robusta implica em associar uma funcio de Lyapunov a cada modeic A € D4 e
By € Dp. Estabilidade quadrdtica significa que uma mesma fungdo de Lyapunov é associada a to-
dos os modelos A €Dy e By € Pp. Estabilidade robusta permite considerar incertezas constantes,
que ndo variam ao longo do tempo. Estabilidade quadratica se aplica, porém, ao caso mais geral de
incertezas variantes no tempo.

Deste modo, estabilidade quadritica se aplica a uma classe mais ampla de incertezas, sendo,
porém, uma exigéncia mais rigida em termos de fun¢io de Lyapunov que estabilidade robusta. No
entanto, tem se mostrado versatil no desenvolvimento de procedimentos de sintese para controladores
robustos. Conforme apontado em [RCDP93, Tro23], o conceito de estabilidade robusta nio deu
origem, por enquanto, a resultados no desenvolvimento de controladores.

Este trabalho, assim, se atera ao desenvolvimento de métodos de sintesc ¢ andlise de desempe-
nho para sistemas incertos pertencentes 4 dominios convexos, utilizando o conceito de estabilidade
quadratica como exigéncia basica de desempenho.
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2.7 Estabilizagao Quadratica de Sistemas Lineares Incertos
Nesta seqao estabelece-se condicbes sob as quais o sistemna

(1) = Axlt)+ Baull)
(1)
zZ(y = Crz(t}+ Diu(t)

é quadraticamente estdvel. Como definide na se¢io anterior, assume-se que a lnica informagio
concernente as matrizes A e By é, além das dimensdes, o fato de pertencerem a dominios convexos
na forma de 4 e Dp. Portanto, busca-se estender o conceito de estabilizabilidade para o caso de
sistemas incertos.

Inicialmente, ¢ introduzida a idéia de sistema de dinamica aumentada associado ao sistema ().
Esta formulagao foi primeiramente apresentada por Barmish em [Bar83] e utilizada também por
Petersen [Pet88] ¢ Khargonegar ¢ colegas [RK89, ZK88a]. Além de permitir uma apresentagio
sintética do modelo, traz consigo um grau de liberdade que desenvolvimentos posteriores mostrario
ser extremamente interessantes. Contudo, deve-se ressaltar que pressupde a utilizagfio de ganhos
lineares para a obten¢io da condigio de estabilidade quadratica.

Defina entio as matrizes F ¢ RF*P G € RF*™ dadas por

F:{fé _{‘?"-], G:[H (2.48)

onde p = n + m ¢ considere o sistema de dindmica aumentada
vt} = Fo(t) + Gd(t)
para
z(t Cry
0=0] . ww=w
Note que F', matriz dindmica do sistema aumentado, represenia de {ato o modelo em malha aberta

do sistema original, enquanto a matriz G é apenas wna matriz constanie, dependente somente da
dimensdo do sistema original. Observe também que todo v € A (G) ¢ da forma

v = [ g ] (2.49)

Este fato serd relevante nos desenvolvimentos a seguir.
Considere, entdo, o dominio convexo de incertezas Dp definido por

N N
Dpﬂ{ Feqpxr . FWZ&Fi, Z&“—fl, &'ZO} {2.50)
i=1 i=]

onde N = ng.np representa o nuimero de vértices deste poliedro convexo. A traducdo de cada
extremo A; € D4 e By € Dy em extremos F; € Dp é transparente ¢ imediata, partir de suas
defini¢oes em (2.46) e (2.47).

Definigao 2.15 O sistema (5;) acima ¢ estabilizdvel quadraticamente através de um ganho linear
e esldlico de realimentagdo de estado se existir uma mesma matriz de Lyapunov P = P/ > 0 ¢ uma
mesma matriz de ganho K € R™% tfais que

(A — Bgf{)’P + P{A - Bg[\’,) <0
para ¥V (A, By) ~ FeDr. |
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Esta defini¢ao é uma forma modificada da inicialmente proposta em [Bar83]. A notacio utilizada,
“(A, B2) ~ F”, indica que as matrizes (A, By) estdo dispostas na forma da matriz F definida em
(2.48) e serd adotada de agora em diante. Apenas serd indicado que F satisfaz o requisito em
questao.

A introducio do conceito de estabilidade quadratica possibilitou, sem divida, um consideravel
avango no tratamento do problema de robustez, apesar de suas restrigdes aponfadas no item anterior.
O conjunto das matrizes K9 gue o atendem pode ser descrito como as que satisfazem ao Problema
de Estabilizacio Quadratica, definido como:

Problema 2.2 (P2} Descrever o conjunto dos ganhos gquadraiicamente eslabilizantes
K9 = { K . 3P salisfazendo a Definigio 2.15} {2.51)

sendo K% denominado, entdo, como o conjunto dos ganhos admissiveis a este problema.

Diversos autores tém se ocupado da descricio deste conjunto ou de formas diferenciadas. Os
resultados de Horisberger e Belanger [HB76], Petersen ¢ Khargonegar e colegas, dentre outros, sdo
de relevéncia para este trabalho. Porém, como analise convexa de sistemas dinamicos € o objetive
principal deste texto, atencao sera restringida a apresentagio de um método que resolve o problema
de estabilizagdo quadrética (ou de descricio de K¥) utilizando tal propriedade.

Defina entao o conjunto

N
0= (2.52)
(e
onde
Co={W=W 320 : /&;(Wh<0, veN ()} (2.53)
sendo a fungiio €4{-) : W*P — RE*P dada por
(W) = W + WF/ {2.54)
e a makbriz simétrica W € MP*P tal que
W W
W= [ Wi ow J (2.55)

sendo a particao Wi & R™*" positiva definida, Wy € X" e W3 € %™, O teorema a seguir repre-
senta uma versiio para dindmica aumentada do Teorema 2.13, permitindo, também, a determinagio
conjunta de um ganho admissivel. E o resultade mals importanie deste capitulo.

Teorema 2.14 O conjunto C% definido em (2.52) é tal que:
(a) C9 € convexo.

(b) €2 # 0 sc ¢ somenle se o sistema (%) for quadraticamente estabilizdvel.
(c¢) Seja W, & C° uwma matriz arbitrdria. Enldo, eziste um hiperplano separador entre W, e C2.
Ll

Prova: O item (a) é imediato, uma vez que O(-) é linear em W e cada um dos N conjuntos C; é
resultado da intersecgiio entre o conjunto de matrizes semidefinidas positivas (que é convexo) e um
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conjunto definide por um funcional linear. Quanto ao item (b), assuma que o sistema ¢ estabilizavel
quadraticamente. Entio, existern matrizes P e K tals que

(A—B2K) P+ P(A—-ByK) <0, V(A B)eDp
Logo, multiplicando & esquerda ¢ & diretta por P71, obtém-se:
(A= ByKy P 4+ P HA -~ B KY <0

ou seja, definindo a matriz
[ P Pk
W= [ Kp-1 7

onde “?” deve ser tal que W = W’ > 0, pode-se escrever, paraV v € N {G"), que
V(FW+ WHv <0

sendo F' como em (2.48). Como a expressdo acima vale para todo F' € Dp, entdo, em particular,
deve ser valida para F == F;, i=1,..., N, Portanto, W & C9.

Assuma agora que C¥ £ §. Logo, cxiste W = W' > 0, particionada como

W:[Wl W

11X
W Wg]’ WieR

tal que, para V v € N (G")

v (BW A WF)v <0, i=1,...,N

Desenvolvendo:
z (A;Wl — B25W5 + Wlﬁg o f‘VgB;’M) <0
ou seja
(Ai — BuWaWrH) Wy + Wy (A — Ba WY <0
N

Logo, para escalares & > 0 tais que E&i = 1, obtém-se que:

i1

N

N
S [6 (= Bawawi ) w4+ W 3 [6 (4 - B )] <0
i=1 i=i

e portanto

(A= BWiWi ) Wy + W1 (A= ByWaW) <0, V(A Bs) €Dy

Assim, o sistema ¢ quadrat;camente estabilizdvel por mahmentagao estatica e linear de estado, com
ganho dado por K = WjW;! e matriz de Lyapunov P = W1,

O item (c) é demonstrado na mesma linha do item semelha,nte do Teorema 2.13. Defina entéo a
funcao

h(W) = ma:x{ Fw W) } (2.56)
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onde,
Fw) = [hax {V (W), veN(G)} (2.57)
oWy = max  max {VO:(W)e, veN(G)) (2.58)

Como na demonstragdo do Teorema 2.13, esta fungio ¢ tal que
Wel? «= hW)<0 (2.59)

O hiperplano associado & restricio f(W) é equivalente ao caleulado em (2.31), porém, no presente
caso, W € RP*? e assim o subgradiente X; é dado por
Xp = —vv) v, € N{G") (2.60)
levando ao hiperplanoc
(X;, Wy=0 (2.61)
separador entre as matrizes W. ¢ C¥ que nio satisfazem 4 restrigio f(W) < 0 e este conjunto.
Resta calcular o hiperplano separador associado & fungdo g(W) na forma definida em (2.58).
QObserve que g{-) estd associada ao vértice i, solugdo da primeira operagio de maximo indicada.
Considere entdo que h{W.) = g{W,), onde W, & C%, de modo que
oW = v 0(Wa)o 20, v €N (G)
Para todo W € C¥, todavia, tem-se:

g(W) > v,©; (W),
> g(Wa) + oL [F (W = W)+ (W~ W2) F] z,
> g+ T { (2Ffet) v - W)}

> g(W.) + (X, (W= W.)) (2.62)
onde
Xy = Flovl + vy, v € N (G (2.63)

é o subgradiente associado 4 funcao g(W) em W, ¢ C. Considerando (2.59), a desigualdade acima
deve ser tal que

g(W.)+ (X, W—W.) <0
Esta expressio leva ao hiperplano
(X, W) =0 (2.64)
que sepata as matrizes W € C9? das matrizes W, que nio satisfazem & restrigio (2.59).

O hiperplano separador entre W, e €9 deve satisfazer as duas restricdes shmultaneamente, ou
seja, se M{W.,) = f(W,), entdo o hiperplano é dado por

{(—uvl, W)=0, v €N(G) (2.65a)
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Se, de outro modo, M{W¥,) = g(W.), entic
(Flowvl + v F; , W) =0 (2.65b)
é o hiperplano procurado, sendo A(W) como definida em {2.56). O teorema estd demonstrado. ©

Dada a sua repercussio por todo o restante deste trabalho, o teorema demonstrado acima é,
seguramente, o mais importante resultado deste capitulo. Conseguin-se uma formulagio que, co-
mo serd observade, tem no conjunto €9 a base de uma seqiiéncia de desdobramentos no campo
de controle robusto, descentralizagio, seguranga contra falhas de atuadores ou oulras questoes de
desempenho tipicas em Teoria de Controle. Uma conseqliéncia importante ¢ a introducio de um
mapeamento entre os conjuntos K9 e C¥, mostrado pelo coroldrio abaixo, semelhante ao existente
entre K e C, dado em (2.37).

Coroldrio 2.2 O cenjunto K9 ¢ dade por

K ={ Wit - wec? | (2.66)
2
Prova: Imediata, a partir do item (b) do Teorema 2.14, o

Este coroldrio, por outro lado, mostra que todo K € K9 pode ser enconirado a partir do
mapeamento nao-linear WiW !, W € 9. Sua particularizagio para o caso de sistemas com
parametros conhecidos € de especial relevincia nos desenvolvimentos apresentados nos capitulos
seguintes. O caso multimodelo o contém,

Corolario 2.3 Scja ¢ conjunte de modelos dado por

(En) = { Fi, Py, ... Fx }

Entdo (En) € quadraticamente estabilizdvel por realimentagdo estdlica ¢ lincar de estado se ¢ so-

mente se C9 #£ 0. . o

Prova: Imediata, pelo item (b) do Tecrema 2.14. Para N = 1, temse o caso de sistemas com
parametros conhecidos. O

Alguns outros pontos devem ser levantados. Primeiramente, a matriz W nio precisa necessari-
amente ser definida positiva. Apenas sua partigo W; € R™*” deve ter seu sinal delinido positivo
assegurado. Ulilizando a forma complementar de Schur [Ga77], pode-se escrever, para W > 0,
Wi>0e K =WiW, 3, que,

Wi 2 KW, K’

ou seja, a particao Ws ¢ um limitante superior & norma do ganho K, ponderada por W,. Vale
lembrar que esta particio, por nao possuir influéncia sobre o problema de estabilizacdo, introduz

um grau de liberdade extremamente importante. Uma forma de utilizd-lo € definindo o problema
de programagio convexa

min{ 7(W) : Wec?} (2.67)

tendo a fungio objetive J(W) como

TJ{WY = Tr (W3) = Tr (G'WG) = |[Wsl]
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Manipulando J (W), serd minimizado entfo um limitante superior da norma do ganho robusto K,
na forma explicitada acima. Resta saber se este procedimento ird assegurar um bom desempenho
numérico. Isto serd discutido em capitulos posteriores.

Para a determinagio de W € €% (solugio do problema de minimizagio acima), um algoritmo
como o apresentado na secio 2.5 pode ser ulilizado, tendo por base a idéia de planos de corte
apresentada no item (c¢) do Teorema 2.14. O conjunto dos subgradientes associados ¢ dado por

x=% U % (2.68)

sendo X; e X, os conjuntos dos subgradientes associados as restri¢des respectivas, dados por,
Xp={ —w' ¢ |pll= z}
Xy o= { Flov' +vd'F; :© ve N{G") }
O conjunto €% ¢ descrito, entdo, como
@ ={wewr . (X,W)<0, Xe X} (2.69)

O problema de programagao convexa (2.67) é solucionado, entéo, pelo algoritmo a seguir.
Algoritmo 2.1 Solugio do problema de estabilizacgo quadratica.
passo 0: Dado Wy, face £=0 ¢ Wy = Wh.
passo 1: Calcule f{W;) e g(We) conforme definidas em (2.57) e (2.58), respectivamente ¢ deler-

mine
(W) = max{ J(We) , g(We) ) (2.70)
Se h{W,) < 0, pare: @ matriz W = W, salisfaz as resirigies, de modo que W € 2. O ganho

estabilizante é dado por K = IfVéWfl. Cuaso conirdrio, faga £ = £ + 1 ¢ vd para o prizimo
passo.

passo 2: Calcule o5 hiperplanos separadores associados & We e escreva ¢ resirigde lincar sobre esia
malriz

<Xf, W> <0, seh(W)= f(Wy)

(2.71)
<Xg, W> <0, seh(W)= g(We)
passo 3: Solucione o problema de programagdo linear
min{ 7W) : (X, W)<o, k= 1,...,@} (2.72)

Delerminada a solugdo, relorne ao passe 1. Case ¢ problema lnear seja infoctivel, pare: ndo
existe W tal que C% # 0 e portanto o par F € Dp ndo € quadralicamenie estabilizdvel por
realimeniagio esidtica e linear de cstado. ]

Este algoritmo fol pela primeira vez proposto em [GPB81] e sua andlise de convergéncia pode
ser encontrada também nesta referéncia, sendo baseada em [Ge85].

Teorema 2.15 Supenha que o algorilmo gere o seqiéncie de malrizes Wi, £ = 1,.... FEnido uas
seguinies afirmaelivas sao verdadeiras:
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(a) Se C9 # B, qualguer matriz-limite desta seqiéncia soluciona o problema de estabilizacio pro-
posio.

(b) Se C? = @, eziste uma iteragdo £ onde o problema linear proposto no passe 2 ¢ infactivel.

Prova: Considere que a seqiiéncia de matrizes {W,;} converge para W e que (C?) dado por
(cf,?m{ W <Xk,W> < 6, fm1,...,e}

define o conjunto das matrizes W que solucionam (2.72) na iteragio £. Como a cada iteragio £ uma
nova restri¢do é acrescentada, separando a solugao atual do conjunto de solucdes anteriores, tem-se
que:

CfocCh,o ... D@

Também, pela convexidade do problema (2.72), encontra-se:
TJW) < TWe) < ... £TW)<T”

onde J{W;) representa o valer dtimo do critério J(-) para W, & (C? e J(W) para W € C¥. Na
iterago £, a ultima restricdo acrescentada {k = £) pode ser escrita como

R(W¢) + <X£,W - W_.g> <0

que deve satisfazer, também, a lodas as k, k= 1,...,86—-1, restrigbes anteriores e, por outro lado,
ser satisfeita por qualquer iteragdo subseqiiénte. Desse modo, para £ > £, tem-se:

h(We) + { Xe, Wy = We) <0 (2.73)
ou seja
MWy < {(Xe W - W;)
= NXell W - W

Note que, se Xy € Xy, entdo |[X¢l| = 1; se X € X, ento pode-se escrever que
Xl < 2w

< 2]

Portanto, a seqiiéncia {X;} ¢ limitada para todo X € X e, assim, o segundo membro do lado
esquerdo de (2.73) tende a zero para £ — oo e £ ~» co. Em especial, para a matriz W = W, limite
da seqiiéncia {We}, obiém-se :

AW <Q
ou seja, W € C¥. Quanto ao critério, se J* ¢ a solucio dtima de (2.67) ¢, para cada £, 7] = J(We),
conclui-se, pela continuidade de J(.) com relacio & W, que

JWwy<Jr

Logo, W é uma solugio Stima.
A demonstragio da parte (b} ¢ feita por absurdo. Se C9 = §), em uma iteracio genérica £ foi
encontrado entdo que (C? = {, ou seja, ndo existe W que satisfaca a restricio (2.71) e todas as



2.8  Conclusao a7

outras anteriores. Logo, a seqiléncia {W,} nio converge para uma matriz-limite e nesta iteracdo o
problema linear ¢ infactivel. O teorema estd demonstrado. O

Uma caracteristica importante deste algoritmo ¢ que a seqiiéncia de matrizes {W;} ndo ird
apresentar repeticoes, ou seja, oscilacles de valores, pois, em uma iteragio genérica £, a restricio
acrescentada torna infactivel a solu¢do Wy, anterior. Logo W #£ Wi, V£ £ = 1,.... Uma
outra caracteristica importante a ser ressaltada é quanto & taxa de convergéncia. Apesar de nao
completamente analisada [Lu84], sabe-se que depende principalmente da profundidade do corte
assoctado a cada hiperplano separador, ou seja, a construir ¢ hiperplano separador com relacio 3
restrigio mais violada em (2.70). O algoritmo, porém, ird convergir independente deste fato, mas
com uma taxa de convergéncia menor. Ohserve que o pardmetro & serve para obter um conjunto
C? fechado e portanto é dado por 8 = 0 se A{W,,) = f(W;) ou & > 0 & arbitrariamente pequeno
se (Wi} = g(Wi).

2.8 Conclusao

Este capitulo introduziu as ferramentas basicas para a anélise convexa de sistemas dinamicos,
segundo a metodologia adotada neste texto. Quais sio estas ferramentas:

4

a formulacio em dindmica aumentada;

a parametrizagdo nao-linear do ganho de realimentagio de estado na forma K = W} Wl_l;

a defini¢do de conjuntos convexos de malrizes que mapeiam biunivocamente todo o conjunto
K dos ganhos estabilizantes por realimentacio de estados;

a estrubura dos algoritmos de programagio matematica, com a utiliza¢io do método dos planos
de corte;

a apresenta¢ao de como determinar hiperplanos separadores;

Estes sio os aspectos fundamentais do que se apresentou neste capitulo e, ao longo do restante
deste texto, serd amplamente utilizado.

2.9 Notas Bibliograficas

1. A revista Iniernational Journal of Control publicou uma nova tradugiio em inglés (feita por A. T.
Fuller) da versio francesa de 1907 dos trabalhos de Lyapunov, em edigio especial de margo de 1992
comeimorativa aos cem anos de swa primeira publicacio, em russo, datada de 1892. Vale lembrar
que, nos EUA, somente nos fins dos anos 50 os trabalkos de Lyapunov chamaram a atengio dos
pesquisadores. O mesio ocorren aos irabalhos de outros pesquisadores russos, como Pontryagin.

2. Durante os anos 60 a abordagem dominante em andlise de desempenho era o chamado Problema de
Sensibilidade. O termo “robustez” data do inicio dos anos 70, primeiro associado 3 problemas no
dominio da freqiiéncia, Uma das primeiras andlises no domifnio do tempo ¢ o chamado Problema
de Custo Garantido [CP72], definido por Chang e Peng em 1972. Os trabalhos de G. Leitmann, M.
Corless, Gutman e Barmish [BCL83, BL82, CL81, Gut79, Le78, TB81], dentre outros, na segunda
metade dos anos 70, também tentam tratar o problema de robustez a incertezas paraméiricas, mas
obtém controladores do tipo saturacio.
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2.9 Notas Bibliograficas

3.

A partir do inicio dos anos 80, estabilizagio quadritica se forna o conceite mais utilizado para os pes-
quisadores envolvidos no problema de estabilizacio de sistemnas com incertezas paramétricas. Crilicas
a este conceito sio encontradas em [RCDP93), no caso de incertezas lmitadas em norma. Condigdes
necessarias ¢ suficienles sfio formuladas pela primeira vez em [Bar85), mas o procedimento de sinlese
nio é utilizivel. Em [Pet85a], Peterscn demonsira, por um contra-exemplo, que esiabilizabilidade
quadritica ndo implica na existéncia de um ganho linear estabilizante.

A formulagio via dinimica aumentada proposta em [Bar83} também é utilizada em [ZK88a]. Em
[PGB93), uma comparacio é fetta entre a abordagem convexa apresentada em [GPB91] e a metodologia
da referéncia anterior. Mostra-se que, primeiro, os ganhos obtidos pela solugio convexa sio menores;
segundo, permite valores de incertezas mais largos que os obtidos em [ZK88al,

Uma. solugio necessaria e suficiente no espago de ordem original do sistema ¢ apresentada em [KP790),
também para o casoc de incertezas tipo norma limitada.

. A abordagem convexa aqui apresentada foi proposta pela primeira vez em [BPG89], numa versio na

ordem original do sistema. A formulagio apresentada na segio 2.7 foi introduzida em [GPB91], tanto
para sistemas continuos quanto para sistemas discretos, e seu cardter generalizanie é fundamental
para os desenvolvimentos que se seguem. Neste artigo também aspectos ligados i convergéncia dos

procedimentos propostes sdo discutidos. Em [Per89] pode-se encontrar um relato dos desenvolvimentos
relativos a sistemas incertos.



Capitulo 3

Estabilizacao por Realimentacgao
de Saida

3.1 Introdugao

No capitulo anterior os conceitos de estabilidade segundo Lyapunov foram revisados, o problema
de estabiliza¢io numa abordagem convexa definido e uma solugdo foi apresentada. Demonstrou-se
que existe um mapeamento biunivoco entre o conjunto dos ganhos I admissiveis aquele problema
e wn conjunto convexo, de matrizes semidefinidas positivas que atendem a uma restrigdo hnear. A
hip6tese basica para a malha de realimentagio é que todo o vetor de estado 2(¢) seja disponivel para
fins de realimentagdo.

Tsta, porém, se constitul numa exigéncia extremamente dificil de ser atendida em um projeto
pratico. Em sistemas de controle reais, satisfazé-la pode significar grande aumento de custos que
podem até mesmo inviabilizd-lo. Este capitulo trata, entdo, de problemas onde esta hipdtese nio
se verifica. Come o anterior, ele se concentra somente no problema de estabilizagdo, semn que se
considere a otimizacio de um critéric de desempenho. Isto serd tratado, em detalhes, na Parte 11
deste texto. Assim, a proxima segio descreve o problema e discorre sobre suas motivagoes. £ inte-
ressante entender o porqué este problema, aparentemente simples, tornou-se um dos temas centrais
em Teoria de Controle. A terceira apresenta sua formulacio como um problema de estabilizagao
segundo Lyapunov, mas associado a restrigdes sobre a matriz-solu¢do. A seguinte segue a mesma
filosofia, mas associando is restrigdes uma matriz a ser determinada através de condigGes necessarias
de estabilizacio. A quinta apresenta uma solugio necessdria e suficiente baseada nas propriedades
de uma funcio real que exibe caracteristicas geométricas extremamente interessantes do ponto de
vista de otimizacio. A sexta secfo, finalmente, estende os resuliados anteriores para o tratamento
de sistemas incertos.

3.2 Descricao do Problema

Considere o sistema linear e invariante no tempo (£;) apresentadoe em {2.2) ¢ aqui repetido por
conveniéncia:
z{t) = Az{l) + Byu(l)
(Z) (3.1)
z{1) = Ciz(t) + Dru(l)

39
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Lembre-se que (f) € R" representa o vetor de estado, u(t) € ®™ o vetor de controle a ser aplicado
a0 gisterna e 2(t) € RN representa o vetor de saidas de interesse. As matrizes A, By, C) e Dy possnem
dimensbes apropriadas e sfo, pelo menos inicialmente, consideradas conhecidas, ou seja, cada um
dos seus clementos temn sen valor precisamente determinado,

No Capitulo 2 considerou-se que todo o vetor de estado estd disponivel para efeitos de realimen-
tagio. Logo, o vetor de controle é na forma

ult) = —Kz(t) (3.2)

onde K € R™*" & um ganho estatico de realimentagio de estado a ser determinado de modo
a pertencer ao conjunto dos ganhos estabilizanies K, definide em 2.12. O sinal u{t) representa,
portanto, uma combinacdo linear entre as varidveis de estado.

Em diversas situagbes priticas, porém, a hipdtese de acesso completo aos estados niio se aplica e
conduz, portanto, & imposigdo de restrigdes a como é gerado o vetor de controle. Sistemas de gran-
des dimensdes se constituemn em exemplos cldssicos desta situagio, devido as questdes econdmicas
associadas. Para cada varidvel de estado a ser realimentada, todo um conjunto para medigdo deve
ser acrescentado. Caso se possa definir um sub-conjunto minimo de varidveis a ser realimentado,
garantido-se ao mesmo tempo condigbes aceitaveis de desempenho do sistema controlado, os custos
de implementagio do sistema como um todo serfioc menores. Sistemas onde as varidveis de estado
apresentam baixo acoplamento permitem a defini¢io destes sub-conjuntos minimos.

Outra situagao onde esta hipdtese ndo sc aplica surge caso alguma varigvel de estado nio possa
ser diretamente medida, seja por razdes fisicas ou econémicas. No controle de velocidade de motores
de indugdo usando a técnica de campo orientado, exige-se o conhecimento do fluxo magnético de
estator do motor. Tal medida s6 ¢ possivel diretamente {a um custo elevado) em motores cons-
truidos especialmente com o medidor (baseado em efeito Hall). Assim, normalmente esta variavel &
reconstruida a pariir de informagGes de corrente e velocidade (ou seja, demais estados ¢ saida).

Inicialmente, entao, deve-se definir como o sinal de controle u(2) serd determinado. Considere
que seja gerado a partir somente de informagdes de um sub-conjunto de varidveis de estado. Defina
entdo o sinal y(t) € R™ de varidveis medidas

y(t) = Caa(t) (3.3)

onde r < n. O sinal de controle u(t) passa assim & ser

u(-) = —L(-)y() (3.4)

onde L(-) é um controlador de realimentacdo de saida, podendo ser estdtico ou dinimico. A matriz
Oy € B™" espelha quais as varidveis de estado que irfo compor o subconjunto presente no sinal de
controle e deve possuir posto-linha completo. Esta hipdtese {posto de Cj igual a r) garante que o
vetor y(t) tenha dimensdo minima; caso r = n (dimensio do vetor de estado), a forroulacio acima
retorna ao caso anterior de realimentagio completa de estados. A figura 3.1 apresenta a topologia
de controle resultante.

A soluggo cldssica para este problema de informagio incompleta de estados tem sido buscar de
alguma forma reconstruir o vetor de estado 2(t) a partir do vetor de controle u(t) e das medidas y(t)
e, entdo, retornar ao procedimento habitnal de realimentacio de estado. Dependendo das hipdtese
sobre a planta (¥;) e sobre as medidas y(t), dois procedimentos siio adotados deste os anos 60.

Considere que as medidas ;(¢), i = 1,..., 7 nio sio corrompidas por qualquer forma de sinal-
ruido. Ou seja, sdo sinais apenas deterministicos. Um estimador ou observador & um dispositive
que permite a reconstrugio ou estimagio do vetor de estado #(t) utilizando o sinal de medidas y(t),
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z(t)

u(t)

y(t)

Figura 3.1: Diagrama de blocos incluindo controlador.

permitindo ent3o que se realize realimentagio de estado com este sinal &(f) de estados estimados. O
diagrama de blocos da figura 3.2 mostra o conjunto completo estimagio e realimentagio de estado.
O estimador de estado é, na verdade, um sistema com dindmica propria, na forma

HO) = Aw(t) + Broy(t) + Baou(t)
(Zest) (3.5)
g}(i) = Cle'%(t)

onde as matrizes respectivas sio determinados através de procedimentos especificos. Duas classes
de estimadores sdo fundamentais: os estitnadores de ordem completa & 0s de ordem reduzida. Os
primeiros, naturalmente, n&o apresentam vantagens em sistemas de grande porte. A segunda classe
permite que, através de um estimador de ordem (n — r), se reconstrua todo o vetor de estado z{t).
Existern diversas técnicas e a mais conhecida é devida a Luenberger [Lu66]. Na se¢io 4.4 uma
apresentacdo ¢é feita, para estimadores de estado de mesma ordem que o sistema. O problema de
estimacao de estado é tratado em [Ch84, cap. 7], [Ka80, caps. 4 e T} e [AMB89, caps 7 ¢ 8] e referéncias
internas, dentre outros textos. Quanto 3 sua aplicacio, no entanto, deve-se ressaltar:

(i) Em sistemas de grandes dimensdes, mesmo o estimador de ordem reduzida pode significar
controladores de alta ordem e custo. Um sistema com 30 varidveis de estado ¢ 5 saidas de
interesse requer um estimador de ordem 25 [LJAT1], pelo menos.

(if) A posigio dos autovalores do estimador ird determinar qual a velocidade com que o vetor
estimado £(t) ird se aproximar do vetor real #(¢), levando o erro de estimac8o e(t} = z(t)—&(1)
a zero. Caso a condigdo inicial do estimador Z(t,) seja diferente da condi¢do inicial #(f,) do
sistema, a aproximacio sera em sentido assintdtico. Normalmente, busca-se posicionar os
autovalores do estimador distantes do eixo imaginario, mas isto leva a altos valores de ganho
do estimador e, em conseqiiéncia, a altas amplitudes de transitérios de estimacio, além de

levar o estimador a atuar como um diferenciador, tornando-o suseeptivel & a¢do de sinais de
ruido de alta freqiiéncia [Ch84].

Considere agora que tanto o vetor de medidas y(t} quanto a planta contenham sinais de ruido,
nao-correlacionados, brancos, gaussianos e de média nula. Neste caso, o estimador anterior é subs-
tituide pelo chamado Filtro de Kalman-Bucy [AM89] e o projeto conduzido na linha do Problema
Linear Quadratico Gaussiano (LQG). Assim, necessariamente, o controlador obtido serd da mes-
ma ordem que o sistema e exiger-se-d o conhecimento das matrizes de covariancia dos sinais de
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(1)

u(t)

y(t)

Figura 3.2: Diagrama de blocos incluindo controlador e estimador,

ruido da planta e das medidas. A dificuldade (i) apontada anteriormente no caso de estimado-
res deterministicos permanece valida tambéin no problema estocdstico, porém, alterando-se para o
conhecimento da média e da covariancia da condigdo inicial 2(1,) do sistema (suposta gaussiana).

Duas ultimas questdes devem ser levantadas quanto ao uso de estimadores (deterministicos ou
estocasticos) no problema de realimenta¢io incompleta de estado:

(i) O estimador, por qualquer metodoelogia de projeto, é determinado supondo-se conhecimento
exato da planta em questdo. Variagdes nos valores do modelo produzem, portanto, imprecisio
no sinal de estados estimados, comprometendo o desempenho ou até mesmo a estabilidade do
sisterna ein malha fechada. No Capitulo 4 este tema é retomado, ao se abordar o problema
Hs com parametros incertos.

(ii) Por si 86, a introdugao do estimador de estado leva a uma perda de robustez do sistema quando
comparado a0 caso de realimentacio completa de estados. Em [AM89, se¢io 8.3] tal observacgio
é apresentada, baseada em [Doy78]. Também este item serd retomado no Capitulo 4.

Assim, como resultado de todas estas dificuldades inerentes a realizagio de alguma forma de
reconstrugao de estados, uma nova estratégia de controle foi proposta. Em [LJA71] as caracteristicas
essenciais desta nova estratégia sdo tracadas;

(a) projeto deterministico;
(b) independente das condi¢Bes inicials do sistema e do controlador;

(¢) controlador de ordem fixada a priori e reduzida, ou melhor, menor que a da planta (r < n);
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{¢) nao ha estimagBo de estado: a varidvel de saida medida ¢ a varidvel realimentada.
Para realizé-la, seja entio a lei de conirole introduzida em (3.4) ¢ assuma que L(-) = L, ou

melhor, o controlador a ser determinado ¢ estdlico, nfo possuindo dindmica propria. Logo, ¢ uma
matriz em ™", Substituindo u{t) no conjunto {¥;), obiém-se a representacio em malha fechada

&(t)
z(t) = Cyax(t)

A.f.:r:(t)

onde
A =A~—- By LCy £3.6)
Cr=0C—DiLCy (3.7}

O problema de estabilizacao em realimentagio estatica de saida consiste, portanto, em determinar
L € R™*7 tal que o sistema em malha fechada seja assintoticamente estavel. Corresponde, assim, a
solucionar o seguinte problema

Problema 3.1 Descrever o conjunte dos ganhos esiabilizanles I de realimeniagdo estdiica de saida
L= { Le®m=r . X {A o BgLCz} .. } (38)

denominado conjunto dos ganhos admissiveis neste problema. Observe que descrever este conjunto
significa, pelo Teorema de estabilidade de Lyapunov (sec¢io 2.5), determinar matrizes P = P’ > 0 e
I, tais que

(A= BsLCy) P+ P(A—B,LCy) < 0 (3.9)

Esta observagio ¢ fundamental nos desenvolvimentos que se seguern.

E importante ressaltar o carater geral da formulacio apresentada. Considere que, em lugar do

controlador estatico L, esteja-se interessado em determinar um controlador dinamico (X.) de ordem
n. descrito por

20(t) Aceo(t) + Bey(t)
(22) (3.10)
u(t) = Coall) + Dey(t)

I

Substituindo-o em (2;), obtém-se o seguinte sistema ern malha fechada:

] = e 52129

(3.11)

z(t) = [ Ci+DD.C. D, ] 1: ;c({?) }
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Manipulando esta expressdo e definindo

A O
= (ﬂ-l-n,-_-}x{n-}-nc)
Ae = [ 0 0 ] R
By, = { E{? (]): } c %(n«i—nc)x(m-{-nc)
Cia = [ C; 0 ] € Rexntne) (3.12)
= C: O prdnc)x{ntnc}
CEa - [ 0 1 ] & :'R
Dia = [ Dy 0]eRxOntne)
encontra-se entdo que
2a(8) = Aaza(l)+ Baaus(l)
(Xa) (3.13)

() = Chigeall) -+ Digua(t)

& uma deseri¢do em ordem aumentada {n + n,) de (£;), de modo que

ua{t) = Lawa (1) (3.10)

é a lei de controle em questio, para
_ | =(t) _ | wt)
wa(t) - [ (1) ]  ua(t) = { ic(t)

ya(t) = [ ff(ti)) } (3.15)

e o controlador estatico L, € Rlmtna)x(r+ne) particionado na forma

_i Do Ce
Lo = [ B A } (3.16)

Portanto, o projeto de um controlador dindmico de ordem n. fixada & priori se reduz ac de deter-
minar um ganho estatico de ordem aumentada n + n., sendo 1 a ordem do sistema e n, a ordem do
controlador dindmico procurado, para n, < n.

Por outro lado, ¢ importante lembrar que o problema de estahilizagio via realimentagio estitica
de saida (que se resume a delerminar L € IL} se constitul numa etapa inicial das metodologias
de otimizagao via realimentacdo de saida, como descrito no Capitulo 4 deste texto e apontado
anteriormente em [MT87]. Porém, a descri¢ao de L se constitui, na verdade, em wma das principais
dificuldades destes procedimentos clissicos de solugdo desta importante classe de problemas.

Este capitulo se concentrard em descrever o conjunto L. Procedimentos que permitam fazé-
lo através de uma abordagem convexa serdo apresentados. Referéncias bibliogrificas que levem
também a uma solugio convexa serdo tratados, porém em contextos seguramente diferentes dos

desenvolvimentos originais. Assim, os resultados de {GB86], [Gu90b] sao analisados. As referéncias
para os procedimentos cldssicos serdo fruto de notas bibliogrificas.
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3.3 Problema Restrito de Lyapunov

Esta se¢do apresenta dois métodos de solugdo do problema de estabilizacio via realimentacgao
de saida baseados na defini¢io de um Problema Restrito de Lyapunov {PRLy). A vinculagio entre
a solugdo de uma equacgio ou desigualdade de Lyapunov sujeita a restrigdes sobre a estrutura da
matriz-solugdo P e este problema é encontrada de forma expressa em [GB86]. Seus autores escrevem
que “a auséncia de informacdes completas sobre ¢ vetor de estado leva a um conjunto de restrigbes
lineares nos elementos da matriz P relativa 4 fungo de Lyapunov V{z) = &' Pz. Isto é, estabilizago
através de realimentagio de saida pode ser encontrada se estabilizacdo através de realimentagio de
estado puder ser determinada utilizando wma matriz P de Lyapunov satisfazendo restrigbes lineares”.

Formulagtes semelhantes no sentido de acoplar restrigdes & matriz de Lyapunov podem ser
encontradas no problema de determina¢io de um ganho descentralizado [GB79]. Neste caso, uma
maitriz de Lyapunov P diagonal é desejada, sendo, no entanto, uma condi¢do suficiente para a
obtengdo de um ganho descentralizado.

Primeiramente, serio apresentados os resultados devidos a [GB86]; em seguida, os devidos a
[Gu90b]. Ambos em sua formulagio original, mas, no primeiro caso, uma demonstragio alternativa
baseada no Lema de Finsler serd introduzida. Comparacdes serdo feitas, mas de qualquer modo, a
importincia destes resultados € clara, dada a possibilidade de estendé-ios para o tratamento de de
sistemas incertos onde “matching conditions” sdo vilidas,

Abordagem de Galimidi-Barmish

Considere o sistema (X;) anterior ¢ a lei de realimentacio de saida {3.4). Deseja-se determinar
L € L. Seja entdo o seguinte problema:

Problema 3.2 Problema Restrito de Lyapunov (PRLy):
Determinar, se existirem, malrizes W = W > 0 ¢ S, onde W € R%" ¢ § € R™*™, de modo
que

ZL (AW + WA Z, < 0 (3.17a)
W™1B, = LS (3.17b)
onde Z, € N (BY).

Caso exista um par {W, S) satisfazendo as condigBes acima, o problema {PRLy) é considerado
soluciondvel. Neste caso, o teorema abaixo é proposto.

Teorema 3.1 Se ¢ (PRLy) admite v par (W, 5} como solugdo, enido a lei de controle

ut) = —p 5 y{t) (3.18)
estabiliza ¢ sistema (I;) para p > 0 suficientemente grande. d
Prova: A demonstracio a seguir é diferente da originalmente apresentada em [GB86]. Considere

gue o par {W, S) solucione o problema proposto. Utilizande o Lema de Finsler (veja Apéndice A),
a partir de (3.17a) e p > 0 tem-se que:

AW + WA < 2pB. B
Manipulando esta diltima expressao:

(A= pBaByW™ )W+ W (A - pBByW~1) <0
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Substituindo entdo {3.17b) na desigualdade acima, obtém-se, finaimente, que
(A= pByS'Co) W + W (A — pB5'Cy) < 0
ou sgja, L = p 5 € L ¢ o teorema esta demonstrado. C

Em [GB86] duas solugdes sdo apresentadas para o (PRLy), uma para r = m ¢ outra para m < r.
No primeiro caso, o sistema possui o mesmo ntimerc de atuadores e medidores; no segundo, possui
mais medidores que atuadores.

Teorema 3.2 Para r =m, o problema (PRLy) ¢ soluciondvel sc e somente se posto {BLCL} =71 ¢
A, € Rin=mYx(r=m) Jefinido como

A = ZLALZ

Ap = A—AB(CyBy) ' Cy
for assinlolicamente esldvel. o

Teorema 3.3 Para m < r, considerc A € R"*"~™) ymg mairiz constante de posio completo
satisfazendo

BLCLA =0
¢ defina
A.sl = ZéA5222 (= g{(ﬂ~m)><(n—-m)
A = A = CiCB: (BiCiCLBy) ™" B AT € o
By = ZéCéA I ‘sR(n—m)x(r—m}
Chay = _BéA’ZQ c ;Rmx(nmm)

Entio, o problema (PRLy} ¢ soluciondvel se ¢ somente se (A1, Bas, Cas) for estabilizdve! alravés
de realimentagdo estdtica linear de saida, isto €, se existir Ky € RT=™I%7 ol que Ay~ By K1Co,
seja assintolicamenie estdvel . O

As demonstragbes foram omitidas, uma vez que ndo ensejamn motivagbes para a abordagem
convexa desejada, podendo ser encontradas na referéncia citada. Porém, quantc ao procedimento,
nocte que:

(i) deve ser fornecido um ganho inicial estabilizante, para r > m;

(ii) o ganho estabilizante solugdo ¢ encontrado através de uma metodologia que produz ganhos de
alta ordem;

(iii) n8o ha indicagdes de como incluir um critério de desempenho associado i determinacio do
ganho L € IL.

Abordagem de G. Gu

Como anteriormente, considere o sistema (£;) e a lei de realimentagdo (3.4) de modo que L € L.

Assume-se, por hipdtese, que o sistema possul o mesmo nimero de entradas e de saidas medidas,
ou segja, m = 7.
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Teorema 3.4 Supenha que as malrizes By ¢ ) {enham poslo-coluna completo e sejam de mesma
dimensao. Enido, exislem mairizes W = W' > 0 ¢ 5 nde singular, W € 175" ¢ § € R7%7 | tais que

(iy ZE( AW+ WA Zy <0

(il) SC; = Byw !

sejam saiisfeitas se e somende se det{C2B2) # 0 ¢ a fungdo de transferéncia de malha aberta
Cy(sI— A)_l By for de fase mintma. Neste caso, para p > 0 suficientemente grande,

L=pS5el 0

Para determinar o ganho estabilizante, assume-se, além disso, que o sistema estd ou pode ser
transformado para (pois det(Cy5,) # 0) a seguinte forma especial:

A Ais I
Am B:
] =[G

Cn
Co = [ Cn
onde A1 e Co € R777,
Teorema 3.5 A funcdo de transferéncia Cy (sI — A)"l By € de fase minima se e somenie se

det (sT— Azz + A C5y'Caa) #0, VY R{s} > 0
Prova: Veja [Gu90b]. o

Como na subsegio anterior, as demonstragdes (formais) foram omitidas. Cabe ressaltar, contudo,
as equivaléncias entre as duas abordagens. Isto é feito a seguir.

Comparagoes entre as duas abordagens

Ao contrario do afirmado em {Gud0b], as similaridades entre as duas abordagens sao bastante
amplas. Ambas apresentam condigbes necessdrias ¢ suficientes para a solugdo de um problema
restrito de Lyapunov. No caso r = m, ou scia, igual mimcero de atuadores ¢ medidores (que é
essencialmente o analisado em {Gu90b}), as duas abordagens sdo equivalentes. Isto é demonsirado
abaixo.

Teorema 3.6 Para r = m, as dfirmaiivas abaizo sdo equivalentes:

(a) ©Q problema (FRLy) ¢ soluciondvel s ¢ somente se posto{CaBe} = v ¢ Ay = Z5A0 2, for
assintolicamente estdvel, onde [GB86]

Aga = A= ABy (CoB3) "' Gy

(b) O problema (PRLy) € solucionduvel se e somente se det(CyB2) % 0 ¢ a fungde de transferéncia
de malha aberta Cy (sI— A)™" By for de fase minima [Gud0b]. o

Prova: Primeiramente, cabe lembrar que a propriedade de fase minima do sistema em malha aberta
estd associada As raizes do polindémio ¢(s), onde

det {cz (sT— A)! BQ] = @%‘;—%—}1—5 (3.19)
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Se todos os zeros de ¢(s) = 0 estiverern no semiplanc esquerdo, o sisterna é dito de fase minima
[K872, pag. 273-274]. Deve-se demonstrar que a estabilidade assintética de A;; é equivalente a esta
propriedade.

Defina a transformacio [GYASY]

@ = TAT"
onde
Z -1 -1
T=|p| et = [ Zo By(ByBy™* )
Logo:
_ ZhAsnZs 0
B i
_ A1 O
o 7 0
sendo que “7” representa uma submatriz sem importincia neste desenvolvimento. Portanto, como

os autovalores sao preservados em uma transformacgio de sirnilaridade:
det (sX — A;3) = det (sT ~ ®)
= 5" det (sT— Az {3.20)
A partir da definigdo de A;y:

det (sT—As2) = det {sI— [4~ 4B, (C28:)7 G| }
= det{(sT= A) [£n + (5T — 4)™" 4B, (C23)™ )}
= dot {sT— A} det {1, + (sT~ A)™" 4B (C,B,)™" Ca}

= det {sT~ A}det { I +C; (sT~ 4)™ 4B, (C2Ba)'}
Utilizando a identidade maftricial

(sI—- A "A=s(sT1—A)"' -1

obtém-se
det(sI— Ay2) = det {sI~ A} det {Ln +5Cs (51— 4)7" By (C2B2) ™"}

= s™det {sT— A} det {cg, (sT— A)~" Bg} det {(02132)"1}

Substituindo (3.19) na expressio anterior:

det (T — Aga} = s™ det {sI — A} a—(ﬂ(ﬁs——lg—)— det {(CEBE)Ml}

= 5™ ¢(s) det {(csz)“l} (3.21)
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Levando (3.21) & (3.20), conclui-se entdo que

det (sT — Aqy) = é(s) det {(0232)‘1} (3.22)

e, portanto, os polos de A,y sfo os (n — m) zeros de $(s) = 0. A equivaléncia entre estabilidade
assintética de Asp e a propriedade de fase minima do sistema em malha aberta estd demonstrada.
O

Assitn, [GB86] e [Gud0b| apresentam procedimentos de estabilizagio via realimentacio estatica
de saida que, em sua esséncia, sdo equivalentes. As hipdteses (i) e {ii) do Teorema 3.4 (devido &
[Gu90b]) sdo, de fato, o préprio problema (PRLy) no caso r = m. O ganho estabilizante L € L.
também ¢ determinado de forma semelhante, como fungio de um parmetro p > 0. Aldm disso,
para r = m, (3.17b) s6 se estabelece se a matriz S for inversivel, pois posto {By} = posto {Cy} = r
e W ¢ inversivel. Tal conclusio estd incluida no Teorema 3.4 como uma hipétese sobre a matriz 5.
E interessante observar também que a metodologia apreseptada pelo Teorema 3.3 (caso 1 > m) se
reduz & do caso r = m, quando adotada para a solugio deste tltimo.

Para finalizar esta se¢o, cabe ressaltar que, escrevendo (3.17b) como

STiBl = CyW (3.23)

as restrigbes referentes ao problema (PRLy) (desigualdade (3.17a) ¢ a equagio acima) passam a
definir um conjunto convexo nas varidveis (W, S~1). Note que sdo lineares nas varidveis citadas. De
fato, (3.17a} define o conjunto convexo dos ganhos estabilizantes via realimentagio de estado; (3.23)
¢é uma restri¢io de estrutura sobre a matriz de Lyapunov P = W1, A préxima se¢io apresenta um
desenvolvimento onde uma idéia semelhante é adotada.

3.4 Transformacao de Similaridade

Esta se¢ho apresenta uma solugiio convexa para o problema de estabilizagio via realimentagao de
saida. A solugio proposta se baseia em assoclar restrigoes A matriz de Lyapunov mas, em avanco aos
resultados mostrados na se¢@o anterior, consegue-se determinar condigdes necessarias e suficientes
agregando-se, também, restrigdes & matriz de ganho de varidveis de estado.

Considere o sistema (I;) anterior que, como apresentado na secio 3.2, é estabilizado assintoti-
camente através de realimentagio de estado por elementos do conjunto

K= { KeR™*" (A~ BaK) assint. estavel }

gerando a lei de controle
u(t) = —Kz(¥)

O problema de estabilizacdo via realimentagio de salda consiste, como jé definido, em determinar
L & ®™*" tal que a lei de controle

ult) = ~Ly(t) (3.24)

estabilize assintoticamente o sisterna (X)), ou seja, consiste em descrever o conjunto
L={Le®R™™ . (A—ByLCy) assint. estdvel } (3.25)
A partir de (X1}, sabe-se que o vetor de varidveis medidas y({} é na forma

u(t) = Caa(t) (3.26)
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onde posto {Cy} = r. Substituindo-a na lei de controle anterior,
u(t) = LCyz(l) (3.27)
e comparando com a lei de controle em realimentagdo de estado, tem-se que
K= LC, {3.28)

Para uma dada matriz Ch, esta equagio matricial possui solugio para L € L. se e somente se, para
K ¢ K arbitrario,

R{K'Y C R{CY) (3.29)

ComoR {CL} = N (C3)" {5193, Teorema B.2], ou seja, o espago range da matriz (3 é igual ao espago
ortogonal ao espago nulo de Ch, a projeciio ortogonal das linhas de K {ganho de realimentacio de
estado) sobre o espago nulo de Cy deve ser zero. Considere entdo Ya € R**U*~") como uma base

ortonormal para o espago nulo de (3, ou seja, corresponde as n~r colunas assocladas aos autovetores
de norma unitaria da matriz de projegdo

M=1-Ch(CCH)  Ca € ®mx» (3.30)

Logo,
YiYe =1, Ca¥o=0 (3.31)

Aplicando este resultado em (3.28), obtém-se entao que esta ltima tem solugio para L € L se e
somente se, para N € I arbitrario, a restrigio

KY> =0 (3.32)
for satisfeita. Defina entfo o conjunto
K, =K [} {K : KY;=0} (3.33)

como o conjunto dos ganhos K € K que satisfazem a restri¢io de estrutura (3.32). O tecrema a
Seguil resume a exXposi¢ao acima.

Teorema 3.7 O conjunto L # § se ¢ somente K, # #. No case afirmativo, ¥ L € L. ¢ dado por
L= KPCL(CoPCy)™" ' (3.34)
onde K €K, e P € R"*™ € uma meiriz arbilrdria simélrica ¢ definida posiliva. ]

Prova: Seja L € L. um elemento do conjunto dos ganhos estabilizantes de realimentacio de saida.
Considere a matriz K € R™*? tal que

Pelo desenvolvimento anterior, para Yy base ortonormal de A (Cy), obtém-se que
KYy = LCYYs =0

Definindo K como um eclemento do conjunto K dos ganhos estabilizantes por realimentagio de
estado, o subconjunto K, que satisfaz a esta restri¢io de estrutura é dado por

K, =¥ (] {K : K¥2=0}
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A necessidade estd demonstrada. Para a suficiéncia, seja K € K, e considere a equacio linear
K=LCy {3.35)
Defina, para P = P > 0 arbitrdria, a matriz
T={PC, V] € ®v
onde posto {T'} = n. Multiplicando-se (3.35) & direita por T, encontra-se
[ KPCY KY; | =] LCRPCY LC.Yy |
Como K & K, e Vs é tal que ChYs = 0, obtém-se:
| KPCy 01 =] LCPC, 0]
ou seja
L= KPC,( CoPCh Y™

e a suficiéncia estd demonstrada. m]

10 importante enfatizar que este teorema é uma condigio necessiria e suficiente para a determi-
nagio de um ganho estabilizante de realimentag¢io de saida. A expressio nio linear (3.34) mapeia
elementos do conjunto K que satisfazem 2 resirigio linear (3.32) em elementos do conjunto L., de
modo que todo este conjunto é gerado. Por outro lado, o teorema introduz um importante grau de

Iiberdade para a soluc¢io, correspondente A escolha da matriz P simétrica e definida positiva. Assim,

para P dada, (3.34) corresponde & uma parametrizagao linear dos ganhos L € IL como fungao dos
ganhos K &€ K,. Também, para P = I, obtém-se que

L=KCh( G0 (3.36)
ou seja,
L=KCF (3.37)

onde CL# ¢ a inversa generalizada de Moore-Penrose. A expressdo (3.37) para o ganho estabili-
zante de realimentagdo de saida cucontra-se em [BM93]. Porém, quando comparada a (3.34), nole
que, como demonstrado, ¢ apenas um caso particular. No entanto, deve-se salientar que a inversa
generalizada acima ¢ sempre definida para mafriz Ca posto-linha completo.

3.4.1 Parametrizagao de L

Na secido 2.7 foi demonstrado que o conjunto K dos ganhos estabilizantes por realimentacgao de
estado pode ser descrito na forma

K= {Www . weC} (3.38)
sendo C o conjunto de matrizes definido em (2.53), agui repetido,
C={W=W >0 : YW, ve NG}

¢ as matrizes W e (G como definidas em (2.55) e (2.48). O Teorema 3.7 permite encontrar uma
relagio stmilar. Em termos dos elementos do conjunto C, o conjunto K, pode ser escrito como

K=K [ {WiW'z=0 : WeC} (5.39)
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O segundo termo do lado direito desta expressio impde restricdes de estrutura a serem satisfeitas
pelas particoes de W, descrevendo assim a condigio de projeciio K'Y = 0 no espago dos elementos
de €. O teorema apresentado em seguida estabelece como reescrever o conjunto ¥, de modo a para-

metrizar IL em fun¢io dos elementos de W; ou sgja, reescrever (3.38) no contexto de realimentaciio
de saida.

Teorema 3.8 O conjunio L # 0 sc ¢ somenie se existir uma malriz E € REXn-T 5] que as duas
condigdes abaizo sejam verdadeiras:

(a) posto{[ g“j ]}:n

(b) o conjunio C{E) # 0, onde

CE)=C () {W : [002 2]W[§}m } (3.40)

Ne caso afirmativo,
L= WiCy{CaW, O e L (3.41)

[

Prova: Para a necessidade, suponha que o sistema ¢ estabilizdvel por realimentagac de saida. Entio,
existern matrizes P = P/ > 0 e L € LL tais que

(A= B32LCY) P4 P (A = By LCy) <0
Definindo

-1 —1lgtpt
w t P ‘3'2’5] (3.42)

=1 Loyp-t 2

onde “?” representa uma submatriz a ser escolhida de modo que W seja simétrica e semidefinida
positiva, conclui-se ent@o que a expressio acima pode ser escrita como

V(FW+WF)v <0, Yo e N(G)

para

| A —Dy
pa[4 B cwn

ev' = [ & 0], como ja definidos em (2.48) e (2.49). Logo, W € €. Além disso, escolhendo I
como

E = PY, (3.43)
para Yy € N (C3), a condicao (a) se verifica, ou melhor, a matriz em questio ¢ inversivel. Para W
e E como dadas, tem-se entdo que

-1 —

G ol [E] GPTE=0
0 I 0 »

LCYy P E =0

Conseqiientemente, a restrigdo linear em W ¢ satisfeita e T(E) # §.
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Para a suficiéncia, considere que exista uma matriz £ € R**"~" tal que os itens (a) e (b) sejam
verdadeiros. Logo, para W € C e conlorme (2.53) e (2.55):

0> vO(W)v

> 2! (A~ ByWiWr ) Wy + W,y (A= BoWaw ) = (3.44)

Utilizando as restrigdes lineares definidas pelo segundo termo do lado direito de (3.40):

. CoW E =0
{%g]w[g]m (3.45)
WiE =0
e definindo a matriz ndo-singular
r=| G| (3.46)
tem-se
Wiwol = WA (TW )T
B sra i1 | CaWACE CaWE 17 [ Cy
= [wic; wir ] [ EW,CY  BWLE Iod
CoW 4 0 e,
— ) i3
= [ Wi o }{ 0 EWE E
= WICL (CoWhCy) ™ Cy
ou seja

WiaW "t = LCy

para L = WiCL{CoW1C3)"". Como Wy > 0, a desigualdade (3.44) e o Teorema 3.7 permitem
concluir que L € L. O Teorema esta demonstrado. |

Este Teoremna se constitul em um dos resuitados centrais deste capitulo. Ele representa a trans-
formagio das condigdes necessirias e suficientes apresentadas no Teorema 3.7 para um novo espago
paramétrico C( £), de modo que o conjunto L. dos ganhos admissiveis seja fungio de uma matriz E.
A condigio de proje¢io (3.32) (ou o segundo membro do lado direito de (3.33)) é agora representada
por uma restricio linear sobre os elementos de uma matriz W € C(F). Porém, conforme item (c)
do corolario seguinte, para F fixada o conjunto {{ E) é convexo, permitinde que técnicas de progra-
magao matematica utilizando esta propriedade o descrevam numericamente e uma parcela de L seja

mapeada, entdo, a partir dos seus elementos. A figura 3.3 caracteriza esta conclusio, formalizada
pele corolario abaixo.

Corolario 3.1 As afirmalivas ebaizo sdo verdadeiras:

{a) Para E wmae malriz fizada, C(E) mapeia um parcela de L., de modo que

{wicsamc)™ + wecn } < (3.47)
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L = WiC, (CoaWrC5)™

Figura 3.3: Relagao entre C(E) e L.

(b) O conjunto I € enconirado por

L= {wcicme)™ « wecs) | (3.48)
BE=I1
(c) Para E fizada, C{L) ¢ um conjunio convezo. a

Prova: O item (a) segue diretamente do item (b} do Teorema 3.8. O ilem (b} & uma generalizacio
do primeiro, considerando todas as matrizes £ € R®*"~" que satisfazermn o item (a) do Teorema
3.24 normalizadas de modo que E'E = 1. Vale enfatizar que o lado direito de (3.48}, sendo a unido
de conjuntos convexos, nio ¢, geralmente, um conjunto convexe. A demonstraciio da parte {c) é
imediata. o

Um segundo desdobramento importante do Teorema 3.24 surge a partir do item (a). Defina,
para T como em (3.46), a transformagio de similaridade

r=Tz

de modo que, no novo sistema de coordenadas, C seja equivalente & C(E). Seus elementos W sio
obtidos a partir da regra de transformagio

o T 0 T 0]

=10 1]w ot
Logo:

W= wy

Realizando-se as operagdes indicadas e lembrando-se que W € C( ), obtém-se a seguinte cstrutura
para W:

o { TWlT" TW2 ]

CaWiCl, 0 Caily
0 E'W,\E 0
WG 0 W

=
I
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| Wi 0 Wy
=1 0 W, 0 (3.49)
— ]
Was G Wa
onde ﬁ;; ERW* e Wg € WP Em conseqiiéncia, no novo sistema de coordenadas as restrigoes

de estrutura representadas em (3.40) sio incorporadas &s matrizes W € €. O ganho L € L., neste
caso, passa a ser dado por

L = WiC;(CaW,C5) ™

= War Wi (3.50)
(O corolario abaixo resume estes fatos.
Coroldrio 3.2 Os falos abaize sdo verdadeiros:

(a) O sistema (T;) ¢ assintoticamente estabilizdvel por realimeniagdo estdtica de seide se e somente
se existir uma transformacdo de similaridade £ = Tz lal que W € C, onde

E={W=Wzx0 : sb@ps<0, viev (&)} (3.51)
e a mailriz T € definide em (3.46).
(b) Pare E fizada,
WeC(E) & WeC (3.52)
Em caso afirmative, L = WMIWH_I & L. 0O
Prova: O item (a) é uma revisio dos itens {a) ¢ {b) do Teorema 3,8 no novo sistema de coordenadas.

O item (b) vem diretamente do item (a) do Coroldrio 3.1 e do desenvolvimento acima. (]

Comparando os resultados dos Corolarios 3.1 e 3.2, é importante enfatizar que o conjunto € im-
plica em um menor nidmero de varidveis a serem determinadas. De fato, para I fixada e realizando-se
a transformacio de similaridade, a matriz W € RP*F 4 ser determinada possui

1 .
g = p—(p—;_—)—(r—m)(n—r)
elementos a serem encontrados, enquanto no espago original a matriz W possm
_rlp+1)
)

elementos desconhecidos. Além disso, C também é convexo, pois € semelhante a C e, portanto,
W € € pode ser determinado por um algoritmo equivalente ao algoritme 2.1.

No entanto, resta observar que tanto o coroldrio 3.1 quante o coroldric 3.2 tém como premissa
o conhecimento a priori da matriz £ de transformac¢do. Determind-la é uma tarefa até aqui em
aberto, mas que, de fato, pode nio ser simples. A subsegéo que se segue introduz um procedimento
tipo min-max para encontrd-la. Todavia, note que a matriz Y definida em (3.31) satisfaz & condigdo
do item {a) do Teorema 3.8, pols, para E = ¥, a matriz

| C2
T‘[Ys]

possui posto lgual a n.
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3.4.2 Determinacao de £

Como ja dito, verificar a existéuncia de F tal que C(E) # 0 no é uma tarefa simples. Baseado
na parte necessaria do Teorema 3.8, o corolario a seguir ¢ derivado.

Coroldrio 3.3 Seja Yy € N (C2). Uma condigio necessdria para a eristéncia de £ ¢ R7%7=7 fal
que C(E) # @ € salisfuzer ¢ desigualdade conveza

(AY2) B+ E'{AY,) < © (3.53)
O
Prova: Se L 3 0, entdo existem matrizes P = P/ > 0 ¢ [ € L tais que
(A~ BaLC3) P+ P(A— ByLCy) <0
Multiplicando-se & esquerda por Yj e a direita por Y5, obtém-se que:
Y] A' PYs + YIPAYy — Y{CLL ByPY, — Y/ PBoLC, Y, < 0

Como C3Yy = 0, definindo
: E = PY,
conclui-se que
(AY2) E 4+ E' (AYy) < 0

¢ o corolario estd demonstrado. O

Apesar de ser uma condigao convexa, determinar E tal que (3.53) se verifique nio é uma tarefa

simples. Um procedimento tipo min-max, no entanto, foi proposto em [GPS93b] de modo a encontrar
tal matriz.

A partir do Teorema 3.8, a condigdo necessiria para a existéncia de £ tal que C(E) # § é dada
pelas restri¢des lineares (3.45) e por (3.44). Esta tltima pode ser escrita na forma

AWy + WA — BoWy — WaBh < 0 (3.54)
Duas expressoes podem ser derivadas a partir de {3.54). Para a primeira, multiplique 3 esquerda
por Zy e & direita por Z, onde, como anteriormente, Z; € R%**~™ ¢ base ortonormal para N { BS),
ou seja, BLZy = 0e ZL2y — 1. Assim:

(W)= Zi (AW, + W1 A 2. < 0 (3.55)

O conjunto das matrizes W, = W/ > 0 que satisfazem a esta desigualdade serd denominado Cy:
Czg={Wi=W{>0 : @®W;)<0} (3.56)
Para se obter a segunda expressao, multiplique a esquerda por Yy W, * e 4 direita por W 1y, Logo:
(V) =Y (A Vi + V1A Y, <0 (3.57)

onde Vi = W[ 1 e utilizou-se que WaWwy 'Y, = 0. O conjunto das matrizes Vi =V >0 que
satisfazem 3 esta desigualdade é denominado Cy:

Cy={Vi=W>0 : ¥)<0} (3.58)
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Entdo, (3.54) foi reescrita somente em termos de Wy como duas designaldades que devem ser satis-
feitas conjuntamentie, na forma

WieCz e Viely (3.59)

A determinagao de W satisfazendo (3.59) pode ser feita pela solugdo iterativa do seguinte problema
min-max (note que os indices “1” foram retirados para facilidade de notagio):

Problema 3.3 Problema MIN-MAX (PMM)
We = argmin {a : WeCy, VVI<W<aV !}

Vo = argmax {# : VeCy, WISV W]

Antes da apresentagac da solugio deste problema, observe que tanto €z quanto Cy s@o conjuntos
convexos em suas variavels de definigdo. Assim, para V. fixada, o problema de minimizagio é convexo
em W. ¢ « (pois a segunda restri¢ido ¢ linear nestas varidveis} e, da mesma forma, o problema de
maximizagao é convexo em V., e 3. O teorema a seguir aponta a equivaléncia entre o problema de
min-max acima e a condigao necessaria para estabilidade assinidtica por realimentacdo de saida.

Teorema 3.9 Suponha . # 0. Fnido a solucdo délima do problema min-moz (PMM) € tal que
ay = P = 1, levando a V, = WL, |

-

Prova: Como L # ), entdo, pelo Teorema 3.8, existem matrizes W e E tais que C(E) # § ¢ W,
particao de W, satisfaz (3.59). Por outro lado, pela definicdo do problema, todo o factivel é tal
que o > 1 e todo B factivel é tal que @ < 1. Portanio, a solugdo do problema de minimizagao para
Vi = Wl"i éa=1eW, = W,. Do mesmo mode, a solugo do problema de maximiza¢io para
W, =WiépB. =leV.= Wl""l. 0 teorema estd demonstrado. [

Este Teorema estabelece a relagdo entre a solugao do problema min-max (PMM) e a condi¢io
necessaria para a cstabilizacio assintdtica expressa no Coroldrio 3.2. Duas observagdes devem ser
acrescentadas. A primeira diz respeito a qualidade do resultado apresentado no Teorema 3.9. E
apenas uma condigio necessiria para a solugio de (PMM)!. A segunda é quanto 4 matriz £ que,
caso determinada como em (3.43), n8o serd normalizada (F'E £ I). Para introduzir esta restrigio,
considere (3.31} e (3.45) reproduzidas abaixo:

Cola = 0, CoW B =0
e note que é possivel estabelecer uma relagio entre estas duas expressées se
WiE =Y.2
onde Z &€ R*TX7T & uma matriz inversivel a ser determinada. Logo:
E=w'YZ
Para que E seja dnica, introduz-se a restricio de normalizagho, ou seja, /K = I e portanto
ZY W22 = 1

Assim: "
Z = (VW) "Y

iUma cutra formulagao deste problema pode ser encontrada em [GCS83].
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e, desse modo,
E =Wy, (YW tyy)
Finalmente, o procedimento abaixo é proposto para a solugio do problema (PMM}:
Algoritmo 3.1 Solugio do problema (PMM)
passo 0: Faga £ -0, Vp =L
passo 1: Itere aié convergir para o ponto de equilibrio (W, , V) = {Wl,Wfl):

W, = arg min{a : WeCy, V{igwgaV[l}

Ve arg max { f : VeECy, W, <V < w;t}

passo 2: Determine b

1y s 12

E = Wiy, (Yiwrtyy) ™
a
Como ja mencionado, os subproblemas associados ao passo 1 sdc ambos convexos em suas va-
ridveis de definicdo. Deste modo, suas solugdes podem ser obtidas por métodos de programacio
convexa como o baseado em planos de corte apresentado no algoritmo 2.1. A demonstracio de
convergéncia deste algoritino encontra-se em aberto, pelo menos no formato aqui apresentado. Veja
[GPS93b] e [GCS93] para maiores detalhes. Por iltimo, cabe enfatizar que este algoritmo apenas

leva & determinagiio de £ ¢ R**?77 tal que o Coroldrio 3.3 seja satisfeito. A subsegiio seguinte
apresenta comoe utiliza-lo para a determinagdo de L € IL.

3.4.3 Comparagoes, dificuldades e extensoes do método

Apds apresentar um método de determinagdo da matriz E cabe, inicialmente, formalizar como,

dada F, encontrar L ¢ .. O algoritmo a seguir realiza tal tarefa e serd objeto de discussio ao longo
desta subsegdo,

Algoritmo 3.2 Determinacio de L € L utilizando tranformacgao de similaridade.

passo 1: Utilizando o algoritme 3.1, delermine F € R**"~7 ¢ monie a mairiz de lransformagdo

de similaridade
T = [ % ] € Hrxm

passo 2: Faga o transformacdo de similaridade:

~ [T o T o]
elo) e g
passo 3: Selucione o problema convezo:

W = arg min{ J(ff?) : W‘E@}
para C como em (2.51).

R —— e =1 e e —
passo 4: Determune L = Wy Wiy € 1L onde Wiy ¢ Wy sdo particbes de W como mostrade em

(9.49). a
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Os passos 2, 3 e 4 correspondem & implementaciao do item (b) do Corolario 3.2. Note que se
trata de um problema convexo, semelhante aos j4 solucionados no Capitulo 2 para realimentagao de
estado, inclusive quanto aos planos de corte a serem encontrados, caso se utilize este procedimento
para solucioné-lo.

Uma comparacio entre este método e o problema restrito de Lyapunov {PRLy) mostra que:
(i) nenhuma exigéncia quanto ao sistema em malha aberta € realizada, como, por exemplo, con-
sideragdes de fase minima necessirias no caso do (PRLy).
(i1} nao ¢ exigido uin ganho inicial estabilizante, seja para a matriz A de sistema em malha aberta,
seja para parcelas dela.
(iii) se o problema (PRLy) for soluciondvel, entdo, para £ = PY3, o conjunto C(E) # 0. Isto pode

ser verificado tomando W como em (3.42). Neste caso, W € C ¢ as restrigdes {3.45) podem
ser esecritas como

CoWAE = CoP7lE =0

WiE = pLCa P~ E =0

A situagio inversa pode nao ocorrer, ou seja, pode existir E tal que C(E) # 0 mas, porém, o
problema (PRLy) nfo seja soluciondvel. Isto é devido ao seu cardter apenas suficiente.

Em particular, a primeira questio é muito restritiva quanto a utilizagdo das solugbes fornecidas

em [GB86] e [GuIlb] para o (PRLy). Um exemplo cldssico nos problemas de realimentagio de saida

é apresentado abaixo, onde
» 01 P |

sendo primeiramente proposto em [LATG].
Verificando inicialmente a condicio de minima fase em malha aberta, obtém-se que

¢(s) = s

ou seja, este sistema é de fase nfo-minima e, pele Teorema 3.6, nao é possivel soluciona-lo. No
entanto, utilizando ¢ algoritmo 3.1 encontra-se que:

Utilizando agora o algoritmo 3.2 tem-se

1,5038 —0,5000 —1,0076
W= | —0,5000 0,4963 1,0000 | € C(E)
~1,0076  1,0000  2,0152

e L = 2,0151 € L. O sistema em malha fechada possui, entfio, autovalores dados por A {4y} =
{-0,8844, -1, 1307}.

Iiste simples exemplo demonstra a importancia deste resultado. Exiensdes para o tratamento
do problema de atribuicio da matriz de covaridncia podem ser enconiradas em [GCS93;. A sua
aplicag¢do ao estudo de sistemas incertos modelados por dominios convexos poliedrais ¢ apresentada
na se¢ao 3.6.

Para terminar esta seqio, ¢é importante enfatizar as dificuidades que este procedimento baseado
em translormaciio possui. No estigio de desenvolvimento aqui apresentado, a determinacao de £
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esta associada ao problema de estabilizagio apenas através de uma condigdo necessaria (Teorema
3.9). Além disso e talvez mais importante, ao ser incluido em problemas de otimizagao envolvendo,
por exemplo, normas Hy efou Hoo, 0 método baseado em transformagdo apresenta uma grande
dificuldade: como gerar uma nova matriz £ dentro do procedimento de otimizagao.

A seguir uma nova formulagio do problema de realimentagao estdtica de saida que supera estas
dificuldades é apresentada.

3.5 Abordagem Convexa

Esta segdo introduz o resultado mais significativo e de mais repercussio ao longo deste trabalho.
Devido as dificuldades apresentadas na se¢lio anterior quanto A extensio do método baseado em
transformacgio para problemas envolvendo indices de desempenho a serem otimizados, uma nova
formulagio que supere esta restrigio deve ser proposta.

Considere entdo a condigio de projeciio (3.28), aqui reproduzida por conveniéncia:

K= LCy (3.60)
E possivel formular esta restrigio como uma medida da distancia entre wm ganho K € K e um
- ganho LC,, para L € L. Pelo Teorema 3.7, todo ganho L € IL possui a forma
L= KPC,(CoPCH™! (3.61)

onde K € K, CKe P = P> 0¢uma matriz arbitraria. Considere entio a fungdo f(-,-) : domf —
R

fIP,K)="Tc{ KPK'— LCyPC,L' } (3.62)
com dominio de definigao dado por
domf = [P x M {3.63)

onde P C RP*™ é o espago das matrizes simétricas e definidas positivas, Para L como acima, f{-,)
fica na forma:

P K) = 'ﬁ{ KPK'— KPCy(CPCY ™ CoPK’ } (3.64)
O teorema abaixo reavalia o Teorema 3.7 & luz desta fungao.

Teorema 3.10 O conjunto 1. £ 9 se e somente se existirem P € P e K € K tais que f{P, ) <0.
No caso afirmativo,

L= KPCy{CoPCy) ™! (3.65)
O
Prova: Para a necessidade, assuma que L # 0. Portanto, existern P € P e L € L tais que
(A= By LC3) P+ P(A = BalCa) <0

Logo, definindo K = LCy, obtém-se que N € K e, por (3.64}, f(P, K} = 0.
Para a suficiéncia, considere que existam malrizes K ¢ K C R™*" ¢ P € P tais que

(A= BaKYP+ P{A~— B:K)Y <0
Fatorando f(-,-):

fPK) = Tr{ Kpie [1 w UL (Cy PG 02P1/2] PR } (3.66)
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A matriz interna é idempotente®. Logo, pode-se escrever que:

F(PK) = ”KPW - PCy (G PCY) ™ Gy P Ui (3.67)

e, finalmente:
F(PK) = l{ K ~ K PCy(CrPCy™ o] PY 2“? (3.68)

Como, por hipdtese para a suficiéncia, f(P, K) < 0, pela equa¢iio acima o dnico valor possivel é
J(P, K} = 0, uma vez que f(P, K} ¢ uma norma. Em conseqiiéncia:

K = KPCY(C3PCY) ™ Ca] P2 =0
Como P € P, conclui-se entdo que
K — KPCL{(CaPCH) ™ Cy=0
ou seja,

K = KPC,(CoPC)) ™" Cs

= LCYy (3.69)

e portanto, pelo Teorema 3.7,
L=KPCLH{C.PCH™ € L (3.70)
(O Teorema. estd demonstrado. O

Assim, a condigdo de proje¢ao (3.32) fol reescrita como uma norma entre elementos do conjunto
dos ganhos estabilizantes de realimentacio de estado. O grau de liberdade associado & definigao de P
permitira que diferentes situagdes de projeto venham a ser tratadas a partir deste Teorema. Resta,
porém, relaciond-lo & desericio de K baseada no conjunto convexo €, introduzida pelo Teorema
2.14. Neste caso, sabe-se que K € K é na forma

K =wiwt (3.71)

onde Wi > 0 e W, sho partigoes da matriz

| W W
W__[Wé Wa] e € (3.72)

Também, como resultado da se¢io anterior, todo L € L é encontrado a partir de
L = WiC, (CyW C) (3.73)

Desse modo, a fun¢do (3.62) passa a ser escrita como f(-) : domf — B

FW) = Te {szwl-lwg — WICh (CaWh O™ czwg} (3.74)

2Matriz idempotente: A = AA
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onde adotou-se que Wy = P, tendo por dominio de definicao
domf={W=0 : Wi>0} (3.75)

Note que nesta formulagiio a [ungio possut um Unico argumento.
Defina entio o conjunto

Cr=C () {W : JW)<0} (3.76)
e considere o Teorema:

Teorema 3.11 O conjunio L ¢ perametrizado na forma

L={ wjcs(Cmcy™ @ weg | (3.77)

Prova: Assuma que IL # . Entdo existem matrizes P = P’ > 0 e L € L. tals que
(A= BoLCy) P+ P(A— BaLCy) <0
Definindo W comeo » oL
Wm[wzp i ] (3.78)
onde “7” deve scr determinado de modo que W > 0, pode-se escrever que
V{IEWH+ W) v <0, YveN(G)

para F, G e v como definidos em (2.48) e (2.49), respectivamente. Logo, W € C C domf. Além
disso, para W como acima, f(W) = 0 e, portanto, W & ;.

Para a suficiéncia, assuma que €y # 0. Logo, existe W € € tal que X = WJW Y éum ganho
estabilizante de realimentagao de estado e f(W) < 0. Fatorando f(WW), obtém-se:

sy =1 { waw 2 L- Wil oy (camney) Tt eawd P w P |
- HWQW{”" [E-— W c (Caw, 6! cgwf”] ”;

- ﬂ (Wit~ Wiy (CaWi Oy ™" Go| w2 i

(3.79)

Note gue a matriz entre colchetes na segunda passagem ¢ idempotents. Portanto, como f(W) é
uma norma, o unico valor possivel é f(W) = 0. Como W; > 0, conclui-se que

WIW = WiCH (Co W, G Cy

= LCy (3.80)

Logo, L = WiC,{CoW,C5) ™" €L e o Teorema estd demonstrado. o
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Este Teorema é a contra-partida em termos de realimentagio de saida para o Teorema 2.14. A-
penas uma restri¢ao real é acrescentada ao conjunto C de modo a encontrar um ganho estabilizante
de realimentagio estitica de saida. Ao contririe do método baseado em transformacao de simila-
ridade, nenhuma outra condicio deve ser sabisfeita senfio dnica e simplesmente o valor de f{W).

Esta fungio representa restrigdes sobre a mairiz de Lyapunov e sobre o ganho de realimentagao de
estado. Observe que, para Cy nfo singular,

FOW) = e { Wit W, — WG (G C) ™ G }

=0, YW ¢ domf (3.81)

e assim C = C;. A subsecio abaixo discute propriedades desta fungio.

3.5.1 Anélise convexa de f(W)

A fun¢do f(W) definida em (3.74) com dominio dado por (3.75), devido a sua repercussdo por
todo o trabalho, é o objeto desta subsegio. Esta repercussio é fruto nio sé de sua propriedade
basica associada ao problema de estabilizagio

WIWT Y, =0 <= fW)<0, VW Edomf (3.82)

como também de outras a serem apresentadas em seguida.
Como ja enfatizado, f{W) possul propriedades relevantes sob o ponto de vista de andlise convexa.
Por exemplo, é uma fungio positiva homogénea, ou seja, para o escalar positivo,

FlaW) = af{W), a >0 (3.83)
sendoe isto facilmenie verificavel.

Em especial, associado ao V f{W), pode-se encontrar algumas das mais importantes propriedades
desta fung¢do. Para calculd-lo, considere o lema A.2 e ¢ escalar € > 0 suficientemente pequeneo. Entao:

(Wy + AW e Wt - eW AW, WL

De forma semethante,

(CoW\Cl) 4 eACYWIC) ™! e (CaW, €)1 = e (CoW, G Ca AW, CL (G, )
Manipulando f(W) e aplicando tais resultados:

FOW +eAW) = ﬁ{(wg T eAWS) [(W1 L AW ) —
— CH{CYWLC, 4+ e ACW, é}nl Cz] (W2 + (:ZAWQ)}

F(W)+e Tr {[ 1 (CaW1 CL) ™ CoWa WG (Cy W1 CL) L Oy

~ WIIWaWIW AW +
n [W,;;ng — WG, (CaW )™ cg] AWy +

+ [WrWs - Gy (G )T Caws | AW}
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Definindo
K =wsw!

L= Wl (CaW Gy (3.84)

obtém-se, finalmente, que

3 [ CLL'LCy ~ K'K K'— ChLLY
f(W+sAW)wf(W)+e'I‘x{[ K G A AW

Pelo Lema A.2, portanto, o gradiente de f(W) ¢ dado por

[ LG, — 'K K’ — 4L |
VW)= [ K — LCy 0 , YW ¢ domf {3.85)

Ta} fun¢io tem uma estrutura especialmente Gtil. Pelo Teorema 3.11, f{W) = 0 se e somente
se existir K € K que possa ser escrito na forma K = LC5, para L € L. Por (3.85), no entanto,
V(W) = 0 se e somente se existir K € K tal que K = L. Portanto:

fiW)y=0 &= VfW)=0 (3.86)
Calcule agora o produto interno { V f(W), W }. Entdo:

‘ _ CHLC—K'K K =yt V[ Wy W
(Vf(w)’w>““{[ K - LG, 0 Wi Ws

= Te{LCyW;C L' — KW K' + 2 (K — LCy) Wa} (3.87)
Substituindo (3.84), obtém-se que

(VAW), W) = Te {WiW[ ' W — WICH (CWiCY) ™ CaWa }

= f(W}) (3.88)

N#o é conhecida caracterizagiio na literatura para fungdes desie tipo. Mas cstas propriedades per-
mitirdo que uma outra — fundamental em otimizacio - seja encontrada. Fungdes conjugadas sao
definidas na se¢@o C.5 para fungdes convexas. Nada impede, no entanio, estender tal conceito para
fungdes quaisquer. Considere entdo a fun¢io f*(W*) como a fungio conjugada de f(W), definida
na forma
POV = sup {{W,W* )= f(W) ) (3.89)
wedoms
e 0 conjunto
X={W : fFF(VAW) < 4o} (3.90)
Portanto, X C domf e é um conjunto convexo. A nota¢io “#” & usual em andilise convexa para
identificar fungbes conjugadas e, assim, serd mantida.
Considere entdo W, € X. A fungdo conjugada calculada em V f{W,) para ¥ W, € X ¢ dada por

FFVIWe)) = sap (W W) - f(W)}
w e domy

It

(W, v5(Wo) ) - (W) (3.91)



3.5.1 Analise convexa de f(#¥) 65

onde W ¢ a solugdo em W do problema de sup indicado. Como f(W} é uma funcio diferencidvel,
entio V(W) = V f(W,). Portanto

1 (W) = (W, v (W) - J(W) (3.92)
ou seja, por {3.88)
VW) =0 (3.93)
Pela desigualdade de Fenchel [Roc70)
FOV)Y+ £ (W) 2 (W) (3.94)

pode-se escrever entdo que, V W € domf

FW)+ (Vo)) 2 (W V(W)

ou, por {3.93)
FWV) =z (W, V(W)
Utilizando (3.88):

W) 2 f(Wo) = (VI(We), Wo) + (W, V [(Wo))

> [(W,)+ (VW) W = W) (3.95)

Ora, mas esta é exatamente a expressdo do hiperplano suporte em W,. Para toda matriz W, € X
tal que f(W,) > 0, o subespago { Vf(W,), W } <0 nao contem W,, mas contém todas as matrizes
W tal que f(W) < 0. O teorema abaixo resume os desenvolvimentos apresentados.

Teorema 3.12 As afirmativas abaizo sdo verdadeiras:
(a) A fungdo f(W) € posiliva homogénea, isto é,
flaW) = af(W), Va0
(b) A fungdo f(W) € diferencidvcd ¥V W & domf, tende gradiente dado por

VW) = CyLLC, — K'K K — CLL! }

K — Ly 0
para K = WiW e L= WiChH(CoaW G4
{c} A fungdo f(W) € lal que
FOW) = (VW) 7 )

(d) A fungdo f(W)} =0 se e somenie se V(W) =0.
{¢) Para lodo W, e X ¢ ¥ W € domf, entdo

FW) = FW.)+ (VAW W - W, )
> (TAWa), W)

) (Wedom f : f(W)<0} C X, o
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Prova: As demonstragbes das partes (a) até (e) seguem diretamente dos desenvolvimentos apresen-

tados. Quanto ao item (f}, se f{(W) <0, entdo, por (3.79}, f(W) = 0 e, pelo item (d), V(W) = 0.
Entfo, nesta situagio,

VW) = (o)
= sup {f(W)}

wedom f

= 0 < =

ou seja, por (3.90}, W € X. O teorema estd demonstrado. C1

O conjunto de resultados apresentados neste Teorema mostra que realmente a funcio f(W) tem
propriedades geométricas que surpreendem, pois, se de um lado permilem intuir que venha a ser
convexa, de outro nada se consegue provar a respeito. O item (b) mostra que ¢ diferencidvel em
todos os pontos de seu dominio; o item (d) apresenta uma condigio de estacicnariedade da fun¢do
que, juntamente com (3.79), levam & determinag¢fio de seu valor minimo. O ifem (e} garante que é
possivel escrever um hiperplano separador entre as matrizes W € X C domf tais que f(W) > 0, ¢
as pertencentes ac conjunto {W : f(W) < 0}. Além disso, pela demonstragio de suficiéncia do
Teorema 3.11, os pontos W de interesse neste 1ltimo conjunto sio exatamente os que determinam
o minimo valor de f(W), ou seja f(W) = 0. Pelo item (f), estas matrizes sio sempre preservadas
pelos hiperplanos separadores gerados conforme o itemn (e) e, desse modo, uma metodologia baseada
em planos de corte sempre fard com que a f(W) encontre seu valor minimo global.

3.5.2 So§ug56 numérica

O item (e} do Teorema 3.12 introduz a propriedade fundamental de f{W) para que se possa

utilizd-la em procedimentos de otimizagio baseados no método de planos de corte. O problema
bésico a ser solucionado é

min{ J(W) : WeC;}

sendo J(-) uma fungao objetivo a ser determinada. Primeiramente, o algoritmo basico é apresentado;
em seguida, uma discussiio ¢ realizada.

Algoritmo 3.3 Solugio do problema de estabilizagio via realimeniagio de saida utilizando a funcio

J(W). |
passo 1: Faga £ « 0 ¢ determine o politopo inicial B® D C;.

passo 2: Resolva ¢ problema de programagdo linear

Wixargmin{ Ty WEPC}
Caso seja infactivel, entdo C; = 0.
passo 3: Se Wt¢e Cy, vd para o passo 5. Case conirdrio, determine a restrigic mais violada:

{a} Caso esleja em C, gere um subespago linear st 2 C, de modo que Wt ¢ st
(b) Caso seja f(W*E) > 0, gere o subespago linear

st={w . (VAWHW)<0}
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passo 4: Atualize o polifopo de restrigdes
pit ot () 8

Faca £ — £+ 1 e relorne ao passo 2.

passo b: O ganho L = WiC} (CoW1Cy)" Y € 1. soluciona o problema de estabilizagio através de
realimentacido estdlica de saida. |

Este algoritmo segue a linha dos demais algoritmos j& aqui apresentados, utilizando planos de
corte como procedimento de otimizacio. A determinagao de politopo inicial é discutida na segio C.8
(veja também [BB91] e [PGS594]). No passo 2, a fungio objetivo J (W) deve ser convexa, de modo que
o problema a ser solucionado seja convexo. A discussio com relagio a esta fungdo é aprofundada na
Parte Il deste texto, ao sc associar indices de desempenho ao problema de estabilizacgo. No passo J,
o item (a) ¢ apenas a propriedade de separagao enire um ponto nao pertencenle a um conjunto
convexo e este conjunto. O item (b) é a aplicagio direta do Teorema (3.12), item (e).

Note, porém, que em momento algum do desenvolvimento fol argilida a convexidade de f(W).
Até aqui, nada pode-se provar, seja que ¢ convexa, seja que nio é. Todas as propriedades apresenta-
das indicam que sim, em particular o item (¢) do Teorema 3.12, para matrizes W € X. Para concluir
a respeito da convexidade desta fungao, no entanto, deve-se comparar os conjuntos X ¢ domf. Caso
sejam equivalentes, f(W) é convexa.

3.6 Sistemas com Parametros Incertos

Esta se¢iio apresenta a extensao dos resultados das segbes 3.4 e 3.5 para sisternas com incertezas

a respeito dos valores de seus parametros, incertezas estas modeladas segundo dominios convexos
poliedrais como

N N
DF:{FEE%PXP : F:Z&Fi; ngrl, 6120}

i=1 =1

introduzido em (2.50). O sistema (E;) considerado neste texto

#{t) = Ax(t) + Byu(t)
(£1)
2(t) = Crz{t) + Diuft)

é tal que todo par (4, B:) € Dr pode ser determinado como uma combinagio linear (desconhecida)
dos modelos vértices F;, i = 1,..., N, do poliedro Dp. A matriz F' é definida como em (2.48).

Antes de se formalizar o problema objete desta secho, € necessirio introduzir o conceito de
estabilizaglo quadratica através de realimentagfo estatica e linear de saida. Note que as equagdes
{3.26) e {3.27) definem as relacdes entre a salda medida e o vetor de controle.

Definicio 3.1 O sistema (L) € quadraficamenle estebilizdvel por realimentagioe estdlice ¢ lincar
de saide se existirem mairizes P € R™*" ¢ L € R™*" {ais que

(A— BoLCo)' P+ P(A— BoLCy) < 0

para todo par (A, Ba) € Dy, sendo P wmea malriz siméirice e definida positiva.
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Comeo no caso de realimentagdo de estado, o conceito de estabilidade quadritica via realimentagao
estatica e linear de saida impde que uma mesma matriz P de Lyapunov seja valida para todos os
modelos contidos no dominio de incertezas considerado. Apesar de claramente conservativo, tem
permanecido como uma chave para importantes desenvolvimentos envolvendo o problema de controle
robusto em sistemas modelados via varigvels de estado. Esta definigdo, introduzida em [GB8G], d4
margem entio a formalizagido do problema a ser resolvido:

Problema 3.4 Descrever o conjunie LY de malrizes L lais que
Le={Le®™ " . (A-B:LC,) quadrat. estdvel } (3.96)

O conjunto acima define o conjunto dos ganhos I admissiveis ao problema de estabilizagio
quadratica. Como a defini¢do 3.1 determina que uma mesma matriz de Lyapunov seja valida para
todos os pares (A, B2) € Dr, conclui-se que 1.9 pode ser descrito entio como

e L (3.97)

ou seja, L9 é um subconjunto da intersecgdo entre todos os conjuntos L (definido em (3.8)) que
estabilizam assintoticamente cada modelo F € Dy-.

Este problema foi tratado em [GB86] e [Gu90b], dentre outras referéncias, porém, considerando
a hipotese de “matching conditions”. Istas abordagens foram aprescntadas na se¢io 3.3 para sis-
temas conhecidos, mas as versGes para sistemas incertos nio serdo apresentadas, por serem simples
extenstes dos resultados anteriores.

Duas solugdes sorio expostas o segulda: o primcira, baseada na idéia de translormacio de
similaridade (veja secdo 3.4) e a segunda utilizando a funglo (W) (veja segio 3.5). Assim, considere
os conjunbos convexos

N
= (3.98a)

i=1
Ci={W=W2>>0 : V&;(Wh<0, veN(G)} (3.98b)

primeiramente definidos em (2.52) e (2.53), respectivamente, para

QW)= FW+WF', i=1,... N (3.98¢)

Na segiio 2.7 foi demonstrado que o conjunto dos ganhos quadraticamente estabilizantes através de
realimentagao de estado é descrito por

Ke={wiw' : wec?}

Como na segdo 3.4, serbo associadas restrigdes & estrutura da mateiz W € €9 de modo a deierminar
urmna relagiio similar para LY. Seja entdo o conjunto

_ ) Cy O E
CQ(E)_«:QQ{W. [o O]W[G]_{)} (3.99)
para alguma matriz E' € R"**7". O teorema abaixo estende o Teorema 3.8 para sistemas incertos.

Teorema 3.13 O conjunto L9 # § se e somenie se exislir uma matriz E € R"%"~7 {al que as duas
condigdes abatze sejam salisfeilas:
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(a) o posio de T' = [ %f ] seja igual a n.
{(b) o conjunto C7 (E) £ §.

No caso afirmativo,
L = WiCL(CaW,Ch) ™" €LY (3.100)
[
Prova: Considere que L9 # . Entdo, pela definigdo 3.1, existem matrizes P e L € L% tais que
(A— BaLCo) P+ P (A~ BalCz) <0
para todo par (4, By) € Dp, sendo P = P’ > 0. Considerando W dada por

Pt PG
W“[chp-i 7 ]

onde “?” representa uma submairiz a ser escolhida tal que W seja sernidefinida positiva e simétrica,
para v € N (G') como definido em (2.49) pode-se escrever que

o (FW + WFYv <0, YFeDp, YveN(F)

Logo, o mesmo é validopara ' = F;, 1 =1,..., N e, portanto, W & C¥. Definindo entdo I = PYs,
para Ys € N (C3) e considerando as restrigbes lineares do segundo membro de (3.99), tem-se que

-1
C, 0 P CaP'E=0
o o|Vlol|™
LCP1E =0
A necessidade estd demonstrada. Quanto & suficiéncia, considere que existe E € REFET fal que

C9 (E) # 0. Logo, para W € €Q (£) fixada, a fungio O(W) é convexa com relagdo & matriz £7.
Portanto, para v &€ N (G'):

N N
o (FW+WFYv <Y &' (BW + WE)v, SNa=1, &>0
gl

i=1

Desenvolvendo, encontra-se que
(A — ByWiwr ) Wy + Wy (A — BaWiwit) <o (3.101)

ou seja, WiW, ! é um ganho quadraticamente estabilizante por realimentacio de estado. Definindo
a matriz ndo singular

T= [ g‘“j ] € Roxn (3.102)
e utilizando o segundo membro do lado direito de {3.99), tem-se que

WiIW: = Wi (TWi T T

- PR CzW;Cé 6 -t oy
= wich 0] [ o  EW\E E

= WéCé {CQ?VLC;) Cy = L{ (3.1(}3)
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Pela expressdo (3.101) e pelo Teorema 3.7, L = WiC, (CoW,Ch) € 2. O teorema estd demonstra-
do. o

A principal conseqiiéncia deste teorema é a parametrizagio do conjunte LY em fungio de uma
matriz £ a ser determinada. Como ja mostrade na segio 3.4.1, este procedimento equivale & definicao
da transformacao de similaridade

F=Tz (3.104)
para T definido em (3.102), de modo que @Q ¢ similar a C%.

Corolirio 3.4 As afirmacdes abaizo sao verdadeiras:

(a) Pare matiriz E fizada tal que posto {T} = n, C? (E) mapeia uma parcela de LY de modo que

{weGmey)™ = Wetd(E) }cLe (3.105)

(b) O conjunio L9 ¢ descrito por
Le= |J {wicycawcy™ @ wet? ()} (3.108)

E'E=]

(c) O sistema (L) € quadraticamente estabilizdvel por realimeniagdo estdlica ¢ lincar de saida se

e somenie se czistir uma lransformacgio de sumilaridade & = T'z tal que We E?:Q, onde
C* = ﬂ C; (3.107)
PR

@iz{ﬁzﬁ'zo : 5’(?);-(%)“0, 5eN(§’)} (3.108)

{d) Pare metriz I fizade, W € CY(E) <= We {EQ, onde W & restrilo a possuir o esirulurg
(3.49). O

Prova: Os itens (a) e (b) s3o uma conseqiiéncia imediata do Teorema 3.13. O item (b) é uma ge-
neralizacio do item (a), sendo incluida, no entanto, uma normalizacio em I de modo que E'E =1,
O item (c) advém da aplicagio da transformacio de similaridade (3.104) ¢ leva a incluir na es-

trutura de W € C as restriges lineares definidas pelo segundo membro do lado direito de (3.99).
O item (d) é uma particularizacio do item {¢), considerando a matriz de transformacio conhecida. O

Deve-se enfatizar gue os itens (a) e (b) refletem as dificuldades existentes para a obtengio
conjunta das matrizes W e E, ja expostas nas secdes 3.4.1 e 3.4.2 deste capitulo. Esta dltima, em
particular, introduz uma algoritmo tipe min-max para a delerminagiio da matriz £. Este algoritmo
pode ser facilmente estendido para sistemas incertos modelados como dominios convexos poliedrais,

bastando considerar que os conjuntos Cz e Cy (definidos em (3.56) e (3.58), respectivamente)
passam a ser dados por

N
Co=[){Wi=W]>0 : &(Wi)<0} (3.109)
=1
N
Cr=(1{Vi=W>0 : ¥(n)<o} (3.110)

=l
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onde
@i(Wl) = Zé(AWl-{—WlAI)Zg, i=1,...,N

V(Vi) = YI(AVi+WVA)Y., i=1,... N

para Zo; € N (B),), i=1,...,N. Os algoritmos 3.1 e 3.2 podem agora ser aplicados, com as devidas
modificages introduzidas acima. Para finalizar, resta dizer que, além das questdes (positivas ¢
negativas) levantadas na se¢do 3.4.3, a principal vantagem deste resultado sob o ponto de vista
de sistemas incertos ¢ a inexisténcia de restrigdes como “matching conditions”, na forma como as
incertezas atuam no modelo em consideragio.

Em seguida serd apresentada a versio do Teorema 3.11 para sistemas incerfos como Dp. B o
principal resultado desta se¢io. Considere entio o conjunto

Ci=C? () {w : fWw)<0} (3.111)
para C2 definido em (3.98a) e (W) definida em (3.74).

Teorema 3.14 O conjunto L9 ¢ descrito como

Le={ wicycmcy)™ - weci } (3.112)

Prova: Assuma que L9 # . Entio existem matrizes P = P’ > 0 e L € LY tais que

(A~ ByLCoY P+ P(A—~BsLCy) <0, ¥ (A, B2} € Dp (3.113)

Definindo W € ?P*P como
W= Pt PACYLL
LCyP} ?
onde a parti¢io “?” deve ser escolhida de modo que W seja semidefinida positiva e simétrica, a
expressio (3.113) pode ser escrita na forma

o (FW +WF)v <0

para ¥V v € N (G') e ¥V F € Dy, sendo F como definido em (2.48). Logo, para F' = F;, conclui-se
que W € C%. Além disso, para W como dado acima, f(W) definido em (3.74) é tal que f{W) = 0.
Portanto, W € (CJ?. De forma reversa, considere que {C? # 0. Portanto, J(W) < 0e A = W} Wl“l
¢ uma ganho quadraticamente estabilizante de realimeniagio de estado. Por (3.79), conclui-se que

K = WiWT' = WICH(CaWi )™ Oy
= LCy
e, assim, L = WiCH (CaW,C5) ™ € L. O teorema esta demonstrado. 0

Como j4 salientado na se¢iio 3.5, a funglo f(W), apesar de nao ter sua convexidade demonstrada,
possul importanies propriedades {apresentadas no Teorema 3.12) que permitem a aplicacio do
método de planos de corte para a solugdo do problema de estabilizagio quadritica via realimentagio
estatica ¢ linear de saida. As dificuldades apresentadas pela solugie utilizando transformacac de
similaridade sdo amplamente superadas por este enfoque, ac mapear todo o conjunte L9 através
de uma relagio nio-linear com elementos do conjunto intersecgdo entre um conjunto convexo {C%)
e o conjunto de matrizes definido por f(W) < 0. A solugio numérica deste problema pode ser
encontrada adequando-se o algoritmo 3.3 para o problema incerto.
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3.7 Conclusao

A principal contribuigio deste capitulo se prende & apresentac¢do de uma condig¢ho necessdria
e suficiente para o problema de estabiliza¢do através de realimentagio estdtica e linear de saida.
Nenhuma exigéncia ¢ feita com relagho as caracteristicas do sistema, como, por exemplo, as reali-
zadas em [Gu90b] (sistema de fase minima e ganho de alta {reqliéncia nao-singuiar). A condigao
introduzida é baseada numa funcio real f(W), cujo dominio de defini¢io é convexo. Apesar de, no
entanto, ndo ter sua convexidade demonstrada, esta func¢io apresenta propriedades importantes do
ponto de vista de otimizac¢io, que permitem a utilizagio de métodos de programaciio convexa como
o de planos de corte. O algoritmo 3.3 é, sob este ponto de vista, o principal resultado deste capitulo.

Além disso, a extensio para o caso de sistemas incertos modelados por dominios convexos polie-
drais ¢ imediata, tal como no caso de realimentagiio de estado; nenhuma condigio sob a forma como
as incertezas atuam no sistema é exigida.

Por ltimo, a versatilidade deste resultado abre margem para a solugio de um dos problemas
classicos em Teoria de Controle, o problema de otimizag8o em norma Ha via realimentagio estitica
de saida. Este problema e outros associados & otimizagao do desempenho de sistemas serdo tratados
na Parte 11 deste fexto.

3.8 Notas Bibliograficas

1. O problema de estabilizagio em realimentagio de saida é, na verdade, um subproblema associado
ao de otimizagio de desempenho em norma Hz, inicialmenie proposto em {LAT0]. Este problema se
tornoun clissico em Teoria de Conirole pelas suas dificuldades de solugiio: as solugdes existentes sio
baseadas em extensSes do Problema fincar Quadritico e os métedos utilizados (uma revisio desta

linka de sclugiic é apresentada em [MT87]) terminam por possibilitar somenie a determinagio de
solugGes sub-6timas. No Capitulo 4 esta metodologia serd introduzida de forma breve.

2. No caso de sistemas incertos modelados como varidveis de estados, os primeiros irabalhos em reali-
mentacao estatica de saida datam da segunda metade dos anos 80 [5188], [StC85], [%e86] ¢ sc basciam
em relacionar a existéncia de um ganho estabilizante a2 uma condigio de positividade real da Tungio
de transferéncia da planta na condicio nominal. Sio apliciveis somente a sistemas com uma entrada-
uma saida e exigem que “matching conditions” sejam satisfeitas. Bhattacharyya e colegas propem
em [BHB87] e [KBH88] uma metodologia de “robustificagio” do ganho estabilizante para o modelo
nominal. Este conceito consiste em alargar a regifio de estabilidade permitida no espago de parametros
dos elementos do ganho. Os resultados apresentades, porém, além de apenas suficientes, resultam em
uma pequena faixa de incerfezas permitida.

3. A abordagem comvexa basecada em transformagio de similaridade aqui apresentada advém, inicial-
mente, de {PGA91], onde apenas a condicdo suficiente do Teorema 3.8 é demonstrada. Em [SGP92a]
este resultade inicial € estendido e o Teorema 3.8 é formulade. O problema (PMM)} é introduzido
pela primeira vez em [SGP92b] e [GPS93b], mas, como apenas uma condigio necessiria para a sua
convergéncia € exposta, novos desenvolvimentos levaram aos resultados de [GCS93], onde, em uma
formulagio diferenciada, a convergéncia é assegurada sob condigdes de regulanidade. Observe que este
resultado leva a uma parametrizagio do conjunto dos ganhos em fungio da matriz de transformacgio.

4. Os principais resultados deste capitulo (Teoremas 3.8 ¢ 3.9) levam a que, pela primeita vez, se obte-
nham condigbes necessirias e suficientes para solugio do problema de realimentagio estitica de saida
em norma Hz, sem que condigdes do tipo sistema de {fase minima sejam requeridas. Vale enfatizar
que condigdes deste tipo sfo bastante restrilivas quanto 3s aplicacdes possivels, mas podem levar a
problemas convexos para sua solugio. Os teoremas citados configuram as propriedades da funcio
F{W). A versio discreta destes resultados ¢ apresentada em [PGS94] e [PSG94c].
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Otimizacao do Desempenho
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Capitulo 4

Analise Convexa do Problema H,

4.1 Imntroducao

Uma caracteristica do enfoque moderno em Teoria de Controle é a formulagdo do problema de
projeto como um problema matematico bem definido, em clara contraposicio a formulagio classica,
baseada em metodologias de tentativa e erro centradas em ferramentas grificas (diagramas de Bode
e Nyquist, além do lugar das raizes) e na experiéncia e discernimento do engenheiro de controle.

O problema geral de projeto pode ser colocado, a partir do diagrama da figura 4.1, nos seguintes
termos: determinar um controladeor {I.) tal que

(i} o sistema {X;) em malha fechada, incluindo o controlador, seja estavel.
(ii) um critério de desempenho seja otimizado.

Critérios de desempenho usuals sao normas quadraticas ou normas infinito (normas de pior caso).
O problema de projeto é, entdo, escrito como

min{ |G, (s)|I} : As estével } (4.1)

para @ = 2 ou o = co.

Historicamente, a definigde de problemas desse fipo vem junto com o advento do Problema
Linear Quadratico e os trabalhos de R. 8. Kalman no inicio dos anos 60. Assim, para a = 2 em
(4.1}, tem-se problemas em norma Hy como o regulador de estado e o Filtro de Kalman-Bucy. Para
o = oo, tem-se a classe de problemas em H,, tratada no capitulo seguinte.

Q sistema (X;), introduzido na se¢io 2.4, é modificado neste capitulo para

#(t) = Az(t)+ Biw(l) + Bault)
(1) ) = Cie{l)+ Diu(t)
y(t)

onde w(t) é o vetor de entrada de distirbios, que serd convenientemente definido ao longo deste
capitulo. O caso geral a ser considerado é o utilizando realimentacio de saida. Como enfatizado na
Capitulo 3, realimenta¢io de estado ¢ um problema especial, onde se considera que a matriz Uy = L

Este capitulo concentra-se, portanto, em solucionar (4.1} para @ = 2. Este problema é denc-
minado Problema Hq 6timo. A se¢do seguinte se atem exatamente a definir esta norma e a como

Co(t) + Dyt

i

5
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z(1)

Figura 4.1: Diagrama geral de projeto

calculd-la. A terceira segio estuda o problema de regulagio dtima de estado, que inclui as ca-
racteristicas fundamentais dos problemas quadrdticos aqui tratados. Sera apresentada sua solugio
utilizando a equag8o algébrica de Riccati e em seguida uma solugio baseada na abordagem convexa
introduzida na segao 2.7. A quaria e a quinta se¢des analisam o problema do regulador utilizando
realimentacdo dinamica de saida e o solucionam via dualidade ao problema do regulador. Como j3
ressaltado na seqdo 3.2, esta formulagio conduz a controladores de mesma ordem que o sistema.
A segiio seguinte, entdo, apresenta o principal resultado deste capitulo ao introduzir a solugio do
problema Hz otimo em realimentagio estitica de saida. A sélima e a oitava secdes, finalmente,
expbem a exlensfo dos procedimentos baseados em andlise convexa para o caso de sisternas incertos
modelados como dominios convexos poliedrais, definindo entdo o chamado problema de custo garan-
tido em norma Mg, além de apresentarem resultados relativos a controle descentralizado e controle
robusto a falhas de atuadores e/ou sensores, demonstrando, assim, a versatilidade desta formulacio.

E importante enfatizar que a Parte 1 deste texto (Capitulos 2 & 3) apresenta resultados que
permitem pararetrizar o conjunto dos ganhos admissiveis para os problemas de estabilizacio 2.1,
2.2, 3.1 € 3.4 através de conjuntos de matrizes, nos dois primetros casos convexos, nos dois dliimos
como a intersecgdo entre win conjunto convexo e uin conjunto definido por uma fungio real.

4.2 Norma H,

4.2.1 Definicao e Significado

Considere o sistema (X;) definido na secio 2.4, considerado aqui em uma versio modificada e
em malha fechada:

..":‘(t) = Ay z(ty+ Bl’u}(i)
(1) (4.2)
() = Cyalt)
sendo w(t) € R o vetor de sinais de entrada de distirbios, convenientemente definidos em seguida.
Assume-se que, por algum procedimento de projeto, deferminou-se um ganho estabilizante, de modo
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w(t) a{t

0, (1)

(Z1)

Figura 4.2: Sistema (Z))

que a fungio de transferéncia em malha fechada
Gi(s) = Cr(sI—4;)7" By

seja assintoticamente estavel, sendo s = ¢ + jw a variavel complexa. Nio é relevante se o ganho

em questfo é de realimentagao de estado ou de realimentacio de saida. A figura 4.2 apresenta um
diagrama onde o sistema acima ¢ apresentado.

Definigao 4.1 Considere v(f) € R uma fungdo mairicial para t € R e R(s) € €™ sua

transformada de Laplace, para s = o+ ju € €, 0 e w € N. A nolagde jR indice o eizo imagindrio
do plano complezo €.

a) Lo(R,R**™) € o espage (de Lebesgue) das fungdes r(t) quadraticamente integrdveis, tendo
P g

norma dada por
/2
ot = { [ welrorron af

Se, para t < 0, r(t) = 0, entdo r(t) € L]0, ). Do mesmo modo, se, para t > 0, v({} = 0, enlde
r(t) € La{—00,0]

(b) L2(FR,€""™) € 0 espago (de Lebesgue) das fungies R{jw) quadraticamente indegrdveis, tendo
norma dada por

= g {7 et mGan o} (13

para w € R, sendo que ¢ notagdo “*” indice tranposta conjugada.

() H2(C, "™} € 0 espago (de Hardy) das fungies R{s) € €™*™ gue sdo analiticas em R{s} > 0
{(semiplano direito aberio €4 ) e salisfazem & condigdo

1/2
IR, = sup f Tr[R(o + jw)" R{e + jw)] dw < oo
ag>0 27

A norma Hz, no entanto, é calculada considerando-se um prolongamento analitico sobre o eixo
imaginario j& de modo que (veja [Fr87, pag. 11})

R{jw) = dii_l}}}@fi(d + jw)
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Assim, R(jw) € £2 e a norma em H; passa a ser calculada como (4.3). O espago Hy ¢ identificado
entio como um subespago de Lo, Fungdes em Hs que sejam racionais e reals sio estritamente
préprias e estiveis: este é ent@io o subespago das fungbes de transferéncia de interesse neste texto. E
importante ressaltar que o Teorema de Parseval estabelece um mapeamento biunivoco e que preserva
o valor da norma entre r{1) &€ £; e sua transformada de Laplace B(s) € Hz, para s = jw:

e = {55 [ Telagoy R du
= /ﬂ ” Tr [r(tY r(8)]) At (4.4)

= irllz

Para a fungao de transferéncia G(s) em consideragao, observe entdo que pertencerd & Ho se
{or estritamente propria. Duas interpretages serdo dadas a esta norma, uma deterministica, outra
estocastica.

Considere que w(t) seja win sinal impulsivo unildrio 8(¢) aplicado ao j-ésimo elemento
wty=[0 0 ... 1 0 ...0] 6@

’

=[0 0 ... w®) 0 ...0] (4.5)

A saida respectiva serd denominada z;(t). Logo, para condigio inicial 2(0) = x, nula,
oG
z() = C_fi/ M) Braw(r)dr
0

= CjiﬁAthlj, i:i;"'ngb j:lj"‘}!

que é a i-ésima resposta ao impulso unitdrio aplicado A j-ésima entrada w;{t), sendo Cy; a i-ésima
linha da matriz C; relativa & i-ésima saida z; e Byj a j-ésima coluna da matriz B; relativa a j-ésima
enirada w;. Logo:

gij(i) = z,-{t) = Cf;'EAfth_,'

Repetindo-se o procedimento para cada j-ésima entrada e cada i-ésima saida, obtéme-se a matriz
de resposta ao impulso

g;(t) = Cret* B, (4.6)

A norma Lo desta fungio é dada, entéo, por

lor Ol = [ Telas@'ss ] a

- /0 Tr [B{e 0y Cyot' By i (4.7)

Pelo Teorema de Parseval:

sl = 5= | 11650 Gy (i)l dw
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f

VoS o,
2_7r_/ > ot (G (jw)] dw
=00 =1

G ()l (4.8)

ou seja, a norma H3 da funcic de transferéncia Gy(s} é equivalente & norma L4 de sua matriz de
resposta ao impulso gy (¢}

Considere agora que w(t) seja um sinal ruido branco com matriz de covariancia identidade e
média nula,

EdwltYw()} =16 - 7) (4.9)

onde a notagao & {-} indica esperanca matematica. A densidade espectral de poténcia do sinal w(f)
é dada por [BB91]

Sy (w) = / £ {w(t}’w(i)}c“jw"di
o
=1
A resposta espectral do sinal de saida z{{) apds a aplicagao de w(i) é

So{w) = Gp(jw) Sulw)Gy(jw)

A norma Lo do sinal de saida é, entao:

215 = ;;/_ Tr [, {w)] dw

1 oo
72_,.; / Tr {Gf (,'}-W)*Sw (W}G_[ (_]LJ)] dw

1l

5 | 166y o)

= 1IGy1i (4-10)

A norma Hy assim significa, também, a norma £y da saida quando a entrada é um sinal ruide
branco.

4.2.2 Como calcular a norma H,

A matriz de resposta ao impulso g;(t) é dada como em (4.6) e sua norma £y {equivalente &
norma Hy de G(s), como mostrado) é

G/l = / Tr {315‘4}tC}CfCAItBi} dt (4.11)
0

= Ty {Bg [/ eA}tC}CfeAftdt} Bl}
o :

= 'I‘I‘ {BipoBl}
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onde

=.e)
Po:/ A Cpe dt
0

é o gramiano de observabilidade associado a (£;). Pelo Teorema 2.4, P, é a solugio simétrica e
definida positiva da equagio de Lyapunov

Ay P+ PoAp +C1Cr =0 (4.12)
o que é facilmente demonstravel. Uma interpretagio de P, ¢ que ¢le descreve os pontos no espago
de estados que, considerando o sistema acionado apenas pela condigio inicial z,, produzem saidas

de energia limitada, ou seja, para w(t) = 0, entdo, em (E),

#(t) = Asz(l)

(s3] o
,/é 2(tY z(t)dt = 2, [/0 e*‘*'ﬁc}cfe*“ﬂdt] E

ou seja

! Pz, = ﬂz“; < o

Uma segunda forma para o cdlculo da norma ?y vem novamente de (4.7). Utilizando proprie-
dades do trago de matrizes, encontra-se que

o)
6= [ e [oyetrimmeniicy] ar (4.13)
= Tr{C'f U eAf‘BlB;e‘*ff‘dt} C}}
0
= Tr {C; P.CY} (4.14)

onde

O
Pc:f e By Bl ety tdt
o]

é o gramiano de controlabilidade associado & (X;). Também pelo Teorerna (2.4), é a solucio simétrica
e definida positiva da equacio de Lyapunov,

AjP.+ PoA} + B1BL = 0 (4.15)

O gramiano de controlabilidade descreve a infiuéncia da entrada sobre os estados, ou melhor, descreve
a regido no espago de estados que pode ser acessada utilizando-se uma enirada de energia limitada.
Considerando-se a equagdo dindmica de (¥Z}) e que w(¢) seja um sinal ruido branco com matriz de
covariancia identidade, P, ¢ identificada como a matriz de covariancia do vetor de estado z(f}.
Concluindo, uma especificagio de projeto em norma Hy esta associada a limitar o comportamento
do sistema, considerando que ¢ vetor w(f) de entrada de distirbios ou ¢ um sinal ruido branco, isto
¢, um sinal com densidade espectral conhecida, ou ¢ um sinal impulsive unitirio deterministico.

A norma My pode ser calculada pela solugao das equacdes dos gramianos de controlabildade e
observabilidade.
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4.3 Regulador Linear Quadratico

4.3.1 Caracterizagao e Solugio via Abordagem Paramétrica

Considere o sistema (X;) como definido em {4.2) e aqui repetido, numa versio em malha aberta:
&(t) = Ax(t)+ Biw(t) + Bault)
() ) = Chz{t)+ Diu(t)

y(t) = Cuaft)

onde, como anteriormente, x(¢} € R" ¢ o vetor de estados, u(t) € R™ é o vetor de controle, z(t) € R
¢ o vetor de saidas de interesse e y(t) € R" ¢ o vetor de saidas medidas. A condigfio inicial z(0) = z,
€ considerada como uma entrada conhecida. O sinal de entrada de perturbacdes w(l) € R é tal
que w(t) € Ly, ou seja, € um sinal quadraticamente integravel e que possui densidade espectral de
poténcia conhecida a priori. Nesta se¢io assume-se que todo o vetor de estado esta disponivel para
fins de realimentagio e, portanto, considera-se, sem perda de generalidade, que Cp = 1.

Iista segao se concentra em estudar o problema de regulagio de estade. Este consiste em deter-
minar uma lei de controle de realimentagio de estado na forma (veja figura 4.3

u(t) = m«I{.’B(i}

que leve o sistema a manter o seu estado nominal de funcionamento (ou estado de equilibrio), quando
estd sofrendo a a¢do de um sinal de distdrblos, no caso, o vetor w(t). Para melhor caracterizar o
problema, duas questdes devem ser abordadas:

(a) definir em termos de uma medida o que significa manter o sinal em seu estado nominal de
equilibrio;

(b) definir de forma clara qual o sinal de distirbios w(t).

Considere a fungio de transferéncia de malha fechada entre a enirada de distirbios w(-) e asalda
z(-} dada por
Gil(s) = (Cy — D1 K [sT — (A — B K] By

onde X' € W™ " ¢ um ganho de realimentagio de estado pertencente ao conjunto dos ganhos
estabilizantes por realimentacio de estados

K={K : (A-ByK)  assini. estdvel }

denominado conjunto dos ganhos admissiveis, j4 anteriormente definido em (2.12). A medida de

regulagao deve demonstrar o quanto a saida do sistema se desvia do ponto de funcionamento.
Considere entio o funcional

T(u(t)) = / Ty

que nada mais € que a norma £3[0,00) do sinal de saida z(f). Observe que o funcional depende
unicamente do sinal de controle u(t) a ser determinado. A norma define a energia total associada a
este sinal. Funcionais quadraticos esto, assirg, intimamente associados ao conceito de energia que
um sinal pode fornecer. Para z(Z) como dado em (X}, encontra-se:

2(t) 2(t) = «(1) C1Cia(t) + w(tY D, Dyu(t) + () CL Dyult) 4 u(t) DL Cra(t)
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Figura 4.3: Regulador de estado

Qs dois dltimos termos representam ponderagdes cruzadas entre ¢ vetor de estados e o vetor de con-
trole. Sem perda de generalidade, pode-se assumir, porém, que as matrizes C; e [}y sio ortogonais,

ou seja, C} Dy = 0, e portanto:

2(t) 2(t) = z(t)/ C1Cra(t) + u(t) Dy Dy u(t)

=[ 2(t) wu()] [ C%)Cl 1)1001 } [ Zgg }

Neste caso, z(¢} pode ser escrito como
=[5 5[]
= [ 01 ]x(t)+ { 1(3]1 Ju(t)

O funcional J (-} torna-se, entio,

TG = [ O CLC) + u(e Dy Duute)

:fam[ 2(t) u(t) ]'[ﬂg 2]“8”

(4.16)

(4.17)
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onde M = (| C; representa a ponderagio sobre a energia fornecida pelo vetor de estadose N = Di Dy
a ponderag@o sobre a energia dispendida pelo vetor de controle. Em problemas de regulagio de
estado, M ¢ escolhida de modo que o vetor de estado retorne & condigio inicial de funcionamento
em um intervalo de tempo minimo. A matriz N deve ser tal que o dispéndio de cnergla para a agdo
de controle seja minimo. O funcional 7(-} se adequa, assim, aos obictivos do problema de regulagio
de estado.

Resta caracterizar o sinal de distdrbio w(1) presente no sistema (X;). Considere que w(t) ¢ uma
perturbag¢io do tipo impulsiva, aplicada & j-ésima cntrada w;(t), de modo que

wit) = [0 ... 0 &) 0 ... 0]

= [0 ... 0 w(t) 0 ... 0]

Logo, a saida z;{{) correspondente a aplicagio desta entrada é dada, para condi¢do inicial z, nula,
por

5(t) = (G- DiE) [ B0 prar
g

=(Cy — D1 K) elA-Bai0t g, (4.18)

onde a notagdo By indica a j-ésima coluna da matriz B;. Lembrando que dim{w(t}} = I, obtén-se
que

!

T (w(®) = Wl = > 5@l

i=1
14 oo .
=% U Bi;eA-B KV (0 — DLR) (C) — D1K) eff‘*-ﬂsz”ﬁljdt}
i=1 0
=Tr {B; [ f =BV (o py Y (O - Dy ) em-&h’)tdz} Bl}
0
= Tr{B| P, B} (4.19)

onde, como tmostrado em (4.11)-(4.12),

Py = / ABKY (O - DIKY (G — Dy K A= B2 Kty
G

€ a solugdo do gramiano de observabilidade
(A~ By K)Y P, + Po{A— BoK) +(C; - D1KY (C, — D;K) =0

Para K € K, P, ¢ uma malriz simétrica e definida positiva. Além disso, por (4.6)-{4.8), (4.19) é
equivalente 3 norma L3 da matriz de resposta ao impulso g7{t). Assim, o problema a ser solucionado
pode ser caracterizado como o de determinar X € K tal que a norma £ seja minima. Fsta é uina
formulagdo temporal do problema Hg de regulacao de estado.

Uma segunda caracteriza¢io pode ser encontrada lembrando-se que a norma H, da funcio de
transferéncia de malha fechada Gf(s) é equivalente & norma £; da matriz de resposta ao impulso
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gs(1). Tomando a transformada de Laplace de (4.18), tem-se que

Zi(s) = (C1 —~ Dy K) [sT — (A — Ba )Y Byj

= Cy [sT— Af]7" By
Calculando-se a norma Ho:

i

N2 Gl =S 12 Gl

i=1
1 S . pa=1 . -1
=2 fﬂ B, (—jwI— A}) cfcf(-JwI-—-Af) Byjdw

i=1

1 [ PP =1 . -1
— | B (—jwl- AT 0 (- jel—Ag) By | dw
3]

il

=2 [ (G ey 6y ) du

G Gl

que, por (4.8), é equivalente & norma Ly de g;{t). Logo,

H

T (u(t)) = |G ()il

e uma formulag¢do freqiiencial do problema de regulagio de estado fol obtida: determinar K € K de
modo a minimizar a norma H3 da fun¢iio de transferéneia de malha fechada Gy(s).

A terceira caraclteriza¢io surge ao se considerar w({)} como um sinal rofdo branco gaussiano com
matriz de covaridncia identidade e média nula. Neste caso, por (4.9)-(4.10), o funcional J(u(t))
pode ser escrito como

J(u(t)) = & {=(t) =(1)}

= |G (Gw)I2

ou seja, o problema de regulagéo também tem como significado determinar K ¢ K que minimize a
norma L2 do sinal de saida z(2) quando a enirada ¢ um sinal ruide branco gaussiano.
QO problema de regulac¢io de estado ¢é definido, portanto, como o de minimizar a norma H» da

func¢do de transferéncia de malha fechada, garantido, ao mesmo tempo, que o sistema em malha
fechada seja assintoticamente estdvel. Em notagio matematica,

(PH2) min {||Gs]l, : KEK) (4.20)

sendo denominado aqui como Problema de Otimizagao em Norma H» com Realimentagio Estéatica
de Estado. Pelo desenvolvimento apresentado, pode ser reescrito como

min{ T (B{P.B1) : AYP,+ PA;+CiC =0} (4.21)
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de modo que a Tungio objetive ¢ equivalente & norma H, da funcio de transferéncia em matha
fechada e a restri¢do incorpora a exigéncia de estabilidade assintética.

Serd em seguida apresentada uma solu¢fo baseada em otimizagio paramélrica. Escrevendo a
func¢iio lagrangeana associada e considerando P, coma o operador dual de Lagrange:

Z =T {BP.By + P (AY Py + PoAp + C1Cy] }

As condigbes de estacionariedade para este problema sio dadas por:

az

55 = (A= BaK) Peoi- Pe (A~ B:KY 4+ BB} =0 (4.22a)

az ! LAy o

5p. = (A= B2K) Pot Py (A= BoK) + (G~ DiKY (€1~ D1K) = 0 (4.22b)
[

g% = (~ByP, + DI DI K)P, = 0 (4.22¢)

Pela iltima expressdo, como P, € nio singular, entio

K* = (D\D,)"" BLP, (4.23)

¢ o ganho 6timo de realimentacio de estado procurado. Conseqiientemente, as condigdes necessirias
de otimalidade para (P12) sdo dadas pela determinagio de £} = PX' > 0, solugiio de (4.22a), ¢ P} =
Py > 0, solugdio de (4.22b), de modo a encontrar K = K* como dado em (4.23). Observe, porém,
que, pelo Teorema 2.4, para obter-se P, = P} > 0 como solugio de (4.22a), o par (4 — B2 K, B))
deve ser controldvel. Uma condi¢fio mais forte, porém apenas suficiente, ¢ que o posto {B,} = n,
sendo imposta nos desenvolvimentos referentes a este problema que se seguem.

Substituindo (4.23) em (4.22b) encontra-se

A'Pyk PyA = PoBy (D D) BYP, + ClCL = 0 (4.24)

que, para P = B,, é a chamada Equagio Algébrica de Riccati (EAR}, uma das expressdes mais
importantes em Teoria de Conirole, associada & formulaciio clissica do Problema Linear Quadritico
(veja Apéndice B) que, neste caso, pode ser definido tendo a forma

min(u(0) = [ (0 (G{C) 20+ u(t) (D D) u(t)]

suj. a o(t) = Az{t) + Bou(t) , z(0) ==z,

Note que esta formulagio ¢ equivalente & (4.17), a menos a presenga do sinal de perturbagio

w(t) na equagdo dinamica. Porém, dadas as consideraces anteriores sobre este sinal de entrada,
adota-se uma das duas condigSes:

(a) A condiggo inicial z, € na forma z, = By, i = 1,...,1, onde By; indica a i-ésima coluna da
matriz By. Como, no Problema Linear Quadritico, a solugio étima nao depende de z,, mas
o valor &timo J" do critério sim, por (B.24), obtém-se

i 7
J* = > Tr{BLPB;} = ’I&{ZBQP&}
izl f=1

Portanto, o problema (PH2) torna-se equivalente ao Problema Linear Quadrético.
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(b) A condigdo inicial x, ¢ uma variavel aleatdria na forma de ruido branco com média nula e
covariancia identidade. Novamente, todos os estados sdo acionados simultanea e iscladamente
e a formulagao é semelhante & apresentada acima e, também, ao problema (PH2).

Portanto, o problema (PH2) ¢ integralmente equivalente & formulagio classica do Problema
Linear Quadratico, considerando-se as hipdteses acima sobre a condigio inicial z,. Deste modo,
como o regulador de estado (veja [AMS9, se¢do 5.4]}, possul importantes caracleristicas de robustes
sob o ponto de vista freqiiencial, como margem de ganho infinita e margem de fase maior que 60°.
A solugio via otimiza¢lo paramétrica permite que se estabelega tal equivaléncia, o que aumenta a
riqueza de analise dos resultados. Porém, a solugio (equivalente & do (PL{}) cldssico, mostrada no
Apéndice B) possui restrigbes gquanto a sua aplicagio e extensio. Note que ¢ ganho étimo K™ ¢
fungio da matriz de controle B;. Incertezas com relagdo aos pardmetros desta matriz podem levar
até mesmo 3 perda da estabilidade do sistema. Qualquer restri¢io estrutural que seja acrescentada
ao problema também torna impraticivel esta abordagem, principalmente devido a nio convexidade
da Equacdo de Riccati com relacio a sua matriz solugo P. No entanto, como apresentado em B.30
e em [Wi71], a (EAR) pode ser escrita como uma inequagio matricial linear para P, = P > 0 na
forma (veja (2.13)-(2.18))

——{A"Pa -i—PaA-l-CiCl} P, Bs
B,P, ~D{D,

que &, assim, convexa em F, e também em A e By. A subse¢io a seguir apresenta uma solugio
baseada na abordagem convexa introduzida na sego 2.7, concluindo, assim, o estudo do regulador
de estado. F o principal resultado desta segio.

f(Po) = <0

4.3.2 Analise Convexa do Problema do Regulador de Estado

Nasegdo 2.7 fol introduzida uma parametrizagfio convexa do problema de estabilizagdo via reali-
mentagio de estado. O Teorema 2.14 ¢ o Corolario 2.2 sintetizam estes resultados, ao apresentarem

que o conjunto K dos ganhos estabilizantes por realimenta¢ao de estado é mapeado ponto a ponto
através de um conjunto convexo, na forma

K={WWw™" : WeC}
sendo C um conjunto (convexo) de mafrizes simétricas semi-definidas positivas, dado por

C={W=W23>0 : VoWl <0, veN(G)}

onde
QW)= FW+ WF (4.25)
e W € RP*P particionada na forma
W W

para Wi € R*"™" e p = n + m. As definigdes de F', G e v sdo dadas em (2.48) e {2.49).
A solugdo do problema do regulador de estado, como serd apresentada, segue pelo mesmo cami-
nho, considerando um problema de otimizagdo como (2.67). Observe que a formulagio em ordem

aumentada novamente & o principal artificic matemdtico envolvido. Primeiramente, considere a
func¢do

OxW) = FW + WF' +Q (4.27)

= O(W) +Q
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e o conjunto
Co={W=W>0 : vVO:(Whw <0, veN({G)) {4.28)
onde

Q= [ 31081 g } € wrxr (1.29)

é simétrica e semi-definida positiva. Esta modificagio ¢ necessiria a fim de expressar as equagdes
envolvidas no problema de ordem n original. Apesar da fungdo ©@2(W) ser apenas uma variedade li-

near de ©(W), permitindo gue o conjunto C; preserve as propriedades de C, € importante [ormalizar
a alteracio realizada, introduzindo, assim, o teorema abaixo.

Teorema 4.1 As sequinies afirmagdes sdo verdadeiras:
(a) G € um conjunlo convero.

(b) O conjunio K ¢ mapeado na forma
K={Ww "' weG )
(¢) Para W, ¢ Cy, existe um hiperplanc separador entre W, e C;.

Prova: O item (a) é trivial. Para o item (b), considere que K # . Logo, existem matrizes K € K
e P =P > P. >0 tais que

(A~ BeKYP+P{A— B;KY + BB} <0
Desenvolvendo-a, oblém-se, para V z € it", que
o' [AP + PA' — ByKP — PK'BY+ B, Bl]z < 0

ou seja, para Vv € N (G') e

PooPK
W= [ KP KPK' }

pode-se escrever que
V{FW+WF + Qv <0

Logo, como W > 0, conclui-se que W € . A necessidade estd demonstrada, Para a suficiéncia,
considere que C; # 8. Logo, para W particionada como em (4.26) e ¥ v € N (G'), tem-se que

0 > YW
> ' (AW, + W1 A" — BaW) — W BB, + By B}) x
> @ [(A~ BaWEWh) Wi+ Wi (A~ Bawywy) + BiBY|
e, portanto, K = WiW:! é um ganho estabilizante de realimentacio de estado. A suficiéncia estd

demonstrada.

A parte {c) é semelhante é demonstragdo do item equivalente no Teorema 2.14. Apenas o calculo
do hiperplano separador associado & fungio ©,{WW) serd apresentado. Considere a funcio

g(W) = liril!{a:}:l{ u’(-)Q(W)'L! , VYweve N(G’) }
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de modo que todo W € (; ¢ tal que
Wet, = g(W)<0 (4.30)
Seja entio W, & Cy tal que g(W,) = v O0y(W,) v, > 0. Para todo W € Gy, tem-se que:
9 (W) Z v,02(W ).

> g(W) + v, [F (W - W)+ (W - W,) F'lu,
> g(W) + Te{ v, F(W -~ W)+ Flu.l (W -W.) }

> g(Wa) + { Xg, (W — W) ) (4.31)

onde
KXy = Flov, + vl F
Para satisfazer A condi¢io (4.30), a desigualdade (4.31) deve ser tal que
gWa)+{ Xy, (W-Wo) ) <0
ou seja, manipulando e definindo
8y = —vs Qs
encontra-se que o hiperplano
( Xy, w ) - 59 = f

separa o subespago que contém o conjunto Cy do que contém as matrizes W, que nio satisfazem 2

restrigio (4.30). O restante da demonstragiio ¢ equivalente & do Teorema citado. o

Este resultado é apenas uma variagioc do apresentado Inicialmente no Teorema 2.14. Observe
que o conjunto convexo C; nao é um cone (como o conjunto € o €) mas, no entanto, ¢ um conjunto
convexo fechado, gragas 4 introdugdo da matriz Q. A parametrizacio obtida abre margem a solugéo
do problema (PH2), numa abordagem convexa. Defina entic a matriz simétrica e semi-definida

positiva
I eiie 0 %
R“‘“[ 0 D’lDl} €. ®
e o problema convexo
(PH2¢) min{ Te (RW) : Wel;}

QO teorema abaixo é o principal resuliado desta segio.

Teorema 4.2 A seguinies afirmacdes sdo verdadeiras:
(a} O problema (PHZc) € convezo.
(b) Considere W* sua solugio étime. Entdo K* = W/W[ soluciona o problema [PH2) ¢

Te (RW*) = min { [IG/i7 KeK}
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Prova: O problema (PH2c) consiste de uma fungao objetivo linear em W sobre um conjunto de
restri¢bes convexo em W. Logo, é um problema convexe. Quante ao item (b), note que, pelo
Teorema 4.1, K € K. Primeiramente serd demonstrade que, para todec W € &, Tr (EW) é um
limitante superior & norma da fungio de transferéncia de malha fechada Gy(s). Assim, VW & G,
pode-se escrever que, para K = WiW?,

(A - Bg[{) Wy + Wy (A — Bg[{}l -+ BlBi <0

Comparando com a equagao do gramiano de conirolabilidade {4.15}, conclui-se que Wy > P,. Além
disso:

Tr(RW) = Te (C1 W1 O] + D, W3 DY)
Como W > 0, tem-se que Wy > W) Wf1W2. Logo:
Tr(BW) > Tr (CiWL O} + DWLW W)
Utilizando a relagio entre Wy ¢ P, ¢ a condigio de ortogonalidade entre € e Dy:
Te (RW) > Tr [(C1 ~ D1 K) P (C, — D1 K)']
O lado esquerdo desta expressio € a propria norma Hy de Gy{s), por (4.14). Portanto:
Tr (RW) 2 (|Gl (4.32)

Assim, gualquer solugiio W de {PH2¢) define um limitanle superior & norma M+ da fungio de
transferéncia de malha fechada. Resta mostrar que, para a solugio 4tima, a igualdade em {4.32) se
verifica. Considere entdo que W seja dada por

_ P! PrK*!
W= [ E*Pr K*PrK* }
sendo que PF, P* e K* = (D} D;)"" B, P} satisfazem 3s condigdes necessarias de otimalidade dadas
em (4.22a), (4.22b) e (4.22¢). Logo, W ey ¢

Te(RW) = Tr [(Cy — D1 K™Y P2 (Cy ~ Dy K™Y

=min{ |G/} : KeK}=g
e portanto W = W*. A solugio étima de (PH2) foi determinada e ¢ teorema estd demonsirado. O

Este Teorema apresenta, portanto, uma solugio convexa para o problema (PH2). Esta solugio &
encontrada sem que para isso seja necessario solucionar uma equagcio tipo Riccati. Particularmente
devido a sua convexidade, é uma importante contribui¢do 4 melhor adequagio de problemas qua-
dréticos & realidade dos problemas existentes. Porém, pela mesma razio deve-se demonstrar que o
problema (PH2c¢} prové um dnico ganho étimo.

Suponha que W € C; gere o ganho K' € K e que Tr {R{W" — W!)} = 0. Denomine G (s)
a fungdo de transferencia de malba fechada relativa & K'. Como o problema (PI2) admite uma
unica solucao, dada pela equagio de Riccati (veja Apéndice B), tem-se que:

Te(RW") = 7" =min{ [G/(s)ll; : K€K }

< “G}(s)”z < Tr (RWY)
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o que ¢, portanto, uma contradigio  hipétese que Tr {R (W* — W)} = 0. Logo, W* ¢ a solugio
tnica de (PH2¢), gerando o ganho étimo dnico K* = WiWw; L.

Finalmente, cabe salientar que a solu¢io numérica de {PH2c} pode ser encontrada utilizando-se
o algoritmo 2.1 proposto na segio 2.7, ou seja, pelo método de planos de corte. No passo 2 deste
algoritmo deve-se introduzir J(W) = Tr (RW), além das modificagdes devido & funcio ©2(W). A
analise de convergéncia deste algoritmo & apresentada no Teorema 2.15.

4.4 Observador de Estado

4.4.1 Caracterizaciao do Problema

A seclo 3.2 introduz a discussio com relagio 4 falha da exigéncia bdsica para a2 implementagio
de realimentacio de estados, qual seja, obter informagbes sobre todos os estados do sistema. Ter uma
variavel disponivel para fins de realimentacao significa associar sensores que realizem as medigbes e
transdutores que transformem as medidas em sinais que possam ser utilizados pelos controladores.
Seja por razdes econdmicas ou dificuldades de implementar fisicamente o instrumental exigido, o
uso de realimentacio de estado, atrativo teoricamente, na maloria dos casos praticos nac é possivel,
particularmente em sistemas de grande porte.

Conforme também ji discutido na se¢éo 3.2, uma solugio para esta dificuldade sdo os dispositivos
conhecidos como observadores ou estimadores de estado, que permitem obter uma avaliagdo ou
estimagio do valor do estado z;(t), i = 1,...,n, a partir de informacdes usualmente disponiveis no
préprio sistema, ou seja, o sinal de saidas medidas y(t) ¢ o sinal de conirole u(t), além do préprio
modelo considerado. Esta sec@o, assim, se concentra na apresentagio destes disposilivos. A versio
estocastica nio serd apresentada.

Counsidere entdo o sistema () ja citado,

#(t) = Az(l)+ Biw(l) + Bault)
(1) (1) = Ciz(f) -+ Dyu(t) {1.33)
y(t) = Cax(t) -+ Daw(t)

tendo sido incorporado agora a sua formulacdo o sinal de perturba¢io i saida medida y(t) ¢ R".
Assuma que a hipdtese de realimentagio de estado niio se verifica. O sinal de perturbagio w(t) € ®/
¢, como na se¢do anterior, um sinal tipo impulsivo unitirio na forma w;(t) = 6(2), i = 1,...,1. Por
simplicidade, o ruido atuando sobre a medida y(1) é o0 mesmo gue atua sobre a dindmica do sistema.
Contudo, considera-se que as matrizes By e D; sfo ortogonals, ou seja, By} = 0, de tal sorte
que a parcela de ruido referente A saida medida ndo influencia a dindmica do sistema. Além disso,
considera-se também que todas as medidas ;(2), 1 = 1, ..., r, so afetadas pela a¢io da perturbagao
w(f) e assim a mafriz Iy ¢ tal que D20} > 0. Logo, posto { D2} > r.

O estimador de estado nada mals é, come ja mostrado pela expressio (3.5}, que um sistema com
dinamica prépria na forma

@ty = Ad(l)+ Brey(t) + Baeu(t)
(Eest)
9t = Crei(t)

que tenta reconstruir, em forma aproximada, o vetor de estados 2(f) a partir de informagdes da
saida medida y(f) e do sinal de controle u{t). E chamado de estimador de ordem completa se o
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vetor de estados estimados Z(1) possuir a mesma ordem que o vetor de estados z(!) original. Caso
contrario, tem-se os chamados estimadores de ordem reduzida, que no serflo tratados neste texto
{veja [AMS8SY, se¢io 7.2]).

A fim que se delermine as maltrizes de parimetros do observador, adota-se o seguinte procedi-
meunto. Subfraia as equagfes dindmicas de (£;) e (Z44¢ ), oblendo-se entdo que

(1) - #(1) = [A — B1,Cola{t) + Byw(t) + 1By — Bao] ult) — A.8(1) (4.34)

Esta diferenca fornece, é dbvio, o erro de estimagio a cada instante de tempo. Nomeando entdo

e(t) = a{t) — 2(t)

como o vetor de erro de estimagfo, encontra-se que
é(t) = [A —~ B1.Cy — Ac]a(l) + Biw(t) + [By — Ba.]u(l) + Ace(l) (4.35)
O estimador de estado deve ser tal que, emn regime permanente, o velor estimado £{f) seja o préprio
vetor de estado z{¢}. Logo:
f,%i.% ()~ &(H)] =0 (4.36)

Para que 1sso ocorra em todas as trajetorias z{1) e para todos os sinais de controle u(t), tem-se
entao que:

Ag E B;eC;g (4.378,)

Bye = By (4.37b)

Substituindo em (4.35)

6(5) = [A — B]_ECQ] C('t) - [Bl - Blgﬂg} w(i}
A condigdo (4.36), para o sinal de erro, equivale a sua estabilidade assintdtica. I alcancada se o
espectro de autovalores de {A — B,,Cy)} estiver contido no semiplano esquerdo do plano complexo.

Assim, a matriz B, € R"*" equivale ao ganho de realimentacio para o observador, devendo ser
determinada de modo a garantir a condigio de estabilidade. Definindo-a como

Lo = By,
tem-se, finalmente, que
é{t) = [A — L,Cale(t) + [By — Lo Dol w(t) (4.38)
onde L, deve pertencer, ento, ao conjunto
Lo={Ls : (A— L,Cy) assint. estavel } (4.39)

denominado conjunto dos ganhos estabilizantes para o observador de estado.
O estimador (Xgg1) é, portanto, dado por

2(l) = [A— L,Ca]&(t) + Loy(t) + Bau(t)
(Best) (4.40)
§(t) = Cai(t)

sendo mostrado na figura 4.4.
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n;(t}§

y(t) %f\

w}m
\.4'+

#(1)

Figura 4.4: Estimador de Estado

A saida () é o sinal de saida estimado. Dada a impossibilidade de gerar o sinal de erro et}
pela comparagio entre o vetor de estados z(t) e o vetor de estados estimados £(f) {pois z(t) nao foi
medido), adota-se como sinal de entrada para o estimador o erro entre a saida medida y(t) e a saida
estimada §(¢). Este sinal exerce as funcdes, do ponio de vista do observador, de sinal de controle
do sinal de erro e{t). A figura 4.5 ilustra esta questdo.

A partir da equagdo (4.38), o sinal de erro ¢ dado por

OO
e(t) = ¢A=LeCalt () 4 f gA=LeC)t=T) (g _ [, Dy)w(r) dr (4.41)
0

Logo, para (A — L,C») assintoticamente estivel, a expressio (4.36) se verifica assintoticamente
independente do conhecimento de «(0), sendo esta, portanto, uma condigio necessiria para (Zegt)
representar um estimador de estados do modelo (5;).

A condi¢io suficiente é dada por {4.37) e pela estabilidade assintdtica de (A — L,C3). Esta
tltima hipdtese determina a condig¢io de existéncia do estimador de estado: ela sé é satisfeita se
o par (A’, G4} for estabilizavel. Neste caso, existe uma matriz L, que estabiliza assintolicamente
(A — LoCy). Porém, estabilizabilidade do par (A, C3) implica em detectabilidade do par (4,Cy) e
vice-versa. A dualidade entre o observador de estado e o sistema original fica, assim, evidenciada. O
primeiro pode ser visto como uma verso espelhada do segundo. Esta visdo é de grande importancia
e permite que se solucione o problema do estimador de estado (veja [K872, segio 4.4] e [S193, pag.
401}).

A funcio de transferéncia entre o sinal de entrada w(-} e o sinal de erro e{-} é dada, para e(0) = 0,
por

Gue(s) = [sX — (A — L,Co)]"F (By ~ Lol) (4.42)
A partir de (4.41), considerando w(f) como um sinal impulsivo unitario, aplicado & j-ésima entrada

w;(t), na forma i

w(t) = [0 0 ... 1 0 ...0]

= ajé(!)

ounde g; representa o vetor-base acima, tem-se que o sinal de erro (¢} ¢ dado por

6(1)

(1) = ey,
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(Eest )

y(t) = 9()

eft)

Figura 4.5: Estimador de Estado : saida de erro

Logo,

!
ez = > lle; @3 = Guwelie)lfs

=1

= gTr Uﬁm e;(t)e; (t)’dt]

i

<0
i

i= ¢

It

oG
Tr [/ e(A—-Lng)i (Bl — LODZ) (Bl - Lng)l B(A_L"Cz)’tdi}
B
=Tr U eA=LeC (B, Bl + L, D2 Dy L) e(A”L°C=J"dt]
0
= Tr (Ye)
onde Y, pelo Teorema 2.4, é a solugéo Unica e definida positiva (se (A, Cs) for observivel) de
(A= LoCo)Ye + Yo (A — LoCy) + (By ~ Lo D) (By — Ly Dy) =0
sendo que a nltima passagem segue de (4.13)-(4.15).
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O problema do observador 6timo de estado em norma Ha pode ser formulado, entdo, como:
minimizar & norma Mz da fun¢io de transferéncia enire o sinal de entrada de distdrbios w(l) e o
sinal de erro e(t), sujeito A estabilidade assintética de (A — L,C2), ou, em notagio maiemdlica,

(PH2) min{ IGuel} : Lo€Lo } (4.43)

que, utilizando um abordagem via otimizagio paramétrica, ¢ solucionado como segue. O lagrangeano
associado ao problema (PH20) é dado por

Ve, Yo, )= Te{Y 4 Y, [(A— LoCa) Yo + Yo (A — LoC) + B1 B} + LoD DG LL] )

adotando-se Y, como operador de Lagrange. As condigdes necessirias de otimalidade sio, entao:

aZ

= (A= LoCo) Yy + Y, (A= LoCo) +1=0 {4.44a)
<

BZ » ] ’ 4 r

5 = (A= LoCa) Yo 4 Yo (A — LoCo) + BBy + LoDy DY L =0 (4.44b)

3Z s U {

51 = Yo (=YeCs+ LoD2D) = 0 (4.44¢)

Esta tdltima expressao determina o ganho otimo do obervador. Como ocorre em (4.22¢), se
Y, > 0, conclui-se que

L= Y.CL(D, D))" (4.45)

¢ o ganho 6timo do observador de estado. Note que Y, > 0 se ¢ somente se {4 — L,05,1) for
observavel. Esta condigdo sempre se verifica. Consequentemente, as condigdes nocessarias de obi-
malidade para o problema do observador de estado sio determinar ¥, = Y! > 0 ¢ ¥, = ¥/ > 0,
solugdes de (4.44a) e (4.44b), respectivamente, de modo que LI seja o ganho étimo e estabilizante
assintoticamente.

Substituindo (4.45) em (4.44b), encontra-se

AY. + Y, A" — Y. Ch(DaDy) ' CoY, + BB, = 0 (4.46)

denominada Equagio Algébrica de Riccati para o observador ou Eguagio Algébrica Dual de Riccati.
Ista equagdo terd, conforme o Apéndice B, solu¢io simétrica, dnica e semidefinida positiva se e
somente se o par (A, Cs) for detectdvel e o par (A, By) for estabilizéavel. Se este dltimo for controlavel,
entdo a solugao Y. é positiva definida e tnica. Corresponde, entao, a solugao do seguinte problema
linear quadrético:

min [ ) (BB e(0) + ua(e) (D223 (0]
suj. a e(t) = Ae(t) + Chue(t) , e(B)=e,

onde u.(t) ¢ a entrada de controle para o observador de estado associado ao sistema

gy O = A0+ Cald
24
w(t) = Bia(l)+ Dyult)

A dualidade entre o problema do observador e o problema do regulador de estado esta completamente
caracterizada. A equagio (4.46) pode ser solucionada utilizando-se o método apresentado na seciio

(B.3).
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4.4.2 Abordagem Convexa do Problema do Observador de Estado

Dadas as conclusoes com relagio a dualidade entre o problema do observador dlimo e o problema

do regulador Stimo apresentadas na subsec¢iio anterior, nesta apenas se introduzird a versdo dual
dos Teoremas 4.1 e 4.2.

Considere assim a funcéo
V)= F)V+VE, + R,

onde as matrizes F, € R4 ¢ i, € R4 g0 definidas como
A 3] I 0
F(,_[MGZ 0}, R,,_{G 0} (4.47)
parad =n+reamatriz V =V’ > 0 possui dimensdes V € R9%¢, sendo particionada como
v v
V= { Vz, V,}] , ¥1i>0 (418)
para V3 € ®™77, Vo e RV e Vy € 777, sendo V) > 0. Defina também o conjunto

Cro={V=V>0 : d®V)a<0, aeN(C))} {4.49)

sendo a € RY um vetor que possui a seguinte propriedade:

a€N(GL) = az[g]

2]

O teorema a seguir ¢ uma versdo dual do Teorema 4.1.

e 3, € ®¥*7 definida como

Teorema 4.3 A sequinies afirmagdes sdo verdadeiras:
(a) Gy, € um conjunio convezo.

(b)Y Coo # 0 se e somente se 0 par (A, Co) for detectdvel. Em caso afirmative, L, = V{l% € um
ganho estabilizanle para o observador de estado.

(¢) Ewxiste um hiperplanc separador enire V., & Ty, ¢ Too.
Prova: Somente o itemn (b), uma vez que os demals seguem diretamente do Teorema 4.1. Primeiro

a necessidade. Assuma que o par (A, () é detectdvel, ou seja, que {47, () é estabilizavel. Entéo,
existermn matrizes Y, e [, tais que

(A= LoCa) Yo Yo (A= L,Ca)+1<0

Logo, para

Y, Yolo
V"“[Lm oy, | 20

pode-se escrever que, para V a € N (G),

d(FIV+VF,+R)a<0
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onde F, ¢ R, sao definidas como em (4.47), respetivamente. Logo, V € €y, e a necessidade esta
demonstrada. Agora a suficiéncia. Considere que ©, # 0. Logo:

0 > o (FV+VF,+R,)a

> e (A"V1 + V1 A—- GQVQI - Vo ly I) e

A%

¢ [(A= VT WaCo) Vi 4 Vi (A= VT WC) 4T e

e, portanto, L, = V"'V € IL,. O teorema esta demonstrado. |

A seguir ¢ apresentada a versdo dual do Teorema 4.2, que diz respeito 4 otimalidade do ganho
encontrado. Para isso, defina a matriz

_ | BB 0 adxd

que é simétrica e semi-definida positiva. Considere assim o seguinte problema de oiimizagio convexa:
(PH20c¢) min { Tr(Q.V) : V &Cy, } (4.50)
cuja solugio é apresentada abaixo.

Teorema 4.4 Seja V* a solugdo dtima de (PhZoc). Entio L% = V"*Vy soluciona o problema
(PH20) ¢

Te (@) = min{ [Guell] : (A= LoCh) assint esté‘ﬁel}
Prova: Pelo Teorema anterior, L, = V;ng ¢ um ganho estabilizante. Primeiro, serd demonstrado
que, para todo V € Cs,, Tr (2, V) é um limitante superior & HGwe|§§- Sendo Y, a solugio de (4.44a),

entdo todo V € $y, é tal que V; > Y,. Como V > 0, a relagio V5 > V/V,"!V, é valida enire as
particoes. Consequentemnente:

Tr(Q.V)

il

Tr (BlBi i+ DZD’QV:})

> Tr(B1BiVi + D2 DLVEV V)

> Te{(ViB\B} + L, ViL,D, D)

> Tr{Y,(Bi— Loa)(Bi — L,D3)'] = [|Cusll?
pois By D}, = 0. Assim, toda matriz V € C;, define um limitante superior & norma Hs de Guels).
Seja agora V dada como
[ v v
Vo= [ Loye rrvers |20

onde Y ¢ Y solucionam (4.44a) e (4.44b), respectivamente, e L = Y>C4 (DyD3)~' € L,. Esta
matriz claramente pertence & Gy, e, portanto,

Te(Q.V) = Te(B1BY}+ Do DLLYY LY

= Tr Y] (B — LyD:) (B — Ly D,Y]

min{uaweug . L, el }
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e assim V = V" e [ soluciona o problema (PH20). O teorema estd demonstrado. O

Estes dois teoremas solucionam, desse modo, o problema de observador dtimeo de estado em uma
abordagem convexa. Como anteriormente, a implementagfo numérica pode ser feita utilizando-
se métodos de linearizagfo externa, como o método de planos de corte. As modificagdes com
relagdo & solugdo do problema do regulador de estado sfio devido 4 duslidade entre regulador e
observador, conforme ressaltado ao fim da seciio 4.4.1. Realizando-se estas mudangas de varidvels, a
implementacao numérica utilizada para a solugio do regulador étimo também o serd para a solugio
do observador Stimo. Veja comentdrios ao fim da se¢do 4.3 com relagio a esta implementagio.

4.5 Problema H; via Realimentagao Dindmica de Saida

4.5.1 Abordagem via Otimizagao Paramétrica

A segao anterior apresentou o desenvolvimento de estimadores de estado, dispositivos que per-
mitem obter informactes sobre o vetor de estado sem que esse seja diretamente medido. Em regime
permanente, como ja dito, o vetor de estados estimados £({) deve ser o préprio vetor de estados z(1).

O uso desta propriedade do observador de estado para fins de realimentagio conduz ao problema a
ser tratado nesta se¢io.

Considere assim o sistema (¥}, j& apresentado em (4.33)
z(t) = Az(t) -+ Biw(t) + Bau(t)
(T § =) = Ciz(t)+ Diu(l)

y(t) = Cg$(t}+Dzﬂ)(i)

Como os sinais z{2) e #(¢) tendem & equivaléncia em regime permanente, deseia-se que o vetor de
controle seja na forma

u{t) = —RKz(t)
de modo que o sinal de controle gerado tenda em regime ao sinal gerado caso efetivamente a reali-
mentagao fosse feita via realimentagio de estado.
O vetor de estados estimados #(¢) ¢ gerado como salda do observador

2t} = (A= L,C) &) + Loy(t) + Bault)
(Eest)
gty = Cuz(t)

apresentado em (4.40). Obviamente, K € R™*" ¢ L, € R"*" sio determinados de modo que
(A~ ByK) e (A— L,C;) sejam assintoticamente estdveis.

A estrutura completa planta-estimador-controlador é mostrada nas figuras 4.6 e 4.7. Veja
também a figura 3.2 na se¢io 3.2 O sistema em malha fechada pode ser encontrado pela inter-
conexao entre os dois sistemas, como mostrado pelo sistema de ordem aumentada abaixo:

& [ 28; } B { LG A Bk L, ] [ ig% ] + { b ] w(t)
!

) = [ G -DiK | [ zg% ]
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w(t)
u(t)

zt)

Figura 4.6: Estrutura em blocos

No entanto, como o projeto do observador é conduzido utilizando-se a varidvel e(t) de erro de
estimagao, pode-se realizar uma transformacgao de similaridade para explicitd-la. Definindo a matriz

1| I 0
=T _|:I -1

e a tranformacao se similaridade

[ ] =2 56]
enconfra-se que
o L8] = [ B[] [ S e
{
() = [Ci-DiK DiK ] [ -:((:)) ]

Em uma forma concisa, esta dltima expressio torna-se:
L[ B = AEE)+ Buyw)
(1) _
(t) = ChrpEt)

sendo a transposicao entre as duas formas evidente. Este sistema possui dimensio 2n. A estabilidade
de A; corresponde, assim, 4 estabilidade de todo o conjunto planta-estimador-controlador em malha
fechada. Os autovalores de Ay s8o dados pelas rafzes dos polinémios

N [ sl—A4 Bk —BK
det(sx.-Af)_.det[ o SI_A+L06,2]

Como A; ¢ uma matriz triangular superior:

det (sT— ;) = det (s~ A+ By ) det (s — 4+ LoCy)
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w(t) z(t)

u(t)

Figura 4.7: Conjunto Planta-Estimador-Controle

ou seja, os 2n autovalores de A ¢ compreendem os n autovalores de (4 — By K} (portanto, attovalores
de malha fechada do regulador de estado) e os n autovalores de (4 — L,C4) {(autovalores de malha
fechada do observador de estado). Logo, estabilizar assintoticamente o sistemna {i;) ¢ equivalente a
estabilizar separadamente o observador de estado através de um ganho L, e o regulador de estado
através de um ganho K, considerando-se, neste tltimo, que o préprio vetor de estados 2(t) esteja
presente para a geragao do sinal de controle uft). Esta conclusfo é conhecida como Principio
da Separagdo dos autovalores e permite que o projeto do regulador utilizando realimentagao de
saida seja decompostio em dois sub-problemas, o problema de regulacio de estade ¢ o problema de
estimagio de estado, resolvidos isoladamente. Em [AM89, pdg. 225] uma prova formal é apresentada,

considerando-se, porém, que a perturbagfio w(f) ¢ a condigdo inicial x, sejam varidveis aleatdrias.
Esta versao nadoc serd discutida neste texto.

Uma comprovagao deste resultado pode ser obtida considerando-se que w(t) seja um siral impul-
sivo unitario, como ji adotado na se¢o anterior, e solucionando-se o problema de regulagéio de estado
associado ac problema de regulaglo de estado relativo ao sistema (7)) {veja (4.21)). Utilizando-se
otimiza¢ao paramétrica, o lagrangeano associado é composto, para ¥V = ¥/ > 0 e X = X' > 0,
sendo ¥ € NIXI0 o ¥ = RIVXIN como:

z = T}’{E;J’XEIJ‘ +Y [_;{;X—}-ng +5£f€'1f]}
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As condigBes necessdrias de otimalidade sdo, entdo, dadas por:
8z
X
a7

Y

zﬁfy'f*yzfl—i—guéh = 0
I . e
Ap NN A e, o0

oz 0T (2vXA; +vCi0Y))

K oK
oz 0L (XA +YByB,) ;
8L, arL, .
Desenvolvendo (4.51¢) e (4.51d), obtém-se que:
z
*g}*{: = QBé (W.X;Y; - NoYe — X 1Yo 4+ XoYs) + QD;DN\) (Yy - 2Ys + Y3) = 0
9z , ,
57— = 2XaLoD2 Dfy = (2X2Ys = Xa¥) G = 0
o

onde adotou-se que as matrizes X e Y sdo particionadas na forma:

i X; X;; = YI Y2
X_{Xz XB]’ Y_[Yz Ys}

sendo todas as partigbes de ordem n.
Manipulando (4.52b), encontra-se entdo

Lo= X371 (XY2 + Xa¥3) CL (D2 D))

Considerando-se Xz = 0, o ganho 6timo do observador de estados é dado entdo por

Ly = Y5Cy (D2 D)7
Manipulande agora (4.52a), obtém-se
K= (D;D;)”l 5 (X1Y] = XaYs — XaYa 4+ XoVs) (V) — 2Ys + Yg)
Como X3 = 0, a expressio acima se torna
K= (DD BLX, (Y1 — Ya) (Y1 — 2V + Ya)?

Fazendo-se Y3 = Y3, o ganho 6timo do regulador de estado ¢ determinado enido como

K* = (D1 DY) ' BLX,
1 Expandindo agora (4.51b), encontra-se as trés equagdes abaixo:

(A= BaKY X1+ X: (A= B K)+ClC1 + K' Dy D1 K =0
(A= B3K) Xg 4+ X1BaK + Xp (A ~ LoCa) — K'Dy D1 K = 0

K'BiXo + (A= LoCo) Xa+ XoBaK + X3 (A~ L,Cy)+ K'D{D1K =0

(4.51a)

(4.511)

(4.51c)

(4.51d)

(4.52a)

(4.52b)

(4.53)
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que podemn ser reescritas como, substituindo as consideragdes de estrutura feitas acima:

AX 4+ X3 A= X By (D D) BLX 4+ ClC =0 (4.55a)

(A= LeC2) Xg+ X5 (A~ L,Co)+ K'D\HK =0 (4.55b)

Como X esté associado ao ganho étimo do regulador de estado, (4.55a) nada mais é que a Equacio
Algébrica de Riccati, como apresentada em (4.24). Sec o par {4, Bs) for estabilizdvel ¢ o par (A, C})
observavel, X serd a solugdo tinica ¢ definida positiva de (4.55a). A equagio (4.55b) expressa uma
condigdo de acoplamento entre os ganhos L, e K.

Expandindo (4.51a}, tem-se as seguintes expressoes:

(A= BeK)Ys + BoRKYs + Y1 (A~ BoK) 4 Yo K'BYy + BB, = 0
(A~ By RK) Y+ BaKYs + Yo (A~ LoCoY + BB, =0

(A= LoCo)Ya+ Y3 (A — LoCa) + B1 B, + LoD DLL, =0
Incluindo as restrigoes de estrutura, restam somente duas equagoes:

A= BoK) Y1 + B2 KYs + Y1 {A = BaKY + Y3K'B, + By B, = 0 (4.56a)
2 1

AYs + Ya A — YsCh (Do DY) ' CoYs + BB, = 0 (4.56b)

Sendo Y3 associado ao ganho 6timo do observador de estado, (4.56b) pode ser reconhecida como
a Equagdo Dual de Riccati apresentada em (4.46). Se o par {4, Cy) for detectdvel e o par {4, By)
for controlavel, entdo Y € a solugéo iinica e definida positiva de (4.56b).

Finalmente, se em (4.56a) considerar-se que Y7 = ¥3 + Z, a seguinte equagio é obtida:

AYs+ Yad' + (A - BaK)Z + Z{A— B:K)Y + B1B} = 0
Por (4.56b) conclui-se, portanto, que
(A~ BoK)Z + Z (A~ BaK) + LoDy DY =0 (4.57)

sendo esta expressdo dual & (4.55b). Pelo Teorema 2.4, a solugio Z = Z’ serd positiva definida se e
somente se o par (4 — By K, L,) for controlivel. Neste caso, obviamente, 7 = ¥, — ¥; também ird
satisfazer a condigdo de ndo-singularidade exigida em (4.54). De maneira dual, a solugio Xz = X}
em (4.55b) serd tnica e positiva definida se e somente se o par (A — L,Ca, K) for observavel. Isto
ira satisfazer a exigéncia de ndo-singularidade desta matriz em (4.53).

Assim, as matrizes aumentadas X e Y devem possuir as estruturas

. X1 0 - Ys+Z Y3
X‘{o Xg]’ Y"[ Ya Y;,]

de modo que as condigbes necessarias de otimalidade, juntamente com as hipdteses de observabi-
lidade e controlabilidade agregadas, garantam a existéncia de um tnico par de ganhos (K*, L¥),
determinados pelas soluges das equagdes algébricas de Riccati (4.55a) e {4.56b).

O valor do critério

J =Tr (Equglf)
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fica entao:
J =Tr [B{X1By + (B1 — Lo Do) Xy (By — LoDa)]

ou seja, pela segdo 4.2 e equagdes (4.55a) ¢ (4.55b):

2 2
T = H(C1 — DK (sI— A+ By )™ 31“3 + “DIK (s~ A+ LoCy)™ (B — LaDz)li

2
= |G+ (8)B1l3 + |1 K Gols)]3

onde
Gols) = (Cy — DyKY(sT — A + By K)™?

representa a fungdo de transferéncia de malha fechada do regulador de estado entre a entrada de
controle u{t) e a saida z(1),

Go(s) = (81 — A+ L,Cy) ' (B, — L,Dy)

representa a fun¢do de {ransferéncia de malha fechada do observador de estado enire a entrada de
distlirbios w(t) e o sinal de erro e(f) (veja figura 4.6).
De forma dual, pode-se encontrar que

J="Tr (ané{f)
= Tr [C1YsC) + (C) — D1K) Z(Cy — D K)]

= Hc1 (sI— A+ LoCo) ™' (B — Lonz)ﬂz + ”{cl — DI (5T — A+ ByK)™! L,,D;Z”z

= IC1Go ()13 + |G+ (s) Lo Da |l

Estes resultados sdo equivalentes aos apresentados em [DGKI89, Teorema 2] para o problema
Ha. Observe que os ganhos K* e L; dependem unicamente das solugbes X; e Ya das equacdes
algébricas primal e dual de Riccati, respectivamente. O valor do critério, porém, esta associado 3
solugdo de equagdes que acoplam os dois ganhos.

O conjunto estimador-controlador pode ser escrito como um tinico sistema, na forma
#(t) = (A= BoK — L,C3) &(t) + Loy(t)
(Z)
u(t) = —Ki(t)

Este sistema pode ser visto entio como um controlador dindmico {E,.) de ordem n, ou scja, de
mesma ordem que o sistema {Z;), na forma

u(t) = L{-)y(t)

conforme apresentado na se¢io 3.2 pela expressio (3.4).

O desenvolvimento aqui apresentada, entio, leva a que se determine controladores dinimicos de
- ordem n, igual & ordem n do sistema. Controladores de ordem n, < n sdo objeto da préxima segio.
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4.5.2 Abordagem Convexa do Problema de Regulacao de Saida

Pelo Principio da Separagio, a solugio ¢ encontrada através de dois subproblemas, um relativo
ao regulador de estado, outro ao observador de estado. A abordagem convexa proposta utiliza
esta propriedade, sendo apresentada pelo teorema a seguir. Observe que solugdes baseadas em

parametrizaces convexas foram apresentadas nas se¢des 4.3 e 4.4 para os dois subproblemas citados.
Considere entdo as fungdes

O2(W) FW +WF +Q

i

G, (V) FV+VF, + R,
e seja os conjuntos Cy ¢ €y, previamenie definidos em (4.27) e (4.49)
C = {W=W >0 : ¢'0{W<0, YVoecN(GY)
Coo = {V=V'20 : (W<, YacN(G)}
As definigbes pertinentes podem ser encontradas nas se¢des 4.3 e 4.4, respectivamente. O teorema
abaixo soluciona o problema de regulagio via realimenta¢io dindmica de saida em uma abordagem

cCONvexa,.

Teorema 4.5 A solucdo éfima do problema Hs via realimentagio dindmica de saida ¢ determinade
pela soltugao em separado de dois sub-problemas convezos, dados por

W* = arg min{ Tr{RW) : WeC;}

V* =arg min{ Te(Q.V) : Vel

O valor Stimo do critério € dade por

J* = Te (RW*) + T,

= Tr (QoV") + Jr

onde

Jo=Tr [X3(By — Ly Dy) (By — Ly D3] (4.58)

Jr=Tr [Z (C; - Dlj{*), (01 — Dljﬁy*)]

sendo as malrizes X3 ¢ Z solugies dnicas ¢ definidas positivas de {{.55b) e (4.57), respectivamente,
para K* = WiW,"! ¢ L = V"*V; fizos.

Prova: A demonstragio segue diretamente dos resultados relativos ao regulador e ao observador
de estado, além dos desenvolvimentos relativos ao valor étimo do critério apresentados na subsecio

precedente. Apenas cabe salientar que, como sdo dois subproblemas convexos, a solugio apresentada
por este Teorema também termina por sé-lo. ]

Observe que, apesar da determinagio do controlador dtimo (£,) ser associada unicamente &
solugio de dois problemas convexos, o valor 6timo do critério depende da solugio de uma terceira
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equacio do tipo Lyapunov. A restri¢do relativa & aplicagio deste Teorema para o problema de
realimentagdo de saida é quanto & ordem do controlador. Um controlador de mesma ordem que o
sistema nio soluciona o problema econdmico agsoclado 4 sua implementagio em sistemas de grande
porte e a estrutura dual mostra que os parametros do controlador sio diretamente dependentes dos
pariametros do modelo em questdo. Além digso, em [Doy78], é relatado que o conjunto estimador-
controlador-planta, infelizmente, nao mantém as caracteristicas de robustez {reqiienciais existentes
no regulador de estado (veja também [AMBSY, se¢io 8.3]). Para solucionar este problema, métodos
conhecidos como “Loop Recovery” tém sido implementados, na tentativa de reaver tais proprieda-
des. Esta perda de robustez torna-se, sem duvida, mais uma restri¢io significativa na adogio de
realimentacio de saida utilizando estimadores de estado.

A préxima segdo, ao apresentar o problema 6timo de realimentagio estatica de safda, discute
estas dificuldades.

4.6 Problema H, via Realimentacao Estatica de Saida

4.6.1 Solucgao via Otimizacdo Paramétrica

Esta segao se concentra em um dos principais temas de pesquisa em Teoria de Controle, qual seja,
o problema 6timo em norma H; via realimentagio estatica de saida. As motivagdes relacionadas
ao uso de realimentacdo estatica de saida foram introduzidas na secio 3.2 e estio associadas hs
dificuldades de implementagio dos controladores obtidos pelos métodos de projeto baseados no
Problema Linear Quadritico, apresentados nas se¢bes anteriores. Isle controladores ou possuem a
mesma ordem n que o sistema no qual atuam ou tém a ordem reduzida até somente n — r, sendo r
o numero de saidas medidas. Deste modo, sua aplicagio em sistemas de grande porte torna-se, de
fato, anti-econémica. Ao lado disso, a perda de robustez do conjunto estimador-controlador-planta
em comparagao ao conjunto controlader-planta é outro problema para a aplicaciio destes métodos.

Conforme apresentado nas se¢des 3.2 e 3.4, considere o sisterna (Z7) na forma

(1)

(Eg) Z(t) = C'l;v(t)—i-Dlu(t)

Az(t) + Byw(t) + Bau(t)

i

y(i) - Og.’c(t)

onde, como anteriormente, w(?) ¢ um sinal de perturbacio externa, que pode ser considerado do
tipo impulsivo unitdrio; 2(1) € R? é o vetor de saidas controladas e y(t) € 87 é o vetor de saldas
medidas.

O problema em questio pode ser enunciado como segue: determinar o sinal de controle

u(t) = —Ly{t) (4.59)

que minimize a norma M, da fun¢io de transferéncia G;(s) entre a entrada w(t) e a saida z(¢) e
garanta a estabilidade assintética de Ay = A — B3LC,. Em notagio matemdética, isto pode ser
reescrito comio

(PH2e) min { [IGy[f} Lel} (4.60)

sendo L, definido em (3.25), o conjunto dos ganhos assintoticamente estabilizantes por realimentagio
estatica de saida. A figura 4.8 apresenta o sistema resultante.

Esta formulagao do problema H; tem um cardter generalizante com relagio aos demais problemas
de regulagio via realimentagiio de estado e dindmica de saida apresentados nas segdes precedentes.
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z(t)

Figura 4.8: Realimentagio Estatica de Saida

O primeiro ¢ obtido adotando-se que posto {C3} = n, ou mais simplesmente, que Cy = I. Logo,
por (4.59), o problema de regulagio ¢ obtido. O segundo, problema de regulagio via controlador
dindmico de ordem n, pode ser reduzido & formulagio acima adotando-se a manipulagio apresentada
em (3.10)-(3.16). Esta observagio coloca, entéo, a importancia da solugdo deste problema.

Para realiza-la, em primeiro lugar serd utilizada uvma andlise via otimizagiio paramétrica. O
problema (4.60}, pela segio 4.2, pode ser escrito como

min{ Tr (B PB:) Ay Py + PoAp +CCr =0 } (4.61)
onde a fungao objetivo equivale & norma Hs da fun¢fio de transferéncia de malha fechada (75 (s) e a

restrigdo, se satisfeita, determina a estabilidade assintdtica. Esta descri¢do equivale a apresentada
em (4.21) para o problema de regulagio de estado, notando-se, porém, que em (4.61),

Cf = Cl - DlLCz , Af = A— BgLCQ (‘i.ﬁ?)

Escrevende a fungio lagrangeana associada e tomando P como a varidve! dual de Lagrange, obtém-
se
Z=Tr [B]P,B, + P, (A}Po + P Ay + C}C’;)] =0

As condigbes necessirias de otimalidade sfo entio:
0z

op = AsPet+ Pedy + By By = 0 (4.63a)
o]

az ! Il

a—}D:ﬂAng'i'PoAf"*‘Gij:O (463;))
az ? 7 / 1

57 = “2BPPeCy + 2D LGy PCy = 0 (4.63¢)
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Logo, esta dltima expressio implica que o ganho étimo L* ¢ na forma
L* = (DiD\) " ByPy P Cy(CaPrCyy”! (4.64)

onde P} = P} > 0e Py = P} > 0 solucionam (4.63a) e (4.63b), respectivamente, € assim
L* € 1.. Observe gue, pela segio 4.2, (4.63a) equivale & equacio do gramiano de controlabilidade e
(4.63b) a equagio do gramiano de observabilidade. A condi¢do para a existéncia de solugdo definida
positiva nestas equagdes ¢, portanto, o par {A;, B1) ser controlavel e o par (A, C}) ser observével,
respectivamente. A primeira condi¢do pode ser relaxada se By for de posto igual a n, o que ¢
hipdtese do problema; a segunda leva a que o par (A, C,) seja observdvel. As hipdteses concernenies
a ortogonalidade entre Cy e I e & ndo-singularidade de (D{ 1)) feitas na secdo 4.3 se mantém
acqui, como também a hipétese posto {Ch} = r, intreduzida na secio 3.2. Caso esta dltima néo se
verifique, a inversa indicada em (4.64) ndo serd definida.

O valor do ganho étimo L* apresentado em (4.64) também satisfaz o Teorema 3.7. Observe que,
para K dado por

K* = (DyD;) " BLP;
que é a solugdo Stima do problema de regulacio de estado (veja segio 4.3) e considerando, em {3.34),
que P = P}, entao
L* = K*PrCL(CoPr ey ™ (4.65)
Logo, K* como acima ¢ tal que K™ € [, (definido em (3.33)) ¢ assim L™ € L.
As equagoes (4.63a), (4.63b) e (4.64) compdem, assim, as condi¢des necessarias de otimalidade
para o problema {PH2e). Porém, diferentemente dos problemas de regulagio de estado e regulagio

dinimica de saida, elas envolvem de forma acoplada as matrizes L%, P7 e PJ. Este é a principal

dificuldade — juntamente com a nao-convexidade do conjunic L. — para a solugio do problema de
realimentacao estdtica de saida e diversos métodos tém sido propostos no sentido de determinar a
solugio conjunta destas equagdes ou buscar meios de conforna-las.

Dois métodos, contudo, contém os elementos que definem as caracteristicas essenciais dos demais
e serao, portanto, apresentados. SAo conhecidos como Método de Levine-Athans [MT87] e Método
de Anderson-Moore [MT87)], sendo introduzidos em seguida.

Algoritmo 4.1 Método de Levine-Athans {LAT0]

passo 0: Faga £ — 0 e determine Ly fof que A — By L,Cy seja estdvel assinloficamente; faga £ +—
£+1.

passo 1: Determine a solugdo Pop de (§.63b). Verifigue se Jp = Tr (Por — Pog—1} < &. Case sim,
pare: a solugdo foi encontrade; caso ndo, continue.

passo 2: Determine g solugdo P de
APy + Py A' + BIB — By (D D))" ByPot PotCL{Ca Pt Cl) CoPrg —

— PoCY (CoPotCy) ™  CoPot Py By (D D) B = 0

passo 3: Calcule
Lept = (D D1) ™ B Pog Pag G (CaPraCh) ™!

faca £~ £-+1 e retorne ao passo 1.

Algoritimo 4.2 Método de Anderson-Moore [MT87]
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passo 0: Faga £ « 0 e delermine Lg tal gue A — BoL,Cs seja estdvel assintolicamente; faga £ —
£+ 1.

passo 1: Delermine as solugbes Py = P, ¢ Pyy = P, de ({.63a) ¢ (4.63b).
passo 2: Verifique se Tr (Poy — Pory) < €. Caso sim, pare; case nio, condinue.
passo 3: Calcule

Lepr = (D} D1) " By Poy Py Cly (CaPatChy™"

e verifiqgue se (A — BaLey1Ca) € assinlolicamente esldvel. Caso sim, reforne ao passo I; caso ndo,
pare.

O Método de Levine-Athans exige a solugio de uma equagio nio-linear no passo 2. J4 o Método
de Anderson-Moore trabalha somente com a solugfio de equagbes lineares do tipo Lyapunov. Os
algoritmos aqui apresentados estio em suas versdes originais. Diversas modificagbes tém sido pro-
postas de modo ou a garantir sua convergéncia (métodos modificados de Anderson-Moore), ou a
diminuir seu custo computacional e também garantir convergéncia {métodos modificados de Levine-
Athans). Em {MT87] ¢ apresentada uma revisio destes métodos e de outros propostos para a solucio
de (4.63a)-(4.64), contendo também uma listagem da principal bibliografia nesta linha de pesquisa.
Note, porém, que:

(a) Como enfatizado em [MT87], todos os métodos computacionais tendo por base a abordagem
de otimizagao paramétrica geram uma seqiiéncia de ganhos {L;} que tenta convergir para um
ponto estacionario da funcio objetivo.

(b} Os algoritmos exigem que a inicializagdo Ly seja tal que a estabilidade assintdtica de (A —
B LpCs) esteja assegurada.

(¢} Para o método de Anderson-Moore, a cada iterag@o £ deve-se testar se o préximo valor gerado
Lygya € L. Nao ha garantias deste fato ser assegurado.

(d) Como o problema (4.61) ndo é convexo e, além disso, os algoritmos sio baseados somente em

condi¢Oes necessirias de otimalidade, a convergéncia (caso ocorra) se dard para am ponto de
minimo local.

Independente destas dificuidades, estes métodos possuem uma grande importincia, haja visto
o grande esfor¢o de pesquisa a eles dedicado. A subse¢io seguinte, porém, apresenta resultados

baseados nas parametrizacOes convexas introduzidas nas scgdes 3.4 ¢ 3.5, permitindo assiin que se
ultrapasse as deficiéncias listadas.

4.6.2 Abordagem Convexa do Problema H; via Realimentagao Estatica
de Saida

Inicialmente, considere que r = m, ou seja, que as matrizes By e Cy possuem as mesmas
dimensoes ou, também, que o sistema tenha igual nimero de atuadores e sensores, Pela Teorema
3.7, para qualquer ganho K € K, de realimentacio de estados que possa ser decomposto na forma
K = LCy, a matriz L = KPCL(CoPCY) ™! é tal que L € L para P = P’ > 0 arbitréria. Pela seqao
4.3, o ganho Gtimo de realimentago de estado ¢ dado por K = (D))" B,P~1 sendo P = P' > 0
o elemento maximo da inequac¢do matricial de Riceati

AP+ PA' + PC{C,P < By (D, D)™ B (4.66)

O valor do critério ¢ entdo dado por |G| = Tr (B{P~1By).
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Relacionando estes dois resultados ao Problema Restrito de Lyapunov apresentado na se¢io 3.3,
contlui-se entdo que, impondo a condi¢do de projechio K = L5, pode-se encontrar uma solugio
sub-Otima para o problema H» por realimentagfo estdtica de saida, solucionando-se o problema

min{ Te (B{P~'B;)) : AP+ PA + PC\CiP < By (D\D:)” ' By,

LD D) B = GoP } (1.67)

Pelo Teorema 3.1, se o par (P, L™*) for encontrado como solugio do problema acima, entio L € L,
para p suficientemente grande.

Esta formulagio possul interesse por ser convexa em relagdo ao par (P, ™). A fungio objetivo
é convexa com relagio & matriz P, como demonstrado no Apéndice C, o mesmo acontecendo com
a inequagao matricial {4.66); j4 a restricao de igualdade é linear com relaciio ao par indicado. A
convexidade do problema (4.67) estd, assim, garaniida. No entanto, somente uma solugao sub-dtima
para o problema #, definido em {4.61) ¢ encontrada, pois a restri¢fio de projecio do ganho de estado
fol imposta como a estrutura da solugao a ser encontrada. Além do mals, a matriz I em questio deve
necessariamente ser inversivel, o que se constitui em uma grande restrigdo 4s aplicacbes possivels
destes problema,

Uma segunda solugio convexa, também apenas sub-6tima, ¢ encontrada utilizando-se os resul-
tados da sechio 3.4. Considere a funcao

OAW) = FW + WF +Q

14 introduzida na se¢io 4.3, sendo F, W e @ come anteriormente definides. Considere também o
conjunto

C={W=W320 : vOx;(Whw <0, veN(G)}

para v € RP como dado em (2.49) e a matriz de translormacio de similaridade

_ | C
- %]

Pelo Teorema 3.8, se existir £/ € ™*"~7 tal que posto {T'} = n e o conjunto G, (E) # 0, entao

L=WiC, (CoWiCh) ™ e L

cw-e 1 (v [§ $)o[i])

Pelos Corolérios 3.1 e 3.2, para F fixada, uma parcela do conjunto dos ganhos estabilizantes por
realimentagio de saida é mapeado na forma

onde

{ WICL(CoWL O™ 0 W e Ca(E) } c L (4.68)
ou, de modo equivalente,
{WaWit « Weba} c L
Entio o problema
min{ Te{RW)} : W& G(E)} {4.69)

para matriz £ [ixada, determina uma solugio sub-6tima para o problema Hy definido em (4.61),
referente apenas ao subconjunto dos ganhos mapeado em (4.68).
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Teorema 4.6 Considere o problema de programagdo convezra (4.69). Entdo, para mairiz E forne-

cida a priorn: lal que
posto{[ %? 1} =n, C(EY#D

a solugdo dtime W delermina um limitanie superior & solugdo 6tima de ({.61) ¢ o ganho élimo
associedo € dado por L = WiCL (CoWiCH) ™ € L.

Prova: lmediata, a partir do Teorema 4.2 e corolirios 3.1 e 3.2. A demonstragio quanto ao limi-
tante é apresentada no Teorema a seguir. O

O problema (4.69) pode ser solucionado utilizando-se o algoritmo 3.2 apresentado na secao 3.4.2.
No passo 2 deste algoritmo, deve-se incluir as transformagSes

=~ [T o T 0} ~ 1 oY) T o]"
=[S e o] m=[V ] o [0
de modo que, no passo 3, a fun¢do objetivo seja j(‘-Wu) =Tr (EW)
A matriz F apropriada & transformacio pode ser determinada uiilizando-se o problema MIN-

MAX definido na subse¢do 3.4.2. O algoritmo 3.1 o soluciona. Maiores detalhes quanto a esta
formulacio podem ser encontrades em [GCS93L.

Finalmente, o resultado a ser infroduzido em seguida ¢ considerado o mals importante deste
capitulo, seja pelo resultado em si, seja por ser de fato surpreendente,
Para apresenti-lo, considere o conjunto

Coyp=C [ {W @ fW)<0} (4.70)
onde Cy é como definido em (4.28) e f(W) é a funcio definida em (3.74) e aqui reproduzida,
JW) = Tx { WiW[ W — WICH(CWACH) ™ CW; |

cujas propriedades topoldgicas sio introduzidas pelo Teorema 3.12. O teorema abaixo é uma versiio
revisada do Teorema 3.11, de modo a parametrizar o conjunto dos ganhos estabilizantes assiniotica-
mente e que geram uin limitante superior & norma Ha da funcio de transferéncia de malha fechada

GI(S).

Teorema 4.7 O conjunio 1. € parameirizado na forma
L= { WiC,(CaWACh) ™« W e Gy } (4.71)

Prova: A suficiéncia é demonstrada como no Teorema 3.11. Quanto & necessidade, assuma que
L # 0. Logo, existem matrizes P e L € L tais que

(A~ BoLC) P+ P (A~ By LCoY + BB, <0
Definindo W como

i ]
W= [ P Pl ] >0 (4.72)

LCyP LG, PCLL
pode-se escrever, para ¥ v € N (G}, que

V{FW+WF 4 @Q)v <0
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Desse modo, W € C;. Para W como acima, no entanto, f(W)} = 0 e, portanto, W € Cy. a

Este Teorema determi}la. uma parametrizagio do conjunto dos ganhos L estabilizantes por re-
alimentagio de saida . E a contrapartida ao Teorema 4.1, acrescentando-se somente a restrigio
imposta pela fun¢io f(W), que permite a obiengao da condigiio de projegao X = LCy. Como é
obtide um mapeamento de todo o conjunto 1. — ao contririo das formulagdes anteriores — e gragas
#s propriedades topoldgicas desta fungfio, abre-se caminho para a solugho étima global de (4.60).
Teorema 4.8 Considere W™ a solugdo étime do problema

(PH2Zec) min{ Tr(RW) : WeCy; } (4.73)

Entdo L* = WiC})(CaW1C) ™" soluciona ({.61) ¢

Tr (RW™) = i"ﬁil}{ HG;!@  Lell }
determing o valor minime do critério.
Prova: Como W € Cay, pelo Teorema 4.7, a matriz WiW,™! é um ganho de realimentagio de estado
de modo que WéWfl = LC4%. Além disso, sendo P, a solu¢io do gramiano de controlabilidade

(4.63a), entzo Wy > P.. Portanto:

Wy > WiW ' We
> LCW,CLL!

> LC»P,CL L
Utilizando a expresssio acima e a ortogonalidade entre £y e Dy, obtém-se:

> Te{C1P.Ch + D\ LCy P.CYL DY)

> Tr {(C1 — DV LCy) P (Ch = Dy LC2Y] = |Gl . ¥ W e Cy (4.74)

onde a ultima inequacio advém da se¢do 4.2. Conclui-se assim que toda solugio factivel do problema
de minimizagdo (4.73) é um limitante superior para a norma Hs da fungfo de transferéncia de malha
fechada Gy(s). Além do mais, se P}, P} e L* satisfazem as condigdes necessarias de otimalidade
para (4.61), dadas em (4.63a)-(4.64), tem-se que

[ B mo
W—[L*cng L*C’QP;CQL*’} € G

e assim

It

m'm{ IGA2 : Lel } Tr [(Ch = Dy L Ca) P2 (Cy ~ Dy L Cy)']

Tr (RW*)
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A solugio étima de (4.61) foi encontrada. o

Estes dois teoremas compdem, sem divida os principais resultados deste capitulo. As solugdes
existentes até entiio nio permitiam a determinagdo de um mapeamento como (4.71). E importante
ressaltar que tanto (4.61) quanto (4.73) ndo sio problemas convexos, pois (no caso deste tltimo}
Cyy ndo é um conjunto convexo. Dadas as propriedades de f(W), porém, listadas no Teorema 3.12,
e ao fato de Cyy ser a intersecgio entre o conjunto convexo Cy e um conjunto de matrizes definido
por f(W) < 0, é possivel propor um algoritmo baseado no método de planos de corte para a solucio
numérica de (4.73), que leve a determinagao do valor étimo global deste problema. Pelo Teorema
3.12, para toda matriz W, € X definido em (3.90), o subespago (V f(W,), W) ndo contém W,, mas
contém todas as matrizes W tais que f{IW) < 0. Q algoritmo 3.3, apresentado na subsecio 3.5.2,
utiliza tal propriedade e é indicado, deste modo, para solucionar (4.73), considerando-se, no entanto,
no passo 3, que a fung¢io objetivo J{W) scja

J(W) = Tr (RW)

Como ja dito, no entanto, o problema (4.61) ndo € um problema convexo. As hipéteses de obser-
vabilidade dos pares (A, C1) e (A, C3) e estabilizabilidade dos pares (A4, Bi) e (A, By) determinam
que (4.63a) e (4.63b) tenham solugdes tinicas e definidas positivas. Estas hipdteses sio equivalentes
as existentes para a solugio do problema de regulagio via realimentacio de saida.

Finalizando esta segdo, uma comparagio enire os custos &timos obtidos nas secdes 4.3, 4.5 ¢
4.6 mostra que realimenta¢io de estados fornece o custo minimo para o critério de desempenho.
Porém, possui as restri¢des de implementagdo ja citadas. Os custos de desempenho obtidos por
realimentagdo de saida (estatica ou dindmica) nido podem ser comparados em uma forma analitica.

4.7 Problema de Custo Garantido em Norma H,

4.7.1 Defini¢cdo do Problema

Esta seciio discute a generalizacio para sislemas incertos dos resultados apresentados nas secbes
precedentes deste capitulo. Os sistemas incertos aqui considerados sio modelados como dominios
convexos poliedrais, como definidos na se¢fio 2.6. Seja entdo o sistema () abaixo

#(t) = As(t) + Byw(t) + Byult)
() { ) = Ce(t) + Diult) (4.75)

y(t) = Chz(t)

onde considera-se que todas as matrizes 1ém dimensdes apropriadas e, com excecio de A e Bs, tém
todos os seus elementos precisamente determinados. Estas duas matrizes, porém, tém parametros

cujos valores ndo sio exatamente conhecidos, mas sabe-se, no entanto, que um certo par {4, Ba)
pertence ac poliedro convexo de incertezas

N N
}DFm{F P F=Y &R, Y &=1, &20, i:l,...,N} (4.76)
i=1 =1
para

le:él ngz]eg?_?x?, p=n-m
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Desse modo, qualquer modelo ' ~ (A, 4) pode ser escrito como uma combinag¢io convesa (desco-
nhecida) entre os F; “modelos-vértices”, i = 1,..., N.

As seqoes 2.7 e 3.6 apresentaram condigbes necessdrias e suficientes para a obtengao de wm ganho
quadraticamente estabilizante para esta formulacio de sistemas incertos, nos casos de realimentagio
estatica de estado e de saida, respectivamente, utilizando uma parametrizacio convexa do conjunto
dos ganhos estabilizantes. Os Teoremas 2.14 e 3.14 juntamente com o Cerolario 2.2 resumem os
resultados encontrados.

A se¢do atual estende estes desenvolvimentos e introduz uma nova classe de problemas, o proble-
ma de custo garantido em uma norma especificada. A primeira defini¢io desta classe de problemas
aparece em [CP72], onde se busca adaptar o Problema Linear Quadratico cldssico de modo a satis-
fazer condicbes de variacoes de parimetros. Neste artigo, os antores consideram que as matrizes A
e By admitem variagbes paramétricas na forma

E

N
Alg) Ao+ Ai(t), (I, i=1,.. N
i=] .

(4.77)
Bolg) = @(f)By, 1<qi)<hd

sendo A4, a matriz de sistema, representando a condigio nominal de funcienamento do modelo, 4;
sfio matrizes de ponderagio, que indicam como as incertesas g;(£) irfo atuar e N significa o nimero
de pardmetros variantes. Observe que as incertezas podem ser variantes no tempo. A definicio a
seguir é proposta, entdo, para o problema de custo garaniido Ha.

Definicao 4.2 Se existir um escalar 8> 0 ¢ wma lei de controle u(l) {al que HG;§|§ < B para {odos
os modelos F € Dy, entio # € um cuslo garantide em norma Ho para o desempenho do sisiema em
malhe fechada e w(t) € um controle de¢ cuslo garaniido.

Portanto, f# ¢ um limitante superior para o critério de desempenho em norma Hs, associado ao
pior caso devido as varlagdes paramétricas permitidas em (4.75). A solugio proposta em [CP72]
determina entdo que o controle de custo garantido

u(t) = — (D, D) BLPz(t)

= ~Kz(t) (4.78)
leva a
N
B = AP+ Pl
i=l
como um custo de desempenho garantido, para todas as variagoes ¢(-) consideradas, sendo P =
P’ > 0 a solugdo da Equagio Algébrica do tipe Riccati
N
ALP + PA, — PBy(D{D1) ' ByP + > |ALP+ PA| =0 (4.79)
[E31
onde |-| indica valores absolutos de {-). Como pode-se conchuir, de um lado as variacdes consideradas
sobre a matriz Bz s&o apenas do tipo multiplicativas; de outro, determina-se apenas um limitante

superior para o critério de desempenho ¢ nio o menor limitante superior, que estd associado &
solucdo do problema

g = n}{in max { HGill3 :© (A= ByK) assint. estivel } (4.80)
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no caso de realimentagdo de estado e
gt =min max { [|IG/} : (A~ B:LCy) assint. estével } (4.81)
q

para realimentacio estatica de saida.
Os problemas (4.80) e (4.81), infelizmente, ndo tém ainda solugdo conhecida para todo A(-) e todo
By(-) pertencentes ao intervalo de incertezas considerado. Os problemas a serem aqui examinados

envolvem o conceito de estabilidade quadritica {vejs Defini¢io 2.15) e os conjuntos de ganhos
quadraticamente estabilizantes

K¢ ={K : (A—B:K) quadr. estab., V(4,B:)eDr } (4.82)

L9={L : (A~ ByLC2) quadr. estab., V (4, By)ciDp } (4.83)

por realimenta¢io de estado e de saida, respectivamente. O coneeito de estabilidade quadritica

envolve a fixagio de uma mesma func¢do de Lyapunov para todos os modelos incertos considerados,

implicando em um grau de conservadorismo associado aos resultados. Porém, como ja dito, tem sido

aquele a permilir importantes desenvolvimenios no campo de controle robusto de sisternas incertos.
Com este conceito, os problemas (4.80) ¢ (4.81) podem ser escritos como

R z (e ¥
By = min - max { iGsll, @ Kek } (4.84)
ou
— m ) z Q
Be = min - max { HGsll; @+ Lel } (4.85)

onde observe que foram considerados modelos F € Dy . Estes problemas serdo tratados nas subsecdes
a segutr. Uma interpretagic interessante de 3*, neste contexto de dominios convexos, é que cle
representa o menor limitante superior do pior valor do eritério de desemnpenho em norma Ma da
fungio de transferéncia de malha fechada, quando a matriz F' {que contém toda a dinfimica de um
modelo em especial) varia em todo o dominio incerto Dy

4.7.2 Problema de Custo Garantide em Norma 7{, via Realimentaciio de
Estado

Seja entdo o problema (4.84), no qual deseja-se determinar uma lei de controle u(t) = —Kaz(t)

que fornega o valor minimo do limitante 8 tal que 8, = 3 > [iG;[g, para tode F € Dp. Considere
entdo o conjunto

N
F =[) T (4.86)

onde

Cz,; = { W o= W 2 0 v’(")gg(W)U S O, v E N(G") } {487)

Ou(W)= W+ WF +Q (4.88)
sendo Fy, G, v e @ como definidos em 2.48,2.49 e 4.29, respectivamente.

Teorema 4.9 As seguinies afirmagdes sdo verdadeiras:
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(a) CF ¢ um conjunto convezo.

(b) O conjunto K? ¢ parametrizado na forma
K ={ wiwit . wedd } (1.89)

(¢) Para W, & Qa, existe wm hiperplano que separa W, de (C?

Prova: As demonstragbes scguem diretamente do Teorema 2.14 e corolario 2.2 apresentados na

seqao 2.7, pois a fungdo Oy(W), i = 1,..., N, definida em (4.88) ¢ apenas uma variedade linear de
©;(W) definida em (2.54). 0

O item {b) deste Teorema estabelece um mapeamento ponto a ponto enire elementos do con-
junto K® e elementos do conjunto (C?Q , determinando uma lel de transformagio nio-linear entre

um conjunto nao-convexo e um conjunto convexo. Este resultado permite entio que (4.84) seja
solucionado.

Teorema 4.10 Considere W™ a solugdo dtima do problema convezo
B, = min{ Te(RW) @ Wedd } (4.90)

Entdo, K* = W} W{“i e K¥ ¢ 8, = Tr (RW™) € um cuslo garanlido em norma My via realimentacdo
de estado.

Prova: Pelo Teorema 4.9, W € (C? pois, de eutro modo, ¢ sistema nao seria quadraticamente
estabilizavel. Em conseqiiéncia, K € K. Como toda matriz W € C? ¢ semidefinida posttiva, entio

Ws > WIWT'w,

v

KW K’

Além diSSO, para qualquer 1.4 E(C?e Farbitré.na, mas fixa; pela segiio 4.3, Wi Py Portanbo,

para todo ¥ € Dy e todo W € @, tem-se que:

Tr (RW) = Tr (C1C1 W1 + Dy Dy W)
> Tr [(Cy ~ Dy K) Wy (C1 — DiKY)

> Tr [(C1 — DiK) Po (Cy = DuKY] = [IGy (4.91)
e, desse modo, qualquer W € (C‘,Q gera um limitante superior & norma Ho da funcio de transferéncia
de malha fechada de qualquer modelo F € Dy, Logo, o minimo valor deste limitante é dado pela

solugdo de (4.90), ou seja, g > HG;H%, ¥ F € Dp. Resta dizer apenas que o problema (4.80) é
equivalente ao problema (4.84), sendo isto demonstrado como segue:

ﬁc———n;gn{ Tr(RW) Wecﬁ?}

:%1{;4 L Te(RW) <8, wed] )
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. 2
2%1,}?{,3 L G/ <8, KeK?, VPeDs |

> sz}xFrg};)nF{ IGll; - K ek} (4.92)

sendo a primeira passagem devido a convexidade de (4.90) ¢ a segunda consegiiéneia de (4.91). Deste

modo, B > 8y ¢ um custo garantido em norma Hs por realimentacio de estado e o teorema estd
demonstrado, 0

Este Teorema representa, assim, a extensio do problema de regulacio de estado como solucionado
pelo Teorema 4.2 para sistemas onde nao se conhece de forma precisa os valores de seus parimetros.
Isto s& é possivel de ser feito devido & convexidade de toda a formulagio adotada. Além disso, a
parametriza¢io nio-linear entre K% e (C’ZQ mostra que o valor de qualquer K € K% nio depende
diretamente de parimetros do modelo (X;), de forma contriria aos procedimentos baseados no
Problema Linear Quadrético, que, como pode-se concluir a partir de {4.78). A solugio numérica
de (4.90) pode ser encontrada através do algoritmo 2.1 apresentado na segio 2.7, para J (W) =

Tr (RW).

4.7.3 Problema de Custo Garantido em Norma H; via Realimentacio
Estatica de Saida

Considere entdo o problema (4.85), onde deseja-se determinar o menor escalar positivo g tal
que ][G;!EZ < B, para todo F' € Dp. Defina entio o conjunto

=0 [ {wW : fw)<o} (4.93)
sendo f(W) como definida em (3.74) e (QQ o conjunto convexo definido pela expressio (4.86).
Teorema 4.11 O conjunto L2 ¢ tal que
Le={ wics(ewicp” - weds, } (4.94)

Prova: Este teorema decorre dirctamente do Teorema 3.11, notando-se apenas que G (W) é uma
variedade linear de @;(W), i =1,..., N. o

Como no caso de realimentagio de estado, este Teorema prové a pararsetrizagio de todos os ga-
nhos L em fungdo de elementos de um conjunto que garantem, como mostrado abaixo, um limitante
superior & norma H» da fungio de transferéncia de malha fechada & 1(s}, para todos os modelos

F &y, O teorema a seguir deterniina o valor minimo deste Limitante.

Teorema 4.12 Considere W* a solugdo dtima do problema

go=min{ Te(RW) : Wec, } (4.95)

Entio L* = WiC, (CoWiCH)™ € 1.9 ¢ 8, = Tr (RW*) € um cuslo garantide em normae Hsy via
realimentacdo de saida.
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Prova: A demounstracio que todo W € (CQQJ, fornece um limitante superior & norma Hs de Gp{s),
para todo F' € D segue a mesma linha do Teorema 4.10, apenas substituindo K naforma K = LC5.
Quanto & equivaléncia entre os problemas {4.86) e (4.95), a demonstragfo é apresentada abaixo:

fo=min{ Te(RW) © Wed, }
—mip{ s« mEW) s, wed, }
:12%1{3 LG8, LeLs, VFeDy
xn}‘;n};é%i{ncfni P Lel? ) (1.96)

e, assim, (4.95) soluciona o problema de custo garantido em norma Hs por realimentagao estatica
de saida. O

A solucdo numérica de (4.95) ¢ encontrada utilizando-se o algoritmo 3.3 proposto na secdo 3.5,
considerando-se J (W) = Tr (RW). Observe que os problemas (4.85) e (4.95) n#o sio convexos. Qs
comentarios ao fim da subsecio 4.7.2 permanecem vélidos, devendo-se acrescentar, além do mais,

que os métodos baseados no Problema Linear Quadrdtico nao permitem a solugio do problema
{4.85).

4.8 Extensoes para Sistemas com Restricoes Adicionais

Uma das principais caracteristicas da formulagio convexa obtida na solugio do problema H, é a
possibilidade de incluir restri¢des adicionals ao sistema em estudo. A solugio cldssica do Problema
Linear Quadratico, baseada na Equacdo Algébrica de Riccati, nio contempla tais questdes e nio
garante, muitas vezes, nem mesmo a estabilidade do sistema em malha fechada, caso consideracies
deste tipo sejam levantadas.

A secao anterior, ac apresentar a generalizagio para o tratamento de sistemnas incertos dos
resultados obtidos quanto ao regulador via realimentagio de estado, realimentacio dinamica ou
estatica de saida, demonstrou assim a aplica¢do da solugio convexa proposta a uma das classes de
restrigbes adicionals passiveis de serem consideradas.

Esta se¢ao investiga como a imposi¢io de restrigdes de estrutura do tipo controle descentralizado
ou a possibilidade de ocorréncia de falhas de atuadores ou de sensores pode ser considerada no projeto
de controladores utilizando a metodologia baseada em andlise convexa, apresentada nas secbes 4.3,
4.4 ¢4.5.

A primeira subsegdo estuda o caso de sistemas descentralizados; a segunda, o problema de
robustez a falhas de atuadores e a tltima a quest&o de falhas de sensores em problemas envolvendo
observadores. Ressalte-se que qualquer restri¢io adicional que possa ser escrita sob a forma de uma
restricio convexa pode ser considerada neste procedimento, inclusive de uma maneira conjunta,
como, por exemplo, o problemas de sistemas incertos com controle descentralizado.

4.8.1 Controle Descentralizado em Norma H-

A hipdtese de descentralizagio do controle é encontrada em sistemas onde hd uma reparticio
espacial dos varios elementos de controle ou uma estrutura tal que permita a determinacio de partes
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que, por si mesmas, tenham um comportamento isolado ou com conexéo fraca as demais. Exemplos
deste tipo de plantas de controle sdo os sistemas elétricos, as redes de comunicagSes e de transportes,

etc. Malores caracteristicas desta classe de sistemas podem ser encontradas em [BGP94], [GB82] e
referéncias internas.

Considere assim o sistema

&(t) = Az(t) 4+ Biw(l) + Bau(t)
Ep)! =) = Cia(t)+ Dyt (4.97)
W) = Coelt)

que se deseja estabilizar assintoticamenie e otimizar o desempenho em norma Hy através de um
conirolador descentralizado do tipo

K = Kp = bloco-diag{ K1, Ky, ..., Ky} € K
para realimentagio de estado u(l) = —Kpa,() ou
L= Lp =bloco-diag{ L1, La, ..., Ly} € L
para a realimentacéo estdtica de saida u(t) = —Lpy(t) ou
Lo = Lop = bloco-diag { Lo, Loz, ..., Lo }

para o ganho do observador de estado (L, € L,), sendo M o nimero de subsislemas existentes no
sistema (Xpy).

Para a determinagio de ganhos estabilizantes tendo esta esérutura particular, deve-se apenas
impor que os elementos de K, L ou L, fora da diagonal sejam nulos. Isto é feito restringindo-se a

matriz W {ou a matriz ¥, no caso de observadores de estado), solugdo do problema de programacio
convexa, a ber a estrufura

W=Wp = [ %g V;if ] (4.98)
de modo que
Kp = Wip W € K (4.99)
para realimentacio de estado,
‘ Lop = VipVap € L, (4.100)

para observador de estado e no problema de realimentacio estitica de saida

Lp = WipChn (CapWipChp) ' €L (4.101)

onde O = Chp é uma matriz bloco-diagonal, indicando a estrutura de descentralizagio da medi-
da. Estes ganhos descentralizados determinam um limitante superior & norma M. da funcdo de
transferéncia de malha fechada de (Ep)). Os teoremas abaixo formalizam o que foi aqui relatado.

Teorema 4.13 Define o conjunio

Cop={Wp=Wp 20 : vGWphp<0, veN(F)} {4.102a)
onde o
Q2 (Wp)= FWp+WpF +0Q (4.102b)
e considere o problema
Bp =min{ Te(RWp) : WpeCyp } (4.103)
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(a) Se Cop # B, entio o sistema (I p) ¢ estabilizdvel assintoticamente alravés de um ganko des-
cenirulizado de realimentagdio de estado Kp = W. 5V 1‘3.

(b) A solugao Pp do problema (4.103) é um limilanic superior @ norma Hy da fungdo de trans-
feréncia de malha fechada Gy(s) do sistema (X ).

Prova: Imediata, a partir dos Teoremas 4.1 ¢ 4.2, O

Teorema 4.14 Defina o conjunio

Coop ={Vp=V)H 20 : d®(Vpja<l, aeN(G)} (4.104a)
onde
@a(Vp) = F,Vp + Vo Fy -+ Ry (4.104b)
e considere o problema

Bop =min{ Tr{Q.Vp) : Vp € Cop } (4.105)

sendo

Vip Vep ] (4.108)

Vp = { VQ’D Vi

(a) Se Cyop # B, entdo o sislema (ED) possut um observador de estado desceniralizado com ganho
Lop = V{bl Vop-

(b) A solugdo B.p do problema (4.106} ¢ um lmitanie superior & norma da fungdo de transferéncia
de malha fechada Gye(s), definida em §.42.

Prova: Iimediata, pelos Teoremas 4.3 e 4.4, - ]

Teorema 4.15 Considere o conjunio

Cyp=Cap (] {W : f(W)<0} (4.107)
sendo f(W) como definide em (3.74), e o problema
Bep =min{ Ter (BRW) : Welyp } (4.108)

(a) Se Cyyp # 0, entdo o sistema (T py) € estabilizado assintolicamenie em malha Jechada por um
ganho de realimenlagdo esidtica de seida dado por

L= WjpChp (CapWipClp) ™

(b)) A solugdo élima B.p do problema (§.108} € um limitanie superior & norma Hy da fungdo de
transferéncia de malha fechada de (X p), quando este € rcalimentado pela safda wtilizando-se um
ganho estdlico.

Prova: Segue diretamente do Teorema 4.8. 0

Duas questdes devem ser comentadas nesta seqiiéncia de resnltados. Comeo fol imposta uma
estrutura particular & matriz Wp, os teoremas determinam apenas condigdes suficientes para a
obtengio dos ganhos desceniralizados. A segunda questdo diz respeito b estrutura das matrizes 4
e Iy envolvidas. Ndo é necessdrio que esta ullima matriz seja na forma bloco-diagonal, pois toda a
exigéncia de estrutura estd concentrada apenas e exclusivamente sobre a matriz Wp. O problema
soluctonado ¢ sempre na forma: determinar um ganho tipo bloco-diagonal tal que o sistema em
mailha fechada seja assintoticamente estavel e um eritérie de desempenho seja minimizado.
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4.8.2 Controle em Norma H, Robusto a Falha de Atuadores

Atuadores s8o os dispositivos gue, ern uma planta de controle, realizam a agio determinada
pelo sinal de controle, levando o sistema em malha fechada a se comportar segundo o que dele se
requer. O nimero de atuadores é equivalente ao niimero de sinais de entrada de controle, ou seja, &
dimensio do vetor u(t). Uma falha em qualquer um destes dispositivos pode ter, assim, resultados
catastroficos para o desempenho do sistema, podendo mesmo levd-lo & instabilidade. Ao se exigir
que um sistema seja robusto frente a eslas eventuais falhas, o que se deseja satisfazer sio, portanto,
niveis de seguranca associados ao seu {uncionamento.

A abordagem convexa apresentada facilmente € generalizada para a determinacio de ganhos
robustos atendendo a esta exigéncia de controle. Como cada j-ésima coluna da matriz By corresponde
a uma ponderaggo sobre a j-ésima entrada de controle u;(#), uma falha no atuador j correspondente
a entrada u;{I) equivale, no modelo, a zerar a j-ésima coluna da matriz By. Defina o conjunto

Bo={ B : j=1...,M} (4.109)

onde cada elemento B} é obtido a partir da matriz Ba, zerando-se a coluna j correspondente ao
atuador passivel de falha; o escalar M representa o nimero de combinacdes possivels entre as m

colunas de By de modo a cobrir todas as alternalivas de falhas, contemplando-se inclusive, as
situagles de falhas de mails de um atuador.

Seja entao o conjunto

M
Cf = (¢ (4.110a)
i=1
onde
CLH={W=W >0 : v0,(Wh<0, YveN(G)} (4.110b)
sendo
O;(W)=F;W+WF +Q {4.110c)
_[4 -B
Fy = [ 0 o } (4.1104)

e (G, v e W como definidos anteriormente.

Teorema 4.16 Sdo verdadeiras as seguintes afirmacées:

(a) CF ¢ um conjunto convezo.

{b) Se CF # 0, entdo o ganko K = WiW ! estabiliza assintoticamente o sisltema () ¢ o Lorna
robuste & falha de aluadores.

(¢) Sejau W* e solugdo dtima do problema
arg min{ Tr(RW) . Wecl } (4.111)

Entio 8% ¢ um cuslo garantido em norma Ho na forma HG;IEg < 3f,V By € By, para o controle
robusto a falha de atuadores K = WiW, !,
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Prova: Como os conjuntos (C‘zfj sao convexos para todo §, a sua interse¢do também o é. Os itens
(b) e (¢) seguem os passos das demonstragoes dos Teoremas 4.9 e 4.10. a

Este problema, assim, pode ser visto como equivalenie ac problema de custo garamtide em
norma Hg utilizando realimentacio de estado. A solugio numérica utiliza o mesmo procedimento,
portanto. Um problema analogo pode ser proposto para o caso de realimentagio estatica de saida.
Basta generalizar os Teoremas 4.11 e 4.12 para incorporar a hipétese de falha de atuadores.

4.8.3 Controle em Norma H, Robusto a Falha de Sensores

De forma dual, sensores sfo dispositivos responsiveis pelas medicdes em plantas de controle,
levando assitn & geragio do sinai de saidas medidas y(¢). Em sistemas envolvendo realimentagio de
estado, cada estado é associado a um sensor; em sistemas onde o controle ¢ feito via realimentcio
de saida, cada sensor representa combinag¢des lineares entre os diversos estados. A ocorréncia de
falhas em medidores, assim, impede que o sistema saiba como estd seu desempenho e possa vir a
corrigi-lo, caso necessario.

A metodologia a ser utilizada para a sclugdo do problema de falhas de sensores segue de forma
dual a apresentada para a determinacgio de wm controle robusto a falhas de atuadores. A falha
de sensores equivale, no modelo, a zerar a i-ésima linha da maitriz de medidas C4. Defina entéo o
conjunto

Sf={Cl : i=1,...,5} (4.112)

onde cada elemento C} é encontrade zerando-se a linha 1 correspondente da matriz C e o escalar
S corresponde a0 ndmero de combinagdes possivels entre as r linhas de €.
Seja entdo o conjunto

5
Ch, = [ Cha (4.113a)
im1
onde
(I)Zi = Fa',-V + VFO;‘ + Ro {4113b)
A 0
Fo = [ —C’é 0 } (4.113¢)

sendo a, V e G, como anieriormente.

Teorema 4.17 As afirmagbes abaizo sdo verdadeiras:
(a) CE ¢ convezo.
(b) Se C5, # 8, entdo o sistema (1) € estabilizdivel assinlolicamente e robusto @ falha de sensores

através de um ganho L, = V'V, € L,.

Prova: Decorre diretamente do Teorema 4.3, utilizando a formulagio de dominios convexos polie-
drais, ]

Como no caso de falha de atuadores, este problema é complementar ao problema de custo
garantido em norma Hy utilizando observador de estado,



4.9 Conclusio 121

4.9 Conclusao

Lste capitulo apresentou a solugho de diversos problemas de controle envolvendo a norma Ho
como um medida de desempenho do sistema controlado em malha fechado. Como dito, a norma
Hs é definida apenas para modelos cuja fungio de transferéncia em malha fechada é uma funcio
racional, estritamente propria e estavel assintoticamente. Alédm disso, pressupde o conheclmento
da densidade espectral de poténcia do sinal de perturbagio w(f) ou que este seja um sinal tipo
mmpulsive. A metodologia utilizada contrapds as solugbes envolvendo otimizagho paramétrica as
abordagens convexas. Estas dltimas, ao contririo das primeiras, siio extremamente atrativas devido
4 versatilidade da formulagio. De maneira geral, os problemas aqui fratados podem ser resumidos
em minimizar uma func¢io que é linear em uma variavel pertencente a um conjunto convexo de
restrigdes.

A esta simplicidade se adicionam, ainda, as facilidades numéricas enconiradas devido & convexi-
dade da proposigdo como um todo. O algoritmo de planos de corte apresentado na secdo 2.7 garante
a obtenc¢do dos resultados procurados, caso existam,

Por ultimo, cabe enfatizar que a solugao do problema 4timo em norma Ho de realimentacio de
estdtica de saida abre margem & sua comparagio com o problema de realimeniagio dindmica de
ordem n. Este ultimo exige a solugdo de trés subproblemas isolados para que se conhega os ganhos
otimos estabilizantes ¢ o valor do critério associado. Ao contririo, o problema (PHZ2e) exibe um

perfil equivalente ao do regulador de estado. Além disso, a solugio L obtida via abordagem convexa
ndo depende diretamente dos parametros do modelo.

4.10 Notas Bibliograficas

1. Problemas de controle envolvendo normas quadrdticas como medida de desempenho tém se constituido
na principal ferramenta de projeto de sistemas de contrele. A introdugio deste classe de problemas
vem junto & proposigio do chamado enfoque moderno em sistemas de controle. Veja [[J087] para
uma Tevisio histérica da evolugio de métodos de projeto de sistemas de controle robusto. Em [BB391]
¢ apresentada uma abordagem coavexa no dominio da fregiiéncia, que busca explorar a chamada
parametrizagio Q.

2. O Problema Linear Quadritico pode ser visto como wma generalizagio da metodologia de minimos
guadrados. As implicagGes do (PLQ) em Teoria de Controle podem ser medidas pelo nimero de
artigos e livros a ele dedicados. As referéncias principais para a revisio apresentada neste capitulo
e no Apéndice B sio [AMS9], [AT66], [Ka80], [KS72] e os artigos [Wi7l1}, [Mo77] e [RV38]. Em
[Wo85] as relagbes entre os conceitos de conlrolabilidade e observabilidade e suas formas fracas de
estabilizabilidade e detectabilidade com o (PLQ) sdo analisadas no contexto de controle geométrico.

3. O artigo [DGKF89] é uma referéncia bédsica para o entendimento do atual quadro em projetos de
sistemas de controle. O problema H» é revisado numa abordagem baseada em equagdes de Riccati e
a solugio relacionada a do problema He.. A abordagem via Problema Linear Quadrilico Impulsivo
como apresentada em [5193, capitulo 8] e utilizada na segiio 4.5 leva a resultados equivalentes, porém,

de mado mais simples, sem que seja necessario a utilizagic seja de abordagens estocdsticas {que
levariam ao Problema Linear Quadratico Gaussiano), seja de transformagdes no modelo.

4. O problema H; étimo via realimentagio estdtica de safda, inicialmente proposto em [LAT0} e soluci-
onado em um abordagem convexa na secio 4.6, é como ja dito, um dos itens fundamentais em Teoria
de Controle. Porém, nio haviam sido desenvolvidos, 2ié ertio métodos numéricos que possibilitassem

a determinacio de sua solugio étima global. O artigo [MT87] contém wma revisio sobre os principais
métodos apresentados para a solucio deste problema.

5. O problema de custo garantido é proposto pela primeira vez em [CP72]. Durante os anos 70 ¢ 80
diversos trabalhos se encaminharam para esta abordagem, destacando-se os de Bernstein e colegas
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[Bes9], [BH&8], {BI190], [HB84], onde se introduzem métodos de projegio dtima para a solugio deste
problema e diversos limitantes diferentes de (4.79) sio analisados,

6. Uma versio de [DGKF89] para sistemas descentralizados utilizando abordagem do tipo Ricati pode
ser encontrada em [DC93], onde os problemas Mz e Hoo descentralizades sao investigados.

7. A abordagem convexa aqul exposta pode ser encontrada em [PSG92a] e [GPS92a} para realimentagho
de estado; para realimeniacio estitica de safda, veja [GPS94c], [GPS93¢] e [PGS93b]. As versbes dis-
cretas destes procedimentos sio apresentados em [GPS93a], [PSG92al ¢ [PSG84c], para realimentagio
de estado e [PGS94], para realimentacio estdtica de saida.



Capitulo 5

Analise Convexa do Problema Ho

5.1 Introducao

O problema My foi inicialmente proposto por George Zames em 1981 [Za81]. Neste artigo, o
autor conclui que uma das causas do fracasso na extensio para sistemas multivariiveis dos métodos
cldssicos freqiienciais de projeto de controladores, como o critério de Nyquist, residia na inexisténcia
de um problema de otimizagio bem-definido que caracteriza-se a questio de projeto. A norma Ho
ndo seria a mais adequada como critério de um problema deste tipo, particularmente por 1o ser
uma norma submulliplicativa e por exigir o conhecimento a priori dos sinais de entrada aplicados
ao sistema em estudo. O problema H,, surge assim num ambiente de critica aos caminhos tomados
pela Teoria de Controle durante os anos 80 e 70.

Este capitulo centra-se, assim, na analise ¢ no estudo das diversas formas que este problema
adota, quando tomado no dominio temporal,

- problema de estabiliza¢ao com nivel prescrito de norma Hy,.
- problema 6timo H,.

- problema misto My /H,.

- problema misto Mo, /Ha.

Estas quatro formulagdes podem ser escritas no formato geral
tmin { o !%G;Hg <A, dGsli, <7, G assint. estivel }

onde, para  — 0o e @ = 7, tem-se 0 segundo problema; para ¥ — 00 e o = [ tem-se o problema
Ha; para o = f tem-se o terceiro e & = =y tem-se o quarto problema. O primeiro, porém, determina
a parametrizagao a sex escolhida do conjunto dos ganhos admiveis.

Este capitulo introduz a andlise do problema H, utilizando a metodologia convexa apresentada
na segdo 2.7, para realimentagio de estado e nas secies 3.4 ¢ 3.5 para realimentacio estitica de
saida. De fato, como serd discutido, adotar uma metodologia convexa pode ser, para alguns destes
problemas, o caminho natural de solugdo. Toda a versatilidade que esta formulagio convexa permite
¢ explorada, levando a solugiio de uma série de problemas e & extensio para sistemas incertos
modelados como dominios convexos poliedrais, além de questes envolvendo descentralizacao do
ganho e fathas de atuadores efou sensores.

A organizagio deste capitulo se faz da seguinte forma: a proxima se¢io apresenta as defini¢Ges
pertinentes & norma He, e, também, algoritmos para calculd-la. As trés secdes seguintes estudarm o
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BT LT

w(t) z(t) z(t)

Figura 5.1: Diagrama geral de projeto

problema Hoo nos casos envolvendo realimentagiio de estado, dindmica de saida e estatica de saida,
para os problemas subdtimos e 6timos. A se¢io seguinte apresenta os problemas mistos He/He,
e Heoo /M2, discutindo o porqué de sua definigio e qual a importancia de andlise convexa para sua
solugio. As duas tltimas se¢des mostram a versatilidade da formulagio, discutindo comeo adicionar
restrigdes como descentralizagio e incertezas parameétricas aos procedimentos desenvolvidos.

5.2 Norma H.
5.2.1 Definicao e Significado

Seja o sistema {4} em sua versio em malha fechada

E(t) = Asa(t)+ Biu(t)
(Z) | (5.1) .
Z(f,) = Cf:l’:(f) -+ Da’w(i)

apresentada na figura 5.1, onde, como no capitulo 4, w(t) € R é o vetor de entrada de sinais de
perturbagio e

Gy(s)=C; (sT— A)™' By + Dy

¢ a funcBo de transferéncia em malha fechada entre w{-) e o vetor de saidas de interesse z(-) € ?4,
sendo Ay assintoticamente estivel e s = ¢ + jw a varidvel complexa, para o € R ew € R. A notacio
R indica o eixo imagindrio do plano complexo.

Defini¢ao 5.1 Considere r(t) € R**™ uma fungio matricial para t € R e R(s) € %™ sua
transformade de Laplace:

a) Lo (R, €™) € 0 espago (de Lebesgue) das funcgdes r(t) limitadas, lendo norma' dada por
r

I]T‘l%m = Sl;p Tmax {T(t)} (52)

1tiliza-s¢ sup em lugar de max para indicar a possibilidade de descontinuidades. A formulacao tecnicamente
precisa indica o uso de esg sup.
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= 1/2 '
= sup max ), [r(t)r(1) ] (5.3)
Para n=m = 1, esle valor s¢ reduz a

Iy = sup (0)]

que € o valor de pico no tempo de r{1).

(b) Lo (FR,C*™) € 0 espago (de Lebesgue) das fungdes R(jw) € €**™ limitadas para lodo w € R,
tendo norma

1Rl = sup o (2]} (5.4)

(¢) Heo (€, € ™) é 0 espago (de Hardy) das fungées R(s) € € ™ que sio analilicas no semiplanoc
direilo aberto €4 ¢ limiladas, satisfazendo

SUP Umax {R(0 + jw)} < oo (5.5)
o>

A norma Mo, no entanto, nio é determinada utilizando-se esta definigAo. De maneira semelhante
as fungdes em Ha, toda funcio em H,, admile um prolongamento analitico sobre o eixo imaginario,
na forma

Eir% R(o + jw) = R(jw)

de modo que, pelo Principio do Médulo Méximo [Ru87], o valor méximo de |[[R(s)|],, ird ocorrer
exatamente num ponto de fronteira de seu dominic de definicio (no caso, €1). Logo:

”R{s)”m = ﬁR(J‘-‘—’)flm = SEP Tmax {R(Jw)}

A norma H., é calculada, portanto, utilizando-se a defini¢do de norma £, e, como na relagio entre
L4 e Ha, o conjunto das fungdes em H,, € um subconjunto das fungbes em L.

Para o caso de fungGes racionais como a fungiio de transferéncia de malha fechada Gy(s), se
G(s) € Hoo, entdo é uma fungio limitada e, assim, uma {ungdo racional prépria; além disso, sendo
analitica no semiplano direito e em seu prolongamento sobre o elxo imagindrio, nfo possui pélos
nestas regides do plano complexo. Logo, G(s) € M., implica que Gy{s) é assintoticamente estavel.
Comparando-se com funcgdes de transferéncia em Ho, a principal diferenca é quanto ao fato de ser
limitada. Funcdes em Hy sao fun¢des racionais estritamente préprias, que devanecemn para w — 00;
fungbes em H, sao fungdes prdprias que, para w — 0o, podemn vir a apresentar um valor constante

w}grc}o Gilo+ jw) = Ds

O significado da norma H., pode ser visto de diversas maneiras. No campo fregilencial, como,
para w = wq freqiiéneia fixa ¢ arbitréria,

NG (Gwelily = omax {G (Jwo)}
entao
IGs (Gl = sup [|Gy (jw)ll
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e a norma M, €, portanto, a norma induzida pela norma M3, Isto pode ser visto de oubra forma.
Considere que o sinal de entrada de distirbios w(i) em (5.1) seja um sinal de energia limitada, na
forma

. 1 oo o ]
ol = 5= [~ Wiy W) du < os

ou seja, w(t) € L. Aplicando-o ao sistema (£;), como este é assintoticamente estavel, entdo a saida
correspondente Z(s) = G(s)W{(s) também sera limitada, tendo norma £, dada por

2_“i < IR .
el = 55 [ 2wy 20w) du

Logo:
el = 5 [ WGy Gy Gl () o
=g [ TGy G i) W ) W ()
<HOTE, 5= [ DWW o)l du
<GS, Tollz (5.6)
ou seja
Gl =sup { I wess, ol 20} (572
o ] G Gw G, .
—aup { VO ey, g, 20 ) (.70

A norma H é, portanto, a norma induzida pela norma My, sendo chamada também de ganho
maéaximo em norma Ly da fungio de iransferéncia Gy(s) para o sinal de entrada w(:). Isto pode
ainda ser escrito em duas outras formas equivalentes:

HGslle = SiP{IIGf(jW)W(jw)ilg 2 Py

i

sup { (|G, (jo)W(w)ll, + full, =1}

Assim [Da81], a norma H,, é o andlogo em fungio de transferéncia para a norma quadritica de uma
matriz constante X € RE*™,

Xl
XMl = sup S,

J& a norma Hs € o equivalente em fungio de transferéncia para a norma de Frobenius de uma matriz
constante X € "*",

IXlp = Tex'x)"7?

= > 5(X)

i
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NG (Moo 3

e B D=

Figura 5.2: Norma H,; para sistemas monovariavels.

Pelo Teorema de Parseval, a expressdo (5.6) pode ser escrita também no campe temporal,

hely < UG el

ou seja

161l = S’ip{ It o, €Ly, luwll,#0 }

Hlewll,
e, como na versao freqiiencial, indica o ganho maximo em norma quadrética que o sinal de entrada
w(t) pode obter sendo aplicado ao sistema (E;).

Um entendimento intuitivo do que seja a norma M., ¢ obiido no caso de sistermas monovaridveis.
Para este caso particular, a definigao (5.4) se reduz a

Gill.. = sup G (Gw)] (5.8)

Tanto no diagrama de Bode quanto no diagrama de Nyquist esta expressio tem um significado
preciso. Veja a figura 5.2,

No diagrama de Bode, [[Gf|i_, indica o valor de pico do diagrama de médulo. No diagrama de
Nyquist, indica o ponto mais distante da origem do plano complexo. oy importante ressalbar que,
devido & relagiio entre (5.4) e (5.8), pode-se construir o Diagrama de Valores Singulares, utilizando
(5.4). Este diagrama passa entdo a ser o equivalente em sistemas multivaridveis ac diagrama de
mddulo, fornecendo resulbados que podem ser analisados sob o prisma deste \iitimo e tendo portanto
um importante papel na andlise grafica de desempenho destes sistemas.

5.2.2 Calculo da Norma H,
Uma das principais caracteristicas da norma Hy ¢ quanto i determinagio de seu valor. Como

apresentado pela prépria definigio (5.4), a norma Hyo é calculada através de um processo iterativo,
de modo que se encontre o menor escalar v > 0 tal que

G Gwilly, <
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Assim, ao coptrario da norma Hy, nao ha metodologias analiticas que permitam determinar a norma
Heoo-

Os procedimentos existentes para o cdleulo da norma He, de uma fungao de transferéncia comeo
G(s) recaem ou no domjinio da freqiiéncia ou no dominio do tempo. No primeiro caso, utiliza-se de
forma direta a prépria defini¢io (5.4). No caso de sistemas monovaridvels ou traga-se o diagrama
de Bode e verifica-se graficamente o valor de |G|} ou pode-se encontra-la solucionando-se

d .
Gyl =0

e verificando-se a condi¢do de maximo do polinémio resultante.
Para sistemas multivaridveis, no entanto, o segundo método ndo ¢ aplicavel. Deve-se tragar o

diagrama de valores singulares, ou s¢ja, o equivalente para sistemas multivaridveis ao diagrama de
Bode e, ent&o, utilizar a definigdo (5.4). Isto corresponde ao seguinte algoritmo:

Algoritmo 5.1 Determinagio da norma He, por varredura fregiiencial,

passo 1: Forneca o tnfervalo w, de valores de frequéncia
wy = Wy, . GwWa Y

passo 2: Para cadewy, k=1,..., N, calcule:
Ohxl;h]ax = 11}(1_8,}{ 7y (GJ’ (jwk)*Gf(jwk))
<ign

passo 3 Delermine v

Iiste procedimento possui uma série de inconvenientes, O intervalo de freqgiléncias considerado
deve ser amplo o suficiente a ponto de realmenle conter o méximo global indicado em (5.4). Deve
conter um ndmero /N de pontos que leve v & precisio desejada. Uma estimativa atraente para os
valores minimow; e maximowy de frequéncias a serem considerados é utilizar os autovalores minimo
e maximo da matriz Ay do sistema em malha fechada. No caso monovaridvel, eles correspondem
as freqiiéncias de corte minima e méaxima, respectivamente. O passo 2 do procedimento proposto
é, contudo, a principal restricio guanto ao esforgo computacional exigido. Para cada valor wy de
freqiiéncia, deve-se realizar uma decomposi¢ic em valores singulares de Gy(jw;) e, em seguida,
utilizar um procedimento de busca, de forma a determinar o valor singular maximo correspondente.
Para sistemas de maior ordem, assim, a utilizagao desse procedimento para o clculo de [[G gl
pode-se tornar extremamente lento.

A determinagio da norma Hy, no campo temporal exibe metodologias mais atraentes sob o
ponto de vista de esforgo computacional, associadas 4 realizagdc minima no espago de estados da

fun¢do Gy(s), na forma apresentada pelo sistema {X:}. Por (5.4), a norma Hy da funcdo implica
na determinagio do menor escalar v > 0 tal que

Gl < v (5.9)
ou segja, v deve satisfazer a
VL= Gy(jw) Gy (jw) > 0 (5.10)

Esta Gitima expressao esta associada ao problema de fatoracgio espectral. Para uma revisio concer-
nente a este, veja [Fr87, cap. 7].
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A desigualdade {5.10) se estabelece se e somente se existir ®(jw) tal que
7L~ Gy (jw) G liw) = 2(jw) $(jw)
para todo w € R. Como o termo 4 direita é positivo definido, entao
Gl <7 <= FI-Gw)Gjw)>0, Yuelk

O lema a seguir demonstra esta relagio e a associa i solucdo de uma equagho algébrica do tipo
Riccati.

Lema 5.1 Considere que Ay ndo possui aulovelores puramente imagindrios e que v > 0, umae
constante dada, ndo € um valor singular de D3. Enldo as seguintes afirmalivas sdo equivalenies:

(a) IG5l <7
(b) A matriz hamiltonianae

Ap + B 271 DLC B Z7*B)
My = {(5.11)
—*CTIC — (Ap + BT DGy
nio possui aulovalores sobre o eizo imagindrio, sendo Z = v*1— DDy ¢ T = v*1— D3 Dj.
(c) Se o par (Aj,Cy) € observdvel, entdo P = P' > 0 soluciona a equagdo algébrica do tipo Riccati
(Af + BiZ7 DLCH) P+ P (Ap + BLZ I DACy) + PBLZ 7 BIP + 47207 Cr = 0 (5.12)
Prova: Inicialmente, considere a notagio
-1 Ar | By
GI(S):C)'(SI"“A}) B4+ Dy = [ Cj Ds

utilizada em [DGKF89], que relaciona Gf(s) e sua realizacdo no espago de estados. Observe que o
termo entre colchetes nio é uma matriz, mas apenas uma notagio que introduz concisiio & repre-
sentagio. Primeiramente, serd demonstrada a relagio entre {(a} e (b). Seja a operagio entre [ungoes
de transferéncia definida em [Fr87):

e o A BT AL By
Gp(jw) Giljw) = <, |B;; } [ 5 ; D
By AR SAEN
1 | 3 Cy | D3
" Ay 0 By
= ~CCy =A% —C4 D3
DiC; By | DiDs
Entdo a matriz v°I — G;(jw)" G (jw) é dada por
Ay 0 By
VI-Gp(jwy Gyjw) = | _~CrCy —AY ~C} Dy (5.13)

DG, =B, | 71— DyDs
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Como 7, por hipdtese, nio é um valor singular de D3, entio:

Ag +Ble1D£‘Cf B1Z7' B —-B,zZ1
F1- Gy () G ™ = | =PIy - (A BiZIDACY) |C3 D27 | (5.14)
-2 D¢y ~Z 1B} | Zz7' ]

Observe que a matriz de sistema desta fungio é exatamente M-. Os autovalores de My sdo,
portanto, os pdlos da fungao. Para verificar que M- é uma matriz hamiltoniana, note que, se
A € € é um autovalor desta matriz, entio —A também o é (veja Lema B.5). Como A; ndo possui
autovalores sobre o eixo imagindrio, entdo (veja Lema B.6) My também nio os tem e, assim,

[721 ~ Gpljw) G f(jw)]_l nao possul polos sobre o eixo imagindrio. Portanto, esta fungio e sua
inversa pertencem & Lo, sendo que v2I— G {jw)* G (jw) nio possui zeros sobre o eixo imaginério.
Como y? 1~ G (o) Gy(oo) = ¥*1— Dy D3 > 0, utilizando [Fr87, Teorema 7.3.1], existe ®(jw) € Lo
tal que
Y= G (jw) Gy (jw) = @(jw) &(jw)
para todo w € R. Logo:
Y1 G (jw) G (jw) > 0

ou seja, [IGy(jwll, < 7.

De forma reversa, se ||Gy(jw)|l _ < 7, entdo

lleo
Y1 - Gi(jw)* Cr(jw) > 0 VweR

e assitn 72X — D313 > 0. Portanto 21 — G5 (jw)* G (jw) e sua inversa pertencem a Lo, sendo que
esta 1ltima, desse modo, nao possui pdlos sobre o eixo imaginario. Logo, por (5.14), M~y ndo possui
autovalores sobre o eixo imaginario. Se [[G||_, = 7, entdo, para algum jwg, Cmax {G(jwg)} = 7, ou
seja, v € um valor singular de Gy {jw,). Assim

det [v1 — G (jw)" G (jw)] = 0

e, portanfo, jwy € um polo de [721—Gf(jw)"'Gf(jw)]_l ou um autovalor de M+, por (5.14). A
equivaléncia entre {a) e (b) estd demonstrada.
A equivaléncia entre os itens (b) e (¢) advém do fato que a matriz hamiltoniana My nao possui

autovalores sobre o eixo imaginirio e do Lema B.6. Os lemas B.3 e B.7 relacionam a solugiio de

Este lema possui uma série de leituras extremamente interessantes ¢ que permitem caracterizar
e entender o significado da norma H.,, relacionando-a sobretudo ao problema linear quadritico
e, principalmente, dando margem & definigdo de algoritmos que possibilitem o céleulo de [JGy]|. -
A versio do Lema (5.1) aqui apresentada segue as introduzidas em [BBKS89], [BS90], [DGKFS89,
Lema 4] e [Ro89]. Nio obstante a demonstragio incluida ser realizada via Teorema da Fatoragio
espectral [Fr87, Teorema 7.3.1], reafirma-se que é uma visio temporal do que seja a norma Heo. A
associagao entre realizagoes destas fatoragdes no espago de estados e a solugdo de uma equagio do
tipo Riccati corrobora esta afirmagao. '

A idéia de versdo temporal é confirmada estudando-se a solucido do problema linear gunadritico
o0
min f [2(t) 2(t) ~ yPw(t)Yw(t)] dt {5.15)
a
suj a (1) = Aje(t)+ Biw(t), 2(0)=0

() = C;2(t) + Daw(t)
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Segundo a se¢lo B.1, a Equagio de Hamilton-Jaccobi-Bellman para este problema é dada por

;ul;l{iil')l { [:ﬂ(t)'C}G;:c(t) + z(t)C} Daw(t) + w(t) DyCra(t) + w(t) Dy Dyw(t) —

- )] + 20 P [Ase(t) + Buu(®)]} = 0 (5.16)
para func¢ao-valor V(z) dada por
V(z) = z(t) Pa(l) (5.17)
e P = P' > 0. Realizando-se a operagio de minimo indicada e manipulando-se, enconira-se que
w*(t) = (Y1 D4Ds) " (DaCy + BLP) (1) (5.18)
= Z7H(DCr + By P) z(t) (5.19)

onde, entiio, o escalar v > { nfio deve ser um valor singular de Dj.

Substituindo {5.19) em (5.18), separando-se somente a parte simétrica ¢ manipulando-se, cbtém-
se:

(Af + BLZ7ID4C) P+ P (Ag + BLZ7'D4Cy) + PB1Z7 BiP 4+ y*CiT™Cr = 0

ou seja, My ¢ a matriz hamiltoniana associada ao problema (5.15). Logo, este tera solugo finita

se ¢ somente se My ndo possuir autovalores sobre o eixo imagindrio. Neste caso, decompondo-a
{BBK89] em sua forma de Schur

Ay O

XMTXz[ Y

] N
onde

N Xz
X =
[ Xar Xon :}

é uma matriz unitdria, N é uma matriz triangular superior ¢ A; é um bloco-diagonal contendo os
autovalores estaveis de A;. Pelo Lema (B.7), entéo, a solugio P é dada por

P=XyXy,

sendo P = P' > 0. Além disso, a fung¢fio-valor do problema (5.15) (também fungio de Lyapunov
para o sistema em “malha fechada” utilizando-se w™ (1)}, fornece

d g Y
V@) = () Pa(t) +x(t) Pi(t)

= o(t) (AYP+ PAs) a(t) + w(t)y BLPa(t)+ 2(t) P Brw(t)
= —z(t) [C}DSZ~1B;P +PBZ'DLCy + PBiZ- BLP +
+ ¥y T=1Cy | 5(t) + w(t) BLP(t) + () PBruw(t)

= —z(tYz(t) - [w(t) — Z-1B{Pa(t) - Z~1D4Cr2(t)] Z [w(t) -

— Z7 B Pz(t) ~ Z"“lDéC’fm(t)] + 2w () w(t)
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Como o sistema € assintoticamente estdvel, integrando-se no tempo ambos os lados encontra-se que

213 = 72 llwllf — |22 [wt) — 2728} Px(t) — 27 DsCra(t)] | (5.20)

< 7wl | (5-21)

Pela expressio (5.7), conclui-se entéo que

s [ '
“GfHoo - w(f)} { Elw“z . u’(i) & E? : “wHJ 7’: 0 }
< 7y {5.22)

A igualdade ira ocorrer para
w*(t) = Z-H{DLCs + BLP) 2(t) (5.23)

conforme ja demonstrado. Por este desenvolvimento, conclui-se que o valor minimo do problema
(5.15) é zero. Isto implica, por (5.21}, que [|Gyil,, < 7, ou seja, que M~y nio possua autovalores
imaginarios. Por outro lado, se ||Gsl| , > 7, entdo o valor de (5.15) tende a +co e M~ tem
autovalores puramente imaginarios. Além disso, o sinal w(t) como dado em (5.23) é a soluggo étima
do problema

max /00 z(t) () dt (5.24)
W a
Sljj a Zl?(i) - Af&l?('ﬂ} -+ Biw(t}

2(t) = Cra(t) + Daw(t),  [lw®)ll; <1

A limita¢do quanto a densidade espectral de energia de w(i) significa que w(t) € La. O valor étimo
do critério deste problema nada mais é, portanto, que a prépria norma He, de Gy(s). Isto permite
uma interpretacio importante e que caracteriza as diferengas entre as normas Hs ¢ He..

O sinal w(t) € uin sinal de perturbacio, que compreende todo o conjunto de distirbios externos
que atuam sobre o sistema (/). Se w*(t) = w(t), ou seja, se for aplicado como sinal de entrada o
valor de w(t) encontrado em (5.23), entdo, pelo problema (5.24), a norma He, de Gy{s) terd seu
valor méaximo. Consequentemente, (5.23) representa o sinal de perturbagio que ird levar ao maior
ganho em norma L3, ou seja, sob o ponto de vista desta norma, é o pior sinal ou sinal de perturbacio
Ly mais perigoso ao sistema. Deste modo, o problema de minimizar a norma Mo, de G;(s) implica
na minimiza¢do da influéncia do pior sinal de perturbacdo de classe £, para o sistema (&;). Isto
leva a defini¢do do chamado problema de atenuagio de distirbios. Considere que o sinal de entrada
w(t} seja uma funcdo pertencente a classe £3, ou seja,

{wlt) @ W(s)ely Jwl,<1}
O problema de alenuagao de distirbios comsiste entio em minimizar a energia do sinal de saida

z(-} para o pior sinal w(.) de classe L, ou seja, de densidade espectral de energia limitada. Este
problema, em notagio matemitica, é escrito como

min sup { [z, ¢ w(t) € Lo, full, <1} (5.25)
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sendo equivalente, portanto, & minimizar a norma He, de Gf(s), fungdo de transferéncia de maltha
fechada entre a entrada de perturbagdo w{-) ¢ a saida de interesse 2(-). Como G(s) ¢ assintotica-
mente estiavel (ou deve ser, de modo que Gy(s) € Huo), 0 problema acima se reduz a

min{ [Gsll, :© M4} € e} (5.26)

Este é o formato padriio dos problemas considerados neste capitulo.

Para finalizar esta andlise do Lema {5.1), serd apresentada uma demonstra¢io diferenciada da
relagdo entre os itens (a) e (c).

Lema 5.2 Considere Ay assinloficamenie estdvel e P = P’ solugio de
(Af + BiZ7 DLCHY P+ P (Ay + B1Z7 ' DCy) + PBZ™IBLP + 42 CHT7IC, =0 (5.27)

Enido:

(a) Se o par (Ay,Cy) for observdvel, entdo P > 0.
{b) Paray >0 um escalar fornecido a priori,

IGsllg <

Prova: O item (a) segue do Lema B.3. A suficiéncia do item (b) é demonstrada por um procedi-
mento semelhante 3 (B.31)-(B.37). A partir de (5.27), tem-se que:

—(—sT — ApYP — P(sI A;) +_C}D32_15’1P + PBZ7YDLCy +
+ PBiZ7 B P +42CHT71C = 0
Multiplicando & esquerda por Bi{—sI — A})™" e & direita por {sI — A;)™' B, e definindo
Li(s) = BP(sI—A;)"'B,
La(s) = DICHsT~ A By
obtém-se:
—Li(s) = Ly(~8) + Ly =) 27 La(s) + L(—8) 27 La(s) + L (~s)Z 71 Lo(s) +

+ Bi(—sI— Af}“‘lC}C’f(sI — AT B+ L(—s)Z 7 a(s) = 0

Fatorando-a, conclui-se que

GH(—5)G1(s)

VI — [(T— Z74Li(s) — 271 Lofs)] Z [T = 271 L1(s) — Z~ 1 Ly(s)]

AN

7’1
ou seja
WGl <

pois o segundo termo do lade direito é semidefinido positivo para todo w € R, s = jw. Observe que
o termo citado gera exatamente a fungdo ®{jw) que leva & fatoraglo espectral

7L - G (u)Gy(jw) = P(jw)* Bjw)
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sendo dada, portanto, por

P(jw) = 212 - ZV2 Ly (jw) + La(jw)] (5.28)

considerando-se que 7 n&o é um valor singular de D3, A suficiéncia estd demonstrada.
Para a necessidade, pelo Lema (5.1), se ||Gyf]., < 7, entdo v2T — G jw)Gy(jw) > 0. Existe
uma fatoragio espectral que garante tal fato se My nao possuir autovalores puramente imagindrios.

Como, por hipdtese, a matriz Ay ndo os possui, pelo Lema B.6, o mesmo ocorre para M. Logo,
P ! Y &
pelo Lema B.7, existe P = P’ > 0 que soluciona

(Af + B Z7'D4Cy) P+ P (A; + B1 27 D4Cy) + PB Z7 B, P + YC;T'Cp =0
e a necessidade esta demonstrada. |

Para finalizar esta se¢do, entdo, e como dltima conseqiiéncia analisada do Lema 5.1, é possivel
determinar [|Gyll,, utilizando um procedimento iterativo que teste se My possui ou néo autovalores
puramente imaginarios.

Algoritmo 5.2 Calculo da norma H,, utilizando matriz Hamiltoniana.

passo 1 Determinar imilantcs vy e vg de modo que v; < v < vg; faga £« 1.

Yr+7s
2

passo 2 faga v = e calcule May.

passo 3 Decomponha M, em aulovalores ¢ verifigue se algum X;, i = 1,...,n ¢ puramente ima-
gindrio. Caso nio, enldo vg = 7; caso sim, vy = 7.

passo 4 Verifigue s¢ y5—7; <. Caso sim, v, = v e pare; caso ndo, faca £ — £+ 1 ¢ relorne ao
passo 2.

Este algoritmo utiliza um método de bisec¢io para determinar o menor v tal que ||Gyll,, < 7. I
apresentado em [BBK89]. Na literatura existem vérios métodos para que se acelere este algoritmo,
como, por exemplo, os devidos a [BS90] e [Ro89] . Para diversas metodologias de solucio do problema
Heo, € importante a existéncia de procedimentos rdpidos para o caleulo desta norma. Assim, estes
métodos sdo objeto de grande interesse em pesquisa. Por outro lado, a determinacio numérica
da norma Ho, permite que se compreenda o sentido da expressdo ||Gyll_, < 7. Se Gy(s) € Moo,
entdio, como mostrado pelo Lema 5.1, ndo possui pdlos sobre o eixo imaginirio, Logo, somente a
desigualdade estrita faria sentido e v seria visto como o maior escalar positivo de forma que a funcio
néo possua pélos estritamente imaginarios. Por outro lado, se a desigualdade for nio estrita, v deve
ser lido como o menor escalar tal que Gf{s) possua pelo menos um pélo estritamente imaginario.

Finalizando, resta enlatizar que uma especificagiio em norma Ho, da Tuncio de transferéneia de
malha fechada significa agregar uma restricio de limitagio & densidade espectral de energia do sinal
de entrada aplicado. Isto a diferencia de uma especificagio em norma H, que, como enfatizado na
se¢io 4.2, significa considerar a aplica¢io de um sinal w(t) com espectro de poténcia conhecido.
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u(t):

Figura 5.3: Sisterna (¥;) incluindo ganho de realimentagao de estado.

5.3 Problema H,, via Realimentacgao de Estado

5.3.1 Caracterizacao do Problema

Considere o sistema (£;) em sua versio em malha aberta
(1) = Az(t)-+ Biw(l) -+ Bau(t)
(L) #t) = Ciz(t)+ Dyw(t) + Dyult) {(5.29)

y(t) = Caz(t)

conforme figura 5.3, sendo assumido, nesta seqdo, que todas as matrizes incluidas no modelo tém
dimensoes apropriadas e pardmetros completamente conhecidos. O vetor w(t) € # representa uma
entrada de sinais externos de perturbagao, restritos & classe £y, compreendendo sinais de distirbios,
ruidos de sensores ¢ de atuadores. Sendo resirito a esta classe, devem portanto ter sua densidade
espectral de energia limitada, na forma |jw||, < 1.

A seqdo se concentra no caso de realimentagfo de estado. Ou seja, pressuponde que todo o vetor
de estados z(t) € R” seja medido, o vetor de controle u{t) é gerado como

u(t) = - Ku(t)

sendo K € R™*” um elemento do conjunto dos ganhos assintoticamente estabilizantes por reali-
mentacdc de estadoe, definido come

K={K : AMA-B,K}ec_} (5.30)
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denominado entdo conjunto dos ganhos admissiveis. Como estd-se tratando unicamente de reali-
mentagio de estados, considera-se, entdo, sem perda de generalidade, que Cy = 1, de forma que a
saida medida é o prdprio vetor de estados. Quiras hipdieses adotadas sio:

(i) O par (4, By} é estabilizavel.
(ii) O par (A, By) ¢ estabilizdvel ¢ o par (4, C}) é observavel.

(ili) As matrizes de ponderagio do estado e do controle na equagio de saida sio ortogonais, ou

seja, C111 = 0, de modo que a infludneia da agdo de controle sobre a saida estd desacoplada
da parcela referente ao vetor de estado.

(iv) A matriz Dy € RI*™ possui posto m, de modo que DDy > 0.

Fstas hipoteses sdo equivalentes as consideradas no problema H, via realimentagio de estado
(veja se¢do 4.3.1). Os itens (i}, (ii) e {iv) determinam a regularidade das solugdes a serem encontra-
das, no sentido que solugbes singulares néo serdo tratadas. Veja [St91] para uma abordagem relativa
a problemas singulares. A hipdtese (ii) pode ser relaxada para a condigio (apenas suficiente) que
posto {B1} = n. A hipdtese (iii} pode ser desconsiderada, levande, no entanto, a um substancial
aumento no trabatho algébrico envolvido. Com a mesma finalidade, ou seja, simplificar as manipu-
lagbes algébricas, adota-se entdo que Dg = 0, de forma que a matriz de funcio de transferéncia de
malha fechada G;(s) passa a ser dada por

Gi(sy=Cy(sI—Af)™ ' By (5.31)

para Ay = A— ByK e Cy = Cy — I, K, sendo, portanto, agora, uma matriz racional ¢ estritamente

prépria. Observe, porém, que, pela se¢io 5.2, é possivel delerminar uma transformacio que leve de
D3 #£0 a D3 = 0, adotando-se

A = Apo— BLOZ_ID;;C;G
By = By,zZ-i? (5.32)
C; = T~Yy,

onde o indice “0” indica o modelo original. Esta transformagio € equivalente 4 proposta em [ZK88b,

Lema 2.1}. Outra metodologia pode ser encontrada em [SLC89], para o caso de realimentacio
dindmica de saida.

Dois problemas H, via realimentagio de estado serfo objeto de andlise, compreendendo, na
verdade, duas visdes distintas:

Problema 5.1 Problema Subdtimo He, (PIHil)

Parg 7y > 0 um escalar fornecido a priori, delerminar um ganho de realimentagdo de estado K € K
tal que |Gsll., < 7-

Problema 5.2 Problema Otimo Ho, {PHi2)
Determinar o menor limitanic v tal que {|Gyll , < 7, ou seju,

(PHi2) 7" =min{ vy : |G|l <v, KK} (5.33)

Aos dois problemas estd associado o conceito de estabilizagao assintética com nivel de atenuacio
de distiirbios prescrita.
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Definicao 5.2 Seja v > 0 um escalar fornecide a priori. O sistema (%) ¢ estabilizdvel assintols-
camente com nivel de alenuvagdo de distirbios v prescrilo se czistir K € K tal que |Gl < 7.

Este conceito representa uma particularizagio do conceilo de estabilizagio assintética, determi-
nando um subconjunto de ganhos K, C X, definido por

Ky={ KeR™" : KekK, |G/, <7} (5.34)

e parametrizado no nivel de distirbios v desejado, correspondendo a todos os ganhos K € K que
satisfagem & definicdo 5.2. Este conceito fol expresso pela primeira vez em [Pet871.

Utilizando esta defini¢iio, os problemas acima podem ser reescritos de forma conveniente, como,
por exemplo, o problema Stimo Moo, que passa a ser dado por

v =min{y : Kek,} (5.35)

O problema 5.2 fornece entdio, o minimo valor de v que atende a esta defini¢io. Porém, dificuldades
numéricas associadas & sua solugdo levaram ao estabelecimento dos problemas mistos envolvendo
normas Hy e Hoo. Isto serda amplamente discutido na segao 5.6.

Finalizando esta subsegio, o lema a seguir introduz uma importante consideragio tedrica acerca
do problema Mo, via realimenta¢io de estado. Este resultado é devido & [KPRSS].

Lema 5.3 Seja v}, o solucdo do problema 5.2 para o caso de controladores dindmicos de reelimen-
tagio de estado e vy a selugdo do mesmo problema para controladores esidlicos. Entdo vy = v5.

Prova: Veja a referéncia citada. Uma demonstragio simples pode ser encontrada em [ZK88b, Teo-
rema 3.8]. 0

Desse modo, o valor étimo do problema 5.2 pode ser obtido utilizando-se realirmentacio estalica
ou dindmica de estado, sendo este resultado equivalente ao problema étimo em norma H,. A prinei-
pal conseqiiéncia deste é permitir que os problemas (PHil) e {PHi2} sejam solucionados utilizando-se
apenas uma equagio algébrica do tipo Ricecati.

A subsegdo a seguir apresenta a solucio destes problemas através de uma abordagem baseada
em equagdes do tipo Riccati,

5.3.2 Abordagem por Equagdes do Tipo Riccati

Como estéd-se considerando a matriz de transmissio direta Da = 0, é conveniente reescrever o
Lema 5.2 & luz desta nova condicio.

Lema 5.4 Se¢ja v > 0 um escalar dado. Considere Ay assinlolicamente esldvel ¢ P = P/ > 0
solugio da desigualdade do tipo Riccali

A}P+PA;+7“2PBlB£P+C}Cf <0 (5.36)
Entao:

(a) liGsli <
(b) A mairiz P > 0 se o par (Ay,C}) for observdvel.

(¢) Qualquer matriz P salisfazendo (5.36) ¢ tal que P < P, sendo P a solugio da equacdo do tipo
Riccali correspondente.
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Prova: A demonstraciio dos itens (a) ¢ (b) segue diretamente do Lema 5.2, para D3 = 0. Vgja
também [Sc89, Lema 2]. Quanto ao item (¢}, a demonstragio advém das propriedades de monoto-

nicidade da solugio de equagdes do tipo Riccati, apresentadas em [RV8S, Teorema 2.1]. A matriz P
é denominada solugio maxima. 0

Este lema fornece uma condig¢io emn malha fechada, apenas relacionando a existéncia de solugao
de uma desigualdade do tipo Riccatl a um limitante da norma H., da fun¢fo de transferéncia de
malha fechada. O teorema abaixo, porém, introdusido em [Sc89, Teorema 1], apresenta condigbes
necessarias e suficlentes para a delerminagio de um ganho esiatico K € K, de realimentagio
de estado, que garanta a estabilizagio assintdtica de (¥;) com nivel prescrito v de atenuagho de
distiirbios, solucionando, portanto o problema 5.1.

Teorema 5.1 Seja vy > 0 um escalar dado. Considere o par (A, By) estabilizdvel ¢ 0 par (A, C)
observdvel. Entdo, K, # 0 se ¢ somente se ezistir X = X' > 0 solugdo da inequagdo algébrica

AX+XA’+XC§C1X+’}’_231,B; —Bz(DiD;)wlBé <0 (53?)
Em caso afirmativo, K = (D D)7 1BLX 7! e K,

Prova: Para a necessidade, suponha que K, # (. Enitdo, pelo Lema 5.4 e Ay = A — BK
assintoticamente estdvel, existern maftrizes K € #™M*" ¢ P = P! > O tais que,

(A=~ BaKY P+ P(A— By )+ v 2PB1 B P4 (Cy — DIKY (Ci — D1E) <0

de forma que {|Gy||, < . Utilizando a condigio de ortogonalidade C{D; = 0, pode-se escrever
que:

AP+ PA—K'BLP — PByK + vy 2PB B P+ CiC1+ K' DD K <0
ou seja,
AP+ PA++"2PBIB{P — PBy (D{Dy)" " ByP +
+ CiCs < = [(D{D1) K — ByP)' (D{D1) ™ (D} D) K — By P]

Logo, como o segundo membro é ndo positivo para todo K € K, ¢ P = P’ > 0, pode-se escrever
que

AP+ PA+ 4 EPBBP ~ PBy(D{ D) ' BLP 4+ CiCL <0 (5.38)

Sendo o par (4, C1) é observavel, multiplicando-se ent&o 4 esquerda e & direita por X = P~1, obtém-

se (5.37) e a necessidade estd demonstrada. Para a suficiéncia, considere que exista X = X' > 0
que solucione a desigualdade

AX + XA + XClC1X +v72B1B] — B2 (D\D1) B, <0
Manipulando-a, encontra-se, para K = (D{Dy) !By X~! e Ay = A~ By K, que
Af,X + X } *‘}-XC}C_{.X +7_zBlBi <0
Maultiplicando & esquerda e 4 direita por P = X!, obtém-se que
AP+ PA; +77*PBiBIP+ C;C; <0

Como o par (A, 1) ¢ observével, entdo A; é assintoticamente estdvel e, portanto, pelo Lema 5.4,
Gl € 7. A suficiéncia estd demonstrada. o
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Este resultado é equivalente ao apresenfado em [DGKF89, Teorema 3} onde, no entanto, uma
outra demonstragio ¢ realizada. Pelo item {c) do Lema 5.4, qualquer matriz X que solucione {(5.37)
é tal que X > X, onde X ¢ a solugio de (5.37) no caso de igualdade, sendo denominada de solugao
maxima desta designaldade. Observe que, nesta condigio, a solu¢io da equaglo corresponde a
determinar se a matriz hamiltoniana

Mo = Al CiCy
T Bo(DyD) By~ 4B B, —A

possui autovalores estritamente imaginarios. Aplicando a transformagao de similaridade T7* My T,
onde [Sc89]

I o
T= [ X I ]
enconira-se que )
- A+ GO X ac
1 — iVl 11
M= [ 0 —-A-XCi0 }

ou seja, pelo Lema B.6, My ndo possuird autovalores puramente imagindrios se e somente se a
matriz A 4+ XC1C) também nio os tiver.

O Teorema 5.1 parametriza o conjunto dos ganhos assintoticamente estabilizantes em fungio do
escalar v > 0. Desse modo, abre margem 4 solugio do problema dtimo Ho, através de procedimentos

iterativos envolvendo a solucio de seqiiéncias de problemas semelhantes ao problema 5.1.
Defina entio o escalar

p=v2 (5.39)
de modo que (5.37) passa a ser escrita como
AX + XA + XC{C1X + BB, — B, (D, D) ' B, <0 (5.40)

para p € [0, c0]. Esta desigualdade estabelece um mapeamenta g — X{1), definido pela fungio
FG, ) B xR — B, onde [Sc89]

F(X,p) = AX(4) + X(0) A" + X(0)C{CL X () + pB1 B} — B (D D1)™ ' B,

de modo que, para g = 0, a expressio {5.40) se torna uma desigualdade de Riccatl e, sob condigdes
de controlabilidade do par (A4’, C7) e observabilidade do par (4’, By}, possui solugio maxima X (0)
iinica e definida positiva. Neste caso (g = 0), utilizando [RV88, Teorema 2.1}, a matriz

Alp)y = A+ X()CiC

possul autovalores somente no semiplano direito aberto e, para todo u > 0, X(0) > X(u). A
expressio {5.40) pode ser escrita entdo come

F(Xo ) = A X () + X AY = X()CLCLX () + uBy By — B (DD By <0 (5.41)

Para p > 0, no entanto, deve-se especificar claramente qual o dominio de definicio deste mapea-
mento. O valor maximo de interesse que este escalar pode assumir € dado por

#Edr=5t;p{#esﬁt+ D X =0, X(p)=X{u)' >0} (5.42)

cuja solugao é dada pelo lema:
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Lema 5.5 A equagdio f(X,p)) = 0 tem solugio X{pl,) = X (i, ) > 0 se ¢ somente se
AOA + AA(DY + ACICIA + iy BB =0 (5.43)
tem solugdo A = A' > 0, para A = X(uf,) — X(0).
Prova: Substituindo X(u},) em f(X, #},) = 0, encontra-se que
A[A + X(O)] +[A + X(0)] A"+ [A + X(0)] CLCy [A + X(0)] + i By By ~ Ba (D1 D1) ™" By =0
Logo, de forma imediata, encontra-se (5.43). A suficiéncia segue pelo caminho reverso. g

Mas, como [—A(0)] é assintolicamente estivel, pelo Lema 5.4, a equacio (5.43) possui solugio
A = A’ > 0 se e somente se

|orbst— a1 B < —=
o (3%,

Duas situagdes podem ocorrer:

(a) A fungio de transferéncia C {sI — A(0)]™" B; ¢ nula. Neste caso, a desigualdade acima torna-
se esbrita para todo w € M e todo p € N e, entdo, pfy = co. Isto ocorre se R{B{} C
N{] A—sI Ci ) ouse By = 0 {veja [Sc90, Teorema 3}).

(b) A fungéo de transferéncia C) [sI — A{O)}_1 By nao é nula. Neste caso,
1
-1 2
ot - aon™ ]

Ky = (5.44)

é a solugio de (5.42). Os valores X(0) ¢ X (p},) sdo denominados solu¢des extremas de (5.40),
pois o valor étimo p* = (v*)™* do problema {5.2) pertence ao intervalo {0, 17,].

Diversos algoritmos tém sido propostos na literatura para a solucio iterativa do problema (5.2}.
Um procedimento simples, baseado no métedo de bisec¢o, é incluido em seguida:

Algoritmo 5.3 Solugo dtima do problema (5.2}
passe 0 Dado phy, feca £=0 & py = 0.

passo 1 Delermine X(p;) solugio mézima de (5.40). Caleule K{pg) = (D, D)™ By X (us).

passo 3 Calcule
1

Hcf (pe) T — Ap(po) ™ By lll

1 =

para
Ap(pe) = A~ BaK(pe) , Cplp) = Cr~ Dy K{pu)

passo 3 Here até a convergéncia.

Neste algoritmo, para qualquer iteragio £, tem-se que K; € K e ppqq 2> o Além disso, a solugao
7 sempre € encontrada, umna vez que a segiténcia {1 é limitada. O teorema abaixo, apresentado

em [Sc90], descreve as principais caracteristicas da solugio numérica do problema étimo My, via
realimentagao de estado.
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Teorema 5.2 A solugio dlima do problema 5.2 € determinada a partir de

*

1 r
= =sup{p @ pe0puyl, X(p>0}
(7) i

(a) O walor étimo p* € encontrado se e somente se X(phy) > 0. Nesle caso, p* = pfy;.

(b) Se X{)y) € semidefinida positiva, entdo o valor 6limo ndo ¢ encontrado. Uma segiéncia r(£)
de ganhos subdiimos € gerada pera p(Kf({)) — p* e, se r(f) é limilada, produz ganhos de norma

timitada na forma

lf{f{quz — oo parg £ — o0,
Prova: Veja [Sc90, Teorema 5]. ]

Este Teorema torna claro a importancia do calenlo de limitantes no problema 5.2. Se a condicao
(a) é satisfeita, nenhuma iteragio precisa ser realizada para a determinagio de p*. Porém, se
#yy = 0o ou X(pf,) nio é positiva definida, a seqiiéncia iterativa de ganhos gerada produz valores
de ganhos subdtimos e, nas vizinhangas de p*, leva a ganhos de norma ilimitada, Observe que,
como Ke(p) = (I, D7) ByX, (1)}, a expressio “ganhos de norma ilimitada” indica a existéncia
de p, < p” tal que X,(u,) € singular. As notas bibliograficas ao fim deste capitulo discutem
procedimentos numeéricos que tém sido desenvolvidos com o fim de ultrapassar estas dificuldades.

5.3.3 Abordagem Convexa do Problema H,,, via Realimentacio de Estado

A solugdo do problema 5.2 através de iteragSes sobre ¥ na forma do algoritmo 5.3 leva a um
ganho étimo K™ que depende diretamente dos pardmetros do modelo (). Logo, este procedimento
torna-se indeficaz quando consideracdes do tipo incertezas paramétricas ou restri¢des de estrutura
necessitam ser incorporadas & solugfo do problema. Além disso, estes esquemas nio atualizam de
forma conjunta os valores de v (ou p) e da solugao X de {5.40). Esta subse¢io, entfo, apresenta a
solugdo dos problemas 5.1 ¢ 5.2 utilizando a abordagem convexa proposta na se¢io 2.7.

Sejam entao, associadas ao sistema (X;) definido em (5.29), as matrizes de ordem p = n -+ m:

r=lo ] o= [d]

(5.45)
- C{C‘; 0 . BlB; g
R_[ 0 D;Dl}’ Q—{ 0 0}

J& anteriormente definidas em {2.48) ¢ (4.29), respectivamente, bem comeo o vetor v € %7, onde todo
v € N {G') tem a forma
pe | T
“lo

Co={(Wp) + W=W 20, p>0, VO, (W plv <0, Yve N(GY} {5.48)

Defipa entao os conjuntos

2

e, para 4 = v~ um escalar positivo dado,

ColM={W=W >0 : VO (W,v <0, VveN(F) } (5.47)
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onde a fungao (-, ) : RWP*? x R — NP*? ¢ dada por

Ooo (W, 1) = FW + WF' + WRW + pQ (5.48)
= O(W) + WERW + u@ (5.49)

= (W) + WRW — (1 — )

sendo W € RP*?P particionada como

W oW
W= [ Wy W } (5.50)

para Wi € R"*" uma submatriz positiva definida. As fungdes O(:) e ©2(-) estao definidas em {4.25)
e (4.27), respectivamente.

A relagBo entre os conjuntos Ty, e Ty () € clara, ou seja, considerando-se v > 0 um escalar
fixado a priori, o par (W, ) € Cy se ¢ somente se W € Ty (v). Logo, Coo(y) representa um
subconjunto de Co,, onde a varidvel p do par ordenado (W, u} estd fixada, levando-se entio a
uma parametrizagdo em fun¢do de y. O teorema abaixo utiliza esta propriedade para sclucionar o
problema (5.1), relacionando Ceo (7) com o conjunto KKy, definido em (5.34).

Teorema 5.3 Seja v > 0 ¢ suponha que o par (A, Cy) & observduvel. Enido:
(a) O conjurlo C(7) € convezo.
(b) O conjunio K, € mapeadso na forma

Ky ={WaWi' © WeCuly)} (5.51)
(¢) Para W, & Coo(7), existe um hiperplano separador entre W, e Coo (7).

Prova: Para o item (a}, se W' e W? € Cy (), entio W = aW!' + (1 — «)W? também pertence a
este conjunto, para a € [0,1]. Logo, Coo (7) € convexo. Quanio ao item (b), assuma que &, # §.

Entao, pelo Lema 5.4, existem matrizes P = P’ > 0 e K € K, tais que
AyP+ PA; +v7*PB\ B P+ C}Cy <0
Desenvolvendo esta expressiio e utilizando a condigio de orlogonalidade entre €y e Dy, encontra-se
AP+ PA—K'B4P -~ PB;K ++72PBiBiP+ CC+ KDV K <0

Logo, para F, @ ¢ R como dadas em (5.45) e para ¥V v € N (G'), a expressio anterior implica que a
matriz W dada por

p-t o prigs
W= { Kp—t 7

pertence a Coo (1), onde a partigio “7” deve ser tal que W seja simétrica e semidefinida positiva. A
necessidade estd demonstrada. Para a suficiéncia, considere que, para 7 fixado, Co, (7) # #. Logo,
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para todo v € N (G"), existe W € Cyo () tal que
0 > vOL(W,v

> [AW1 4+ Wi Af — BgWé — WéBg + I’I]ngC}W}_ + WgDEDlwzf -+ "{_2B;B£] F

Y

2! [(A — BoWiW Y W + Wy (A - BWiwit)

+ Wi (CL— DiWiWTHY' (Cy — DiWSWTY) Wi+ 972 BuBY
para todo z € ®". Portanto, para K = WiW[*,
Ale e WlA} e ch}CfW;L -i-’]’_zBlth <0

e, para P = Wfl, pelo Lema 5.4, A ¢ K, . A suficiéncia estd demonstrada.
Para a parte (¢}, apenas o cilculo do hiperplano separador relativo & fungio O (-, -) para p = 772

sera apresentado. O restante da demonsiragao pode ser encontrada no Teorema 2.14. Considere a
fun¢éo

g(W) = fnax (VO (W, v, VwveN(G} (5.52)
v|i=
onde, todo W € T, (7) ¢ tal que

Weluly) = g(W)<0 (5.53)
Seja Wi ¢ Coo (v) uma matriz arbitrdria e suponha que

Q(Wg) = T)iem(W*,ﬂ)U* > U
Assim, para todo W € C, (7), obtém-se:
g(W) > vO,(W .

> g(W)+ v, [F (W — W) + (W — W) F' + WRW — W. RW.] v,

Como, para matrizes W e W, arbitarias,

(W—-W)R(W-W,) >0

encontra-se, entdo, que

g(WY > g(Wa) + v, [F (W — W) + (W — W) F' + WERW. + WL RW — 2W. RW.] v,
> g(Wa) + Tr{ vav, F (W — W) + (W — W.) Flu, vl + v o, WRW, +
+ v, WL BW — 2u 0, W, RW, }
> g(W.) 4 Te {v. v, F (W — W) +{W — W) Flo,ol + vl W.R(W - W) +
+ RW.ut, (W — W.))

> g(W) + (X, (W — W) (5.54)
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onde

Ko = vy ' + Flov), + v, v, W R+ RW.vv)

= v, (F + Wi R) + (F + W R)Y v, {5.5b)

¢ o subgradiente associado & (W) no ponto W, para pu = y~? fixado. Para satisfazer i designaldade
(5.53), a expressdo (5.54) deve ser tal que

g(W.) + (X, (W = W) < 0

Manipulando-a e definindo
by = —vl, (WL RW,\ — Q) v
determina-se que
(X WY+6, =0

¢ o hiperplano separador entre o subespago que contem Coo {7) & 0 que contem W, | que nfo satisfaz
i restrigao (5.53). O Teorema estd demonstrado. O

Este Teorema estabelece um mapeamento entre elementos do conjunto convexo T (7) e ele-
mentos do conjunto K,, que nio possui propriedades geométricas conhecidas. Assim, qualquer
W € Co(7) leva a K = WaW, ' € K, que estabiliza assintoticamente o sistema (X)) e garante
norma He, da fungdo de transferéncia de malha fechada G;(s) menor que o limitante v fornecido o
priori. Desse modo, estes dois conjuntos sdo parametrizados com relacio ao escalar v e o problema
5.1 estd solucionado.

A determinagdo numérica de W & Cy, () pode ser feita solucionando-se o problema de otimizagao
min { J(W) : WeCuoly)} (5.56)

onde J(-) define o critério para a escolha de W € Cyo (7): caso esta fungio-critério seja convexa
em relagho & W, o problema como um todo também o serd. A formulagio acima é equivalente &
apresentada em (2.67), dando origem & solugdo de diversos problemas que representam situagdes
nao cobertas pela abordagem baseada em equagdes do tipo Riccati.

O item (a) do Teorema 5.3 estabelece que o conjunto Ce () é um conjunto convexo com relagio
a matriz W para qualquer escalar v = 1/,/i fixo, mas arbitrdrio. Esta conclusio, juntamente com o
mapeamento K, «—— C; () introduzido no item (b}, permite que se encontre a solugao do problema
otimo Heo via realimentagdo de estado através de um procedimento convexo, onde o ganho K* e o

escalar 4*, solugdes do problema (5.2), sejam determinados de forma conjunta.
Seja entdo o problema

{PHic) max { g (W) eCsx } (5.57)
O teorema abaixo apresenta propricdades deste problema e o relaciona & solugio do problema 5.2.

Teorema 5.4 O problema {5.57) possui as sequinics propricdades:

(a) E um problema convezo.

(b) Seja (W*, 1*) sua solugdo élima. Entdo K* = WiW ! e v* = 1//i" solucionam o proble-
me 5.2.
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Prova: Q item (a) ¢ simples, uma vez que a fungéo objetivo é linear e o conjunto Gy, é composto de
duas partes, uma convexa em W, outra linear em p. O mesmo pode ser concluido considerando-se,
para v € P arbitrdrio mas fixo, que

V2IVO(W + aAW, p+ aAp)v = 20 AWRAWv >

para todo AW = AW’ ¢ todo Ap. Consequentemente, Coo é um conjunto convexo e o proble-
ma (5.57) é convexo. Quanto ao item (b), sendo (W*,p*) € Co a solugdo otima do problema
(5.57), entdo, para v* = 1/4/p* e utilizando o Teorema 5.3, tem-se que a matriz W* € Coo (") e
K* = WiW;' € K,. Como u* ¢, por construgio, o valor méximo da varidvel g tal que Coo # 0,
entdo o par (W*, ") leva a (K*,v*) como a solugho Stima do problema 5.2. o

Este teorema apresenta, assim, uma solugio do problema étimo He que envolve de maneira
global o limitante v da norma H, e o ganho estabilizante K no processo de otimizagio. Porém,
considerando-se as caracteristicas deste problema apresentadas na subsecio anterior, é importan-
te, em primeiro lugar, determinar o dominio de defini¢ao da varidvel p; em seguida, estudar o
comportamento do preblema (5.57) & luz do Teorema 5.2,

A falta de um limitante superior pps A varidvel y na definigao do problema (5.57) pode provocar
um mal comportamento numérico do procedimento de solugdo apresentado. Defina, entéo, para
£ > { um escalar suficientemente pequeno, a matriz

Re=R+el>0
e, para £ — 01, a seguinte igualdade é vélida:

O (W) = lim (FW -+ WE + WReW +4Q)

= lim [(FRZ 4+ W) Re (FRZ'+ W) ~ FRZ'F + Q)]

£t
Portanto:
V@ (W, v > — sh%ik o (FRZYF —uQ)v, YveN(G)

Pelo Teorema 5.4, todo par (W, 1) € Co é tal que v/ @ (W, p)v < 0, para todo v € N (). Logo,
se para algum v € A (G’) for encontrade que

o (FRZVF - uQ)v < 0

entdo o par (W, ) & Coo . Como a expressdo acima nao depende diretamente da matriz W associada,
defina entio

IY; x&_li%}+ sup {p : V(FRIF —pQvz 0, VveN(F)} (5.58)

como o limitante superior & varidavel g tal que, para g = uar, ou o par (W, uar} & Coo ou p* = ptar
e o problema (5.57) (e conseqilientemente o problema 5.2) estd solucionado. Esta dltima conclusio
se embasa no item (a) do Teorema 5.2 ¢ no fato que a desigualdade em (5.58) é nao estrita. Caso
se verifique, a solugao 6tima de (5.57) é determinada pelo Teorema 5.3, impondo-se v* = 1/, /Ji37.

Caso, no entanto, (W, uar) & Co, entdo uma seqiiéncia iterativa de solugbes subdtimas pode
ser gerada, segundo o item (b} do Teorema 5.2. Antes de se estudar esta situagio, porém, cabe
ressaltar que a expressao (5.58) possul dificuldades numéricas em sua implementagio, associadas &
determinacido de valores nfio-nulos para a operacfio de sup indicada. O teorema abaixo apresenta
uma condi¢io suficiente para que esta dificuldade seja removida.
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Teorema 5.5 Considere que a malriz V € R1%P definida como
V=(BB)'Bi| A -B;] {5.59)

seja de posto complelo e considere também que o vetor de perturbagdes w(t) seja denominado “rice™
nro senlide que

dim{w) > n - posto {C1} (5.60)
Entio, Coo (1//F) = @ para i > py > piar, onde
pyy=mind x>0 : det(V'V—puR)=0} (5.61)

Prova: Inicialmente, defina £ = [ C; Dy | € R1*P, sendo posto {E} = ¢. A inversa de Moore-

Penrose desta matriz ¢ dada por £# = E' (EE’)_I, Observe também que £7* pode ser encontrada
a partir de

Ri'— E¥E# 4. e~ (1~ E*E) (5.62)

para ¢ — 0F. Utilizando-se estes fatos e como todo v € A (G') é na forma v' = [ 2’ 0 ], para
z & R™, pode-se escrever a partir de (5.58) que

s — 1
py < 81_13{]1_*51,1}){ z’{[ A ~By |Rg'[ A -B I - ,uBlﬁi}x : YeeR{B:} } {5.63)
A fim de normalizé-la, deve-se determinar um vetor w € R7 tal que w'w = 1. Logo, para
= By (B;Bl)wiw
= (B )*uw (5.64)
enconira-se que
ETY min{ W(BB) Bl A —B RV A -B, 'Bi(BB) 'w : ww=1 }
< elir& min{ W VR:*'V'w : vw=1]} (5.65)
para V como definida em {5.59). Utilizando (5.62)

par < lim, min{ w'V [EFE# + 7 (I-E*E)|V'w : ww=1}
< min{ WwVE¥E*V'w : PpV'w =0, ww=1 } = piy {5.66)

onde Pg = (I i E#E). Esta matriz € a matriz de proje¢do do espago nulo de £. Logo, é idempotente

e torna possivel retirar a operacio de limite e escrevé-la como a restricio PpV'w = 0. Esta, no

entanto, indica que V'w & R {E'} e, portanto, equivale a V/'w = E'z, para z € 1. Além do mais,
2= B# iy

e assim

py=min{zz : Vw-E:=0, vw=1} (5.67)
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Observe que este problema possui uma grande analogia & formulagio do problema He,. A restrigio
V'w ~ E'z = 0 indica que o sinal de saida z({) € R {E#'V’}. Para que exista w # 0 tal que esta
condigio seja satisfeita, a dimensdo do vetor w deve ser maior que a de N (£), ou seja,

I = dim{w) > dim{N (E)} = p—q

> n - posto {C1}

onde g = m + posto {C}}, devido & condigio de ortogonalidade entre C) e D).
Escrevendo o lagrangeano relativo ao problema (5.67), encontra-se que

Zlz,w, A p) =22+ 2 (V'w— E'z) + p (1 — w'w)

tendo condi¢Bes necessarias de otimalidade dadas por

z

Qp)l w | =0
A
ww = 1

para

i, 0 -E
Qu =] o —uL Vv
~E V' 0

Manipulando esta equagio, encontra-se que
Y= (NEA=uw' (V) = p'w=p

Portanto, i deve ser tal que a matriz Q(n) tenha determinante nulo. Levando a (5.67):
pir=min{ g : det {Q(u)} =0}

e lembrando que

T Y , -
det[U N]:det(A—UT Y)

tem-se entao

oy < [ L] 4]0 )
- det[ _Ifgl WE'E}

i
= det (—E’E-«}- 4 V)
H

= (=D ()7 det(V'V — pE'E)

Caso p = 0 for uma raiz de det (V'V —~ pl'E) = 0, entdo z = 0 e V/'w = 0. Mas, como
posto {V'} = I, esta dltima conseqiiéncia se verifica somente se w = 0, o que é uma contradicio.
Logo, it ndo pode ser nulo e o teorema cstd demonstrado. |
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Coroldrio 5.1 Seja o problema convezo

(PHicl) max{p : (W) els, il puyl} (5.68)
Entdo a solugio de (PHicl) ¢ igual @ de (PHic).

Prova: Imediata, uma vez que, pela defini¢io de pf,, o conjunto Coe € vazio para pu > pfy. o

Diversas questoes s@o suscitadas por estes resultados. Primetramente, quanto ac limitante pj,
proposto pelo Teorema 5.5, sua determinacdo ndo implica em cdleulos de norma Hoo ou solugdes
de equagoes do tipo Riccati. Apenas deve-se encontrar a solugio minima da equacio caracteristica
indicada, para g > 0. Deve-se ressaltar, no entanto, que p§; é obtido a partir da solugdo de um
problema de otimiza¢io estatica, ao contrdrio de pf,, que possut uma ligacio clara comn o problema
Heoo 6timo. Uma interpretagio de (5.58)-(5.61) em uma perspectiva deste problema aponta que:

(i) a perturbagio w(t) € R {B}}, pela expressdo (5.64). Ou seja, todos os elementos do vetor de
estados devem ser influenciados pelo vetor de perturbagdes.

(i1} a condigBo de riqueza dos distirbios pode ser lida como posto {C1} > n — dim{w) ¢ indica,
entdo, o ntmero minimo de modos observiveis.

(iif) a expressio (5.65) equivale & situagio de igualdade em (5.58) apenas para £ € R {B;}. Isto
determina a eguivaléncia entre (5.63) ¢ (5.65).

(iv} calculado pfy, pelos Teoremas 5.2 e 5.3, se Coo (1/4/165;) # 8, entiio o problema (5.2) estd
solucionado, pois Ty (1//2) = @ para p maior (estritamente) que p§,. Caso, no entanto,
Cwo (1/1 /1Ss) = @, como a condigio apresentada pelo Teorema 5.5 é apenas suficiente, entdo
pode existir gy < pf,; tal que p* = py ¢, para p == gy, a igualdade em (5.58) se verifica.

Esta fltima conelusio relaciona o problerna (5.68) aos itens (b) ¢ (¢) do Teorema 5.2, Se p§; = oo,
entdo, pelo item (b)), a solugio Stima p* ndo é encontrada e apenas uma seqiléncia subdtima pode ser
gerada. Isto tamnbém é vélido para o problema (5.68). Se p§; < oo e Coo (1/4/115,) = 0, as condigdes
do Teorema 5.5 e do item (b) do Teorema 5.2 ndo se equivalem. Devido ao cardber apenas suficiente
do primeiro, pode existir g1 < pj; tal que p* = gy e Co {1//pfy) = @. Vale lembrar que a
condi¢io de igualdade em (5.58) implica que a matriz hamiltoniana M (1 / \/m possui autovalores
sobre o eixo imaginario. A ocorréncia de ganhos de noerma ilimitada em (PHicl), portanto, nio
pode ser caracterizada apenas a partir do calculo do limitante ;. Assim, para evitar que venham
a acontecer, deve-se mostrar que o conjunto Cy, € limitado. Suponha que a restrigio W= W 2 0
neste conjunto é alterada para W = W' > <1, onde ¢ é um escalar positivo suficientemente pequeno.
O lema a seguir é uma versio modificada de [KR91, Lema 4.6].

Lema 5.6 Considere o conjunio Cy com a modificagdo sobre a particic Wy tmposta acima e as-
suma que g > 0 € um pardmetro finito fizado. Se o par (A, C1) € sbserudvel, enido Ty ¢ limitado.

Prova: Seja (W, 1) € Coe para p fixado e considere a seguinte mudanga de varidveis:

By = By(D,D))V?

Wy = Wy (DD)yH?

Logo, desenvolvendo v'@q(W, 1)y e lembrando que todo v € N () tem a forma v’ = = 0 ]’
para x € R7, enconbra-se:

— —_— o~ — / —~
AWy + Wi A+ Wi CLCI W + uB1 B! + (32 - Wg) (32 - WZ) ~ BB, <0
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Nomeando o
S(Wl) =AW — Wgﬂ.l — WlG{CLWI — ,uBlB£ -+ BQ.BZ
. —~ — —~ "
Z(Wg) = (Bg - Wg) (Bz - Y’Vg)
tein-se que .
s(Wi) > z(W2) 2 0
ou seja

Amas {80V} 2 A { (7))

Utilizando [RV88, Teorema 2.1], conclui-se que existe uma solugdo méaxima W, para s{W1) > 0 na

forma Wy > Wi, para todo W real, simétrico ¢ semidefinido positivo. Considere entio que Wi
possui norma espectral ||Wi|| = pi. Logo

e< Wil < p1 <00
e também
Mmas {2(W2)} < sup { Do {s(W0)} + Wi =W[20 ¢ Will<p1 }
Denotando o termo a direita como F, e lembrando que
N { 2(Wa) } = W2 = Bal* < 7

tem-se que . -
Vi, 2 [[We - Bl

Y

I¥a]] — 1| Bl
ou seja . _
1Well < {|Ba0 + /2

Como a mudanga de varidveis € linear e inversivel, determina-se que existe py > 0 tal que
[(We]l < p2 < o0

Logo, sendo K = WiW[ !, encontra-se que
o - Pz
il < Wl s < 22

O lema estd demonstrado. tn

Portanto, para todo par (W, u) € Co, sendo u fixado e finito, o conjunto C,, ¢ limitado. Porém,
como apontado pelo Coroldrio 5.1, a solucéo de {PHic) nao sofre nenhuma perda de generalidade se
for imposto o limitante superior u$; ao conjunto de valores possiveis da varidvel u, de modo que,
para g > fi3;. nao existam pares (W, ) € €. Assim, para ¢ > 0 fixado a priorie pp € {0, 15y,
o problema (PHicl) sempre ird encontrar um ganho limitado, impedindo-se, portanto, a ocorréncia
de ganhos de norma ilimitada. O conjunto €., é um conjunto convexo e limitado ¢ somente ganhos
subdtimos sdo gerados. Se, mesmo para ¢ = 0, a particho Wi > 0, entdio a solucdo étima foi
encontrada; se, por outro lado, para € = 0, esta partigio se tornar singular, entdo o valor étimo 7
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56 ird ser determinado através de ganhos de norma ilimitada. O problema (PHicl) permite, comn a
introdugio desta modificagio, que se caracterize a ocorréncia de solugdes de norma ilimitada para
By < o0

Para finalizar, resta dizer que, como wm problema convexo, (PHicl) pode ser solucionado u-
tilizando o procedimento de linearizacdo externa apresentado pelo algoritmo 2.1. O caleulo dos
hiperplanos separadores foi apresentado nos itens {¢) dos Teoremas 2.14 e 5.3.

5.4 Problema H,, via Realimentacao Dinamica de Saida

5.4.1 Solugao através de Abordagem Paramétrica

Considere o sistema (X;) agora com a forma
(t) = Az(t)+ Biw(t) + Bau(d)
() z(1) = Ciz(f) + Diu(t)
W) = Cox(t)+ Daw(t)

onde, além das hipéteses j4 formuladas na se¢io anterior, adota-se que ;005 > 0 e D;B] = 0.
Como no problema #,, esta hipéteses implicam em uma redu¢iio do trabalho algébrico envolvido,
mas, por outro lado, traduzem questdes concretas em sistemas de controle. A primeira delas significa
que todas as medidas y;(t), i = 1,...,r, sdo afetadas pela agio do distirbio w(t}; a segunda significa
que a parcela de ruido referente ac sinal medido nfo influéncia a dinamica do sistema.

Fsta segio considera que a hipdtese de medida completa de todo o vetor de estados z(t) néo se
efetiva e, portanto, seu objetivo é determinar uma lei de controle de realimenta¢io de saida onde a
ordem n, do controlador seja a mesma ordem n do sistema, ou seja,

U(s) = —L(s)Y (s)
sendo L(s) dado pelo sistema (Z.) abaixo
(1) = Az (t)+ Boy(t)

(Ze) (5.69)
u(t) = Cox.(f)

Neste modelo, z.(t) € R é o vetor de estados do controlador (Z.).

A estrutura em malha fechada ¢ determinada pela interconexio entre os dois sistemas, levando
ao sistemna de ordem aumentada

R = [l R0 ][ o [w0
dt) =[G -DiC: ] [ ff;t))}
Aplicando a transformagio de similaridade

I o
I

— 71
T=T _,{ I

] I éRanZn
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encontra-se, para

e(t) = z(t) ~ z.(t)

que
_ (1) _ A— B:C, B.C, z(¥) + By w(t)
5 é(t) - A Ap o B.Co — B:C, A+ B C, e(t) Bi—B.Ds
(X1)
i
() = [Ci-DiC DiC. ] [ i((z; ]
Em forma concisa, esta Gliima expressio fica
L[ B = AEG+ B
(B0 ~
(Y = CpE(t)

tendo dimensio 2n.
O problema a ser resolvido consiste portanto em:

Problema 5.3 Problema (PHi3)

Determinar um controlador () de realimentagde de saida de modo a estabilizar assintolicamente

o sistema (L) ¢ garanlir nivel de alenuagdo de distdrbios mener que v, sendo v > 0 wm escalar
fornecido a prion.

Ou seja, trata-se do problema M, subdtimo por realimentagio dindmica de saida. Pelo desen-
volvimento acima, a estabilidade assintdtica da estrutura completa planta-controlador é garantida
se a matriz A; possuir todos os autovalores no semiplano esquerdo aberto. O problema (PHi3)

pode ser solucionado, entdo, resolvendeo o problema subdtimo Mo, associado ao sistemna de ordem
aumentada (Z;).

Utilizando-se o Lema 5.4, pode-se escrever que a condi¢ia de estabilidade assintética com nivel
de atenuagio v prescrito é equivalente a determinar X = X’ > 0 solugio de

Ay X + XA; + 42X By B X +C4,Cy =0 (5.70)
onde X € RI*2" & particionada como
X A -
X = [ Yo Xs ] (5.71)
sendo todas as parti¢tes de ordem n.
Desenvolvendo esta expressio, encontra-se que:

» para a particio (1,1):
(A= BaC.Y X1+ (A~ A; ~ BeCqy — BaCo) Xo+ Xy (A~ BoCe) +
-+ X9 (A — A, — By — BQCC) e ’}’_2}{1315;){1 + "f_ZXzBlB;Xl + ”f—2X1BjBiX2 —+

+ 7 X BB X + v X B, Do DLBI X, + CIC+ CI DV DI Co = 0

Impondo-se X3 = 0, determina-se imediatamente que

(A—BaC) X1+ X1 (A= BaCy + 772 X1 By B X1 + CLC, + CLDVDLC = 0
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que, para C, = K € 8" pode ser identificada com a equagio modificada de Riccatt para o
problema H, utilizando realimentacio de estado. Logo:

Xy = P
(5.72)
C. = K = (D\D)'ByP
e a equagdo torna-se

AP+ PA+~y2PBBIP — PBy{(D\D)'BLP + C{CL = 0 (5.73)

e para a parti¢do (1,2):
Considerando-se a restri¢io sobre X e (5.72), encontra-se:

(A—A;— B.Ca — BaC)Y X3 + X1 B2C + 772X, B1 Bl Xy — CLI, D1 C. = 0

ou seja
A= A—BCy— B2 K ++"*B B{P

+ para a partigio (2,2}

Considerando a restrigio sobre Xj:
(A + B2Ce) Xs+ X3 (Ac + BoCo) -+ 2 XaB) By Xs+ 72 X3 B, Dy DL B X5+ CLD D1 C, = 0
Logo, utilizando os valores de A, e C:

(A= B.Co+v2BBjP) X5+ X3 (A~ B.Ca+ 7 2B, B, P) +

+ 772 X3 (B B} + B. Dy Dy X3 + K' D)DK = 0

Nomeando
K, =~ ?B{P (5.74)

e multiplicando 4 esquerda e & direita por Z = X1

(A+B1Ky)Z+ Z(A+ B1Ky) — ZCyB, — B,CoZ + 4 *B, B, +

+ v B Dy DYBL + ZR'D\DI\KZ = 0 (5.75)
que, para B = L &€ R™*" torna-se
(A+ B1Ky) Z + Z(A+ BiKy) ~ v ZCH(Da 0 2CoZ + ZK' D\ D KZ + v 2B, B = 0
onde
L=+*2C, (D, D5y (5.76)
Portanto, Z & R"*" ¢ a solugio da equacdo de Riccati

(A+BiKy) 2+ Z{A+ BiKy) — Z [y Cy{De D)™ Co — K'D, Dy K] Z + v~2B, B, = ©
(5.77)
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que também pode ser escrita como

(A+Bi Ky —LC) Z+ Z(A— BiKy — LCo) + ZK' DI DK Z +

+ [y By = 1 ZCY (D D5) T Ds) [y By — 120 (D2 D)7 Da] = 0

Mutltiplicando a esquerda e & direita por X3 = Z~! e realizando as operacdes indicadas,
encontra-se:

(A+BiKy — LC3) X3+ X3 (A — BiKy — LC3) + X1 By (D)D) BLX, +
4+ Y 2 X3 BB X + vACH (D2 DY M Cy = 0
Somando (5.73) & expressio acima ¢ manipulando, obtém-se

A (P + X3)+ (P + Xs) A+ 72 (P + X3) B1 B} (P + X3) + C}C1 — ¥ Cy (Do D) 1 C, =0

ou seja
AY + YA +9"2YCCLY = YCL{D DY) " CoY + BB, =0 (5.78)
para
Y =+*(P+ Xg)_l (5.79)
Portanto:

X3 = (I-PY) Y~}
e ¢ ganho I & dado por

L= (I-y"2YP) ' YOy (D04

= Zoo Ly (5.80)
para
Zoo = (I— 72y )" (5.81)
Lo =YCh (DD (5.82)

Assim, a condigio de existéncia do ganho L é que Y = Y’ > 0 solucione (5.78) ¢ Zo, seja
definida positiva, ou seja, Y < 42 P~1,

A matriz X em {5.70) ¢, desse modo, dada por
P 0
¥=[0 ez

e os pardmetros do controlador (.} so dados por

Ae = A ZoL, 0~ BK -+ B K,
B, = Zul, (5.83)
C. = K

sendo K, Ky e L, como dados em (5.72), (5.74) ¢ (5.82), respectivamente. Este resultado pode ser
resumido no teorema a seguir,
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Teorema 5.6 As seguinies afirmativas sdo equivalenies:
(a) O controlador dindmico
(t) = Acz ()+ Boy(?)

(Ze)
u(l} = Cex. )

estabiliza essinfolicamente com nivel v de alenvagdo de distirbios o sislema (£}, sendo A;, B, ¢
C. como dados em (5.83).

{b) As equagdes modificadas de Riccali {5.78) e (5.78) tém solugio P=P' >0 eY =Y’ > 0 lais
que Y < 42 pP-1.

Prova: Imediata, a partir da manipulagio anterior. A existéncia de solugio para as equagdes (5.73)

e (5.78) é parantida pelas hipoteses de controlabilidade e observabilidade associadas ao modelo ().
£

Este Teorema origina diversas conclusoes e permite um melhor entendimento do problema H..
A equagdo (5.78) estd associada ao sistema dual

2ty = Az(l)+ Crzt) + Chy(t)
(Z) 4 w(t)
u(t)

i

12(t) -+ Daylt)

Bhx(t) + Djz(t)

e leva ao ganho
Lo = YCh{Dy D)™

que estabiliza assintoticameunte ¢ garante valor menor ou igual a v de norma M, para o sistema dual
em malha fechada. Para v — oo, a expressio {5.78) se reduz & equacio do observador de estado em

norma 3, apresentado em (4.46). Ja a equagdo (5.73), como dito, leva ao ganho de realimentagao
de estado

K= (D,Dy)"  BLP

que estabiliza o sistemna (X;) e garante ||G5}] | < 7, considerando acesso completo aos estados. Para
v — oo, se reduz & equag¢do de Riccati em forma padrio, que permite a solugio do problema de
regulador de estado,

O controlador (X.), por outro lado, pode ser escrito na forma

Zo(l) = Az {t) + Boy(t)
= (A4 Bi Ky + BaR) 2.(t) + Zoo Lo [ y(t) — Cozeft) ]

= Az, + Buib(t) + Bault) + Zoo Lo [ y(t) — Cozo(t) ] (5.84)

onde
u(t) = —Kz,
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¢ o sinal de controle gerado na saida do controlador e

W) = Kyze(l)

= 77 B Pro(t)

Estas equagbes tém a estrutura semelhante a de um observador de estado em norma H,. Porém,
existe a presenca do termo wW(?), que nio consta no observador em norma Hy. Este termo significa
uma estimativa do pior sinal w{t) ou sinal mals perigoso ao sistema, no sentido que maximiza
o valor da saida z(f), como apresentado em (5.24), considerando a aplicagdo do sinal de controle
étimo u(t) = ~Kz(t). O problema de estimagio Ho. compreende, entdo, uma estimagio do vetor de
estado que ird gerar o controle 6timo e uma estimagio da pior entrada de distirbios a ser aplicada.
Pela equagao (5.77), considerando a presenga desta entrada € que ird se estimar o vetor de conirole
correspondente. O ganho étimo do observador de estado que estima 2(t) é, entdo, L = ZooLs.

Esta é uma diferenca significativa entre os problemas Hy e M. No primeiro, pressupde-se o
conhecimento dos sinais de distiirbios existentes no modelo, de tal sorte que a estimagdo de qualquer
saida é equivalente A estimagio de estado. No problema H.,, por ouiro lado, hd uma estimagio
conjunta de estado e pior entrada aplicada e a estimagao da saida depende, entéo, do conhecimento
destes sinais. Desse modo, solucionar o problema H,, implica em determinar um sinal de controle
que garanta a especificagio de estabilidade € um sinal de entrada que leve a especificagdo em norma
Hoo & igualdade. Neste sentido, o problema My, apresenta uma estrutura de separacio entre o
problema de regulacio de estado e o problema de estimagdo de safda. Esta analise foi inicialmente
exposta em [DGKF89}.

A figura 5.4 apresenta o conjunto planta-controlador no caso do problema Ho,. Eia é equivalente
A estrutura para o problema Hy — veja figura 4.7 — a menos a presenga do termo ¥~ By B} P relativo
3 entrada de pior caso e a alteragio no ganho do observador de estado. Para v ~ 0o, as expressoes
encontradas se reduzemn As suas versdes em Ha. Porém, comparando-as, pode-se obter informacGes
interessantes. A presenca de By na equagdo (5.73) permite que a soluglo desta equagio leve em
conta como o sinal de distiirbios atua sobre o sistema; ja a existéncia de C) na equacdo (5.78) leva
a que o estimador H, seja afetado pela forma como os estados sio ponderados de modo a gerar a
saida z(f). Os controladores Hy ndo possuem tals caracteristicas.

O sistema () em malha fechada, utilizando (X,), fica

4, o [ A= BK B K
I =0 wBiKy A ZooLoCo-+ B1Ky

Elf = [ BBy — Zec LoDy ] : 51} = [ Cy—-—D1K WK ]

O problema H,,, 6timo utilizando realimentagio dindmica de safda no serd abordado, mas apresenta
as mesmas caracteristicas de solu¢io que a versdo via realimentagdo estatica de estado. Deve-se

determinar limitantes inferiores em v as solugdes méaximas simétricas e reals de {5.73) e (5.78),
dados por

g = sup{ p>0 : AP+PA+pPBiBP~B;(DiD) " B} +CiC1=0 }
)

Gy = stép{ (>0 : AY + YA +{YCICY — Gy (DaD}) ™' Co+ BiBL =0 |
¢, entdo, solucionar as duas equagdes, de modo a garantir que a condigio de acoplamente dada
pelo item {b) do Teorema 5.6 seja assegurada. Schugdes iterativas em ¥ podem ser encontradas em
[8c90], {GP91] e [LCY91], dentre outros autores. Esta dltima, em especial, demonstra que a condigio
de acoplamento ¥ < 2 P~1 é convexa com relacio ao escalar 7.
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z(t)

y(i)

Figura 5.4: Diagrama para Planta-Controlador Ho,

5.4.2 Abordagem Convexa do Problema #,, de Realimentacio Din&mica
de Saida

A solugdo ¢ encontrada através de dois subproblemas ¢ uma condigio de acoplamento entre

eles. Os dois subproblemas podem ser transformados para uma formulacio convexa semelhante &
exposta na segio 5.3.3.

Considere entdo as fungdes

(W) = FW + WF + WRW + u@Q

Do (V)= FIV + VF, + VGV +CR,

onde as matrizes F, € R4 Q, e R4 ¢ B, € ®9%4 550 definidas como

[ 4 o BB 0
=l o] @[ ol

o o
Ro_[ A 0]
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para d = 1+ r ¢ a matriz V € R9¢ deve ser simétrica e semidefinida positiva, sendo particionada

cComo v v
- 1 2 K1
V_[V?, Va} , VIER

e a submatriz V1 deve ser definida positiva. As matrizes F, @ ¢ R foram definidas em (5.45) ¢ a

matriz W em {5.50).
Defina entdo o conjunto

Coa={ (W,Vim) = W=W'20, V=V'20, ne0max(un ),

VOu(W)w <0, vEN(G), dBu(V)a<0, aeN(G), Vi<aWi'}

O teorema abaixo soluciona o problema H, via realimentagio dindmica de saida numa abordagem
convexa.

Teorema 5.7 As scguinies afirmatives sdo verdedeiras:

{2) Pare n > 0 um escalar firo conhecido a priori, o sistema (L) € estabilizdvel assintolicamente
com nivel v = =12 de alenuagdo de distirbios se ¢ somente se Cooa # 6.

(b) Seja ¢ trio (W*,V*,17") a solugdoe étima de
min{n : (WV.n) € Cuua}

Entdo v* = /7* ¢ a solugdo Stima do problema (PHi8), K* = WiW ! soluciona o problema He.,
de realimentagdo de estado ¢ L = V1—1V2 soluciona ¢ problema dual de realimeniacdo de estado Hy, .
{¢) O conjunio Cog € convero.

Prova: Os itens {a) e {¢) sBo imediatos a partir do Teorema 5.4 e [LC91]. A demonstragio do item
(b) segue do desenvolvimento apresentado na segio 4.5. O

O controlador (£.) é encontrado a partir de (5.83). Esta formulacio busca satisfazer, ao mesmo
tempo, as trés resiri¢bes associadas ao problema de realimentagio dinamica de saida. A solugio nio
¢, porém, conjunta, pois as restri¢Ges sfo tratadas de maneira separada. A restrigio de acoplamento
determina, contudo, a forma cormno as demais irfo se comportar.

5.5 Problema H, em Realimentacao Estatica de Saida
Nesta se¢do o sistema (X)) adota a forma
() = Az(t)+ Biw(l) + Bpult)
©) ) = Ciall)+ D) (5.85)
W) = Cuolt)
onde, novamente, para fins de simplificacio das passagens algébricas envolvidas, assume-se que

D3 = 0. As hipdteses concernentes a esta formulacio sfio as mesmas ja anteriormente impostas nas
segoes 3.2, 3.4 e 3.5, ou seja, posto{ By} = m, posto {C2} = r, posto {I}} = m, além das condigdes
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de ortogonalidade de (Ci, I;), de observabilidade dos pares (A, 1) e controlabilidade dos pares
(A, B2) e (A, By), esta Gltima relaxada para a condigio apenas suficiente que posto {B;} = n.
O objetivo desta secdo é determinar uma lei de controle de realimentacio estdlica de saida

u(t) = —Ly(t) (5.86)

de modo que L € R™*7 estabilize assintoticamente (£;) e, a0 mesmo fempo, garanta wm nivel 7 de
atenuacgio de distirbios pré-determinado. A definicio a seguir formula esie conceito:

Definicao 5.3 O sistema (X} € estdvel assinfolicamente por realimentacdo csldtica de saida com
nivel de atenuagdo de distirbios v se Ay = A— BoLC, for assintoticamente estdvel ¢ a norma Mo
da fungdo de transferéncia de malha fechada

Gy(s) = Cy (sT— As)™" B (6.87)

Jor tal que |Gyll,, <7, pare Cy = Cy — D1 LC,.
Os controladores que satisfazem a esta defini¢iio determinam o conjunto dos ganhos admissiveis
Ly={LeR™ : MA-BLC}ee_, |Gl <7} (5.88)

Obviamente, ILy se constitul em um subconjunto do conjunto L dos ganhos assintoticamente esta-
bilizantes por realimentagio estitica de saida, definido em (3.25).
Dois problemas serfo tratados ao longo desta segao:

Problema 5.4 Problem Subdtimo H., em realimentacao estatica de saida (PHid):
Descrever o conjunio ...

Problema 5.5 Problem Otimo Ho, cm realimentagio estdtica de saida (PITIS):
Determanar 0 menor milanic v que salisfuge & definipao 5.3, ou seja,

(PHI5) 7" =min{7 : G/, <7, LelL,)

=min{ |Gy, : LeL} (5.89)

Esies dois problemas sio versGes em realimentaco estdtica de saida dos problemas (PHil) e
(PHi2) definidos na se¢dio 5.3.1. O primeiro parametriza em fungio de % um conjunto de ganhos que
satisfaz a restrigio em norma H.; o segundo busca determinar o menor limitante que satisfaca &
definigao 5.3, podendo ser resolvido como uma seqiiéncia iterativa de solugdes do primeiro. O lema
abaixo caracteriza a existéncia de L € L, em fungiio de equagbes do tipe Riccati.

Lema 5.7 Considere o par (Aj, Cy) observdvel ¢ seja v > 0 um escalar fizado.

(a) O sistema (L;) € estabilizdvel assintoticamente por realimentacdo estdtica de seide com atenua-
¢do vy prescrifa se ¢ somente se exisiirem matrizes P = P/ > 0 ¢ L € W™™" {ais que

A5 P4 PA; + 47 PB B P+ CiCy <0 (5.90)

(b) Qualquer mairiz P satisfazendo (5.90) ¢ tal que P < P, sendo P a solugdo da equagio do tipo
Riceati correspondenie.
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. Prova: Considere que o sistema (X} satisfaz a definigio 5.3, Entio, pelo Lema 5.4, existem matri-
zes L € L, e P = P’ > 0 que solucionem (5.90). De forma reversa, se P = P’ > 0 soluciona (5.90),
entdo, se o par (A, Cy) é observavel, L € L ¢, pelo Lema (5.4}, a condi¢io de limitacio da norma
Heo € satisfeita. Logo L € .,. O lema esta demonstrado. 0

Este Lema ¢ uma versdo do Lema 3.4, voltada somente para o caso de realimentagio estdtica
de saida. Assim, nfo apresenta como determinar L € 1., que satisfaca as condigbes exigidas, ou
seja, solucione o problema {(PHid). Como discutido no capitulo 3, a descricio do conjunto 1L é
um problema de dificil solugfo e requer a introducdo de restrigdes sobre o conjunto dos ganhos
estabilizantes por realimentacdo de estado. Seja entfo a matriz Yo ¢ R*X™™" tal que ChYa =0 ¢
Y3Yy = I, ou seja, Yo € N (Cy). O lema abaixo entdo relaciona os conjuntos K, e i, mostrando
condi¢des de existéncia de L € L.

Lema 5.8 Seja v > 0 um escalar dado. Entéo o conjunio L, # 0 se ¢ somente se K, # 0, onde

Kyo=Ky [ {8 : KYp=0} {5.91)

Em caso afirmativo, todo L € 1.4 ¢ dado por
L=KPCy(CPCH™ (5.92)
sendo K € K, e P & RN®*" uma mairiz simétrica e definida positiva arbitrdria.

Prova: Segue imediatamente do Teorema 3.7. 0

Este Lema, assim, apenas reproduz o Teorema 3.7 em uma perspectiva do problema de estabi-
lizagao Heo. K uma condi¢io necessatia e suficiente para a determinagiio de I € L, e inclui um
mapeamenio ndo-linear ponto-a-ponto entre elementos do conjunio Ky, e elementos do conjunte
L., mapeamento este parametrizado em funcao da varidvel livre P. Deve ser ressaltado, porédm, que
tanto K., quanto L, ndo possuem, a priers, propriedades que permitam descrevé-los. Além disso,
K40 exige que a restricao linear K'Yy = 0 se¢ja satisfeita. No entanto, K, pode ser mapeado através
da abordagem convexa utilizada na se¢do 5.3.3. Esta observagdo ird permitir a determinagio de
condi¢des necessarias ¢ suficientes para a solugio de (PHid) e (PHi5).

Antes disso, contudo, deve-se discutir como outras abordagens solucionam este problema. Utili-

zando-se o Teorema 5.1, a formulagao apresentada no Teorema 3.4 pode ser estendida para a solugio
de (PHi4)}.

Teorema 5.8 Seja v > 0 um escalar fizado. O sistema (£;) ¢é estabilizdvel assintoticamente com
alenuagdo de distirbios v se ezistirem mairizes X € R**" ¢ I € R™*", sendo X = X' > 0, tais

que

ZL(AX + XA + XCC1X +97 BB} Z2 <0 (5.93)

(D, D) ByX = LGy (5.94)

para Zy € N {BL). Cuso afirmative, para p > 0 um escalar suficicnlemente grande, o ganho
estabilizanie ¢ dado por L, = pL & L.,.

Prova: Utilizando o Lema de T'insler (veja apéndice A), (5.93) pode ser escrita como

AX + XA+ XC{Ci X ++72B1 B, < pBa (D, D))" B,
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Logo:

LE ( . » i
[4 - o8, (D1 DY) ByX Y X+ X [A % pBy (D4 D)) mx~t 4

+ X { (€1 = D1 (DD By X1 (G = oy (DD By } X v 2B, B, <0

Utilizando agora (5.94): _
A X+ XA+ XCLC X + 77 BB €0

que, para P = X!, p suficientemente grande €
A_f = A — pB__;;LCg , Cf = C} - leLC'z
satisfaz a condigio de suficiéncia do Lema 5.7, O teorema estd demmonstrado. 0

Este Teorema apresenta apenas condigdes suficientes para a soluciio do problema (PIIid), sendo
este carater devido & imposi¢do da restricio de projegio do ganho de realimentacio de estado.
E interessante verificar que, se By C R {B:}, entio {5.93) ndo ird depender do valor de v a ser

atribuido ao sistema. Logo, se essa desigualdade é satisfeita, o Teorema é assegurado para todo
7> 0.

5.5.1 Abordagem Convexa do Problema H,, por Realimentagao Estdtica
de Saida

A solugio do problema (PHi4) proposta pelo Teorema 5.8 possui caracteristicas que permiter
escrever um problema convexo, de modo que uma solucio subdtima para o problema (PHi5) é
encontrada. Considere que r = m, ou seja, que o sistema (¥;) possua o mesmo rimero de atuadores
e de sensores. Pelo Lema 5.8, qualquer ganho A € K., pode ser decomposto na forma K = LCy,
sendo a matriz L = K PCL(CoPCy) F tal que L € L. para P = P’ > 0 arbitrdria. Assim, impondo-
se a restricio de projeciio K = LCy a equacio (5.40), pode-se encontrar uma solugio subdtima para
o problema (PHib) através de

min {;t : AX + XA + XC{Co X + BB, < By (D)) B, CoX = L~ (DD, Bg} (5.95)

Esta formulagéo é convexa em relagio ao trio (u, X, L7!). A fungiio objetivo e uma das restrigdes
sdo lineares em g; a primeira restricdo é convexa em X e a segunda é linear em X e L™, Pelo Lema
5.7, se existirem matrizes X e L que solucionem (5.95), entdo L € I, e ||Gfl], < v = I/ /&

Uma segunda sclugdo pode ser obtida através da formulagio apresentada na secio 3.4. Considere
a fungao

O (W, ) = FW + WIF' + WRW + uQ

e 0 conjunto o
Co()={W=W2>20 : O (W wuv<0, veN(G)})

j4 definidos em (5.47) e (5.48), respectivamente. Pelo Teorema 5.3, o conjunto ¥, é parametrizado,
a partir de W e C (), na forma

Ky = { WaWw:h @ WeCo(v) )}
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para ¥ > 0 um escalar fornecido a prieri. O conjunio K., permite uma relagdo semelhante. A partir
de (5.76), o mapeamento entre elementos de Cy () ¢ elementos de K, é dado por

Kyo={Wi;W[' : WeCu(n)} [] {WiWi'Va=0, Welu(y) ] (5.96)

O segundo membro do lado direilo representa uma restricao sobre elementos da matriz W de
modo que a restrigdo de projegio K'Y = 0 seja satisfeita. Defina entdo a matriz

w— O‘A‘} X —T
T = { E,} € R (5.97)

e seja o teorema abaixo:

Teorema 5.9 Seja v > 0 um escalar fizado a priori. O conjunto L, # § se ¢ somenle se extsiir
wma matriz K € R**"7 de modo que as duas condigdes abaizo se assegurem:

(a) postoe{T} =n;

(b) O conjunio Cy (7, E) # 6, onde

com=can N {w o | T olw]e ]} (5.99)

Em caso afirmative,

L= WiCL(CWi O™ € L, (5.99)

Prova: A demonstragio advém do Lema 5.8, da expressio (5.96) e da prova do Teorema 3.8. O

O segundo membro do lado direito de {5.98) represcnta restrigdes lineares sobre as matrizes
W € Cy, (), permitindo que a resiricio de projegio KYs = 0 se efetive, Desse modo, este Teorama
€ um dos resultados centrais deste capitule, ao transformar as condigbes necessirias e suficientes
do Lema 5.8 em um espago paramétrico convexe. O ganho L € L., entdo, é encontrado através
do mapeamento nao-linear {5.99). Porédm, a condi¢io de convexidade ¢ vilida apenas para o caso
onde a matriz I é conhecida e fixada, como mostrado pelo coroldrio a seguir. Este Teorema, por
outro lado, simplesmente restabelece o Teorerma 3.8 no contexto do problema Hs,. Os resultados
apresentados em seguida podem ser lidos sob a mesma perspectiva.

Corolidrio 5.2 Seja v um escalar positivo fornecide a priori. Os fales abaizo sdo verdadeiros:

(a) Para a matriz E fizada, o conjunto C (v, £) mapeia uma parcela de Ly na forma

{ WiCL (G C)™ © W€ T (1,B) b g, (5.100)
(b) O conjunte I, ¢ mapeado na forma
L= |J {ma@wmey™ W e Cw (,E) } (5.101)
E'B=1

(c) O sistema (%) € assinlolicamente estabilizdvel por realimentagdo estdlica de saida com nivel

v de atenvagdo de distirbios prescrito se e somente se ezistir uma transformacdo de similaridade
T = Tz ial que

= [T o T o)l _ =~
W o= [ 0 1 ] %4 [ 0 I] € Coly) {5.102)
onde

@’:00(7):{’WJW'20 L TO(W, i <0, vaeN(é)} (5.103)
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(d) Para E fizada,

WeCox (1, E) = WeCe(1,E) (5.104)
Em caso afirmatiivo, L

L=WLW;' € L, (5.105)

(e) Pare E fizadae, Cy (77, ) € um conjunie convezo.
Prova: O item (a) é uma nova formulagio do item {b) do Teorema 5.9; o item (b) é uma gene-
ralizago do primeiro, considerando todas as matrizes ¥ € R**™~7 que satisfazem A restricioc de
normalizagdo. Quanto aos itens (¢) e (d), veja a demonstragio do Corolario 3.2 e observe, também,

que a transformagao de similaridade proposta leva a determinagio de um novo espago paramétrico

que incorpora em sua propria defini¢fo a restrigio de projecio K'Yz = 0. A demonsiracio do item
(e) segue de forma semelhante ao item (a) do Teorema 5.3. m

O mapeamento de C, {7y, £) em L., proposto no item (b) tem uma caracteristica importante:
este tltimo geralmente é um conjunto ndo-convexo. Além disso, juntamente com o item (a), permite
concluir que, para E fixada, apenas uma parcela do conjunto Ly é mapeada. J4 os itens {c), (d) e

{¢) demonstram a principal restri¢ac desta abordagem, ou seja, resultados de sintese s6 podem ser
obtidos conhecendo-se a matriz F.

A determinagéo desta matriz pode ser feita utilizando-se os resultados da secio 3.4.2. A luz do
problema H., 0s seguintes resultados sdo encontrados:

Coroldrio 5.3 Para v > 0 firado, uma condigdo necessdria para Coo (7, E) # & € caistir £ €
ReRXP-T gl que

(AY2) E + E'(AYy) + v 2 E' BB E 4 Y, CiCiY2 <0 (5.106)
onde Yy € N (Cy).
Prova: Se ., # @, entdo existem, pelo Lema 5.7, matrizes P = P’ > 0e L € .4 tais que
(A~ BaLC3) P+ P(A— B2LCa) + 7 2PB B P+ {Cy — DL LCy) (C1 — Dy LC2) < 0
Multiplicando-se & esquerda por Y] e a direita por Yy, onde Yo € A {C3), encontra-se que
Yo A'PYy + Y{PAYs + v 2Y P B B{ PYs + Y20 01 Y. <0

Definindo-se
= PY,

obtém-se (5.106) e o teorema estd demonstrado. a

A condigio acima é convexa com relagio a matriz F, mas, no entanto, a determinacio desta
madtriz ndo é feita pela solucdo direta de (5.106). O procedimento min-max proposto em [GPS93b]
e [PGS93a] permite, porém, encontrd-la sob condi¢des de convergéncia. Desenvolvendo a funcio
O(W,v~?) para ¥ > 0 fixado, encontra-se

AWy + Wi A~ Bo W, — W Bl + CiCy + Wo i DZ/Ws + uB1 B < 0 (5.107)
Multiplicando-se & esquerda por Zj ¢ & direita por Z, sendo Z» € N (B}), obtém-se

P(W1) = Z5 (AW + Wi A" + WiCLCIW, + pBiBL) 22 < 0
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pois WaD{DiW) > 0. O conjunto das matrizes Wy = W] > 0 que satisfaz a restri¢io acima ¢
denominado

(Czﬁ{W1 ﬁW{>O : @(W1)SQ}
Multiplicando-se agora (5.107) & direita por W Y3 e a esquerda por YJW, !, tem-se que

(W) =Y (A Vi + VIA+CiCy +pViB1B{V1)Ya <0

onde Vi = W, 1. O conjunto das matrizes Vi = V{ > 0 que satisfazem & designaldade acima é dado
por

Cy={Vi=W>0 : ®WN)<0}

Portanto, (5.107) pode ser reescrila em termos de duas desigualdades convexas, que devem ser
satisfeitas de forma conjunta. A determinacio de W) e posteriormente de £ pode ser feita utilizando-
se o procedimento de min-max apresentado pelo algoritmo 3.3.

Determinada a matriz E de interesse, pode-se entdo passar a solugio dos problemas (PHi4) e
(PHi5). Com relagdo a este dltimo, esta abordagem permite a deferminagdo apenas de solugoes

subdtimas. O algoritmo abaixo € uma adaptagio do algoritmo 3.2, voltado agora para a solugdo
(subdtima) do problema (PHIB).

Algoritmo 5.4 Determinacio de L € L4 solugio subdtima de (PHi5)
passo 1 Para v > 0 fizade, determine £ € R**"~7 glravés do algoritmoe 3.3.

passo 2 Com a malriz de transformagio T dade em (5.97), faga o transformacdo de similaridade
-1
~ T o6 T 0
SR IEAEE

~ [T o T 0] = [T o T 017"
=5 afelo ] o v]elo v
passo 3 Solucione o problema convezo
rnax{ I ﬁ; & @m }
passo 4 Delermine L = ﬁ}élﬁﬁl eL.,.
No caso do problema H.,, esta abordagemn possui uma grande relevincia, considerando-se as

dificuldades para a solugo do problema 6timo associado, mas deve-se atentar para o carater apenas

suficiente do mapeamento Ly +— Co (7, E}, para E fixada. Abordagens semelhantes podem ser
encontradas em [SN93] e [IS93], dentre outros.

5.5.2 Abordagem Convexa via Funcao f(W)

Os resultados a serem apresentados em seguida sio os mais importantes deste capitulo. Eles
permitem o desenvolvimento de condigbes necessdrias e suficientes para a solugao dos problemas
(PHi4) e (PHi5). O ponto central é a funcio f(-)} : dom f R

FOW) = Te {WyW i Wa — W4CH (G Wi Gy) ™ W } (5.108)
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cujo dominio de defini¢do é dado por

dom f={W : W, >0} {(5.109)

Esta fungao foi introduzida na seqao 3.5 e transforma o segundo membro do lado direito de {5.96)
em uma restri¢io (possivelmente nao-convexa) sobre as partigdes da matriz W. Suas propriedades,
analisadas no Teorema 3.11, de fato surpreendemn, por permitirem a utilizagio de f{W) em um

procedimento convexo para a solugdo de problemas como (PHi4) e (PHiB), mesmo nio tendo sido
demonstrada a convexidade desta fungdo.

Defina entao, para v > 0 fixado, o conjunto

CorM=Caln [} (W : FW)<0) (5.110)
e seja o seguinte teorema:

Teorema 5.10 Seja v > 0 um escalar fizado. Enido
Ly={ WiCHCMCY™ © W eCus(v) } (5.111)

Prova: Suponha primeiro que L, # 0. Logo, existem malbrizes L € ™5™ ¢ P = P’ > 0 tais que,
pelo Lema 5.7,

(A~ BaLCy) P+ P(A ~ BaLCo) + 7 2PBBLP +(C) — Dy LCY (C1 ~ Dy LCy) <0
Definindo W como

W p-1 PicLL
LCyP=1  LCyP~CL L

conclui-se que W € Co(y) € dom [ e, para esta matriz W, a funcio f(W) = 0. Portanto,

W € Coos(7) © a necessidade estd demonstrada. Para a suficiéncia, suponha que exista W € Cooy (7)-

Portanto, pelo Teorema 5.3, o ganho K = WiW;! € K,. Além do mais, f(W) pode ser escrita
como

7
FW) = Tr{ (Wit - wicy (cawicy) ™ o) Wi [Wgwl-i — Wiy (G2 Cy) ™' G }

e, assim, f(W) = 0, pois, por hipétese, f(W) < 0 para qualquer W € Coos (7). Logo:

K = WiW;' = WiC{C.Wi )™ ¢y
= LCy
para L = WjC}, (CngCé)“l. Pelo Lema 5.8, L € I e a prova estd concluida. u

Este Teorema estabelece o principal resultado deste capitulo concernente a realimentacio estatica
de saida, ao determinar um mapeamento ponto-a-ponto entre o conjunto L., e um conjunto formado
pela intersecgdo entre o conjunto convexo Cu (¥) € um conjunio de matrizes que satisfazem 3 res-
trigdo f(W) < 0. Todo o conjunto L, é gerado através deste mapeamento, permitindo, assim, que
extensOes como a solugdo do problema étimo H o, possam ser estudadas. As propriedades topoldgicas
de f(W), apresentadas no Teorema 3.11, garantem que se pode gerar um hiperplano separando as

matrizes W € Co, (7) que satisfazem & restricio f(W) < 0 daquelas que nio satisfazem tal restricfio.
Seja entdo o conjunto

Coos =Coo [ {W : f(W)<0} (5.112)

O teorema a seguir soluciona o problema (PHi5).
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Teorema 5.11 Considere o par (W™, u*) a solugdo dtima de

{PHiee) max{p : (WpueCyqr} (5.113)
Entio L* = WiC, {(CoW 05 soluciona o problema (PHi5) e v+ = 1//i-

Prova: Primeiramente, observe que todo par (W, 1) pertencente ao conjunto Coop leva a wn ganho
L= W0, (CaWiCy) €Ly e 1Gll., < 1/+/B, pelo Teorema 5.10. Como, por construgio, u* é o
maximo valor de g, ele produz ¢ minimo valor de 7, solucionando o problema (PHiB). o

E importante ressaltar que Coo 5 ndo é um conjunto convexo e, portanto, (PHiec) nio é um
problema convexo. Porém, este problema corresponde & minimizagio de uma fun¢do linear sobre
a interseccio entre um conjunto convexo e o conjunto das matrizes que sabisfazem f{W) < 0. As
propriedades geométricas de (W) levam a concluir que, a cada iteragiio, W &€ dom f e a solugao
Stima de (PHiec), entio, é obtida. Deve-se observar que a formulagao apresentada acima ndo inclui
o dominio de definigio da varidvel p. Este estudo foi apresentado no caso de realimentagao de estado
e formalizado pelo Teorema 5.5, levando a defini¢do do limitante pf, aprentado em (5.58). O seu
célculo, apresentado pelo Teorema 5.5, nao ird se alterar no caso de realimentacdo estdtica de saida.
O corolério a seguir formaliza as conseqiiéncias da introdugdo deste imitante na solu¢do de (PHiec).

Corolario 5.4 Seja o problema

(PHiecl) max{p : (Wu)€Cams, p€ 05}
Entdo a solugio de (PHiecl} ¢ igual & de (PHiec).
Prova: Imediata, pois, pela definicdo de 5, Coo = @ para p > pfy. [}

Note-se que, se Cyp (1/ VH5r) = 0, entdo, como a condigio apresentada pelo Teorema 5.5 é
apenas suficiente, pode existir p < p§, tal que p* = yy ¢ a igualdade em (5.58) se verifique. Desse
modo, tal como no problema de realimentagio de estado, este limitante ndo permite caracterizar de
forma efetiva a ocorréncia de ganhos 6timos de norma ilimitada. Isto pode ser impedido incluindo-
se as modificages citadas no Lema 5.8, ou seja, alterando-se a restrigio de nio-negatividade da
matriz W para W = W’ > €I, sendo ¢ > § um escalar suficientemente pequeno, de tal sorte que
Cw se torna um conjunto limitado. Ressalte-se, no entanto, que as matrizes W € dom f sdo tais
que a parti¢do Wy sempre é ndo-singular. Utilizando-se a alteragfo acima, pela demonstragdo do
Lema 5.6,

Bz W W] = (ILC]

Por outro lado,

1L = [[WiCs (CaWiCh) ™|
< wiCsH (Cwney |
< Wall Gl ICwes ™|

Mas, como

7yt
HCawiCh) ™ < w
determina-se entdo que

12l < 2 fcall feamen™
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’EUg(i)
Weo(t)

u(t)

Figura 5.5: Planta de Conirole Generalizada

e, assim, o conjunto Ty ¢ wm conjunto limitado ¢ a caracterizagio da ocorréncia de ganhos de
norma ilimitada no caso de realimentagio estatica de saida estd completa.
Por fim, a solugiio de (PHibH) pode ser encontrada utilizando-se procedimentos de programagao

convexa como o método de planos de corte, através de algoritmos como o algoritmo 3.3 proposto na
segdo 3.5.2.

5.6 Problemas Mistos Hy/Hoo

5.6.1 Descrigdo dos Problemas Mistos H,/H,,

Esta secdo altera a seqiiéncia adotada neste capitulo e estuda problemas que envolvam con-
juntamenie normas Hy e M. Esta classe de problemas possul diversas motivagdes e um painel
historico talvez ajude a melhor compreender o porqué de sua definicio. Para tal, considere a planta

de controle generalizada apresentada na figura 5.5, onde (£;) é o sistema a ser controlado, tendo
representacdo de estado (minima} dada por

( 1) = Ax(t) + Biawa(l) + BiooWes(t) + Boull)
z(t) = Craz(t) -+ Digu(t)

(Tn) (5.114)
Zoo(l) Clhoo(t) + Doult)

il

L () = Cox(t) + Daawa(t) + Dacows(2)
e (I.) é a estrutura do controlader que se desgja encontrar, dada por
zft) = Aczt) + Bey(t)

(Ze) (5.115)
u(t) = Cz.{t)

O vetor wa(t) € N representa um sinal de perturbagio do tipo ruido brance (caso estocdstico)
ou impulsivo unitirio (caso deterministice), de modo que sua densidade espectral de poténcia seja
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conhecida. Q vetor we(t) € R~ é um sinal de perturbacio que possui densidade espectral de
poténcia limitada. As saidas z3(f) € R e z,,(f) € NI~ estdo associadas as respectivas entradas e,
assitn, Gra{s) e Gjeo(s) representam as fungbes de transferéncia de malha fechada entre os pares
wi(-) e z:().

A primeiva formulagao de um problema misto aparece em [BH89]. Neste artigo, a principal
motivacio dos autores é interpretar ¢ problema He, de atenuagio de distirbios prescrita sob a
6ptica do problema LQG. Propdem entfo uma formulagio onde uma dnica entrada de distirbios é
aplicada — portanto, w{t) = wa(f) = we(t) — e apresentam condi¢bes necessdrias para a solugao
do problema de minimizar um limitante superior & [|G2]|, (chamado de custo auxiliar [BH89] ou
critério de desempenho misto Hy /Mo [KRS1]) sujeito a uma restri¢do em norma He de Groo{s) e
ordem n. do controlador fixada. Esta construgic do problema tem como caracteristica evidenciar
o relacionamento entre os critérios de desempenho Hs e Heo e o significado das normas induzidas
pela norma L2 do sinal de entrada w(t). Motivada por este artigo, em [DZB89] e [ZDGBY0],
uma formulagdo dual é apresentada, considerando ent@o z{t) = z3(f) = 2zeo(t) e duas entradas de
perturbagio diferenciadas, wy(t) € weo (1), a primeira um sinal do tipo ruido branco e a segunda um
sinal de energia limitada. Condi¢des necessérias e suficienies sfo demonstradas para a solugao do
problema de minimizar o critério de desempenho

Io= sup {|lzll} - vliwali} } (5.116)
wo(t)EP

sobre o conjunto de ganhos estabilizantes, onde

bl = tim = [ A
P oo 2T fg 112

¢ uma seminorma? associada ao espago I dos sinais de poténcia limitada. O critério acima é uma

versio dual do custo auxiliar incluido em {BH89]. Esta formulaco do problema misto tem como
principal atrativo uma questdo pratica: apresentar como os diferentes tipos de sinais de entrada
(ruido branco, poténcia ou energia limitada) influenciam o comportamento da sajida. Caso somente
wq(t) esteja presente, o problema se torna um problema Ha tipico; caso somente we.(f) esteja
presente, se torna um problema .

Estas duas abordagens deram origem a diversos desenvolvimentos envolvendo problemas Hy e
Heo mistos (veja notas bibliogralicas). O critério Mg estd normalmente associade ao desempenho
do sistema; o critério Hoo, por cutro lado, implica em uma exigéncia de estabilidade robusta frente
a perturba¢des no modelo freqliencial [KKPZ90]. Intuitivamente, portanto, o problema misto tem
comeo soluciio um controlador que agrega desempenho e robustez.

Porém, como apontado em [ZDGB90], sio as dificuldades de solugao (ou de caracterizar o que
¢ a solugio) do problema dtimo H., que permitiram uma malor atracio pelo desenvolvimento de
problemas mistos. De fato, a seg@o 5.3 apresentou as dificuldades para a solugfio exata do problema
Ho Otime via realimentacio de estado; de outro lado, no artigo citado, os autores comentam
suas experiéncias com controladores H,, dtimo quando comparados com controladores subétimos.

Segundo o relatado, controiadores timos tendem a degradar o desempenho em altas freqiléncias do
sistema em malha fechada.

Assim, a importdacia do problema misto estd caracterizads. A se¢fo a seguir compreende o
estudo e a solugio de dois destes problemas, utilizando a formulagio paramétrica proposta em

2Para definicao de seminormas, veja [BES1].
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[BHB9]. Neste sentido, o sistema (X;) passa a ser dado por

( :U(t) = A-’L’(t) =+ B;w(i) -+ Bgu{t)
Zz(i) = C‘lzaj(l) + Dlgu(i)
(Zi) < (5.117)
Zoo(t) wz C’lwz(t) + Dy o uft)
L y(t) = Cax(t) + Daw(t)

tendo as hipdteses de controlabilidade ¢ observabilidade de (A, B1, B2, C1a) e (4, By, B2, C1oo), além

da ortogonalidade dos pares (Clz, D13}, (Cieo, Dico) € (By, D2) e, também, posto completo de Dyz
e Dioo. Considerando

Gra(s) = Ca (sI— AV E By (5.118)

Groo(8) = Croo (5T - A5) 7' By (5.119)

para Ay, Cpz e Creo a serem definidas e condigdes iniciais nulas, de tal sorte que o sistema (£;) em
malha fechada seja

z(t) = Aju{t)+ Bisw(t)
=) 4 =) = Cue) (5.120)

Zoflt) = Clrez(l)

os problemas a serem resolvidos sfo:

Problema 5.6 Problema Misto My /M., (PHi6)

Determinar wma lei de controle dlimo Hy que garania um nivel de atenuagdo de distirbios v > 0
prescrile, ou seja,

Bp=min{ 8 : lIGnl, <A, [Grelly <7} (5.121)

Problema 5.7 Problema Misto H,/Hz {(PHiT)

Determinar wma lei de controle dlimo Heo que garanta ym nivel de atenuagio 8 > 0 prescrilo, ou
seja,

wp=min 1 0 (Greolly <7, NGrl, <8} (5.122)

O problema 5.6 nao é solucionado diretamente, mas sim para uma versio subdétima, onde um
limitante superior & norma 3 de Gy2(s) € utilizado. Se a restrigio em Mo € retirada (ou relaxada
para ¥ — oo}, o problema se equivale entdo ao problema étimo em norma Hs. Da mesma forma, o
problema 5.7 ¢ semelhante & estrutura do problema étimo Ho,, tendo porém a restrigio em norma
H2. A solucdo 7, significa o menor limitante 4 ||Gyoof], que satisfaga & exigéncia de desempenho
minimo 3. Se esta ¢ retirada, o problema 5.7 se reduz ao problema étimo H,,. As subsecdes a SCEUIT
apresentam solu¢bes para os problemas 5.6 e 5.7, nas versdes discutidas acima, nos casos envolvendo
realimentacao de estado, de saida dinimica e de saida estatica.
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5.6.2 Abordagem Paramétrica do Problema Misto H,/H.,

Esta subsegio estuda a solugao do problema (PHi6) utilizando otimizagio paramétrica. Esta
metodologia é importante na medida em que evidencia as relagBes entre os parametros do made-
lo (¥;) e as varidveis a serem determinadas. No contexto do problema misto Hy/Hoo isto é de
fundamental importdncia. De fato, a discussfo apresentada no inicio desta seclo envolvendo as
formulagGes deste problema encontra guarita nesta forma de soluciond-lo.

Na se¢lo 4.3 é apresentado o problema étimo Hy que, em sua versio primal, é escrito como

B*? =min{ Te(B{P.B1) : A}P,+ Pod;+ CpyCra =0} {5.123)
sendo P, = P} > 0 o gramiano de observabilidade. A solugio étima 8%, como mostrado em (4.14),
equivale exatamente ao quadrado do valor minimo da norma Hs da fungio de transferéncia de malha

fechada Gra(s) = Cra (sI — Af)”1 B, . Portanto, qualquer P > P, determina um limitante superior
a solugio de (5.123), na forma

min { (G pall} + Ay assint. est. } = Tr(B{P,By) < Tx(BIPB) (5.124)
A versio primal do problema misto Hy/H., associado poderia ser, entdo, dada como
f*? < B2 =min{ Te(B{PB1) : AP+ PA;+v *PBiBI P+ C},Cpa=0} (5.125)

Contudo, apesar da fungio-critério ser um limitante superior & norma Ha de Gya{s), a restrigao
estd associada & limitar a norma M., desta mesma funcio de transferéncia e ndo de Geo(s) =
Cfoo (ST — Ag)™" By, fungiio de transferéncia entre a entrada w(-) e asaida zoo(-). Assim, a expressio
(5.125) ndo representa o problema misto Hy/H.e que se deseja solucionar, mas, sim, uma versao
deste problema onde o modelo (L;) considerado possui apenas a entrada de distirbios w(i) e a saida
observada z{t).

O problema dual Ha/H, associado a (I;) é dado pela expressio dual a (5.125), na forma
B2 < Bl =min{ Te(Cp2YC}y) : AfY +Y A, +77YC, CuY + BBy =0} (5.126)

onde, entdo, a funcao-critério indica um limitante superior 4 norma M3 da fungao de transferéncia
de malha fechada G a(s) = C}y (sI — A;)™" By, enquanto a fungio-restricio representa a limitagio
3 norma Mo da fungiio de transferéncia de malha fechada Goo(s) = Creo (sT— Af)™" By. Esta
formulagao corresponde, portanto, ao problema misto Hy /Ho investigado, comoe definido em (5.121)
e verifica-se, assim, a existéncia de uma falha de dualidade entre (5.125) e {5.126), uma vez que estas
expressoes nao conduzem a mesma solugio, contornada apenas se (X;) contiver somente a entrada
w(t) e a saida z(t). Esta falha de dualidade permite dizer que (5.125) no representa um problema
dual a (5.126) e 5, = Bpz # Bp1-

O sistema (Z¢') dual ao sistema (£;) é mostrado abaixo

#(t) = Az(t)+ Chz) + O ze(t)
() {3.127)
w(t) = Bia(l)
tendo duas entradas que diferenciam sinais de classe £q e sinais de classe £o.. O problema dual
Ha/Hoo associado & (¥} é dado pela expressfio (5.125), incorrendo, portanto, na deficiéncia de

formulagao anterior. J4 o problema primal é a propria expressio (5.126). Isto sugere, entio, uma
nova proposi¢do para o modelo (), na forma

-z":(i) = Af.?:(i) -+ Blz’wg(t) + Blmwm(t)
Ziv) (5.128)
i) = Crz(l)
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tendo entradas que diferenciam as duas classes de sinais e uma mesma saida. O problema dual
HMa/Heo para (Ein) é, portanto,

min {Tr (B}, PB1y) : A}P+ AP+ 2PBioBlo, P+ C4Cy = 0} (5.129)

que minimiza a norma Ha de Gpa(s) = Cy (sI — A;)™! Biz sobre uma restrigio i norma M, de
Geols) = Cy (sI ~ Af)“i Bico. Desse modo, a expressio (5.129) representa, de fato, a formulagio
dual & apresentada em (5.126), ndo existindo falha de dualidade na relagio. Esta formulacio é
semelhante & proposta em [DZB89]. Como ocorre com relagio ao modelo {£;), a dualidade entre
os problemas primal e dual relativos a (E;n5) s6 se verifica se este possuir uma mesma entrada para
ambas as classes de sinais. Isto corresponde assim a (L)) = (Siv).

Observe que o problema dual a (5.123) é escrito como

B = min {Tr (C; P.C}) : AP+ P A + BiaBj, = 0} (5.130}
sendo P, = P, > 0 o gramiano de controlabilidade, de sorte que
1Gall, = Tr (G PCY)
Desse modo, qualquer matriz Y > P, produz wmn limitanie étlperim a solucio de {5.123), na forma
G p2l2 = Te (C; P.C}) < T (C; PCY) (5.131)

A expressdo (5.126), para ¥ — o0, ou seja, abrandando-se a lirnitagdo em norma M., passa a
equivaler & (5.130) e, neste sentido, a matriz ¥ solucio de (5.126) tende a equivaler ao gramiano de
controlabilidade P..

Realimentagao de Estado

Apés compreender o porqué (5.126) ¢ o formate do problema a ser solucionado, considere o
caso de realimentagio estatica de estado associado ao sistema (51} em malha aberta, tendo lei de
controle na forma

u(t) = —Kx(t)
para K € Ky conjunto dos ganhos assintoticamente estabilizantes com nivel prescrito de atenuagfio
de distairbios -y, onde, entao,

A_f =A - Bz]f, Cfg = 612 - Dlgff, Cfoo = le - DlooK (5.132)

Escrevendo a funcido lagrangeana associada a {5.126) e nomeando P como o operador dual de
Lagrange, tem-se que

Z(YV,PK)=Te{CpaYCly+ P (A;Y + YA} + 772V C,CrooY + B1 B} } (5.133)
As condigdes de estacionariedade sao dadas por
0z
av = A}P 4+ PA; + ’)f"?C}OOCfOOYP o 7_2PYC£,OGJP<;0 -+ C}ngz = (5.134a)
BZ ! -2 i ’
Fy) =AY + YA, + 77 Y ChuCrooY + B1 B8] = 0 (5.134b)

8z
'-5};;‘ = 2912}3121{}" — ZB;PY + 2‘}‘_2D;mD1mI{YPY = (5.134(3}
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A primeira equagio pode ser escrita como
(A + 772 o Cron) P4 P (Ap + 772 ChoyCron) + ChaCra = 0 (5.135)

incorporando, de forma conjunta, as poderagbes das saidas relativas aos sinais de classe Lo e Loo. A
segunda equagio determina a restri¢iio em norma H,, para o modelo em malha fechada e a terceira
leva a

DiyDioK — BLP 442D Do KYP =0 (5.136)

ou seja, ndo ha uma expressdo analitica para o cdlculo do ganho de estado e as trés equagdes estdo
fortemente acopladas. Caso se adote, porém, que as saidas z3(t) e z(f) tém alguma forma de
relacionamento, este acoplamento talvez possa ser vencido. Por exemplo, se [BH89]

Dieo = pD1a (5.137)
entdo, a partir de {5.136), obtém-se

K = (DjyD12) ™" ByP (I+ p*~2YP)™ (5.138)

A estrutura de acoplamento se mantém em parte, porém.

Considerando que (Z;} possui uma mesma entrada w(l) e uma mesma saida z{f) para ambas
as classes de sinais consideradas, as formulagtes primal e dual da abordagem via lagrangeano do
problema misto My /H o, passam a conduzir & mesma solugiio, como j4 apontado. Assim, escrevendo,
para esta situagio, as condi¢Ges de estacionariedade do problema (5.125), tem-se:

—gé’; = AP+ PAj 4+ *PBB{P+C;C; =0 (5.139a)
8z _ _ ;
35 = (A +972B\BiP)Y +Y (A ++ 2B BiP) + B1B; =0 (5.139b)
dE , P
35 = ~2BiPY +2D{DiKY =0 (5.139¢)
Por esta dltima equagio, determina-se entio
K =(D\D)  BLP (5.140)
que, substituindo em (5.13%a) e (5.139b), conduz a
AP+ PA+y " PBB{P ~ PBo(D, D)) ' BLP+CIC, =0 (5.141)
(A= ByK + BiKy)Y +Y (A— ByK + B; Ky) - B1B, =0 (5.142)

a primeira, se satisfeita, levando & estabilizagio assintdtica com nivel v de atenuagio de distiirbios
e a segunda evidenciando o ganho Ky, definido em (5.74), que produz a pior entrada w(t). Esta
solugio equivale, portanto, a solugio do problema H,, por realimentacio de estado.

Este caso particular de uma mesma entrada e uma mesma saida permite que se resolva de forma
simples o problema misto Hy/H., por realimentacio de estado. No entanto, somente através de
métodos numéricos a solugdo da versdo representada pelas equagdes (5.134b), (5.135) e (5.136)
pode ser encontrada. 114, contudo, graus de liberdade associados & introdugio de parametrizacies

do ganho K juntamente com a matriz Y solugdo de (5.134b), que podem ser utilizados para a
determinacio de uma solugao.
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Realimentagiao Dindmica de Saida

A seguir serd apresentada a versio do Problema Hz/Hoo utilizandoe realimentacio dinamica de
saida, ou seja, construindo-se a lei de controle u(t) como

u(t) = —L{-}y(0)
onde L{-) é a planta de um controlador dinimico de mesma ordem que o sistema a ser controlado,
dada por
B(t) = Ace(t) + Bey(t)
(Ze)

u(t) = Coael(l)

Utilizando a mesma técnica j4 utilizada nas se¢des 4.5 e 5.4, pode-se escrever o sistema de malha
fechada como um sistema de ordem aumentada

(5.143)

Bty = A;E(t) + Brolt)
S < Bl = CpiEd) (5.144)
Zol) = Crad()
onde
- =(t) A= A— B0, By C,
T=le@y | " YT | A=Ay — B.Cy— ByC. A+ BaC,
= By (5.145)
B = [ By -~ By — B, D ]

5’;2 ={ Cra— Du2C. D1aC. |, 5}03 = [ Croo = D1eoCe  D1oCh ]

A solugiio do problema Ha/H,., associado a {sz) deve ser buscada, portanto, na expressao (5.126).
A fancdo lagrangeana relativa a esta expressio é dada por

Z(Y, X, Ae, Be, Co) = Tr {Cpav Gy + X {A}Y + VA 4V e oY + BB }

onde Y € RI¥2M ¢ X € R#XIM & 4 variavel dual de Lagrange. As condi¢bes necessirias de
otimalidade sdo dadas, portanto, por

0z

57 = A X + XA; + 27720} CraoY X + CpCra= 0 (5.146a)
g——; =AY + YA +7”2Y5}w5fm1’+§1§i =0 (5.146b)
gi = aicTr {xAy+xvi} =0 (5.146¢)
ggg = agcz‘r {X};}Y + XY A, + Xﬁlﬁg} =0 (5.146d)
8Z 9

5 = e (XY 4+ X7 &y 42772 X7 8 Croo¥ + Cpa¥ T} = 0 (5.1460)
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Assumindo-se que as matrizes X e Y sfo particionadas como
X X " Y
X_[X2 Xg]’y"[yg Y:}] (5.147)
encontra-se, para (5.146d), que
B, = X5 {(X3Yy + X2Y1) CL{Dy DY) ™!
Impondo-se X3 = 0 e ¥» = Y, obtém-se que
Be =V, (DD} (5.148)
Manipulando-se agora (5.146b), determina-se
Xa¥Yo 4+ X5V, = X:;Yg 4+ Xa¥s
Impondo-se
Vi=Y+2Z Yo=Ys=Y
X;=T, X3=X (5.149)
tem-se X
XZ=0 (5.150)
Manipulando-se {5.146e) e substituindo (5.150), obiém-se entio
DigD1aCe+ v 2D o D10oCe&T — BYT = 0 (5.151)
Considerando a estrutura de X e Y ¢ desenvolvendo (5.1406a), chega-se as equagdes:
. ¢ .
(44772 (Y +2) ClosCros| T+ T [A4472 (¥ + 2) ClooCioo] + (5.152)
4 C£2012 - CCD;,QDIIIGC =0 (5-153)
Ac=A— ByCy— ByC +v72Y Y Choo (5.154)
(Ac+ B2Co) X + X (A + BoC) + CL DDy Ce = 0 (5.155)
Realizando o mesmo procedimento para (5.146b), encontra-se que
AY 4 VA 4+ 472V C! Croo¥ = VCL(D D)  CoV 4 By B, = 0 (5.156)

(A= BaCet 72¥ ClouCrea) 7+ 2 (A= Bt 7727 ClogCra) +

+ 4 2Z(C} o Cloe + CLl (0 D10aCe) Z + YOy (D2 D) oV = 0

(5.157)
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Este resultado é surpreendente, na medida em que demonstra um forte acoplamento entre as
equagdes envolvidas. O controlador (E,) é determinado por (5.148), (5.1561) e {5.154). As equagdes
(5.153), (5.156) e (5.157) determinam os valores de 7', ¥ ¢ Z, respectivamente, enquanto (5.155)
garante a estabilidade assintdtica do controlador. Duas equa¢bes, portanto, sio a chave para o
entendimento e a anilise deste resultado: as expressfes (5.1561) e (5.156), a primeira determinando
o ganho K = C; de realimentagio de estado, a segunda levando ao valor da matriz Y do estimador
associado. IEstas duas varidvels acoplam as demais e expdem a dificuldade de solugdo do problema
Ha/Heo de realimentagio dindimica de saida utilizando abordagem paramétrica. No entanto, como
tanto a matriz Y do filtro quanto o ganho £, deste siio as iinicas varidvels completamente desacopla-
das, existem graus de liberdade para a determinacdo das demais, relacionados a como o projetista
ird atuar tendo a estrutura do estimador completamente caracterizada. Isto serd discutido na se¢io
5.7.2.

Nomeando L = B,, o controlador (£,) tem sua estrutura dindmica dada por

ioft) = (A—LCy- Bk + 772V CenCreo ) welt) + Ly(t)
(%) = Azg(t) + 77V CrooChooto(t) — Bau(t) + L [y(t) — Cozo(1)] (5.158)
uft) = —Kz.(t)

sendo semelthante & {5.84), porém, em um formato dual. Como nesta expressao citada, pode-se
verificar a agio do pior sinal de saida, através do ganho

L, =y"2Y (Y, (5.159)

dual ao ganho K, encontrado em (5.74). A estrutura deste estimador repete apenas e t&o somente
a de um estimador para o problema 5.3. Nio hd a presenca de varidveis indicando a ponderacio
Hy. Porém, caso se considere que as saidas z3(l) e 2o (1) tém alguma lorma de relacionamento, por
exemplo, na forma como indicada em (5.137), entdo, a partir de (5.151), encontra-se

Com= K = (D{ D) BYT (T4 pPy22T)""

ou seja, um grau de liberdade € encontrado para a solugio analitica. Porém, as demais equacdes sc
mantém acopladas.

Para finalizar, se v —» 00, entdo toda a estrutura apresentada tende ao caso linear quadritico: a
equagdo (5.153) determina a equagio do regulador de estado, (5.156) a equagio do filiro e (5.157)
a expressao de acoplamento. De todo modo, o valor dtimo do critério Hy encontrado é dado por

=Tr {CiaV Ol } + Tx {C122C) ) (5.160)

O primeiro fermo representa umn custo em norma 7, associado ao problema subdtimo de estimagio
de estado. A equagio (5.156) é uma versdio dual da equagdo associada & (5.37). J4 o segundo
termo mosira a parcela referente 4 realimentacio de estado e a como a insergio da restricio Ho, ird
distanciar a solugdo do problema misto (5.126) da solugao do problema 5 original.
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Realimentacao Estitica de Saida

Considere agora que se deseja encontrar um ganho L € R™*" de realimentagho estatica de saida,
de modoe que a lei de controle

w(t) = —Ly(t)

estabilize assintoticamente o sistema {I;) em sua formulagio apresentada abaixo:

[ 2(t) = Az{t) + Biw(l) + Bau(l)
Zz(t) = Glga‘:(t) -+ D;z’u(i)
() A (5.161)
Lo Oloo:l!(i) -+ D;wu(t)
L ¥ = G()

Logo, L € 1., conjunto dos ganhos assintoticamente estabilizantes definido em (3.25) e, utilizando a
abordagem paramétrica, busca-se resolver

min{ |Gyall, © [Greollo <7, LEL) (5.162)
Este problema pode ser escrito como
B2 =min{ Tr (Cr2YChy) : AfY + YA} + 772V C,CroY + BB =0 } {5.163)
tendo fung¢do lagrangeana associada dada por
Z(V,X,Ly=Tr {CrYCly + X [A;Y + YA} + 472V}, CreeY + BB}

e condi¢des de estacionariedade desta ungio na forma

zZ ;
'g—yj = A}X + XAy -+ ’)’“AC"MC}OOYX o ‘,fWQXYC}meOO e C}ECIQ =0 (5.164a)
a2 ' -l ' !
E—X‘ ZAfY“Jr*YA‘f”F'T YC'fmeooY—!-BiBl =0 (5164b)
a9z . / -2 ’ ’ ’
oL = — B XY O, + 7 Do Do LOYY XY CL 4 DN D LO YOS = 0 (5.164c)

Como nos problemas anteriores, um forte acoplamento caracteriza a solugio. As equagbes
(5.164a} e (5.164b) reeditam versdes similares tanto para realimentagio de estado quanto para
realimentacéo dinamica de saida. A equagio (5.164c) tem o ganho L como sua solugio.

O problema de realimentagio estitica de saida, como tradicionalmente ocorre, tem a estrutura
mais acoplada que as demais formas de realimentagao. A simples consideragio que Ci2 = Clo €
D1z = Do niao elimina esta dificuldade de solugiio, levando, no entanto, a

L= (DyDis) BLXYCy{CyY Y+ 4720 Y XY )™ (5.165)
Para uma mesma entrada w(.) e uma mesma saida 2{), no entanto, obtém-se come condigdes
de cstacionariedade da fungio lagrangeana assoclada que

Az

3y = AX + XA+ 7 X BUBIX + 00 = 0 (5.166a)
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9% Ay 4 YA, 442 B BLXY 44 Y X BB, + BB, =0 (5.166b)
83 I ! ! I3 =
37 = —2B XYL+ 2D Dy LC,Y O, =0 {(5.1606¢)

onde adotou-se — como anteriormente ao analisar-se esta situagio particular — a formulagio primal
do problema Ha/Hoo, dada pela expressio (5.125).

A dltima equagao fornece, entio, que
L= (DD ' BLXY Cy(Cay Oy (5.167)

semelhante ao valor obtido para o ganho 6timo Hs de realimentagio estdtica de saida (veja equagao
(4.64)). Isto é uma constatagao importante, uma vez que o problema Ha/Heo nada mais ¢ que um
problema subdtimo no contexto de norma Hy. A estrutura tipica do problema Hy de realimentagao
estdtica de saida, ou seja, o acoplamento entre o ganho L e as solugdes das equa¢des (5.166a) e
(5.166b) é uma dificuldade a mais encontrada para a solugio deste problema. Novamente, 56 uma
solugdo numérica ¢ possivel de ser derivada,

5.7 Abordagem Convexa de Problemas Mistos

As dificuldades de solugio analitica do problema misto Ha/Hoo ¢ a necessidade de aplicagio de
métodos numéricos levam, naturalmente, a procedimentos que tenham uma parametriza¢iio convexa
das varidveis de interesse. Esta é a particularidade, de fato, do problema Ha/H oo, dentre do conjunto
de problemas estudados neste texto. Ressalte-se que o problema $timo Hy de realimentagio estatica
de saida é solucionado dentro de uma abordagem convexa, mas nfic se pode demonstrar que hd ama
parametriza¢io convexa embutida no procedimento.

Estas consideragdes sfo necessdrias na medida em que duas metodologias convexas semelhantes
sho apresentadas para a solugdo do problema misto Ho/He. A primeira, encontrada em [KR91],
soluciona os casos de realimentacgao estdtica de estado e dindmica de saida ¢ estd voltada unicamente
para a deferminac¢do de uma solugio numérica para ¢ problema misto Hy/Ho- A segunda, encon-
trada em [GPS92b] e [GPS94c], vé a parametrizacio convexa como uma ferramenta para a solugio
do problema mas, ao mesmo tempo e principalmente, permitindo a inclusic de novas restrigdes
de projeto, como realimentagio estitica de saida, descentralizagio e a extensio para o tratamento

de sistemas incertos. Além disso, efetivamente inclui um procedimento numérico que solucione o
problema misto,

A versatilidade da formulagdo convexa abre margem, por outre lado, para que um novo problema
misto seja tratado, qual seja, o problema misto H, /2, definido anteriormente como problema 5.7,
A abordagem paramétrica ndo o soluciona e ao longo desta seqiio serd devidamente disculido.
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5.7.1 Realimentagao de Estado

Considere entio o sistema (Z;) na forma

([ 2(t) = Az(t)+ Biw(t) + Bault)
Zz(t} = O]_g(l:(i) -+ Dggu{i)
(Ez) 4
Zoo (i) = Clo;.'t:(i) -+ Dlmu(i)
L y(t) = Cax(t) -+ Daw(t)

sendo as definigdes pertinentes ao modelo encontradas em {5.117). Primeiramente, serd introduzida a

solugio apresentada em [IKR91]; em seguida, a devida & [GPS92b]. Obviamente, para realimentacao
de estado, adotase que Ch = Ie Dy = 0.

Defina o conjunto {a notagdo utilizada segue a definida neste capitulo)

A={(N,X) : fIN,X)<0} (5.168)

onde N € ®™%% X ¢ #7%" ¢ yma matriz siméirica e definida positiva e a fungio f(-,-) : ™7 x
RAXD s JEXT & definida como

F(X,N)= AX + XA~ BN ~ N'By + By By ++7* (szx t Do NY (Creo X + DicoN) (5.169)
Considere entio o problema
fip=min{ J(N,X) : (N, X)€EA} (5.170)
onde a fung¢do-critério é dada por
J(N, X} = Tr {(C12X + D1aN) X (CraX + DmN}’} (5.171)
O teorema 2 seguir apresenta uma solugiio convexa para o problema 5.6 via realimentacao de estado.

Teorema 5.12 As sequinies afirmacées sdo verdadeiras:
(a) O probleme (5.170) é convezo.

(b) O conjunto K, € parameirizado ne forma
Ke={NXT" : (NX)ehA} (5.172)

(¢) Considere o par (N*, X*) a solugdo otima de (5.170). Entdo K* = N*X*~' € K, soluciona o
pmblema (5.121) € ﬁ;{R = ﬁp 2 ;le2“2.

Prova: O item {(a) ¢ simples, uma vez que a fungio objetivo é convexa com relagio ao par (N, X)
e a func¢do f(.,-) pode ser dividida em duas parcelas, uma linear em (N, X} e a outra quadrdtica
em relagdo a este par. Logo, o problema (5.170) é convexo. Para necessidade do item (b), considere
que K, # B. Logo, pelo Lema 5.4, existern matrizes P = P’ > 0 e K tais que

(A= B2K)Y P+ P(A—ByK) 4+ 2PB1B{P 4 (Cio — DicoKY (Croo — Dios K) < 0
Logo, fazendo K = v 2N P,

AP+ PA—-y"2PN'BYP —y iPByNP+ v *PBBiP+ 0 .Creo + 7 *PN'D|  Di1cc NP <0
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Multiplicando & esquerda e & direita por X = 2P ™1, encontra-se entio que
AX + XA ~ N'By — BoN + BBl + 772 X0, CrooX 4+ 77 IN' Do D1 N €0

e assim o par (Y?KP 1, v*P~Y) ¢ A, A suficiéncia é simples ¢ imediata, pois basta realizar o
caminho reverso. Paraoitem{c}, se K € I, , conforme demonstrado pelo item (b}, entéo {|Go|l, <
7. Por outro lado, por (5.134b) e propriedades de continuidade da solugio de (5.169), qualquer
matriz X > 0 que solucione f(X,N) <0 produz um limitante superior a B, na forma

B2 =Tr {CpaYCly} < Tr {CpaXCly} = TN, X)
onde Y soluciona (5.134b). Como J(X™*,N*) = g} ¢ o valor minimo da fun¢io-critério, entéo a

igualdade se estabelece e §, = fxn. [

A principal restri¢do associada a este resultado é o cardter nio-linear da fungdo objetivo J{N, X}
A formulagio apresentada também nao mostra como incluir restrigdes adicionais do tipo incertezas
paramétricas, descentralizagio ou falhas de atuadores/sensores.

A atengio agora serd alterada para a formulagio apresentada em [GPS92b] e [GPS94¢]. Considere
as matrizes de dimenséio aumentada

A -B 0 BB, 0
S CRE S E T R R

conforme definidas em (2.48) e (4.29), respectivamente. Defina, entdio, as matrizes

= C{zcu 0 ] — Cimclw 0 _
R2 - [ 0 D;2D12 } ’ Roo - [ 0 DEDODigo (5.11’3)
e 08 conjuntos
{sz{W:W’EU : v"@g(W‘)UﬁO, VUEN(G’}} (5.174)

Coo ={ (W) : W=W >0, p>0, v (W,plv<0, VYveN(G)V} (5.175)

para

W)= FW + WI' +Q

Ou(W,p) = FW o+ WF' + WRLW + u@Q (5.176)
sendo W & RP*? particionada como

w, W,

W“[W; W

] , Wy € prxn

e v € P como definido em (2.49). Estas defini¢des estdo apresentadas em diferentes lugares ao
longo deste texto e foram reunidas aqui por conveniéncia. Considere entfo o problema

Bi=min{a : Tr(RW)=-72a<0, (W32 el } (5.177}

para v > { um escalar fixado.

O teorema a seguir soluciona-o ¢ o relaciona ao problema 5.6, utilizando a abordagem convexa
infroduzida na se¢io 2.7.



5.7.1 Realimenta¢io de Estado 179

Teorema 5.13 Us falos abaizo sdo verdadeivos:

(a) O problema (5.177) € convezo.

(b) Seja W* a solugio dtima de (5.177). Entdo K = W3W, ' € K, soluciona o problema (5.121)
efe>Bp 2 5.

(c) Para y — o0, ¢ problema (5.177) se reduz ao problema dtimo Hy por realimentagdo de estado.
Prova: O item {a) é imediato, uma vez que o problema (5.177) minimiza uma fung¢io lincar sobre
o conjunto T, que, pelo item (a) do Teorema 5.4, é um conjunto convexo. A restrigio adicional

é linear com relagio & matriz W. Para o item (b), como W* ¢ a solugdo étima de (5.177), entdo o
par (W*,772) € C. Logo, para todo v € N (G'), tem-se que:

0 v O (W*, v~ E)v

v

> 2 (AW + Wi A" — Wy BY — BoWi 4 WG4 Croo Wi + WaDi oy, D1 Wi + 77281 Bl &

v

' { (A= BaWIWY) Wi+ Wi (A — Bawywih)' o+

+ Wy (C) = Dioo WEWT Y (Cy ~ Dioo WW;H) Wy +7-23135}x

e, pelo Lema 5.4, K" = Wz’Wfi ¢ I,. Logo v*W), > Y, onde ¥ ¢ a solugiio simétrica e definida
positiva de (5.134b). Além do mais, pela expressfio acima, pode-se escrever que

AjWy + Wi} + 7728, B, <0

para Ay = A — By K*. Comparando-se com a expressio (4.15), conclui-se que
Wi 2 P

onde P, é o gramiano de controlabilidade e, pela demonstracio do Teorema 4.2,

B2 = v*Tr (RyW™)
= Y2 Tr (Ch,C1a W + DYy DiaWa)
> 7°Tx (CraW1Cly)
> Tr (Cr2Y Chy) = 52 (5.178)
> Tr (Cr2PeCly) = 87 (5.179)

e, portanto, 5. é um limitante superior a [|Gf2l,. Quanto ao item (c), para v — oo, tem-se que
-2
H=" — G <

lim 228 oo
p—0t i
im B2 W)} - pa Te(R,W) — o

Jrees OF B
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Consequentemente, o sinal das restrigoes em (5.177) é definido pelo lado direito da expressio acima

e, portanto, o problema (5.177) se reduz ao problema étimo Hz em realimentagio de estado. O
Teorema estd demonstrado. o

Os resultados apresentados pelos Teoremas 5.12 e 5.13 convertem o problema (5.126) em um
problema convexo, levando assim a uma solugio subdtima do problema miste Hy/H,,. Uma com-
paragio enire estes resultados evidencia as vantagens do segundo Teorema. Além da linearidade da
fun¢io-objetivo, a formulacdo introduzida ¢ versdtil na medida em que, come mostrado nas secdes
5.8 ¢ 5.9, permite que guestdes como descentralizagao, falhas de atuadores/sensores ou incertezas
paraméiricas sejam avaliadas. Por outro lado, porém, possui dimensio p = n + m, enquanto que a
apresentada pelo Teorema 5.12 tem dimensio n.

Ambas utilizam a seu favor o acoplamento entre as equagdes (5.135) e (5.136), permitindo que o
ganho K seja encontrado de forma conjunéa & solugéo de (5.134b). Caso este acoplamento deixe de
existir, ou seja, se (L;) possuir apenas uma entrada e uma saida, o coroldrio abaixo apresenta uma
versio do Teorema 5.13 aplicada a este caso particular. Considere entao o problema

B =min{a : Tr(RoW)—72a<0, (W% eCs ) (5.180)
para ¥ > 0 um escalar fixado.
Corolario 5.5 As afirmativas abaizo sde verdadeiras:

(a) O problema (5.180} € convezo.

(b) Seja W* a solugdo Stima de (5.180). Entio K = WiW; ' € K, soluciona o problema (5.121)
€ By = fp1 2 0%,

(¢) Paray - oo, o problema (5.180) se reduz ao problema dtima Hy por realimentagdo de estado.

Prova: Segue a mesma linha da demonstragiao do Teorema 5.13. [

Este Coroldrio soluciona entao as equagdes (5.141) ¢ (5.142), convertendo o problema (5.125) via
realimentacio de estado em um problema convexo.

Problema Mo /Hy A alengio agora ¢ transferida para o problema misto Hoo/Ha. Considere
entdo

pe=max {p : Tr(RoW)—Fp<0, (W) eCs) (5.181)
para # > 0 um escalar fixado. O Teorema abaixo apresenta uma solugao para o problema Mo, /Hy,
na sua formulagio subdtima dada em (5.122).

Teorema 5.14 (s seguinies fulos sdo verdadeiros:
{a) O problema 5.181 é convezo.

{b) Seja o par (W, u.) sua solugdo dlima. Entiec K* = Wz’Wl_}' e v, = 1//ils sdo tais que
1Grollee £ 7 = 7o

{¢) Para § — o0, o problema (5.181) se reduz av problema élimo Mo, via realimentacio de estado.

Prova: O item (a) é semelhante ao item similar do Teorema 5.13. Uma funcio-objetivo linear ¢
maximizada sobre um conjunto convexo. Para o item (b), como o par (W, z.) € Coo € 0 escalar
£ > 0 é conhecido a priori, a restrigdo linear Tr (RyW) — 8% < 0 torna-se

Bue = Tr (ReW.)
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que, por (5.179),
Bz piTe(ReWe.) > [1Gpall;

Utilizando uma vez mais que (Wy,p,) € Co, tem-se entio que ||Groolls, < pz' = 7% para
K* = WiWw; . Como (5.181) determina o méximo valor de g, a solugio v, = 1/+/iic é o valor
minimo tal que {|Grll,, <7, €, portanto, fornece a solugio v, de (5.122). O item {c) é imediato,
pois, para § — 00, a restriggo linear torna-se sem valor e o problema (5.181) converte-se no problema
otimo Hee. O teorema estd demonstrado. 0

A importancia deste resultado esta em demonstrar a viabilidade da solugio numérica deste novo
problema, que apresenta dificuldades semelhantes ao problema Ha/Ho e a0 problema 6timo He.
Observe que a expressao (5.122) pode ser escrita na forma

vp=min{y : Tr(CpYCh) <8, A;Y + YA, +477YC},CreoY + B1B] =0} (5.182)

para # > 0 dado. Claramente, portanto, {(5.181) traduz a idéia do problema misto Ho, /M2, ou
seja, uma restricdo sobre a norma My de Gyals) e a determinagio do menor limitante v tal que
IGreolle < 7+ Este problema possui melhor comportamento numérico que o problema 6timo Heo.
No entanto, as consideragdes quanto & faixa de valores de g, incluidas nas secdes 5.3.2 e 5.3.3,
também sao vilidas neste caso.

A versio onde existe apenas uma entrada e uma saida no sisterna (I;) ndo sera apresentada, mas,
obviamente, conduz a uma simplificacdo dos resultados. A comparagio e um melhor entendimento do

significado do problema misto Hee /H2 com relagio ao problema misto He/Heo pode ser encontrada
em [GPS92b].

5.7.2 Realimentagaoc Dindmica de Saida

As condigOes necessdrias de otimalidade para o problema misto Ha/H,, utilizando realimentagio
dindmica de saida sao dadas pelas equagdes (5.148), (5.150}, {5.153)-(5.157), sendo o controlador
associado na forma apreseniada em (5.158). Apesar do forte acoplamento envolvendo as varidveis,
a equagdo (5.156),

AY + YA +472Y G CreaY = YO (D9 5)" " CoY + By B, = 0 (5.183)

que define o estimador H,, ¢ 0 ganho respectivo

L=YC (D)} (5.184)

s8o completamente independentes dos demais resultados.
Assim, utilizando novamentc a seu favor a estrutura acoplada do problema misto Ha/Hea,

em [KR91] é proposto um procedimento para a solugio deste problema no caso de realimentagio
dindmica de saida .

Considere que (5.183) seja solucionada e a matriz Ay = A — LCy + L.C1, seja assintoticamente
estavel, onde

L, =v2¥C, (5.185)

conforme {5.154). Logo, supondo estimagio ideal, ou seja,

Jim [2(1) ~ ze(8)] = 0
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pode-se consiruir o sistema auxiliar

[ 2(t) = (A+ L:Ciee)z(t) + LDyw(t) + Bault)
zo(t) = Ciaz(t) -+ Diqult)

2o (1)

L ¥t) = =)

(Baux) ¢

Creo(t) 4+ Dy ul(t)

Observe que este sistemna possui a estrutura do problema misto Hy/Hoo de realimentagio de estado,
solucionado pelos Teoremas 5.12 ou 5.13. Desse modo, o caso de realimentacdo dinimica de saida
reduz-se & combinagio de um problema H, de estimagio de estado ¢ um problema misto Ha/Heo

de realimentacgio de estado para uma planta auxiliar. Q controlador dindmico resultante é como em
(5.158), ou seja,

z(t) = (A—LC;— BoK + L,Cro0) zc{t) + Ly(t)
u(t) = —Kz,(l)

sendo estes resultados resumidos no ieorema a seguir, proposte em [KRO1].

Teorema 5.15 Seja v > 0 dado. FEntdo, eviste Y = Y' > 0 que soluciona {5.183), de modo
que, para L ¢ L, como em (5.184) ¢ {5.185), a matriz A; seja assintolicamente estdvel. Além
disso, solucionando o problema misto Hy/Ha, via realimeniagio de eslado associade ao sislema
augiliar (Xquz), encontra-se que o controlador dinémico (£.) resolve o problema misto Ha/H oo via
realimentagio dindmice de saida, lendo valer do critério dade por

J(E )= Tr (Cuycig) + T (Bgur)

onde J(Equz) € ¢ cuslo élimo associade ao problema auziliar.

Prova: A demonsiragic encontra-se em {KR91, Teorema 5.1] e, por envolver uma série de resulta-
dos intermedidrios, ndo serd incluida neste texto. £l

A importéncia deste Teorema reside em ultrapassar a estrutura de acoplamento representa pela
equagio (5.151), que impede a determinagio de uma solugio analitica para este problema. O
controlador (E.) encontrado nio leva & solugiio étima, mas é a methor solugiio possivel de ser
determinada. Observe, por fim, que a solugdo do problema auxiliar corresponde 4 solucionar {5.157)

para ¥ = Y’ > 0 conhecida e em seguida determinar o valor do critério via (5.153), para K = C,
ganho de realimentacio de estado.

5.7.3 Realimentagio Estdtica de Saida

Além do forte acoplamento existente entre as equagdes (5.164a)-(5.164c), que determinam as
condi¢bes necessirias de otimalidade do problema misto Ha/He, de realimentacio estdtica de salda,
as caracteristicas proprias desta forma de realimentagio conduzem a dificuldades tais que somente
solug¢bes nao analiticas sdo passiveis de serem encontradas.
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Novamente, utiliza-se a fun¢io f(W) definida em {3.74) para a solugdo de um problema envol-
vendo realimentagio estatica de saida. Considere, assim, os conjuntos

Gy = G N AW - fW)y<o}
Cos = Coo N AW : FW)<0)
onde C; e Ty 580 come definidos em (5.174) e (5.175), e o problema
fh=min{ a : Tr(RW)-72a<0, (W,77%) eCur} (5.186)

para = > 0 um escalar fixado.

Teorema 5.16 As seguinles afirmacdes sdo verdadeiras:
(a) Seja W a solugdo dtima de (5.186). Enlao
L= WiCHCWwiC)™ & L,

soluciona o problema (5.163) ¢ B > Bpr = B*.

(b) Paray — co, o problema (5.186)} se reduz ao problema dtimo Hs via realimentacdoe estdlica de
saida.

Prova: Sendo W a solugio étima de (5.186), entdo o par (W, 7 %) € T e, pelo Teorema 5.10, L =

WG, (CaW1C5) " estabiliza asssintoticamente o sisterna em malha fechada e garante |G oo | o <
Além disso, seguindo a demonstragio do Teorema 5.13, pode-se escrever que

AWy + Wi A} + 97 BBy < 0

para Ay = A — B, LC,. Logo
W ,>_ 7_2})3

onde P, € o gramiano de controlabilidade definido em (4.15). Também pela demonstragao do Teo-
rema 5.13:

B = 7  Tr (ReW)
= YTy (C],C1aWh + D, Dy W)
> 2 Tr (CpaW1Cly)
> Te(Cra¥Ch) = 8 (5.187)
2 Tr (CpaPeCly) = 57 = ||Gpal, (5.188)

e B ¢ um limitante superior a {|G2||,. O item (b) é provado de forma similar ao item equivalente
do Teorema (5.13). o
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E importante ressaltar que nada pode ser dito quanto & convexidade do problema (5.186). No
caso onde uma mesma entrada e uma mesma safda sdo consideradas para as classes de sinais £a e
Lo, considere o problema

Boy =min{ @ @ Tr(ReW)—7%a<0, (W77 €Cur} (5.189)
para 7 > 0 um escalar fixado.
Teorema 5.17 Os falos abaizo sdo verdadeiros:
() Seja W* a solugdo ditma de (5.189). Entiv
L= WiC, (CaW:Cy)™! € L,
soluciona o problema {5.125) e B = Bpr > B*.

(b) Para v — oo, o problema {5.189) se reduz ao problema dtimo Ha via realimentagdo esldlica de
saida.

Prova: Segue a mesma linha da demonstragdo do Teorema 5.16. o

Este Teorema soluciona entdo (5.166a)-(5.166¢) e tem uma estrutura simplificada com relagéo
ao caso anberior.

Considere agora o problema Hy, [Ha correspondente. Seja entdo o problema
ph=max {p : Te(RaW)-p£n<0, (W)€l {5.190)
para § > 0 um escalar fixado. O teorema abaixo o relaciona ao problema (5.122).

Teorema 5.18 As dafirmagdes a sequir sdo verdadeiras:

(a) Considere o par (W, pa) a solugdo élima do problema (5.190). Entio
L = WiC (CaWiCh)™" € L,

€Yo = 1//ia sdo tais que ||Gs(s)ll, < var-

(b) Pare § — oo, o problema (5.190) se reduz ao problema dtimo Hy, via realimenlacio estdlica
de saida.

Prova: Para o item (a), como o par (W, jter) € Ceoy, a restrigao linear pode ser escrita na forma
B 2wy Te (ReWer) 2 G2l

onde as duas passagens seguem de (5.188). Utilizando novamente que (Wy, pa) € Cxy, tem-se,
pelo Teorema 5.10, que [|Gywll,, < va = 1/ /fiad para L = WiCY (CoWiCL) ™ e L.y Como, por
construcgdo, gy é méximo valor de p tal que a expressdo de limitaco de norma He, seja factivel,
entdo 7,4 = 7, = 7. O item (c) segue da observagio que a restrigio linear deixa de atuar para
B — oo. G

O problema misto He /H2 nao tem solugdo conhecida na literatura e, assim, este resultado
¢ uma contribui¢ao original deste texto. Vale ressaltar a dificuldade natural para a solugio dos
problemas envolvendo realimentacio estdiica de salda que 86 sdo ulirapassadas com a adicdo da
restrigio relativa a funciio f(W).
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e(t) Yot w(t)

C

Figura 5.6: Planta de Controle Gy(s) e Planta A(s) de variagio paramétrica

5.8 Problema de Custo Garantido H,,

O problema H,, se tornou um dos temas centrais em Teoria de Controle indo de encontro as di-
ficuldades encontradas pelo Problema Linear Quadratico no tratamento de incertezas paramétricas.
A norma M, a0 contrario da norma Hg, é sub-muliplicativa, ou seja,

1G1(5) Ga(s)loo < NIG1(5)iles 1G2(s)ileo

Esta propriedade, juntamente com o Teorema do Menor Ganho, apresentado abaixo, permite re-
lacionar o problema He. ao conceito de estabilidade quadrdtica (veja defini¢do 2.14) no caso de
incertezas paramétricas sobre o modelo freqiencial.

Teorema 5.19 Sejam entdo Gy{(s) e A(s), inierconectadas na forma mostrada pelo figura 5.6,
fungoes de iransferéncia pertencenies ao espago He,. St

NG ()l [ ()l < 1 (5.191)

entdo o sistema em malha fechada ¢ estdvel
Prova: Veja [DV75, pdg. 40] para uma demonstragao completa. Pela figura 5.6, como Gf(s) € Heo
e A(s) € He,
o(s) = [T~ G()A(5)) ™ w(s)
ou seja,
e{s) = w(s) + Gy (s)A(s)e(s)
Portanto, para todo w(s) € L

lielsllly < llwlslll, + N1Gs{s)A)., llels)il,

Desse modo:
(1-1Gr()AM) ety < Hwls)ll

e se ||Gr(s)A(s)]|,, < 1, ent@o o ganho de malha fechada é limitado e o sistema em matha fechada
é estavel, pois :
1

L= IG5} ()]s lw(s)ll,

lie()il, <
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e a uma entrada limitada corresponde uma saida limitada. Além do mais, como a norma He, €
submultiplicativa,

1G5 ()l S HIC (oo 1A{Meo

entdo, se o termo & direita for limitado, ¢ ganho de malha fechada sera limitado e o sistema estavel. O

Este Teorerna é um resultado fundamental para a andlise de robusiez de sistemas de controle.
Considere que A(s) é uma perturbagiio associada a fungio de transferéncia de malha fechada G (s).
Se Gy(s) é estdvel com nivel de atenuagio de distirbios v, ou scja, se [[Gyll,, < 7, entdo, por
(5.191),

1
A0l < 5

e a condig¢io de estabilidade com nivel prescrito de atenuagio de distirbios assegura a estabilidade
em malha fechada de G;{s) para todas as perturbagbes A(s) € H., sofridas pelo modelo nominal
tais que |JA(s)||., < 1, interconectadas ao modelo na forma apresentada na figura 5.6. Ressalte-se
que perturbagdes como A(s) sdo perturbagdes sobre o modelo freqiiencial, sendo

» aditivas: G(5) = G,(s) + A(s)
o multiplicativas: G(s) = Go(s)[ I+ A(s) ]
Veja [Za81] para uma discussio a respeito.
Seja agora a realizagio de Gf(s) no espago de estados, apresentada como o modelo (%) abaixo

P(t) = Apz(t) + Biw(t)
(=) (5.192)
Z(i) = C_f-’l.‘(t)

e considere w(t) = 0, ou seja, considere apenas a andlise do comportamento do modelo auténomo.

Suponha que incertezas paramétricas do tipo norma limitada, definidas na seg¢do 2.6.1, atuem sobre
a matriz Ay, de modo que, conforme (2.41),

Areh={A; : Ay=A;p, +EADH }

onde A(f) representa uma matriz de incertezas pertencente ao conjunto limitado compacto & defi-
nido em (2.42) e aqui repetido

A={AQ) : JA®I<1) (5.193)

porém, considerando-se apenas um unico bloco diagonal de incertezas. As matrizes & e H sio
conhecidas, ponderando a forma como A(l) atua sobre o modelo. O Teorema abaixo, devido a
[KPZ90] e [RCDPI3], relaciona estabilidade quadratica de sistemas incertos {incertezas do tipo
norma limitada) e o Teorema do Menor (Ganhe.

Teorema 5.20 As condigées abaizo sdo cquivalentes:

(a) O sistema (L;) ¢ quadraticamente estdvel,

(b) A matriz Ay, € estdvel assintoticamente ¢ a fungdo de transferéncia
Gals)=H(sL—Ap) ' E

¢ tal que ||Gall < L.
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{c)} A equagdo algébrice de Riccati modificada
’faP+ PAg, + PEEP+HH=0
possui uma solugdo dnica P = P' > 0 tal que Ay = Ay, + EE'P ¢ assintoticamente csidvel,

Prova: A equivaléncia entre os itens {(a) e (b) ¢ apresentada em [KPZ90, Teorema 2.7}; entre {b) e
{c), veja o Lema 5.4 ou [DGKF89]. O

Este Teorema mostra que todo resultado concernente a estabilidade quadratica de sistemas
incertos — no caso de incertezas do tipo norma-limitada — leva a um resultado correspondente em
otimizagiio He,. Por exemplo [Tro83] [KPZ99], o problema de estabilizagfio assintética com nivel
prescrito de atenuaglo de distirbios, definido em 5.2, € equivalente ao problema de estabilizacio
quadratica do sistema

B(t) = Agr(t)+ Ewl(t)
(Ta) { o) = Bo)

z(t) = A{)w(l)

para [JA]] < 1. Qutra conseqiiéncia é apresentada no coreldrio abaixo, observando gue o item (a)
do Teorema 5.20 ¢ equivalente a determinar uma mesma funcio de Lyapunov valida para todo o
modelo de incertezas considerado.

Corolario 5.6 Considere o conjunio de matrizes incertas A. Enldo, exisle uma malriz P = P! > 0
tal que

A}P +PA; <0
para todo Ay € A se ¢ somente se ¢ #Hem (b) do Teorema 5.20 for satisfeito.

Prova: Veja [KPZ90, Corolario 2.8]. O

As implicactes do problema M, no campo de sisiemas com incertezas do tipo norma limitada
estdo claras. Porédm, cste texto se atém a sistemas onde as incertezas pertencem a dominios convexos,
como definidos em (2.44). Como se sabe, contudo, o modelo de incertezas de norma limitada
definidos em {5.193) pode ser descrito como um elipsdide, ou seja, um poliedro convexo com um

nimero infinito de vértices.
Considere assim o sistema (%) dado como
(1)
(=) 2(t) = Chz(t)+ Dhult) (5.194)

y(ty = Caz(t)

i

A:E:(t) -+ Blw(i) -+ Bgu(t)

onde as matrizes A e B ndo sdo precisamente conhecidas, mas, no entanto, pertencem ao dominio
convexo poliedral

N N
E)}Fm{FeéRPXP D F =Y &R, Y G=1, 5,—20}
i=} i
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j4 definido em (2.50), sendo

Fm[A — B

0 0 ] & WP, p=ni+m

¢ N indicando o nlimero de vértices F; deste poliedro, de forma que qualquer F € Dp pode ser
escrito como uma combinacao convexa {desconhecida) entre os #%, i = 1,..., N “modelos-vértices”.

Definicao 5.4 O sistema (%;) € quadralicamenle estabilizdvel com nivel de alenuagdo de distirbios
v se @ matriz Ay de malha fechada for quadraticamentie estdvel ¢ o norma He, da fungdo de {rans-
feréncia de malha fechada Gy (s) for tal que ||Gy(s)|l_, <y para todo F € Dp.

Associado a este concelto e ao tipo de realimentagio considerada (estdtica de estado ou de saida),
dois conjuntos, entao, podem ser definidos, para v > (0 um escalar fixado:

K¢ = { KeR™" . Ay =A— ByK quad. estavel, |Gy}l <7, Y FEDp }  (5.195)

Lg = { LeR™" . A= A~ ByLCy quad. estdvel, Gl €7, ¥ Febp | (5.196)

denominados conjunto dos ganhos quadraticamente estabilizantes por realimentagio de estado ¢ por
realimentag¢ao de saida, respectivamente, com nivel de atennagio de distirbios 4. Obviamente, as
seguintes inclusdes sfio verdadeiras:

K? ¢ E°

EL_?CELQ

A defini¢io 5.4 esta diretamente relacionada ao coroldrio 5.6 ¢ permite a extensio do Lema 5.4 para
o caso de sisternas Incertos.

Lema 5.9 Seja v > 0 um escalar fizado e considere A; assinioticamente estdvel. Entdo o sislema

(£1) € quadraiicamente estdvel com nivel de alenuacio de distérbios v se ezistir uma mairiz P =
P’ > 0 solugdo de

AP+ PA;++v7*PBBiP+C}C; <0 (5.197)
pera todo F ~ (A, By} € Dp.

Prova: Trata-se de uma generalizagio do Lema 5.4 para todo /' € Dp. O

O problema de custo garantido para uma norma especificada é discutido na segiio 4.7. A definicdo
abaixo o formaliza no caso de norma He.

Definicao 5.5 Se existir um escalar ¥ > 0 ¢ uma lei de controle u(t) tal que ||Gyi|, < v para todos
os modelos F € Dr, entdo v ¢ um cuslo garantido em norma Ho, pare o desempenho do sisltema ¢
u{t) € um conirole de custe garantido.
O menor limitante v* é enconirado como a soluciio do problema
Y = inf Pgé%};{ lGrlle : (A—B2K) assint. estavel } (5.198)

para realimentacao de estado e

o i%f Fr}é%}i«{ HGill,, ¢ (A= B2LCy) assint. estdvel } (5.199)
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para realimentagao de saida.

No entanto, como no problema Ha, as expressoes (5.198) e (5.199) representam problemas que
nao tém solugio conhecida no intervalo de incertezas considerado. Em seu lugar, os problemas a
serem discutidos sfo baseados no conceito de estabilidade quadrdtica com atenuacdo prescrita de
distdrbios. Pelo Lema 5.9, isto implica em uma mesma matriz P = P’ > 0 e um mesmo ganho
estabilizante validos para todo o modelo incerto. O conservadorismo do conceito é claro, sendo ainda
mais evidente dado sua equivaléncia ao Teorema do Menor Ganho, como mostrado pelo Teorema
5.20.

(s problemas a serem examinados nesta seqio compreendem dois tipos: o problema de custo

garantido Ho, e os problemas mistos de custo garantido. A definigdo destes 1iltimos serd introduzida
na subsecio 5.8.3. Assim:

Problema 5.8 Problema de Custo Garantido H, (PHIS)
Determinar vy tal que

T <y =min max {y : Gl <y, KEK?) (5.200)

ou

Y <y =min max{y : G/, <y, LeELY] (5.201)

A solugdo 7§ 1dentifica entao o menor limitante superior & norma M da fungio de transferéncia de
malha fechada G;(s) relativa ao modelo F € D que apresenta o pior desempenho em norma Hes.

5.8.1 Problema de Custo Garantido em Norma H,, via Realimentacao

de Estado
Considere entao o conjunto
N
€3 =) Coss (5.202)
fe=l

onde

icooi - { (Wzﬂ') : W=w' = G: # 2 g, 'U’ecoi(wyﬂ)v S 0 ’ Vv € N(G’) } (5203)

Occi (W, p) = KW + WF + WRW + uQ (5.204)
sendo v como definido em (2.49) e @ ¢ R como definidos em (5.45).

Teorema 5.21 As afirmagdes abaize sdo verdadeiras:

{a)} C2 ¢ um conjunto convezo.

(b) Paray >0 fizado a priori e =772, o conjunto K§ ¢ mapeado na forma
K ={ wywit (W9 ecq ) (5.205)

(c) Pare W, & C3,, existe um hiperplano separador entre W, ¢ €%,
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Prova: O item {a} segue imediatamente, pois, pelo item equivalente do Teorema 5.4, Cogi ¢ um
conjunto convexo; como C, é resultante da intersecgio entre N conjuntos convexos, também é um
conjunto convexo. Para o item (b), considere primeiramente que K? # §. Entdo, pele Lema 5.9,
existem matrizes K € fm*™m e P = P! >0 tars que

AYP+ PA; 4+~ *PBBiP+C}C; <0

para todo F & D . Logo, para W definida como

W=

p—1 ~1 .—.~7
P PR ] (5.206)

K_P‘“’l 7
pode-se escrever

vV (FW+WF + WRW +v2Q)v <0
para todo v € N (G') e todo F € Dp. Portanto, para F; = F,i=1,..., N, conclui-se que W € C3.
De forma reversa, se C2 # {, entio

VO (W, ¥ 2)v <0

para todo v e N (G'yei=1,...,N. Logo, para todo F € IDp,

N
V(FW A+ WF +WRW +772Q)v < Z&U'@wi{w’ =2
i=]

< 0
onde & > 0e Zfii & = 1. Desenvolvendo a expressdo & esquerda, enconéra-se que
(A= BWIW ) Wy + Wy (A - By ) +

+ Wi (CL+ DWW (Cy + DyWLW, ) Wy + 4728 B, < 0

Portanto, para P = W~!, pelo Lema 5.9, K = W, W’; € KY. O item (c) segue a demonstragio
do item equivalente do Teorema 5.3, notando—se porém, que o hiperplano separador associade a
¥ Ouoi (W, v~ %)v < 0 6 calculado segundo os passos do Teorema 2.14. O

O item (b) do Teorema 5.21 representa uma parametrizagio nio-linear e convexa do conjunto
de todos os ganhos quadraticamente estabilizantes com nivel 4 prescrito de atenuagio de distiirbios.
Desse modo, o problema 5.8 pode ser escrito como um problema convexo, envolvendo conjuntamente
o par (W, p).

Seja entdo o problema

max{p : (WueCq ) (5.207)

O teorema abaixo mostra sua solugéo ¢ o relaciona ao problema (5.200).

Teorema 5.22 Considere o par (W™, u7) solugdo dlima do problema convero (5.207). Entdo, K* =

Wit e 75 = 1//iE solucionam (5.200) sc e somente se (¥) for quadralicamente cstabilizdvel
com mvel v, de alenuegio de distirbios.
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Prova: Assuma que C2, # 0. Entio, pelo item (b) do Teorema 5.21, K* = WiW ™" € K ¢
Gslle € 7: para todo F € Dp. Conseqilentemente, K* ¢ 7 so solugdes factiveis de (5.200),
implicando que v; < ;. De forma reversa, se o sistema (X:) ¢ quadraticamente estabilizdvel com
atenuagdo de distirbios v}, entdo, também pelo item (b) do Teorema 5.21, existe (W’;,'y;_z) e CY
tal que v > &, pois v; = 1//p% ¢ a solugiio dtima do problema convexo (5.207). A partir destas
duas desigualdades, o teorema estd demonstrado. ]

A equivaléncia entre (5.200) e (5.207) pode ser verificada tainbém através da seguinte seqiiéncia.
Se pt € o valor dtimo de (5.207}, entdo v} = 1/,/4% é tal que

. i
Te = 7
VHe

= 1}313;{7 : 1G4l <7, KeK9, VFeDp }

= min max{ ¥y G < K e K9
I(}'T FeDp { ” f”°° =T, 8 }
= TMin max v o R ek Q = 7* > "}(*
I},l’)' F‘EE))F{ * ¥ } =

H4 uma diferenga, portanto, entre os problemas H2 e Ho de custo garantido. Neste dltimo
pode-se afirmar que o valor encontrado pelo procedimento convexo leva, de fato, ao minimo custo
associado ao conceito de estabilizagio quadratica.

Resta agora discutir a inclusio de um limitante superior Jiy, & varidvel g no problema (5.207).
De forma semelhante a sistemas conhecidos, a inexigténcia deste limitante pode levar a um compor-
tamento numérico indesejdvel da solugio deste problema. A partir de (5.58), i, pode ser definido
€OmOo

pi‘Mm}é‘g; S, W {w o VFRFIF —pQ)v20, YveN(G)}

onde, para g > Jiyy, o par (W, ) & ng Como Dp é um dominio convexo, basta tomar apenas os

valores correspondentes aos “modelos-vértices” Fy, i=1,...,N. Logo
Ty = . rlninN sup{ p : v (FRF'F —pQ)v >0, YveN(G)} (5.208)
LEE TN

No entanto, como discutido na se¢iio 5.3.3, hi dificuldades para a determinagfio numérica deste
valor, assocladas & possibilidade de nfio se encontrar valores finites para o sup indicado. O Teorema
5.5 propde condigbes suficientes para que se obtenha um limitante superior a ji,;. Considerando
que o vetor de perturbagdes w(t) seja rico no sentido que

dim(w) > n ~ posto {Cy }

e que a matriz
Vi = (BiB1) B[ A —Bu | e RI*P

seja de posto completo, defina

Thr = . minN min{ g>0 : det(V/Vi—puR)=01} {5.209)

i=1,...,

2 Bar

Conseqiientemente, pelo Teorema 5.5 ¢ por {5.208), para todo p > 7%y, 0 par (W, 1) € €. Desse
modo, o Teorema 5.22 pode ser reescrito como segue:
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Corolério 5.7 Considere ji%, como definids em (3.200) ¢ seja o problema convezo
M J P

max{p : WpweCd, nel0,my]} (5.210)
Fntdo os problemas (5.207) e (5.210) sdo equivalenies.

Prova: Pela defini¢io de fi§y, todo par (W, p) € €9, é tal que u < ji§s. Desse modo, a introducio da
restrigao adicional ndo altera a factibilidade de (5.207) e os problemas sdo, portanto, equivalentes. O

Como a introdugio deste limitante ¢ comum aos demais problemas envolvendo otimizacio Hao,
estes serio considerados a seguir como ja incluindo esta restricio.

5.8.2 Problema H, de Custo Garantido via Realimentacio Estatica de
Saida

Seja o conjunto :
C,=C (Y {w : jw)<0}

sendo f(W) como definida em (3.74). Novamente, o resultado em realimentacio estitica de saida
advém da adigdo da restricdo relativa & fungio f(W). O primeiro teorema parametriza o conjunto

de ganhos 1.9 em fungio de elementos de Cfo 73 © segundo apresenta uma solugdo para o problema
de custo garantido associado.

Teorema 5.23 Para v > 0 um escolar fizado a priori, o conjunio EL,? é mapeado como
L8 ={ wicy(michy™ : (Wr2) e } (5.211)

Prova: Para a necessidade, suponha que IL._? # 0. Lntdo, existem, pelo Lema 5.9, malrizes L €
RMXT e P = P’ > 0 tais que (5.197) se verifique para todo F € Dp. Logo, esta expressio também
é valida para #; = F,i=1,..., N, implicando que

-1 W/l
W:{ F P=LCLL

LCy P~ LC’EP*ICQL’} €&

e, também, por substitui¢do direta, f(W) = 0. Portanto W € @?of. Para a sufici¢neia, considere

Cfof # @. Logo, f(W) <0 e, pelo Teorema 5.21, WgW{l € K,‘f Pela suficiéncia do Teorema 3.11,
no entanto, f{W) = 0 e assim,

WiW = WICH{C,WIC) ™ Oy
= L
onde L = WiC4 (C,W1 C5)™" e LY. a)
Como dito, este Teorema estabelece um mapeamento ponto-a-ponto entre elementos do conjunto
(Cfi ; ¢ clementos do conjunto IL.?. Cada W € (C?o flevaa L € ILff , que garante a estabilidade

quadrética de {I) e norma H, da funcio de transferéncia de malha fechada G #{s) menor gue 7,
para todos modelos F' € Ibp. O Teorema abaixo mostra a relagio entre o problema

max{ g (Wp)e Cg,f } (5.212)

e o problema de custo garantido Mo, por realimentacio estdtica de saida.
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Teorema 5.24 Considere o par (W*, u%) solugcao do problema 5.212. Entdo o ganho do conirole
de custo garantido Ho, € dado por L* = WiC,(CoWiC3)™! e % = 1//EF € um custo garantido
Heo, solucionando o problema (5.201).

Prova: Pelo Teorema 5.24, (W™, ut) € COQQf e portanto L = WiCY (CoW, )~ LY garante que
1G4l < 7i para todo F € Dp. Como p} é, por construgio, o valor maximo de u tal que (5.212)
seja factivel, entdo v = 1/./] soluciona (5.201). Resta demonstrar que é um custo garantido.
Entao, dada a relagio enire 77 ¢ g e sendo este o valor 6timo de {5.212),

1 .
¥ = = min ;G <%y, Lel®, ¥YFehp
== = min{y ¢ Gl <7, )

= i 1 : <y, L e
min max {7 : |Ofll, <7, LELY]

= i : 9 = vt >4
1}511')1;1 nax {~ LelX 1 Yy 27

e a demonstragao esta concluida. o

O problema H, por realimentagio estitica de saida foi convertido em um problema que nao
é convexo, mas que pode ser solucionado utilizando-se as propriedades topoldgicas de f(W) apre-

sentadas no Teorema (3.12). O problema {5.212) estabelece um limitante superior ao custo Mo, de
qualquer modelo F' € Dp.

5.8.3 Problemas Mistos de Custo Garantido

Estas segoes compreendem a generalizagio dos problemas mistos Ho/Heo € Heo /H2 para siste-
mas incertos modelados como dominios convexos poliedrais.
Considere assim o sistema (2;) na forma

[ 2(t) = Az(t) + Biw(l) + Bau(t)
Zg(t) = Clzx(t)%—Dlgu(ﬁ)

(&) <
Zeolt) = Creez{(t) + Digult)

L ¥{t) = Cax(d)

onde, como na se¢iio anterior, as madrizes A e By sdo tais que (A, By} ~ F € Dp. Para um certo

par (A, Bz) arbitrario mas fixo, defina, para condigdes iniciais nulas, as fungdes de transferéncia de
malha fechada
Grals)

I

Gfg (SI-—A}'}_lﬂl

Groo(s) = Creo (s~ 457" By
de meodo que os problemas mistos de custo garantido a serem estudados sfo:

Problema 5.9 Problema My /H . de custo garantido (PHi8):
Determine B tal que, para v dado,

Bp=min max{f : Gnl, <8, Grelle <7, KK} (5.213)
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U

fr=min max{f ¢ |Gpl,<b, Gl <7, Lel) (5.214)
€D g

Problema 5.10 Problema H../H2 de custo garantido (PHil0):
Determine 7y, tal que, para § dado,

vp=min max {7 ¢ [[Groolle <7, G, <8, Kek? } (5.215)
ou
.
Tp=min max {7 [Greolly, £, Gnll, <8 Lel9} (5.216)

Para o problema Hy/Ho, o valor étimo § significa o menor limilante superior ao pior valor do
critério de desempenho em norma Hy, quando F' varia em todo o dominio incerto Dy |, considerando,
no entanto, que o sistema em malha fechada apresente um valor pré-especificado de atenuacio de
distirbios, para todo F' € Dp. O mesmo raciocinio é valido, mulatis mutandis, para o problema
Hoo/Hz de custo garantido. '

Estes problemas serdo solucionados segundo a abordagem convexa apresentada na secio 2.7.

Realimentagao de Estado

Constdere o conjunto

€9 = ﬂ Coos (5.217)
(-3}
onde
Cot = { (Wip) = W=W' 30, u>0, vOu(Wpv<0, YveN(G)]}  (5218)
e
Ocoi (W, ) = W + WE + WRo W + p1Q (5.219)
sendo o
— leo™loo o 4
R = { A D Dis ] (5.220)
Seja, entdo, para
_ 812012 G
Ry = [ 0 D, Dis (5.221)
os problemas
fi=min{ o : Te(RW)-12a<0, (W, e} (5.222)
para ¥ >0 dadoe
1 .
po= sy =max{p © Te(RaW)-pf* <0, (Wop)ecd ) (5.223)
. <

para > 0 dado, sendo o primeiro uma generalizagao do problema (5.177) e o segundo uma genera-
lizagdo do problema (5.181). O teorema abaixo soluciona-os, relacionando-os aos problemas Ho [Hoo
e Heoo [Ha, respectivamente, de custo garantido.

Teorema 5.25 Os falos abaizo sio verdadeiros:
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(a) Os problemas (5.222) ¢ (5.223) sdo convezos.

(b) Seja W* a solugdo Gtima de (5.222). Fntdo K = WiW™ gera ||Gall, < Be e ||Groclle, €7,
para todo F' € Dp, sendo v > 0 um cscaler dado.

(c) Seja o par (W*, u.) a solugio dlima do probleme (5.223). Enldo K = WiWT ! garanie
Grzlly € 8 e llGreolle € 7. = 1/ /Hic, para lodo F €D, sendo § > 0 um escalar dado.

Prova: O item (a) é imediato, uma vez que, pelo itern {a) do Teorema 5.21, o conjunto €, ¢ convexo.
Além disso, a restricio adiclonal € linear em (W, p). Logo, os dois problema sdo convexos. Para o
item (b), se W* ¢ a solucio dtima. de (5.222), entdo (W*,47%) € C%. Logo K = WiW[ ' € K9
e {IGsooll., < 7, pelo Teorema 5.21. Como toda matriz W € Cg, é semidefinida positiva ¢ leva a
K = WiWi ' € K9, entdo

Wy > Wiwlw,
> KWK

e, para qualquer F' € [y arbitrdria, mas fixa, e qualquer W € CCSD, tem-se que W, > v %P, onde
P. é o gramiano de controlabilidade associada ao modele F. Poriants,

7T (RoW™*) = v*Tr (C1,C1oWh + Dy, D12 Ws)
> 7 Tr [(Cra — D12 K) W1 {Cra — D KY']

> Tr [(Ci2 — D12 K} P: (Cra — D1aK)'] = |Gyl (5.224)

para toda matriz F € Dp e toda matriz W € C%,. Assim, qualquer W € €& produz um limitante
superior a norma Mo da fungdo de transferéncia de malha fechada Gya(s). Logo, como W™ € a
soluc¢do Stima de (5.222),

i

32 Tr (R W)

v

1G22, ¥ Febyp

e B. é um custo garantido Hy para o desempenho do sistema incerto (X;), considerando a restrigdo
Para o item (c), como B > 0 ¢ dado ¢ (W, ) € C3,, a restrigio linear, entdo, leva a

Bz p T T (RaW) 2 {|Gpally . YV F €Dr

por (5.224). Além disso, pelo Teorema (5.21), todo par (W,pu) € CZ ¢é tal que K € K9 e
G ool £ 1/4/H. Como, por construgio, p, é o mdximo valor de g, é um custo garantido H, na
forma 1/ /fic 2 |G ool para todo F' € Dp. A demonstragio deste teorema estd concluida. o

As implicagdes deste resultado sfo extremamente importantes. Os problemas mistos de cusio
garantido representam situagles de compromisso entre desempenho (norma Hsy) e robustez (norma
Heo). Estabelecer custos garantidos para cada uma destas medidas torna estes problemas ferramen-
tas essencials em projeto de sisternas de controle. O teorema 5.20 converte estes dois problernas em
problemas convexos, possibilitando, come discutido na se¢io 5.7, sua solugfo numérica.
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Realimentacao Estatica de Saida

Considere o conjunto

o, =02 N {wW : fw)<o} (5.225)

sendo f(W) como definida em (3.74) e CZ como definido em (5.217). Ista subsecdo discute os
problemas mistos de custo garantido utilizando realimentagdo estitica de saida. Scjam entdo os
problemas

Br=min{ o : Tr(RaW)-v2a<0, (W)l } (5.226)
para v > 0 dado e

po=mwax{ g o Te(ReW) —pf <0, (W,p) e, } (5.227)

para > 0 dado. O primeiro problema generaliza 5.186 para sistemas incertos modelados como
dominios convexos poliedrats, o mesmo ocorrendo quante ao segundo para 5.190.

Teorema 5.26 As afirmagdes abaizo sdo corretas:

(a) Scja W* a solugio éiima de (5.286). Entio L = WiCH(CoWiCLY ™ leva o Grall, < B e
IGroollee < v para todo F € Dy, sendo v > 0 um escalar dado.

(b) Seja o par (W=, pL) a solugao étima do problema (5.227). Entio L = W4C4(CoWiCh)™!
garanic HGIQH«Z <8 eliGrooll, < 7vp = 1/\/HiL, para todo IF € D, sendo f > 0 um cscalar dado.

Prova: Para oitem (a), qualquer par (W,y72) (CQ g Paray > 0 dado, produz pelo Teorema 5.23,

L = WiCH(CoW1C3) ™" € L9 tal que |G roolley < 7. Além disso, como todo par (W, v~ %) ¢ Cfof
tal que W > 0, tem-se que

Ws > WIWoiw,

v

LO,W,CLL!

> 7_2LCQPCC£LI
onde P, é o gramiano de controlabilidade associado a (A, By} ~ F € D arbitrdrio, mas fixo. Assim,

72T‘I'(R2W) = 72']:‘!‘(0120121’?1+D;3D13W3)

Y

72T [(Cr2 -~ D12 LC3) Wi (Cha = D12 LCh) ]

> Tr[(Ciz — Di12LCy) P (Cra =~ D12LC2)} = ||Gpall?

para qualquer F € D e, desse modo, qualquer matriz W € (C‘Q gera um limitante superior &
norma Hy de Gra(s). Sendo W* a soiuga,o atima de (5.226), entao

Bi = Te(RW*)
> E!sztli , YF g Dp

e 7 é um custo garantido H ao desempenho do sistema () em realimentacio estitica de saida,
sob a restri¢ao ||Graoll,, < 7-
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Para o item {c), a restri¢do linear assegura, para (W, g) € (C‘So ; € >0 dado, que
B2y ' Tr(RaW) 2 [Gpallz . Y F €Dy

a partir de {5.224). Pelo Teorema (5.23), todo par (W, u) € Cgaf levaa L = WiCL{CoW1C4) ! € LR
e lGroollo < 1/+/E. Como, por construgdo, pr ¢ o maximo valor de g, é um custo garantido Heo
na forma ||Groll,, € 1/\/kL para todo F € Dp. O

Este resultado, cuja demonstracfio apenas mimetiza a realizada para o caso de realimentacio
de estado, mostra a importancia da funcio f(W) dentro do contexto da abordagem adotada. Qs
problemas (5.226) e (5.227) tém diversas implicacdes praticas, mas suas solugdes sio de dificil deter-
minagao, pelas dificuldades préprias de um problema de realimentagao estatica de saida, associadas
ainda ao tratamento de sistemas incertos no contexto do problemas mistos. A abordagem baseada
em uma parametrizacao convexa leva, assim, a uma solugio subotima.

5.9 Extensoes para Sistemas com Restrigoes Adicionais

A formulagdo convexa adotada para a solugio do problema Ho, novamente tem sua principal
caracteritica realgada, ou seja, a possibilidade de inclusio de restricdes adicionais ac problema em
estudo. Como no caso do problema 72, as abordagens baseadas em equagdes modificadas de Riccati
nao permitem tais incluses, sendo este o caso de [DGKF89] e [Scd0], para citar apenas as referéncias
largamente utilizadas ao longo deste capitulo.

Esta se¢io, assim, apresenta como a imposi¢io de restriges do tipo descentralizagio do controle,
falhas de atuadores efou falhas de sensores devem ser consideradas no projeto de controladores Hee
utilizando a abordagem introduzida nas se¢bes precedentes. O contexto em que cada uma destas
situgOes surge ¢é exposto nas segbes 4.8.1, 4.8.2 e 4.8.3, ndo sendo, portanto, necessirio uma revisio.

5.9.1 Controle Descentralizado em Norma H.,

Seja o sistema (Zp) na forma

.l-(i} = A-’S(t) 4 Bfll)('ﬁ) - Bg’u(i)
(ED) () = Cl..”.?{i) + Dlu(i}
y(t} = Caz(?)

que se descja estabilizar assintoticamente através de um ganho descentralizado na forma
Kp = bloco diag {Ky , Ko, Kp }
para realimentacéio de estado, ou
Lp = bloco diag {01, Lo, Lyr }
para realimenta¢do de saida, assegurando ao mesmo tempo, um valor 4 prescrito de atenuagio de

distirbios, de modo que a fungdo de transferéncia de malha fechada G;(s) seja tal que ||Gy]l_ < 7.
Logo, conforme a estratégia de realimentagio utilizada, Kp € K, ou Lp € L.
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Teorema 5.27 Defineg o conjunto

Coop={(W,p) : WaW >0, u>20, VO ,(Wp,uw<0, VeeN(G)} (5.228)

onde
@oo(WD,[.L}:FWD+WFb+V{fDR Wp + p@Q {5.229)
e seja o problema
pp=7p =max{p : (Wp,n)€Cup } (5.230)

(a) Se, para v > 0 dado, o conjunio Coop # B, entde o sisiema € assintolicamente estabilizdvel
com atenuagdo de distirbios v elravés de win ganho descentralizade Kp = Wy, WI‘DI

(b) A solugdo vp = 1//itp do problema (5.230) é um limitante superior d norma He, de G(5).

Prova: Imediata, a partir dos Teoremas 5.3 e b4, 0

Teorema 5.28 Seja Cp = Chp uma malriz bloco-diagonal e define o conjunio
Coops =Coun [| {W : FW)<0}
onde f(W) € como definida em (3.74), ¢ sejo o problema
pp =75 =max{ g : (Wp,p) € Couny } (5.231)

(a) Para-y > 0 dado, se Coopy # B, o sistema (Ep) € assinloticamente estabilizdvel com alenuagdo
de distdrbios v através de um ganho descentralizado Lp = WipChp {C’gDWwC’QD)_l.

(b} A solugio vp = 1/\/pp do problema (5.231) é um limilante superior & norma Heo de Gy(s).

Prova: Imediata, a partir dos Teoremas 5.10 e 5.11. a

Uma caracteristica importante destes resultados € a inexisténcia de restrigdes associadas 3s ma-
trizes A e By, De fato, toda a cstrutura de descentralizacio se concentra apenas na matriz Wp, que
deve, entdo, possuir elementos nulos, indicando & estrutura de ganhos Kp ou Lp dessjada.

Considere agora que o sistema (Zp) seja na forma

([ () = Az(t)+ Byw(t) + Byu(t)
Zz{t} = Clgl‘(t) -+ Dlgu(t)
(Bp) <
Zoo{l) = Chrooz(l) -+ Dlmu(t)
L ¥ty = Cax(t)

para o qual se deseja calcular um ganho descentralizado, de modo que os problemas mistos de
realimentacio de estado

pp=min{a : Tr(R:Wp)-7v %<0, (Wp,v?) € Cop } (5.232)
para v > 0 dado,

1 .
iy = ;'—_Z = m:mx{ f Tr(ReWp)—pup? <0, (Wp, i) € Con } (5.233)
D
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para f > 0 dado,

Bh=min{ a : Tr(RWp)-+v2a<0, (Wp,7 %) €Cewps } (5.234)

para ¥ > (0 dado e

1
Bo =75 = max{ p : Tr(ReWp)—pf* <0, (Wp,p)€Cuny } {5.235)
f2

para 8 > 0 dado, sejam solucionados, onde, neste caso, os conjuntos Cop ¢ Coop sio tais que
R = R definido em (5.220).

Teorema 5.29 s falos abaizo sdo verdadeiros:

(a) Considere W}, a solugdo dlima do problema (5.232). Entio Kp = W), 1""3 leva a ||Gyooll, €
v e Bp = Te(RW}) € um limilante superior @ norma Mo da furgdo de transferéncia de malha
Jechada Gas), sendo v > 0 um pardmetre fornecido.

(b) Seja (W5, up) a solugio dtima do problema (5.233). Entio Kp = Wi, W, gera 1Grall, <8
evp = 1/ /HED € um lmitanie superior & norma Heo da fungdo de transferéncia de malha fechada
Gioo(5), sendo 8 > 0 um escalar dado.

Prova: Imediato, utilizando os Teoremas 5.13 ¢ 5.14. 0O

Teorema 5.30 Considere Cy = Cyp uma matriz bloco-diagonal. As afirmacées a sequir sdo ver-
dadeiras:

(a) Se W} € a solugio dtima do problema (5.234), entdo Lp = WipOCh, (CapWipCy) ™t levae a
HGroollew S 7 € Bp = Tr{RoWj) € um limitante superior @ norma Hy de funcdo de iransferéncia
de malha fechada Gya(s), para -y > 0 um escaler dado.

(b) Seja (Wp,up) asolugdo a dtima do problema (5.235). Enlio o ganho de realimentagdo estitica

de saida Lp = W}, Chy, (CopWipChp) ™t gera Grally €8 evp = 1/ /up € um limilante superior
a norma Heo da funcio de transferéncia de malha fechada Groo(s), para § um pardmetro fornecido.

Prova: Segue diretamente do Teoremas 5.16 ¢ 5.18. 2

Como foi imposta uma estrutura particular & matriz Wp, as solucdes encontradas tém cardter
apenas suficiente. Mais uma vez é reafirmada que nenhuma hipétese é feita sobre a estrutura das
matrizes A e By, pois a exigéncia de descentralizagao é colocada sobre a forma da matriz Wp, o que
pode propiciar até mesmo a determina¢iio de Wp tendo estruturas completamente particulares.

5.9.2 Controle Robusto a Falhas de Atuadores

O contexto no qual o problema de falha de atuadores é definido estd exposto na segio 4.8.2.
Sendo assim, apenas a solugdo particular dos diversos problemas estudados envolvendo norma Hoo
serd discutida. Deve-se ressaltar, no entanto, que as caracteristicas de robustez do problema Mo,

analisadas no Teorema 5.20, assoclam-no diretamente com questdes de seguranca dos sistemas de
controle em estudo.
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Sejam assim os conjuntos

Ny

cf, =l (5.236)
i=l

cl,=CL N {w : fw)<o0} {5.237)

onde

Cly={(Wp) : W=W 2020, vOuj(W,np<0, YoeN(G)}  (5.238)

sendo
Ooei (W, p) = W + WF; + WRW + puQ) {5.239)

o
Fy = [ & b ] (5.240)

onde cada B% ¢ elemento do conjunto Bz, definido em (4.109), que contem todas as combinagdes

possiveis entre as m colunas de Bs, representando, portanto, as aliernativas de falhas de atuadores
passiveis de ocorréncia. Considere, entio, os problemas

Mre = max{ g (W) e ¢ } {5.241)

Bis :max{ g (W) & Cicf } {5.242)

o primeiro representando a versao em realimentagiio de estados ¢ o segundo em realimentacio cstatlica
de saida. O teorema abaixo apresenta uma solugiio para estes problemas utilizando abordagem

convexa.

Teorema 5.31 Sdo verdadeiras as seguinies afirmagocs:

(a) €L, ¢ um conjunio convezo.

(b) Se, para v = 1//ff > 0 dado, o conjunte TL, # 0, entdo o ganho K = WiW.* cstabiliza

assintolicamente o sistema (X)) com nivel de atenuvagdo de disbirbios v ¢ o lorna robusio 4 falha
de atuadores.

(c) Seja o par (Wy,py) o solugio dlima do problema (5.241). Entdo y; = 1/ /i é um custo
garentide em norma Heo na forma ||Gyfi, < 75, ¥ Ba € By, para o controle robusto a fatha de
atuadores K = WiW L.

Prova: A demonstragio segue dos Teoremas 5.21 e 5.22. O

Teorema 5.32 Os fatos abaize sdo correlos:

(a) (C';f € um conjunio convezo.

(b) Para~y = 1//i >0 dado, o ganho L = WLC,(CoW,CL) ™" estabiliza o sislema (1) € o torna
robusto a falhas de atuadores se o conjunto Ciof #0,
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(c) Seja o par (Wp,py) a solugdo Stima do problema (5.242). Entdo o ganho robusio a falhas de

atuadores L = WiC,{CaWaCy) ™" gera vy = 1/\/Hif como um custo garantido em norma Heo para
todo By € B2 na forma [|Gyll, < vy

Prova: A demonstragio segue dos Teoremas 5.23 e 5.24. W}

Estes problemas sio equivalentes aos problemas de custo garantido envolvendo dominios convexos
de incertezas e, portanto, os problemas mistos podem ser diretamente derivados. No caso de falhas
de sensores, os resultados podem ser encontrades construindo-se os problemas duais aos acima
definidos. Desse forma, ndo serdo aqui tratados diretamente. O contexto para a ocorréncia de
falhas de sensores é exposto na segio 4.8.3.

5.10 Conclusao

Este capitulo apresentou, de forma exaustiva, como a abordagem convexa proposta na se¢do 2.7
pode ser estendida para a solugo de diversos problemas envolvendo uma especificagiio em norma
Hoo. Esta norma é definida para modelos cuja fungfio de transferéncia de malha fechada ¢ uma
funcio racional, prépria e estavel assintoticamente. Pressupde apenas, com relagiao ac sinal de
entrada aplicado ao sistema, que este tenha densidade espectral limitada. Dessa forma, tem um
significado pritico claro, podendo ser adotada para a medigio do comportamento do sistemna frente
a uma classe mais ampla de sinais que a norma Hy. Além disso, como mosirado pelos Teoremas 5.19
e 5.20, sua relagao com quesides de estabilidade robusta e estabilidade quadratica ndo tém paralelo
no problema Ha.

Durante todo o capitulo sic comparadas solugdes deste problema baseadas em equacoes do ipo
Riccati e solugdes envolvendo parametrizagbes convexas. Como ocorreu no capitulo 4, estas dltimas
apresentam vantagens em relaciio &s primeiras, por permitir que se incorpore com facilidade situagdes
que ndo sao cobertas por aquelas. Assim, questdes como descentralizagiio, incertezas paramétricas e
falhas de atuadores sio tratadas e solugbes incluindo-as sio determinadas. Além disso, o problema
Heo de realimentagio estatica de saida é analisado por uma metodologia semelhante & versio Hy e
problemas mistos Ha/He € Hoo/Ha 530 também discutidos. Com relagiio a esies, em particular,
somente solugdes numéricas estio disponiveis na literatura. O problema misto Heo/He é uma
contribui¢io original deste trabalho e sua comparagdo com o problema Ha/Heo ¢ realizada através
de exemplos numéricos em [GPS92b].

Por fim, a solugio dos problemas apresentados pode ser implementada através de algoritmos como

o algoritmo 2.1, para realimenta¢io de estados, e do algoritmo 3.3, para realimentagio estatica de
saida.

5.11 Notas Bibliograficas

1. A partir de sua proposigio inicial em [ZaB81], o problema M fol um tema gue despertou interesse,
mas que esbarrava em uma série de problemas. As solugGes iniciais deste problema, porém, compre-
endendo o perfodo 1981-1984, foram baseadas em interpolagic de fungdes no espago Lo, utilizando
um ferramental analitico de pouco conhecimento da maioria dos engenheiros de controle. As solugdes
eram obtidas puramente no dominio freqiiencial. As dificuldades de implementagio computacional
dos métodos utilizados torravam o problema em si pouco atrativo. No perindo seguinte (1984-1987),
realizaghes no espago de estados assumem papel essencial na determinagic de controladores que sa-
tisfagam um limitante Hoo. Um quadro deste perfodo pode ser visto a partir de [FD87] e do livro de
B. Francis, A Course in Ho Control Theory, primeire a ser publicado envolvendo este tema. Um dos
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problemas desta metodologia é o desconhecimento a respeito da ordem do controlador a ser abtido.
Normalmente, controladores de ordem maior que a da planta foram enconirados e metodologias de
redugio de ordem implementadas para viabilizar o uso destes dispositivos. Ao fim deste periodo,
as primeiras utilizagbes praticas de controladores H . comegaram a ser descritas. A publicagio da
primeira versio de {DGKF89], na ACC’87, permitiu, porém, o estabelecimento das relagdes entre
o problema He, e o problema lincar quadritico em sua versdo fregiiencial (problema Mz}, além ¢
principalmente, de mostrar que a solugio do problema M., pode ser obtida através da solucio de
duas equagbes de Riccati modificadas. Isto deu margem a o que pode ser descrito posteriormente
como am enxurrada de publicagtes e resultados, {azendo do problema H.,, nos dias de hoje, um dos
temas centrais em Teoria de Controle. Em [Do87] ¢ [DTM93] podem ser obtidas relagdes dos artigos
mais importantes publicados neste periodo. Ji [KW93] ¢ um Tutorial, escrito de forma didética, para
elucidar diversos aspectos da relagiio entre Hoo, Ha, controle cldssico e controle robusio,

2. A importancia do diagrama de valores singulares para o problema de controle robusto ji havia sido
entendida deste o inicio da década de 80 [Do87]. Sua relagio com o problema He € com o cilculo
da norma Heo de uma certa funcio de transferéncia foi estabelecido, pela primeira vez, em [BBKS9],
onde é proposto um método de bisecgio para determind-la. Métodos publicados posteriormente, como

[BB89], [BS90], [Ro89] e bibliografias internas buscam algoritmos mais rapidos para a determinagio
da norma Heo.

3. O problema de atennacio de distirbios com valor prescrito da norma M. fol inicialmente proposto
em [Pet87), mostrando as relagdes entre uma certa equacgio modificada de Riccati e a norma Ho, de
uma funcio de transferéncia estdvel assintoticamente. Em realimentagio de estado, além do resuliado
central de [DGKF89] para sistemas precisamente conhecidos, também constituem importantes contri-
buigbes para o entendimento do problema H. as apresentadas em [KPZ90)e {ZK88b], mosirando que
o melhor problema H., obtido com um controlador dindmice também pode ser encontrade utilizando
controladores estdticos. Os resultados de [Sc89] e [Sc90] representam a andlise do comportamente do
problema M. nas vizinhangas de seu valor 6timo. Uma solugie convexa para o problema 6timo He,
sob certas hipéteses simplificadoras do medelo (equivalentes s impostas em [8¢89] e [Sc90]), é apre-
sentada em [P(GS594], sendo também comparadas As caracteristicas de limitantes para os valores da
varidvel = 772 utilizada em problemas desta natureza. Em [GP91] e [LC91] resultados semelhantes
530 obtidos para realimentagio dindmica de salda. Este dtimo estuda a convexidade da relagio de
acoplamento entre as solugies do estimador e do regulador de estado Hes.

4. Asrelagdes entre o problema Mo, e o problema de estabiligio quadritica sio apresentadas em [KPZ90],
para incertezas do tipo norma limitada. Em [GPS91], [PGS92] e [PGS9%3c] sio apresentadas solugbes
convexas para o problema de estabilizagio guadridtica com nivel prescrito de atenuagio de distdrbios
e para o problema de custo garantido em norma Mo, contrapariida Heo do problema de custo ga-
rantido inicialmente proposta em [CP72]. Este problema tem implicagdes praticas relevantes, dado
a associagldo entre estabilizacio quadritica, norma M., ¢ Teorema do Menor Ganho. Além disso,
sua solugho mostra a versatiidade da lormulagdo convexa apresentada, que permite, como mostrado
nestes artigos, incluir restrigdes outras que as meramente exigidas pelo problems, como quesies de
seguranga na operagdo de sistemas. Para este iliimo item, uma abordagem do tipe Riccati é apre-
sentada em [VMP90]. O caso de descentralizacio do ganho também pode ser {acilmente solucionado
dentro desta abordagem. Veja [DC93] para resultados do tipo Riceati quante i descentralizacio.

5. O problema Heo de realimentagio esidtica de safda tem solugbes subdiimas apresentadas em [SN93] e
[I393], este iltimo relacionando-o ao problema de atribuigio de uma matriz de covaridncia em malha
fechada. Em [P(iS93a] através de uma parametrizacio semethante & proposta em [GPS93bl, encontra-
se, via um procedimento convexo, uma parametrizagio do conjunto dos ganhos que satisTazem um
limitante & norma Ho, da fungio de transferéncia de malha fechada. Em [GPS94c] e [PSG94b], porém,
condigbes necessirias e suficientes semelhantes &s obtidas para o problema H; levam i determinacio
de uma parametrizacio do conjunto dos ganho de realimentagio estitica de saida que satisfazem a
um limitante pré-determinado. Esta parametrizacio permite gue se solucione, entdo, o problema de
otimizagio Hoo para esta classe de ganhos de realimentacio.



Capitulo 6

Conclusao Geral

Este texto apresentou uma metodologia de projeto de controladores de sistemas lineares conti-
nuos no tempo. Esta metodologia tem como caracteristica bisica a convexidade de sua formulagioe
a possibilidade de se aplicar técnicas de programacao convexa para a determinagio dos controladores
procurados. Isto a torna extremamente versatil, na medida em possibilita a inclusio, como uma
restrigio de projeto, de questdes {30 variadas quanto incertezas parameétricas, descentralizagio do
ganho, falhas de sensores e de atuadores ou outras que possaim ser escritas como restrigdes convexas.

Pe maneira generalizada, os problemas sclucionados sio na forma

min { g : (Wip) € Co, gW)<u}

onde W é uma matriz semidefinida positiva, g um escalar, o um indice indicando a norma de
projeto utilizada e C,, um conjunto de matrizes contendo as restrigdes a serem satisfeitas e que ndo
necessariamente é um conjunto convexo, mas, de sua parte, apresenta a importante propriedade
de separagio entre um ponto de um subconjunto de seu dominio de defini¢io (contendo a solugao
6tima) e elementos a ele nio pertencentes.

Q conjunto €, determina uma parametrizagao n&o linear do conjunto de todos os ganhos es-
tabilizantes da forma especial de realimentacio considerada. No capitulo 4, o Teorema 4.9 mostra
urna parametrizagio para o caso de estabilizagio quadritica via realimentagio de estado. Também
apresenta a solugdo Otima do problema de custo garantide em norma Hy que pode ser obtida nu-
mericamente através do Algoritmo 2.1, baseado nc método de planos de corte. Este algoritmo
possibilita, além disso, caracterizar de maneira clara a impossibilidade de solugdo do problema, caso
ndo exista um controlador que satisfaga as exigéncias de projeto, No caso de sistemas completamen-
te conhecidos, o Teorema 4.1 introduz uma parametrizagio equivalente, o que leva & solugdo de um
problema que, sob certas condigfes, é o préprio problema linear quadratico. Ja no capitulo b uma
parametrizagdo semelhante ¢ obtida no Teorema 5.21 para o caso de estabilizagio quadratica com
atenuagio de disturbios preserita por realimentacio de estado, ou seja, o problema Ho subdtimo
de custo garantido, possibilitando, da mesma forma, a solugio do problema Stimo Ho, de custo
garantido. O Teorema 5.3 apresenta resultados semelhantes para o caso de sistemas completamente
conhecidos.

s principais resultados, contudo, se devem aos problemas envolvendo realimentacio estatica de
saida, mostrados no Teorema 3.14. Este apresenta uma parametrizacio do conjunto de todos os
ganhos quadraticamente estabilizantes por realimentagio estatica de saida a partir da intersecgio
entre um conjunto convexc e um conjunto de matrizes que satisfazem uma condigdo de projegio.
O resultado, cuja versiio para sistemas conhecidos ¢ mostrada ne Teorema 3.11, permite que, pelo

203
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Teorema 4.12, o problema de custo garantido M. seja solucionado e, pelos Teoremas 5.23 ¢ 5.24, o
problema M, subdtimo e dtimo de realimentagio estdtica de saida sejam solucionados. O algoritmo
3.3, também baseado no método de planos de corte, possibilita a solugio numérica destes problemas,
sendo uma extensio do Algoritmo 2.1, gue inclui a restricio referente A realimentacio estitica de
saida.

Os problemas mistos Ha/Heo & Heo/H2 se constiluem em uma demonstragio clara da relevancia
dos desenvolvimentos introduzidos. Nio sendo possivel sua soluciio analitica, como mostrado na
secdo 5.6.2, a abordagem convexa surge como uma alternativa que traz consigo toda sua versatilida-
de. Isto termina por permitir a introdugio de um novo problema de projeto, o problema Moo /Ha,
que se pretende uma alternativa para o problema Hy /., e, principalmente, para os problemas H;
e Hos, considerados isoladamente. Este problema determina o melhor ganho associado a um critério
em norma Ho, e 2 uma restricdo em norma He, ou seja, leva a um nivel de robustez garantido asso-
ciado a um desempenho prescrito. A solugio do problema Hq/H., de custo garantido é apresentada
pelo Teorema 5.25, para realimentacio de estados ¢ Teorema 5.26, para realimentagio estiatica de
saida. Os mesmos teoremas apresentam solug¢bes para o problema Ho, /Hz de custo garantido.

Questoes Abertas

Apesar de sua extensio e talvez mesmo por causa disso, este trabalho deixa uma série de questdes
em aberto para serem exploradas em futuros trabalhoes. No fundo, € salutar que este fato venha
a ocorrer, pois mostra que os temas tratados nao estio esgotados, ao contrario, este trabatho em
muitas questdes apenas aponta quais os caminhos a serem fomados, #

Assim, é de grande relevancia que se estude a convergéncia do Algoritmo 3.3, que, apesar de ser
umna variagio do método de planos de corle, pode nio ter sua convergéncia plenamente assegurada.
Para isso, é importante que se identifiquem as caracteristicas topoldgicas da funcdo f{W) definida
em (3.74). Mesmo que esta seja claramente vista como uma fun¢io ndo-convexa, suas propriedades
de separa¢io podem levar a que se interprete de maneira mais clara quando o algoritmo ird convergir
e, principalmente, qual o significado da nio-convergéncia.

Outro ponto a ser enfocado em futuros trabalhos sdo os Problemas Generalizados Ha/He e
Hoo/Ha. Este problemas podem assumir o formato geral

min{ f(P}) : 1Gpl, <8, G0l <7, LeEL}

onde f(P) representa uma fung¢io associada A matriz P solugio ou da equacdo de Riccati relacionada
ao problema ou da equagio do tipo Riccati que garante a especificagdo em norma He,. A funcio f(P)
pode assumir diversas formas, como o autovalor maximo de P, diagonal principal maxima ou mesmo
o trago desta matriz. Ponderages podem ser associadas, de modo a aumentar a versatilidade dos
resultados. Deste problema pode ser derivada a solugio para wm problema multicritério de projeto
de controladores robustos, envolvendo norimas My, Hy e Hoo.

Dois pontos em especial estdo ligados a este trabatho. O primeiro é determinar novos valores de
limitantes pmax, no caso do problema H., 6timo na versao proposta. O segundo é tentar determinar
um novo limitante no caso do problema M» de custo garantide, que seja o mals préximo possivel aos
valores minimos do problema, diminuindo o conservadorismo dos resultados em certos exemplos.

Também de grande relevancia é a retirada ou a diminuigio do ntmero de hipdteses sobre o
problema Ho,. Por exemplo, a hipdtese de ortogonalidade enire as matrizes Cy e 721, Hé wm aumento
na dificuldade computacional para a implementacdo de uma solugio, mas o grau de generalidade
pode levar a resultados intercssantes. A extensfo deste caso para o problema incerto é um problema
em aberto.

Uma caracteristica da solugdo dos probiemas de realimentagio estatica de saida ¢ a dependéncia
com relagiio ao conheciinento preciso da matriz de medidas. Este problema ¢ conhecido também
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como o de medigdo ideal, pois ndo existe a presenga de sinals de ruido na medida. Duas quesides
a serem avaliadas: pode-se considerar incertezas sobre a matriz Cy? E como tratar o problema
contendo ruidos na medigiio através de um ganho estdtico?

O procedimento apresentado, infelizmente, nac se aplica para a determinagio de solugdes dtimas
de problemas que envolvam controladores de ordem fixada e priori. Apenas solucdes subdtimas
podem ser encontradas. Desse modo, uma importante linha de pesquisa segue no sentido de obter
solugbes convexas para estes problemas. E importante salientar que isto é devido a obtengio de
solugBes singulares, que néo sdo cobertas pelas atuais versbes desta metodologia.

Outra questdo em aberto é com relagao & comparacio entre os resultados passivels de serem
obtidos utilizando-se realimentagio estitica ou dindmica de saida. No casc de realimentacio de
estado, sabe-se que, tanto com relacio & norma H; quanto com relagdo A norma He,, © uso de
realimentag¢io estdtica leva aos mesmos resullados que os de realimentagio dindmica.

Por fim, mas esperando-se que nio seja a Ultima desta lista, ¢ interessante verificar o comporta-

mento destes algoritmos utilizando-se cutros métodos de otimizagio em lugar do método de planos
de corte. Por exemplo, métodos de pontos inferiores.



Apéndice A

Alguns Fatos Matriciais

1. Lema de Finsler.

A demonstragdo deste lema nada acrescenta quanto i sua utilizagio, sendo apenas técnica.

Lema A.1 Considere as mairizes siméiricas S ¢ K, ambas de dimensdo n x n, sendo R

semidefinida positiva, de modo que, para loda mairiz Z € N (R),
Z'SZ >0

Fulao, existe um cscalar p > 0 lal que
S+pR>0

Prova: Para a demonstragiio, veja [PI36].

2. Lema de Diferenciabilidade Matricial.

Este loma se encontra em [GB82] ¢ a demonstracio segue a que foi ali apresentada.

Lema A.2 Seja f(X) @ B o R wma funcdo fal que
F(X +e6X) = f(X)+e Te{ M(X)6X }
pare tode X € R™*™ gquande ¢ — 0. Fnido:

df{x)
dX

= M(XY

Prova: Defina o gradiente matricial de f{X) como sendo

df(X) _ {0f(X)
dxX 6-’1.‘?5j

}, t=1,...,n, j=1,...,m

Logo:

8$§j g} g

X X ief ) — f(X
Bf(\)zlim[f( +eief) — f( )]’ i=1,...n, j=1,....m
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onde ¢; € a i-ésima linha da matriz identidade. Utilizando (A.2), entdo, conciui-se que

af(X)
8m,~j

= Tr{MXee, } , i=1...,n, j=1...,m

= M(X)

o que demonstra o lema. (]



Apéndice B

Problema Linear Quadratico:
Solucao Classica

B.1 Definicao e Solugao Classica

Este apéndice revisa o Problema Linear Quadrético {PLQ) em sua versdo clissica na forma
de regulador de estado, para sistemas invariantes no tempo e considerando-se horizonie de fempo

infinito. Seja entao, associado ao sistema (&) como definido na segdo 2.4, o seguinte problema de
otimizagdo

(PLQ)  minJ[u)] = f " oy Qalt) + u(t) Ru(t)} &t (B.1)

suj. a 2y = Az{t)+ Bau(t),  z(0) =2, (B.2)

onde ¢ € R**" é uma malriz simétrica semi-definida positiva e R € R™>*™ é uma malriz também
simétrica, mas definida positiva. Metodologias para a escotha de (7 e 2 podem ser encontradas em
[AMS89, se¢iio 6.3], mas aqui s8o consideradas como conhecidas a priori. A definiciio em sinal serd
explicada ao longo deste apéndice. A condigio inicial z(0) = z, também é um dado conhecido e,
neste desenvolvimento, considerada como deterministica.

Problema B.1l Problema Linear Quadrético

Determinar uma lei de controle dtimo u*(1) que minimize o funcional J[u(t)] dede em (B.1) e
garanta a esiabilidade do sistema (3} em malha fechada.

Deseja-se entdo determinar u{t) tal que, dada a ocorréncia de uma perturbagio z, no estado de
equilibrio do sistema (Z;), faga-o retornar & condigdo normal de funcionamento dispendendo para
isso um minimo esforgo de energia. Note que o funcional 7(-} pode ser decomposto em duas partes,
uma, ponderando a excursido do sinal de estado, outra, o gasto de energia associado ao sinal de
controle uft). Observe também que o funcional ¢ fungio exclusiva deste sinal de controle.

Para solucionar o problema em questfo, serd utilizada a Fquagio de Hamilton-Jaceobi-Bellman
(ENJIB) [AMB89] [AF66)

W + Iji(itl)‘i [f(z{i), u(t)) + _@_%%(él)__ﬁ){@(m(t)} u(t})} =0

209
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onde V (-, -) é conhecida como fungio-valor, solugie da (EHIB), f(-,-) é o funcional a ser minimizado
no problema de controle e ®(:, ) representa as restrigdes associadas. No problema (PLQ) definido
acima, como se estd considerando sistermas invariantes no tempo e horizonte de tempo infinito, a
fungio-valor irda depender somente do estado inicial z,. Logo

BV (a(t),t)
.__.....__ét_ o 0

A (EHIB) pode ser escrita, ento, para cste problema, como

. av (z(1))

I FRLE 7 . x
min { [:t:(t) Q(t) + ult) Ru(d)] gy A0 + Byw(t)] p =0 (B.3)
A solugio desta equagio para V(z(f)) é extremamente dificil. Um procedimento alternativo é, entio,
adotado. Assume-se que V{z(1)) é conhecida, sendo dada por

V{z(t)) = =(t) Pz(1) (B.4)
onde P = P’ é uma malriz a ser determinada. Assim
av(z(t)) _
O 2Pz(t) (B.5)
Substituindo em (B.3)} e realizando a operacio de minimo indicada, enconira-se
a{-}
— t BLPzx(t) = 3.
) Ru(t) + ByP=z(t) =0 (B.6)
ou sgja
u{t) = —R™1 By Px(t) (B.T)
= —Ka(l)

¢ o vetor de controle que soluciona (B.3), para V{z({)) comc em (B.4) e
K =RTBLP (B.8)

como o ganho associado. A otimalidade desta solugdo pode ser verificada como segue. Tomando a
segunda derivada parcial em (B.6), obtém-se que

*{-} _
i = F (B.9)

Como a matriz R é positiva definida, a fun¢fio entre chaves em (B.6) ¢ estritamente convexa em
relagao a u(t) e, portanto, (B.7) representa uma solugao étima global u* (£) = u(f).
Resta determinar a matriz P. Substituindo (B.5) e (B.7) em (B.3), tem-se que
a(t) [2PA— BoR7'BLP + Q1) = 0

ou seja, separando-se somente a parte simétrica,

z(t) [A'P+PA- ByR™'BYP + Q| 2(t) =0 (B.10)
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Como esta expressdo deve ser valida para qualquer escolha da condicio inicial 2, e qualquer tra-
jetéria z{t), 0 < £ < oo, conclui-se que a matriz P = P’ deve satisfazer

AP+ PA—PB,RT'B4P+Q =0 (B.11)

conhecida como Equagdo Algébrica de Riceati (EAR). Esta equaco tem um papel fundamental em
Teoria de Controle. Deve-se caracterizar sob quais hipdteses sua solugiio P = P’ existe, ¢ {nica e
feva a uma lei de controle assintoticamente estabilizante. Antes disso, porém, ird ser avaliado quais
as conseqiéncias da lei de controle étimo {B.7). Substituindo-a em (B.2), encontra-se a equagio
dindmica de {Z;) em malha fechada

) ={A— B K)z(t}, z(0)==z, (B.12)
cuja solugio € dada por
)y =eM'z,, 120 {B.13)
Levando (B.7) & expressio do funcional, cbtém-se que
7 [u(®)] = f 2(t) [Q 4+ PB, R~ BLP] a(t)dt (B.14)
o .
- / 2(1) [Q + K' RE) (t)di (B.15)
0
Observe, contudo, que a [iquagio de Riccatl pode ser escrita como
(A= BoKY P+ P(A~BK)+ K'RE+Q =0 (B.16)
ou seja, uma equacgio de Lyapunov na forma
AP+ A+ K'RK+Q=0 (B.17)
para Ay = A — Ba K, tendo fungio de Lyapunov associada dada por
V{z()) = =(t) Pz(t) (B.18)
A derivada temporal da fun¢io acima é, entao,
dV{z(t
—%ﬁ = z{t) [A}P + PA;] z(t) (B.19)
= —x(t) [Q + K'RK] (1) (B.20)
Logo, substituindo em (B.15):
AV (2t
)=~ [~ g
0 i
= —V{z(t)) (B.21)
0

e a fungio-valor ¢ o prdprio funcional, sendo, além disso, fungdc de Lyapunov para o sistema ern
malha fechada. Como a matriz P ¢, ao mesmo tempo, solugio da Equacio Algébrica de Ricecati e
solugdo da Equagdo de Lyapunov {B.17), pelo Teorema 2.4, é na forma

[».+]
P= / e[ + K'RE) Mt dt (B.22)
g

Os lemas abaixo apresentam condi¢des para a existéncia de solugao no problema {(PLQ).
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Lema B.1 O problema (PLQ) possui solugdo finita P se ¢ somente se o par (A, By) for estabilizdvel,

Prova: Suponha que P ¢ finito, mas o par (A, By) nio ¢ estabilizdvel. Entéo
oo 1
P o p x/ et [@ + K'RK] et < oo
o

No entanto, cormno o par (A, Ba) ndo é estabilizdvel, existem modos instaveis do sistema em malha
fechada que sfo nao-controlaveis, ou seja, e/t — oo, Isto coniradiz a expressio acima e, portanto,
para P finito, o par (A, By) necessariamente ¢ estabilizdavel. Suponha agora que o par (A, By) ¢
estabilizdvel, mas P ndo ¢é finito. Logo

o]
P=p :/ AT Q + K'RK) MMl — o
G

Como, por hipdtese, os modos instaveis sio controliveis, existe uma lei de controle gue leva todo
o vetor de estados ao estado nulo e, portanto, e/ — 0, contradizendo a hipdtese com relagio a
matriz P. Desse modo, (A, By) estabilizivel é condigfio suficiente para P finito. o

Lema B.2 O problema (PLQ) possui solugdo finila ¢ estdvel assiniolicamenic se¢ ¢ somenie se o
par (A, By) for estabilizdvel e o par (A,QY?) for detectdvel.

Prova: Assuma que {4, Bz, Q'/?) ¢ estabilizavel e detectivel. Entdo, pelo Lema anterior, existe
solugdo finita P == P’ > 0, que fornece o ganho K dado por {B.8). Considere a fungdo de Lyapunov
(B.18). Para analisar a estabilidade, basta verificar o sinal de {B.19). Seja z; # § um autovetor
associado ao auntovalor A; do sistema em malha fechada, de modo que

(A hae Bgff)a:,j pa /\;;:E,'
Entao, por (B.19) ¢ (B.20)
(Ai + A]) wiPzy = —z;Qu; ~ iK' RK %; (B.23)

Se (A + A7) = 0, entdo @2x; = 0 e Kz; = R™'BLPz; = 0. Logo, (A — BoK)2; = Az = Mzi,
o que é uma contradigdo 4 hipdtese de detectabilidade, pois um modo nao observével é instdvel.
Por outro lado, se (A + A7) > 0, entdo, por (B.23), z/P=z; < 0; porém, como P > 0, a tnica
situagdo possivel é z{Pz; = 0, que recal na mesma contradigio anterior. Portanto, se (A4, QY/?)
é detectdvel, entdo o sistema ¢é assintoticamente estdvel. De modo reverso, assuma agora que o
sistema é assintoticamente estavel em malha fechada e possui uma solugio finita. Logo, o par
(A, By} é estabilizdvel, pelo Lema B.1. Seja entdo z; # 0 um autovetor associado ao autovalor A;
de malha aberta, de modo que Az; = A;z;. Considere que A; € ndo detectdvel, ou seja, R{X;} >0 e
QY2%z; = 0. Logo, para x(t) = x;(t)

il

T iu(t)] /om [z(t) Qz(t) + u(t) Ru(t)] dt

/w u{t) Ru(t)dt

O valor minimo do funcional é determinado ento escolhendo-se u(l) = 0 de modo que J{u(t)] = 0.
Portanto:

Tlu(t)] = V(@) = 2:(t) Pai(t) = 0
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e V{z:) = 0, o que contraria a hipétese de estabilidade assintética. Portanto, é necessario que o par
(4, QY 2) seja detectdvel para que a solugio u{t) seja assintoticamente estavel. 4

Lema B.3 Considere o problema (PLQ} ¢ o vetor u(t) dado por (B.7} que o soluciona, sendo
P = P’ solugido da Equacdo de Riccati {B.11). Entdo P = P' ¢ definida positiva se e somente se o
par (A, QY?) for observdvel.

Prova: Segue a mesma linha anterior. Note a diferenca entre os conceitos de observabilidade e
detectabilidade. |

Lema B.4 Cousidere o problemae (PLQ), sendo o par (A, Bs) estabilizdvel ¢ o par (A, Q?) de-
tectdvel.

(a) P = P' >0 € a solugdo dnica semi-definide positiva da Equagdo Algébrica de Riceali (B.11).
(b) P = P' > 0 ¢ a solugio tdnica de (B.11} tal que K = R™IBLP estabiliza o sistema em malha
fechada.

Prova: Primeiramente o item (a). Considere que Pj = P{ > 0 e P, = P; > 0 solucionam (B.11).
Logo, K1 = R™*BiP) e Ky = RT1B,P; levam a Aj; = A — BoKj e Ajp = A~ BaK3. Pelo Lema
B.2, K; e Kj s8o ganhos estabilizantes assintoticamente de Ay; e Ays, respectivamente. Portanto,

AP 4+ PLA— PIBRTIBLP Q=0

¥ APyt PoA — PyBoRTIBLP, +Q =0
Subtraindo-as:

A (Py = P))+ (Py— Py) A— PyBo R™YBLP + P By R BYP, = 0
ou seja

A (Pr— P} +(Pi— PjAp2 =0
Esta equacgido matricial — uma forma modificada da Equagio de Sylvester — possui solu¢doe dnica
Py — Py = 0 se [Ch84, apéndice F]
.)\,'(Afl)—!-)\j(Afz)#(}, Yi=1,...,n, Vi=1...,n

ou seja, se o autovalores de A5y ¢ —Ayz ndo 580 cornuns, Como Ajp e App sao estdvels, entao esta
condigdo se verifica e a solugiio P, = P ¢é dnica. O item (b) segue, portanto, dirstamente. ]

Pela seqliéncia de lemas apresentada acima conclui-se que, se no problema (PL(}) definir-se
@ = C{C para (A, C1) observédvel, sendo 'y dada como a matriz de ponderagio da saida desejada,
e se, além disso, o par {4, By) for estabilizdvel, entio:

(a) Existe uma matriz-solugiio P = P’ > 0 para a Equagio Algébrica de Riccati, produzindo um
valor finito e minimo do critério Ju()].

(b) Esta solugdo ¢ a tnica solugiio semidefinida positiva e leva a um ganho K = R™'BLP que
estabiliza o sistema em malha fechada Ay = 4 — By K.

(¢} A matriz P = P’ serd definida positiva se e somente se o par (A, Cy) for observavel.
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Resta determinar o valor étimo do critério J[u(f)]. Substituindo (B.13) em {B.15):
oo ’
T = Ju(t)] = =z, U A (Q 4 K'RE) eridt] x,
0

=z, Pz, {B.24)
O mesmo resultado pode ser obtido de (B.21):

*dviz(t)) |
pra

o0

T = Jult)] = - fé

=~V (2(1))

0
= z(0) Pz(o) — z{o0) Pz{o0)

Como o sistema é assintoticamente estdvel, (B.24) segue diretamente. Concluindo, observe que o
valor étimo J* do critério é na forma da fungio-valor e, portanto, depende da condigio inicial
aplicada. Ao contrério, o ganho étimo K* = A ndo depende da condigio inicial, apenas da solugio
da Equacdo de Riccati.

B.2 Equacgao Algébrica de Riccati

A Equagio Algébrica de Riccati (EAR) tem sido um dos pontos centrais de estudo em Teoria
de Controle. Além do formato padrio

AP+ PA-PBR'BIP+@=0 (B.25)
pode ser escrita também como uma desigualdade
AP+ PA—-PBRTIBLP () <0 {B.26)

para P =P >0 ou
AP+ PA-PBRI'BLP+Q >0 (B.27)

para P = P’ < 0, que podem ser denominadas desigualdades matriciais quadraticas ou, simples-
mente, desigualdades de Riccati. Definindo a fungio f{+) : R"*" — R**” onde

f(P)y=A"P+PA—PB;R™'BLP+Q (B.28)
cujo dominio é dado por

p={Pemmn . P=p20} (B.29)

tem-se a seguinte definigio:

Definigéo B.1 A solugio P* = P*' > 0 de f(P) = 0 ¢ denominada mdzima se P* > P para toda
matriz P = P' > 0 solugdo de f(P) < 0.
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A desigualdade algébrica de Riccali também ¢ escrita a partir da seguinte manipulagio. Uti-
lizando a forma complementar de Schur[Ga77], a partir de (B.27) encontra-se, para P = P <o
que

¥
A'P+PA+Q PB, ] >0

BLP R (B.30)

denominada desigualdade matricial linear. Observe que €, portanto, convexa em P sob um dominio
convexo (o conjunto das matrizes semidefinidas negativas).

Outra forma de escrever a Equagio Algébrica de Riccati e a0 mesmo tempo entender seu signi-
ficado no dominio da freqiiéncia ¢ através da seguinte manipulagio. Considere (EAR) dada por

AP+ PA—PBR™'BLP+CIC, =0 (B.31)
onde Q = CLC} e (A, Cy) ¢ detectdvel e (A, By) ¢ estabilizavel. Logo, para s = o + Jw € €,
(—s1 — A) P4 P(—sl— A)+ K'RK = C1Cs
para K = R-'B4P.

Multiplicando & esquerda por B34 (—sI— AY7h, & direita por {—sI— A)™! By e manipulando,
encontra-se:

[L+ngmI~AﬂqutF+1¥@I—AY434::R+1%(—dﬂWWYICKH@IWAY4Bg

Como a funcio de transferéncia de malha aberta é dada por

G(s) = C1 (sT— A)"" By (B.32)
pomeando .
T(s) =1+ K (sI - A)™" By (B.33)
como a funcio de diferenga de retorno, obtém-se
R+ G(s)y*G(s) =T{(s)"T(s) (B.34)
As seguintes conclusdes sdo encontradas:
o T{—jw)'T(jw) > R para s = juw.
o Fagzendo R = I, a expressio (B.34) acima indica a fatoragio espectral
T{—jw) T(jw) = L+ G(—jw) G(jw)
As mesmas conclusdes podem ser obtidas em malha fechada, para
Gi(s) = C(s1-A))™" By
sendo A = A - By K e O = Cy - Ih K.

e O regulador de estado possul margem de fase de pelo menos 607 e margem de ganho infinita
na malha de diferenca de retorno.[AM89, se¢io 5.4]
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B.3 Matriz Hamiltoniana

Diversos métodos sio propostos na literatura para a solugio de (EAR). Serd introduzido a seguir
um dos mais populares. Considere a seguinte identidade {S193]

A— B, R-IBLP A - B K I
[ —q- P ]m[P(A—Ezfx’)]‘"“{f’]”“%‘r{)

Decompondo o termo 4 esquerda, encontra-se

I I -
M[P]:[P}(AMBZK) (B.35)

onde N BR-ip
M= [ ‘o Z_A, 2 } g RInxan (B.36)

¢ a chamada matriz hamiltoniana tendo a seguinte propriedade:

Lema B.5 O escelar A € € ¢ um autovalor de M se ¢ somenie se —X for iambém um eulovalor de

M.

Prova: Seja a matriz

0 -I
o] -
onde J~! = —J. Aplique-a & matriz M-
- —A Q ‘
1 — — M
J MJW[B;;R”IB"? A}_— M

Como uma transformacio de similaridade ndo altera os autovalores, entio M e —M' ¢, portanto,
M e —M possuem os mesmos autovalores, |

Matrizes com esta caracteristica sio chamadas simpléticas.

Lema B.6 Os 2n autovalores de M sio lais que, para i =1,...,n, M(M) = (A — ByK) ¢ pare
J=14n,...,2n Aj(M)=—=X(A - ByK), onde X(-) designa o autovalor i da matriz ().

Prova: Considere a matriz de transformacio de similaridade

b1 oo 1 _ | 1 0
T—[P 1] . T —[PI] (B.38)
Logo, utilizando {B.25),
A—-BK By,R™1B!
—1 . 2 2 ]
r MT"’[ 0 —(A—B-_;,K}’}
e, como a transformagio levou a uma forma triangular, o lema estd demonstrado. a

Logo, a matriz M possui n autovalores iguais aos de Ay = A — By K e n autovalores iguais aos
de —A;. Portanto, sio n autovalores estiveis e n outros anti-estdveis. Se o sistema é detectdvel

e estabilizdvel, entdo A; e assim M nio possuem autovalores sobre o eixo imaginario do plano
complexo.
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Este resultado pode ser utilizado para a determinagao da solugao P de (EAR). Note que (EAR)
pode ser escrita na forma seguinte [WiT1]:

[1 P]J"lM[;]:{)

A matriz P é uma solugio para (EAR) se e somente se existir ¥ € €"" tal que

M[;]:[;}Y (B.39)

Portanto, as colunas da matriz { I P l' geram wm subespago mvariante de M. Se existir entao
uma matriz
X=|%
=1,

cujas colunas também gerarem um subespaco invarianie de M, sendo X inversivel, entdo

11, [ X
2= 15
ou seja, Y = X; e P = XoX[! gera todas as solugdes de (EAR). Resta determinar a solugio de
interesse, ou seja, a soluciio tnica estabilizante. Comparando (B.35) e (B.39), é facil concluir que

Y = A — B3K. O mesmo pode ser obtido aplicando-se a {ransformagio {B.38) & expressao (B.35).
Assim, decompondo (A — B2 K) em sua forma de Jordan

Ay = X7HA - BKYX,

Substituindo em (B.35), encontra-se que
K | X
w2 )= 2

X1 . X1
af =15
para P = Xo X[ ! Esta base determina entao que se esta selecionando os n autovalores estaveis de
M. Pela propria definigio de autovalores, a matriz de autovetores

Xy
esta associada aos n autovalores de A;. A solugio P encontrada é, entdo, a solugio dnica e estabi-
lizante de (EAR).

ou seja

Lema B.7 Sejo a matriz M € R¥** definida em (B.35) e decomponha-a em sua forma de Jordan

X
onde X; € R"*" ¢ g submalriz associada aos n aulovalores esldveis. Fnlde
P=X7tX,

¢ a solugdo wnica e estabilizante de (EAR).

Prova: Segue do desenvolvimenio apresentade acima. O



Apéndice C

Elementos de Programacao
Convexa

Este apéndice apresenta um sumdrio concernente a conjuntos convexos, fungoes convexas e
programacio convexa, incluindo definices e termos utilizados ao longo deste texte, além, também,
da apresentacdo do método de planos de corte e de uma discusdo de sua implementacdo particular
utilizada nos algoritmos 2.1 € 3.3. As demonstragBes somente serdo incluidas quando fizerem parte
do entendimento do resultado apresentado. Para maiores detalhes, veja [Roc70], [Lu69], [La70j
[BB91] e [BSTY], dentre outros autores.

C.1 Conjuntos Convexos

Esta secdo compreende as definicées de conjuntos convexos, casca convexa ¢ diversas proprie-
dades envolvendo-os.

Definicao C.1 Um conjunio S C K™ € denominado convero s¢, para quaisquer clementos z; €S e
x2 €8, a relagio

z=ar +{l-ajzy € 8§ {C.1)
for vilida, para o € {0, 1].

A expressio (C.1) mostra, entio, que um conjunto é convexo se, para dois pontos quaisquer per-
tencentes ao proprio conjunto, o segmento de linha unindo-os também deve pertencer integralmente
ao copjunto. A figura C.1 mostra duas situagbes: na primeira, um segmento de linha unindo dois
pontos quaisquer do conjunto também estd contida em $; na segunda, um segmento de linha unindo
dois pontos particulares do conjunto possui parte de sua extensio externa ao conjunto,

A expressio (C.1) pode ser generalizada para um nimero qualquer de pontos, na forma

N
z= Y & (C.2)
i=1
onde

N
Zfizl ; &>
=l

219
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Figura C.1: Conjuntos convexos

sendo chamada de combinagio convexa entre os 2;, { = 1,..., N pontos pertencentes ao conjunio

§ ¢ ®". Observe que se trata de um caso particular de uma combinagdo linear, onde a somaldria
dos pesos associados é a unidade.

Exemplo C.1 O conjunto
H={z : (no)=a)

¢ denominado um hiperplano em R”, sendo p € R® um vetor ndo nulo, denominado a norma
do hiperplano e « um escalar denominado coeficiente linear do hiperplano. O hiperplano é uma
generalizagio do conceito de plano em ®2.
Exemplo C.2 Um hiperplano define dois conjuntos, na forma dos subespagos fechados

Si = {x : (pa) € o}

Se = {z : (pa} > a}

Se as desigualdades forem estritas sdo subespagos abertos.

Conjuntos convexos possuem as seguintes propriedades, mostradas no lema abaixo:

Lema C.1 Sejam os conjunilos 8;, i = 1,---, N, uma celegdo de conjuntos convezos. Enido:
N
(a) 5= ﬂ 8; € convexo.
=31
N N
(b) §= Z &:S; € um conjunio convezo, para A; > 0, i=1,...N ¢ Z & = 1.
il i1

Lema C.2 Seja
gim{“’c : {pi,l’)gai}, ?’2117N

uma colecie de N desigualdades simultineas. Enldo, o conjunic-solugdo

N
8§ = ﬂ 5;
[E=1

€ canvero. O conjunio S, nesfe caso, ¢ chamado wm poliedro, ou seja, a intersccgdo enire um
ntmere finito de subespagos fechados.

Definicao C.2 Seje 5 C " um congunio arbitrdrie. A casca conveza de S, denotada como con(S),
¢ a colegdo de lodas as combinagdes converas dos elemenios de 5,
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(a) (b}

&g

Figura C.3: Politopo convexo aberto

Pe outra forma, a casca convexa é o menor conjunto convexo contendo o conjunto § ou a
intersecgdo entre todos os conjuntos convexos contendo 8. Exemplos de casca convexa contendo os
respectivos comjuntos arbitrdrios sdo mostrados na figura C.2. Um exemplo especial de conjunto
convexo resultante de uma casca convexa sio os politopos. Um politopo é a casca convexa de wm
nimero finito de pontos, denominados vértices do politopa. Um politopo pode se vazio, limitade ou
ilimitado. Um poliedro é um politopo naoc-vazio e limitado,

Teorema C.1 Um ponto quelquer periencente ¢ uma casce conveza con(S) € R™ pode ser repre-
sentado como uma combinagdo conveza de, no mdrimo, n 4+ 1 pontos do conjunto.

Prova: Veja em [Roc70, Teorema 17.1]. 0

Definicdo C.3 Um conjunto § € um cone se, para qualquer x € S, entdo Az € S para todo X > 0.
Se S € também convexo, eniio € denominado um cone convezo.

Estes conjuntos sio extremamente importantes. Exemplos de cones sio mostrados na figura C.4.
Observe que somente o cone (b) é convexo nesta figura.

Exemplo C.3 Subespagos sio exemplos de cones convexos e, obviamente, a interseccio de subes-
pagos também o €. Logo, o conjunto solu¢ao de um sistema de desigualdades lineares na forma

S={z : Ae<o0}
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(2) (b)

(c)
Figura C.4: Cones

é umm cone convexo, para A € R
Exemplo C.4 O conjunto das matrizes semidefinidas positivas
W={WeR*" . W>0}

& uim cone convexo.

C.2 Hiperplanos Separadores e Hiperplanos Suportes

A idéia de separacio entre conjuntos convexo é fundamental em programacgio convexa. Como
mostrado pelo exemplo C.1, um hiperplano determina a divisao do espago no qual estd definido em
dois subconjuntos disjuntos abertos. Isto leva ao conceito de hiperplanos separadores e hiperplanos
suportes, estes casos limites dos primeiros.

Definigao C.4 Sejam 8; € 52 conjunies ndo-vazios contides ne R%. O conjunio

H={z : {(pay=a}

€ denominado um hiperplano separador entre S; e Sy se {(p,z) > a para cade 2 € Sy e {p,2) < S
para cada £ € Sa.

Ou seja, um hiperplano separador determina subespagos opostos que contém, iscladamente, cada
um dos conjuntos. Veja a figura C.5.

Teorema C.2 Considere 81 e 8¢ conjunios ndo-vazios disjunios coniidos em B°. Enldo, cxisle um
hiperplano separando S; e 5y se e somenie se existir um velor p lal que

(a) inf {{p,z) : 2€8} > sup {{px) : v&8}
(b) sup {{p,x}) : 2z€8 } > inf {(pz) : z2€8}
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Figura C.5: Hiperplano separador entre dois conjuntos

Prova: Suponha que exista p satisfazendo {a) e (b} e escolha § entre o infimo sobre §; e o supremo
em S;. Logo, h{z) = { (p,2) = § } ¢ um hiperplano. O subespago {z : {(p,z) > 3} contém
S1, enquanto o subespagco { ¢ : (p,z) <P} contém Sy. Condigao (b) implica que §; ¢ S» nao
contém ao mesmo tempo o hiperplano i{z}. De forma reversa, suponha que h{z) seja um hiperplano
separador. Neste caso, (p,2) > o para todo z € Sy e {p,z) < « para todo z € S,. Portanto, p
satisfaz as condigGes (a) e (b). o

Coreldrio C.1 Seja § C " um conjunio ndo vazio, fechado ¢ convero ¢ considere y € RN* um
velor tal que y € S. Entdo, existe um vetor ndo nulo tal que (p,y) > a ¢ (p,z) < o para todo z € §.

Corolario C.2 Sejam §; C R" ¢ 82 C R” conjunios nio vazios, fechados e convezos. Fnldo, existe
wm hiperplano h(z) que os separa se ¢ somente se

inf{ilﬂ?]wz’g” Dz €8 8$2€§2}20

Coroldrio C.3 Um conjunio convezo $ ¢ a intersecgdo enire todos os subespagos fechados que o
contém,

A conclusdo deste coroldrio € que todo conjunto convexo pode ser representado como o conjunto
solugio de um sistemna de desigualdades lineares. As nogdes a respeito de hiperplanos separadores
podem ser estendidas para o caso de hiperplanos suportes. A idéia de hiperplanos suportes estd
associada aos conceito de tangéncia a um ponto.

Definigao C.5 Um hiperplane h(z) = {z : (p,z~x1) =01} ¢ chamado um hiperplanc su-
porte de S em zy se ou S C HY = {2z : (pe—2)>0) paratodoz € Sou S C H™ =
{z : (pz—x1) <0} pare iodo 2 €8.

A definigao também pode ser escrita na forma: h(z) = {z : {(p,z —z;) = 0 } é um hiperplano
suporte de S em 1 se

{p,zi) =inf { {p,2} : 2€8}
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H

Ty

() (b)

Figura C.6: Hiperplano Suporte

ou
{p,z1) =sup { {p,z) : TES}
Veja a figura C.6.

Teorema C.3 Seje S um conjunto convero ndo vazio em RB™ ¢ considere £y um ponio de fronieira
deste conjunio. Enldo, erisie um hiperplano que suporta o conjunio S em x4, islo £, exisle um velor

p tal que o hiperplono h(z) ={® : {pz—2) =« } conlém x, e o conjunio § esid contido em
um dos subespagos determinados por hiz).

Prova: Veja [BST79, Teorema 2.3.4] ‘ o

Coroldrio C.4 Um conjunto conveze nde vazio tem um velor p normal em cado um de seus pontos
de fronieira.

Teorema C.4 Seja S; um cone e Sy um conjunlo nde vazie no R". Se ezistir um hiperplano que
separe §; de Sg, enldo exisic um hiperplano que separa 81 ¢ 82 ¢ passa alravés da origem.

C.3 Funcgoes convexas

Fsta secAo apresenta defini¢des e propriedades de fun¢des convexas, incluindo questdes como
epigrafos, fun¢bes conjugadas e minimos e maximos de fungdes convexas.

Definig¢ao C.6 Seja f(-) ume fungdo de valores reais definida em wm conjunlo convezo 8. Enido
F() € conveza se

Flazy + (1~ a)ez) <afle) + (1 — o) flzs) (C.3)

para todo 1 e z2 perlencenies ao conjunio S ¢ para e € (0, 1).

O significado desta defini¢do torna-se claro a partir da figura C.7. O conjunto formado pelos
pontos acima do grafico da fun¢io e abaixo da corda unindo dois pontos quaisquer pertencentes ao
conjunto-imagem da funcdo é um conjunto convexo. Uma fungio g(+) de valores reais definida em
um conjunto convexo S € concava se —g(-) € convexa.
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fz1)
1)

af(z1)+ (1 - a)f(z2)

f(z1)
f(z2)

fl=1)
flz2)

(b)

Figura C.7: Fungdes convexas e concavas: {a) convexa ; {b} céncava; (c) ndo-convexa

Definicdo C.7 O epigrafo de uma fungdo € o conjunio de todos os ponios sob e acime do grifico
da fungde f(-), sendo definido come

epi f={ (e, ) + z€8, peR, fla) < p} (C4)

O epigrafo, assim, é um subconjunto de ®%+!, Sua definigio independe da convexidade da fungdo
associada, mas, porém, leva a uma clara conceituagfio desta propriedade de f(-}.

Teorema C.5 Seja 8 C R™ um conjunte convezo néo vazio e considere a fungdo f(-) : 8§ — R,
Butio f(-) € conveza se ¢ somente se epl f € um conjunio convezo.

Prova: Considere que f(-) é convexa e sejam, entfo, os pares (23, 1) e {22, f2) pertencentes ao
epi f. Logo, f(z1) < 1 e f(z2) < py. Utilizando a definigido de fungdo convexa, para o € (0, 1),

flaz; + (1~ a)zs) < af(z))+ (1 - a)flz:) < apy + (1~ apa

e, portanto,
lazy + {1 —a)eg,ap+ (1 —apy)] € epif

Considere agora que ep? f é um conjunto convexo, Logo, para z: €8, 22 € 5, [y, fla1)] € epi f e
[wa, F{z2)] € epi f, tem-se que [z3, f(za)] € epi f, onde, para o € (0, 1),

zg = az;+ (1 o)z

f{za)

af{zy) + (1 —a)f{z)
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T
Figura C.8: Epigrafo de uma funcio convexa,
Portanto, pela defingdo de epi f, pode-se escrver que
floe, + (1 —a)es) < af(ey) + {1 — a)f(ze)
e, assim, f(-} € convexa. 0

A defini¢io do epigrafo de uma fun¢io convexa permite reduzir o estudo de fungdes convexas ao
de conjuntos convexos.

Definigao C.8 O dominie efeltve de uma fungde convezra € o conjunio
dom f={2 : f(z)<+oo} (C.5)
sendo a projegdo de epl f sobre |"
dom f={z : 3pu talque (z,p)cepi f}

A convexidade do conjunto dom f estd associada a convexidade da fungao f(-}). Se esta tltima
o for, claramente dom f também o é. Veja a figura C.8.

Definicio C.9 Uma funcio é proprie se dom f € um conjunio nde vazie e f(2) < 400 para lodo
z € dom f.

Logo, umna fungao convexa prépria é uma fungdo finita e seu epigrafo ndo possui valores em —oo
& 00,

Teorema C.6 Seja f(-) wma fungdo arbiirdria tal que f() : R® — R. Enido, f{-} ¢ convezra se ¢
somenie se uma das condigdes abaizo se verificar:

(a) flaz:+(1—a)za) ap + (1 ~ajup para fle1) < pu, flee) <pe, 21,22 ER? e € {0, 1).
(b) S (Z 0-’:'33:') <Y aif(zi), para Y ai=1ea 20
i=1 i=1 i=1 L

Prova: Veja [RocT0, pag. 25] 0
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s descontinuidade

dom [ Ty

Figura C.9: Domininio efetivo de definigio de uma fun¢io convexa.

Teorema C.7 Para qualquer fungdo conveza f{-) ¢ p € N, 0s conjuntos de niveis
{z @ fley<p} e {2 fl@)su}
sd0 CONVETOS.

Prova: Veja [RocT0, pag. 28). ]

Exemplo C.5 Pelo Teoreme G.7, o colegdo de funcdes convezas na forma
fi{m)gl‘li: izl:"':m
delermina o conjunto conveze S={ 2 : fi(e) <y, YIi€l} ondel é um conjunto de indices.

Defini¢do C.10 Uma fungdo f(-) : R® — R ¢ denominada positiva homogénea de grau 1 se, para
z € dom [, for vilide a relagdo

F(z) = Af(z) (C.6)
parz A € (0,1}.

O epigrafo de uma fungio positiva homogénea ¢ um cone em K™+,
Teorema C.8 Uma fungdo posiliva homogénea f{-) : R® — R € convexa se ¢ somenle se

f @1+ @2) < flaa) + f(z2) (C.7)
Prova: Veja [Roc70, pag. 30 W]

Teorema C.9 Se fi(-) ¢ fa-) sdo fungdes convexas préprias em R, entde f(-) = f1(4) + f200)
também o €.

O epigrafo permite que se trate de fung¢des convexas a partir de conjuntes convexos. O reverso
também ¢é verdade.
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Teorema C.10 Seja F' um conjunio convezo em R ¢ seja a funcdo
fley=inf {p : (2,u}eF}
Entio f(.) € uma fungio conveza em R”.
(O resuliado pode ser estendido para wima colecio de fungdes, na forma
fly=inf { filfe))+ ... +fmlen) @ meR™ | i=1,...m, 2=x1+ ... +2m }
Entao f(-} é uma funcdo convexa em R°.
Teorema C.11 Seje a fungdo
fl@)=sup { fi(z) : iel}
Entdo epl f € um conjunto convero.
A casca convexa de mma fungdo ndo-convexa g(+) € a fungio
f(:) = con(yg)
obtida pela aplicacido do Teorema C.10, tendo
F =con{epi g}

A fungdo f(-), neste caso, ¢ a maior fun¢io convexa limitante inferior & fun¢do g(-). Observe que o
par (2, 1) € F se e somente se puder ser expresso como a comnbinagio convexa

m m
(E,}A):Z Ai(minui) v Z Aizl, }\120
i=1

i=1

onde, entdo, (2, ) € epig, i =1,... ,m. Porlanto,

flx)=inof { Agi{z)+ ... 4+ dngmian) @ i=1,... ,m}

e
i
E = E Agxg
i=1
A casca convexa de um conjunto de fungdes arbitrdrias {f; : {7} segue os mesmos procedi-
mentos,

A seguir, algumas definicOes topoldgicas serfo introduzidas. Para isso, considere a unctagao
B(z,&) como sendo a esfera de raio ¢ centrada em z, ou scja,

Blz,e)={y : llz—yli<e}
Definigao C.11 As definigbes abaizo sdo pertinenies ¢ um conjunto S arbitrdrio.

(a) Um ponio = ¢é um ponie no inferior do conjunio S, indicado como int 8, se ezistir uma esfera
B(wx,£) centrada em x e contida em 8. Se § = int S, entao § ¢ um conjunio aberto.

(b) Um ponio x € um ponio no fechamenio do conyunio S, indicado fec S, se toda esfera B{x,¢)
centrada em © € tal que S N Bz, e)# B Se S= fec S, entdo S ¢ um conjunto fechado.
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{c) Um ponio z ¢ ponio de fronieira do conjunto §, indicade per 88, se cxishir uma esfera B(z, £)
cenirada em z e contendo pelo menos um ponio em S e um ponie nio perlencenic av conjunio §,
pare todo € > 0.

Teorema C.12 5Se¢ja S um conjunto convero em R™.

(a) Os conjunios int 5 e fec S sdo converos.

(b) Se S é um conjunie ndo vazio, enido int S também o é.

Prova: Veja [Lub9, pag. 251 in

Definigao C.12 O fechamento de wmea fungdo conveza, indicade por fec f, € a funcio de valor em
z dade por

(fee (@)= sup {az—p} (C8)
(=" .u7)ED
onde
D={(z"p") : z"eR, peR fla)>z'z-p" } (C.9)

A fungdo fec f é o supremo em 2 de todas as fun¢des lineares que estio sob ou abaixo do grifico de

f(z).
Definicac C.13 Uma fungdo conveza € denominada fechada se fec f = f.

Para uma fun¢do convexa e propria, tem-se
(a) epi(fec f} = fec(epi f).
(b) O conjunto I definido em (C.9) é convexo.

C.4 Subgradientes

Definigao C.14 Seja S C N" um conjunto convezo ndo vazio ¢ considere a fungdo f(-) : S — %
uma fungdo convera. Enldo @ ¢ denominado subgradienie de f{-) no ponto z; se

Fl2) = flan) + (2", 2 — 21) (C.10)
para todo ¢ € 8.

Invertendo-se o sentido da desigualdade, esta definigdo torna-se valida para funcdes concavas.
A figura C.10 mostra a interpretagio geométrica desta defini¢do. Por esta figura, conclui-se entio

que z* ¢ a inclinagao do hiperplano A{x) = f(x;)+ (z*, 2 — 2;) suporte ao grifico de £(-) no ponto
r=12x.

Definigao C.15 O conjunio dos subgradientes de f(-) neo ponto x ¢ indicado por 8 f(x).

Observe que, pela figura C.11, o conjunto dos subgradientes em wm ponto pode conter varios
elementos e possui um papel importante na caracterizagio de subgradientes. Observe também que
um subgradiente defermina um hiperplano suporte ao conjunto convexo formado pelo epigrafo da

funggo f(-).
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Figura C.10: Subgradiente em um ponto z;

Teorema C.13 O conjunto Jf{z) possui as seguinies propriedades:

{a) ¢ um conjunio fechado ¢ convezo.

(b) se f(-) € uma fungdo prdpria e conveza ¢ se z € int{dom f), entae f{x) £ 0.
(¢} Se 8f(x) # B, enldo (fec fi(z) = f(=).

Prova: Para os itens (a) e (¢}, veja [La70, pig 502-504]; para o item {b), veja [BS79, Teorema
3.2.5]. w!

Logo, pelo item (b), se x & dom f, entdo df{x) = §; ao conirdrio, se x € ml{dom [), entio existe
um vebor &* tal que o hiperplano

h(a,) Ee f(.,r,'l} -+ <:E*,.’2,’ e .‘1,‘1)

é suporte ao epi f no ponto {xy, f(z;), ou seja

F&) = flz) + &% 2 — 2

para todo ¢ € 8.
Uma importante interpretacdo de subgradientes é como segue. Pelo Teorema C.11, o supremo
de uma cole¢@o de desigualdades lineares determina um conjunto convexo. Em verdade, o conjunio

dos hiperplanos suportes determina uma aproximacio linear externa para a funcio em consideracio,
conforme pode ser concluido a partir da figura C.11.

Teorema C.14 Seja S € R" um conjunio conveze e considere f{+) : 5 — R wma fungdo arbitrdria,

ndo necessariamente conveza. Suponha que pare cada ponio 3 € int § exista um vetor subgradiente
z* tal que

@) 2 flm) + {72 — =)

para cade x € 8. Entde f{.) € conveza com relagio ao conjunio int 8.
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ha(x)

ha(x)

——

Ly x

Figura C.11: Conjunto de subgradientes em um ponto 21

Prova: Como, pelo Teorema C.12, int 8 é win conjunio convexo, entdo, para o € (0,1} e &3, 24 €
nt §,

y=ari+{(l—a)zs € i8S, Yaxy, 29 € it

Por hipdtese, existe um subgradiente z* de f(-) no ponto y. Assim:
flz1) 2 f@)+{z"z1~y)
fa2) = f@)+ etz —y)
Multiplicando a primeira desigualdade por «, a segunda por (1 -~ &) ¢ somando-as, encontra-se

af(e)+ (1 —a)f(zs) 2 flaa; + (1 — a)zs)

ou seja, f(z) é convexa em inl S, O

Coroldrio C.5 Seja f(-) : ®" — R uma fungio arbitrdria com dominic efetive dom f. Entdo, se
int(dom f) ¢ convezo, f(x) € convera se e somenle se existir um vetor z* tal que

) z &)+ (=", y — =)
para tode z e y € int{dom f).

C.5 Funcoes conjugadas

O epigrafo de uma fungio f(-) : R® — R pode ser visto de duas formas: ou como o lugar
dos pontos que satisfazem f(x) < g, para todo z € dom f e y € R, ou como a interseccio dos
subsespagos fechados que o contém. Considere a fungdo linear A(z) = (p,z) — &, onde p € ™ & um
vetor, c ER ez ¢ R,

Teorema C.15 Uma fungio conveza fechade € o supremo ponto-u-ponto da colecdo de fungdes
lineares h(-) tal que h(") < f(-), para todo z € R,

Prova: Veja [Roc70, pag. 102]. 0
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(x,2) — f(z1) = h{x)

g e e

Ty Zi

Figura €.12: Funcdo conjugada : interpretagio geomdéirica

Corolédrio C.6 Seja f(-) : |* — R uma fungdo arbitrdria. Enldo fec(con(f)) € o supremo
ponto-a-ponto da colegdo de lodas as fungdes lincares em W™ limiladas superiermente por f(-}.

Definigao C.16 Seja f(-) : R — R uma fungdo arbitrdria. A fungdo conjugada de f(z), indicada
como f*(z*) e tal que f*(z*) : R" — R, € definida come

fr(z") = sup { (2" 2} — f(=) } (C.14

= o—inf { fla) - (2%, 2} }
lendo dominic de definigdo efetive dadoe por

dom f*={ 2" R : (") <+oo} (C.12)
Esta defini¢io determina que
f(@) 2 (&% ) — f7(z7) (C.13)

para todo « € R", ou seja, a fungdo linear h(z) = {(z*,z) — f*(z*) é limitada superiormente por
f(z) para todo & € ®"™. O epigrafo de f*, portanto, representa o conjunto de todos os pares (z*, u*)
em R que satisfazem (C.13) para todo z € dom f, ou seja,

e} z (&, ) — p*

A figura C.12 apresenta uma interpretagdo geométrica de f*{z*). Note que k{z} é o hiperplano
suporte & f(z) no ponto & = 21, se o supremo indicado for determinado. O valorr = —f*(z*) é a
altura vertical do hiperplano. Se o supremo nao for determinade, nio existe wm hiperplano suporte
com inclinagio * e r indica entéio o supremo da intersecgdo entre o eixo f(-) e todas as fungdes
lineares com inclinagio «* que estdo completamente abaixo do gréfico de f(z).

Teorema C.16 A fun¢do f*(2*) tem as seguinies propriedades:
(a) se f(z) € conveza, entdo f*(z*) ¢ convera ¢ epi f* =D definide em (C.9).
(b) f*(z*) € uma fungio fechada.

(c) f*(z*) € prépria se e somenie se f(z) € propria.
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(d) (fec f)* = f*(").

{e) Se f(z) é uma fungdo posiliva homogénea, enldo f*(z*) também o ¢

Prova: Veja [Roc70, pag. 104]. o

Teorema C.17 Se f(z) € conveza, prépria e fechada, entdo
(a) f(z)+ f*(z*) > (z*,z), para todo z € dom [ e todo z* € dom f*.
(b) Se z € int(dom f), entdo existe x tal que a igualdade seja garantida.

Prova: Veja [La70, pag. 500]. Cl

O item {a) acima é conhecido como desigualdade de Fenchel. Os pares (z*, 4"} que a satisfa-
zem determinam o gréfico do conjunto dos subgradientes & f{z). A rela¢ho entre este conjuntos é
mostrada abaixo.

Teorema C.18 Para gqualguer fungdo f(.) convere ¢ propria ¢ qualguer velor x € dom f, as
condigdes abairo sdo egquivelentes:

(a) z* € df(a).

(b) f(*) + f(z) = (2%, 2).

(&) = =swp { (&%,2) — () )

(d) Se (fec f)(z) = f(x), enldo &* € 3f(x) se e somenie se & € f*(z*).

Prova: Veja {LaT0, pag. 505-506] e [Roc70, pag. 218]. ]

C.6 Fungoes convexas diferenciaveis

{ista secdo apresenta relagbes entre diferenciabilidade de {ungdes, convexidade e subgradientes.

Definicao C.17 Seja 8 C R” um conjunio convere e considere o fungde f(-) : 5 - R. Eatdo
F{-) € diferencidvel em win ponlo x se exislir um velor 2% [(dnice} com a propriedade

fzy=Hx)+ ("2 -2} + O(z,z — 2)
pare cada z € S, onde

lim O(z,z —z) =0

P X

Este velor, caso exista € denominado o gradienie de f(-) em z e indicado V f(z).

Teorema C.19 Seju f(-) : § — R uma fungde convera e suponha que sejo diferencidvel ¢ finita
em wm ponio z € int f. Enido o conjunio dos subgradientes reduz-se ao singleton {Vf(z)}. De
forma reversa, se f(-) possui um dnico subgradienle em z, entdo f(} ¢ diferencidvel no ponio z.

Prova: Veja [Roc70, pag. 242]. 0

A partir deste resultado, do teorema .14 ¢ do Corelério C.5, é possivel relacionar convexidade
e diferenciabilidade.
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Teorema C.20 Seja § CR"™ win conjunto convezo e considere f(-) : § — R wma fungdo diferen-
cidvel em lodos os pontos deste conjunio.

{a) f(-) € conveza se e somente, para qualquer z € §,

flz) 2 fe) + (V(z), 2 — @)
para todo z € 8.
{(b) f(-) € conveza se ¢ somente se, pare cada x; ¢ x4 € §,
(Vf(z2) = Vf(er), 21— 22} 20

Prova: Veja [BST9, pag. 91]. O

Para o caso de fungdes que sejam diferencidveis duas vezes {como é o caso de fun¢bes quadraticas),
pode-se claramente defini-la quanto & convexidade.

Definicdo C.18 Uma fungdo f(-) € duas vezes diferencidvel em um ponto z €int §, onde S € um
conjunlo convezo, se existir um vetor Vf(z) e um mairiz siméirica H(x) tal que

f(z) :f(z)+{g;’-‘,z-z}-}-%(H(z-—:z:),z—~z)+0(z,z——:c)

para cada z € S, onde ‘
lm Oz, z—2) = 0

Z T

Este mairiz, caso exista, € denominada malriz Hessiana.

Teorvema C.21 Seje f(-) : § — R uma fungdo convesa ¢ suponha que sejo duas vezes diferenciduel

e finita em wm ponio x € int f. Entdo f(-) € convexa se e somente se a mairiz hessiana H(z) é
semidefinide posiliva.

Prova: Veja [BS79, pag. 92]. 0

C.7 Minimizacao de func¢oes convexas

Esta se¢ao apresenta, de forma generalizada, os problema de minimizacao de fungdes convexas.
Ao fim, estard caracterizado a bmportancia destas fungdes em problemas de otimizacio.

Definigao C.19 Seja a fungdo f{-) @ § R, onde § CR®, e considere o problema

(P} min{ f(z) : z€8} {C.14)
Enido:
(a) Todo x € S ¢ denominado uma solugio factivel do problema (P).
(b) Sez, €S e f(x) < f(z) para todo z € §, entdo 2, ¢ ¢ solugdo dlima global do problema (P).

(¢) Sew, €5 e f(x) < f(z) para lodo z € [S N B(z,,€)], onde B(x, &) € uma csfera centrade em
24, entio x € wma solugdo diima local,

Teorema C.22 Considere o problema {P) acima ¢ seja ¢ € 5 uma solucdo étima local.
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(a) Se S CR" € um conjunto convezo e f{-) € uma fungdo conveza, enido v é wma solugdo Glima
global.

(b) Se f(-) € esiritamenie conveza, entdo r € a dnica solugdo Slima global.

Prova: Veja [BS79, pag. 94]. a

Este Teorema entdo, apresenta a razdo do grande interesse manifestado por convexidade em
problemas de otimizag¢io. Sendo o problema convexo, toda solu¢do encontrada € uma solugio global.

Teorema C.23 Sejam S CR™ um conjunio convezo ¢ f(-) uma fungdo conveza pripria. Considere
o conjunio Jf(x) de subgradientes associados a f(x).

(a) z, € S minimiza f(z) se e somenie se 0 € §f(z).

(b) Se f{x) ¢ diferencidvel no ponto z,, enldc v, € S minimiza f{2) se ¢ somente se Vf{x,) = 0.
Prova: Veja [La70, pig. 504]. a
Iiste Teorema delermina condi¢des necesarias e suficientes para a existéncla de uma solugio

étima global associada ao problema (P). E equivalente 3 existéncia de nm vetor subgradiente z* tal
que

(ﬂzaf*éﬁo) >0

para todo & € §. A correspondéncia entre estes resultados e propriedades da fungdo conjugada na
origem ¢ mostrada abaixo.

Teorema C.24 As afirmagées abaizo sdo verdadeiras pare f{-} © S — R uma fungdo conveza e
propria, onde S é um conjunte convere:

(a)} inf f = —f*(0). Portanto, f(-) ¢ limilada abaizo se ¢ somenie se 0 € domf*.
(b) 0 € 9f(z) se e somente se 0 € int{dom f*).

{c) Of(x) € um singleton se € somente se f*{z*) € diferencidvel em 2* = 0. Nesle caso, 9f{z) =

{ Vi) }
Prova: Veja [RocT0, pag. 264-265]. O

C.8 Programacao convexa
Considere o problema de programagio convexa
(FC) p=min{ flz} : ze€8} (C.15)

onde f(-) : 8 — N é uma funglo convexa ¢ § é um conjunto convexo tal que § C dom f. Pela
defini¢ao de epigrafo de uma fun¢fo convexa, pode-se escrever que

(PC1) min{p : (z,p)€epif} {C.16)

¢ um problema integralmente equivalente ac problema (PC}. Observe que todo par {z,u) € epi f é
tal que f{z) < p. Logo, se z, soluciona (PC), entdo

po= f(zo) = min{ f(z) : z€8§}
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Figura C.13: Aproximaciio linear de f{z)

e, portanto, f(z) = f(2,) = p, para todo z € . Por outro lado, se o par (z), l) soluciona (PC1),
entdo

S =m=min{p ¢ (mu)eoif)
ou seja, flz) < pl = f{zl) para todo z € §. Como o valor minimo de wna fungio convexa ¢ dnico,
fho = iy N .

Pelo Corolarioc C.3, todo conjunto convexo pode ser representado como a interseccao entre um
nimero (infinito) de desigualdades lineares. Pelo Teorema C.14, toda funcio convexa possui pelo
menos um subgradiente em cada um de seus pontos e, desse modo, a colegiio de hiperplanos suportes

f{&tg)—/ii+($$,”—$g,ﬂ)0, V?JESS

tomados para cada z € § determina uma aproximacae linear poliedral externa ao epi f, na forma
dada pela figura C.13.

Portanto, como no exemplo C.2, o conjunto epi f pode ser escrito como a intersecgio de uma
colegao {infinita) de desigualdadces lincares

epi f={(x,p) ¢ (af,z—a, ) < flay), i€l}
€ o problema (PCL) torna-se
min{ g : flz)+ (et z—-w) <y, €1}
ou

min{ 'y : Ay<b} (C.17)
onde cada linha a; da matriz 4 é na forma

cada elemento b; do vetor b é dado por

bi = x:‘?"i e f(mi)'ﬂ

o vetor ¢ € na forma
I
c = { Ogim. 1 }:
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Figura C.14: Corte relativo ao hiperplano hiz) = (2*,z — ).

e a variavel y é
y=[z ul
Observe que (C.17) representa a minimizagao de um funcional linear sobre um politopo convexo.

O problema (PC1) foi entdo convertido em um problema de programagao linear com dimensio
infinita. Mas, deve-se ter claro que este desenvolvimento pressupde que (i) o conjunto § é conhecido
(ii) que uma aproximagdo de ordem infinita estd sendo realizada. Pode-se dizer assim que é uma
visdo a posieriori e que, se a dimensio da matriz A é dim A = &, entdo uma aproximacgao de ordem
k foi efetuada.

Hiperplanos suportes sdo, como salientado, versSes limites do caso geral de hiperplanos sepa-
radores. Estes tém, associados ao conjunto dos subgradientes da func¢do, uma propriedade que é
fundamental para o desenvolvimento de solugbes aproximadas para o problema (PC1). Considere o
subgradiente z* € 4f(z) em 2z € dom f e seja a defini¢io de subgradientes

f(z) 2 =)+ (z" 2 — )

O segundo termo do membro & direita determina o subgradiente {z*,z ~ z) = 0 ¢, portanto, dois
subespacos abertos

HY = (&¥,z-2)>0
H™ = (g% z—2)<0

Veja a figura C.14. Em H™, os valores de f(-) so tais que {z*,z) > {z*, £) e assim f(z) > flz).
Portanto, esta é uma diregdo de crescimento do valor da funcio e contriria assim aos objetivos do
problema (PC) sendo solucionado. Ja no subespago H ™, a fungéo ¢ decrescente, pois {z*, z) < {z*, z)
e f(z) < f{z). Logo, H* representa uma regifio do espago onde, pelas razdes expostas, seguramente
a solugio Stima &, do problema (PC) nio se encontra.Assim, ¥ pode ser, portanto, retirada do
espago inicial de solugdo e a designaldade que define este subespago

{27,2) > (2", 2)
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passa entd3o a ser uma restricao que deve ser satisfeita, de modo que a regiao do espago onde se
enconira o conjunto solugdo seja descrita, ou melhor, representa uma nova linha a ser acrescentada &
matriz A em (C.17) e um novo elemento ao vetor b, de forma que um novo politopo de aproximacio
do conjunto solucgio seja determinado.

O hiperplano (z*,z —x) = 0 representa assim um corte ou uma scpara¢io enlre a parte do
conjunto inicial que contém a solugio (no caso H ™) e a parte que nio a contém (no caso H). Esta
idéia, simples na essénela, permite que se construa os chamados métodos de planos de corte para a
solugdo de problema convexos ou de problemas onde as fungdes a serem otimizadas apresentem a
propriedade de separagio, ou seja, a todos os pontos de interesse de seu dominio possa-se escrever
um hiperplano separador.

Por (C.17), se um certo vetor y; solugdo do problema linear associado ¢ tal que azpyp < by,
entdo a solugio foi encontrada, pois, como discutido no pardgrafo acima, todas as k — 1 restricdes
anteriores estao sendo simultaneamente satisfeitas, por construgio. O valor 6timo de (PC1)} ¢, enlio,
Ho < ¢y Por outro lado, se apyp > be, entdo yr ¢ epi f e agyp = by representa um hiperplano
separador entre a solugao infactivel e o conjunto solucao.

Adotando-se X o conjunto de solu¢bes procurado, o algoritmo é, entio, como a seguir:

Algoritmo C.1 Mélodo de Planos de Corte - versdo generalizada.,
passe O Determine o pelitopo inicial de restricdes Po tal que Py 2 X; faga £ « 0.

passo 1 Solucione o Problema de Programacgde Linecar

(Be,p) = arg min {p @ (z,p) € P} (C.13)
Caso seja infaclivel, enldo o conjunto solugdo X = 0.

passo 2 Se {(z¢, pe) € X, pare: a solugdo élima foi encontrada. De outro modo, delermine

Poyy = ﬂ { (z,p0) : <:c*f',z> +oz£,u < B }

Faca £ — £+ 1 ¢ reforne ao passo 1.

O principal aspecto deste método é a {orma como ¢ selecionado o hiperplano de corte (ou a
nova linha a ser acrescentada em {C.17)). Esta sele¢io deve ser {al que a melhor aproximacio ao
conjunto solugdo ¢ obtida, de modo a aumentar a velocidade de convergéncia do algoriémo. Uma
caracteritica saliente, porém, ¢ a forma como o politopo representado pela desigualdade linear em
(C.17) ¢é atualizado a cada iteragio. Como ressaltado acima, se em uma iteragiio genérica k, a solucio
¥ nao é factivel, entdo uma restri¢io é gerada, correspondendo a uma nova linha para a matriz 4 e
um novo elemento para o vetor b. Desse modo, hd um crescimento na dimensao do problema a ser
resolvido na iteragdo seguinte e isto € um sério problema na aplicagdo deste método. Observe, porém,
que somente n (dimensido da matriz A) hiperplanos linearmente independentes sio necessfios para a
descrigao do politopo representado em (C.17) e assim as restrigdes nio-ativas podem ser descartadas
ao fim de uma iteragdo genérica. As n restrigdes ativas nesta iteracio servirfio, portanto, como uma
base para a solu¢do do problema linear {C.18) na iteragio seguinte.

Mantendo-se apenas n desigualdades lineares a cada iteragio pode, no entanto, comprometer
a velocidade de convergéncia do algoritmo. De forma heuristica, encontra-se que mantendo-se o
niimero de desigualdades lineares em 2n consegue-se um compromisso entre velocidade e complexi-
dade computacional do problema.

Outro aspecto importante deste método é ser uma metodologia de linearizacio externa, ou seja, a
solugdo 6tima caminha dentro da regido infactivel do problema e atinge a factibilidade em uma regiio
de fronteira. O método de planos de corte, portanto, tem relagio com métodos duais de solucio
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de problemas de otimizagio. Correspondendo, portanto, ao problema (C.17), pode-se escrever um
problema dual na forma

max{ > Mb i > Mapze, A0, i€l (C.19)
il icl

onjde T representa um conjunto de indices, que, na iteragdo k, é tal que, sc a restrigdo ¢ ¢ aliva,
entdo i 3£ 0; se a restrigio ¢ ¢ nio-ativa, entdo i = 0. Nesta iteracio, a sclugdo dual Ay determina
um politopo B, que € factivel para o problema dual, mas nfo corresponde & solugio étima. Como o
problema é convexo, o valor da solugio dtima global do problema dual é igual ao valor da solugéo
4tima global do problema {C.17) original. A cada iteragdo, portanto, obtém-se a seqiiéncia de
inclusao

Po DPF, DB ... D Pp... D"

de modo que o politopo-solugio I ¢ o menor conjunto contendo o conjunto-solugdo X.
Uma questio de importficia ndo muito discutida na literatura ao apresentar este método é como
determinar o politopo inicial Pg. A tinica restrigao associada é I’y 2 X. Como regra geral, Py

deve ser o maior politopo que contenha o dominio de defini¢iio efetive da fun¢io que estd sendo
otimizada.
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