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Introducao Geral

Este trabalho tem como objetivo principal o estudo de controle étimo de sistemas
dinamicos continuos no tempo, sob diversas hipéteses e segundo diferentes enfoques.
Nas 1iltimas décadas, ficou evidenciado a importancia do chamado Problema Linear
Quadrético (PLQ). Esta importancia baseia-se no fato de que sua solugio Stima
global pode ser determinada e implementada praticamente via uma realimentacao

dos estados do sistema em malha aberta. Deve ser enfatizado que no espaco pa-
ramétrico definido pelos elementos da matriz de realimentacdo, o problema linear
quadréatico nao é um problema convexo. Entretanto sua solugdio otima global pode
ser determinada pela solugao de uma equagao de Riccati.

Por outro lado, nos tiltimos anos foram definidos varios problemas de interesse
préatico que ndo podiam ser resolvidos com o auxilio da equagido de Riccati. Den-
tre os mais importantes devemos citar os problemas de controle 6timo envolvendo
normas Hy e H, e restricoes adicionais de desempenho tais como alocagao de polos
em sub-regides do plano complexo, robustez em relagao a variacao de parametros,
limitacdo do valor de pico da saida, etc. Um resultado importante para a solugio
numérica destes problemas foi a demostracio de que existe uma mudanga de va-
ridveis biunivuca que permite converté-los em problemas convexos. Este trabalho
segue esta linha de pesquisa. Ou seja, como resultado principal serd mostrado que o
problema de controle 6timo em norma H, com limitagao no valor de pico da saida po-
de ser convertido em um problema convexo mesmo quando incertezas paramétricas
sao consideradas no modelo em malha aberta. Neste sentido, procuramos organizar
este texto de tal forma a conter os resultados classicos e aqueles mais recentes que
exploram a geometria dos problemas a serem resolvidos. Objetiva-se estabelecer
comparagoes de tal forma a salientar o mais adequado para cada problema a ser
resolvido.

O capitulo um € inteiramente dedicado ao Problema Linear Quadratico. A partir
de sua formulagao temporal obtemos sua solugio em malha aberta e em malha

fechada. Em seguida, os mesmos resultados sao apresentados segundo o enfoque de
funcao de transferéncia. Neste mesmo capitulo, analisamos também a solugéo do
PLQ classico via anélise convexa.

No capitulo dois consideramos sisternas lineares sujeitos & incertezas paramé-
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tricas pertencentes a conjuntos poliedrais fechados. Para esta importante classe
de sistemas resolvemos o problema de controle étimo em norma M, com custo ga-
rantido. Fica evidente que as técnicas de programacao matematica sao as dnicas
aplicavels e tornam-se especialmente atraentes na medida em que os problemas a
seremn manipulados sdo convexos.

O capitulo trés trata do problema de controle étimo em norma H, com limitacao
no valor de pico da saida. O problema é proposto e resolvido considerando inclusi-
ve incertezas paramétricas. Pudemos provar sua convexidade e como consequéncia
analisar a sua solugdo seja através de sua formulacdo primal ou dual. A convexi-
dade mostrou-se uma vez mais essencial para que o problema pudesse ser resolvido
eficientemente.

No capitulo quatro discutimos a implementagdo de um método de planos de
corte para resolver as versdes primal e dual obtidas no capitulo trés. Além disso,
trés exemplos numéricos séo incluidos a fim de ilustrar os resultados tedricos, bem
como evidenciar o desempenho numeérico do método proposto.



Capitulo 1

O Problema Linear Quadratico

1.1 Realimentagao de Estado - Enfoque Classico

1.1.1 Introducao

Nesta segdo uma revisao da teoria classica de controle 6timo para sistemas li-
neares continuos no tempo ¢ apresentada. A principal restricio aqui imposta é
que assumiremos que o vetor de estados x(t) do sistema em malha aberta pode ser
completamente medido em qualquer instante de tempo, estando portanto disponivel
para realimentacao.

Toda atencao € voltada para o problema bdsico de controle étimo linear ou
problema do regulador, isto é, problemas onde o objetivo principal é manter o estado
do sistema em um determinado valor desejado [1], [12]. Quando o valor desejado
€ constante, uma simples mudanca de varidvel torna-o nulo no novo sistema de
coordenadas.

1.1.2 Controle Linear via Realimentacao de Estados

Um aspecto importante no projeto de sistemas de realimentacio é a estabilidade
do sistema em malha fechada. A medida em que queremos ajustar um sistema de
controle, sua estabilidade deve ser totalmente garautida. Algumas vezes, o principal
objetivo de se usar a realimentacio é estabilizar o sistema se este é inicialmente
instavel. Estamos particularmente interessados em sisternas lineares de dimensio
finita e invariantes no tempo. Tais sistemas podem ser representados por equaces
diferenciais do tipo

z(t) = Az(t) + Byu(t) (1.1)
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onde z(t) € ®" € o vetor de varidveis de estado e u(t) € R™ é o vetor de varidveis de
entrada ou controle. As matrizes A e B; sdo constantes e de dimensbes apropriadas.

Como € suposto que o vetor de estados pode ser totalmente medido em qualquer
instante de tempo, é entdo possivel implementar uma lei de controle linear da forma

ul{t) = —Kz(t) (1.2)

onde K € R™*" é uma matriz constante de ganho de realimentacao. Se esta lei é
aplicada ao sisterna (1.1}, o sistema em malha fechada ¢ entéo descrito pela seguinte
equacéao diferencial

z(t) = (A — ByK)z(t) (1.3)

sendo que sua estabilidade depende dos pdlos da matriz A — By K. Uma escolha
adequada de K permite garantir a estabilidade do sistema em malha fechada. De
acordo com [12] podemos dizer que a lei de controle linear (1.2) é uma lei de con-
trole assintoticamente estavel para o sistema (1.1), se o sistema em malha fechada
(1.3) for assintoticamente estdvel. Ainda mais, sempre que o sistema (1.1) seja com-
pletamente controlavel ou apenas estabilizdvel, podemos determinar um ganho de
realimentacao constante K que aloca os polos de A — B, K no semi-plano esquerdo
do plano complexo [1].

1.1.3 O Problema do Regulader

Uma classe importante de problemas de controle étimo envolve o conhecimento
de um modelo de uma planta, para a qual um controle deve ser determinado de tal
forma a minimizar o efeito provocado por algum distirbio que perturbe sua saida.
Em outras palavras, o problema é determinar uma lei de controle que leve a planta
de um estado diferente de zero para o estado nulo ou préximo de zero. Vimos que sob
certas condi¢bes (completa controlabilidade), um sistema linear invariante no tempo
pode sempre ser estabilizado por uma lei de realimentacao de estado linear. Indo
além, pelo fato dos pdlos em malha fechada poderem ser alocados em qualquer lugar
do plano complexo, o sistema pode ser estabilizado; e ainda, alocando os pélos em
malha fechada o mais distante possivel da origem no semi-plano esquerdo do plano
complexo, a convergéncia para o estado nulo ocorre com velocidade arbitrariamente
grande. Entretanto, para fazer o sistema se mover rapidamente, grandes amplitudes
do controle sédo necessarias. Em qualquer problema prético essas amplitudes devem

ser limitadas; isto impde porlanto, um limite na distancia sobre a qual os pélos em

malha fechada possam se mover para a esquerda. Estas consideracoes serdo levadas

em conta na formulagédo do chamado Problema do Regnlador Otimo que passamos
a discutir.

Existem vérios critérios que expressam quio rapido um estado inicial é reduzido
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ao estado zero. Um largamente usado é o Critério Quadratico Integral dado por

T
/ﬁ 2 (1)Qx(t)dt (1.4)

onde Q é urna matriz simétrica semi-definida positiva. Podemos ainda dizer que tal
critério sob o ponto de vista do controle, nos diz que se (2 > 0 e a integral (1.4} é
pequena, entao ||x(¢)|| é pequena para qualquer ¢ no intervalo de tempo [0, T]. Assim
sendo, a quantidade z'(t)Qz(t) pode ser interpretada como a distancia do estado
z(t} ao estado nulo. A fim de assegurar que a amplitude do controle nao ultrapasse
um certo limite adequado, é necessario também levar em conta que a norma de u(t)
seja pequena para todo tempo ¢ pertencente ao intervalo [0, T]. Este fato pode ser
expresso por

T
]0 o (£) Ru(t)dt (1.5)

onde R é uma matriz simétrica e definida positiva. Se por outro lado, for aceitavel
que o estado final seja suficientemente pequeno, podemos relaxar a hipétese de que
o sistema deva ser levado exatamente para o estado nulo. Portanto, é satisfatério
que o estado final fique o mais préximo possivel do estado nulo, sendo essa medida
dada por

«'(T)Pya(T) (1.6)

onde Pr é uma matriz simétrica semi-definida positiva. Logo, uma lei de controle
adequada, dentro do contexto discutido acima, deve minimizar o seguinte indice de
desempenho
T
V(a(0),u()) = [ [(0Qa(t) + v/ (O Ru()]dt +2(T)Pra(l)  (17)

O problema de controle 6timo definido pela minimizacao do funcional quadratico
acima, sujeito as restrigbes definidas pela equacdo diferencial (1.1) com a condicao
inicial 2(0) = zo é conhecido na literatura como Problema Linear Quadratico (PLQ),
cujas solugbes envolvendo horizonte finito e infinito serdo estudadas a seguir.

1.1.4 Solucao do PLQ com Horizonte Finito

Seja novamente, o critério quadratico

V (zo,u(-)) = /0 ' [2'()Qz(t) + '(t) Ru(t)] dt + «'(T) Pra(T) (1.8)

onde Pr e () sao matrizes simétricas semi-definidas positivas e R é uma matriz
simétrica definida positiva. Primeiramente, suponha que a solugao do problema
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PLQ) anteriormente formulado exista. Esta solugao 6tima € denotada por u“{f) com
t € [0, T]. Ademais, considere também

u(t) = uo(t) + ei(t), 0<1< T (1.9)

onde #(t) é uma fungao qualquer continua em relagao ao tempo e € 5 0 um escalar
arbitrariamente pequeno. Devemos agora checar como esta mudanca no contro-
le afeta o critério acima. De acordo com tal mudanca, lembrando que o sistema
em questio é linear, podemos ver que o estado também rmudard, digamos de 2°(1)
{comportamento étimo), para

o(t) = 2°(t) +€i(t) , 0<t < T (1.10)

Determinemos portanto, a funcdo #(¢). Neste sentido, a solugdo «(t) dada acima
deve satisfazer a equacio diferencial 2(t) = Axz(t) + Bau(t) com u{t) = u°{t) + eu(t).
Substituindo tais valores temos

2°(t) + €2(t) = Az°(t) + eAF(t) + By’ (1) + eByii(t) (1.11)

Como a trajetéria étima do estado deve também satisfazer a mesma equacao dife-
rencial linear para o controle u®(t), isto é

z°(t) = Az°(t) + Byu®(t) (1.12)

concluimos que ’
&(t) = Az(t) + Byu(t) (1.13)
Esta tltima equacao diferencial estd sujeita & condicdo inicial Z(0) = 0, pois o

estado inicial ndo muda se a entrada muda de u°(t) para «*(t} +et(t) , 0 <t < T.
Consequentemente, a solugéo de (1.13) é dada por

z .
:'a(t)—_—f (1, 7) Byi(7)dr (1.14)

0
onde .<I>(t, 7) é a matriz de transi¢io de estados do sistema (1.13). Estamos agora
em condi¢bes de avaliar o impacto desta nova solugdo no indice de desempenho

V (zq,u(-)). Levando em conta (1.9) e (1.13), seu desenvolvimento em série de
Taylor em relagdo a ¢ satisfaz

V(J"Dvu()) - V(xfhua(')) +

. _
+ 2¢ {/{; [Z'(6)Qz°(t) + &'(#)Ru(t)] dt + :E'(T)PT:C"(T)} + O(e)
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onde O(¢?) é a soma dos termos de ordem superior ou iguais a €. Podemos observar
que ao mudarmos a entrada u®(t) para a entrada u(?), o valor do critério necessari-
amente aumenta. Portanto, como € é arbitrariamente pequeno, porém positivo ou
negativo, isto implica que

]O U E(O00() + 70 Ru(1) dt + 3 (T)Pya(T) = 0 (1.16)

Substituindo a equagéo (1.14) em (1.16) e manipulando algebricamente {para mai-
ores detalhes ver [12]), temos

T T
/0 @'(t) {Bél '(7,1)Qz°(r)dr + Ru®(1) + B,®'(T, 't)PT:f(T)} dt=0 (1.17)
que pode ser simplificada, definindo o vetor p°(t) conhecido como co-estado

p(t) = ]T O (v, 1)YQz°(r)dr + (T, ) Prz®(T") (1.18)

i

corno sendo

/0 @ OB (1) + Rus(t)}dt = 0 (1.19)

A equacdo acima deve portanto ser verificada para qualquer funcao continua @{t)
definida no intervalo [0, T']. Portanto, lembrando que R é uma matriz néo singular,
temos

w’(t) = —R'Byp°(1), 0<1<T (1.20)

A lei 6tima de controle esta perfeitamente caracterizada desde que possamos deter-
minar o co-estado p°(t) para todo t no intervalo [0,7]. Se p°(t) é conhecido, esta
relacdo nos dard a entrada étima no tempo (t). E possivel converter a equagao (1.18)
que define p°(t) em uma relagéo diferencial. Neste sentido, note que calculando-a
para t = T tem-se

P(T) = Pra*(T) (1.21)

Por outro lado, usando as identidades

d o
—0(r1) = ~A¥(r,1)

d (T To
S senar = [Par - g
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onde f{-) é uma funcéao genérica, diferenciando (1.18} em relagao ao tempo obtemos

-

P = g{‘l’(t’t)’PTI'o(T)“k{“‘”q)(tai)Q'To(f)+‘/t771§£[®(77i)]Q370(T)d7}

= —AD(t,t) Pre®(T) - Qu*(1) — f AV (7, )Qa*(7)dr (1.23)

T
= —Qzo(t) — A {/t (7, 1)Qz(r)d7 + &'(T, t)PTID(T)}

= —Qa°(t) — A'p°()
Substituindo a equagado (1.20) na equacéo diferencial de estado (1.12), temos
zo(t) = Az°(t) - ByR™'Blp°(t) (1.24)

Esta tdltima equagdo juntamente com equacao (1.23) formam um conjunto de 2n
equagdes diferenciais, com 2n incégnitas, a saber, z°(t) € R" e p°(1) € R". As 2n
condi¢oes de contorno sao

z°(0) = 1o

P(T) = Pra®(T)
as quais envolvem restri¢oes sobre as trajetérias procuradas em ¢ = 0 et = T
caracterizando o chamado problema com duas condi¢des de contorno. Uma maneira
simples de resolver este problema é reduzir as condigdes de contorno relativas a um
unico instante de tempo. Considerando este instante de tempo como sendo ¢ = 0,

vamos mostrar que existe uma matriz P(0) tal que p°(0) = P(0)z°(0). De fato,
definindo a matriz

d1alt) é12(t) | A —ByR7B]
{ P (t) @2lt) } - exp{[ —Q _A ] t} (1.26)

[ z°(T) :i _ [ é1(T) ¢124T) } [ z°(0) J (1.97
p°(T) $21(T) ¢22(T) | | 2°(0) ‘

que permite calcular

(1.25)

termos

)

p°(0) = [Préun(T) - mz(T)]‘l[%ﬂ(T) — Préu(1)]2°(0) (1.28)

definindo completamente P({)}. E importante salientar que a matTiz Inversa aci-
ma indicada pode ser sempre calculada, desde que o sistema em malha aberta seja
controlavel e observavel. Esta manipulacio converte o problema de dois valores
de contorno em uma equagéo diferencial ordinaria com condigdes iniciais em ¢ = 0
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conhecidas. Sua integragao permite calcular a trajetoria 6tima p°{{) e o contro-
le correspondente. Esta solugdo é implementada como mostra a figura (1.1). A
estrutura do controle é essencialmente em malha aberta e depende fortemente da
condigao inicial z°(0). Qualquer mudanca nesta condigao inicial acarreta perda de
otimalidade a menos que toda a trajetdria de controle seja novamente calculada.

z°(0)

Figura 1.1: Sistema em Malha Aberta

Em seguida, nosso objetivo é determinar a lei de controle 6tima que seja possivel
de ser implementada por meio de uma malha de realimentacio. Com este objetivo,
devemos inicialmente observar que existe uma matriz P(t) tal que para todo t > 0,
verifica-se a relagéo linear p°(¢) = P(t)z°(t). De fato, com (1.26) temos

a:o(t) . ¢11(t - T) qSu(t — T) CEO(T)
{ P°(t) jl - [ dn(t —T) ¢aalt —T) } [ p°(T) } (1.29)

Lembrando ainda que, no instante final uma das condigbes de contorno impoe que
p°(T) = Pra°(T), adotando 0 mesmo procedimento anterior obtemos imediatamente

P(t) = (¢t = T) + doa(t — T)Pr] [on(t — T) + ¢1a(t = T)Pr]™ (1.30)

0 que prova sua existéncia desde que as hipoteses de controlabilidade e observabilida-
de sejam verificadas. Vamos determinar P{t) explicitamente, sem passar pelo célculo
da matriz de transicao de estados. Inicialmente devemos salientar que P(T") = Pr.
Por outro lado, derivando em relacio ao tempo p°(1} temos

pro= Pl)eo(t) + P(t)ae() ,,
= P()2°(t) + P(t) | Az°(t) + Byu°(1) | (1.31)
onde u°(t) é dada pela equagho (1.20). Consequentemente
{P(t)+ P()A+ P()B R BLP(1)} 2°(t) (1.32)

Também € verdadeira a relacao

° = —Qa°(t) — A'p°(t)
T2 e arih e (133)

]
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Comparando as duas tltimas equacoes e lembrando que z°{f) é arbitrario (dependen-
te da condigao inicial xg), concluimos que a matriz P(t) é simétrica, tem a condicao
de contorno final P(T') = Pp e satisfaz a equacao diferencial ndo linear, chamada
equagao de Riccati

Pty+ AP{t)+ P()A - PO)BR'BIP(H)+Q = O (1.34)

Uma vez que P{t) é obtida para ¢ € [0,T], a varidvel de controle fica unicamente
determinada por

u(t) = —RTBP()z°(t) = —K(1)2°(1) (1.35)

Como P(t) e consequentemente K (t) nao dependem da condigio inicial z, a
lei de controle pode ser implementada a partir do conhecimento da matriz K(i)
que define uma estrutura de controle em malha fechada (ver figura 1.2). Se du-
rante a operacdao do sistema ocorrer qualquer mudanga nas condi¢bes de operagéo
do sistema, automaticamente a estrutura de controle em malha fechada evoluird
segundo a trajetoria 6tima. Esta caracteristica mostra a importancia da solugio em
malha fechada quando comparada com a solugdo em malha aberta anteriormente
apresentada.

Y

Figura 1.2: Sistema em Malha Fechada

1.1.5 Solucao do PLQ com Horizonte Infinito

Nesta se¢do consideramos o critério quadratico com T' — +co0. Como veremos,
a solugdo Stima neste caso fara com que o sistema em malha fechada seja assinto-
ticamente estavel, sendo desnecessaria a penalizacdo no estado final. O problema
corresponde entdo a minimizar

V (2(0), u()) = fe - [/ (H)Qux(t) + v/ () Ru(t)] dt (1.36)

para o sistema
() = Azx(t)+ Bau(t) (1.37)
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A solucio deste problema, se existir, deve ser caracterizada por P(f) = 0. Ou
seja, a matriz P(f) deve ser constante em relagao ao tempo, isto é, P} = P. Assim,
a lei de controle 6tima ¢ dada por u(f) = ~Kz(t) onde K = R™'B,P é um ganho
estatico de realimentacao de estado. Levando em conta (1.34) concluimos que P é
a solucgao simétrica definida positiva da equagdo algébrica de Riccati

A'P + PA—PBR'BP+Q =0 (1.38)

Algumas propriedades desta solugdo devem ser imediatamente enfatizadas. Em
primeiro lugar, a equacao acima pode ser reescrita na forma

(A— B,K)YP+P(A-B,K)+ K'RK +Q = 0 (1.39)

que, definindo a fungdo de Lyapunov v(z) = 2'Pz, associada ao sistema em malha
fechada fornece :
v(z(t)) = —2'(t)(Q@ + K'RK )x(t) _ (1.40)
mostrando que o sistema em malha fechada é de fato assintoticamente estivel desde
que o par [A, @'/ seja observavel [12]. Sob esta condicio, o valor minimo do critério
satisfaz

V (z0,u°()) = fﬁ T2 (Q + K'RK)z(t) di

- jﬂ "4 ) dt (1.41)

ou seja

V (zg,u(")) = z(0)' Pz{0) (1.42)
Assim, a solucao 6tima do problema anteriormente definido estd completamente ca-
racterizada. Resta neste ponto verificar sob que condicbes a solugao proposta existe.
Tomando como base {12], podemos afirmar que as hipdteses necessarias e suficientes
sdo, a estabilizabilidade do par [A, By} e a detectabilidade do par [A4, Q*/7]. Hipdteses
somente suficientes porém mais simples de serem testadas sao, a observabilidade do
par [A,Cy] onde @ = C{C}, isto é

¢y
CiA
rank | . = 7 (1.43)
ClAnml
e a controlabilidade do par [A, B,], isto é

rank [By|ABy|--|A" " By| = n (1.44)
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1.2 Enfoque via Funcao de Transferéncia

Nesta se¢do o Problema Linear Quadratico é novamente estudado, porém agora
dentro do enfoque de representacio via fungéo de transferéncia do sistema em malha
aberta considerado. A teorma de conirole otimo em norma H;, fol amplamente
estudada nos dltimos anos e pode caracterizar de uma forma ampla os diversos
problemas cldssicos envolvendo critérios quadraticos, como por exemplo o problema
linear quadratico gaussiano (LQG) [1], [12].

1.2.1 Espacos de Hardy e a Norma H,

O espago de Hardy H; consiste de todas as fungoes quadraticamente integraveis
no eixo imaginario e analiticas no semi-plano direito do plano complexo. Define-
se L, como sendo o conjunto das fungdes x(t) : ¢ > 0 que sio quadraticamente
integriveis no tempo, ou seja, dado z(t) € R™ , V¢ € [0, 00], diremos que 7 € £, se

]O T 2(tYz(t) dt < oo (1.45)

neste ponto, podemos introduzir as seguintes defini¢oes :
Dominio do tempo : z,y € £,
Produto escalar :

(o,y) 2 ]O Z ety ()dt (1.46)

Dominio da frequéncia : z,y € Hy

Produto escalar :

09 2 o [ sy (147)

onde (*) significa conjugado transposto e z(jw) denota a transformada de Fourier
de z(t). Podemos entéo calcular a seguinte norma para Vz € £ :

el = [ (t)a(e) d .

= (z,7)
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Por outro lado, usando o Teorema de Parseval, temos que

leliz = [ at)(t) at

o0 (Fl ere) ) .
_ o - qwt g
= /0 x(t) {Q?T Lw r{jwle d’u,] dt

e ! fm {/{}wm(i)ejmdt]’:c(jw) dw (1.49)

21 Jco

H

= z—igj_iw(jw)*:c(ju,) dw
= (J?,.’L‘)

onde z(jw) é a transformada de Fourier de z(¢). Nosso objetivo agora é determinar
a norma Hy da funcdo de tranferéncia do seguinte sistema linear que por hipétese é
assintoticamente estavel

{i(t) = Az(t) + Biu(t) (1.50)

A(t) = Cz(t)

onde z € R", w € R e z € R?. Para condicdes iniciais nulas e w(t)} = w,6(t), onde
w, € R é um vetor genérico e §(t) é a funcio impulso unitério (Delta de Dirac),
temos

1
() = C ]0 e Brw(r) dr

t .
= G [ AT Buug(r) dr (1:51)
0

= C; EAtBl W

Como o sisterna em consideragao € assintoticamente estavel, entao z € £4. Portanto,
com os resultados anteriores, podemos calcular

o !’
el = [ wlBetCiCiet B,
(1.52)
X At e A
= u;B{/ e”'C1Credt] Byw,
0

Definindo o gramiano de observabilidade L, como sendo [16]

L2 fo IO eMdt (1.53)
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entao

|z|2 = w! B} L,Byw, (1.54)

onde L, € a solucao simétrica definida positiva da equacao matricial linear
AL+ LA+ C{Cy =0 (1.55)

Estamos aptos agora a generalizar o estudo realizado para o calculo da norma
‘H, da fungao de transferéncia de w para z do sistemna linear anterior. Sendo esta
fun¢ao dada por

H(s)=Cy(sl - A By (1.56)

sua norma H, é entdo definida como

{
IHIE = 3 =0l (1.57)

onde z(t) , 1 = 1---1 é a respectiva resposta para um impulso unitério aplicado
no canal : da varidvel de perturbacdo. O calculo de cada parcela indicada em
(1.57) é um caso particular daquele anteriormente considerado com a escolha de
w) =[0---1---0] sendo o mimero 1 colocado na i-ésima posicio. Consequentemente

l

WHIE = > l=f

i=1

{
= Y {BL,B}i

i=1

= Tr (B|L,B) (1.58)

- Tr {B; [ et Bl}
0

= Tr {01 | e* BBy ar O;}
i .

A expressao acima indica também que a norma H, definida pode ser calculada a
partir do chamado gramiano de controlabilidade

VN '
L2 / "' B, BleA't dt (1.50)
0
que € a solugdo definida positiva da equacdo matricial linear

AL + L.A'+ BB, =0 (1.60)
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Retomando (1.58) obtemos
[H |12 = Tr (C1L.CY) (1.61)

Finalmente é importante observar que a norma H; de H{s) pode ser calculada
pela resposta em frequéncia da funcdo de iransferéncia. De fato, definindo h{t) =
Cie By entdo

2 = ]Om'rr {Bje*'C}CreB, } dt

(1.62)
- / Tr {h(1YA(t)} dt
G
e usando o Teorema de Parseval vem
1 = ey
Mg = o [ T {HGe) HGw)} dw (1.63)

onde H(jw) = Cy(jwI— A)~' By nada mais é que a transformada de Fourier de A(t).
Esta transformada sempre existe pois o sistema ¢ assintoticamente estidvel e é dada
por H(s = jw).

1.2.2 Otimizacao em Norma Hs

O objetivo central desta secao € resolver o seguinte problema ndo convexo

min {||H|2. K € X} (1.64)

onde

H(s) = (Cy ~ DyK)[s1— (A - B,K)] 7' B, (1.65)

é a fungdo de transferéncia do seguinte sistema linear em malha fechada da pertur-
bacdo w para a saida controlavel z

= —Kz (1.66)

= Az + Byu+ Byw |, z(0)=0
z = Ciz+ Diu

COTTE

K={K : A~ B;K ass.est.} (1.67)

Sem perda de generalidade, consideramos as hipoteses C] Dy = 0 {chamada hipétese
de ortogonalidade, indica que o sinal de saida controlada z tem uma parte que s6
depende do estado e outra, independente desta, afetada apenas pelo controle) e
DDy > 0 (todos os controles devem ser ponderados). Considerando ainda que
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w = w,6(t), com w, € R arbitrério, e definindo z(0) = Byw, ¢ facil verificar que
(1.66) é equivalente a

z = Azr+ Byu , z(0) = Bw,
u = —Kz (1.68)
z, = Ciz+ Diu

Adotando o mesmo procedimento anterior, escolhendo adequadamente w, e deno-
tando a respectiva saida z(t) , ¢ = 1---1, a seguinte norma é obtida

)

IH1I2 = D _llill2 (1.69)

fm]

Por outro lado, considerando a fungdo quadratica definida positiva
v(z) =2'Pz (1.70)
onde P = P’ > 0 é a solugdo da equagao de Riccati
AP+ PA~ PBy(D\Dy) 'ByP + CiCy = 0 (1.71)
e u(t) uma trajetdria arbitraria de controle, temos

v = %v(x(t)) = 3'Pr + 2' Pz

= (Az+ Byu) Pz + 2'P(Ax -+ Byu) (1.72)
= (AP + PA)r + 2u' Bl Px
Substituindo (1.71) em (1.72) obtemos
%= —<'CICia + 'PBy(D, D) ByPx + 2u'BLPa (1.73)
e levando em consideracio que 25z, = z'C{Cix + v’ D} Dyu, temos entdo
b= —2hz, + (u+ (D} D) ByPz) (DyDy) (u+ (D)D) ByPx) (1.74)

Integrando (1.74) no tempo t = 0 a t = oo e lembrando que o sistema em malha
fechada é assintoticamente estavel (isto é K € K) vem

fo odt = ~z(0) Pz(0) = —w' B, P By, (1.75)

Levando esta tltima relagao em (1.74), a defini¢ao de norma H; permite determinar

l2lld = wiBiPByw, + [|Diu+ Dy(D{Dy) " B, Pz|i} (1.76)
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com a qual concluimos imediatamente que a escolha da lei de realimentacao linear
u = — Kz onde
K= (D\D\)*B,P ¢ K (1.77)
é 6tima, pois
2113 2 w,BiPBiw, YV u€ Ly (1.78)

Neste ponto, € interessante observar que o controle 6timo acima caracterizado nao
depende do vetor w, € R'. Como consequéncia deste fato, adotando o procedimento
anterior, concluimos que para K definido em (1.77) temos

[H|z = Tr (B PBy) (1.79)

e para qualquer outro ganho que assegure a estabilidade assintdtica do sistema em
malha fechada, vale a relacao

IH|Z>Tr (BiPB) VK €K (1.80)

indicando que o controle assim determinado € o 6timo global do problema nao con-
vexo inicialmente definido. Nio é surpreendente que a solugio 6tima de (1.64) seja
dada pela solucao da equagio de Riccati. Usando as defini¢des de norma anteriores,
verificamos que a norma de uma fungao de transferéncia pode ser calculada a partir
de trajetérias pertencentes ao espago Lg. Assim sendo, com o teorema de Parse-

val podemos imediatamente verificar que (1.64) é equivalente ao problema linear
quadratico PLQ

min ]w($’0{01$ + o' Dy Dyu)dt
o (1.81)
s.a &= Ar+ Byu , z(0)= Bw,

cuja solugho independe da condicho inicial zp € R*. A escolha adeguada de w,
permite evidenciar o valor minimo da funcao objetiva dado em (1.80). Entretanto
€ importante salientar que outros problemas de controle 6timo sao mais simples
de serem formulados diretamente no espago Hs. Por exemplo, se escolhermos w,
como sendo o autovetor com norma unitaria associado ao maior autovalor da matriz
B{P B, obtemos

min {f(K) : K € K} (1.82)

onde f(K) = Anoc(BiPB1). Com uma equagdo similar a equagao (1.76) verifica-
mos facilmente que a mesma solugao 6tima anterior permanece ainda O6lima para o
problema acima. Isto deixa de ser verdadeiro, caso exista alguma restricio sobre o
ganho de realimentagdo de estado K, como por exemplo, quando somente a saida

medida e nao o estado como um todo estd disponivel para realimentacio. Este
aspecto sera tratado nos capitulos seguintes.
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1.3 Enfoque via Analise Convexa

Esta secao tem como objetivo resolver o problema
min {{H|? : K € K} (1.83)

usando programagac convexa. Observamos que ndo podemos trabalhar diretamente
no espago paramétrico gerado pelos elementos de K, pois o conjunto K nao é con-
vexo. A fim de contornar tal dificuldade, dado o seguinte sistema linear invariante
no tempo

z = Azx+4 Bjw + Byu
v = —Kz

. . . . A
introduzimos as seguintes matrizes aumentadas, F' € RF**, p=n+me G € RF*™

A B, 0
p=[2 8] o-]0] o
bem como as matrizes simétricas e semi-definidas positivas () € RP*?, R ¢ RF*P
| BBy 0 | CiG 0

Definigéao 1 : Seja o conjunto C; definido como

Co={W>0eR : 'O(W <0, VGv=0} (1.87)
onde O(W) = FW + WF' 4+ () e a matriz W € RPX? simétrica, particionada na
forma

_ | W W, \5
W= { W Wa] (1.88)

com Wy >0 e RV, W, € ™ ¢ W3 € R™*™. De acordo com tal definigao, temos
o segninte resultado importante

Lema Fundamental : O conjunto C; dado por (1.87) é tal que
a) C; é um conjunto convexo
b) O par (A, By) é estabilizavel por uma realimentacéo linear de estado se e

somente se C; # 0. Em caso aﬁrmatlvo YWel,o ganho estabilizante correspon-
dente é dado por K = WiW;!
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¢) Para um W ¢ C;, existe um hiperplano que separa W de C,.
Prova :Ver [8]

Podemos observar que desde que K é o conjunto de todos os ganhos estabilizantes
por realimentacéo de estados, existe uma relagio de um para um entre X e (3, a
saber

KeKes K=WW': WeG (1.89)

Com estes resultados obtidos, podemos ver que é possivel {rabalhar no conjunio
convexo Cy e portanto evitar a nao convexidade do conjunto K.

Teorema 1 : O problema (1.83) é equivalente ao problema convexo
min {Tr (RW) : W € Cy} (1.90)

Sendo W* a sua solucdo 6tima, entao K = W’;’W{‘-i resolve (1.83) e || H||3 =

Tr (RW™).
Prova : Tomemos W (genérico) € C, => K = W; W™ € K. Portanto
(A — ByWW YWy + Wi(A — ByWIWTY + BB, <0
4 (1.91)
(A — B,KYW, + Wi(A— BK) + BB <0
Eutao, W; > L., sendo L. o gramiano de controlabilidade. Por outro lado,
H|; = Tr {(Ci = DiK)L(Cy ~ D1 K)'}
< Tr {(Cy — Dy KYW,(Cy — D KY) (1.92)
< Tr {C\WAC) + DKWL K'D,)
Consequentemente,
1H]E < Tr {CiWiCy + DWW W, D4 (1.93)
Mas como W € C; entdo W > 0 = W, > W, W, 'W,. Entao
|H|; < Tr {CiCiW, + DiDiWs}

(1.94)
< Tr {RW}
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Para K* correspondente & solugao 6tima global do problema H; (dada pela equacao
de Riccati), podemos determinar L7, dada por

(A= ByK*)L: + LY(A— ByK™Y + BB, = 0 (1.95)

e portanto com W* da forma

N Y AT Ad o )
W= { KL KLk | €O (196)

temos que
min {|H|} : K € K}=Tr (RW") < Tr (RW) VW € G, (1.97)

Portanto, W* resolve o problema proposto (1.90).

Algumas observacoes se fazem necessarias. A primeira é relacionada a unicidade da
solucio do problema (1.90). Sendo um problema convexo (nao estritamente) seria
possivel que sua solugio étima ndo fosse inica no sentido de que diferentes ganhos
de realimentacio de estados pudessem ser obtidos. Felizmente, este fato néo ocorre.
A fim de provarmos esta afirmacio, suponha que W* # W € C; gere dois ganhos de
realimentacao diferentes, de modo que Tr {R(W — W*)} = 0. Com K associado a
W, determinando a fungao de transferéncia H(s), usando o fato que Tr (RW*) = J*
e levando em conta que (1.83) admite uma unica solugao, obtemos

J* = min{||H]; : K&K}
(1.98)
< ||H|l; <Tr (RW)

o que ¢ impossivel, pois J* = Tr (RW~).

A segunda observacio diz respeito & geometria de (1.90). De fato, provamos que
o PLQ é equivalente a um problema convexo definido sobre ¢ espago paramétrico
gerado pelos elementos da matriz W € Cy. Este fato € de uma grande importincia

pois (1.90) pode ser resolvido por métodos numéricos eficientes e disponiveis na
literatura [7].
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1.4 Realimentaciao de Saida via Observador de
Estados

1.4.1 Introdugao

Esta secio tem como objetivo estudar o Problema Linear Quadratico (PLQ},
utilizando realimentagio de saida via observador de estados. Portanto, a condicio
imposta na secido 1 ndo é mais valida, ou seja, o vetor de estados nao pode ser
completamente medido. Assim sendo, para o sistema linear invariante no tempo
dado por

z(t) = Az(t) + Bault) (1.99)

somente certas combinacdes lineares do estado, denotada por y, podem ser efetiva-
mente medidas. Assumimos que o par (A, ;) é observivel e

y(t) = Cyz(t) (1.100)

A quantidade y, a qual é assumida ser um vetor r-dimensional, com r menor que
a dimensio do vetor de estado z (n-dimensional), ¢ chamada varidvel de saida.
Da teoria cldssica de controle, sabemos que podemos empregar um observador de
estados para obter aproximadamente o estado real z(t) a partir das medidas contidas
no vetor y(t). Assim, a estrutura do observador de ordem completa € definida como
sendo [1], [12]

£, = Az, + Bou + L{y — Ch.) (1.101)

onde L é um ganho a ser determinado. A lei de controle é dada por
u=—Kz. (1.102)

onde K é o ganho de realimentacio de estado visto na segao 1. Nosso objetivo é
analisar tal problema através do enfoque via norma-H, e via analise convexa.

1.4.2 Enfoque via Funcao de Transferéncia - Norma Hs

Seja o sistema linear invariante no tempo descrito pela seguinte equacao diferen-
cial
= Az + Byw + By
y = Cor+ Dyw (1.103)
Z = C;.'l? -+ D}’LE

onde z € R é o vetor de estados, u € R™ é o vetor de controle, w € R é o vetor de
distirbios, y € R" é o vetor de saida € z € R? é o vetor de saida controlavel. A lei de
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controle a ser utilizada é constituida a partir do observador de estados anteriomente
discutido e que tem a seguinte estrutura

u = —HKa. (1.104)

{jC: Az, + Byu + Ly — Cyz.)

: . A . .
Definindo o erro de observacio como ¢ = = — 2., a dinamica do sistema aumentado
descrita pelas varidveis de estado e e » é dada por

d € _ A— LCZ 0 € + B} - LD2
alzl = B, K A—BK ||z B, v

(1.105)
. e
zz[Dm’Q—&h]L]
ou d - .
€ ~ £ ~
:{g[mjl —A,wq%’B’w
(1.106)
= O] °€
x

onde A, B, e C podem ser encontradas i partir de (1.105). As equacdes acima
permitem a determinagio da norma H, da funcdo de transferéncia H{s) entre a
varidvel de perturbacio w e a saida controlada z, assumindo que o controlador
dinamico (1.104) esteja na malha de realimentagdo. Temos entdo que |[H||3 =
Tr (CPC') onde P é a solugio definida positiva da equagio matricial linear

AP+ PA'+ BB' =0 (1.107)

para resolvé-la, é importante observar que sua solucao tem a estrutura particular

. [p P
Pz{ﬂa+%} (1.108)

onde P, € R™*™ e V, € R™*" sao as incognitas que devem ser determinadas. Subs-
tituindo (1.108) em (1.107) vem

(A= LCy)P. + P.(A— LCy) + By B} + L(D; D)L =0
AP. + P.A'— LCyP. + BB, = 0 (1.109)

(A~ ByK)V, + Vi(A~ B,K) + AP. + P.A' + B, B! = 0
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Considerando o ganho do observador L dado por
L = P.Cy{D, D) (1.110)
onde P. é a solugdo definida positiva da equgao de Riccati
AP, 4+ P A — PCY D DY) YO P + By B, = 0 (1.111)

verificamos imediatamente que as duas primeiras equagoes em {1.109) sio satisfeitas.
A terceira equagao, por sua vez, reduz-se a

(A — BoK)WV, + V(A — BoKY + L(Dy D)L = 0 (1.112)

E interessante observar que ao fixarmos o ganho do observador como sendo aquele
dado em (1.110}, a norma H; da fung¢do de transferéncia em malha fechada depende
exclusivamente do ganho de realimentacao de estado K. Assim, calculando a norma

H, de H{s) obtemos
|H|} = Tr (CLP.CY) + Tr {(Cy ~ Dy K)Ve(Cy ~ D1K)'} (1.113)

Entretanto, com os resultados anteriores relativos ao calculo de normas H;, podemos
notar que

13 = Tr (CLP.CY) + [|(C1 = DiK) [sT~ (A~ By K)]™ LDyl (1.114)

e consequentemente, minimizar || /||2 em relacao a K corresponde a minimizar em
relagdo a mesma variavel o segundo termo do lado direito da equacio acima, pois
o primeiro termo torna-se constante apds a fixacao do ganho do observador. Reali-
zando esta minimizagdo, obtemos

K = (D\Dy)"' BV, (1.115)
onde V. é a solugao definida positiva da equacao de Riccati
AV, + VLA —V.By(DiDy) ' BV, + C1Cy = 0 {1.116)

E claro que estes resultados sio bem conhecidos j4 hd muito tempo [12] e caracte-
rizam a solucdo 6tima do chamado problema linear quadratico gaussiano. Foram
aqui incluidos, pois acreditamos que a maneira que os derivamos é mais simples.

1.4.3 Enfoque via Analise Convexa

Nesta se¢do nosso objetivo é mostrar como um compensador dinamico do tipo
observador de estado pode ser determinado a partir de algoritmos de programacao
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convexa. Neste sentido, com os resultados anteriores podemos imediatamente veri-
ficar que

min [H| = min |Gy [T~ (A~ LC) ™ (By = LD} +

+ min [(C1 = DyK) [sT - (A~ By KO LD,)E (1.117)

mas lembrando que a norma H, de uma matriz de transferéncia € igual a norma H;
da mesma matriz de transferéncia transposta, temos

min [|H|; = min [[(B; — DyL) [sI - (4"~ CLNT GG +
+ min [[(C1 ~ D1K) [s1 ~ (A — B,K)| ™" LD,j3 (1.118)

As duas minimizacbes indicadas, podem ser obtidas separadamente de forma sequen-
cial. Primeiro, a minimizacao em relagio a L é obtida. Com este valor a funcgao de
transferéncia a ser minimizada em relagio a K estd completamente definida. Com
o teorema 1 podemos afirmar que a minimizacio da primeira parcela de (1.118) é
dada por

min {Tr (R,W,) : W, €(,} (1.119)

onde C, é definido como C; a partir das matrizes aumentadas

[a —c [cao o [BB, 0
Fo_[ﬂ o } ,Qow[ o ﬂ} ,Ro_{ 5 DzD;} (1.120)

O problema (1.119) é um problema convexo. Sua solugéo 6tima global permite deter-
minar a matriz W, que ao ser particionada fornece (observe que estamos trabalhando
com L' no lugar de L)

L= W7W,, (1.121)

Tendo sido determinado o ganho 6timo do observador, o problema de minimi-
zacao em relacdo a K pode ser também resolvido. Como ja vimos anteriormente,
este problema € equivalente ao problema de programacao convexa definido no teo-
rema 1 com a unica diferenca que corresponde a redefinir a matriz aumentada ¢}

COTINO
Q= { LD, DL 0 }

AR (1.122)

Tendo sido determinados os ganhos do observador e do controle, podemos obter a
funcio de transferéncia do compensador 6timo que deve ser colocado na malha de
realimentacdo como indicado na figura (1.3). De fato, calculando a transformada
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y

Figura 1.3: Sistema em Malha Fechada

de Laplace de (1.104) e denotando como C(s) a funcéo de transferéncia de y para u
temos

C(s)=—K[s1 — (A— B, K — LC,)| 'L (1.123)

que é um compensador dindmico com um ndimero de pélos (n) ignal & dimensao do
sistema original.

1.5 Conclusao

Neste capitulo estudamos a solugdo do problema linear classico, adotando dois
enfoques diversos. No primeiro deles, caracterizado pela representagao do sistema
em malha aberta via varidveis de estado, adotamos as ferramentas basicas do cdlculo
variacional para escrever as condigOes necessirias e suficientes de otimalidade que
permitem obter a lei 6tima de controle segundo uma estrutura em malha aberta ou
em malha fechada. Nesta dltima, aparece naturalmente a expressao do ganho de rea-
limentagao 6tima em funcéo da solucgéo definida positiva de uma equacao de Riccati.
O segundo enfoque adotado caracteriza-se pela representacao frequencial (funcao de
transferéncia) do sistema em malha aberta. Permite obviamente, ndo sé obter as
mesmas condicoes necessarias e suficientes de otimalidade, mas também a analise
mals simples da geometria do PLQ quando representado no espaco paramétrico ge-
rado pelos elementos da matriz de realimentacao de estados. Com base neste fato,
foi possivel ressaltar que o PLQ pode ser convertido em um problema convexo que
admite portanto solugdo numérica eficiente. Ademais, esta importante propriedade
(convexidade) serd de grande valia para o desenvolvimento dos proximos capitulos.



Capitulo 2

Controle Otimo de Sistemas

Incertos - Realimentacao de
Estado

2.1 Introducgao

Este capitulo tem como objetivo determinar um ganho 6timo (o significado de
4timo, no presente contexto, serd dado posteriormente) de realimentagao de estado
levando em consideracao as informacbes disponiveis em relagdo as incertezas que
afetamn estruturalmente o sisterna emn malha aberta. Assim sendo, podemos dizer
que desejamos determinar um controle de realimentagao de estado

u=—Kz (2.1)

que imponha determinadas propriedades para o sisterna em malha fechada tais como
sua estabilidade assintética face a pertubacdes paramétricas existentes no modelo,
bem como a minimizacgao de um critério envolvendo normas do tipo H,. O sistema
em consideragdo é descrito pelo seguinte modelo dinamico

z Az + Byw + Byu o

onde z € R™ é o vetor de estado, u € R™ é o vetor de controle, z € R? é o vetor
de saidas controladas e w € R' é o vetor de distirbios. As matrizes By, Cy e I
sdo consideradas precisamente conhecidas e de dimensoes apropriadas. Além disso,
assumimos Dy Dy > 0 (todos os controles devern ser ponderados) e, também, C] Dy =
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]
-1

0 (chamada hipétese de ortogonalidade, indica que o sinal de saida controlada z tem
uma parte que s depende do estado e outra, independente desta, afetada apenas pelo
controle). Sem perda de generalidade, assumimos ainda que By B) > 0 o que implica
que a perturbagio atua em todo o espago de estados. O par (A, By) é considerado
incerto, ou seja, as matrizes A e By ndo séo precisamente conhecidas. Assumimos
que as incertezas paraméiricas pertencem a um conjunto convexo poliedral limitado,

isto €, definindo p 2n+meF &R (ver capitulo 1) como sendo

A ~B,
Fm{o 0 } (2.3)

entdo F € D onde

A N N
v={F:F=ze,~m,aao,z@:1} (24)
i=1

i=1

ou seja, qualquer modelo definido pela matriz F' pode ser escrito como uma combi-
naco linear convexa do conjunto das matrizes “vértices” F;, 1 =1---N. E claro
que a combinagio convexa que gera um modelo especifico nao ¢ conhecida a prio-
ri. Para termos uma idéia a respeito dos modelos incertos como acima definidos,
considere o seguinte exemplo de um sistema de segunda ordem onde o fator de a-
mortecimento ¢ e a frequéncia natural w, podem assumir valores em determinados
intervalos. Considere £ € [0.1,0.9] e w,, € [1,2]. Neste caso, ¢ facil verificar que estas
variacdes podem ser modeladas por F' € D onde D é definido por N = 4 vértices.
De fato, com (2.3) temos

0 1 0
F=|-w 2w, -—w? (2.5}
0 1] 0
que permite calcular os vértices
[0 1 0 0 1 0
Fi=1{ -1 =02 -1 , Fy=1] -4 -02 -4
| 0 0 0 | 0 0 0 |
) {2.6)
0 1 0 -0 1 0 1
Fy=1-1 =36 -1 , Fo=1 -4 =36 -4
0 0 0 | | 0 0 0 |

de tal forma que todos os modelos possiveis sdo gerados por combinagoes convexas
dessas quatro matrizes extremas. Estamos em condigdes de definir os problemas que
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serao estudados neste capitulos.

Problema 1: Dado o sistema incerto caracterizado pelo conjunto D, determinar,
se existir, K € R™*" tal que

A— B;K ass. estavel VF €D (2.7)

Problema 2: Dado o sistema incerto caracterizado por D determinar, se existirem,
K € R™*" e p € R tais que

min {u : ||Hll2 < p; (A— ByK) ass. estével , V F' € D} (2.8)
th

E importante observar que nos problemas acima definidos, o objetivo é determi-
nar um nico ganho de realimentagio de estado que estabiliza o sistema em malha
fechada quando sujeito as perturbacbes paramétricas caracterizadas pelo conjunto
D. No problema 2, o objetivo é determinar um tinico ganho estabilizante que garan-
ta a menor norma para a funcio de transferéncia H{s). Este problema é conhecido
na literatura como o problema de controle com custo minimo garantido. Por con-
veniéncia, vamos em seguida definir novamente as matrizes aumentadas @) € 77,
R € ®7*P e G € R7*™ como sendo

_[BB, 0 Jcien o lo
Q‘[ 0 0} ’ R“““[ o pp | f7 1 (29)

Podemos notar que as matrizes G, R e () sdo constantes e que toda a informagao
sobre a dinamica do sistema em malha aberta, bem como as incertezas estao con-
centradas na matriz F. Vamos definir também o espacgo nulo de G’ como

NE2fv#£0e®R : Gv=0, o =1} (2.10)
Note que qualquer vetor v € A pode ser escrito na forma
UGA”'#“:#UW{E} (2.11)

com ¢ # 0 € R". Em seguida, passaremos a analisar a solu¢ao do problema 1 dentro
do contexto de estabilidade quadratica.

2.2 Estabilizagao

Nesta seciio, estudaremos o problema de estabilizacio de sistemas incertos via
realimentacio de estado. Como enunciado, o problema 1 é extremamente dificil de
ser resolvido. O conceito de estabilidade quadratica permitira simplificd-lo sensivel-
mente, viabilizando a aplicacdo de técnicas de programacao convexa.
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2.2.1 Estabilidade

Fm teoria de controle, um resultado importante e conhecido é o Teorema de
Lyapunov, que relaciona a estabilidade assintética de um sistema linear autéonomo
com a existéncia de uma funcdo quadratica definida positiva chamada funcao de
Lyapunov. Considere a matriz

Ay =A—- BK (2.12)
onde (A, By) define F' € D, inicialmente suposta fixa, porém arbitraria.

Teorema de Lyapunov : Todos os autovalores de A; tém parte real negativa, ou
equivalentemente, o estado = = 0 do sistema auténomo & = Az ¢é assintoticamente
estavel, se e somente se

AP+ PA; <0 (2.13)

para alguma matriz F = P’ > 0.

Como os autovalores de uma matriz sic os mesmos que os autovalores de sua trans-
posta, é claro que a inequagio acima pode ser trocada por

AW+ WA, <0 (2.14)

para W = W' > 0. A relagio entre (2.13) e (2.14) é obtida, multiplicando-se (2.13) &
esquerda e & direita por P~?. Comparando o resultado com (2.14) temos W = P~1.
E claro que estas inequagbes matriciais podem ser reescritas na forma classica. Por
exemplo (2.13) é equivalente a

AP 4+ PA; = —Q (2.15)

com P =P >0¢e @ = >0. Quando se trata de estudarmos a estabilidade
de sistemas sujeitos a incertezas paramétricas, devemos, com base nos resultados
anteriores exigir que a equagao

ALPp 4 PrAy = —Q (2.16)

tenha como solugdo Pr > 0 para alguma @) > 0 dada, V I/ € D. Observe que a
matriz Pr pode depender de cada modelo especifico F' € D. A manipulacédo algébrica

desta equacho torna-se extremamente dificil na medida em que a dependéncia de Pp
em relacdo a F pode ser muito complicada. Este fato nos leva a introduzir a seguinte
definigdo de estabilidade quadratica [3]

Definigao 1 : Considere um sistema incerto definido pela matriz Ay = A — By K.
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Diremos que A; é quadraticamente estavel para algum K € AT se existir P o=
P' > 0 tal que
AP+ PA; <0, VFeD (2.17)

Umn fato importante a ser observado é que a estabilidade quadratica impoe que
uma mesma matriz de Lyapunov satisfaca a inequago (2.17) para todos os modelos
factiveis. Além disso, como P nao depende explicitamente de F' e D ¢ um conjunto
convexo poliedral entdo o seguinte resultado pode ser estabelecido

Lema 2 : O sistema incerto em malha fechada definido por Ay é quadraticamente
estivel se e somente se existe P = P’ > 0 tal que

(AP +P(Ag); <0, Vi, i=1---N (2.18)

Prova : A necessidade é ébvia. A suficiéncia decorre da definicao de conjunto D,
isto é, para F' € D arbitraria podemos associar Ay = A — By tal que

N
AP+ PA; =3 & [(Ar)iP+ P(As)i} <0 (2.19)

(551
Em outras palavras, o resultado do lema 2 estabelece que em dominios de incer-
teza do tipo poliedral convexo, basta que se verifiquem as condigoes de estabilidade
quadréatica nos seus vértices. Os resultados obtidos até agora permitem concluir
ou néo se um sistema em malha fechada é guadraticamente estavel. Entretanto, se
desejamos estabilizar um sistema incerto com um ganho constante, o mesmo ganho
K para qualquer par (A, By) factivel, é bastante razodvel a exigéncia de uma mes-
ma matriz P = P' > 0 que, além de permitir o célculo do ganho robusto, garanta
também que o sistemna seja estdvel para quaisquer parametros incertos considerados.
O problema, entio se reduz & determinagao de um ganho K e de uma matriz P > 0
tals que :
(A—B;KYP+PA-B,K)<0,VFeD (2.20)
Note que a desigualdade acima, impée uma rela¢do nao linear em A e P conjunta-

mente. Definindo

K={Ke®R™" : A— ByK quad.estavel} (2.21)

o problema de estabilizagao enunciado se resume & caracterizagao desse conjunto e
3 determinacio de um elemento K € K. A inequacio (2.20) é também equivalente
a

(Ai_BQiK)'P”}‘P(Ai-‘Bz{K)<0,Vi’ t=1---N (2.22)
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e portanto apenas os vértices precisam novamente ser investigados. Da discursao
anterior podemos observar que por sua vez, a desigualdade (2.22) é equivalente a
(note que a matriz P nao depende explicitamente do indice ¢ = 1--- N}

(A; — BuK)W + W(A; — ByKY <0, ¥4, i=1 N (2.23)

Para N = 1, recaimos no caso classico de sistemas precisamente conhecidos, e a
condicio de estabilidade quadritica reduz-se a condicdo classica de estabilidade
assintotica de sistema lineares.

2.2.2 Estabilizabilidade Quadratica

Nesta secao apresentamos através da utilizacdo de um espago paramétrico a-
dequado, um conjunto convexo ao qual estd associado de maneira biunivoca o

conjunto de ganhos robustos K. Assim sendo, definimos as funcdes matriciais
©;() : RP¥P — RPxP

OW)EFEW +WF ,i=1---N (2.24)
e também o conjunto
céﬁa (2.25)
com B
Ci={W=W>0eR : vO;(Wjr<0,VGv=0} (2.26)

sendo as matrizes W € (; particionadas na forma

(2.27)

v=

W, W
com Wy >0 € RV, Wy € ™ e Wi € 7™, Temos entio o seguinte resultado.
Teorema 3 (Solugao do Problema 1) : Seja o conjunto C definido como em (2.25).
As seguintes afirmacoes sdo verdadeiras,

(a)} C é convexo

(b) Problema 1 admite solucdo se e somente se C # §

(c) VW e C = K = WiW; resolve o Problema 1
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Prova : Para se demonstrar o item a), basta notar que C é definido como sendo
a intersecao de conjuntos convexos em W, verificando-se que para quaisquer W1 e
W2 € C, o elemento genérico aW?! + (1 —a)W? também pertence a C, para a € [0, 1].

Passemos ao item b). Para provar a suficiencia, consideramos um elemento
genérico W € C. Portanto W ¢é tal que W = 0 com a sub-matriz W) estritamente
definida positiva. Ademais, para V v # 0 tal que G'v = 0 temos

0 > v’[F,-W%—WF{}v Ci=1---N (2.28)

Multiplicando cada desigualdade acima por { > 0 e somando temos

N
0 > ¢ L Y L(EW + WE) ]v

=1
(2.29)
TN N
> v (ZE;F,‘)W’ + W(Zﬁiﬂ')' } v
L =1 i=1
Consequentemente, como
veEN &= v= [ f) ]
temos
0 > VFW+WFp
e .’L"(AW} - BzWé -+ “"}A.f - MJQBQ).T (230)

> 2/[(A— BWIW W, + Wi(A = ByWW e, YVee®R”

Portanto, esta ultima desigualdade, sendo vélida para todo F' € D implica que
K = WiW/! resolve o Problema 1.

A necessidade pode ser provada da seguinte maneira: partindo da defini¢ao de
estabilidade quadratica, sabemos que existe um ganho K e uma matriz P = P > 0
tais que

(A— B;K)P+ P(A-By,K) <0 ,VFeD (2.31)

Portanto, com

KP KPK' (2:32)

temos W >0, Wy = P =P > 0 e para Vv tal que G'v =0,

W:[ P PK' ]

V(FW+WFYW<0 , YFeD (2.33)
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Como Fie D= WeC(C,i=1---N= W (. Isto conclui a prova do item b}).
A prova do item c) decorre imediatamente da prova do item anterjor.

Devemos enfatizar que o conjunto X, embora nao sendo um conjunto convexo, pode
ser gerado (ver item ¢) do teorema anterior) através de um operador n&o linear com
dominio convexo, isto €
-~ ? -1 . M £
K={WWw ' : WeC} (2.34)

Este resultado é de importancia fundamental para a viabilidade da solugao de
intimeros problemas de controle 6timo via métodos de programagao convexa.

2.3 Otimizacao em Hy

Considerando a funcio de transferéncia de w para z do sistema (2.2)

H(s) £ (Cy — DyK)[s1 - (A— B,K)| "' B, (2.35)

no capitulo anterior, determinamos um ganho de realimentagao de estado K € R™*"
de tal forma que o sitema em malha fechada seja assintoticamente estével e que a
norma Hs da funcdo de transferéncia de H(s) seja minima, isto €,

min {|H|; : K € K} {2.36)

No contexto de sisternas sujeitos & incertezas paramétricas, desejamos resolver o
Problema 2, que é conhecido na literatura como problema de controle étimo com
custo garantido e assimn formulado

m}\p{,u . Y H|l2 < p; (A— ByK) quadrat. estével , ¥V I € D} {2.37)
#Hy

No caso de sistemas precisamente conhecidos, {2.37) reduz-se exatamente ao proble-
ma (2.36) ja estudado no capitulo 1.

Vamos agora focalizar nosso estudo nos sistemas incertos. Resolvemos o pro-
blema proposto em (2.37) tendo como enfoque a solugao via analise convexa, cujos
conceitos bésicos ja foram desenvolvidos na se¢do 1.3 do capitulo 1. Utilizando
portanto tais conceitos mais a notagao de sistemas anmentados, vamos definir as

funcdes matricials Oq (L) ¢ RPXP — RPXP

B (W) ZF{W’-%-W?F;-FQ yi=1--N (2.38)
e o conjunto
h?
C, 2 () Ca (2.39)

t=1
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COII

Copi ={W=W >0 R . V' 0,(W €0, VG v =0} {2.40)

sendo as matrizes W particionadas como em (2.27). Temos entdo o seguinte resul-
tado.

Teorema 4 {Solucio do Problema 2): Seja W solugdo dtima global do seguinte
problema convexo
min {Tr (RW) : W €} (2.41)

Entio, K = WiW, e u = \/-Tr (RW) resolvem o Problema 2.

Prova : Em primeiro lugar mostraremos a equivaléncia entre o conjunto Cz € o
conjunto C do teorema 3, no sentido em que o par incerto (A, B;) é quadraticamente
estabilizavel se e somente se C; # §. Para tal, usando a hipétese de que o rank
(B;) = n, temos que sendo o par {4, B,) quadraticamente estabilizavel, entéo existe
um ganho K e uma matriz de Lyapunov P > 0 tais que, com A; = A ~ B, K,

AsP+ PA, <0 (2.42)
e portanto, existe também P > P > 0 tal que
AgP -+ PA 4+ BB, <0 (2.43)
Desenvolvendo, obtemos
AP — B,KP + PA'— PK'B, -+ ByB; <0 (2.44)

que vale para toda F' € D, e consequentemente em particular nos vertices 1, ¢ =
1---N. Entao,

2| ([ A -Bu P PK' 1 [ P PK A0
0 0 o KP KPK' KP KPK'| | -B) o] T

[ 2]}

para todo 7, ¢ = 1.+ N, implicando que a matriz

Wz[‘p PK’}ZO (2.46)

<0

(2.45)

KP KPK'

pertence ao conjunto C,. Para mostrar a suficiéncia, considerando um elemento
genérico W € C;, temos

VFEW +WEF +Qv<0,VveN, Vi i=1.--N (2.47)
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implicando em que
o 1A =B} [ W Wy} RUARE A0
0 O W, Wi W, W —~BL 0
(2.48)
BB, 0]
+ [ o off=?

Levando-se em conta a estrutura especial de v € N, temos

o' [AWy + Wi AL — BuWy — W B, + BiBjje <0, Va e R (2.49)

para todo %, ¢ = 1--- N. Reescrevendo a equagéo (2.49) e fazendo a combinagao
convexa, conclui-se que

(A~ ByWW Wy + Wi(A— BoW,WY + BB <0, VFeD (250

e como W, > 0, temos que o ganho K = WIW estabiliza quadraticamente o par
(A, By). Em outras palavras, qualquer elemento W € C; define um ganho robusto
estabilizante dado por K = W/W[!, como ja foi discutido anteriormente em relagao
ao conjunto C.

Passemos agora as consideragdes em relagao ao critério Tr (RW). Vamos supor
C, # 0 pois, caso contrario, o par (A4, B;) ndo é quadraticamente estabilizavel.
Entéo, levando em conta que C]Dy = 0 e também que

W >0 e W; > W)W W, (2.51)
temos, para todo W € Cp
Tr (RW) = Tr (CIC\W, + D, D;Ws)
= Tr (C;WiC) + DiW,D})

(2.52)
> Tr (CiWAC] + DyW Wi WoDy)

IV

Tr {(Cy — DWW Wi (Cy — DyWAWTY')

Com K dado por K = WiW;™" e a matriz W, > 0 satisfazendo a equagao (2.50) para
um par (A, By) ~ F arbitrério mas fixo, podemos concluir que Wy > L. (lembrando
que L. satisfaz a equagio (1.60), com a matriz A substituida por A — By K, para o
ganho K calculado acima e o par (A, B;) em consideragao ). Temos entao

Tr (RW) 2 Tr (C1L:CY) = | HI; (2.53)
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com Cy = Cy — D1 K. Ou seja, Tr (RW) é um limitante superior do quadrado da
norma H, para o sistema (2.2) em malha fechada, para um dado modelo F. Como
as relagoes (2.52) e (2.53) valem V F & D, para qualquer que seja W pertencente a
C,, temos

T (RW)> ||H|;., VY FeD (2.54)

Finalmente, uma vez que a solugio 6tima do problema (2.41) fornece o minimo valor
de Tr (RW), concluimos que

WEETY (RW) 2 |H)2, ¥V FeD (2.55)
ou seja, p = [|Hll2 , Y F €D, e o Teorema esta demonstrado.

Antes de comentar mais em rela¢ao ao Teorema 4, vamos mostrar o corolario para
o caso N =1 (sistema precisamente conhecido).

Corolario 1 : Considere N = 1 e K obtido a partir da solugao otima do problema
(2.41). Entéo,
K =WW ™ =arg min {||H]]; : K€K} (2.56)

*

e portanto p? = J*.

Prova : Como pelo teorema anterior, Tr (RW) > ||H||Z para qualquer W € Cy, 86
precisamos mostrar que existe uma matriz W em C, tal que a igualdade se verifica.

Construindo a matriz
L L.K'
/x — fad [+ ‘)
” [ KL. KLK' } (2:57)

onde K = (D{D,)"*B,P, P = L, sendo a solucao definida positiva da equacio de
Riccati
A'P+ PA~ PBy(D\Dy)'B,P + C,C, =0 (2.58)

e L. é a solucdo da equacdo de Lyapunov
(A—B,K)L.+ L{A— B,K) + BB, =0 (2.59)
E ficil verificar que W e (e

Tr (RW*) = Tr (CiCyLe+ D\ D1 KL K')
(2.60)
= Tr (C,L.C! + DiKL.K'D!)

que, com a condi¢ao de ortogonalidade C7D; = 0, fornece

TI' (RW*) = r.[‘l' {(C} - DlK)Lc(CI - D;K)’} - rI\l‘ (B;LOBI) - J* (261)
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Algumas observagoes importantes se fazem necessarias. A primeira delas diz res-
peito a unicidade da sohicado do problema (2.41), no caso N = 1. Como o problema
é convexo, mas nao estritamente convexo, potencialmente poderiamos obter ganhos
diferentes como solugao do problema, mas esse {ato nunca ocorre. Para mostrar isso,
vamos assumir que existe uma solucao W # W* € C; tal que Tr {R(W — W)} = 0.
Tomando o ganho K associado a solugao W, calculando a funcio de transferéncia
em malha fechada e sua norma Hs, e levando em conta que o problema (2.36) admite
uma Unica solugao, temos

J* = min {|H| : K€K}
(2.62)
< IHIE < Tr (RW)

o que implica numa contradicao, ja que assumimos J* = Tr (RW").

QOutro fato importante a ser ressaltado € que, com o teorema 4, podemos obter
uma solu¢do para o problema de custo garantido, com a minimizacao de um lmi-
tante superior da norma Hy da fungdo de transferéncia para qualquer par (A, B;)
admissivel, isto €,

2

peo= m“i/n {Tr (RW) : W e ()}

= mip {8 RN <8, WeC)
’ (2.63)

Vv

%HKI] {8« |HIE<B. (A~ ByK) quad. estivel ,¥ F ¢ D}

> min max {I[H|} : (A~ ByK) quad. estavel }

que permite concluir que a solucdo proposta para o Problema 2 através do teorema
4, na verdade determina o menor valor da norma H, para o pior caso definido por
F € D. Além disso, o problema a ser resolvido {2.41) é convexo, podendo ser
tratado numericamente por imimeros procedimentos, como por exernplo, al goritmos
de linearizacao externa, um dos quais sera visto mais adiante.

2.4 Conclusao

Neste capitulo, mostramos que é possivel resolvermos problemas de controle
6timo de sistemas sujeitos a incertezas paramétricas, através de métodos de pro-
gramagéao convexa. Este fato é muito importante, na medida em que os problemas
tratados néo podem ser resolvidos por meio de ferramentas classicas, como por e-
xemplo a equagao de Riccati. As incertezas paramétricas consideradas sio definidas
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a partir de conjuntos convexos poliedrais. Podemos afirmar gue este modelo de in-
certeza é suficientemente geral para que as mais diversas situagoes encontradas na
pratica possam ser consideradas. Por exemplo, se os parametros de um determina-
do modelo estiverem definidos através de limitantes maximos e minimos, é sempre
possivel modelar este fato a partir da definicio adequada das matrizes extremas de
um dominio convexo poliedral. Os resultados deste capitulo abrem a possibilidade
de outras generalizagbes que serao tratadas em seguida.



Capitulo 3

Controle Otimo com Limitagao
do Valor de Pico

3.1 Introducgao

O Problema Linear Quadratico (PLQ) tem sido muito estudado nas ultimas
décadas. Como consequéncia, muitas propriedades de sua solugao tém sido des-
cobertas. Como visto no capitulo 1, uma das mais importantes estabelece que a
solucio 6tima do PLQ pode ser apresentada como uma lei de realimentacao linear a
qual estabiliza o sistema em malha fechada. Esta pode ser numericamente determi-
nada achando-se a solucio definida positiva da equacio de Riccati a qual também
determina uma fungio quadratica de Lyapunov associada com o sistema em malha
fechada [2]. Recentemente, tem sido mostrado que o PLQ também pode ser resolvi-
do através de métodos de programagdo convexa [14]. Este fato é importante porque
é possivel entdo resolver o problema de controle com custo garantido, o qual leva-se
em consideracio incertezas convexas limitadas como visto no capitulo 2 e [9].

O problema discutido neste capitulo, primeiramente introduzido em [16], pode
ser visto como uma generalizagio do PLQ). De fato, definindo o operador V() com
dominio em £; como

Vihee) = /6 % () () dt (3.1)

onde V(k,.) é a resposta ao impulso da pertubagéio externa w € Lz na saida z{t) €
R4 e dada uma funcio de transferéncia em malha fechada H,.,, 0 objetivo é achar um
controlador que minimize a norma H; de H,,, enquanto mantém V{h,, ) limitado por
alguma matriz pré-estabelecida. Sob o ponto de vista estocastico, a interpretagao
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deste problema é simples. Este problema é reduzido & determinagao de uma le1 de
controle em malha fechada a qual! minimiza o erro médio quadratico da saida v(t)
sob a restricio da matriz de covariancia da saida z(f) ser limitada superiormente
por alguma matriz fixa, sendo a entrada w(t) um ruido branco com intensidade
unitaria. £ importamte ressaltar que uma outra interpretagao sob o ponto de vista

deterministico também pode ser feita em termos das normas L. (para maiores
detalhes veja [17} e [18]).

212 < a{V(ha)} ol (3.2)

onde &(-) é o valor singular mdximo de (-). E interessante ressaltar que para w € Ly
tal que ||wll; <1, entéo o valor singular méximo do operador V(-) impde um limite
superior para o valor de pico do sinal da saida.

Neste capitulo, mostramos como transformar o problema mencionado acima em
um problema convexo. Isto é feito de uma maneira geral envolvendo parametros
incertos adicionais pertencentes a dominios convexos limitados. Além disso, dois
métodos sio utilizados na determinacio da solugao étima global deste problema, que
s3o equivalentes, no sentido em que caracterizam um par de problemas Primal/Dual
onde nio hd a existéncia de gap de dualidade. O desempenho numérico de ambos
os métodos aqui propostos sio comparados com o utilizado em [18].

3.2 Preliminares

Seja o sisterna continuo no tempo descrito pela seguinte equagdo de estado

= Azr+ Byw+ Byu
Cg.’r + DQU)

— 0111)

= Diu

(3.3)

o W R
i

onde z € R é o vetor de estado, u € R™ é o vetor de controle, w € R é o vetor
de distirbio externo, y € R” é o vetor de saida e z € %, v € R s4o os vetores de
saida controlaveis. Todas as matrizes sao consideradas conhecidas e de dimensoes
apropriadas. As hipéteses DyBy =0, D,D; > 0, C]D; = 0 e D{D; > 0 sao também
feitas. O problema a ser resolvido é colocado como se segue. Achar uma fungao de
transferéncia do controlador H,,(s) tal que

min { [ Hull} © V(ha) ST} (3.4

De acordo com [18], duas situagbes diferentes sao consideradas. Na primeira, assu-
mimos que todo o vetor de estado esteja disponivel para realimentagao, ou s«ja

u=—Kz (3.5)
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a qual obviamente nos da que Hyy{(s) = ~K, onde K € ®"7" é um ganho constante
a ser determinado. Na segunda, a lei de controle é construfda a partir do controlador-
observador de estado

., = Azc+ Bou+ L (y— Cox.)
{ o = At (3.6)
Esta estrutura nos leva a
Hy,(s)=—-K [s] —(A—-LCy ~ BgK)}“iL (3.7)

onde K € R™*" e L € R™*" sho ganhos constantes. Note que em ambos os casos, 0
problema (3.4) pode ser reduzido a um problema de programagao convexa. A prin-
cipal contribuicao deste capitulo é a transformagéo deste problema em um problema
convexo equivalente. Finalmente, como em [18], a restri¢io de covariancia de saida
em (3.4) é mudada para Vp(he) < Y onde o subindice “D” significa que somente
o bloco diagonal de cada matriz é retido. A interpretagao desta restrigao ¢ simples
e importante. O vetor z é decomposto em um certo ntmero de sub-vetores, cada
umn definindo uma nova saida com covaridncia limitada para cada bloco diagonal de
Y=Yp.

Associado a (3.3), introduzimos novamente as seguintes matrizes aumentadas
Feﬁpxp,pém+ne6’€?ﬁ‘”m

1A =B _l0
AN o
bem como as matrizes simétricas semi-definidas positivas @) € RF*P, R € RP*P
BB, ¢ [ 0 O l
- , BR= , 3.9
@ [ 0 O } 0 DD, (39)

Assumimos que as matrizes () e R sao precisamente conhecidas. Por outro lado,
a matriz F, a qual define 0 modelo em malha aberta, pertence a wm dominio incerto
convexo limitado D, definido como anteriormente e em [7]

N N
N ) .
’D:{F : sz(gffhg,-za,Zg,-ﬁ} (3.10)
FEy | il

Isto é, qualquer F factivel pode ser escrito como uma combinagao convexa “das
matrizes extremas” F; ~ (A, By);, i =1---N. E claro que parao casode N =1, a
planta é precisamente conhecida. -

Como visto nos capitulos anteriores, a matriz W € RP*? particionada na forma

W, Wz]
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é simétricacom Wy > 0 € R, W, € RV™ e Wy € ™™, A matriz G € constante
e tem seu espaco nulo definido como em (2.10). Portanto, qualquer v € N(G') pode
ser escrito na forma v' = [z’ 0], onde z € R* é arbitrdrio. Finalmente definiremos
a funcio matricial linear @(W) = FW + WF' + Q e 0;(W) a qual ¢ a mesma que
©(-), mas com F sendo as matrizes extremas F; , 1= 1--- N,

3.3 Realimentacao de Estado

Nosso principal objetivo nesta segao é resolver o problema (3.4) assumindo que
u = — Kz, onde K é um ganho estabilizante e constante, isto ¢, K € K com

K2 {K e R™*" : A— ByK ass.est.} (3.12)

Definindo P = P' > 0 como o gramiano de controlabilidade, solugao da equagao
linear

(A— BoK)P + P(A— ByKY + BB, = 0 (3.13)

é simples verificar que

|Howll? = Tr (D;KPK'DY)
(3.14)
V(hzw) - C]PC{

De acordo com as equagdes acima, podemos observar que o problema (3.4) formulado
em termos das matrizes desconhecidas K e F nao € convexo, e consequentemente,
dificil de ser resolvido numericamente. A fim de contornar tal dificuldade teremos
que definir um novo conjunto de varidveis que transformarao (3.4) em um problema
convexo. Seja entao o conjunto

Co={W>0eR* : J/OW) <0, VGv=0} (3.15)
e temos o seguinte resultado.

Teorema 1: Considere o conjunto convexo

C}»’@Czn{m’] {Cl O}W[

<Y } (3.16)
Entao a solugio 6tima de

min { Te (RW) : W €y } (3.17)
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é tal que K" = WjW; ! resolve (3.4).

Prova : A convexidade de Cy segue imediatamente através da convexidade de C,.
Assumindo W como solugio étima global de {3.17), temeos

(A= B,W, Wi )Wy + WA — ByWW Y 4+ BB < 0
B (3.18)
CWC < T

€ como consequencia, para o mesmo ganho K = WIW/. !, o gramiano de controlabi-
lidade satisfaz W; > P e

|Howolf = Tr (D1KPK'DY)
< Tr («DIW&D;) (3.19)

< Tr (RW)

por outro lado, da equacdo {3.18) vem
Vih) = C1PCY

< oW (3.20)

< Y
A iltima parte da prova é feita por contradicio. Assuma W como sendo a solugao
6tima de (3.17), (K., .) a solugio 6tima de (3.4) e a inequacéio (3.19) estritamernte
satisfeita. Se isto € verdade, de (3.14) temos

Tr (LK. P.K.D)) < Tr (RW) (3.21)

entretanto, desde que
. P.  PK ‘
W=l k.p Kpks|S% (3:22)

isto € impossivel e a prova do teorema est4 completa.

A mmportéancia deste resultado é evidente. O problema (3.4) é equivalente ao pro-
blema convexo (3.17). Como consequéncia importante sua solucdo global pode ser
facilmente calculada por qualquer método de programacao convexa. Neste trabalho
tal solucdo serd resolvida por uma técnica de linearizagao externa a qual leva em
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consideracao a estrutura particular de Cy. Finalmente, note que para Y —+ 400, 0
conjunto factivel Cy se aproxima do conjunto Cz. Neste caso, o problema (3.17) € 1e-
duzido ao classico problema de controle étimo H; como visto nos capitulos anteriores
e apresentado em [14].

Desde que, como dito anteriormente, o problema primal (3.17} é convexo, a teoria
de dualidade pode ser usada para a definigao de sua representacao dual, a qual €
equivalente & versio primal no sentido de que suas solucoes étimas sao iguais. Com
este intuito, chamando @ = Q' > 0 a matriz de variaveis duais associada a restrigao
de inequacéo em (3.16) e definindo

Ro = {Cigcl D;JDl} (3.23)
temos
min {Tr (RW) : W eCy} = max{®(Q) : @ =0} (3.24)

onde a funcgio dual (matriz-valor) é dada por
®(Q) = min{Tr (ReW) : We(Cy} — Tr (QY) (3.25)

Para Q = Q° > 0 dado, a determinacéo da fungao dual depende da solugdo numérica
do problema linear quadratico cldssico. Além disso, a fungao dual é concava no
dominio convexo Q > 0 e o subgradiente pode ser facilmente calculado [5]. De fato,
assumindo que a minimiza¢ao em (3.25) fornece W = WO para Q@ = @Y, temos
entao?

&(Q) = min {Tr (ReW —QY) : W €Cy}
< Tr (BoW° - QY) (3.26)

< BQY)HOWC =Y Q- Q)

a qual é valida para todas matrizes definidas nao negativas () e Q°. Consequente-
mente &(Q) é concava e

CiWRC; -Y € 89(Q") (3.27)

onde G®(Q"} denota v conjuntc de subgradientes da funcéo dual em @Q". Baseado
nos resultados acima, é simples verificar que o problema dual (3.24) também pode
ser resolvido por qualquer método de programagao convexa.

Neste trabalho, a técnica de linearizagho externa é usada a fim de se obter a
solucdo étima global. Neste momento, € importante compararmos nossos resultados

1A notagdo (-, -) significa produte interno de matrizes com dimensdes apropriadas.
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com os obtidos em [18]. De fato, as condigdes de otimalidade do problema (3.24)
sio satisfeitas se e somente se existem W e () tais que

W = argmin {Tr (RgW ~ QY) : W €y}
W C <Y
(C;chi —"? 5 Q) = ()

Q=0

Usando os resultados de [14] junto com aqueles obtidos através do teorema 1, pode-
mos observar que W em (3.28) é dada por

P PK
W= [ KP KPK’} €ly (8-29)

onde K = (D} Dy)"' B}V, com V sendo a solugao definida nao negativa da equagdo
de Riccati
AV + VA= VBy(D{Dy)' BV + C1QC, =0 (3.30)

e P é a solucio definida positiva de (3.13). Além disso, as demais restrigbes em
(3.28) sdo equivalentes a

(CiPC,-Y)Q =0 (3.31)

levando exatamente as mesmas condicbes necessarias (e suficientes) de otimalidade
dadas em [18]. £ claro que tal conclusio pode ser colocada desde que o problema em
questao é convexo e nao héd gap de dualidade. E interessante notar que através dos
resultados obtidos acima, V @ = @° > 0, a funcdo dual e um elemento do conjunto
de seu subgradiente podem ser facilmente calculados usando as solucbes da equagao

de Riccati (3.30) e da equacio de Lyapunov (3.13) levando a

Q%) =Tr (BjVB - Q" Y)
(3.32)
CPC T € 09(QY)

Na préxima secio, os resultados acima sio generalizados a fim de abranger modelos
mais realisticos.

3.4 Generalizagoes

O primeiro caso a ser considerado nesta secio é definido a seguir. A restri¢ao
V(h) <Y no problema (3.4) é alterada para (para maiores detalthes veja [18])

Vp<Yp (3.33)
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Particionando 'y de acordo com a estrutura acima, composta por M blocos, temos
o seguinte corolario do teorema 1.

Coroléario 1 : Seja o conjunto convexo Cy definido como

"
Cii

0 <Y, i=1---M} (3.34)

Cr2C N {W [ Cu o]w[

Entéo a solugio étima do problema (3.17) é tal que K = W)W, resolve (3.4) sujeito
as restrigbes (3.33).

Prova : Imediata a partir de (3.1), (3.33) e teorema 1.

O dual do problema acima é simples de ser obtido. Realmente, desde que as restricoes
de inequagoes em (3.34) sdo desacopladas, a varidvel dual associada deve ser bloco
diagonal, isto é, Q = @p. O problema dual é entéo

max {®(@p) : ¢p >0} (3.35)

E ébvio que o problema (3.35) é mais facil de ser resolvido do que o problema
dual bésico (3.24). Isto é verdade porque a restricio ¢/ = (Jp reduz o nimero de
variaveis livres a serem determinadas. Além disso, os valores da funcio dual e de
um subgradiente para qualquer matriz factivel Q° > 0 podem ser ainda calculados
de acordo com (3.32).

Focalizaremos agora nossa atencdo a generalizacio do resultado anterior para o
caso de sistemas de controle incertos. Assumiremos que as incertezas sao convexas
e limitadas como definido na secdo 2. O principal objetivo € resolver a versdo do
custo de controle garantido para o problema (3.4). Tal proposi¢ao pode ser colocada
como se segue. Achar um controle de realimentacio de estado tal que

IHJE<p? , V(ha) <Y, YFED (3.36)

onde z > 0 sendo o menor possivel. Neste momento, é importante dizer que os
resultados fornecidos em {18} ndo conseguemn resolver tal problema. Por outro lado,
o seguinte corolario para o teorema 1 nos da sua solucéo Stima global, restrita ao
caso de estabilidade quadratica. Isto é, somente uma matriz W é usada para testar
a estabilidade e para definir um limite superior para a norma H; da funcao de
transferéncia em malha fechada para todo F € D factivel.

Coroléario 2: Seja o conjunto convexo Cy definido como

cyé{ﬁcg,}n{wz[c} (}]W[O{}SV} (3.37)

i=1
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onde Cy; é 0 mesmo que Cy porém com F mudado para F;, ¢ =1--+N. A solugao
4tima do problema (3.17) fornece K = WW, 1 e u? = Tr (RW) o qual resolve o
problema (3.36).

Prova : Segue em paralelo com a prova do teorema do custo garantido primeira-
mente introduzido em [9]. A idéia principal é que o sistema incerto em consideragao
é quadraticamente estabilizavel se e somente se

N
() Cu 6 (3.38)

(-3

Além disso ||[Hopl2 < Tr (RW) e V(h,) <Y , VW € Cy e F € D. A prova estd

completa.

Uma vez mais, podemos dizer que nenhuma dificuldade é adicionada no problema de
otimizagdo inicial para o caso de sistemas lineares com incertezas limitadas convexas.
Note entretanto, que o problema primal (3.17) é mais facil de ser resolvido do que
a versao dual. Isto ocorre devido as equagdes (3.26) néo serem mais verdadeiras.

Estamos aptos agora a analisar a dltima generalizagio de nossos resultados.
Consiste na solucio do problema (3.4) através do controlador basico observador de
estado (3.6). Com este intuito, seguindo [11] consideremos o ganho L como sendo o
ganho étimo do filtro de Kalman dado por

L= XCy(DDyy™! (3.39)
onde X ¢ a solucdo positiva e simétrica da equagao algébrica de Riccati
AX + XA — XCHD DY) o X + BBy = 0 (3.40)

Isto nos leva & determinacio do ganho 6timo K € K. O resultado seguinte, o qual
é uma conseqiiéncia do proposto em [15] é a chave para a sua determinacao.

Lema 1 : Assuma que o controlador observador bésico (3.6) seja conectado ao
sistema em malha aberta (3.3) com ganho do observador dado por (3.39). Entao,
VK € K temos
HHan% = Tr (DII{XCAMD;)
(3.41)
V(iho) = CiXC) 4 CLX.CF

onde X, € R"*" é a solucgho definida ndo negativa da equacio de Lyapunov

(A~ BoK)X, + X(A— ByK) + L(D; D)L =0 (3.42)
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Prova : Definindo o vetor de estados aumentado associado ao sistema em maltha
fechada como sendo

. T — T, .

F o [ } (3.43)

o comportamento dinamico das saidas controladas devido & uma perturbacao externa
é

i = Ai+ Bw
z = Ci (3.44)
v = Dz
onde as matrizes do sistema sao dadas por
fiz A‘“‘"LCQ 0 ) : B: Bi—LDz
B, K  A- BK B
{3.45)
C=[0o ] , D=[DK -DiK]

Desde que K € K e L é dada por (3.39) entéo, A é assintoticamente estivel. Como
conseqiiéncia, a solugio definida positiva da equagao de Lyapunov

AP+ PA'+ BB =0 (3.46)

nos permite determinar imediatamente ||Hy,|i2 = Tr (DPD') e V() = CPC".
Entretanto, algumas simples porém tediosas manipulacoes algébricas, mostram que
P pode ser fatorizada como

Pz{X X } (3.47)

X X+ X

onde X, é a solugio definida nioc negativa da equacdo linear (3.42). O lema €
entao provado pelos célculos das férmulas acima para as matrizes dadas em (3.45)
juntamente com (3.47).

Do lema 1, é simples verificar que o problema de controle via realimentacao de saida
pode ser reduzido ao problema de controle via realimentacao de estado anteriormente
visto. De fato, uma vez que o par (X, L) seja determinado através de (3.39) e (3.40),
entao '

1Howll} = [ DiK [sT (A= B2K)J™ LDyl (3.48)
Desde que a primeira parte do lado direito de (3.48) é constante, e levando em
consideragdo (3.41), concluimos que a determinacao de K € K {o qual resolve (3.4)),
pode ser reduzida ao caso de realimentagao de estado fazendo a mudanca da matriz
B para LD; e da matriz Y para Y — C; XC}. Este é exatamente o resultado obtido
em [18]. E importante ressaltar que o problema acima pode ser resolvido tanto pelo
método primal como o dual vistos na secao 1.3.
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3.5 Conclusao

Neste capitulo, mostramos que o problema de controle étimo sujeito a restrigoes
de covariancia da saida, primeiramente introduzido em |18}, pode ser convertido em
um problema convexo. Este fato é de grande importancia pois, além de resolver
problemas precisamente conhecidos como no caso de [18], ainda torna possivel a
resolugao do mesmo problema envolvendo incertezas convexas limitadas. Problemas
onde a restrigao de covaridncia é aplicada somente em algumas componentes de in-
teresse da saida sdo também resolvidos. De acordo com a teoria de convexidade, as
versoes primal e dual deste problema sio obtidas. No préximo capitulo, apresenta-
mos um método de programacao convexa utilizado na resolugao de tais problemas
e a solucéo de trés exemplos ilustrativos.



Capitulo 4

Método Numérico e Exemplos

4.1 Introducgao

Nesta segdo apresentamos um método de linearizagio externa para a resolugao
dos problemas convexos tratados anteriormente. E um método do tipo planos de
corte, cuja idéia central é resolver uma série de programas lineares, cujas solugoes
convergerm para a solugdo do problema original. Este método vai gerando hiperpla-
nos que aproximam gradativamente o conjunto de solucgdes factiveis, num processo
conhecido como linearizacao externa.

Sua principal caracteristica é que trata-se de um método semelhante ao método
dual, no sentido em que caminha de solugao infactivel em solucio infactivel, aumen-
tando o valor da fungdo objetivo a cada iteracdo. Quando, dentro de uma certa
precisao, atinge-se uma solugao factivel, essa sera a solucdo Stima do problema o-
riginal. Entretanto, para que este método seja utilizado com sucesso, é necessario
que o problema a ser tratado seja convexo.

4.2 Método de Planos de Corte

Podemos formular de uma maneira geral os problemas convexos mencionados
anteriormente couo

min {f(W) : W €} (4.1)

onde f(-) é convexa em W pertencente a um conjunto convexo C. Devido & con-
vexidade, podemos dizer que, dado um elemento Wy que nao pertence ao conjunto
C, sempre ¢ possivel calcular um hiperplano que separa Wy de C (veja figura 4.1).
Considere o problema (4.1) na forma particular
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Figura 4.1: Planos de Corte

min {Tr (RW) : W € (3} (4.2)

onde o conjunto C; é definido como

N
= M Ca (4.3)
[£3]
€OoIm
Cor ={W =W >0 R : v’ O0u(Wh <0, VGv=0) (4.4)
e
OuW)=FW+WF +Q,i=1---N (4.5)

onde as matrizes F; | ¢ = 1--- N representam os modelos dinamicos em malha aberta
que definem o dominio de incerteza considerado. Observando que as matrizes W
sao particionadas como
W= [ ML } 4.6
=|\w w, (4.6)
e ainda que W € RP*? é simétrica, o niimero de elementos distintos que irdo cons-
tituir as variaveis do problema de otimizacgao é dado por

Nyar = m’g““ti)” (47)

Sendo a func¢ao objetivo do problema em consideragio linear, podemos reescrevé-la
na forma

Tr (RW) £ cw (4.8)
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onde ¢ € R™er é obtido a partir dos coeficientes da matriz R e w € R™ é obtido
através dos elementos da matriz W. Estes vetores dependem dos elementos da
parte triangular superior de cada uma destas matrizes por serem simétricas. Assim,
o nimero de elementos a determinar em w € igual a n,,,. Vamos agora mostrar o
calculo das equagoes dos hiperplanos separadores entre Wy ¢ C; e ;. Neste sentido,
observe que Cy é definido como sendo a intersec¢do de um nimero finito de conjuntos
convexos. Assim sendo, o hiperplano que separa uma determinada matriz de um
conjunto também a separa da intersecgao de todos os conjuntos. Consequentemente,
devemos calcular hiperplanos separadores para cada conjunto que define C;

e Restricio W > 0 : Com a fungdo f(W) = Apa(—W) observamos ime-
diatamente que f{W) < 0, se e somente se, W > 0. Considere Wy tal

que f(Wp) > 0 e vy € R? um autovetor com norma unitéria associado a
Amaz{—Wo). Assim sendo, ¥V Wy € RP*? temos

fW) = max ((~Wo : o] =1}

> —uyWug (4.9)

2 f(Wo) + (—vovp , W—Wo)

" que, com W arbitriria implica em que f(W) seja uma fungao convexa. O
sub-espaco que contém o conjunto das matrizes simétricas W > 0 é portanto
dado por!

(—vovg , W) <0 (4.10)
E claro que a desigualdade acima pode ser escrita na forma a’w < 0 onde
w € R™er é a varidvel anteriormente definida.

# Restrigdo v'0y,(W)v < 0 para todo v tal que G'v =0 : Definindo agora
a funcao

fWY = max {VOu(W)v : Gv=0, ||v]=1} (4.11)

verificamos facilmente que f{(W) < 0, se e somente se, 0,(W) < 0. Conside-

rando W, tal que f(Wp) > 0 e vy € R a solugdo 6tima do problema acima,
¥ W € RF*P temos

FW) 2 v502:(W)ve
2 f(Wo) 4+ v[00(W) — 02 (Wo)ug
(4.12)
> f(Wo) +vo[Fi(W — W) + (W — W) F]ug

> f(Wo) + (Flvovf + vovpFy , W — W)

1A notagdo (Y, X} = Tr (Y'X) indica o produto interno de matrizes com dimensdes apropriadas.
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Novamente podemos concluir que f(W) é convexa. O sub-espago que contém
W satisfazendo a restricao acima é dado por

(Flvovy + vovFy , W) < ~vQuo (4.13)

Com estes resultados podemos afirmar que para ¥V Wy € Cy, a seguinte restri¢ao
linear define um sub-espaco que contém C;

(Xo, W) < 5o (4.14)

onde Xg € RP*P e fy € R sdo determinados a partir de qualquer restricao que esteja
violada para W = W,. Sem perda de generalidade consideraremos sempre que a
desigualdade (4.14) sempre estara associada a restrigao mais violada. Esta escolha
melhora o desempenho numérico do algoritmo dado a seguir.

s Passo 1: Determine um conjunto poliedral convexo Py tal que Py O C; e faga
o indice de iteracgoes k = 0.

¢ Passo 2: Resolva o problema de programacao linear
Wi 2 argmin{Tr (RW) : W € P} (4.15)

Se o problema acima é infactivel, o problema inicialmente proposto nao admite
solu¢ao. Por outro lado, se Wi € Cy, pare; Wy € a solugao 6tima procurada.

e Passo 3: Determine um hiperplano que separa o ponto Wy de C; e defina
Phiy1, isto é
Prgr =P {W = (X, W) < 5i} (4.16)

Faca k «+— k + 1 e volte ao passo 2.

Neste ponto, é importante ressaltar alguns aspectos do algoritmo acima. Em primei-
ro lugar, a determinacao de Py € muito simples na medida em que n,,, hiperplanos
separadores de W > 0 podem ser calculados a partir de (4.10). Estes mesmos hi-
perplanos também sao separadores em relagao ao conjunto C. A sua convergéncia
global pode ser estabelecida seguindo em linhas gerais a prova de convergéncia do
algoritmo de Kelley [13]. No nosso caso existe uma pequena dificuldade devido & nao
diferenciabilidade das funcoes f(-) anteriormente definidas. Ademais, observamos
que a sequencia de politopos Py, kK =0,1,--- satisfaz

PooPiDPeo--D0 (4.17)

implicando em que a sequéncia dos valores minimos da fungao objetivo do problema
linear (4.15) seja nio decrescente e limitada superiormente pela solugio 6tima do
problema convexo que estamos resolvendo.
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Em linhas gerais, este algoritmo pode ser utilizado para resolver as versbes pri-
mais dos problemas de controle étimo introduzidos nos capitulos anleriores. Peque-
nas modificagdes devem ser incorporadas para resolvermos por exemplo o problema
de controle 6timo com limitacdo no valor de pico. Neste caso, basta trocar o conjunto
C, por Cy e calcular o corte correspondente.

O problema dual também pode ser resolvido pelo mesmo método. Para isso,
devemos reescrevé-lo na forma

max {g : (. Q) € epi D} (4.18)
onde epi ® € o epigrafo da funcéo concava dual ®(Q). Isto é
ept @ = {{11,Q) : ®(Q)=p, Q >0} (4.19)

¢ um conjunto convexo. De (3.26), é simples observar que para qualquer par
(e, Q) € ept @, existe um escalar o e uma matriz simétrica Ay, tal que o hi-
perplano

(A, Q) —p =y (4.20)
separa o ponto (g, k) do conjunto factivel epi ®. Consequentemente, o problema
dual (4.18) pode ser aproximado por

max {g : (Ap, Q) ~p 2o, k=0,1,--} (4.21)

o qual é um problema de programacao linear com um numero arbitrario de res-
trigbes. Assuma que tal problema foi resolvido para um certo nimero de restrigées,
obtendo-se a solugao étima (px, Q). Se este ponto € factivel, isto é, (ux, @r) € epi @,
entdo a solugao étima global do problema dual foi alcancada. Caso contréario, gera-se
um novo hiperplano separador, adiciona-se uma nova restri¢ao linear em (4.21) que
é resolvido novamente. Este procedimento é similar ao anteriormente apresentado
devendo portanto, ser classificado como o procedimento de planos de corte aplicado
ao problema dual. Para detalhes a respeito de sua convergéncia veja [13]. E im-
portante adicionar que em nossa implementacao numérica, consideramos a restricao
adicional ¢ < 7, onde g € um pardmetro usado a fim de evitarmos chegar a solugdes
ilimitadas no comeco do processo iterativo,

4.3 Exemplos Numéricos

A fim de ilustrarmos a teoria intraduzida anteriormente, nesta secao solucio-
namos trés exemplos numéricos. O primeiro deles, diz respeito ao controle com
limitagao do valor de pico da saida para um sistema de segunda ordem com baixo
fator de amortecimento. Nosso objetivo é interpretar e evidenciar a importancia
da restricdo {3.2). Em seguida, resolvemos dois exemplos numéricos retirados da

literatura e que permitirao uma analise comparativa do desempenho numérico do
algoritmo proposto neste capitulo.
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4.3.1 Exemplo 1

Considere o seguinte sistema de segunda ordem descrito emn termos de transfor-
mada de Laplace

) 2
Z(S) = WE ('EU(S) -+ 'M(S))
(4.22)
ols) = pu(s)
Sua representacao em varidveis de estado pode ser colocada na forma
T = Az+ Byw -+ Byu

= DIU

onde, com w, = 1, { = 0.1 e p = 10, as matrizes indicadas sao dadas por

A:[_Ol wé_z} , le[?] | Bzm[{” (4.24)

10 0
0 0 10

Supondo que as duas varidveis de estado estejamn disponiveis para realimentacéo,
primeiramente determinamos o ganho de realimentacao 6timo resolvendo o seguinte
problema linear quadrético classico.

min /Ooo[z(t)'z(t) +v(tYv(t)] dt (4.26)

Obtemos entao
Kvi = [ 0.0050 0.0236 | (4.27)

Por outro lado, resolvendo pelo método de planos de corte anteriormente introdu-
zido, o problema de controle 6timo com a limitagao do valor de pico ||z||%, < 0.25,
obtemos

Kpico = | 0.6841 0.9876 | (4.28)

Na figura seguinte, mostramos a simula¢io do sistema em malha fechada para os
dois ganhos acima especificados, cousiderands como pertubacio

w(t) = '/ (4.29)

que satisfaz {w|j; = 1. Devemos observar que o valor de pico do sinal de saida
correspondente ao ganho K,;. ¢ maior que 0.5. Isto indica que a restrigio acima

imposta ¢, neste caso, violada. Por outro lado, para o ganho de realimentacao K.,
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aquela restricido é agora satisfeita com pequena folga. Ademais, a segunda solugéo,
correspondente a K., nao apresenta qualquer oscilagao. Isto se deve ao fato que o
parametro p influencia enormemente na solugiao do problema linear quadratico no
sentido de que para p grande (por exemplo p = 10} o ganho de realimentagdo 6timo
tende a ser pequenc e o sistema em malha fechada apresenta um comportamento
dindmico muito préximo do sistema em malha aberta que é muito oscilatério devido
a seu baixo fator de amortecimento. O problema de controle 6timo com limitagao do
valor de pico é muito menos sensivel as eventuais ponderagoes levadas em conside-
ragéo, na medida em que a limitagao do sinal de saida é explicitamente considerada.

0 5 16 15 20 25
t{seg)

Figura 4.2: Simulag¢do do sistema em malha fechada

4.3.2 Exemplo 2

Uste exemplo fol retirado de [18]. Trata-se de um sistema linear com parametros
perfeitamente conhecidos cujo modelo é dado por (3.3) com

6 1 0 | 0 00
A=|-1 —01 1 , Bi=|00 (4.30)



Método Numérico e Exemplos 57

105 0 0
0 0 1 0
0 0 i
C:=[110], Dy=[A0T 0] (4.32)

Nosso objetivo é comparar o desempenho numérico do método proposto neste traba-
lho com aquele do algoritmo BOCC proposto em [18]. Em primeiro lugar resolvermos
o caso de realimentacao de estado, com

0.025 0 0 100
Y=, 0 0050 0 |, Yp=]011 (4.33)
0 0 0.050 011

Em todos os casos descritos na tabela (4.1) obtivemos

0.0250 0.0000 0.0000
(4.34)

V(hew) = | 0.0000 0.0490 0.0021
0.0000 0.0021 ©.040

ficando evidenciado que a solugao obtida € de fato factivel. A tabela (4.1) nos da

maiores informagdes no que diz respeito ao comportamento numérico de cada algo-
ritmo.

Algoritmo Custo | Itera¢des | Mflops Ganho
BOCC 0.0427 43 0.2392 1 0.0548 1.4307 0.1421
a=100,3 =60.1
PRIMAL 0.0426 47 (.5240 | 0.0714 1.4312 0.1344
DUAL 0.0427 13 0.4117 | 0.0538 1.4199 0.1410

Tabela 4.1: Realimentagéo de Estado
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Para o caso de realimentacao de saida consideramos

0.040 0 0
Y=1] 0 00625 0 (4.35)
0 0 0.0625

e a mesma matriz Yp. Novamente, em todos os casos chegamos a

0.0386  0.0000 0.0000
V(hs) 2 | 0.0000 0.0503 0.0035 (4.36)
0.0000 0.0035 0.0615

e como acima, as informacdes referentes ao comportamento numérico de cada algo-
ritmo sdo dadas na tabela (4.2).

Algoritmo Custo | Iteracoes | Mflops Ganho
BOCC 0.0277 35 0.2082 | 0.0502 1.4836 0.1573
a=100,8=0.1
PRIMAL 0.0277 43 0.4304 | 0.0255 1.4474 -0.1118
DUAL 0.0277 25 0.4005 | 0.0499 1.4785 0.1569

Tabela 4.2: Realimentacao de Saida

E preciso salientar que ao contrério dos algoritmos PRIMAL e DUAL, o algorit-
mo BOCC depende de dois parametros, a e §, que devem ser estipulados a priori.
Além de nao existir nenhum procedimento para a definicao desses parametros, seus
valores influenciam marcadamente o desempenho do algoritmo. Nas tabelas anteri-
ores, usamos os valores a = 100 e # = 0.1 fornecidos pelos autores. Acreditamos, a
partir de vérias simulacoes realizadas que estes valores sdo os melhores possiveis no
gue diz respeito a minimizar o namero de iteragdes requeridas até a convergéncia
do algoritmo BOCC. Para tornar mais enfatica esta afirmacio tentamos resolver o
mesmo problema via realimentacao de estado com o = 10 e § = 0.1. Neste caso o
niumero de iteragoes sobe para 436 com um esforgo computacional dado por 2.4262
Mflops. Se anteriormente o algoritmo BOCC tinha um melhor desempenho que os
algoritmos PRIMAL e DUAL, agora seu desempenho torna-se muito pior. I impor-
tante salientar que os algoritmos aqui propostos nao dependem de qualquer tipo de
inicializa¢ao ou de pardmetros a serem definidos pelo usuério.

4.3.3 Exemplo 3

Este exemplo foi retirado de [10]. Trata-se de um sistema incertc com oito ma-
trizes extremas F; , ¢ = 1,---,8. Seu modelo é dado por (3.3) com
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Z0.0366 0.0271  0.0188 —0.4555
0.0482 —1.0100 0.0024 —4.0208
A=1 01002 4 —07070  p (4.87)

0 0 1 0

0.4422  0.1761 0 0.4422  0.1761
| 35446 —7.5922 0 _ ps =759 ﬂ
Bi=1 55900 4.49000 0 |®@ D= | _5.520 4.49000 (4.38)
0 00 0 0

1000 0 0

0100 00
G=lyo0o00l> =110 (4.39)

0000 01
C;=[0100], D=[+01 0] (4.40)

onde os parametros p;, ¢ = 1,2,3 sdo tais que p; € [—0.3619, 1.3681], p, €
[1.2200, 1.6200] e py € [2.7446, 4.3446]. Note que as incertezas consideradas a-.
qui sac vinte vezes maiores do que em [10]. Resolvemos em primeiro lugar o caso de
realimentagao de estado do problema (3.4) para o sistema nominal em malha-aberta
com Y = 4 x Ipyy e Yp = [Yi; = 12497 Para tal, usamos o algoritmo BOCC (18]
e os algoritmos PRIMAL e DUAL aqui propostos. Em todos os casos obtivemos a
mesma solugao otima,

Kﬁ[o.%og 0.2675 —0.2060 wﬂ.4123}
T 0.0032 —0.8330 —0.0022  ©.3922
(4.41)
4.0000 0.000@}

Vikaw) = [ 0.0000 4.0000

A tabela (4.3) fornece maiores detalhes no que diz respeito ao comportamento
numérico de cada algoritmo usado.

2Para o sistermna nominal, p; = 0.3681, p» = 1.4200 e p3 = 3.5446.
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Algoritmo Custo | Iteracoes | Mflops
BOCC 4.3694 420 4.5916
o=001,57=01
BOCC 4.3694 840 9.1835
a = 0.005, 8 = 0.1
PRIMAL 4.3696 125 14.401¥%
DUAL 4.3695 98 3.6299

Tabela 4.3: Realimentacio de Estado

Para o caso de realimentagdo de saida, consideramos Y = 12 x Ly;. Chegamos
sempre & mesma solugao otima

K~ 0.2115 00473 —-0.2305 -0.4781
1 —-0.2712 —-0.2049  0.0925  0.4207

(4.42)
12.0000  0.0000
Vikeu) "[ 0.0000 12.0000]

e a tabela (4.4) novamente nos da maiores detalhes referentes ao comportamento
numeérico de cada algoritmo utilizado.

Algoritmo Custo | lteragdes | Mflops
BOCC 4.0069 162 1.7477
a=1001,3=01
PRIMAL 4.0071 131 14.8447
DUAL 4.0069 76 3.2477

Tabela 4.4: Realimentacao de Saida

Algumas observagoes sdo necessarias. Como ja comentado anteriormente, o algo-
ritmo BOCC ¢ eficiente mas sua eficiéncia depende crucialmente dos pardmetros o
e 3. Na tabela (4.3) podemos verificar que uma pequena mudanga no parametro o
pode causar um enorme crescimento no nimero de iteragdes ou até mesmo divergir.
Neste exemplo, o algoritmo BOCC oscila se & = 0.05 e § = 0.1 sao usados. A
principal desvantagem do algoritmo BOCC quando comparado com o PRIMAL e
DUAL € que a determinacao dos parametros « e § nao é facil, permanecendo até
agora uma questdo em aberto [18]. Em nossa opinio o algoritmo DUAL parece ser o
mais eficiente para a resolugio do problema em questao. Infelizmente, ele nio pode
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ser aplicado na solugdo do mesmo problema envolvendo incertezas parameétricas, o
qual é também, exatamente o caso do algoritmo BOCC. Por esta razao, o proble-
ma incerto, anteriormente definido serd resolvido somente pelo algoritmo PRIMAL.
Obtivemos o ganho étimo

0.1069 0.2284¢ —0.2799 —0.4468

K=100117 —09503 —0.0330 0.4316

(4.43)

A tabela (4.5) nos d4 maiores detalhes a respeito da solugéo do problema (3.4) para o
sistema incerto definido anteriormente. Note que o algoritmo PRIMAL é realmente
eficiente numericamente. De fato, o nimero de flops na tabela (4.5) é somente trés

Algoritmo | Custo | Iteragdes | Mflops
PRIMAL | 5.6961 227 33.3789

Tabela 4.5: Sistema Incerto

vezes maijor que o nimero de flops dado na tabela (4.3}, enquanto que o mimero
de modelos a serem manipulados é aumentado de um (sistema preciso) para oito
(sisterna incerto com oito matrizes extremas).

4.4 Conclusao

Este capitulo fol inteiramente dedicado ao estudo numérico do problema de con-
trole 6timo sujeito & limitacio no valor de pico da saida. O algoritmo apresentado
basela-se na convexidade do problema em questdo que permite assim estabelecer
hiperplanos separadores em relagdo a qualquer solucdo infactivel. Analisamos as
versoes PRIMAL e DUAL que sido numericamente manipuladas pela mesma es-
tratégia de otimizagdo (linearizagdo externa). O algoritmo apresentado temn con-
vergéncia assegurada e nao depende de nenhum procedimento de busca unidimen-
sional. A cada iteracdo, o maior esfor¢co computacional necessario concentra-se na
solugio de um problema de programacdo linear. Os exemplos ilustram as poten-
cialidades do método em comparacio com o algoritmo BOCC, ja disponivel na
literatura. Finalmente devemos enfatizar que, ao nosso conhecimento, pela primeira
vez o problema acima mencionado foi resolvido para sistemas incertos [6].



Conclusao Geral

Este trabatho tratou do problema de controle dtimo em norma H, consideran-
do duas generalizacdes importantes. A primeira delas diz respeito a introdugao de
modelos incertos e ao calculo do custo garantido minimo. A segunda diz respeito &
consideracio de restricbes sobre a trajetdria da saida, isto é, a incorporagéo de uma
limitagéo (a ser definida pelo usuério) no seu valor de pico, sem destruir a convexida-
de do problema original. Além dos resultados tedricos [6], implementamos as versoes
primal e dual de um algoritmo de programacao convexa baseado em planos de cor-
te. Os exemplos numéricos incluidos no capitulo quatro, permitem concluir que
o0s métodos aqui apresentados sio mais eficientes que um método classico existente
na literatura [18]. Esta afirmagio baseia-se em tentarmos resolver estes problemas
através dos métodos propostos neste trabalho, operando em condigdes que acha-
mos ideais para estabelecer uma comparacio isenta. Como ficou claro no capitulo
quatro, o método proposto em [18] pode ter um desempenho melhor desde que cer-
tos parametros sejam definidos em valores adequados. Estes valores dependem dos
dados de cada problema e nio sio determinados de forma sisteméatica. Convém
finalmente, uma vez mais, salientar que o tratamento de problemas de controle com
custo garantido e limitacao no valor de pico da saida, até o presente momento nio
tinha sido resolvido, constituindo assim em uma contribuicao do presente trabalho.
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