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Resumo

Neste trabalho sdo realizados estudos tedricos e aplicados dos reticulados e suas
partighes. Apos uma breve revisao de conceitos algébricos e geométricos sobre os reticulados e
suas partigoes, utilizando a terminologia correspondente para grupos abelianos, € desenvolvida
uma descricao explicita da estrutura algébrica de partiges arbitrarias de reticulados, incluindo
a utiliza¢@o de formas candnicas de matrizes inteiras. Em seguida, ap0s uma andlise da avaliacio
¢ da comparacdo de codificadores para o canal AWGN limitado em banda em termos de
desempenho e complexidade, sdo revistas sumariamente as formas gerais dos esquemas de
construgio existentes desses codificadores utilizando reticulados e suas parti¢des, evidenciando
as caracteristicas relevantes dos reticulados utilizados para a obtengio de codificadores de alto
desempenho e baixa complexidade. E proposto, entio, um esquema multinivel de construcio
de reticulados, que possibilita o desenvolvimento de um algoritmo de decodificagio por estiagios
de virios reticulados novos e conhecidos, para os quais sZo avaliados o desempenho ¢ a
complexidade. Verificou-se um substancial melhoramento do compromisso desempenho vs
complexidade, no sentido de ter trazido os reticulados construidos para mais proximo da atual
fronteira de eficiéncia de codificacio, composta pelos melhores codigos conhecidos para o canal
AWGN limitado em banda. Algumas extensdes do estudorealizado sdo indicadas para pesquisas
futuras.



Abstract

Theoretical and applied studies on lattices and their partitions are made in this work.
After a brief review of algebraic and geometric concepts on lattices and their partitions, using
the corresponding terminology for abelian groups, an explicit description of the algebraic
structure of arbitrary lattice partitions is developed, including the use of canonical forms of
integer matrices. Following this, after an analysis of the evaluation and comparison of encoders
for the bandlimited AWGN channel in terms of performance and complexity, the general forms
of the existing schemes using lattices and their partitions for the construction of these encoders
are summarized, emphasizing the relevant characteristics of the used lattices to get encoders
with high performance and low complexity. A multilevel scheme for lattice construction is then
proposed, making possible the development of a multistage decoding algorithm for various
known and new lattices, for which the performance and complexity are evaluated. A substantial
improvement in the tradeoff between performance and complexity was reached, in the sense of
taking the constructed lattices closer to the current efficiency frontier, which is set by the best
codes for the bandlimited AWGN channel. Some extensions of these studies are pointed out for
future investigations.
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Capitulo 1

Introdugao



1.1 Histoérico

Canais AWGN limitados em banda sio canais operados com altas relagdes sinal/ruido
e com numero limitado de dimensdes por unidade de tempo (Gallager [20], Wozencraft e Jacobs
[38], Viterbi e Omura [35]), que podem servir de modelo para vérios canais reais de importincia
comercial, em particular para o canal telefdnico, historicamente o primeiro canal sobre o qual
foram utilizadas técnicas de codificagio para canais AWGN limitados em banda. E interessante
notar que, embora o trabalho original de Shannon ([29]) tenha evidenciado um ganho potencial
da ordem de 9 dB em relacio a sinalizagdo PAM neste canal, apenas na ultima década pode-se
notar um esforco sério no desenvolvimento de técnicas de codificagio construtivas que podem
auferir fraghes considerdveis desse ganho teoricamente disponivel.

O primeiro passo substancial nesta diregéo foi dado por Ungerboeck ([33]), combinando
codigos convolucionais ¢ uma técnica de rotulagem dos sinais utilizados denominada
“mapeamento por parti¢io de conjuntos”, para obter ganhos de 3 dB a 6 dB, com uma larga
faixa de compromissos entre desempenho e complexidade, utilizando sinais unidimensionais e
bidimensionais. A combinagio de constelaghes de sinais multidimensionais com cédigos em
trelica passou também a ser explorada, ampliando-se assim aquela faixa disponivel de
compromissos (Forney e outros [18], Calderbank e Sloane [3], Wei [36], Formey [13]). A
combinacgio de codigos em bloco e cddigos em trelica com constelacbes multidimensionais
também tem sido explorada (Tanner [32], Calderbank [4]).

Em Forney e outros {{181) foi indicado, pela primeira vez, que todos os esquemas entio
conhecidos poderiam ser descritos por uma mesms forma de construgio, onde uma parte dos
simbolos de informaco € codificada por um codificador bindrio cuja saida codificada € usada
para selecionar um subconjnto em uma particio da constelagio utilizada e o restante dos
simbolos de informagio sdo usados para selecionar um sinal nesse subconjunto para transmissao
pelo canal, evidenciando que essas duas fases poderiam ser ajustadas de forma bastante
desacoplada. Calderbank e Sloane ([S]) observaram que muitos de tais esquemas de codificacio
poderiam ser obtidos utilizando constelagbes que fossem constituidas por pontos de reticulados
multidimensionais, e cujas partigdes correspondessem a partighes desses reticulados por
correspondentes sub-reticulados. Forney ({13]), entao, explicitou o desacopiamento acima para
essas construgdes baseadas em reticulados, criando o conceito de ¢odigo de classes laterais, gue
depende exclusivamente do codificador bindrio e da partigdo do reticulado utilizado, € que €
responsédvel pela maior parte do desempenho e da complexidade dos esquemas de codificacdo
baseados em reticulados.

Nesse trabalho so tratados aspectos teéricos e aplicados de reticulados e suas parti¢des,
em sua utilizaglo nesses esquemas de codificagio baseados em reticulados para o canal AWGN
timitado em banda.




1.2 Descrigao do trabalho

Inicialmente, no Capitulo 2, estabelecemos a terminologia e a notag@o adotadas neste
trabalho, revisando conceitos sobre reticulados e suas partigbes com a utilizagdo de conceitos
correspondentes sobre grupos abelianos e suas partigdes.

No Capitulo 3 € tratado um aspecto tedrico da partigo de reticulados, especificamente
a sua estrutura algébrica, que, ao lado de sua importincia tedrica, pode ter aplicagdes
relacionadas & construgio de reticulados e de codigos de classes laterais.

No Capitulo 4 sdo analisados os pardmetros para avaliagdo e comparagio de
codificadores para o canal AWGN limitado em banda, sendo entdo relacionados aos pardmetros
dos reticulados e suas parti¢des utilizados em esquemas de construgo, baseados em reticulados,
desses codificadores.

No Capitulo 5 sdo descritas as formas gerais de construgdo de reticulados, e uma
construgio multinivel € entdo proposta, sendo dados alguns exemplos de reticulados, novos e
conhecidos, que podem ser obtidos, sendo determinados seus pardmetros de desempenho.

No Capitulo 6 sio descritos os métodos gerais de decedificagac Gtima de reticulados, e
um algoritmo de decodificagio sub-6tima dos reticulados obtidos no capitulo anterior € entao
proposto, sendo avaliadas a degradagio decorrente em seus parimetros de desempenho € a
reducio de complexidade obtida, em relagio a algoritmos eficientes de decodificagio Gtimas
conhecidos.

Finalmente, no Capitule 7, sdo comentados os resultados obtidos, apontando-se as
possiveis extensoes desse trabalho para futuras investigagoes.




Capitulo 2

Reticulados e suas particoes



2.1 Introdugao

Este capitulo introduz os conceitos bdsicos sobre reticulados e suas parti¢Oes necessérios
a0 estudo dos proximos capitulos. Inicialmente sdo revistos, na Segao 2.2, alguns conceitos
elementares sobre grupos abelianos, para ent3o, nas Secbes 2.3 e 2.4, serem introduzidas as
caracterizagOes algébrica e geométrica dos reticulados e suas partigdes.

2.2 Conceitos elementares sobre grupos abelianos

Nesta breve revisio de conceitos elementares sobre grupos abelianos, sdo abordados
aspectos algébricos e geométricos, estabelecendo-se a notago e a terminologia gerais adotadas
neste trabalho.

Um grupo abeliano ([19],[31]) € um conjunto G sobre o qual é definida uma operagao
(denotada+) comutativa, associativa, com elemento identidade dnico (denotado 0) e com
elemento simétrico Gnico para cada elemento g € G (denotado (-g)). Um grupo abeliano € dito
ser finito se possuir um numero finito de elementos, denominado a2 ordem do grupo abeliano.
Um grupo abeliano H € um subgrupo de um grupo abeliano G (denotando-se H < G) se
H € G e se aoperag@oem H € a operagdo em G restrita a H. Todo subgrupo de um grupo abeliano
finito €, obviamente, finito.

Um subgrupo H de um grupo abeliano G induz naturalmente uma parti¢do de G: dois
elementos g,g’ € G sdo ditos congruentes modulo H (denotando-se g =g’ (MOD H)) se
(g + (—g’)) € H; esta relaglo € claramente uma relagdo de equivaléncia, ou seja, reflexiva,
simétrica e transitiva, e particiona G em classes de equivaléncia disjuntas, chamadas classes
laterais de H contidas em G; denota-se esta particio por G/H. Se tomarmos um elemento
g € G, qualquerelemento g’ € G, pertencente & mesma classe lateral de H = G aqual gpertence,
pode ser decomposto de forma dnica em g’ =g+ h, com h& H dnico, especificamente
h =g  + {(~g). Assim, a classe lateral de H = G, a qual g € G pertence (denotada (g+H)), pode
ser descrita como (g+H) = [g + h : h € H|. Assim, todo subgrupo de um grupo abeliano finito,
bem como suas classes laterais, tem ordem igua!l a um divisor da ordem deste grupo abeliano,
ou seja, se G € finito entdo a ordem de G € igual 4 ordem de um subgrupo H = G multiplicada
pela ordem da partighio G/H (isto €, o ndmero de classes laterais de H na particBo G/H,
necessariamente finito para G finito). Note-se que H ¢ a {inica classe lateral em G/H qgue possui
0 € G, o elemento identidade de G.

Define-se a soma de subconjuontos RC G ¢ SC G de um grupo abeliano G como
R+S2x+s:s€ES,1ER} ondeasomar +s(comr,s € G), é realizada em G. Essa operagio
¢, obviamente, comutativa e associativa; Além disso, 2 soma de subgrupos de um grupo abeliano
G € também um subgrupo de G, ouseja, Hy + ... + H, s G, para H; < G, i=1,...,n.

Verifica-se facilmente que a particdo G/H, de um grupo abeliano G em classes laterais
de um subgrupo H = G, € um grupo abeliano, denominado grupe quociente, sob a operagio de
soma de subconjuntos de G definida acima, visto que G/H é fechado em relacfio a esta operagio
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(comutativa e associativa), com H como elemento identidade, ¢ ((-g)+H) como o elemento
simétrico de (g+H), para qualquer g€ G.

Um isomorfismo entre dois grupos abelianos € uma correspondéncia biunivoca entre
eles que preserva somas. Por exemplo, o produto cartesiano Hy x ... x Hy, de subgrupos de um
grupo abeliano G, definido naturalmente como um grupo abeliano sob adigio
componente-por-componente, € isomérfico a soma Hy + ... + Hy, sempre que a intersegao entre
cada H; e a soma dos demais for o subgrupo trivial de G constituido apenas pelo elemento
identidade; um isomorfismo pode ser definido, neste caso, simplesmente associando-se a cada
(hy,...hy) EHyx ... xHjoelementoh € Hy + ... + Hydadoporh=hy + ... + hy

E conveniente, por vezes, rotular cada classe lateral em uma parti¢ao G/H por um dnico
elemento, denominado representante, selecionado daquela classe, formando um conjunto de
representantes para as classes laterais da parti¢do G/H, denotado [G/H]. Exceto no caso trivial
em que H = G € constituido exclusivamente pelo elemento identidade de G, cada classe lateral
terd mais que um elemento, tornando nao-inica a sele¢io de [G/H]. O elemento identidade €
sempre selecionado como representante de H na partigio G/H. Uma vez selecionadoum conjunto
de representantes [G/H], no entanto, cada classe lateral em G/H pode ser descrita como (c+H),
para algum c € [G/H] tnico, de modo que podemos decompor G na soma G = [G/H] + H,
chamada decomposi¢iio em classes laterais.

Como um conjunto de representantes [G/H] das classes laterais de uma partigio G/H €
um subconjunto de G, representantes podem ser somados em G, nio produzindo
necessariamente, no entanto, representantes como resultado desta soma. Todavia, asomaem G
de representantes em [G/H] € um elemento de G, e logo pertence a uma e apenas uma classe
lateral em G/H, que possui, por sua vez, um € apenas um representante em [G/H]; isto define
umsa operagio em [G/H], que denominaremos de soma de representantes médule H.
Denotaremos a soma médulo H de dois representantes ¢,¢’ € {G/H}porcec’.

Uma vez selecionado um conjunto de representantes [G/H], denotaremos por
gMOD;g, yH o representante da classe a qual g pertence, para g € G. Assim, tem-se que
gMOD{G/H}H g g’MOD{G/H]H = (g + g’)MOD{G/H}H, para g,g’ & G, e que
g = g’ (MOD H)seesomente se gMODg, yjH = g’ MOD,1jH, para g.g" € G. Em particular,
para c¢,c’ €[G/H], tem-se cMODgyH=c ¢ MODigyH=¢. E assim,
c & ¢’ = (¢ + ¢ )MODG/mH, precisamente a definichode c ¢ ¢’.

Verifica-se facilmente que um conjunto [G/H], de representantes das classes laterais de
uma particio G/H de um grupo abeliano G por um subgrupo H, € um grupo abeliano, sob a
operagio de soma definida acima em [{G/H], sendo claramente isomérfico ao grupo quociente
G/H, com isomorfismo @ : G/H — [G/H] dado por $(g + H) = gMOD g, g;H, para qualquer
g€G

Ern um grupo abeliano G, pode-se definir os milltiplos K.g, com K € Z, de um elemento
g € G, recursivamente, por: (1) Kg=0se K=0; (2) Kg=g+(K-1)gse K>0; ¢ (3)
K.g={-g)+(K+1)gse K<0. Un elemento g € G distinto da identidade € dito ter ordem K
se K for o menor inteiro positivo nfo nulo tal que K g € igual 3 identidade; se K g for distinto
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da identidade para todo K positivo ndo-nulo, g é dito ter ordem infinita; a identidade € dita ter
ordem zero, por convengio. Todos os elementos de um grupo abeliano finito tem ordem finita
que divide a ordem do grupo.

Um tipo particularmente interessante de subgrupo de um grupo abeliano G, denominado
subgrupo finitamente gerado, ¢ aquele obtido pelas combinagdes lineares com coeficientes
inteiros dos elementos de um subconjunto finito de G, denominado conjunto gerador. Por
conveniéncia, todos os elementos de um conjunto gerador podem ser assumidos distintos da

identidade, isto €, sendo {gl,...,gn} CG, tem-sequeKygi+... +Kpg : KKEZ, i=1,...n,¢€
um subgrupo de G, que constitui o subgrupo finitamente gerado pelo conjunto gerador
[gl,...,gné,. Se G for finito, todo subgrupo de G ¢é finitamente gerado. Para cada grupo abeliano
G cujos elementos nido-nulos tenham ordem infinita, € sempre possivel e conveniente selecionar,
para qualquer subgrupo finitamente gerado, um conjunto gerador {gl,...,gn} € G que satisfaga:

Ky.gq + -.. + Ky.gy € iguald identidade, comK;€Z ,i=1,...,n, see somente se K; =0,

i=1,...,0.

Uma medida de distincia entre elementos de um grupo abeliano G € uma fungio
d:Gx G- R,, definida em Gx G com valores reais positivos, tal que, para quaisquer

21,82 €EG, tem-se: (1) d(g1,g2) =0 se gy=gp (2) dlgpg)>0 se gi=gxn e (3)
d(g1,g7) = d(g2.g1)- Note-se que d néo € necessariamente uma métrica, pois nio € exigido que
seja satisfeita a desigualdade triangular: d(g;.g3) s d(g1,82) + d(g2,83), para quaisquer
21,822,823 € G. Define-se o peso de um elemento g € G, com base em uma medida de distancia
d j4 estabelecida para G, como sendo a medida de disténcia entre g e 0 elemento identidade do

grupo G.

Uma medida de distincia sobre o produto cartesiano de grupos Gy x ... X Gy, pode
sempre ser definida naturalmente como a soma das medidas de distncia das componentes; essa
medida de distincia é denominada aditiva. Uma medida de distincia sobre um grupo G € dita
ser invariante por translagde se, para quaisquer g;,2.8;EG, tem-se
d(g;.go) = d(g; + £3.82 + g3)- Parauma medida de distdncia d que seja invariante por transjagao,
a medida da distincia entre dois elementos g,g' € G € igual ao peso do elemento

(g+(-g'NEG

Dado um grupo G, munido de uma medida de distincia d, podemos definir, para cada
elemento g € G, o espectro de distincias a partir de g como sendo o conjunto

SgAldigg):g €EGg=gC R, e a distribuicio de distincias a partir de g como sendo a
funcio N& : S§ — IN*, dada, para & € S§, por N§(8)2[KE(8)], onde K§(3) ¢ a camada de raio

b em torno de g € G, definida por K§(8) 2ig” €G : d(g’,g) = 8] € G, ¢ || indica cardinalidade
de conjunto. Obviamente, se a medida de distdncia d do grupo G for invariante por translagéo,
entio S& e N nio dependem de g € G, podendo ser denotados simplesmente por Sg e Ng e
denominados o espectro de pesos e a distribuicio de peses, respectivamente; além disso,
também neste caso, KE{8) = g} + K%(é), com & € Sg, onde K%{é) ¢ a camada de raio § em torno
da identidade; assim, visto de qualquer um de seus pontos, G tem sempre a mesma aparéncia.
13




Um grupo G, munido de uma medida de distancia d, € dito ser um grupo discreto se
existir dygn(G) 2 MiN{d(g,g’) 18,8 €G, g =g, denominado a distdncia minima de G; neste

caso, para todo g € G, S§ também possui um minimo, que denotaremos dgan{(G), e entdo

dpan(G) = MIN{d%ﬂN(G) g€ G}; denomina-se, neste caso, o valor de NB(dggn(G)) por
ntmero de vizinhos mais préximos de g € G. No caso de d ser invariante por translacio,
dfyn(G) = dpn(G), paratodo gE G, e dpan{G) pode ser denominado o pese minimo de G;
denomina-se, neste caso, o valor de Ng{dpgqn(G)) por niimero de vizinhos mais préximos em
G. Note-se que todo grupo finito € discreto.

Para uma classe lateral qualquer (c+H), com ¢ €[G/H], de uma partigio G/H,
aplicam-se as definigdes ¢ resultados acima, com a classe lateral (¢+H) em lugar do grupo

abeliano G, chegando-se aos conceitos de SSH NOTR KSR aSihi(c+H) e dygn(c+H), para

h &€ H. Em particular, para uma medida de distincia invariante por translacio, SSrh, NS

di;["ﬁq(c-}»H) e dygn(c+H) independem de ¢ € [G/H] ¢ h € H, sendo iguais a Sy, Ny, dyan(H)
e dpn(H), respectivamente; além disso, fﬁl(é) =lcj+ K?i(é) = {c+h} + K%(é), com 8 € Sy,
para quaisquer ¢ € [G/H] e h € H. Em qualquer caso, no entanto, estes conceitos independem
do particular [G/H] selecionado para a partigo G/H. Denominaremos dyn(c+H) por distincia
intraclasse de (c+H), e definimos a distdncia intraclasse minima de uma parti¢ao G/H como
sendo o minimo das distincias intraclasse das classes de G/H, denotando-a por dpgn[G/H].

Novamente, para uma medida de distincia d que seja invariante por translacio, teremos
dyn[G/7H] = dpgn(H), 0 pese minimo de H.

A distincia interclasses, para duas classes laterais, (c+H) e (¢’+H), distintas em uma
partigio G/H de um grupo abeliano G, € definida como o minimo, caso exista, do conjunto
{id( gg) g€ctH), g’ € (c’-i-H)f;, sendo denotada por dygn{c+H,c’+H), e assim definimos a
distincia interclasses minima de uma particio G/H como sendo o minimo das distincias
interclasses dos pares de classes laterais distintas de G/H, denotando-a por dygn{G/H). Para
uma medida de distincia d invariante por (translagdo, temos que
dygn(c+H, ¢’ +H) = dygn{{c - ¢’)+H,H}, denominado o peso de classe de {{c - ¢’)+H), e assim
dypmv(G/H) por ser denominado o pese de classe minimo da partigio G/H, neste caso.

A distincia minima de um grupo discreto G, munido de uma medida de distncia, pode
ser determinada, em termos de wuma partigio qualquer G/H, por
dayn(G) = MIN[GMN[G/H], Ayl G/ H)}, ou seja, como o0 minimo entre a distdnciaintraclasse
minima de G/H e a distincia interclasses minima de G/H; assim, se existem: 0s minimos
expressos por dyn|G/H] e dyn(G/H) para aigum H = G, entdo G € discreto; reciprocamente,
se G € discreto, entdo, para tode H = G, existem os minimos expressos por dygn[G/7H] €
dpan{G/H). Quando a medida de distincia utilizada € invariante por translagio, enunciamos
esse relacionamento por dygniG) = MiN{dmN(H),dMN(G/H)}, ou seja, o peso minimo de G é
igual ac minimo entre o peso minimo de H € o peso de classe minimo de G/H. A Figura 2.2.1
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ilustra esquematicamente as vérias distincias minimas associadas com uma partigio de

grupo G/H.
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Fig. 2.2.1 - Distédncias minimas em uma partico G/ H = g Hy H, _He_i-l_,,} onde H - H, é um subgrupo do grupo abeliano G.

Um importante exemplo de grupos abelianos € apresentado a seguir com o proposito de
ilustrar alguns dos conceitos ¢ resultados elementares sobre grupos abelianos revisados acima.

O conjunto GF(q)", das n-uplas de elementos de um corpo finito GF(q), forrnam um
espago vetorial, sobre GF(q), sob adigAo componente-por-componente em GF(q) e muitiplicagio
de componentes por escalar em GF(q). Um cédigo de bloco linear ([24],[25]) de comprimento
n, sobre GF(q), ¢ um subespago do espaco vetorial GF(g)". Um cédigo de bloco aditivo
(I31.[12]) de comprimento n, sobre GF(q), € um subgrupo do grupo aditivo do espago vetorial
GF(q)". Todo codigo de bloco linear sobre GF(q) €, obviamente, também cédigo de bloco aditivo
sobre GF(g). Aiém disso, se g for primo, entio todo cédigo de bloco aditivo sobre GF(q) €
também codigo de bloco linear; neste caso costuma-se utilizar a denominagio de cddigo de
grupe {[7]). Em capitulos posteriores, faremos uso de codigos de bloco aditivos; no entanto, 0s
exemplos apresentados serdo sobre GF(2), reduzindo-os aos codigos de bloco lineares, sobre 0s
quais ja se possui uma imensa quantidade de conhecimento acumulada na literatura.

Sendo GF(q)" um espaco vetorial finito sobre o corpo finito GF(g), todo cédigo de bloco
linear de comprimento n sobre GF(q) € também finito, assim como todo cddigo de biloco aditivo
de comprimento n sobre GF(q), ambos com niimero de elementos igual aum divisor de g". Mais
especificamente, seja prb, onde p é primo e b > 1 € inteiro. Seja C um subespaco de dimensio
K = n do espago vetorial GF(g)", tendo entio pbK elementos; assim, C € um cddigo linear de
comprimento n e dimensio K sobre GF(q), e entio possui uma base vetorial, com K vetores
linearmente independentes cujas combinagdes lineares com coeficientes em GF(q) sfo todos os
elementos de C. No entanto, C € também um subgrupo do grupo aditive do espago vetorial
GF{q)", sendo assim um c6digo de bloco aditive de comprimento n sobre GF(g). As
combinagdes lineares dos elementos de um conjunto gerador para C devem ser com coeficientes
inteiros; porém, visto que GF(q) tem caracteristica p, bastaré restringi-los aocs inteiros G, 1,...,
p-1; assim, um conjunio gerador para C deve ter pelo menos bK elementos. Um conjunto gerador
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para C pode ser obtido a partir de uma base vetorial para C multiplicando-se cada vetor da base

A 0_1 b-1 : soA e s p
pelas poténcias o",a,..,a" ~ de uma raiz a em GF(q), de um polindmio irredutivel de grau b
sobre GF(p), obtendo-se os Kb elementos de um conjunto gerador para C. Isto decorre do fato
de que qualquer elemento de GF(pb) pode ser expresso como um polindmio em «, sobre GF(p ),
de grau menor ou igual a b-1. No caso em que b=1 (ou seja, q € primo), toda base vetorial, para
C como cddigo de bloco linear, €, obviamente, também um conjunto gerador, para C como
c6digo de bloco aditivo, valendo a reciproca.

A medida de distincia adotada em GF(q)" é a distancia de Hamming, denotadady e
definida em GF(q) por: (1) dy{c,c’) =0 se c=c’, e (2) dy(c,c’)=1 se c=c’, para

¢,c’ € GF(q); em GF(q)", define-se a distdncia de Hamming aditivamente, ou seja:
n

dylc,c’) = 2 dylc; c’y), onde ¢ = (Cq,...,€p), € = (€,...,¢"p), parac,c’ € GF(q)". Essa medida
i=1

de distincia €, claramente, invariante por translago; assim, ficam definidos o espectro de pesos,

a distribuico de pesos e o peso minimo de um cédigo de bloco aditivo, em geral, e de um ¢6digo

de bloco linear, em particular, j4 que GF(q)" é finito.

Encerramos, com este exemplo, essa breve revisio sobre grupos abelianos. As duas
seghes seguintes abordam as caracterizagOes algébrica e geoméirica dos reticulados, em termos
dos conceitos revisados nesta secgio.

2.3 Caracterizacéo algébrica dos reticulados e suas particbes

Iniciamos, nesta secio, o estudo dos reticulados, abordando suas caracteristicas
algébricas, bem como de suas partigdes. Neste estudo, bem como ao longo deste trabalho, nos
restringiremos aos reticulados reais de dimensao finita, que s&o 0s mais itels para as aplicaghes
descritas em capitulos posteriores.

Comecemos pelo universo de onde sio extraidos estes reticulados: o espago vetorial
R O conjunto IR® das n-uplas reais formam um espago vetorial, sob adigic
componente-por-componente em IR e multiplicagio de componentes por escalares reais. Um
subespaco vetorial do IR™ é um subconjunto do R™ que forma um espago vetorial sob as mesmas
operacdes de adiciio e multiplicagio por escalar do R” restritas aos seus elementos; 0 conjunto
formado pelas combinagbes lineares com coeficientes reais de um conjunto WI,...,WR} de vetores
do IR™ é um subespaco do IR", sendo o conjunto {wy,...,w,| chamado um conjunto gerador para
o subespago que gera. Um conjunto de vetores do IR” € dito linearmente independente se
nenhuma combinagio linear desses vetores, com coeficientes reais nem todos nulos, € o vetor
nulo (a origem do IR™). Uma base para um subespago do IR" € um conjunto gerador para este
subespago, constituido de vetores linearmente independentes; duas bases para um mesmo
subespaco R”™ temn 0 mesmo niimero de vetores, chamado a dimens3o deste subespago; o espago
vetorial IR™ tem dimens@o n, e qualguer subespago do IR™ tem dimensdo menor ou igual an. Um
operador linear péo singular no R® é uma fungio inversivel, do R" no R”, que preserva somas
e multiplicacio por escalares, e assim transforma bases em bases para o R”, ou seja, preserva
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independéncia linear no R™. Estas consideragOes algébricas sobre o espago vetorial R" sdo
suficientes para caracterizarmos algebricamente os reticulados do R™.

Um reticulado A no R™ ([27],[6],[10]) € um subgrupo do grupo aditivo do IRY,
finitamente gerado, com conjunto gerador constituido por vetores linearmente independentes

do IR", ou seja, deve existir um conjunto de m < nvetores {wl,...,wm} linearmente independentes

do R®, chamado uma base para A, de modo que
A= {}\ ER": A= klwl + . F kam, ki cZ,i= 1,...,11’}} (231)

Evidentemente, uma base para A € também uma base vetorial para um subespago do

R™ a dimensio m = n deste subespaco é dita ser também a dimenséo do reticulado A. Podemos,

obviamente, restringir nossa atengho, sem perda essencial de generalidade, apenas aos

reticulados do IR™ cuja dimensio m seja igual a n; € o que faremos neste capitulo, bem como ao

longo de todo este trabatho. Uma matriz M quadrada n x n, cujas colunas sejam os n vetores de

uma base para um reticulado A do R", é chamada uma matriz geradora de A, de modo que a
equacio (2.3.1) pode ser reescrita como:

A=MZ"2Mz:z€Z", (23.2)

Como qualquer subgrupo do grupo aditivo do R, um reticulado A é um conjunto infinito

de vetores do IR", tal que a soma de dois vetores de A também € um vetor de A, a origem € ©

vetor identidade de A, e se A € A entdo (-A) € A; € claro, entdo, que todos os muitiplos inteiros

de um vetor de A sio vetores distintos de A, e que a diferenga entre dois vetores de A também

é um vetor de A. A restricio de existir, para um reticulado, um conjunto gerador de vetores

linearmente independentes do IR™ € exatamente o que o diferencia dos demais subgrupos do
grupo aditivo do IR”; este aspecto € tratado novamente na proxima segao.

Como um exemplo, o conjunto Z* |, detodas as n-uplas de inteiros, € um reticulado do
R tendo a base vetorial candnica {e;,...,en] do R™ (onde ¢, i = 1,...,n, é 0 vetor com 1 na i®
coordenada ¢ 0 nas demais coordenadas) como um conjunto gerador ou base. O reticulado
Z? do IR? est ilustrado na Figura 2.3.1.
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Um operador linear ndo-singular do R”, por preservar independéncia linear, transforma
reticulados do IR™ em reticulados do IR™. Em particular, um operador linear ndo-singular T tal
gue TA = A,onde TA A {T(}.) TAE Aj ¢ dito ser um automorfismo para A. Se A € um reticulado
do R™, entdo A™ também é um reticulado do R™™.

Definido um reticulado A do IR", consideremos a particio R" /A. As classes laterais de
A em IR® /A sio translagdes de A, de forma que dois pontos do R" pertencem & mesma classe
lateral de A (ou seja, sdo congruentes modulo A) se sua diferenga pertence a A. Assim, a classe
lateral de A em R" /A a qual x € R", ou ainda, a versio transladada de A determinada porx
¢ dada por:

(x+A)={x+A:AEA (2.3.3)

Se selecionarmos um conjunto de representantes IRH /Al das classes laterais de A
i P
em]R“ /A, teremos:

R" = [R"/A] + A (2.3.4)

A Equacio (2.3.4) tem duas interpretagdes alternativas iguaimente importantes: (1) o
IR™ ¢ 2 unido de versdes transladadas de A disjuntas, determinadas pelos vetores de [R™ /AL, (2)
o IR™ ¢ a unifo de versdes transladadas de [R" /A] disjuntas, determinadas pelos vetores de A.
Claramente, existe um nimero infinito de classes laterais de A em IR" /A, cuja unido recobre o
IR™, com intersegio vazia. Note-se que qualquer subconjunto de vetores do R™, que determinem
versdes transladadas de A disjuntas cuja unido recobre o IR", é um possivel conjunto de
representantes [IR" /A] das classes laterais de A na particio R" /A, que denominaremos uma
regido fundamental de A e denotaremos por R{A). Assim, com esta notacio, a equagao (2.3.4)
pode Ser reescrita como:

R™ = R(A) + A (2.3.5)

Diremos que A € um sub-reticulado de um reticulado I" do R, se A for um subgrupo
de T; isto equivale a dizer que A € um reticulado do R" ¢ ACT. Indicaremos que A €
sub-reticulado do reticulado I pela notagio A s T, a mesma utilizada para subgrupos. Como ja
mencionado nesta seciio, consideraremos apenas reticulados n-dimensionais do R"; embora um
reticulado possua sub-reticulados em todas as dimensbes menores ou iguais a sua, apenas
consideraremos aqueles cuja dimensao seja igual a sua.

Um subreticulado A de um reticulado T" do IR" dé origem a uma particio T/A de I em
classes laterais de A, tal que se [I'/A] € um conjunto de representantes das classes laterais de
/A, entdo:

T =[T/A]+A (2.3.6)

As classes laterais de A em I'/A sho, entdo, as classes laterais de A em R" /A contidas
em ['. Na proxima sec@o € demonstrado gue sempre o nimero de classes laterais de A em
/A € finito, desde que A e I tenham a mesma dimensio, como jd assumido; este numero € a

15




ordem do grupo quociente I'/A, também chamado indice de A em I, e denotado |['/A]. Note
que a equagio (2.3.6) sugere uma maneira bastante geral de se construir novos reticulados, a
partir de reticulados ji conhecidos: a unifo de classes laterais de A em R" /A, criteriosamente
selecionadas, resulta em outro reticulado T'; esta € a técnica de construgiio mais comumente
utilizada na busca de novos reticulados.

Como um exemplo, o conjunto D, de todas as n-uplas de inteiros com um numero par

de coordenadas impares, € um sub-reticulado do reticulado Z" , gerando uma partigio

Z"/D,, de ordem 2, cujos elementos sio as classes laterais Dy e ((1,0,...,0)T + D, }; assim uma
possivel selegio para o conjunto de representantes das classes laterais de D, em Z"/D, seria
[Z%/D,] = {(O,O,...,G)T,(l,o,...,O)T}. O reticulado D, do R" estd ilustrado na Figura 2.3.2,

. . 2 i e .
juntamente com o reticulado Z°~ |, ja ilustrado anteriormente.
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Fig. 2.3.2 - O reticuiade D, do TR (circulos cheios), subreticulado do Z°  (circulas cheios e vazios); dois possiveis representantes
das classes laterals em Z° /D, estho indicados (guadrados).

Pode-se utilizar operadores lineares nio-singulares para obter-se sub-reticulados de um
dado reticulado. Um operador linear ndo-singular T do R" tal que TA s A € dito ser um
endomorfismo para A.

Se N ¢ uma matriz geradora de um reticulado I’ e M € uma matriz geradora de um
reticulado A s T, entdoobviamente M = N.P, onde P € uma matriz quadrada de numeros inteiros,

que denominamos uma matriz particionadora para a particio [ /A.

Se I'/A é uma partigio de reticulados do IR", entdo I'™/A™ € uma partic¢iio de reticulados
doR™™ e I'™/A™ = (I'/A)™. (Rigorosamente, T/A™ e ([ /A)™ sdo isom6rficos, e ndo iguais).

Encerramos, assim, esta breve caracterizagio algébrica dos reticulados e suas parti¢oes.
Passemos, entdo, a uma caracterizacio geométrica dos reticulados e suas partigdes.

2.4 Caracterizagac geomeétrica dos reticulados e suas particoes

Novamente, iniciaremos pelo R". A medida de distincia que adotaremos parac R" é a

distancia Euclideana guadratica, denotada d” ¢ definida em R por d?*{x,y} = {x—}f}z, para
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x,yEIR™ em R" defini-se a distdncia Euclideana quadrdtica aditivamente, ou seja:

I
2 2 I, :

d (x,y) = 2 d“(x;, ), onde X =(X1,....Xy), ¥ =(¥p,--n¥n) para x, y ER"; essa medida de
i=1

distincia é, obviamente, invariante por translagio. O peso Euclideano quadritico de um vetor

x € RE i.e., sua distincia quadratica & origem, serd denotado Ix||% assim, para x, y € R,

d2)1/2

d4(x,y) = [x~vy|]?>. Embora d* nio satisfaga a desigualdade triangular, dg 2 ( satisfaz:

dg(x.y) s dg(x,z) + dg(z,y), parax, y,z € R"; df € a distdncia Euclideana, naturalmente; ndo

utilizamos dg como medida de distincia, pois, embora seja inclusive uma métrica, néo € aditiva;
quando necessdrio, utilizaremos a notagao [|x||, para x € IR", como a distancia Euclideana de x
3 origem, significando, obviamente, [|x[| 2 (IxI)172, ou seja, seu peso Euclideano. Um operador

linear ndo-singular do R™ ¢ dito uma isometria se preserva distincias; operadores ortogonais
n

sdo isometrias. Define-se o produto escalar Euclideano no R" por <x,y> 2 in.yi , onde
=1

X = (X1yenXn)s ¥ = (Y1o-¥n)s Para x, y € R o dngulo entre dois vetores x,y € R" ndo-nulos é

definido por Xy & cos™(<x,y>/|[x||lyll). Um operador linear nio-singular do R" é dito uma

similaridade se preserva dngulos; operadores ortogonais multiplicados por escalares reais
nao-nulos sao similaridades. Toda isometria € uma similaridade, obviamente; além disso, a
similaridade oT, onde T é um operador ortogonal e o € um escalar real ndo-nulo, multiplica

distdncias quadréticas por Ia!z. Duas regides sio isométricas (resp. semelhantes) se uma pode
ser obtida a partir da outra pela aplicagio de uma isometria (resp. similaridade) seguida por uma

transiacdo. No R" define-se volume de uma regido em relagio ao hipercubo cuja aresta tem

comprimento unitrio; o volume da unido de regides disjuntas no R" € igual a soma dos volumes
dessas regides; duas regies isométricas tem o mesmo volume; duas regides semethantes R; e

R,, onde R foi obtida de R, pela aplicag@o dasimilaridade oT {onde a € um escalar real ndo-nulo
e T é um operador ontogonal) seguida por uma translacio, tem volumes relacionados por
V(Ry) = . V(R;), onde n ¢ a dimensdo do espago. O produto cartesiano de uma regiao R por
ela mesma m vezes tem volume V{R™) = V(R)™. Estas consideragles geométricas sobre o
espago vetorial R", agora entdo espago Euclideano R", ¢ suficiente para caracterizarmos

geometricamente os reticulados do R™.

Uma definicio de reticulados do R” frequentemente adotado na literatura € a seguinte:
um reticulado do R™ € um subgrupo discreto do R”, segundo a distincia Euclideana quadratica.
E interessante, entdo, salientar 2 equivaléncia entre esta definigio e aquela da secho anterior; ou
seja, sendo A um subgrupo do grupo aditivo do R", A ¢é discreto se ¢ somente se A possui um
conjunto gerador constituido de vetores linearmente independentes do IR"; essa equivalénciade
fato existe, podendo ser encontrada na literatura ([6]).
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Sendoum reticulado A do IR® um subgrupo discreto do grupo aditivodo R", soba medida
de distdncia Euclideana quadritica, e sendo essa medida invariante por translagio, ficam
definidos a distincia Fuclideana quadritica minima de A (ou ainda, o peso Euclideano
quadritico minimo ndo-nulo de A), denotada diﬁN(A), seu espectro de pesos Sy € sua
distribuigio de pesos Nu. As camadas em torno de um vetor A € A sio as camadas em torno da
origem transladadas pelo vetor A. Denotaremos o nimero de vizinhos mais proximos

NA(dRm(A)) em A por Mg(A).

Como um exemplo, o reticulado Z" do R" tem distincia quadritica minima
d%ﬂN(Zn) - 1, para todo n; seu espectro de pesos Szn € constituido pelos inteiros & que podem
ser representados como a soma de n quadrados de inteiros, €, para cada tal inteiro 6 € Sz,
Non(8) é o nimero de maneiras distintas de se representar b desta forma; o nimero de vizinhos
mais proximos em Z" € My(Z") = 2n. As primeiras camadas do reticulado Z*  estio

ilustradas na Figura 2.4.1.
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Fig. 2.4.1 - As quatro primeiras camadas do reticulado Z° do R%,onde se vé diy(Z%) = 1 8 My(Z%) = 4.

O conjunto dos pontos do R™ mais préximos de um vetor A de um reticulado A do R"
é chamada a regiio de Vorondi ou Dirichiet de A em torno do ponto A € A, denotada V 4 (A).
Devido & invaridncia por translagdo da distdncia Euclideana quadrética,
Va(h) =k + V,(0) 2{)\ +X:1XE VA(G)}; assim, as regides de Vorondi de A sdo isométricas
entre si por simples translagio. As regiGes de Voronoi em todos os pontos de um reticulado do
IR® sio disjuntas {exceto, naturalmente, pelas fronteiras) cuja unido recobre o R"; diz-se entio
que as regides de Vorondi de um reticulado do R” tesselam o IR™. A regido de Vorondi na origem

de um reticulado A do R pode ser expressa como a intersecio entre todos 0s semi-espagos
- { 1 H - - R
RMEXER" i<xi>s 5 gg;x.lﬁa, onde . € A e A = 0; no entanto, nem todos os semi-espagos

R{A), A € A, sdonecessérios para definir-se V 4(0), mas apenas um nimero finito destes; assim,
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VA(0) = (YR(A) ,onde R, C Aé finito, sendo seus elementos, entdo, chamados os vetores
rER,

relevantes de A (na origem); obviamente, todos os vizinhos mais préximos da origem em A

(elementos da 1° camada KA(d%HN(A)) de A), chamados vetores minimos de A, sdo relevantes,

mas podem existir outros vetores relevantes de A, nao minimos. Cada face de V 5(0) estd, entao,
contida em um dos hiperplanos J(A) 2 [x E R" : <x,A> = %— [P\HZ” onde A € R 5. Os vértices

de VA(A), com A € A, sdo denominados os buracos de A em torno de A; 08 buracos de A, em

torno de A € A, mais distantes de A sdo denominados buracos profundos, € os demais buracos
rasos.

Os volumes das regides de Vorondi, por estas serem congruentes, $ao iguais. Vimos, na
secdo anterior, que qualquer regido do R", cujas versoes transladadas determinadas pelos vetores
de um reticulado A do R fossem disjuntas e reunidas recobrissem o IR", poderia ser tomada
como um conjunto de representantes [IR™ /A] para a partigio de grupo R /A; concluimos,
entdao, que VA(0) é uma possivel regido fundamental de A, chamada um conjunto de
representantes padrio para IR" /A, por possuir o elemento de peso Euclideano quadritico
minimo de cada classe de A em R"/A. Qualquer outra regido fundamental de A teria, pelo
exposto acima, 0 mesmo volume de V4 (0); esse volume € chamado o volume fundamental de
A. O cilculo deste volume pode ser realizado, porém, utilizando-se uma regiao fundamental
mais simples do que a regifio de Vorondi, como serd visto posteriormente.

Como exemplo, o reticulado Z"  do R" tem Vzn(0) = [-é— , %)n, o hipercubo de lados
unitdrios paralelos acs eixos coordenados do IR™ e centrado na origem, com volume fundamental
V(Z") = 1. A regido de Vorondi na origem do reticulado Z? do R? esta ilustrada na
Figura 2.4.2.
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Fig. 2.4.2 - A regido de Vorondi na origem Vy2(0) do reticulade Z do R {regido hachurads)

Pode-se inscrever, em cadaregiic de Vorondi de um reticulado A do R, uma hiperesfera
. 1 4 . - .
de raic p{A)= > .(d%ﬁN(A})E’Z, formando assim um empacotamento esférico reticulado,

constituido de hiperesferas disjuntas de raioc méximo com centros nos vetores de A. Portanto, a
densidade deste empacotamento serd a razéo entre o volume de uma hiperesfera e o volume da
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n/2
- o P T .
regido de Vorondi onde esta foi inscrita; sendo V) = ——— o volume de uma hiperesfera do

n
i“z-l

R"® de raio unitdrio, tem-se que o volume de uma hiperesfera de raio p(A) serd V. p(A); assim
. . iy : . p(A)"

a densidade de A ( i.e., do empacotamento esférico associado a A ), serd A(A) av,. m; 0

5 B(A)

T V(A)

invariantes por transformagio de similaridade, sendo assim préprias para comparar a eficiéncia

de empacotamento de reticulados de mesma dimensdo; no entanto, ndo sac invanantes por

fator &8(A) ¢ conhecido como densidade de centros de A. Tanto A(A) como &(A) s@o

produto cartesiano (ou seja, A(A™) = A{A) e 8(A™) = d(A), em geral para m > 1), ndo sendo,
portanto, adequados para comparar a efici€ncia de empacotamento de reticulados de dimensGes
diferentes. Um fator adequado para isto € o chamado paridmetro de Hermite de A, definido por

dj(A)
V(A"
quese AEAe M = dRan(A) entio (A0,...0) EA® e lA,0,....0)]f% = dZn(A); além disso,
diﬂN(Am) > d%,HN(A)) e V(A™) = V(A)™, tem-se y(A™) = y(A), e assim o parAmetro de Hermite
é invariante por produto cartesiano, além de ser invariante por similaridade, razdo pela qual serd

o parimetro adotado, neste trabalho, para se medir a eficiéncia de empacotamento de um
reticulado.

YA B 4. 6(AY "= onde n é a dimensdo de A; como dign(A™) = dygn(A) (note-se

Os pardmetros geométricos principais de um reticulado I'“(d;%im({" ), Mp(T), V(') e
v([')) podem ser relacionados aos pardmetros geométricos de um subreticulado A e da
correspondente partigio I'/A, como segue.

Como para qualquer particdo de grupo, adotando uma medida de distincia invariante
por translagdo, temos paraA s [:

Ran(T) = MINIdRan(T/A); dRgn(A)] 2.4.1)
onde d%&IN{r} € d.%HN(A} sdo as distdncias Euclideanas quadrdticas minimas de ' e A,

respectivamente, € d%\m\;(f‘/ A) € o minimo entre os pesos Euclideanos quadraticos minimos das

classes de I"/A distintas de A, ou seja:

dRan(T) = MIN[a N ((e+A),A) 2 (c+A) ET/A, (c+A) = Al (242)

onde, para {c+A) ET/A, (c+A) = A, temos:

2 } = M . ;
dyan((c+A)A) = MINIM| : & € (cA); (2.4.3)
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O nimero de vizinhos mais préximos em I pode ser obtido da seguinte forma: seja
Mglc+A), com (c+A) ET/A e (c+A) = A, o nimero de vetores de {c+A) cujo peso Euclideano

quadrético € igual a d%’ﬁN((C'i'A),A); seja Mp(I'/A) a soma 2 M(c+A) estendida as classes
laterais em T'/A cujo peso Euclideano quadrdtico minimo d%ﬂN((C‘FA),A) ¢ igual a

dan(T/ A); assim:

Mo(A) , se dEan(A) < dEgn(T/A)
Mo(T') = {Mg(A) + Mg(T'/A), se dfgn(A) = dfgn(T/A)
Mg(T/A) , se dxun(A) > dan(T/A) (2.4.4)

O relacionamento entre os volumes fundamentais, V(I') e V(A) € obtido com as Equagdes
(23.5), paralle A, e (2.3.6) para T /A:

R" =R(T) +T (2.4.5)
}Rn = R(A) + A (246)
F=[[/A]+A (2.4.7)

Substituindo (2.4.7) em (2.4.5), obtém-se:
R =R+ [I/A]+ A (2.4.8)

Comparando-se (2.4.6) com {2.4.8), vem:
R(A)=R({[") + [[/A]} (2.4.9)

Observa-se que nas equagdes (2.4.5)-(2.4.9), um elemento do conjunto do membro
esquerdo € expresso de forma Unica como a soma de elementos dos conjuntos do membro direito;
em particular, podemos interpretar a Equagao(2.4.9) da seguinte forma: uma regido fundamental
de A pode ser obtida pela unio de |[/A] verses transladadas disjuntas de uma regio
fundamental de I' determinadas pelos vetores de um conjunto de representantes [['/A]
selecionado para a particdo I'/A. Em conseqiiéncia, obtém-se:

V(A)={C/A]. V(D) (2.4.10)

ou seja, o volume fundamental de A = T € igual ao volume fundamental de T' multiplicado pelo
nimero de classes laterais na particdo I'/A. Assim, verifica-se também que, como volumes
fundamentais de reticaulados sao sempre finitos ¢ n&o nulos, o némero de classes laterais emuma
particio de reticulados de mesma dimensio € sempre finito, como mencionado na segfo anterior.
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Uma vez relacionadas as distincias quadriticas minimas, d%mq(l") € diﬁh’(!\), e 08
volumes, V(I') e V(A), de dois reticulados I' ¢ A s T do R”, torna-se imediato relacionar seus
pardmetros de Hermite, y(T') € y{A):

IC/AR™  y(A), se dign(A) s dRn(T/A)
Y(r) L. 2
(T /A
IC/AP™ . _E;!SLJ HA),  se dgn(A) > BRan(T/A)
dvan(A) (2.4.11)

Se A =T é semelhante a I, sendo A obtida a partir de I’ pela aplicagio de uma
similaridade endomérfica da forma oT, onde T € um operador ortogonal € a € um escalar real

nio-nulo, entio os resultados anteriores se simplificam: dign(T) = dign(A)af%,
Mo([) = Mg{A), V() =V(A)la® e y(I)=1y(A); assim, necessariamente, teremos
dn(l) = dfan(A) e V(I') s V(A), pois |of = 1 para que o.T seja um endomorfismo.

Numa classe (c+A), onde cE[I'/A] ¢ c=0, um vetor com norma igual a
d%mq{(c-l—/\),!\) é denominado um lider ou representante padriio de (c+A) {a origem €
considerada o lider da classe A); um conjunio de representantes [['/A] constituido
exclusivamente de lideres é denominado um conjunto padrao de representantes para I'/A.

Encerramos esta breve introdugio aos reticulados do IR™ com uma observagio
importante. Como mencionamos na Secdo 2.3, uma unifio finita de classes laterais de um
reticulado A do IR, na partigio IR /A, pode constituir um outro reticulado do R". Mesmo
quando esta unifo nio é um reticulado (subgrupo discreto do IR™) ainda assim € um subconjunto
discreto {infinito) do R, de modo que podemos colocar esferas disjuntas de mesmo raio
nio-nulo méximo, com centros em cada um de seus pontos, formando um empacotamento
esférico dito periédico. A principal desvantagem desses empacotamentos em relagio aos
reticulados € gque, normalmente, esses empacotamentos periddicos apresentam regides de
Voronéi (definidas como para os reticulados) nfo isométricas, € até mesmo com volumes
distintos.
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Capitulo 3

Estrutura algébrica da
partigcdo de reticulados



3.1 Introdugao

Este capitulo trata da determinagio de um conjunto de representantes de classes laterais
[T/ A] para uma partigao de reticulados I'/A, e da soma destes representantes médulio A, quando
I' e A sdo especificados por matrizes geradoras. Apds este desenvolvimento na Segdo 3.2,
estudamos na Secio 3.3 as matrizes geradoras (resp., particionadoras) para um mesmo reticulado
(resp., uma mesma parti¢io), concluindo na Segdo 3.4 com formas especiais das matrizes
particionadoras. :

3.2 Conjunto bésico de representantes e sua estrutura algébrica

Vimos na Segio 2.3 que um reticulado A do R" € um subgrupo do grupo aditivo do
espago vetorial IR® , constituido pelas combinagdes lineares com coeficientes inteiros de n
vetores linearmente independentes do R" | [wl,...,wai, ou seja, pela Equacio (2.3.2):

A=MZ"
onde M ¢ uma matriz geradora de A, cujas colunas s&o os vetores w;, j = 1....,n. Forma-se uma

particio de grupo IR"/A, ¢ uma regido fundamental R(A) € qualquer conjunto de representantes
[R®/A] para as classes laterais de A em IR"/A, de forma que, pela equagio (2.3.5):

R"=R(A) + A

Uma possivel e adequada regido fundamental para A € o paralelotopo Ry{A), associado
a uma matriz geradora M de A, dado por:

RpA) AM[01)" = M8 : 8 € [6;1) (3.2.1)

e que denominaremos regido fundamental bisica associada & base de A constituida pelas
colunas de M. Para verificar que Ry{A) constitui realmente um conjunto de representanies
[R"/A] das classes laterais de A na partigio IR"/A, introduzimos a seguinte fungio, definida
por uma matriz geradora M de A (note-se que qualquer matriz geradora € nio-singular):

xMODyA A MREST(M ' x), x € R" (3.2.2)

onde REST(y) ¢ a parte nio-inteira de y, definida para y = [y1,....ys] € R" por:

REST(yy)] [yi~[v1]

REST(y) =

L=

REST(yy)! [¥u-{¥nl
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sendo {y;], para y;€R , o maior inteiro menor ou igual a y;. Assim, temos que
REST(v) €[0;1)", para yER" , de forma que R"'MODpAC Rp(A); como
RpM{AIMOD A = Ry(A), temos que:

R™ODyA = Riy(A) (3.2.3)

E evidente que REST(y) = REST(y’), com y,y’ € R" , se e somente se y-y’ EZ" ; como
XxMODA - X’ MODMA = M{REST(M~1.x) - REST(M™1.x")), com x,x’ € R" , podemos
afirmar, em vista da nao-singularidade de M, que:

xMODpA = x’MODyA se e somente se x-x" € A (3.2.4)

para quaisquer x,x’eR" . Assim, de (3.2.3) e (3.2.4), tem-se que, para qualquer matriz geradora
M de A, Rp{A) € um conjunto de representantes [IR"/A] das classes laterais de A em R"/A, e
xMODyA, parax € R" , € orepresentante, em Ry (A), da classe lateral de A 4 qual x pertence.
Também com a ajuda da funcio (.)MODp4A, podemos somar representantes em Ry{A) modulo
A, pois para c,¢’ € Ry(A) tem-se

cec =(c+c )MCDyA (3.2.5)

onde a soma ¢ + ¢’ no argumento da fungio (.)MODyA € a soma vetorial em IR" e asoma
¢ ¢ ¢’ noladoesquerdoé asomaem Rpy(A) médulo A, como convencionado no capitulo anterior.
A Figura 3.2.1 ilustra 2 regido fundamental bésica Ry(D») do reticulado D, do R | associada
3 matriz geradora de D, dada por:

Fig. 3.2.1 - A regido fundamenial basica Ry Dy associads & matriz M- E: ;H;

Para qualguer reticulado A do R® | o nlmero de representantes de ciasses laterais em
qualquer [IR"/A] € infinito, pois infinito também € o nimero dessas classes; assim, Ry{A) tem
infinitos elementos. No entanto, o volume de Ry(A} € finito, e igual ao volume de gualguer
outra regifo fundamental, como ja visto na Secdo 2.4; em particular, € igual ao volume da regido
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de Voronéi. O volume fundamental V{A) €, entretanto, extremamente simples de ser
determinado utilizando uma regifio fundamental bdsica Ry{(A), com alguma matriz geradora M
de A:

V(A) = |det(M)] (3.2.6)

Como qualquer matriz geradora M € ndo-singular, V(A) € finito ndo-nulo. Vimos também na
Secdo 2.4, que o nimero [[/A| de classes laterais de A = I" na parti¢fio I'/A estd relacionado
aos volumes fundamentais V(I'} e V(A) pela Equacio (2.4.10):

V(A) = [T/ALV(T)

de onde concluimos que, como volumes fundamentais so finitos ndo-nulos, |[['/A| € finito e
ndo-nulo, para A e I' de mesma dimensdo, como convencionado. Assim, diferentemente da
parti¢io IR®/A, uma particio I'/A ¢ sempre finita e ndo-vazia, como ji visto.

E interessante, para fins praticos de manipulagio das classes laterais de uma particio
I'/A, determinarmos um conjunto de representantes [I"/A] dessas classes laterais, pois como ja
vimos a soma de representantes médulo A corresponde & soma das respectivas classes laterais,
sendo esta correspondéncia uma das principais aplicagbes do conceito de conjunto de
representantes. Vimos, nesta secio, que Ry(A), com M sendo uma matriz geradora de A, € uma
possivel regido fundamental de A; em particular, Ryf{A) possui representantes para todas as
classes laterais de A na partigio R"/A, ou seja, contidas em R" . Se A s T entdo I € a unigo
de |['/A] classes laterais de A; como Ry{A) possui representantes para todas as classes laterais
de A contidas no R" |, possui entio representantes para as classes laterais de A contidas em
I' = R® . Assim, € natural que se analise a conveniéncia de utilizarmos estes representantes
como um possivel conjunto de representantes [I'/A] das classes laterais de A na particBo ['/A.
E o que faremos a seguir.

Seja, entio, M uma matriz geradora qualquer de A. A regido fundamental bdsica
Rp{A) de A; associada a matriz geradora M de A, por serum conjunto de representantes de uma
parti¢io de grupo, especificamente R"/A, nio pode possuir dois vetores de uma mesma classe
lateral como elementos, embora possua um ponto de cada classe lateral (de A contidano R" ).
Assim, se A < T, a0 tomarmos a intersegio de Ryy{A) com I, obteremos um ponto, € apenas um
ponto, de cada classe lateral de A contida em [ desta forma, o conjunto de representantes
[['/A] selecionado em IRp{(A) seria:

[C/ATM AT () RpilA)
(327

A Figura 3.2.2 ilustra a interseciio [Z%/Dyly = {{g} }é]} entre o reticulado Z% € a
regifo fundamental basica Ryy{D,) do reticulado D5, dada na Figura 3.2.1.
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Fig. 3.2.2 - O conjunto bdsico g representantes [& 2, 0], utilizando-se 8 regife fundamental basica Ry D) dada rna Figura 3.2.1

Embora a determinacio dos pontos de um reticulado que pertenca a uma dada regiao
arbitrdria do espaco seja um problema, em geral, complexo, ([6},{10]), neste caso a solugio €
relativamente simples. Esta se baseia numa determinagio indireta da intersec¢io indicada em
(3.2.7) utilizando a fungio (. )MODA definida em (3.2.2), da seguinte forma:

/Al = TMODMA 3 WMODpA Yy ET
T/Alm mA 2 ly MA Y ET) (32.8)

E claro que, como I [ Ry(A)C T, temos (I {) Rpy(A))MODpyA C TMOD);; porém
qualquer elemento de Ry{(A)} € um ponto fixo de (()MODyA, de modo que
(T M Ras(AYMODpA =T () Rig(A); assim T [} Rp{A) STMOD A Além disso, se
y €T entdio, como T { ) Ry € um conjunto de representantes para as classes laterais de A em
/A, existe ¢c&T { )Ry tal que y-c € A; logo, por (3.2.4), yYMODA = ¢; assim,
IMODyA C T 1) Ry Concluimos, entdo, que T {1} Ryy(A) = TMODyA, validando a
Equacio {3.2.8), cu seja, [I /Ay = TMODpA

A determinagio de T'MODyA € desenvolvida como segue. Sejam N e M matrizes
geradoras de I' ¢ A s T, respectivamente; assim M = N.P, onde P € uma matriz de ndmeros
inteiros nao-singular, denominada matriz particionadora para I'/A, como definida na Se¢ao 2.3.
Sejay &€ T'; assim, y = N.u, onde w € Z" | Pela definigao (3.2.2), temos:

yMODpA = M.REST(M™1y) =
= M.REST(M™IN.pu) =

~ -1
= M.REST(P™" 1) (329

Denotemos por D(y), com y = [y1,....¥,] € R" | a matriz diagonal com y; como o elemento da
diagonal nai*linha, 1 =i < n. Alémdisso, paraum vetorg = [q;....,.§,] com componentes inteiras
positivas ndo-nulas, definamos:
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ZIMODC] 1' .21-

zMODq 2 . L z=| - |EZ"

2 MODgy, & (3.2.10)

onde ziMC}in 4 REST(z;/q;), 1 s i = n. Nestes termos, vale a seguinte propriedade, faciimente
verificdvel:

REST(D(q)""z) = D(q)™".(zMODq), z € Z" (32.11)
onde g € um vetor com componentes inteiras positivas ndo-nulas. Nosso objetivo serd determinar
vetores q e z, em funcdo de P e p, tais que Ply= D(q)'l.z, de maneira que se possa aplicar a
propriedade (3.2.11) para simplificar a expressio (3.2.9).

Observando que l{iet(P)l.P"1 ¢ uma matriz ndo-singular de nimeros inteiros, definamos

o vetor d de componentes inteiras positivas ndo-nulas como tendo sua i* componente igual ao
méximo divisor comum dos elementos da i® linha de |det(P)|.P“1, 1 =1is=n; ou, em simbolos:

d = MDC(|det(P)].P7Y) (3.2.12)

E evidente que D(d)"L.(jdet(P)|.P~!) é matriz de nimeros inteiros; assim podemos definir, para
uwEZ" | oseguinte vetorz € Z"

z = D(d)"L|det(P).P L. (3.2.13)

Além disso, como (D(d}‘z.ldet{?ﬂ}.l"i e P sdo matrizes de ndmeros inteiros, podemos definir
o seguinte vetor g com componentes inteiras positivas nio-nulas:

D(q) = D{d)~ ldet(P)| (3.2.14)
Visto que para vetores z € q, assim definidos, temos:

D(q)" L.z = (D(d)"L]det(P))"L.D(d) Jdet(P).P P =P L

podemos utilizar a propriedade (3.2.11), com estes vetores q ¢ z, para simplificar a expressio
{3.2.9); assim teremos:

yMOD A = M.D{q)"}.(zMODq) =
= M.D{(q)"{(D(q).P"".u)MODq) =

= M.D(q)"(D{(q).M"L.N.u)MODq) (2.2.15)
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Denotando:
M, AM.D(g)™, Py = P.D(g)™! (3.2.16)
tem-se:
YMODpA = Mg.((Mg ' ¥)MODg) = Mg.((P;".1)MODq) (3.2.17)

E interessante notar que o vetor ¢, dado por (3.2.14), tem componentes minimas.

Assim, [I'/Aly = TMODpA pode ser expresso por:
[[/Aly = {Mq-((Pg".WMODg) : n € Z" (3.2.18)
e a soma de representantes c,¢’ € [T'/A]pg, médulo A, pode ser expressa por:
cec = Mg((Mg'.c + Mg'.c’)MODq) (32.19)

em lugar de (3.2.5), concluindo-se assim que os elementos de Mgi.[l“/ Ay formam um grupo
sob adigdo médulo q, ou seja, formam um subgrupo do grupo abeliano Zg1 x..x Zg, , onde
Zqi ¢ o grupo abeliano dos residuos inteiros médulo g; (isomorfico & partigio unidimensional
Z/qiZ ),1sisn

A determinacio de [T'/Aly por (3.2.18) pode ser simplificada ainda mais: extendendo
a definicio (3.2.10) para matrizes (quando, entdo, para uma matriz de nimeros inteiros Z e um
vetor ¢ com componentes inteiras positivas nao-nulas, ZMODq denota a matriz cuja } coluna
€ Z MODQ, onde Z € ajfconade Z, 1 = j® < nj, verifica-se facilmente que:

(P3'.1)MODq = ((P;' MODq).1)MODq (3.2.20)

parap € Z" . Note-se que, sendo m = MMC[qy,....qy], € suficiente que, em (3.2.20), p assuma

valoresem Z, x..X Z,, para que, apds multiplicagao por Mq, sejam obtidos todos os vetores

de [T/ Alp (nesta enumeragio cada vetor de [T/ Aly serd, obviamente, obtido m™/|I' /Al vezes
n

como resultado, pois existem Hqi vetores distintos em Zqi X..X Zqﬁ gue u pode assumir;
jm

na Secio 3.4 veremos como contornar este problema, utilizando formas candnicas da matriz de

particdo, evitando assim estes cdlculos redundantes de um mesmo representante, ou seja, de

modo que m" = |['/A]). Assim, podemos reescrever (3.2.18) como:

[T/ Al = %M{y({{??MQDQ}@)MOBq} WEZy XX Zy) (3.2.21)
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Note-se, portanto, que as n colunas de Py 1M()Dq formam um conjunto gerador para ©
subgrupo Mg 1.[?/ Alpde Z, x..x Z;; (um conjunto gerador minimo para Mgl.[I“/A]M pode

ser obtido, obviamente, tomando-se um conjunto minimo de colunas de P[llMODq tal que as
restantes sejam combinagdes lineares, em Z, x..x Z, , das colunas desse conjunto).

Tomemos, como um exemplo elementar, o caso da parti¢ao Z2%/ D, ilustrada acima, com

M= [1 1] eN= {é 2] como as matrizes geradoras de D, € Z% , respectivamente. Assim,

1 -1
teriamos:
-1 11 a2 172
P=N"M [1 ml] P [1/2 -1/2
d=Mqummw4p{a m@ﬂﬁ?]
i, 2 0] 2
D(q) = D(e)" Jdet(P)] - { 02| q==H m=2
-1 1172 1/2] .1 (12 12
-P.D(g)"! -
-1 11 -1 101
- P:IMODq =
Py {1 “}} g MODq {1 _1}

12 1721711 1
Logo: [szﬂ"ﬂl/z _1/2}.(([1 i}

o} b
ol bl bllolle] ffol=ll bl

Observe-se que Mai.{ZZ/Dz] tem um conjunto gerador unitario {Ep
}

EZ*) XZ7}

Jole]

K2

onde:

Assim, fica resolvido, de forma fechada, o problema da determinag@o de um conjunto
de representantes [['/A] para uma particio T'/A de reticulados (de mesma dimenséo)
especificados por matrizes geradoras; a solugio deste problema pode ser usads, por exemplo,
na busca exaustiva de novos reticulados. Trataremos, agora, do problema reciproco, ou seja, da
determinacio de uma matriz geradora para um reticulade I', quando se conhece uma matriz
geradora para um subreticulado A = I e um conjunto de representantes {I /A] para a particio;
em particular, a solugio deste problema fornece uma matriz geradora para reticuiados contruidos
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por unido finita de versdes transladadas de um reticulado para o qual jé se conhece uma matriz
geradora (este é 0 método de construgio de reticulados mais difundido na literatura, como ja
mencionado na Segio 2.3), possibilitando o estudo dessas construgdes em termos de formas
quadréticas.

Assim, como no problema anterior, formulamos a determinagio de uma solugéo
particular [I'/A]y para a selegio de um conjunto de representantes [I'/A], delineamos a seguir
um procedimento para a determinagio de uma possivel matriz geradora N para um reticulado
I', conhecido [T'/A] e uma matriz geradora M de A.

Inicialmente, determinamos [['/Alp = [T /AJMODpA; note-se que [T'/A] e [ /Al
possuern o mesmo namero [['/A| finito de elementos. Do exposto no problema anterior

M'i.[l“/’ Alpm € um conjunto de vetores com componentes fraciondrias; supondo que estas
encontram-se sob forma irredutivel (numerador e denominador primos-entre-si), fazemos q;,
1=si=n, igual ao minimo muiltiplo comum dos denominadores (componentes nulas sdo
consideradas como tendo numerador nulo e denominador unitdrio). Multiplicando cada vetor

de M’l.[F/A]M por D{q), obtemos M;Efl.{l" /Alpm que, como vimos, forma um subgrupo de

ZyX.. X £y, . Determina-se, entdo, um conjunto gerador minimo para Mg 1.[1"/ Alm €
forma-se entio uma matriz n X n inteira, tomando-se os elementos desse conjunto gerador como
colunas desta matriz, completando-a com colunas nulas se o nimero de geradores for menor do

ue n; esta € a matriz PzIMOD , para alguma matriz de particio P = M~!N. Se determinarmos
q q 4 P gu paruca

P;l'l, entdo P = Pq.D(q) e N=M.P! ficam determinadas, resolvendo o problema. Esta, no
entanto, ndo € uma tarefa trivial, pois equivale a determinar uma matriz inteira K de modo que

Pal = P‘?MC}DQ + K.D{(q) tenha determinante igual, em wvalor absoluto, a
1

ldet(P~1.D(q))] = Hqi /IC/A}f; por outro lado, é evidente que a determinagio desta matriz
i=1

inteira K pode ser simplificada por uma escolha adequada do conjunto gerador minimo para

Mgl.[f’/A}M que constitui as colunas ndo-nulas de PglMODq. Na Secao 3.4, onde sdo

analisadas as formas candnicas da matriz particionadora, voltaremos a este problema. Antes, no
entanto, devemos analisar como se relacionam matrizes particionadoras para uma mesma
particdo de reticulados; isto € realizado na Secio 3.3 a seguir.

3.3 Matrizes geradoras e particionadoras

Como vimos, um reticuiado A € especificado, de modo geral, por uma matriz geradora
M real quadrada nio-singular, de modo que A € o conjunto de todas as combinagOes lineares
com coeficientes inteiros das colunas de M; as colunas de M formam assim um conjunto gerador,
ou base, de A. Cada reticulado A, no entanto, possui védrias matrizes geradoras {ou bases).
Passamos a analisar, entfo, o relacionamento entre duas matnzes geradoras M ¢ M’ para um
mesmo reticulado A

34



Sejam, entdo, M e M’ duas matrizes geradoras do reticulado A. Como as colunas de cada
uma dessas matrizes sio combinages lineares com coeficientes inteiros das colunas da outra,

temos:

M=M.U (3.3.1)

M =MV (3.3.2)
onde U e V sio matrizes quadradas de niimeros. Substituindo (3.3.2) em (3.3.1), vem:
M=MV.U (3.3.3)
J4 que M ¢ inversivel, (3.3.2) fica:
VU=I

onde I € a matriz identidade de ordem n. Como U e V sio matrizes quadradas, temos:
v =

Como U e V = U™ sdo matrizes de nimeros inteiros, det{U) e det(V) = 1/det(U) sio inteiros;
logo:

det{iUy==21 (3.3.4)
Além disso, de (3.3.1) e (3.3.4), tiramos:
[det{M)| = [det(M")};

ou seja, confirma-se que o volume de A, dado por V(A) = |[det(M)] onde M € uma matriz geradora
de A, independe da matriz geradora {ou base) de A usada, como jd era esperado.

Assim, toda mudanga de base cormresponde a uma multiplicacio, a direita da matriz
geradora associada, por uma matriz de nlimeros inteiros com determinante igual a = 1.

Reciprocamente, toda multiplicagao, 2 direita de uma matriz geradora, por uma matriz
de nimeros inteiros com determinante igual a =+ 1 correspondente a mudar a base associada,
obtendo-se assim outra matriz geradora. Isto €, se A € o reticulado geradopor M, e A" é o
reticulado gerado por M" = M.V, onde V € uma matriz de nimeros inteiros com determinante
igual a = 1, ento A = A’; senfo vejamos: jd que V € uma matriz de numeros inteiros, temos:

VZ < Z" (33.5)
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Como V tem determinante igual a + 1, V™! também é uma matriz de nimeros inteiros, e entio
temos:

Zh= v i (VZNsVZ (3.3.6)
Assim, de (3.3.5) e (3.3.6), temos:
vVZ"=Z"
Conseqiientemente:
AN=MZ"-MVZ"'=MZ"=A

como afirmado.

Deste relacionamento entre matrizes geradoras, podemos obter a forma geral de um
automorfismo para um reticulado. Como definido na Se¢io 2.3, um automorfismo T para um
reticulado A € um operador ndo-singular do R® tal que TA = A. Sabemos que para qualquer
operador nao-singular T, o conjunto TA € um reticulado do R" , tendo TM como matriz
geradora, onde M é uma matriz geradora de A. Se TA = A, entdo TM € na realidade uma outra
matriz geradora de A; assim deve existir uma matriz V de ndmeros inteiros com determinante
igual a = 1 tal que T.M = M.V; ou seja, todo automorfismo de A tem a forma:

T=MV.M!

para qualquer matriz geradora M de A e alguma matriz V de nlmeros inteiros com determinanie
iguala = 1.

Vimos também que se AsT e Mresp. N) é matriz geradora de A(resp. I'), entdo
M = N.P, onde P é uma matriz de nimeros inteiros nao-singular, denominada uma matriz
particionadora para a particio I'/A. Cada particho I'/A, no entanto, possui vérias matrizes
particionadoras, uma para cada selecio das matrizes geradoras (ou bases) de A e I'. Passamos a
analisar, entdo, o relacionamento entre duas matrizes particionadoras P ¢ P’ para uma mesma
particio [ /A.

Sejam, entio, P e P’ duas matrizes particionadoras para a partigao I'/A. Logo, existem
matrizes geradoras M e M" de A, e N e N’ de T tais que:

M == N.? (3‘3-7}

M’ =N.F’ (3.3.8)
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No¢ entanto, temos também;:

M’ =M.U (3.3.9)

N =NV (3.3.10)

onde U e V sio matrizes de nimeros inteiros com det(U) = =1 e det(V) = =1. Logo, (3.3.7 - 10}
implicam em:

P =N"IM =V INIMU =VIPU
Além disso, temos:
|det(P")]| = [det(P)}

ou seja, confirma-se que o nimero de classes laterais de A em [, dado por
[C/A] = V(A)/V(T) = |det(M)|/|det{N)| = |det(P)| independe da matriz particionadora P usada
para a parti¢do, ou seja, das matrizes geradoras (ou bases) de A e I usadas, como jé era esperado.

Assim, toda mudanga de bases, em uma particiio, corresponde a multiplicar, a direita e
a esquerda da matriz particionadora associada, por matrizes de nimeros inteiros com
determinantes iguais a = 1.

Reciprocamente, toda multiplicagdo, & direita ¢ & esquerda de uma matriz particionadora,
por matrizes de nimeros inteiros com determinantes iguais a = 1 corresponde a mudar as bases
associadas, obtendo-se assim outra matriz particionadora. Isto €, se P € a matriz particionadora
paral /A, entdo P’ = V“l.P.U, onde V e U sic matrizes de ndmeros inteiros com determinantes
iguais a = 1, é também matriz particionadora para I'/A; sendo vejamos: como P € matriz
particionadora para I'/A, existem matrizes geradoras M e N dos reticulados A ¢ T,
respectivamiente, tais que M = N.P; assim, M” = M.U e N* = N.V so também matrizes geradoras
de A e I', respectivamente, ¢:

NP = (NVL(VIPU) = (NPL.U=MU=M

como afirmado.

Deste relacionamento entre matrizes particionadoras podemos obter a forma geral de um
endomorfismo para um reticulado. Como definido na Segéo 2.3, um endomorfismo T para um
reticulado I” € um operador ndo singular do R"  tal que TT =< I'. Novamente lembramos que,
para qualquer operador linear nio-singular T, o conjunto TI" € um reticulado do IR" , tendo T.N
como matriz geradora, onde N € uma matriz geradorade I'. Se TI = T, entdo T.N = N.P, onde
P é uma matriz de nimeros inteiros com |det{P)| = [det(T)}; ou seja, todo endomorfismo de T
tem 2 forma:
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T=NPN!

para qualquer matriz geradora N de [ e alguma matriz P de ndmeros inteiros com
|det(P)] = [det(T)].

Visto como se relacionam as matrizes particionadoras para uma mesma particio de
reticulados, a questio que surge naturalmente €: existiriam formas computacionalmente mais
adequadas da matriz de parti¢io para uma dada parti¢3o de reticulados? Esta questao € analisada
na Segiio 3.4 a seguir, ilustrando suas aplicagbes aos problemas direto e reciproco da Segio 3.2.

3.4 Formas candnicas da matriz particionadora

Pelo exposto na Segio 3.3, observa-se que as matrizes inteiras com determinante igual
ax1 desempenham um papel importante no relacionamento entre matrizes particionadoras para
uma mesma parti¢io. Assim, na busca de formas candnicas de matrizes particionadoras, seria
iitil termos conhecimento de propriedades destas matrizes de nidmeros inteiros cujos
determinantes sejam iguais a + 1, que denominaremos Matrizes Unitédrias ([26]).

Como vimos, uma matriz unitdria €, obviamente, ndo-singular, tendo como inversa uma
matriz de nameros inteiros, também unitdria. Além disso, as matrizes unitarias sdo as Unicas
matrizes de numeros inteiros nao-singulares, cuja inversa € também uma matriz de nimeros
inteiros.

Uma caracteristica interessante € que qualquer linha ou coluna de uma matriz unitdria €
constituida de nimeros inteiros cujo maximo divisor comum ¢ igual a 1, ou seja, sdo primos
entre si. Para verificar, basta observar que o determinante de uma matriz de nameros inteiros €
um ndmero inteiro que, pelo desenvolvimento por menores de Laplace, pode ser expresso como
uma combinagio linear dos elementos de uma linha ou coluna arbitraria desta matriz, com
coeficientes inteiros; como, pela teoria elementar dos nimeros, qualquer tal combinagio € um
miiltiplo do méximo divisor comum daqueles elementos, concluimos que o determinante de uma
matriz de nimeros inteiros € um maltiplo do méximo divisor comum dos elementos de quaiquer
de suas linhas ou colunas. Para o caso de uma matriz unitdria, onde o determinante € igual a
+ 1, conclui-se entdo que o méximo divisor comum dos elementos de qualquer de suas linhas
ou colunas € necessariamente igual a 1, como afirmado.

Porém, importante mesmo € o fato de gue dado um vetor de n nimeros inteiros primos
entre si, sempre € possivel construir uma matriz unitdria com aquele vetor como uma linha ou
coluna previamente estabelecida.

Estas consideracles sobre matrizes unitdrias sdo suficientes para desenvolvermos as
formas candnicas da matriz particionadora para uma partic&o de reticulados.

Wimos na Secio 3.3 que, dada uma matriz particionadora P, para uma particio I'/A
(existindo, portanio, mairizes geradoras M e N dos reticulados A e T, respectivamente, tais que
P = N~1 M), uma multiplicacio 2 direita de P por uma matriz unitdria U, corresponde a uma
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multiplicagio  direita de M pela mesma matriz unitdria U, mudando assim a matriz geradora
de para M’ = M.U,, preservando a matriz geradora N de T', ¢ mudando portanto a matriz
particionadora para P’ = N"}‘.(M.U) = P.U. Ocorre que existe sempre uma matriz unitdria U de
modo que P’ seja triangular inferior, produzindo entfio uma primeira forma candnica; esta forma
candnica serd util para a solugio do problema (reciproco) da Segio 3.2, deixado provisoriamente
em aberto. Por raciocinio idéntico, existem matrizes unitdrias U e V de modo que
P’ = V~1 P .U sejadiagonal, produzindo entio uma segunda forma candnica; esta forma can0nica
serd dtil para a simplificagdo da solugio do problema (direto) dada na Segéo 3.2.

3.4.1 Forma canénica triangular

Qualquer matriz quadrada A ndo-singular de nimeros inteiros pode ser reduzida por
operacoes elementares sobre colunas, definidas como multiplicagbes a direita de A por
matrizes unitdrias, a uma matriz triangular inferior tnica A, onde todos os elementos ndo-nulos
de A sdo inteiros positivos, com cada elemento 2 esquerda da diagonal principal sendo menor
do que o elemento diagonal de sua linha. A obtengio desta forma candnica triangular, conhecida
na literatura como forma normal de Hermite ([26]), ndo serd reproduzida aqui, pois a sua
existéncia e unicidade sdo suficientes para 0s nossos propositos, como visto abaixo.

Retomemos, entdo, o problema da determinagio de uma matriz geradora N de um
reticulado T do R®™ , conhecidos uma matriz geradora M de um subreticulado A= e um
conjunto de representantes [I'/A] para a partigio de reticulados I'/A, estabelecido ao final da

Secio 2.2.

Analisemos, mtcxaimente de que modo podemos reduzir a matriz Py =13 forma candnica
triangular. A matriz Py pode SEr eXpressa como:

~1 = D(d)y~Lidet(P)|.P~!
onde P = N1 M, e:
D(d) = MDCldet(d)|.P*

Assim, se a matriz de ndmeros inteiros |det(P)]. P! for reduzida 3 forma candnica triangular,
entdo Py ! também serd reduzida 3 forma candnica triangular, pois (1) D(d) é invariante por
operagoes elementares sobre as colunas de |det(P)].P~1, como facilmente verificivel; (2) a
multiplicacdo & esquerda de |det(P)|. P~1 por D(d) apenas muitzphca cada linha de |det(P)|.P™*

pela correspondente componenie de d, resultando em uma matriz Pq3 em forma candnica
triangular se |det(P)]. P! for reduzida 3 forma candnica triangular. A redugio de |det(P)]. Pla
forma canomca triangular, por sua vez, correspondendo a multiplicagbes & direita de
idet(P)l. p-1 por matrizes unitdrias, equivale a mudangas da matriz geradora I\ deI'. Em vistada
existéncia e unicidade da forma canOnica triangular, concluimos que ? pode sempre ser
colocadsa em forma candnica triangular, qualquer que seja a matnz gerado;a M de A utilizada,
adotando-se uma certa (e dnica) matriz geradora Nde I
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Vejamos, entdo, as simplificagdes, na solugdo do problema (direto) dada na Se¢do 3.2,
decorrentes da ccncluséo acima. Vimos que, dados M e [T /A), podemos obter [T'/Alpy; assim
o subgrupo D(q). M~} [I/Ade Zgg x..x Zg, pode ser determinado. Vimos, tambem que
P“IMODq é uma matriz cujas colunas formam um conjunto gerador para D(g). M1 T/ Al
Ponanto, a solugdo, proposta na Se¢do 3.2, consistia de um conjunto gerador arbitdrio para
D{(q). M1, [F/A]M com n elementos que, dxspostos em ordem arbitrdria como colunas, resulta
em uma matriz P MODq para alguma matriz P‘ dada por: :

P;! = PMODq + D(q).K

onde K é uma matriz de niimeros inteiros a ser determinada de modo que os elementos de cada
I

linha de P{li sejam primos-entre-si € que Idet(P(‘ll)| = Hqi /[T /Al Como mencionado naquela
i=1

se¢iio, a determinagdo, para uma matriz Pq“IMODq selecionada, da matriz de nimeros inteiros

K ¢é bastante complexa, em geral. No entanto, se¢ Pal estd na forma triangular, entio

Py IMODq e K sao matrizes triangulares inferiores {nio necessariamente em forma canénica);

assim, da existéncia e unicidade desta forma canfnica para P{‘E1 , concluimos que existem

matrizes PQIMOi}q e K triangulares inferiores e Unicas tais que a matriz Pf—i ! resultante (com
n

|det(Pg H = Hq} /[T /A] e cujos elementos de cada linha séo primos-entre-si) estd na forma

1=

canbnica triangular. A solugio, portanto, torna-se computacionalmente mais simples, pois agora:

(1) existem menos elementos da matriz K a determinar; (2) o determinante Pé lg simplesmente
¢ produto dos seus elementos na diagonal principal; (3) todos os elementos ndo-nulos de P&l
sao positivos; (4) cada elemento de Pgl 4 esquerda da diagonal principal € menor do que o
elemento diagonal de sua linha. Observermos, no entanto, que PalMODq nao € mais arbitrdria,
e sim Unica; ou seja, existe apenas uma matniz PQEMODQ triangular, cujas colunas formam um
conjunto gerador para D{q).M"l.[F/ Al tal que € possivel encontrar uma matriz K triangular,

de numeros inteiros, de modo que a matriz Pi ! resultante {cujo determinante deve ser igual &

Hqi /|T/A} e cujos elementos de cada linha devem ser primos-entre-si) esteja em forma
=3
candnica triangular.

Como um exemplo ilustrativo, determinamos uma matriz geradora N para o reticulado
T'doR"™ que possui o reticulade Dy como subreticulado definido pela matriz geradora:
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11

formando uma partigio ['/D, com conjunto de representantes:

e {3

Inicialmente, determinamos [I'/Dyy = [T/D2]MODyD5:

e )

(comparando-se com o exemplo ilustrativo da Segio 3.2, temos que I' deve ser o reticulado
Z? doIR? , como veremos). Em seguinda, determinaremos M"I.[F/ D2}M:

M~L[T /D]y = {[g] , ﬁﬁ}}

Fazendo q;, 1<is2, igual a0 minimo miultiplo comum dos denominadores das primeiras
componentes dos elementos de M“I.[F/DQ}M, obtemos:

| g

Assim, Hqg /IT/Dy| = (2x2)/2 =2, &

i=1

S ey

Confirma-se, portanto, que I € realmente um reticulado, pois D(q).M"l.{f/ D,y €, de fato, um
subgrupo de Z4; X..X Z gy, , como facilmente verificdvel.

Fazendo:

-1 n;p O
P;'MODq | }

1'4"32 19
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{(my1 + Ky1) 0
Pl = P2IMODg + D(q) K =
a4 4+ Dla) (w2 + Kyo) (mop + Kop)

Determinaremos 71, 32, T22, K11, K11 € Ky tais que:

0
(1) {[2;} ; {312” € um conjunto gerador para D(q).M“I.[{'/DZ]M

(2) Kq;, Kjie Ky sdo niimeros inteiros

(3) (43 +2.K11) 2 0, (i + Kop) 2 0 € 0 s (myp + 2.Kyp) s (mpp + 2.Kp2)

]
(4) [det(PgM)] = Iy + 2. Kglhza + 2.Kool = | [ Jai|/IT/Do = 2
i=1

(5) (myz + 2.Kyp) € (7 + 2.Kpp) sdo primos-entre-si.

De (1), temos 7y, = 0; logo, de (2), (3) e (4), concluimos que Kyy = 1 € que (py; + 2.Kyq) = 1.
Sendo (1 + 2.K11) = 1, concluimos, de (1), que 13 = 1 ¢ K47 = 0, bem como py = 1. Sendo
749 = 1, concluimos, de (3), que Kyp = 0. Com estes valores, verificamos que a condigdo (5)
também € satisfeita; logo:

-1 [10
i

e portanto:

4wl [10
N=M.D(q)" Py = {1 _1}

é a matriz geradora obtida para I'. Como N € unitdria, confirma-se que [ € realmente igual ao
reticulado Z* do R? .

Como exemplo adicional, determinemos umna matriz geradora para um reticulado obtido
por uma construgio, denominada Construgio A, que seré analisada em capitulo posterior. Nesta
construgao, A = 2Z" [T /Al € um codigo bindrio linear C de comprimento n ¢ dimensdo K
{ou seja, IC]= K}. Assim, M =21, {onde I; € a matriz identidade de ordem n) e
MM /Ay = 5-Cs logo, D(g) = 2 ¢ D{(q).M~1[T /Ay = C {ou seja, as classes laterais de
T/ A sio representadas pelas palavras do cédigo C, e estas sdo operadas em [T /Ay médulo 2}
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n
logo nqi /IT/A) =2%/ 27K 2K Como todo c6digo C possui uma matriz geradora G nx
i=1 '
K (tal que C € o conjunto de todas as combinagdes lineares modulo 2 das colunas de G) em
forma sistemadtica, ou seja:

Ik
Ge
A

onde I € a matriz identidade de ordem K, ¢ A € uma matriz (n-K) x K Gnica para C, sem linhas
nulas, podemos tomar:

o-ioDg - 1K 0 0
q =la 0|7 o1,
de modo que:
g O
pol.| X
T T|A 21,k

Observe-se que: (1) os elementos de cada linha de qu sdo primos- entre-si (todas as linhas
possuem pelo menos um elemento igual a 1); (2) det(P“ ; (3) Py ! ests na forma candnica
triangular. Como M = D{g), temos N = D{(q). ML lw P ASSim

Ik O
TIA 21k

¢ uma matriz geradora do reticulado C + 2.Z" | onde:

Ik
G=la

¢ a matriz geradora de C em forma sistemadtica.

3.4.2 Forma candnica diagonal

Qualquer matriz quadrada A n&o-singular de nlimeros inteiros pode ser conduzida, por
operagdes elementares sobre ambas linhas e colunas (correspondendo a multiplicagbes a direita
e 2 esquerda de A por matrizes un;tanas} 4 uma matriz diagonal Gnica A, onde todos os elementos
diagonais de A sdo positivos com A;; divisor de A(;+1) ;+1) (onde A=A 1;]) conhecidos como
os fatores invariantes de A. A obtencio desta forma canénicadiagonal, conhecida como forma
normal de Smith ([26]) € assumida conhecida na discussac abaixo, podendo ser encontrada na
literatura.

43



Retomemos, entdo, o problema da determinagio de um conjunto de representantes
[[/A] para a partigio de um reticulado I" do IR" , para o qual se conhece uma matriz geradora
N, em classes laterais de um subreticulado A s T, para o qual também se conhece uma matriz
geradora M, como foi estabelecido no inicio da Seclo 2.2.

Analisemos, inicialmente, de que modo podemos reduzir a matriz particionadora P a
forma candnica diagonal. Como Pal - N”I.M, -a reducdo de P a forma candnica diagonal,
correspondendo a multiplicagdes a direita e esquerda de P, equivale a mudangas de ambas as
matrizes geradoras N e M, dos reticulados ' e A, respectivamente. Em vista da existéncia e
unicidade da forma candnica diagonal, concluimos que P pode sempre ser reduzida a forma
candnica diagonal, adotando-se certas (e Unicas) matrizes geradoras N e M, de I' ¢ A,
respectivamente.

Vejamos, entdo, as simplificagbes, na solugao do problema proposto na Se¢do 3.2,
decorrentes da conclusao acima. Vimos que, dadas N e M, podemos obter P = N7*Me D(q);

assim, a matriz Pa 1. D(q).P‘1 pode ser determinada. Vimos, também, que P{fMODq € uma

matriz cujas colunas formam um conjunto gerador para o subgrupo D(q).M'i.[F/ Al do grupo

Zgy x..x Lgy Assim, [[/Ay = 'MODA pode ser determinado, solucionando o problema.

B

q

Como mencionado naquela segio, a determinagio de D(q).M“I[F/ A], quando Hqi € um
i=1
miiltiplo distinto de [ /Al redunda em calcular cada elemento de D(q).M“i.[I“/ Alpsum nilimero
4]
de vezes igual a Hqi /|T/Al, pois na expressio:

i=1
D(q).M LT /Aly = {((P"'MODQq).p)MODQ : 0 € Zyy, x..x Zyy

I
avaridvel n€ Z , x..x Z,;, pode assumir Hq}- valores vetoriais distintos, enquanto que
i=1
D(q).M L[/ Al possui, evidentemente, apenas [T/ A] elementos distintos. No entanto, se P
estd na forma candnica diagonal, entdo D(q) = P, como € facilmente verificavel, ¢, assim, temos
Pil = P;!}MODQ =1, (onde 1, € a matriz identidade de ordem n} e
[[/Alm = NA{Zy; x..x Zgg) . A soluglo, portanto, pode vir a ser simplificada, caso a forma

candnica diagonal de P possa ser encontrada facilmente (0 procedimento para a sua
determinacdo, tem complexidade dependente da particular matriz inicial a ser reduzida a sua
forma candénica diagonal). Embora exista um procedimento mais simples para a determinacao
da forma candnica diagonal resultante, sem a determinacio das operagbes elementares do
procedimento completo de redugdo, observemos que € necessdrio a aplicagdo sobre N das
operagdes elementares sobre as linhas de P utilizadas nesta redugio, de modo que, com a matriz
N resultante {associada & forma candnica diagonal de P) se possa determinar:
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[[/Aly = N(Z gy x..x Zgp)
Como um exemplo ilustrativo, determinemos {szDz]M utilizando:
10 11
SIS

como matrizes geradoras de Z° e D,, respectivamente, como no exemplo ilustrativo da Secéo
3.2, mas reduzindo inicialmente P = N"LM 2 forma canénica diagonal. Seguindo o
procedimento de redugio de P, encontrada na literatura ([26]), e aplicando sobre N apenas as
operagdes elementares aplicadas sobre as linhas de P, obtemos:

P'[é g] N”E -01]
Assim:
D(q)=P={{1) g} MnN.Pw[l G}
de modo que:

(Z2/D,] = N(Zy x Z5) = N.{m , {ff]} - {[3} » {.?1”

Encerramos, assim, essas consideragbes sobre a aplicagio das formas candnicas, de
matrizes nio-singulares de nimeros inteiros, aos probiemas abordados neste capitulo.
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Capitulo 4

Aplicagdo de reticulados a
codificacdo para canais

AWGHN limitados em banda



4.1 Introducao

Este capitulo trata das potencialidades de aplicagio de reticulados em esquemas de
codificag@io para canais AWGN limitados em banda. Inicialmente, na Segdo 4.2, € estabelecido
o conceito de codificador para canais AWGN limitados em banda, e sdo analisados os critérios
para sua avaliagdo e comparagio. Na Segio 4.3, séo, entao, descritos os métodos correntes de
construgio baseada em reticulados desses codificadores, e analisadas as suas propriedades.

42 Cébdigos para canais AWGN limitados em banda

Introduziremos inicialmente uma representagio vetorial para canais AWGN limitados
em banda, adequada para a descrigio de transmissdo digital codificada.

Um canal AWGN limitado em banda é um canal continuo que, em resposta a um sinal
de entrada x(t), produz um sinal de saida r(t) dado por:

r{t) =ut) + z(t), ~lo <t < 4+

onde u{t) é a resposta ao sinal de entrada x(t) de um filtro passa-baixa ideal com resposta em
frequéncia H({) dada por:

1, |flsW
H{f) =
0 {{) , |fl>W
onde W (0 < W < +x) ¢ denominada a largura de banda do canal e z(t) ¢ uma amostra (forma
de onda) de um processo aleatério Z(t) gaussiano (independente do sinal de entrada x(t)) com
média zero e densidade espectral de poténcia Sy{f) dada por:

1

N
S(f) = —29,-oo < fe e,

A Fig. 4.2.1 ilustra o conceito de canal AWGN limitado em banda.

Fig. 4.2.1 - Canal AWGN limiladoc em benda

A utilizacfo de um canal arbitrdrio para transmissio digital requer (1) 0 uso seqliencial
do canal a uma taxa de sinalizagfo fixa (do inglés “baud rate”) de, digamos, um usc do canal a
cada T segundos; {2) a selecio de um alfabeto finito de simbolos de entrada, adequadamente
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selecionados dentro do espago de entrada do canal, de onde, a cada uso do canal, € escolhido
um simbolo para transmissdo. No caso de um canal AWGN limitado em banda, o espago de
entrada é o espago de todos os possiveis sinais x(t), —= <t < +%, ¢ 0 alfabeto de simbolos de
entrada sera, entdo, um conjunto finito de sinais.

A primeira restrigio que, de imediato, surge para uma selecio adequada do alfabeto de
simbolos de entrada €, obviamente, gue cada simbolo tenha energia finita, ou seja, se x(t),
-o < t < +%, for um simbolo do alfabeto de entrada, devemos ter:

400
£y éfx(t)z.dt <+

Ol

Uma outra possivel restrigio seria a facilidade de implementagio. Uma restricio bem
mais dificil (a rigor, impossivel) de ser satisfeita ¢ a auséncia de interferéncia intersimboélica na
saida do canal: qualquer que seja o sinal x(t), - <t < +%, na Fig. 4.2.1, o sinal u(t) € limitado
em freqii€ncia a banda (-W,W)e, portanto, necessariamente ndo € limitado em tempo aointervalo
(- T/2, T/2); assim, qualquer que seja o alfabeto de simbolos selecionados, a transmissao de
um simbolo em um intervalo de sinalizacio interfere com os simbolos em outros intervalos de
sinalizagdo; portanto, rigorosamente, qualquer canal AWGN limitado em banda introduz
interferéncia entre simbolos.

No entanto, existem sinais que sdo limitados em tempo ao intervalo (- T/2,T/2) ¢
“essencialmente” limitados em freqi€ncia 4 banda (-W,W). Especifiamente, € possivel
determinar, para cada valor de T e de W, um conjunto [q)i(z)} de n = 2WT sinais ortonormais:

, im

foit) a0 - {; %

para 1 = i, j = n, tal que o espago de sinais, gerado por suas combinagdes lineares, € constituido
de sinais limitados em tempo ao intervalo (- T/2, T/2) e com a maior parte de sua energia
concentrada na banda (-W,W). Assim, selecionando-se o alfabeto de simbolos de entrada dentro
deste espago de sinais, cada simbolo, ao ser transmitido em um intervalo de sinalizagdo, passa
essencialmente sem distorgio pela limitagdo de fregiiéncia imposta pelo canal (por ser
essencialmente limitado em freqiiéncia & banda (-W,W)) e ndo interfere com os simbolos em
outros intervalos de sinaliza¢iio (por ser limitado em tempo ao intervalo (- T/2, T/2)). (Outras
alternativas seriam sinais limitados em freqii€ncia e essencialmente limitados em tempo, ou
ainda sinais essencialmente limitados em tempo e essencialmente limitados em freqiéncia; no
entanto, verifica-se que tais sinais so essencialmente idénticos a sinais do espago gerado por
{cpi(t)}, para cadavalorde T e de W.

Vemos, ento, que a restricdo da auséncia de interferéncia intersimbdélica na saida do
canal pode ser essencialmente satisfeita, reduzindo, assim, o comportamento do canal AWGN
limitado em banda ao de um canal AWGN sem limitagdo de banda, com o mesmo alfabeto de
entrada e taxa de sinalizacio. (E interessante notar-se que, enquanto, para um canal AWGN sem
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limitagdo de banda, os simbolos do alfabeto de entrada do canal podem ser confortaveimente
dispostos em um espago de sinais de dimensio arbitrariamente alta, temos, para um canal AWGN
limitado em banda a W, que acomodar os simbolos do alfabeto de entrada do canal em um espago
de sinais de dimensio limitada, aproximadamente, em 2WT, onde T ¢ o periodo de sinaiizagio
escolhido para ambos os canais; isto traduz-se, na pritica, numa limitagao do numero de graus
de liberdade na selegiio de cada simbolo do alfabeto de entrada, que € uma caracteristica propria
da limitagdo em banda).

Em particular, podemos representar o canal continuo original da Fig. 4.2.1 pelo canal
vetorial gaussiano discreto no tempo (sem memdria) da Fig. 4.2.2. Nesta representagio,
X = [xl,...,xn]T ¢ um vetor real que representa um simbolo x(t) do alfabeto de entrada, dado por:

x(t) = Exitp(t) , -0 <t <+®

i=1

pertencente ao espago de sinais gerado por qai(t)}; note-se, entdo, que x(t) € limitado em tempo
ao intervalo (- T/2, T/2), e que, devido 2 ortonormalidade de {q)i(t)},

T/2 I
£y = fx(t)z.dt = ZX% Al
12 -1 (4.2.1)

onde }|x}|° é anorma dovetorx E R™; z = {zi,...,zn}T é um vetor cujas coordenadas sio amostras
de n variveis aleatérias Z;, 1 < i = n, gaussianas independentes (e independentes do vetor x da
entrada) de média p;=0 e varidncia 0,2 = No/2, com densidade de probabilidade p(z) dada,

portanto, por:

,zeR"Y

2
p(@) - p|-12C

(RNg™?

Finalmente, r = [rl,...,rﬂ}T é um vetor obtido, simplesmente, por 1 = X + z, de modo que
a densidade de probabilidade do ponto recebido 1, condicionada i transmissao do pontox, é dada
por:

i
{R No)n/z )

lle=xi?

plr/x) = N

(4.2.2)

Comog;t) = Oparalt] > T/2, 1 = i = n, as componentes r; do vetor recebido r sdo obtidas,

na prética, pela filtragem de r{t) por um filtro casado a g{t), seguida por amostragem, evitando-se

assim a implementac@o direta da correlagéo r; = f r(t).@;{t).dt que requer a utilizagio de
T

multiplicadores analégicos de precisdo. Portanto, nesta representacdo, cada sinal no alfabeto de

entrada do canal AWGN limitado em banda é representado por um ponto do R” que, quando
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transmitido pelo canal gaussiano discreto no tempo, sofre perturbagao pela adigao de um vetor
de ruido, produzindo entdo um ponto do IR™ na saida do canal, que representa o sinal de saida
do canal AWGN limitado em banda. (A rigor, os vetores de ruido z e de saida r representam,
respectivamente, as projegdes de z(t) e 1(t) no espago de sinais gerado por {q:ai(t)é, nao sendo,
portanto, representagdes precisas; verifica-se, no entanto, que sdo estatisticamente suficientes
para a estimagao Gtima de uma seqiiéncia de pontos transmitidos, adotando-se como critério de
otimizagio a maximizagdo da probabilidade a posteriori da seqiiéncia estimada).

Fig. 4.2.2 - Canal gaussiano discrelc no tempo

Assim, a utilizagdo de um canal vetorial gaussiano discreto no tempo, de dimenséon a
uma taxa de sinalizacio de um ponto a cada T segundos, corresponde 4 utilizagao de um canal
AWGN limitando em banda, a uma taxa de sinalizacio de um sinal a cada T segundos, com
largura de banda W = n/2T. Da mesma forma, um conjunto finito de pontos, no IR®, adotado
como sendo o alfabeto de simbolos de entrada para um canal gaussiano discreto no tempo, que
denominaremos uma constelagdo n-dimensional, corresponde a um conjunto de sinais, no
espago de sinais gerado por {epi(t) , adotado como sendo o alfabeto de simbolos de entrada para
um canal AWGN limitado em banda a W = n/2T, onde T € o periodo de sinalizacio para ambos
0S canais.

Em particular, podemos conceituar um codificador com taxa de sinaliza¢ao de um sinal
a cada T segundos, para o canal AWGN limitado em banda, com largura de banda W e densidade
espectral de poténcia uniforme No/2, em termos da conceituagao de um codificador, com taxa
de sinalizacio de um ponto a cada T segundos, para o canal vetonai gaussiano discreto no tempo,
de dimensdo n = 2WT e varidncia de ruido por dimensao cf"" No/2, 1 =i s n. Isto permite que,
uma vez que seja determinado um codificador, para um canal gaussiano discreto no tempo, seja
possivel, em principio, implementar um codificador, para um correspondente canal AWGN
limitado em banda, com operagio essencialmente livre de interferéncia intersimbdlica e,
portanto, com mesmo desempenho e complexidade. Além disso, como em breve tornar-se-i
evidente, o desempenho e a complexidade de codificadores para umn canal vetorial gaussiano
discreto nio dependem do periodo de sinalizagdo T, mas de suadimensio n = 2WT, dando assim
liberdade para implementagao de codigo de mesmo desempenho e complexidade para canais
AWGN limitados em banda, com larguras de banda W de conveniéncia pritica, ajuustando-se
adequadamente o perfodo de sinalizacdo T e mantendo-se constante o produto WT = n/2, com
a precisio permissivel. (Note-se que para cadavalorde T e de W, os n = ZWT sinais do conjunto
Icpl{t) devem ser correspondentemente alterados; assim uma mesma constelagio n-dimensional
corresponde em principio, a distintos conjuntos de sinais, para selegbes distintas de T e de W,
com T.W constante e igual a aproximadamente n/2).
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Passemos, entdo, & conceituacio de codificador para um canal vetorial gaussiano discreto
no tempo: € um dispositivo que, no decorrer de sua operago, percorre uma seqiéncia (s') de
estados em um conjunto finito S de estados possiveis, tem como entrada K seqiiéncias
(ah),-- .(ak) de simbolos de um alfabeto finito A de simbolos de informagéo, e tem como saida
umaseqiéncia(x ’) de pontos de uma constelagio finita C de pontos do IR™; no i-ésimo intervalo
de sinalizagio, produz um ponto x' € Cde saida e executa uma transigio para um proximo estado

si*l € 8, que dependem do estado atual s' € S e da K-uplaa’ = [a},.. ,aK] & A™ de entrada:

x! = x(a, s))
i+l i1
s = s(a, s')

onde x{.,.) e s{.,.) s@o fungbes fixas de AKxSemCe S, respectivamente; diz-se, entdo, que 0
codificador é invariante no tempo (pode-se, obviamente, estender esta defini¢ao a codificadores
que variem no tempo, fazendo as fungdes de proximo estado e de saida dependentes, de alguma
forma, da ordem i do intervalo de sinalizagiio; nestes casos, quase sempre esta dependéncia €
ciclica). Assumiremos, deﬁmt;vamente que as K-uplas de entrada sdo independentes e
uniformemente distribuidas sobre AX; diremos, ento, que o codificador envia, pelo canal,
logzlA]K = K.log,|A| digitos bindrios (bits) de informagio a cada periodo de sinalizagio de T
segundos, ou ainda, a cada ponto n-dimensional transmitido. A Fig. 4.2.3 ilustra o conceito de
codificador para um canal vetorial gaussiano discreto no tempo.

1
G“JEA

i
GKE F+ QE—

Fig. 4.2.3 - Codificador para canal gaussiano discreto no tempe

Para ilustrar os critérios de comparagio e 0s esquemas de construcgio de codificadores,
restringiremos nossas consideragbes dqueles correntemente mais utilizados. Um destes (cuja
andlise é relativamente complexa, mas com decodificacio especialmente simples) € o
denominado codificador em trelica: é um codificador tal que seu estado s', no i-ésimo intervalo
de sinalizagdio, pode ser representado pela v-upla (ai,...a "1;...;ak L, ...ak YK), de modo que a

K
funcio de proximo estados(.,.) pode ser implementada com exatamentev = Evk elementos

k=1
de memoria [Al-drios dispostos na forma de K registradores de deslocamento, comona Fig. 4.2.4,
onde s'*! = s(a’, s’} serd o contetdo dos registradores apds a operagio de deslocamento, ao final
do i-ésimo intervalo de sinalizacgdo. (E interessante notar-se que cada estado € determinado pelas
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Fig.4.2.4 - Estnsura de Memdria do Codificador em Treliga.

dltimas m & MAX <k vk K-uplas de entrada a1,..,a™™). Assim o nimero de estados

possiveis € |S] = |A[", e as possiveis evolugdes no tempo do estado do codificador podem ser
representados, de uma maneira eficiente, por uma treliga orientada periGdica (com nés e ramos
representando estados e transigdes de estado, respectivamente) cujo periodo € constituido por
uma Gnica segdo formada por todas as possiveis transigoes de estado em um periodo de
sinalizagfio. Diz-se que a k-ésima entrada, 1 = k s K, e ndo-codificada se vy = 0; se existirem

K entradas nio-codificadas, as transi¢bes de estado, em cada secdo da treliga, estaro agrupadas

em feixes de lAIKi transi¢Oes distintas paralelas (i.e., de mesmo estado atual e mesmo proximo
estado) e existirao lAIKZ destes feixes partindo de cada estado atual, bem como chegando em
cada préximo estado, onde Kj = K -~ Ky. Em qualquer caso, no entanto, tem-se inK transigoes

de estado partindo de cada estado atual, bem como chegando em cada préximo estado, em cada
secio da trelica. Note-se que a estrutura da treliga de um codificador em treliga (ou seja, a

especifica¢io de sua fungio de préximo estado s(.,.)) depende apenas dos valores de K € vy,
1 = k < K, além obviamente do alfabeto de entrada A. A Fig. 4.2.5 ilustra uma se¢éio da trelica
comA =101, K=2,vi=2evy=0.

ESTADC ATUAL PROXIMO ESTADD
T4 e . Ly
:Q: -,3: )l i(ﬂ; ,3!1 )
(00 g — = (0,0}

{4,4) :
INTERVALC _DE \ )
SINALIZAGAD ——m——e | P+

Fig. 4.2.5 - Estrutura de uma treliga com A= D1, K= 2 v, = 28 vy = 0, (e = 1 fmmorormmmm a, = 0)
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Uma vez especificada a fungio de préximo estado s(.,.) de um codificador em treliga,
resta especificar sua fungio de saida x(.,.); isto equivale, obviamente, a associar a cada transigao,
de uma secio de sua treliga, um ponto da constelagdo C, mantendo esta mesma associagdo em
todas seg¢des; por definicio, cada ponto da constelagio C de um codificador deve ser utilizado
pelo menos uma vez. Note-se que, embora exista um toral de IAQKJrv transi¢bes de estado em
cada segido da trelica, a constelagio ndo necessariamente possui |A] K+v pontos distintos, pois
um mesmo ponto de C pode estar associado a transigbes distintas. Em qualquer caso, no entanto,
podemos expressar 0 ponto x' = x(a s B transmitido no i-ésimo intervalo de sinalizagao, como
uma fungio, das K + v varidveis a}, a} ..., af Y%, 1 s ks K:

i i =V, .l I~v
x' = x(a},...,ay ' 4...;8),...a8 K)

sobrejetiva de AR em C, de modo que a poténcia média S transmitidag elo codificador (para

K-uplas de entrada independentes e uniformemente distribuidas sobre A™) é igual a
S=g.—— 3 K-kl
lA] (4.2.3)

onde a somatdria se estende a todas as (K+v)-uplas |Al-drias (ay,...8g4), com 8 EA,
1 =j= K+ v. Assim, um particular codificador em treliga fica completamente especificado.

A operagio do codificador em treliga pode, entdo, ser interpretada como sendo a selegio,
pela seqiiéncia (a') de K-uplas de informagio, de um caminho através de sua trelica constituido
de uma seqiiéncia continua de transigbes de estado, determinando, desta forma, uma seqiiéncia
(xi) pontos da constelagio a ser transmitida pelo canal. A seqiiéncia de pontos transmitida pelo
canal € perturbada pela adi¢o de uma seqii€ncia (2') de vetores de ruido, recebendo-se uma
segiiéncia (r') de pontos na saida do canal, possivelmente distinta da seqii€ncia transmitida. Um
dispositivo na recepgio, denominado decodlﬁcador deve primeiro determinar, baseando-se na
seqiéncia recebida, uma estimativa (x } da seqliéncia transmitida, ut;hzando algum critério de
estimagdo adequado, para entdo inferir a cormrespondente estimativa (a ) da seqgli€ncia de
informacgéo.

Mais espemﬁcamente sejaaggp) = [ al,. ] uma sequencaa finita, de comprimento

L,de K-uplasa €AK 0sisL- 1 de mformagao existern JA/XY tais seqiiéncias, todas com
a mesma pmbabzhéade de ocorréncia {para K-uplas de entrada independentes e uniformemente
distribuidas sobre AK). O codificador deve produzir uma seqii€ncia dnica de pontos
Xjo,L) = [x0 L x}"’l} para cada uma dessas seqii€ncias; como estados iniciais s” € S distintos
conduzem a seqﬁéncias de pontos xjg 1) distintas, devemos pré-estabelecer um estado inicial
definitivo para o codificador, que pode ser tomado como sendo o estado em que todos os
elementos de memoria |A]-drios, dos K registradores de deslocamento da Fig. 4.2.4, armazenam
o mesmo elemento de A, que podemos, sem perda de generalidade, representar por {; assim o
estado inicial pode ser representado pela v -upla de elementos (. Seja
m = MAX; .y Vi de modo que cada K-upla de informacio de entrada influencie um mesmo
nimero m + 1 {denominado o comprimento de restrigie do codificador em trelica) de pontos
de saida, € conveniente que a seqgii€ncia de K-uplas de entrada seja seguida por m K-uplas
vré-estabelecidas, forgando, entio, o codificador a um estado final pré-estabelecido definitivo,
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que podemos adotar como sendo igual ao estado inicial, st o §0 fazendo cada uma daquelas

K-uplas adicionais iguais 2 K-upla de elementos 0; assim, o codificador produzird m pontos
adicionais x%,...,x*™"1 apds a seqli€ncia xjg 1), formando-se entio a seqliéncia transmitida
X[0,L+m)- EmM resumo, o codificador produz uma seqii€ncia de pontos xq | ) (de comprimento
L + m), em resposta a uma seqiiéncia de K-uplas de entrada 3[0,L) (de comprimento L), partindo
do estado representado pela v -upla de elementos O e retornando a este estado pela insergao
de uma seqiéncia de K-uplas de elementos 0 (de comprimento m) ap0s a seqiiéncia de K-uplas
de entrada ajq 1 ). Cada seqiiéncia de pontos X{g 1 ) transporta K.L.log,|A|] bits de informagdo,
em (L +m) intervalos de sinalizagdo, incorrendo-se, portanto, em uma perda relativa de
m/(L + m) no nuimero de bits de informagdo por intervalo de sinalizacio, decorrente da
necessidade de re-sincronizagio de volta ao estado inicial; esta perda relativa, no entanto, serd
negligencidvel se L >> m, sendo isto, de fato, adotado na prética. Para um codificador cuja treliga
seja a da Fig. 4.2.5, temos m = 2 ¢ a codificagio de uma seqii€ncia finita de comprimento
L>>m de K-uplas de entrada a' € AK (K=2,A=10,1) pode ser interpretada como um
caminho, desde o estado inicial . (0,0) até o estado final s¥*? = (0,0) na trelica finita da
Fig. 4.2.6.

{01)e

(i,9)e ot .
INTERVALO
bE snaLizacko ~ © ! 2 3

Fig. 4.2.6 - Trekice finita para codificagdc de sequéncia de comprimenio L>>m =2

A seqiiéncia finita de pontos Xjg 1 ) = [x0x!,. xlm-l

i rL«I~m——1

] € transmitida pelo canal e uma
seqiiéncia finita de pontos rjgy oy = [T, ] € recebida na saida do canal. O

decodificador deve, entdo, selecionar uma das EA!K‘L possiveis seqii€ncias de pontos, de

comprimento L + m que partem do estado sf = (0,...,0) e retornam ao estado s=*™ = (0,...,0),
como uma estimativa XjgL+m) = [X ,xi,“.,x}‘*m'i} da seqgiliéncia transmitida, baseada na
seqiiéncia recebida, utilizando algum critério da estimacio adequado. O critério usualmente
utilizado € o da minimizagio da probabilidade de erro de estimagdo da seqii€ncia trar}\smitida,
que, obviamente, equivale & maximizagao da probabilidade a posteriori da estimativa Xjg 1 4m)
dada a seqiiéncia recebida 1jg 1 ym); OU S€ja, X[0 1+m) € @ seqli€ncia de pontos, em um caminho
da treliga do codificador partindo de s* = (0,...,0) e retornando a ghtm . (0,...,0), que maximiza:

P(F1o.L+ml X0,L+m)) - P(X[0 Lem))

(x r )=
P(Xgo,Lem)lT[0,Lom) p{r{0,L+m))

ou (jé que P{f{&bmﬁ nfo depende de %&bm}) gue maximiza:
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P(f[o,um)&m,um)) : P(;i[o,uzn)) (4.2.4)

Um decodificador que adote este critério é denominado um decodificador MAP (do
inglés Maximum A Posteriori Probability). Com a nossa suposi¢do usual de que as K-uplas de
entrada do codificador sio independentes e uniformemente distribuidas sobre AKX temos que
todas as IA]K'L possiveis seqiiéncias de pontos, de comprimento L +m partindo de
0w (0,.. 0) e retornando a s©*™ = (0,...,0 ), téem a mesma probabilidade de ocorréncia; assim,
o fator p(x{{) L+m)) em (4.2.4) pode ser desconsiderado na estimagdo, € o decodificador deve
determinar a estimativa X(g 1 ;) ue maximiza:

P(T[0,Lem)X[0,L+m)) (4.2.5)

Um decodificador que adote este critério € denominado um decodificdor ML (do inglés
Maximum Likelihood). A densidade de probabilidade p(ryo, L+m)IX[0 L+m)) pode ser fatorada (em
vista da auséncia de memoéria no canalj como:

L+m-1
P(rfo,Lsm)X[0,L+m)) = | [P(CIX)
=0
onde, em vista de {4.2.2), tem-se:
i 1 JIF-x?
p(tx"y = ————= . Exp [~ *]
(3‘!’. NO)MZ NO
Assim, maximizar (4.2.5) equivale a minimizar:
Ln-1
A N, s Ay
— 1n p(tjo Lem)lE[o Lemy) 0 = (L + m) . In(xNg)" "2+ 3 I x|
i=0 {4.2.7)

jéd que —In yNG ¢ uma funcgio estritamente decrescente de y (pois Ng > 0). Como a primeira
parcela do lado direito de (4.2.7) n2o depende de ;c{(} L+m) tem-se, finalmente, que: a
probabihdade de erro de estimagio da seqiiéncia transmitida € minimizada selecionando-se a
estimativa Xig 1.+m) c0mo sendo a seqiiéncia de pontos, em um caminho da treliga do codificador

partindo de 0= (0,...,0) e retornando a sV = {0,...,0) que minimiza a seguinte soma, denominada
distincia entre segiiéncias:

I4m~1

D =i
1=0 (4.2.8)
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Assim, um decodificador ML para um codificador de canal gaussiano discreto no tempo
seleciona sua segiiéncia estimada como sendo a seqiiéncia codificada mais proxima (em termos
de distancia quadritica Euclideana) da seqliéncia recebida, sendo, por isso, também denominado
decodificador de distincia minima. Um decodificador ML implementado com precisaoinfinita,
ou seja, sem quantizagio das componentes de r' e sem truncamento no cédlculo das distdncias
quadriticas ]Ir’—x*ﬂz, ¢ dito operar por decisdo suave; assumimos, definitivamente, este modo
de operagio para os decodificadores ML, ao compararmos o desempenho e a complexidade de
codificadores especificos.

Vistos o conceito de codificador em treliga e sua decodificagio Otima, passemos a
considerar os aspectos de desemepenho de codificadores especificos. Obviamente, para um dado
canal gaussiano discreto no tempo, um codificador serd tanto melhor quanto maior for, parauma
dada poténcia média, para um dado ndmero de bits por intervalo da sinalizagio e para uma dada
complexidade (que definiremos posteriormente), sua imunidade ao ruido. A primeira vista, uma
possivel medida de imunidade ao ruido seria a probabilidade do evento de estimar-se
erroneamente a seqiiéncia transmitida; no entanto, vimos que as seqiéncias transmitidas devem
ser muito longas (L >> m) de modo que torne-se negligencidvel a perda relativa m/(L + m) no
ndmero de bits de informacgio transmitidos, por intervalo de sinalizagio, decorrente da
re-sincronizagdo do codificador de volta ao estado inicial; como para L >> m, torna-se muito
préxima da unidade a probabilidade de que pelo menos um ponto da seqiiéncia estimada Gtima
seja distinto do ponto correspondente transmitido, conclui-se que esta medida de imunidade ao
ruido ndo é adequada para avaiiarmoE o desempenho de codificadores em trelica. De fato, para
L >> m, a seqliéncia estimada Otima X[0,L+m) pode diferir da seqiiéncia transmitida iig’um) em
vérios segmentos de tempo, cada um destes podendo ter duragio de vérios intervalos de
sinalizagfo, como ilustrado na Fig. 4.2.7 para o codificador cuja treliga finita seja ada Fig. 4.2.6;
diz-se, entdo, que ocorreu um evento de erre no primeiro intervalo de sinalizagéo de cada um
desses segmentos de tempo.
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Fig. 4.2.7 - Configuracéo tipica das seqiéncias transmitida (%) & estimade (X)

Mais precisamente, ocorre um evento de er1o, no j-€simo intervalo de sinalizagio {O=j=<L)se
3 ) 5 3 o . ” " =
=g e x =¥, além disso, diz-se que o evento de erro, ocorrido no j-ésimo intervalo de
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sinaliza¢fo, perdura até o inicio do (j + [)-€simo intervalo de sinalizagio se ;"! = st para
j+1sisj+l-1, e =% tendo, entdo, comprimento igual a / intervalos de sinalizagio.
Assim, na Fig. 4.2.7, ocorreram eventos de erro nos intervalos i+1 e i+3, de comprimentos iguais
a 1 e 3 intervalos de sinalizacio, respectivamente. Obviamente, tem-se sempre que /=1 ou
! = m + 1. Isto sugere que uma medida da imunidade ao ruido, mais adequada para avaliar-se o
desempenho de codificadores em treliga, pode ser definida como a probabilidade de, no j-€simo
interfyaio de sinalizacdo, ocorrer um evento de erro, condicionada a4 ocorréncia do Evento
§; = 8, denominada probabilidade de evento de erre (condicionada ao evento 's"} = j), no
j-ésimo intervalo de sinalizagfio, denotada por Pe(j). A obten¢io de uma expressio exata para
P(j) € geralmente invidvel, utilizando-se, entéo, um limitante superior como aproximagao para

P(j)-(x)

Consideremos uma seqii€ncia transmitida especifica, digamos {(x*), que denominamos
seqiiéncia de referéncia. Seja (x‘){j j+)) um segmento de seqiiéncia, de comprimento /, na trelica
do codificador, que seja, para a seqiiéncia de referéncia (x'), um possivel evento de erro, no
j-ésimo intervalo de sinalizagio; ou seja, que satisfaca as condigBes: s = &, xJ = %, s =gt e
slms para j+1sisj+/-1 A probabilidade de que a distincia entre os segmentos de
seqliiéncia (x.l)Esj‘*f) e (gj)ﬁ,w) seja menor ou igual do que a distincia entre os segmentos de
seqiéncia (X')j;41 € {r')[jj+1) dada a seqiiéncia de referéncia (x'), € expressa por:

P ["(Xi){j,ja-!) = (el = 1654 ~ g janll] (P)} -

jH-1 j+i-1
-P| Slk-rIP = IR 6 -
i=j i=j
-1 jH-1
=P 2. T <«@-x)r> < SR - KD &)
i=j i=]
jl-1

onde H(ai)ﬁ ,j.,,;)—(bi)ﬁ’j#}ﬂz A E Haé—biﬂz ¢ a distincia Euclideana quadritica entre os segmentos
1=}

de segiiéncia (a‘z)ﬁ}jﬁr} - {Q,...,aj"‘?"i} e (bi)ﬁ’}-ﬂ,} - {Q,...,Q*I‘E]_

Como, dada a seqliéncia de referfncia (?), 05 pontos r' 580 independentes, cadaum com
densidade de probabilidade como em (4.2.2), temos que:

joed-1
y=2. Z <(§§—xi}, r'>

i=j

terd densidade de probabilidade, dada a seqli€ncia de referéncia (x'), eXpressa por:
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| )]
p(yIE)) = —= -Exp{—g—”LJn

¥
onde
j+i-1
2N, 3 IR~
imj
jHi-1
Py = 2. E <(J?—Xi), >
imj
j+-1
Assim, sendo a = 2 FIP-IK1P), temos:
i=j

P ["(Xi)[j,j+1) = (el 10 oy - (x*)B,jmuzl(?)] -

a EN.
l_i dy = Q aad 1 J 1"”3 iu?. e
- fp(yIx).dy = -——ﬁy wQ([zNO.Zux—x } )g
) i=j
1/2

1 o i
-Q([«z-ﬁg N e - )[j,jq—!}"z] ) (4.2.8)

Omitindo-se, para simplificar, o subscrito [j,j+/) indicativo do intervalo de duragio do
possivel evento de erro (no j-€simo intervalo de sinalizagio e de comprimenio igual a /
intervalos), podemos reescrever (4.2.8) como:

172,

H T —i 1 = ....l_... ; i
Pl - (PP < 6% - 6P )] - Q([mg NG - ﬂ ] (429)

Assim, a probabilidade de que a distancia Fuclideana quadratica [j(x') — (f')}|* seja menor
ou igual 2 distincia Euclideana quadratica Jx') - (r')||, dada a seqiiéncia de referéncia (¥),
depende exclusivamente de [[(X') - (x})||%, a distincia Euclideana quadratica do possivel evento
de erro (xi) a seqii€ncia de referéncia (?). Esta probabilidade, conhecida como a probabilidade

do par {(Ei} — (xi)], serd til para a obtencio do limitante superior para P.(j).

Antes, porém, analisemos os possiveis eventos de erro que podem ocorrer. Definimos,
para cada possivel seqiiéncia de referéncia (Ei}: o conjunto Ej(s?} de todos 0s possiveis eventos
de erro para (:'Ei)% no j-€simo intervalo de sinalizacio (0 < j < L); o conjunto D_é{%'é) das distdncias
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Euclideanas quadraticas de todos os elementos de Ej(x") a seqiiéncia de referéncia (x'); o

subconjunto Ef (x), para cada d° € Dj(if‘), de todos os elementos de Ej()—{’) cujas distincias

Euclideanas quadriticas a seqiiéncia de referéncia (x') seja igual a d?; o numero N%E(Sfi), para

. 2
cada d° € Dj(i"’), de elementos do conjunto E;i (x"). Obviamente, para duas seqééncias da

referéncia que coincidam parai z j, todos esses conjuntos coincidem; assim, podemos considerar
seqiiéncias de referéncia como virtualmente definidas apenas para i 2 j. Claramente, para L

finito, o valor de N%2(;Ei) é finito, quaisquer que sejam o intervalo de sinalizaclo j, a seqiiéncia
de referéncia (?) e a distincia d*€ Dj(i"fi); diremos que o codificador em trelica €
nao-catastréfico se, para L — o, tem-se que o valor de N%;Z('ffi) ¢ finito, quaisquer que sejam a
seqiéncia de referéncia (Ei), o intervalo de sinalizacfio j e a distincia ate Dj(?). Codificadores
ndo-catastroficos sdo os de interesse na pritica, pois sd0 aqueles para os quais os possiveis
eventos de erro (xi), para uma seqiiéncia de referéncia qualquer (?), tém duracéo limitada, para

uma dada distancia Euclideana quadrdtica d° = JJ(x') - (x)||? & seqgiiéncia de referéncia, mesmo
quando L — =,

Determinemos, entdo, o limitante superior para a probabilidade de evento de erro, no
j-ésimo intervalo de sinalizagio, para uma dada seqiéncia de referéncia transmitida (x ), com
L — o, de um codificador em treli¢a ndo-catastrofico; denotaremos esta probabilidade por

c(jl('ﬁ?)) Basta notar que uma condi¢io necessdria, mas n&o suficiente, para que ocorra um
evento de erTo, no j-ésimo intervalo de sinalizagio, dado que s_’; = s_;, € que a seqii€nia recebida
(') fique mais proxima de um possivel evento de erro xh e E}( x') do que da segiiéncia de
referéncia (x* ) assim temos:

PN =P U ) - I s 16 - O
() EE)

=P U U ) - OF s 160 - I 1 )| <
LeDE) eE (@)

> 3 Pllied) = OIF < 165 - P16

\ . , 2 .,
FEDF) (HEE &)
(4.2.10)

onde a3 segunda desigualdade € o denominado limitante de unido:
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Utilizando, agora, a expressio (4.2.9) em (4.2.10), temos:

: 1 ' o 12
PGleN s 3 > @ E@-tk?)-(xnuz] ]
FepFE) e Efz(?)

3 3w

¢eprE)  )EE @

12

Lo’

¢ ED}(“’}
(4.2.11)

A expressio (4.2.11) fornece, assim, o limitante superior para Pe(j|(;$i)). Agora, para
determinarmos o correspondente limitante para P4(j), calculamos a média (em relago a (x')):

Pe(j) = E@)[PellX))] (42.12)

Para isso, definimos:

D; 4 | D%
09 (4.2.3)

e para cada dZED estendemos a definigdo de Ni ”(5?) fazendo N}’( Y 80 guando
d’> ¢ D, (E‘) assim podemos calcular a média

Niz 8 By [Ni(x)]
(4.2.14)

para cada el D;. Entfo, utilizando (4.2.11) e (4.2.14), podemos limitar (4.2.12) superiormente
por:
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o . 1/2
P.(j) s Egh [ E Nj2(x').Q ({'2—{35 . dz} )] =

d*eD,

1/2

-2 E@)[N%Z(?)]‘Q({é—éa.dz} )»-

dzéDj

) 1 1/2
-3 N%z.o([-ﬁ%- : d2] )
d* €D, (4.2.15)

A expressio (4.2.15) fornece, finalmente, o limitante superior para P.(j) de um
codificador em trelica ndo-catastrofico, para L —» o; para L finito, no entanto, a expressao
(4.2.15) também fornece um limitante superior, pois ja estaremos entdo considerando todos os
possiveis eventos de erro para este valor de L, embora igualmente muitos outros, que no entanto
nio invalidam, obviamente, o limitante. Veremos, mais adiante, como obter, a partir de (4.2.15),
um outro limitante que, embora, de modo geral, seja mais fraco, serd mais adequado para
compararmos o desempenho de codificadores especificos.

Vistos estes aspectos de desempenho do codificador em trelica, consideremos os
aspectos de complexidade. Usualmente, a complexidade de decodificagio predomina na
implementagio do sistema, sendo, entdo, adotada como medida de complexidade decorrente da
adogio de um codificador em trelica especifico. Um algoritmo de decodificagio eficiente € o
denominado algoritmo de Viterbi, estensamente discutido na literatura, € cuja descrigio
omitiremos; apenas alguns aspectos relevantes para a avaliagio de complexidade devem ser
ressaltados. Trata-se de um algoritmo recursivo que, a cada intervalo de sinalizagéo j, calcula,
para cada proximo estado possivel s*l s sES, uma quantidade dg(j + 1) da seguinte forma:
dentre as |A]%2 transicdes de estado (*‘paralelas’), que partem de um mesmo estado s/ = s (em
i=j) e chegam em s/*? = s (em i=j+1), determina-se aquela cujo ponto associado, digamos x}-,
estd mais proximo do ponto recebido ¢, realizando, para isto, um certo nimero Np(Ksy) de
operagdes bindrias. Feito isso, para cada possivel estado anterior 8° (existem IAIKi tais estados),
quando entdo jd terd realizado Ng(K;) operagdes bindrias, o decodificador realiza as [A}Kl somas
d2(j) + |Ixd - P||%, e determina a menor, fazendo entdo |AJR1 - 1 comparagbes bindrias; esta
menor soma € a quantidade dg(j + 1), cuja determinacio requer, entdo, um total de
Np(Ko).|Al%1 + 2]AfK1 - 1. Ao determinar d2(j + 1) para todos os JA]" estados s*tl=5s, o
algoritmo terd, emtdo, realizado um total, por intervalo de sinalizacdo, de
[Ng(Ky)JalEt + 2. A% — 1]JA] operagdes bindrias; como podem existir feixes distintos de
transi¢gbes paralelas com um mesmo conjunto de pontos associados, este total de operagbes
bindrias, por intervalo de sinalizagfio, constitui na realidade um limitante superior (pior caso)
para a complexidade de um codificador em treliga utilizando o algoritmo de decodificacdo ML
de Viterbi; no entanto, o valor exato pode, necessariamente, ser posto na forma
Np(K1,Kg) + (2|Aa% - 1)JAD, onde Np(K.Ky) € o nitmero total de operagdes bindrias para
determinar-se, para cada feixe distinto de transigOes paralelas de uma secéo da trelica, o ponto
associado mais proximo do ponto recebido. Denota-se, por Np, a complexidade de um
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codificador, sendo expresso em operagOes bindrias por intervalo de sinalizagio, definida como
o total de operagdes bindrias necessérias, por intervalo de sinalizagio, para se implementar o
algoritmo de decodificagio de Viterbi para este codificador, como discutido acima.

Feita esta breve consideragiic a respeito da complexidade de um codificador de treliga,
passamos & conceituagdo de outro possivel codificador para o canal vetorial gaussiano no tempo,
denominado codificador em bloce, também conhecido por codificador Euclideano. Este
codificador pode ser conceituado como um caso particular para o codificador em treliga, para o
caso v = 0; utilizaremos este enfoque, especialmente porque facilitard a comparagio entre
codificadores especificos. Neste enfoque, entdo, um codificador em bloco pode ser visto como
um codificador com apenas um estado, com IAIK transi¢Ges paralelas, em cada sec@o de sua
“4religa”, partindo e retornando ao mesmo (dnico) estado, como ilustrado na Fig. 4.2.8, para
A= {0,1}, K=2,vi=vy;=0 Em particular, a decodificagio ML de uma seqiiéncia transmitida
néo requer a introdugio de K-uplas pré-estabelecidas de entrada (pois m=0) e, portanto, nao
acarreta qualquer perda relativa no nimero de bits de informagio enviados por periodo de
sinalizagfio T; além disso, para qualquer comprimento L de seqiiéncia transmitida, a seqiiéncia
estimada Stima pode, obviamente, ser obtida selecionando, em cada intervalo de sinalizagdo, a
transigio paralela cujo ponto associado estd mais proximo do ponto recebido naquele intervalo.
Quanto aos aspectos de desempenho, nota-se que existem, apenas, para qualquer seqiiéncia de
referéncia “‘eventos de erro’” de comprimento igual a um intervalo de sinalizagao; assim, todo
codificador em bloco é necessariamente “‘ndo-catastrSfico” (visto como um codificador em
trelica corn apenas um estado), e a soma (4.2.15), que fornece um limitante superior para Pe(j),
tem necessariamente um ndmero finito de termos. Finalmente, quanto aos aspectos de
complexidade, a utilizagdo do algoritmo de Viterbi reduz-se, como ji era esperado, a sua fase
inicial de determinar, para o Gnico préximo estado possivel, a transicio de estado, no Gnico feixe
de transiges paralelas que chegam neste estado, cujo ponto associado estd mais proximo do
ponto recebido naquele intervalo de sinalizagao, como jd concluido acima; assim, com a notagao
utilizada para os cddigos de trelica, o nimero de operagbes bindrias realizadas pelo
decodificador, por intervalo de sinalizag8o, seria Ng(K). Em resumo, codificadores em bloco
sdo mais simples de serem analisados; no entanto, como veremos, para um mesmo desempenho,
apresentam, geralmente, maior complexidade.

ESTADO ATUAL PROXIMG ESTADO
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Fig. 4.2.8 - Estrutura de uma Yrelica”com A= 0,1, K= 2, vy w vy = 0, (e 8y = 0, 8y = 0} mm 8y=1,8,=0;
X ay=0,8=1; . a=1,8=1)

Vistos os conceitos ¢ as caracteristicas elementares dos dois principais tipo de
codificadores para o canal vetorial gaussiano discreto no tempo, passemos ao importante topico
da comparacio entre estes codificadores. Como observagao preliminar, lembramos que nosso
objetivo nessasegdo €, narealidade, a andlise e comparacgio de codificadores para ¢ canal AWGN
limitado em bandaa W, do qual um canal vetorial gaussiano discreto no tempo pode ser derivado,
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cujo comportamento representa essencialmente o do canal continuo original; no entanto, vérios
canais vetoriais gaussianos discretos no tempo podem ser derivados, um para cada possivel valor
do periodo de sinalizagio T, tendo, como vimos, dimensio limitada em n =2WT; assim,
devemos comparar codificadores ndo apenas para um mesmo canal vetorial gaussiano discreto
no tempo, mas também codificadores para distintos canais vetoriais gaussianos discretos no
tempo cuja dimensio n e taxa de sinalizagdo T satisfacam a condigio n/T = 2W, onde W € a
largura de banda do canal AWGN limitado em banda original do qual derivam; codificadores
com a mesma razio n/T sdo ditos transmitirem o mesmo nimero de dimensdes por segundo.
Note-se que em um canal n-dimensional gaussiano discreto no tempo, derivado de um canal
AWGN com densidade espectral de poténcia de ruido Ny/2 uniforme, cada coordenada do vetor
de ruido tem energia média (varidncia), por intervalo de sinalizagio

T = n/2W, igual a Ny/2, de modo que a poténcia média N do vetor de ruido fica:

N = [l -

(4.2.16)

= Ng.W
(4.2.17)

utilizando-se a relagfio n = 2WT; da mesma forma, a energia média P(¢), por duas dimensdes
e por intervalo de sinalizagdo T, de um codificador ¢ para este canal n-dimensional, € definida
por: '

P(@) 8. S(@)T
(4.2.18)

onde S(¢) € a poténcia média transmitida pelo codificador ¢, dada por (4.2.3), de modo que:
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1 RQ)
S@ =505 = (4.2.19)
= P(C).W (4.2.20)

utilizando-se, novamente, a relacio n ~ 2WT; assim, a relagio entre as poténcias médias de sinal
e de ruido S(E)/N fica, de (4.2.16) ¢ (4.2.19) (ou, de (4.2.17) e (4.2.20)), dada por:

S(€)/N = P(¢)/Ng (42.21)

ou seja, aproximadamente igual & relagdo entre as energias médias de sinal P() e de ruido Ny,
por duas dimensbes e por intervalo de sinalizagio; assim, freqlentemente chamaremos
P(¢)/N de relagio sinal/ruido, para abreviar a terminologia.

A comparagio do desempenho de codificadores especificos s6 €, geralmente, possivel
de ser analiticamente realizada em altas relagOes sinal/ruido; isto ocorre porque, normalmente,
é neste caso que o limitante superior para P, pode ser convenientemente simplificado,
possibilitando sua manipulagio analitica; além disso, neste caso, a expressio simplificada
resultante para o limitante superior torna-se uma boa aproximagio para P,. Mais
especificamente, a0 compararmos codificadores para um dado canal vetorial gaussiano discreto
no tempo, com energia média de ruido Ng (por duas dimensdes e por intervalo de sinalizagio),
assumiremos que os pontos da constelacio de um codificador ¢, cujo limitante para P, seria
dado por {4.2.15), sdo amplificados por um fator escalar a real, de modo que para a nova
probabilidade de evento de erro, denotada Pey), teriamos:

1 ) 21/2
2N9.{1.d} )

Poiey 5 > Ndz-c({

&’ € D(T) (4.2.22)

com o suficientemente alto, o limitante superior em (4.2.22) ¢ dominado pela parcela
correspondente ao menor valor de de D(¢), denotado d%,HN(Qf), de modo que:

12

Petay = Mo<¢>-QQ§§;- o ‘*gﬂm} ) (4223)

onde M(€) = NgZ, }N(Cff} € o niimero de possiveis eventos de erro, que ¢ possui em média, para

uma seqliéncia de referéncia, iniciados em um dado intervalo da sinalizacdo e cuja distdncia
Euclideana quadrética 2 seqiiéncia de refer€ncia seja d%ﬂN(@); este numero €, usualmente,
denominado o niimero de vizinhos mais préximos, a uma seqii€ncia de referéncia, para o
codificador ¢, ou ainda o coeficiente de erre do codificador €. Geralmente, o limitante dado
por {4.2.23) mostra-se uma aproximagac aceitdvel para Pe(y), para o suficientemente alto; uma

expressio mais adequada, no entanto, pode ser obtida, utilizando o limitante

Qxy=s1/2. Exp;w 172 . 5%}, comx =0 {também estreito para x grande), produzindo, assim,
nossa aproximacio final:
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?c(a)

Mo(¢> , dRaN(®)
—=— . Exp|~« .—-—---————4N0

(4.2.24)

onde o € um fator de escala suficientemente alto; assim, Pg(y) pode ser feito arbitrariamente
pequena s custas, obviamente, de uma poténcia média de transmissao, denotada S,)( ¢), maior
do que a poténcia média original S(¢), dada por (4.2.3), pois:

S()(@) = 2. S(@) =

~ o> (@)W (4.2.25)

onde P(¢) € a energia média original do codificador ¢, por duas dimensdes ¢ por intervalo de
sinalizagdo, dada por (4.2.18); tem-se, portanto, uma alta relagio sinal/ruido:

S(a)(@)/N = a2.S(¢)/N

~ o« P(¢)/Ng

onde a poténcia média N de ruido € dada por (4.2.17). Utilizaremos, entdo, as expressoes dadas
por (4224} ¢ (4.2.25), ao compararmos o desempenho de codificadores para um dado canal
AWGN limitado em banda a W (ou seja, que transmitem um mesmo numero n/T =~ 2W de
dimensoes por segundo), em altas relagOes sinal/ruido.

A comparagio entre codificadores € direta quando estes s3o especificados para 0 mesmo
canal vetorial gaussiano discreto no tempo derivado do canal AWGN original (ou seja, possuem
2 mesma dimensio n e, portanto, 0 mesmo periodo de sinalizagio T = n/2W) e transmitem o
mesmo numero de bits de informagdo por intervalo de sinalizagdo T: estipulando uma
probabilidade de evento de erro P, (suficientemente pequena) como objetivo, aquele que
necessitar da menor poténcia média serd o melhor dentre eles para o canal vetorial gaussiano
discreto no tempo dado, € corresponderd, igualmente, ao melhor dentre eles para o canal AWGN
original. Usualmente, as poténcia médias, dos codificadores a serem comparados sio
previamente normalizadas; uma normalizagio conveniente consiste em dividir cada poténcia
média pela poténcia média S(QR)(Q’,‘;;) de um codificador de referéncia ¢ arbitrariamente
selecionado, mas que seja especificado para o mesmo canal n-dimensional gaussiano discreto
no tempo, transmita o mesmo ndamero de bits por intervalo de sinalizagio T =~ n/2W e possua a
mesma probabilidade de evento de erro P, com aquela poténcia média de normalizagio
S{a )(QER} tal qual os codificadores que estdo sendo comparados. Denomina-se ganho efetive
de um codificador, em relagio a um codificador de referéncia, o inverso de sua poténcia meédia
normalizada; € usualmente expresso em decibéis (dB), e denotado v {¢) para um dado
codificador ¢. Mais especificamente, seja ¢ um codificador qualquer e €g uma possivel
referéncia para € como definida acima; para uma dada P, suficientemente pequena, teremos,
usando (4.2.24) e (4.2.25), para o codificador ¢:
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2
P, = Mng@ . Exp[-— o? (@)

4+No (4.2.27)
S)(@) = 2 P(E).W (42,28
enquanto que, para o codificador ¢y :
P, = My(Cr) Exp[ aﬁ wd%ﬂN(¢R)
e= T2 FXPITORT4N,
(4.2.29)
S(ap(Er) = ok P(€R).W 230

de modo que o ganho efetivo y.g(€) do codificador € (isto €, em relagio ao codificador de
referéncia g ), é dado por:

S(GR)((ZR)

Ao v
Tl ® 85

ClR P(¢R)
o> P(@) (4.2.31)

usando (4.2.28) e (4.2.30); de (4.2.27) € (4.2.29) tiramos:

ol 4.Ng EH(M(}(@}]

2 TSP

N @) ¢ (4.2.32)
B

dvan(Tr) 2P (4.2.33)

Substituindo (4.2.32) e (4.2.33) em (4.2.31), resulta:

n(MO((ZR)}

Yerd( @) = (@) PCR) 2

¢ d%{m{@g} " P(@) M)
lﬁ( 2P }
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Expressando-se yo¢(€) em dB, teremos:

() | M(¢
P(T) A 2P,
Yetr{@)ap = 10.log;g —————~ 10.log;g —— =
R TR My(Zr)
—_— Inj—m
P(TR) 2.P,

£v(@as - no()eB (4.2.34)

onde y(¢) € denominado o ganho nominal do codificador ¢, e 10(¢) é denominada a perda pelo
coeficiente de erro de ¢, ou ainda a perda pelo nimero de vizinhos mais préximos em ¢, em
dada P, (suficientemente pequena). Portanto, entre codificadores de mesma dimenséo n e que
transmitem o mesmo nimero de bits por intervalo de sinalizagio T = n/2W, aquele que possui
maior ganho efetivo, com relagio a uma mesma referéncia compativel, € o que apresenta melhor
desempenho. Note-se que o ganho efetivo, e portanto a comparagio entre codificadores
especificos independe do particular nivel de ruido No/2 por coordenada do canal n-dimensional
gaussiano discreto no tempo (bem como, portanto, da densidade espectral uniforme Ny/2 do
canal AWGN limitado em banda, do qual aquele deriva), para altas relagdes sinal/ruido.

Seria conveniente adotarmos um codificador de referéncia definitivo G’ZR , para cada
dimensiic n e cada namero b de bits de informagdo enviado por intervalo de sinalizagio
T = n/2W (para um codificador com K-uplas de entrada independentes e uniformemente
distribuidas sobre AK, onde A é o alfabeto dos simbolos de informacéo de entrada, temos
b = K.logs|Al, como vimos); uma referéncia €5 (conveniente, como veremos) para um tal

codificador € o codificador em bloco € (b,n) cuja constelacio C, € formada por todos os 2b

ontos do IR® tais que cada uma das coordenadas pode assumir qualquer um dos 220 Galores
p q P quaiq
b/n

2

uma associagio biunivoca arbitrdria entre os 2P pontos da constelagao e as 2b b-uplas bindrias
de entrada; para esta referéncia, tem-se:

+1/2,23/2,£5/2,...% , 0 alfabeto € A, = (0,1} e o nlimero de entradas € K, = b, com

2%/5 -1 2233/11

P(¢, (b)) = =25 w235
dmin(Cylbm)) =1 (4.2.36)

Mg(Z (b)) = 2.{3.{1 - 5/5} =2.n
2 (4.2.37)
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de modoque, de (4.2.34), o ganho nominal de um codificador ¢, compativel com este codificador
de referéncia (ou seja, com dimensdo n e enviando b bits de informagdo por intervalo

T = n/2W), fica:

52b/n dgxﬁN(Qt)
yw:)ds-w-fogm( T )

(4.2.38)
enquanto que a perda pelo coeficiente de erro Mg(€) fica:
My(¢)
In
2.P,.
n0(@)gp = 10.10gyg
In[—
2
(4.2.39)

Assumindo que P, é escolhida suficientemente pequena de modo que n<<1/P; e
M(&) << 1/P,, & possivel simplificar a expresséo em (4.2.39) para No(€)yp, utilizando a
aproximagio In(x+1) = x (para |x| << 1), como segue:

In(MO((m) +in L
10 § (Pe)

7}0(@)55 = in 10 JAn =

i
In(n) + m(Pe)
| My(¢)
)
;n,é_ +1
10 In ‘Pe _
iniG
o In{n) .1
ln-'lm
P,
(M(}(@)}
n >
10 In{n} }
=mw.§n m}— +1)-1 m},ﬁTi =
2 o

ge



=
In
10 _ In(n)

“"nio’ 1 1\
IB(E) En(‘i;;)
10.logg2 , My(€)
i 1n(_§‘__) gt W T
Pe
3.01 Mo(¢)

N 1 .logy 4
(Pe) (4.2.40)

onde Mg(@) & 2/n . M((¢), na Gltima expressdo, € o nimero de vizinhos mais préximos, por

duas dimensdes, em ¢, denominado o coeficiente de erro normalizado, por duas dimensdes
do codificador €. Por exemplo, para P, = 107 temos Mg(@)gp = 0.22.JogoMy(€)/4, ou seja,
umaperdade 0.22 dB cadavez que IJIO(Q',‘) dobra, concordando com o que € sugerido na literatura.
Note-se que, quando P, — 0, tem-se que ng(€)gg — 0 (por (4.2.34)), de modo que
Yes{ @) — Y(€); por esta razdo, y(€) € usualmente também denominado de ganho assintético.

Em qualquer caso, no entanto, comn << 1/Pg e Iﬁg(@) << 1/P,, temos:

22/n (@) 3.01 M)
Yeft(¢)dB = 10'£Og10 ( 6 P(@) ) - i ,},_ . Iogz 4
Pe (4.2.41)

A conveniéncia, mencionada acima, de adotarmos o particular codificador @.{b,n) como
referéncia, para codificadores n-dimensionais que enviam b bits de informagéo por intervalo de
sinalizacdo T = n/2W, reside no fato de que podemos utilizar o ganho efetivo, dadopor (4.2.41),
para comparar o desempenho de codificadores, mesmo entre codificadores com diferentes
valores de n e b. Para fundamentar esta afirmagio, basta calcularmos o maior ganho efetivo
possivel para um codificador, em relagio a sua respectiva referéncia ¢4(b,n). A capacidade do
canal n-dimensional gaussiano discreto no tempo, da Fig. 4.2.2, com varidncia de ruido por
dimensdo igual a8 Np/2, cuja entrada estd restrita a uma energia média mdxima P, por duas
dimensdes e por intervalo de sinalizagio T = n/2W, € dada por:

n P
C= 5 - iogz(NO + 1)

onde C estd expresso em unidades de bits de informagdo por intervalo de sinalizagio T. Assim,
para P, suficientemente pequens, todo codificador ¢ para este canal, que envia b bits de
informacio por intervalo de sinalizag@o T, com probabilidade de evento de erro P, deve possuir
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energiamédiaa 2 p(¢)(j incluido o fator de amplificagdo o), por duas dimensdes ¢ por intervalo
de sinalizagdo, maijor ou igual a (o P(T))ran, dado por:

n

bxz.logz

(o2 PN .
N,

ou seja, para valores ao menos moderados de 2b/n, teremos:

(o P(E)van = No22*" (4.2.42)

Para o codificador ¢_(b,n) de referéncia, temos, de (4.2.33) e (4.2.35-37), que:

L2 2b/n
o2 P(¢,(b,n)) iﬂ(p ) No.2 (4.2.43)

Substituindo-se (4.2.42) € (4.2.43) em (4.2.31), tiramos:

2 . /n 2b/n
. in(Pc).NO.Z

Yeﬁ{ ¢)max i Ng.zzb/n

Assim, para n << 1/P,, o ganho efetivo maximo Yep(€)ipax, expresso em dB, fica:

= e { L
Yerr{ Cmaxd = 10-10g10 (3 mk c)) (4.2.44)

Por exemplo, em P, = 107°, teriamos Yerf{ C)max = 9-64 dB. Note-se que a expressao (4.2.44)
para o ganho efetivo mdximo de um codificador n-dimensional, que envie b bits de informacio
por intervalo de sinalizagio T =n/2ZW, em relagdo ao respectivo codificador €y(b,n) de
referéncia, num dado nivel de probabilidade de evento de erro P, essencialmente, ndo depende
de n nem de b, mas apenas de P.. Como um codificador terd tdo melhor desempenho, para um
dado valor de P,, quanto menor for a diferenga entre o méximo ganho que poderia alcangar,
dado por {4.2.44), e o ganho que de fato alcanga, dado por (4.2.41), e como aquele méximo em
(4.2.44) n3o depende essencialmente de n nem de b, concluimos que codificadores podem ser
comparados em desempenho baseando-se exclusivamente na comparagéo de ganhos efetivos,
para uma mesma P, dada, em relagio aos respectivos codificadores ¢ (b,n) de referéncia:
simplesmente o melhor dentre os codificadores comparados, em termos do desempenho, sera
aquele que apresentar o maior ganho efetivo, como afirmado inicialmente.

Como Gliimo comentdrio a respeito da expressio (4.2.41), note-se que dentre
codificadores com os mesmos valores dos parfmetros dyqi @), P(E) e M(€), aquele para o
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qual a relagio 2b/n for a maior terd, obviamente, o maior ganho efetivo Yeif(€), em qualquer
P, suficientemente pequena; esta relagio 2b/n € denominada a taxa normalizada (para duas
dlmensoes) do codificador ¢, denotada b(¢) (ou simplesmente b), sendo expressa em bits de
informacgio enviados por duas dimensdes e por intervalo de sinalizagio T = n/2W; € também
conhecida como eficiéncia espectral, por ser igual a (b/T)/W, podendo entio ser também
expressa em bit’s de informagdo por unidade de tempo € por unidade de freqiiéncia.

Finalmente, passamos, agora, a analisar a comparagio da complexidade de codificadores
especificos. Note-se que, dentre codificadores com o mesmo desempenho, aquele paraoqual o
nimero de operagdes bindrias por unidade de tempo, realizado pelo respectivo decodificador,
for menor serd, obviamente, 0 mais adequado. Seria conveniente, portanto, definir-se a
complexidade normalizada ﬁD, de um codificador como sendo a relaggo Np/T, onde Np € a
complexidade de decodificagio do codificador; no entanto, como estarmos comparando
codificadores para utilizagio em um mesmo canal AWGN limitado em banda a W, podemos
definir a complexidade normalizada como sendo a relagéo 2Np/n=(Np/T)/W,
semelhantemente 3 definicio de taxa normalizada; esta € a defini¢io que adotamos, como na
literatura. Obviamente, este conceito pode ser usado para compararmos a complexidade de
codificadores com desempenhos diferentes, sendo que, neste caso, a maior adequagio de um
codificador em relagio aos demais dependera dos aspectos econdmicos da aplicagdo especifica
para o sistema de codificag@o em estudo.

Concluimos esta se¢do reiterando que a comparagio do desempenho e da complexidade
de codificadores especificos ndo depende dos particulares valores de T ou W, mas apenas de
seu produto TW = n,/2. De fato, podemos, notar que os pardmetros relevantes para a avaliagio
de um codificador € (isto €, dMAX((Z} P(D), MO{Q) N e ND((E)) dependem da estrutura de
sua treliga, da configuragio das distdncias entre os pontos associados as transi¢Oes de estado na
trelica e da dimensio n desses pontos, sendo irrelevantes o periodo de sinalizagdo T e, por
conseguinte, a largura de banda W = n/2T comespondente. Isto, entre outras coisas, permite o
uso de um mesmo codificador em diferentes canais AWGN, com mesmo desempenho e mesma
complexidade, visto que a densidade espectral de poténcia uniforme € também irrelevante para
a avaliagiio de um codificador, em altas relagdes sinal/ruido.
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4.3 Construcéo de codificadores baseados em reticulados

Nesta segio descrevemos brevemente as técnicas correntes, propostas na literatura, de
construgio de codificadores, para o canal AWGN limitado em banda, que utilizam reticulados
e suas partigdes; o propdsito desta descrigio € evidenciar as caracteristicas relevantes dos
reticulados para esta aplicagio, de modo a orientar a selegio de reticulados adequados para
utilizagio nestes esquemas de construgio de codificadores baseados em reticulados.

Para simplificar a exposigio, sem comprometer essencialmente sua generalidade, nos
restringimos aos codificadores cujo alfabeto de entrada seja bindrio, digamos A={0,1}; assim,
um codificador n-dimensional com taxa normalizada § = 2b/n bits, por duas dimensGes e por
intervalo de sinalizagio, terd b entradas bindrias, assumindo-se que as b-uplas bindrias de entrada
sao independentes e uniformemente distribuidas sobre AP, como usualmente fazemos.

O esquema de construgio mais simples €, possivelmente, aguele que meramente mapeia
cadauma das 2° b-uplas bindrias distintas possiveis de entrada, por intervalo de sinalizagio, em
um ponto distinto de uma constelagio constituida por 2b pontos de um reticulado n-dimensional
A (ou de uma classe lateral ¢+ A deste, onde ¢ € R" ¢ selecionado de modo a tornar a
constelag@o simétrica em relagio a origem, geralmente um buraco profundo de A como definido
na seciio 2.4) pertencentes a uma regido limitada R do R" (igualmente simétrica em relagio a
origem); o codificador em bloco n-dimensional € obtido € geralmente denominade um
codificador reticulado (Conway e Sloane [8], Forney e Wey [15]), e utilizaremos a notagdo
(A, M) quando desejarmos evidenciar o reticulado A e a regido 3 utilizados na construcdo; a
figura 4.3.1 ilustra a forma geral da construgio. Com a suposigdo usual de b-uplas bindrias de
enirada independentes € uniformemente distribuidas sobre AP, onde A={0,1}, o desempenho
do codificador reticulado resultante obviamente ndo depende do particular mapeamento
biunivoco estabelecido entre estas b-uplas bindrias de entrada e os pontos da constelagio; a
selecio deste mapeamento biunivoco deve, entdo, ser orientada pela simplicidade da sua
implementagio na transmissdc e da implementagdo de seu mapeamento inverso na recepgio,
ap6s a fase de decodificagéo; em geral, a complexidade dessas implementagdes depende tanto
de A como de R, sendo algumas solugdes propostas na literatura (Conway ¢ Sloane [10], Forney
e Wei [15], Forney [16]). Como na se¢io anterior, ndo consideramos a complexidade dessas
implementagbes na avaliagdo da complexidade desses codificadores, que fica entdo resumida a
complexidade de decodificagio (estimagio da sequéncia de pontos n-dimensionais transmitidos
a partir da sequéncia de pontos n-dimensionais recebida).

{ SELETCR
DE PONTO

i | em ANR

Fig 4.3.1 - Codificador $(A,R)
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E particularmente simples relacionar, de forma aproximada, os parimetros do
codificador reticulado ¢(A,;R) a pardmetros do reticulado A e da regifio R; por exemplo,
() = dZMIN(A)‘ Forney e Wei [15] demonstraram, utilizando uma aproximagao conhecida
por aproximagio continua (também conhecida como apreximacgdo integral - ver Forney e
outros [18]), que, quando o volume V() da regido I € consideravelmente maior que o volume
fundamental V(A) do reticulado A (e, portanto, quando o nimero 2% V(R)/V(A) de pontos
da constelacio é consideravelmente grande), o ganho nominal y(¢)gp do codificador reticulado

¢(A,R) pode ser expresso por
Y(@)ap = v(A)gp + vs(Rgn (4.3.1)

onde y(A) é o parAmetro de Hermite de A, definido na se¢do 2.4, que passamos a denominar por
ganho nominal de codificagio de A (também conhecido como ganhe de codificagao
fundamental de A, apés Forney [13]), e v(R) é o denominado ganho de forma de R (que €
maior quanto mais “‘esférica” em tomno da origem for a regido i), definido por:

V()% i
[6.P(R)] ~ [12.G(R)]

Ys(m) a

onde P(M) € a norma média (energia média), por duas dimensdes, de uma distribuigio continua,
uniforme sobre os pontos do R" dentro de i e nula fora de R, e G(R) é o segundo momento
normalizado de R, definido por G(R) & P(R)/[2.V(R)?/"]. Assim, para V(R) >> V(A), o
ganho nominal y(¢) de ¢(A,R) decompde-se em dois fatores, um essencialmente dependente
apenas de A e outro essencialmente dependente apenas de R, dentro da precisio fornecida pela
aproximacao continua.

Definimos, por analogia, a perda pelo niimero de vizinhos mais préoximos em A, ou
ainda a perda pelo coeficiente de erro de A, em uma dada P, (suficientemente pequena tal que
Mg(A) << 1/P, e n << 1/P,), por: :

3.01 Mp(A)
2 2n

F L btV
NolAlgs 2 In(1/P,) og (43.2)
onde My(A) é o nimero de vizinhos mais proximos em A definido na segdo 2.4, que passamos
a denominar igualmente por coeficiente deerrode A . ¢ I;IQ(A} 4 (2/n).Mg(A) € o nlimero de
vizinhos mais préximos, por duas dimensdes, em A, que denominamos por coeficiente
normalizado de erro de A. Da mesma forma, definimos o ganho efetive de codificagao de A,
analogamente, por:

YerdA)dr £ ¥(A)gs - nolAlgp (4.3.3)

Nestes termos, observando que, para grandes constelacSes (ou seja, grandes valores de
Zb), temos Mg(€) = Mg{A), terfamos de (4.3.2), neste caso:

Mo(E) = nglA) (4.3.4)
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numa dada P,. Finalmente, ainda neste caso, terfamos de (4.3.1}, (4.3.3) e (4.3.4):

Vet L)aB = Yerr(A)ap + ¥s(R)ap (4.3.5)

para altas relagdes sinal/ruido, em virtude de (4.2.34). Assim, para V(R) >> V(A), o ganho
efetivo yeﬁ(¢) de @(AR) decompbe-se igualmente em dois fatores, um essencialmente
dependente apenas de A e outro essencialmente dependente apenas de M, em altas relagoes
sinal/ruido.

Fica, entdo, evidente que para obter codificadores reticulados ¢(A,R) de alto
desempenho, em altas relagdes sinal/ruido, devemos utilizar reticulados A com méaximo ganho
efetivo de codificacio yer{A) € regides com mdaximo ganho de forma y{(R) (a regido
n-dimensional de maior ganho de forma € a hiperesfera centrada na origem, com valor assintético
de 1.52 dB, quando n tende a infinito).

Voltemo-nos, agora, aos aspectos de complexidade de um codificador reticulado
@(A,R). Um algoritmo de decodificagio por méxima verossimilhanga (ML) para €(A,R) define
em torno de cada ponto A de sua constelagio uma regido de decisdo Rg{(A) formada por todos
os pontos do IR" mais proximos de A do que de qualquer outro ponto desta constelagio. Vemos,
entdo, que para a maioria dos pontos A da constelagio (exceto para um nimero relativamente
pequeno de pontos préximos a fronteira da regido i) a regido de decisdo R¢(}) coincide com
a regido de Voronoi V(A) de A emtorno de A € A. Portanto, podemos estimar a complexidade
de decodificagio de ¢{A,R) como sendo a complexidade de um algoritmo que, dado um ponto
r € IR", determina o ponto A € Atalque r € V,(A), denominado um algoritmo de decodilicagio
por ML do reticulado A; denotaremos sua complexidade por Np(A), € sua complexidade
normalizada {(2/n).Np(A) por Np(A). Assim, para obtermos codificadores reticulados ¢(A,R)
de baixa complexidade normalizada ITED((E) devemos utilizar reticulados A de baixa
complexidade normalizada Np(A).

Observa-se, infelizmente, que em geral alto ganho efetivo de codificagdo e baixa
complexidade normalizada sdo objetivos conflitantes na sele¢do do reticulado utilizado, o que
j& era esperado pelo trabalho de Shannon ([29)). A selegdc de reticulados para utilizagio em
codificadores para o canal AWGN limitado em banda deve ser orientada para aicangar o melhor
compromisso possivel entre esses objetivos conflitantes. Uma possivel abordagem € a utilizagio
de algoritmos de decodificagio sub-6timos (assintoticamente ML, em altas relag0es sinal/ruido)
que, embora reduzam o ganho efetivo de codificagio fornecido pelo reticulado, podem
apresentar redugio substancial de complexidade em relagio aos algoritmos de decodificagéo
otimos (ML); trataremos dessa abordagem no capitulo 6.

Para finalizar esses breves comentérios sobre as caracteristicas relevantes dos reticulados
para a construgio de codificadores reticulados ¢(A,RR) mencionamos que igual conflito existe
na selecio da regido R utilizada, ou seja, quanto maior o ganho de forma y(%) da regidgo R,
maior serd a complexidade de implementacdo do mapeamento biunivoco entre as 2° b-uplas
binérias de entrada e os 2° pontos da constelaclo, tanto na transmissdo (mapeamento direto)
guanto na recepgio (mapeamento inversc) apds a decodificacio. Além disso, na pratica, outras
restricoes podem limitar ainda mais a selegio de regides T que maximizam y(f), para uma
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dada dimensdo n (por exemplo: relagio de energias pico/média e taxa de expansdo das
constelagBes bidimensionais constituintes - ver Wei [35], Forney e Wei [15]).

Passemos, agora, aum esquema de construgéo de codificadores baseados em reticulados
que, de certa forma, generaliza o esquema de construgao acima. Deve-se a Calderbank e Sloane
([5]) a observagao de que muitos dos bons esquemas de construgio de codificadores (em bloco
e em treliga) propostos na literatura podem ser descritos em termos de parti¢des de reticulados;
posteriormente Forney ([13]) formalizou essas idéias, criando o conceito de cdédigo de classes

laterais (do tipo reticulado), denotado €(I'/A,C), que utiliza uma particio de reticulados
n-dimensionais T /A, de ordem [ /Al = 2K+41 e um codificador bindrio C, de taxa K/(K+r), como
ilustrado na figura 4.3.2. Para uma sequéncia infinita de K-uplas bindrias [ail,. . .,aiK]T de entrada,
o codificador bindrio C gera uma sequéncia infinita de (K+r)-uplas bindrias [cii,...,ciKH]T de
saida; o seletor de classe lateral implementa um mapeamento biunivoco fixo entre o conjunto
de todas as 25T possiveis (K+1)-uplas bindrias ¢ a partiho I'/A constituida de 2K+ classes
laterais; assim, para cada sequéncia infinita de K-uplas bindrias [ail,...,ai(]'r na entrada do
codificador bindrio C, é gerada uma sequéncia infinita de classes laterais ¢! + A na saida do
seletor de classe lateral em I'/A; considerando cada sequéncia infinita de classes laterais
(cO + A, cl+A,.. .) como o conjunto de todas as sequéncias de pontos (c0 + }.0, el + ?»1, ...} COm

A € A arbitrdrios, podemos definir o cédigo de classes laterais C(I"/A,C) como a unido de todas
as possiveis sequéncias infinitas de classes laterais na saida do seletor de classe lateral,
variando-se a sequéncia infinita de K-uplas binarias na entrada do codificador binario

[o4
. i
a, ——=1 CODIFICADOR SELETOR
: B INARIC : DE CLASSE cle A
g ; LATERAL
K~ C Cies r EM I'/A

Fig. 4.3.2 - Codigo o classes laterals €T /4.C}

Se C for um codificador bindrio em trelica (por exemplo, um codificador convolucional},
tendo um registrador de deslocamento com vy elementos de memoria bindria associado a sua

k-ésima entrada, 1 <k = K, podemos entio representar a operagao de C, em resposta a uma

sequéncia infinita de K-uplas bindrias de entrada, porum caminho emuma treligacomona figura
K

4.2.5, ou seja, com 2V estados distintos, onde v = Exrk , e tendo em cada uma de suas se¢des
kel
{(idénticas) 2K transicdes de estado partindo de um mesmo estado presente (¢ chegando em um

mesmo estado futuro}, agrupadas em 2K feixes com 25 transi¢Oes paralelas (com mesmo estado
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presente € futuro), onde K; é o nimero de entradas ndo-codificadas de C (com vy = 0) e
K, = K - K;; cada transigiio estaria rotulada pela correspondente (K+r)upla bindria, dependente

do estado presente e da K-upla bindria de entrada. Um cédigo de classes laterais C(T'/A,C) que
utilize um codificador bindrio em trelica C pode, entfo, ser representado pela mesma treliga de
C, onde a (K+r)-upla bindria que rotula cada transigdo € substituida pela classe lateral
determinada pelo mapeamento biunivoco fixo implementado pelo seletor de classes laterais em

T'/A. Cédigos de classes laterais C(I'/A,C) que utilizam codificadores bindrios em trelica sdo
denominados cédigos de classes laterais em treliga.

Se C for um codificador bindrio em bloco, podemos entdo representar a operagéo de C,
em resposta a uma sequéncia infinita de K-uplas bindrias de entrada, por um caminho em uma
“treliga” como na figura 4.2.8, ou seja, com apenas um dnico estado e tendo em cada uma de
suas segoes (idénticas) 2K transicdes de estado partindo do dnico estado presente (e chegando
no dnico estado futuro), agrupadas em um tnico feixe de transigbes paralelas (por existir apenas
um Gnico estado presente e futuro); cada transigio estariarotulada pela correspondente (K+rjupla
bindria, dependente apenas da K-upla bindria de entrada. Um codigo de classes laterais
C(I'/A,C) que utilize um codificador bindrio em bioco C pode, entdo, ser também representado
pela mesma “treliga’ de C, onde a (K+1)-upla bindria que rotula cada transigio € substituida
pela classe lateral determinada pelo mapeamento biunivoco fixo implementado pelo seletor de
classes laterais em I'/A. Cédigos de classes laterais C(I'/A,C) que utilizam codificadores
bindrios em bloco sdo denominados cédigos de classes laterais em bloco.

Note-se que a unido das 2K classes laterais de A que rotulam as transigoes de estado que
partem de um dado estado s'=s em um c6digo de classes laterais C(I'/A,C) (em treliga ou em
b}oco) formam um empacotamento periédico I (que independe de i), cujo volume € igual a
27K V(A) (independentemente de s); este volume € definido como sendo o volume fundamental
V(€)de C(I'/A,C). Como V(A) = 2K+ v(T'), tem-se que V(C) = 2%, V(F) {E interessante notar
que, como um codificador binério em bloco possui apenas um estado s' = 0 quando visto como
um codificador bindric em trelica { com v = 0), os codigos de classe lateral C(I'/A,C) que
utilizam codificadores bindrios em bloco C podem ser vistos como simples seletor de classe
lateral de A contidas em I, onde Tlg é o empacotamento periédico (finico) associado ao estado
(dnico) de C(I'/A,C), como descrito acima.]

Define-se a distancia quadritica minima d{qy(€) de C(T'/A,C) como sendo a menor
distAncia quadritica entre duas sequéncias de pontos em C. Igualmente, define-se o coeficiente
de erro ou o nimero de vizinhos mais préximos My{C) como sendo o nimero médio de
sequenoias de pontos em € que diferem, de uma dada sequéncia de pontos em C, por
dMIN{ C) e que diferem pela primeira vez desta em um dado intervalo de sinalizacdo; da mesma
forma, MO(C) 2 (2/n).M(C) é denominado o coeficiente normalizado de erro. Assim,
definem-se o ganhe nominal de codificacio (ou ganho de codificacdo fundamental)
y(C) 8 3% n(C)/V(C)¥'®, a perda pelo coeficiente de erro (ou a perda pelo nimero de
vizinhos mais préximos) ng(Clyp 2 (3.01/1n(1/P,)). log 5 (Mg(€)/4) (para uma dada P,
suficientemente pequenatal que Mp{€) << 1/P e n << 1/P,), e 0 ganho efetivo de codificacao
Yer Clap 2 ¥{C)yp — Mo Clyp de C(I'/A,C), analogamente ao0s respectivos parametros de um
reticulado n-dimensional.
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Visto o conceito de cédigo de classes laterais, vejamos como utilizé-lo na construgio de
codificadores (em bloco e em treliga); a figura 4.3.3 ilustra a forma geral da construgio. Cada
- b-upla bindria de entrada € dividida em duas partes: uma K-upla bindria de entrada para o codigo
de classes laterais C(I'/A,C), e uma (b-K)-upla bindria de entrada para o seletor de ponto, onde
ol + A € a classe lateral gerada por C(T'/A,C) e R € uma regido limitada do R™; a saida ¢’ + Al
é determinada pelc mapeamento biunivoco, entre o conjunto de todas as 2b-K possiveis
(b-K)-uplas bindrias e o conjunto de todos os 20K pontos distintos de ¢' + A pertencentes a R,
implementado pelo seletor de ponto. Denotaremos o codificador obtido por ¢(C.R)

i
01 A ————
G(r/a.c)
1 )
GK—-—h- _
¢+
Oi i
Ked SELETOR _
DE PONTO |—ec'+ N
Gib emic'+AIN.R

Fig. 4.3.3 - Codificador ${C,%)

Note-se que se C(I'/A,C) utilizar um codificador em bloco € com K=0 (sem entradas
codificadas), a saida de C(I'/A,C) serd uma sequéncia de classes laterais de A em I'/A todas
iguais a uma classe lateral fixa (digamos, o préprio A); assim, neste caso, @(C R) coincide com
@(A,R). Mais genericamente, para um codificador bindrio em bloco C qualquer, vimos que
C(r/A,C) funciona como um simples seletor de classes laterais de A contidas num
empacotamento periédico Ty (descrito acima); assim ¢(C N} constitui um codificador
“reticulado” ¢(I1y,R), ou seja, um codificador que mapeia cada uma das 27 b-uplas bindrias
distintas possiveis de entrada em um ponto distinto da constelagao constituida por 20 pontos de
Tl pertencentes a R. Isto evidencia que, para codificadores bindrios em treliga C, C(I'/A,C)
seja uma generalizagio dos conceitos de reticulado e empacotamento periddico, sugerindo que
existam relacionamentos entre pardmetros de ¢(C,R), C(T/A,C) e R, de forma similar aos
existentes entre $(A,R), A e R; de fato, existem relacionamentos idénticos aqueles vistos acima,
ou seja, para @(CR) temos dig(@) = Rn(C), Mo(@) =Mo(€), (@) =no(C),

v(@lag = Y(C)aB + Ys(M)ap € Yer{D)aB = Yerr( Clan + vs(T)gp como estabelecido por Forney e
Wei ([15]), para V(C) << V(R) e altas relagdes sinal/ruido.

Quanto a complexidade normalizada de ¢(C,R), podemos aproximar Np(&) por
ﬁi}(C), como fizemos para os codificadores reticulados, sendo
Np(C) = (2/myn2ktonay +§D(F/A), onde a segunda parcela correspondente a
complexidade normalizada de se determinar, em cada intervalo de sinalizagio, o ponto de cada
classe lateral em T' /A mais proximo do ponto recebido (denomina-se esta fase por decodificagio
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da partigio, como veremos na secio 6.2), e a primeira parcela corresponde a complexidade
normalizada de se determinar, em cada intervalo de sinalizagio, a melhor transi¢io de estado
para cada estado futuro; este é, como vimos, o algoritmo de decodificagao de Viterbi. Esta
expressio para QD(C) ¢ apenas um limitante superior no caso de c6digos de classes laterais em
bloco (v=0) pois, para certas parti¢des I'/A e certos mapeamentos biunfvocos implementados
pelo seletor de classes laterais, outros procedimentos para decodificagio de C(I'/A,C) podem
apresentar menor complexidade normalizada.

Infelizmente, no entanto, ndo existe relacionamentos simples entre os pardmetros de
€©(T'/A,C) e os parametros de I, A e C (exceto para o volume fundamental V(C) e a
complexidade normalizada I:ID(C), como jd vimos) que evidenciam as caracteristicas que I',
Ae Cdevem possuir para que se gerem bons cédigos de classes laterais C(I'/A,C) para utilizago
em codificadores ¢(C,M). Isto se deve, evidentemente ao fato de que os relacionamentos
dependem, em geral, do mapeamento biunivoco implementado pelo seletor de classes laterais.
No entanto, para certos cédigos bindrios C e certas partigdes I'/A, os relacionamentos podem
ser explicitos; alguns exemplos sdo dados abaixo, para ilustrar isto.

Tomemos, como primeiro exemplo, a familia de codigos de classes laterais denominada
Classe II, proposta por Forney ([13]), reproduzida na figura 4.3.4. A particio A/A’ utilizada

tem ordem 2K, e d%,ﬂN(A’) = z.d%ﬁN(A). Independente do mapeamento implementado pelo
seletor de classes laterais, verifica-se facilmente que d%diN(C) - d%,ﬁN(A’), IUIO(C) = E;IO(A’) e

v(e) = 27Kv(ar)y, assim, (€)= 22K y(A), 10(C) = ng(A"), e
Yefi{ C)gp = (K/n) . 6.02 + yo{A’)gp- Se ainda impusermos que A’ =R.A, onde R € uma
similaridade dobradora de norma com |det(R)| = 2%2 teremos da condigdo JA/A’| = 22K que

K=n/4, e portanto Yoq{ Clgp = 1,51 + yep( A’)gp- Assim, para este codigo de classes laterais, com
A’ = R.A, devemos utilizar um reticulado A’ de méximo ganho efetivo; obviamente, 0 prego

pago, pela utilizagio de reticulados A’ de ganho efetivo crescente, serd uma complexidade
correspondentemente crescente, pois neste caso tem-se

ﬁD(C) = (2/n).2"* 1 - 1).2% + Np(A/A’), sendo portanto crescente com a complexidade
normalizada ﬁD{A/ A’} de decodificagio da particae A/A’.

i K K K _K K
[a, 0, ] 4 SEnenan : SELETOR
K | DE CLASSE i+
LATERAL
K ;
;’-(J,L\,x em A/A

Fig. 4.3.4 - Codigos de classes laterais da famili ds Classe Il
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Como outro exemplo, tomemos o caso em que [' = T§* e A = ¥ sendo I'g/Ty uma

particio de ordem 2, com I'g=Ty [ (ag+Ty), e fagamos o mapeamento biunivoco, das

2K* (K+41)-uplas bindrias nas 2K*7 classes laterais de I'/A, da seguinte forma: a (K+1)-upla

bindria (Cy,-.-.,CKy;) ¢ Mapeada na classe lateral (cj.ap,....Ck4r-G0) + I‘If”, onde c;.ag=0 se

¢; =0ec;,agp = agsec; = 1. Afigura4.3.5 ilustraa construgao. Utilizandoum codificador binério
C tal que dg(C).dfan(To) > dqn(T'1), obtemos um cédigo de classes laterais C(T'/A,C) com
parimetros dign(C) = dan(T'y), Mg(€C)=Mo(Fy) e V(€)=2"Kv(T)®*; assim,
2 K P -
y(C)=2 Ig/“n,r(I"l), No(C) = n(T1) € Yer{ Clyp = T 6.02 + yog(T'1)gp onde n € a dimensdo do

reticulado A. Assim, para este cédigo de classes laterais, com dp(C).dign(To) > dRan(Ty),
devemos utilizar um reticulado I'; de mdximo ganho efetivo; novamente, o prego pago, pela
utilizagdo de reticulados I'y de ganho efetivo crescentes, serd uma complexidade
correspondentemente crescente, pois neste caso tem-se ﬁD(C) = (2/n).Np(C) + ﬁD(FO/FI),
como veremos na secio 6.3, onde Np(C) € a complexidade de decodificagio com decisio suave
por ML do codificador bindrio C (Observamos que Wolf [37] desenvolveu uma representagao

em treliga de cidigos bindrios lineares em bloco de taxa K/K+r), com 2" estados e K+r segdes,
e utilizou o algoritmo de Viterbi para decodificacio com decisdo suave por ML desses codigos;
embora esta representacio seja adequada para a construgio deste exemplo, algoritmos mais
eficientes para decodificagio de codigos bindrios lineares em bloco podem ser utilizados no

algoritmo de decodificagfio de reticulados proposto na segdo 6.3). Vemos que f':ED(C) cresce
com ﬁD(Fg/ T'{), limitando a selegdo de I'y.

SELETOR DE CLASSE LATERAL em Fa vri ™

c 1
! i
——=1 CODIFICADOR| . "‘. SELETOR — Gdo* Iy
' ' DE CLASSE
. BINARIO i LATERAL
— c ¢
Kir —— em 'y/ 1, e R
Cer <o+

Fig. 4.3.5 - Cédigos de classes laterais utilizando partigdes T4 /TH

Estes exemplos evidenciam que os reticulados utilizados na construgdo de codigos de
classes laterais €(I'/A,C) devem, como na construgio de cédigos reticulados €(A.R), possuir
geralmente ganho efetivo substancial, desde que nfo comprometam a complexidade de
decodificagio de C(I'/A.C).
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Para finalizar esta breve descri¢io das técnicas de construgio de codificadores para o
canal AWGN limitado em banda, utilizando reticulados mencionamos as denominadas
construgoes multi-nivel de codificadores baseados em reticulados. Sio generalizagbes das
constru¢des procedentes que utilizam uma cadeia de parti¢es de reticulados
IyTy/.../Ty 1/Ty, onde qualquer ponto ygE€Ty pode ser expresso como
Yo=Cg+ - T Cpy +Ypcomy, Epec; € [Ty/T41],0 =i s b-1,sendo[I',/T;, 1] um conjunto
qualquer de representantes de classes laterais para a partigio I';/Ti, ;. A forma geral dessas
construgdes estd ilustrada na figura 4.3.6. Muitas construgbes multi-nivel de codificadores
baseados em reticulados tem sido propostas; dentre estas podemos citar as de Cusack ([11]),
Sayegh ([28]), Tanner ([32]) e Calderbank ([4]). ~

Ko Kot+ro
? "1 CQ g ro /f’g

1Co+Ty

ico* v +Cpop +Tpoy
Kp-4

Icot <. +Ch .4 *Pb
b-K

SE

4 LP%T%OCE 8g=Co* - "Cb-‘l*ab

Fig. 4.3.6 - Construgbes multi-nivel de codificadores baseados em reticulados.

Finalizando este capitulo, reproduzimos na Fig. 4.3.7 (Forney[13]) os codigos de classes
laterais conhecidos que apresentam os melhores compromissos entre desempenho e
complexidade de decodificagio. Note-se que esta fronteira de eficiéncia méxima apresentauma
tendéncia linear, com inclinagio de 0.4 dB por oitava, em grande extensido de seu trecho central.
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Fig. 4.3.7 - Melhores cddigos de classes laterais.
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Capitulo 5

Construcdo de reticulados



5.1 Introdugao

Este capitulo trata da construgio de reticulados com caracteristicas adequadas para
utilizagdo em esquemas de construgdo, baseados em reticulados, de codificadores para canais
AWGN limitados em banda. Iniciaimente, na se¢io 5.2, sdo feitos alguns comentdrios
preliminares sobre a construgio de reticulados. Nasegio 5.3, uma nova construgio de reticulados
¢, entdo, proposta e suas caracteristicas relevantes sio avaliadas, sendo apresentados alguns
exemplos de reticulados que podem ser obtidos com esta construgao.

5.2 Comentarios preliminares

As mais importantes construcdes de reticulados formam novos reticulados pela unido de
um numero finito de elementos de uma parti¢io de reticulados I'/A (ou seja, pela unido de um
numero finito de classes laterais de A contidasemI'). :

Mais especificamente, sejam I"/A uma partigao de reticulados, [T'/A} um conjunto de
representantes ¢ ACT um subconjunto de I'; do exposto na segdo 2.2, temos que
A+ A =AMOD[r,]A + Aonde AMOD(r 1A = [a MOD[1/A)A : a € A] C [T'/A]; assim,
ao considerarmos somas da forma L = A + A, poderemos, sem perda de generalidade,
restringir-nos a subconjuntos ACT do reticulado I', constituidos exclusivamente de
representantes de classes laterais em um conjunto [T/A] previamente estabelecido. Nestes
termos, dado um subconjunto A C[I'/A] de representantes para uma particio I'/A, a soma
L = A + A é um reticulado se e somente se A é um subgrupo do grupo [I'/A] sob adigdo mddulo
A, como pode ser inferido igualmente do exposto na segio 2.2. Mais genericamente, sendo

['™/A™] um conjunto de representantes para a partigio I'™/A™, temos que, para um
subconjunto de representantes A € [[/A™], asomaL = A + A™ é um reticulado se e somente

se A é um subgrupo do grupo LI““‘/ A™], sob adi¢io modulo A em cada uma das n componentes.
E importante notar que qualquer reficulado L para a cadeia de partigdes T'/L/A (resp.,

I'™/L/A™) pode ser obtido independentemente do conjunto de representantes [I'/A] (resp.,
[T™/A™] utilizado; em particular, podemos utilizar o conjunto bisico de representantes
[T/A}y (resp., [T/A]R) associado a uma matriz geradora M (resp., M™) de A {resp., A™),
utilizando a soluciio obtida na secio 3.2.

Como um exemplo ilustrative, seja a particio de reticulados Z2%/477 , tomando-se para
[Z%/ 4Z?%] o conjunto basico de representantes [22/ 4ZZ]M, definido na segfo 3.2, associado
a matriz geradora M =41, de 4Z% | onde I, é a matriz identidade de ordem 2; ou seja,
[22/422}2% =Zsx Z; (moédulo 4Z? ). Assim qualquer subgrupo A de Zyx Z,4 € um
subconjunto de representantes de classeslaterais, de 4Z% contidasem Z* , Cuja uniao constitui
um reticulado, que evidentemente tem 4Z* como subreticulado e que por sua vez €&
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subreticulado de Z2 . Um exemplo estd ilustrado na figura 5.2.1, onde o subgmpo de
Zsx Z4 selecionado € dado por A= ((O,O)T,(Z.O)T,(I,Z)T,(S,Z)T}; note-se que o reticulado
L=A +4Z% obtido tem o mesmo ganho nominal (0. dB) que Z? , mas, por possuir apenas
dois vizinhos mais préximos a cada um de seus pontos, tem um maior ganho efetivo (0.22 dB
em Pg = 19'6) do que v (0.dBem P, = 1(}'6), que possui quatro vizinhos mais proéximos a
cada um de seus pontos.

L ) o [ 2 [+ ] L 3
Q [#) o [+] [« ]
(1,2) (3,2)7
[+ [ ) Q [ ] [=]
[+] o [v] [+ [+]
{0,007 (2,007
[ [+] [ ] Q ®

Fig. 5.2.1 - Reticulado obtido pela soma L= A+42° , onde A= [(0,0)7(2.0)".(1,2).(3.2)"] é um subgrupo (mddulo 42° ) de
By X Ey .

A buscade reticulados L = A + A, onde A é um subgrupo de [I'/A], que sejam methores
do que T e A para utilizagdo em esquemas de codificagio para canais AWGN limitados em
banda, como no exemplo acima, torna-se evidentemente bastante complexa, especialmente
quando a ordem |T'/A| da particio I'/A for muito grande. Em particular, somas da forma
L=A + A™, onde A é um subgrupo de [[™/A™), que sejam melhores do que I € A, no sentido
acima, sao dificeis de serem encontradas para valores grandes de m, mesmo quando I'/A possui
poucas classes laterais. Essa abordagem, entdo, presta-se somente a busca computacional
exaustiva, ndo sendo, portanto, passivel de tratamento analitico.

Uma extratégia alternativa para a busca sistemdtica de reticulados da forma
L =A + A™ onde A é um subgrupo de {I'™/A™] sob adi¢do médulo A™, consiste em, dado um
refinamento [g/Ty/.../ Ty 1/Tpde T/A (isto €, uma cadeia com g = " e I'y, = A), selecionar

conjuntos de representantes [I']"/TT;4] e construir reticulados da forma:

< == . m
Li=Ai+ ...+ A+ 1y (52.1)
onde A; C [TT"/T1},] sio subgrupos de [T["/L;, ] sob adi¢do mSdulo Ly, 1, desde i =b - 1 até
i = 0,sendo Ly, = ['} Constrdi-se, assim, o reticulado L = Ly da forma desejada, ou seja, tal que

I'™/1./ A™ seja uma cadeia de partigdes de reticulados. E importante salientar que os reticulados
L que podem ser obtidos, com um dado refinamento I'g/Ty/.../Ty.1/Ty, dependem da

particular selecdo dos conjuntos de representantes [I'}/Ty;}; no entanto, variando-se esta
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selegdo, qualquer reticulado L para a cadeia I'™/L/A™ pode ser obtido, adotando-se um finico
refinamento Tg/T/.../Tp.1/Ty fixo. Infelizmente porém, ndo existem, presentemente,

métodos gerais para a selegiio 6tima (no sentido de maximizar y(L) e/ou minimizar Mg(L)) de

M™TH JeA;,0sisb-1.

As construcdes propostas na literatura adotam, ento, certas sele¢bes particulares para
T//T2;] e A;, 0sisb-1, baseadas em um refinamento I'y/Ty/.../Tp.1/T}, construido de
partiches [';/T;,; com uma estrutura especifica, denominada parti¢éo p-elementar: uma
particio de reticulados € dita ser p-elementar se as ordens de todas as suas classes laterais forem
iguais a um mesmo ndmero primo p. Uma condi¢io equivalente para que I';/T;, seja
p-clementar € que p.I'; s T'j,1 (p primo); assim, do exposto na segio 3.2, tem-se que I'i/Tip1 €
isomérfica a Z, X ... X Zp (com n; fatores, n; < n, onde n € a dimensdo dos reticutados); em
particular, a ordem de I';/T,q € igual a p™i. Note-se que uma condigdo suficiente, mas ndo
necessdria, para que cada I'y/T;,1, 0 <1 < b-1, seja p-elementar é que I'p/T',, seja p-elementar.

Uma vez estabelecido um refinamento 'g/Ty/.../T,_1/T} de I'/A constituido de
partices p-elementares [';/Tj,;, selecionam-se conjuntos de representantes [T/T;41]
particulares (usualmente constituidos por lideres de classes laterais - ver segdo 2.4), e adotam-se
[['/T;41]™ como os conjuntos de representantes [[]"/T'[;1] para as partigdes I'"/Tj} 1, de onde
serio selecionados os conjuntos A; = [I‘fﬂ/L,-H], 0 sisb-1. Como cada partigdo I'y/T .4,
0 =i = b-1, é p-elementar e, portanto, isomdrfica ao grupo aditivo Zp X..X Zp (n; fatores)
de GF(p™), tem-se que A;, 0 = i s b—1, corresponde aum cédigo C; (usualmente aditivo ou linear
- ver secdo 2.2) sobre GF(p™), de comprimento m, visto que A; € [T7/T54] = [Ti/Tisa]™
assim, a cada c; e C; fica associado um elemento y; € A; C [T/T;,1]™, 0 =i s b-1. Cadasoma
Y + -.. + Yp1 €ntdo obtida constitui o representante de uma classe lateral de T’ N=A"na
partiio TR/TE = I'™/A™, a unido de todas as classes laterais de T = A™ assim obtidas
constitui o reticulado L = Ag + ... + Ay,_; + 'y resuitante da construgdo. Em geral, a condi¢io
A, = [ITP/L;; 1] (sob adigio médulo L, 1) impde restrigdes sobre os codigos C;, 0 s i = b-1, que
dependem da cadeia de partigdes [o/T'1/.../Tp_1/Tp € dos conjuntos de representantes

[[;/Ti41} 0 s i = b-1, selecionados. A figura 5.2.2 representa a forma geral dessas construgdes.

Note-se a correspondéncia entre esta forma de construgio de reticulados € a construgéo
multi-nivel de codificadores para o canal gaussiano discreto no tempo na segao 4.3; de fato, estas
formas de construgio parecem ter surgido independentemente em contextos distintos, € esta
forma geral de construgdo de reticulados €, por vezes, denominada construgio multi-nivel de
reticulados.

Virias construgdes propostas na literatura podem ser expressas nesta forma geral; dentre
elas podemos citar a Construgio A (Leech e Sloane [23]), a Construgio B (Leech e Sloane [23]),
a Construcio D {Barnes e Sloane [1]), a Construgio E (Bos, Conway ¢ Sloane {3]) e a Construcio
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Quadritica Iterada (Forney [14]). Na se¢ao seguinte, propomos uma nova construcio que segue
esta forma geral, ¢ analisamos as suas propriedades.

c H
Co 2 !’_1‘0/{{]"‘ °
¥
¢, % (6 /)" i
Cb-2 {b-2
Cp-2 [Fp-2/Tpa]"
€y .1 Uy.
Cpnt f—teedr, (/1™ 2
' 0er
ry {4

Fig. 5.2.2 - Forma geral de uma construgio de reticulados utilizando codigas C, sebre GRp™, 0= is b-1, de comprimento m
ums cadeia de partigoes slementares TyT,; de ordem p%, 0 s s b-1,comlg=T 6= A,

5.3 Construgao Binaria Multinivel

Seja ['/A uma partigdo bindria elementar de ordem 2%, ¢ seja {u{} <01} um conjunto

H

de vetores que constitua uma base bindria para a partigio I'/A; Isto ¢, tal que:
[F/A] = {C@ LOg Tt e FChly - Opayt G == g{G,lf c Z, j= 0,...,b—-1}
seja um conjunto de representantes das classes laterais de Aem ['/A.

SejaI'y/Ty/.../T_ 1/T uma cadeia de b sub-particbes de I' /A, elementares de ordem
2,fazendo-seTg =T, Ty = Ae /Ty ] =005 = [Ci Loy G €01 C Z| ,i=0, ... b-1. Note-se

que, como a; & [, ¢, temos que todo ponto de «; + ['j,1 € ndo-nulo (i.e., distinto da origem) e

pertence a ['; = I';, 1 {UJ (o + T'},1), tendo norma maior ou igual a N{a; + Iy,q).
Definicao: Construgio Bindria Multinivel
SendoTg/T1/.../Ty.1/Tp uma cadeia de partighes de reticulados como acima, e sendo

Cg, Cy,---5 Cpg cOdigos bindrios lineares de comprimento m, definamos o seguinte arranjo
periGdico L:
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Léib})@ﬂo + ... +Eb-1 ® a1 "c'iECi, i=1,..., b-*l;r + rgl

onde, para ¢; = (C; 1,---» Cim) EC;, 6 ® o A (051 - Ajrennr ¢ m-0) > sendo ¢; interpretado como
um vetor real de coordenadas ¢;; € 0,11 CZ ,i=0,..,b-1.

Indicaremos a Construgio Bindria Multinivel pela expressio:
L=Cq®[[¢/T1]+ ... + Cpy ® [Ty Tp) + I
Teorema 5.3.1: L é um reticulado N

Prova:Sejal €L.Logol=cp® ag+ ... + 1 @ ap_1 + Yp com ¢ € Cp, i =0, ... b-1,
¢y, € TP Como I'/A é uma partiio bindria elementar, 2.0; € A = [y, € logo 2.¢; ® o €T
Assim, fazendo V=201 @0+ . +2.0p1 D ap_g + b e
P=Co® ag+ ... +Cpg @y 1 - Y'p temos Y, ETY, FEL, e [+ = 0. Logo, para todo
I€], existeum? € Ltalquel+ 7 =0.

Sejam |, rel. Logo I=cy®uag+...+¢p 1 @ap1+ 7 e
P=Cy ®ag+ ...+ 1 ®ap_ +¥p com ¢, CEC;, i=0, ... b-1 ¢ yp, Y, ETh. Assim
[+7 =(co+Cg)®ag+ ... + (Cpy +Cpop) @ p_g + (Yp + Y'b)- Observando que
Ci+0; = (T, @C) +2{c;xc’;), onde c; @ ¢’; é a soma bindria (mddulo 2) de ¢; com ¢’ e
(c;*<’;) é o produto componente-por-componente de ¢; com ¢, temos que
[+7 =C"g®opg+ ...+ 'p 1 a1 +¥ 'y onde ¢’y = (¢; @ ¢’;) € C, ja que C; € bindrio
linear, € y'p = 2.3 * g} ®ag+ oo + 2Ch1 * Cp1) @y + (o + Vb)) ETDL ja que T/A

é bindria elementar. Logo, para quaisquer/, e L, tem-seque [+ ' € L.
Logo, L € um reticulado. [CQD]

O teorema seguinte determina a distincia minima no reticulado obtido pela Construgdo
Bindria Multinivel, paraocaso Cg & ... & Cy_1.

Teorema 5.3.2

dZ (L) = MIN[dg(Co)- N{ag + Ty) , ... , d(Choq)- N(ctp_q + T'p). dfan(Tp)]

Prova: Sendo L um reticulado, basta determinar a norma nfio-nula minima de um vetor
em L.

Seja, entdo, € L. Logo ! pode ser expresso univocamente como:

I=co®og+...+0 1 @ap_1 +¥p
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comc € C;,0sisb-l,ey, ETp.
Seja i o menor inteiro, se existir, tal que ¢; = 0 na expressio de [ acima, i=0, ... ,b-1.

Caso exista tal inteiro i, entdo pelo menos dy(C;) componentes de ! pertencem a
a; + [y, sendo assim ndo-nulas e pertencentes a I'y. Logo WP = dyg(Cy)-N(a; + Ty4q), i=0, ...
,b-1, podendo a igualdade ser satisfeita trivialmente, visto que Co C ... © Cy,_ ¢, tomando-se /
como sendo ¢; ® y;, onde ¢; € C; é selecionado como sendo uma das palavras de peso minimo
em C;, e y; € (o +I'j,1) como sendo um dos vetores de norma minima N{g; + Tjyq) em
a; + ri+1.

Caso nido exista ¢;=0 na expressio de /, entdo [E€TJ. Logo, claramente,
I = d&gn(Tp), podendo aigualdade ser satisfeita trivialmente tomando-se / como tendo apenas
uma componente ndo-nula e igual a um vetor de norma dn(Tp) em Ty,

Como todos os casos acima sido mutuamente excludentes, tem-se:

(L) = min{dgy(Co).N(ctg + T'y) , ..., dpg(Cp1)- Ny + Ip), dign(Tp)] [CQD]

O teorema seguinte determina, de forma explicita, o coeficiente de erro (nimero de
vizinhos mais proximos) de um reticulado obtido pela Construgio Bindria Multinivel, para o
caso G & ... EGyy- :

Teorema 5.3.3
b-1
Mg(L) = 3 3 M) + M,
i=0 G EC
de(CON(; + T ) = dign(L) W) = dy(C)
onde

(Mglog,_; + Tp)o8 -0 i=b -1

m
M(})(Ei) - 2 H Mg)(a] + Cirtk - %41 + ...t Ch-1k - Opui t Fb)? O0=si=sb-1
Ej *Eissj cld =)

i<jsb-1
sendo Mg}(S) o numero de pontos de S com norma igual a N{o; + I'j, 1), €:

57 [mMo(Ty)» s dZan(Ty) = dhanlL)
> 0, se dign(Ty) < dign(L)
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Prova: Novamente, como L é um reticulado, basta determinar o ndmero de vizinhos mais
préximos da origem, ou seja, o nimero de vetores de L com norma nio-nula minima d%{IN(L).
Como na prova do teorema anterior, seja / € L de norma nfo-nula, e seja i o menor inteiro, se
existir, tal que c; = 0 na expressio de /, i=0,...,b-1.

Caso exista tal inteiro i, a norma de / pode ser igual a dﬁgN(L) somente se
wi(c;) = dp(Cy) e dp(Cy)-N(ay + i) = d%,HN(L), pois Cg € ... € Cy_y. Assim, neste caso, um

vetor I, com norma d%ﬂN(L), poderia assumir

> PRIREY
i=0 GEC
i C)N(e + Ty, ) = dpndly) wi(©) = di(Cy)

valores possiveis, onde M(i)(Ei) € o nimero de vetores / possiveis, com norma d%,ﬁN(L), parai
e T dados tal que dy(C;).N(o; + Tj41) = dfgn(L) € wi(C;) = d(Cy). Agora, ji que as dyy(C;)
componentes [y de I para as quais ¢ =0, contribuem com pelo menos
d(C)N(ey + Tjpg) = d%ﬂN(L) para a norma de /, podemos afirmar que um vetor / com norma
d%,ﬂN(L) deve ter suas demais componentes /y, para as quais ¢; } = 0, iguais a zero. Assim, as
demais palavras ”c'} € C;, i <j = b-1, na expressdo de / podem ser ndo-nulas, desde que Cjk=0
sempre que ¢jx = 0, para 1 s k s m, ou seja, ¢; * ¢; = ‘é‘j Finalmente, temos que a componente I,
para a qual ¢; i = 0, pode ser qualquer vetor em a; + Ciyp 1k - Qs+« + Cpopk - Ap-1 + ['pcOmM
norma igual a N{g; + I';,;), para termos [ com norma dy(C;).N(oy; + Ty q) = dggn(L). Logo,

para 0 s i<b-1, temos

m
MOG =3 I MBXei+ ik dir+ oo+ ook ooy + T)
E} *Ei ,,‘é-j Cj’k#G
f<jsb-1

possibilidades para /, dados i e ¢; € C;. Nocasoi = b - 1, a expressio acima reduz-se a
m
MODG, ) =] MEVop; + Tp) = Mola_g + Ty
k=1

cb"l,k =0

Nas expressdes acima para M(i){si), indicamos por MS)(S} o nimero de pontos de S com
norma igual a N{a; + Tiq)
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Caso nio exista ¢;= 0 na expressio de /, entdo [ €T} Logo, claramente, se

d%/ﬂN{rb) = d%{IN(L) entio [ deve possuir apenas uma componente ndo-nula. Assim, neste caso,

temos

ﬁb = mMg(Fb)

possibilidades para /, de modo que / tenha norma igual a (L) Se dign(T) > (L),

obviamente / nio pode ter norma igual a d{gn(L), ou seja, My = 0.

Como todos os casos acima sio mutuamente excludentes, segue-se o resultadoenunciado
no teorema. [CQD]

Observe-se, pelo teorema 5.3.3, que a determinagio de My(L.) exige um conhecimento
bastante detalhado dos cddigos C; ¢ dos reticulados Iy, diferentemente da determinagio de
d%,HN(L), dada pelo teorema 5.3.2, que exige apenas as distincias minimas dy(C;) e
N(aq; + I'j41). No entanto, uma vez que estes detalhes sobre C; e I'; sejam determinados, o
processo de cdlculo € direto. Em particular, observe-se que M(i)(gi) deve ser calculado apenas
para aqueles valores de i tais que dg(C;).N(oy + Ij,q) = diﬁN(L) e, dados estes valores de i,
apenas para aquelas palavras ¢; € C;, tais que wy(c;) = dg(C)). Além disso, observe-se que
M@(ai + Cip1k - Qigl + -+ Cpo1k - Ap-1 +[p) k=1, .. ,m, onde ¢y =0, sdo calculados
apenas para aquelas palavras ¢; € Cj, j=i+1, ... ,b-1, tais que ¢j * ¢; = ¢;, ou seja, que estejam
contidas em C;. Observe-se, finalmente, que M§(a; + Cip1k - Qg1+ -or + Cho1k - Aoy + p) €
igual a zero se a norma minima N{oy+ €1k @ur+ - +Cp 1k O+ 1) em
O+ Cipik - a1t een + Cpoy k- Opoy + D'y (necessariamente maior ou igual a N(a; + Iy, y)) for

maior que N{¢; + 'y, 1), reduzindo ainda mais, portanto, o nimero de palavras Ej € Cj utilizadas

no cdlculo de M(i)(Ei).

O volume fundamental de L, V(L), € igual ao volume fundamental de Ty’ dividido por
b-1
|L/T§'|. Como |L/TR'| = n!Cii ,1C;} = 2%, onde k; € a dimensio do codigo bindrio linear C;,
=0
0 <isb-1,e V([ = V(Iy)™ resulta:

3
V(L) = V(T )02 ™

Observando-se que a dimensio de L € m vezes a dimensdo de ['y, ou segja:




D(L) = m.D(T)

podemos, com os valores de d%/{IN(L) e My(L) dados pelos teoremas acima, calcular os ganhos
nominal e efetivo de codificagio do reticulado L obtido pela construgao bindria multinivel.

Alguns exemplos de reticulados L que podem ser obtidos com esta construgdo estio
descritos nas Tabelas I-V11, a seguir. As cadeias de reticulados utilizadas referem-se ao sistema
de coordenadas utilizadas por Forney ([14]); em particular utilizamos o reticulado

Jg= Di U (D} + (10100000)¥). Para cada cadeia utilizada, selecionou-se os codigos bindrios

conhecidos que maximizam o ganho nominal de L, sob a condigdo Cy € ... € Gy_4, utilizando

a referéncia [34].

Tabela |

L = Co®[Z2/D2] + Ci®[D2/227] + 222%™

Co G L Vi) dRun(L) 1(Lap Mo(L)
(8.4.9) (8.7,2) Hig 25 4 4,14 284
(16,11,4) (16,15,2) Xap 26 4 4,89 1244
Tabela Ii

L = Co®[Z*/D4] + CI®[Da/RZ} + C:RIRZY/RDy] + C3®[RD4/2ZY + 2ZH®

Co C, Cz Cs L VI dinl vhge ML
4.1.4) {4.3,2) (4,32} (4.4.1) Hig 25 4 4,14 284
(8.4.4) (872 (872) (881 X3z 26 4 4,89 1244

Tabela il

L = Co®[Da/RZ*] + Ci&{RZ*/RD4] + C20{RD4/2Z"] + C3@[22Z°/2D4] + (2Da)™

Co <4 Ca Cs L V(L) Bty vl Mg
@14 (414 (432 (432 Ay 212 8 4,52 540
844 (844 (872 (872 Yap 218 8 5,64 3036
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Tabela IV

L = Co={Z®/Ds} + C1&{Ds/1s) + C2@{Js/DE] + C¥RID}/Es] + CeR(Es/RDg] + Cs@[RDs/Rls] + CsBIRIs/RDE) + CrR{RDE/22°] + 2z
Co C, C, C, Cs Cs Ce C,; L VL) dgnL) vbgs Moll)

(41,4 (43,2} (432 (432 (441) (44,1) (441) (441 Xy 26 4 4,89 1244

Tabela V

I = Co®{Es/RDg] + C1@[RDy/Rlg] + Cy2{RIg/RD§] + CySIRD /REg] + C+@{REq/ 2] + C5®{2Ds/2s} + CaB{2g/2D5} + C1&(2D§/ g} + (2Eg)”
Ce¢, © C G G G G G L VO dgnL) vLge Mo

@0 (21.2) (212 (212 @21 @21 221) 221 RHe 28 8 414 284
212 21,2 212 @12 @21 221 221 (221 Ag 22 8 45 540
(4.0,0) (4.0,%) (40,5) (4.0) (414 (432) (432) (432 2Wg, 2% 16 489 732
4.0) (41,4 (41.4) (414 (432 (432) (432 (432 RHyp 2%¥ 16 583 5084
414 (414 @149 @14 432 432 432 (432 Ay 2% 16 602 9180

Tabela Vi

L « Cf®Ie/D#] + C1@IDE B + Co®{Es/RDs} + CaB[RDe/Ris} + C4&RIe/RDE] + CsBRDE/REs] + CoB{REs/ 2g] + Cr2{2Ds U] + (Us)™
Coc6 © C C G G C G L VU dya® e ML)

4,14 (41,4 (432 (432 (432 (432 (441) (441) Yy 2'° 8 564 3036

Os resultados apresentados nessas tabelas sfo obtidos diretamente pelas férmulas
desenvolvidas nesta segio. Por exemplo, para o reticulado Hyg da Tabela 1, temos:

vezH® 48

.5
54+7 211‘2

V{Hjg) =
dZn(H16)=MIN[4.N([1,014D,), 2.N([1,1.]422Z2), dan(2Z7))=

= MIN[4.1,2.2,4] = 4
4
v(Hig)gg = 10.1ogyo——< 570 = 4.14
(27)

+ CMO(21 + 2222 MO((L0T + 2277 +

g2



+ MEP([1,01422%% +
+ M(8,7,2). MV 1,17 + 225)3] +
+ [8:Mg(2Z7)] -
= 14.[2%:6.222%42% + 2&.[42] +[8.4] = 2272
Mo(Hyg) = (2/16) 2.272 = 284

Dentre os reticulados obtidos pela Construgdo Bindria Multinivel, dois reticulados novos
de 32 dimensdes, W3, € Yj;, apresentam um bom compromisso entre desempenho ¢
complexidade, quando comparados com os melhores reticulados conhecidos nesta dimensao,
como mostra Fig.5.3.1. No préximo capitulo, onde abordamos o problema da decodificagio de
reticulados, veremos como utilizar essa construgdo para reduzir a complexidade de
decodificagio dos reticulados obtidos nas vérias dimensdes, em relagiio aos algoritmos propostos

por Forney ([14]).

6

H 7
G o0 piedele 16 00¢

z}

Fig.5.3.1 - Os reticulados Wy, 8 Yo
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Capitulo 6

Decodificagdo de reticulados



6.1 Introducéo

Este capitulo trata do problema da decodificagio de reticulados utilizando algoritmos de
complexidade reduzida. Inicialmente, na secio 6.2, sio feitos alguns comentarios preliminares
sobre algoritmos de decodificagao de reticulados, introduzindo-se o conceito de decodificagio
com distincia limitada. Na se¢éio 6.3, um algoritmo de decodificagdo com distancia limitada €
proposto pata os reticulados obtidos pela Construgio Bindria Multinivel, analizando-se suas
propriedades e avaliando-se sua complexidade.

6.2 Comentarios preliminares -

A decodificagio por mixima verosimilhanga (ML) de um reticuladoT" do R"  consiste,
como definida na segio 4.3, na determinagio do ponto y €T mais préximo de um ponto
r€IR® dado; diremos, no mesmo sentido, que r € R® ¢ decodificado, em relagdo a T, no
ponto y € I'. Igualmente, define-se a decodificago por ML de uma classe lateral c+ " de T’
como sendo a determinagio do ponto (¢ + y) € (c + I') mais proximo de um pontor € R® dado.
Evidentemente, se r-¢c € decodificado por ML em relagio a I' no ponto yE T, entio r €
decodificado por ML em relagdo a ¢ + I' no ponto (¢ + y) € (c + I'); assim, qualquer algoritmo
para decodificagdo por ML de um reticulado pode ser utilizado como um algoritmo para
decodificacdo por ML de uma classe lateral desse reticulado, desde que devidamente adaptado.
Estamos interessados, geralmente, na determinagao de algoritmos de decodificagio por ML
eficientes, ou seja, que requeiram o menor nimero possivel de operagoes.

Algoritmos de decodificagio por ML sio, necessariamente, invariantes por translagao,
ou seja, se 1 € decodificado por ML em rela¢io a I’ (resp.c+1) no ponto y&T
(resp.,(c +v) € (c + I')) entdo, para qualquery €I, r + y° € decodificado por ML em relacio a
I (resp.,c + ) noponto (y + Y} ET (resp.,{c + v+ V') € (c + I'}); € importante notar que esta
invaridncia por translacdo s¢ € vilida, em geral, para translagdes y” pertencentes a T,

Algoritmos eficientes de decodificagao por ML sio conhecidos para alguns reticulados
simples, tais como Z" , D, e A, (Conway ¢ Sloane [8],[9]). Para reticulados I" mais complexos,
a estratégia comumente empregada € a denominada decodificacio por ML de classes laterais
(Conway e Sloane [8],[9]), que envolve a determinacio de um sub-reticulado A do reticulado
[ para o qual se conhece um algoritmo de decodificagao por ML. Com um conjunto selecionado
[['/A] de representantes de classes laterais para a particdo I'/A, decodifica-se o ponto dado
r&R" no ponto ¢ + A mais préximo em cada classe lateral ¢ + A, ¢ € [I'/A], utilizando o
algoritmo de decodificagio por ML para A; este procedimento inicial € denominado
decodificagio por ML da particie I'/A; opontoc + A, c € [T/A], mais proximo de r €, entdo,
o ponto de I' mais préximo de r. Algoritmos de decodificagio por ML gerados desta forma
somente serdo eficientes se o algoritmo de decodificacdo por ML, para o sub-reticulado utilizado,
for eficiente e o nimero de classes laterais na particio correspondente for muito pequeno; isto
ocorre porque o nimero de operagdes requeridas pelo algoritmo gerado € peio menos © numero
de classes laterais vezes o numero de operagdes requeridas pelo algoritmo para a decodificacio
do sub-reticulado, ou seja, o ndmero de operagdes requeridas para decedificacio por ML da
particdo utilizada.
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Uma técnica de redugio do ntmero de operagbes requeridas para a decodificagdo por
ML da particiio utilizada € selecionar adequadamente esta parti¢io e os representantes de suas
classes laterais de modo que estes apresentem alguma estrutura que possibilite sua decodificagio
de forma paralela. A primeira proposta neste sentido foi feita por Conway e Sloane ([9]) para a
decodificagio por ML de reticulados obtidos pela Construgio A (uma generalizagio deste
algoritmo serd dada na proxima sego). Em seguida Forney ([14]) representando sua Construgao
Quadrdtica iterada por treligas regulares, propds um algoritmo recursivo para decodificagio dos
reticulados obtidos. O reticulado de Leech ([22]) tem sido objeto de intensa aplicagao dessas

idéias ([9},{14],[2.[21])-

Uma forma efetiva para reduzir a complexidade de decodificagdo de um reticulado T
consiste em nos contentarmos com um algoritmo que garanta decodificagdo por ML ao menos
para pontos suficientemente proximos de I'; esta forma de decodificagfo € denominada

decodificacio com distincia limitada, e a distincia, a partir de um ponto do reticulado I, dentro
do qual o algoritmo A garante decodificagio por ML € denominado raie de corregio efetivo

do algoritmo A para decodificagdo de I, denotado (), obviamente,
rg‘ﬁ{f‘) <4 %.dM;N(I‘). Um algoritmo A, para decodificagio de I', define em tomo de cada

ponto y € I' uma regido de decisio R?(y), formada por todos os pontos que sio decodificados

por A no ponto vy, que contém a hiperesfera de raio r‘?ﬂ(F) centrada em y (note-se que para um
algoritmo de decodificagdo por ML, a regido de decisdo em torno de y €T seria a regido de
Voronoi Vp(y)); se o algoritmo for invariante por translagio, entdo todas as regides de decisio

serdo isométricas, e R?‘(y) =¥+ R?(O), y &I, onde R?({}) é aregidode decisfio na origem, sendo
portanto uma regido fundamental para I'; neste caso, o nimero de pontos na fronteira de |
Rf}(ﬁ) com norma igual a réff(r)z (ou seja, o nidmero de pontos de contato da hiperesfera de raio
(") centrada na origem com a fronteira de RAHT)) € denominado o coeficiente efetivo de
erro de T para decodificacio por A, denotado Mgﬁﬁ(f‘); em geral, M{;: ff(i“} = Mg(I'). Se um
codificador reticulado ¢, formado pelos pontos de I' dentro de uma regifo R limitada, for
decodificado utilizando um algoritmo A com distincia limitada, a probabilidade de erro Py terd
uma aproximacido idéntica, em forma, a (4.24) com Mé’;&(f‘) e (2.@3{1“))2 em lugar de
M) = M(T)e diﬂN((ef) = dgﬁN(F), respectivamente, reduzindo assim seu ganho efetivo; em
1

particular, se rgﬁ{F) = —zf.dmN{I“ ) entdo a reducio no ganho efetivo do codificador reticulado
¢ é devido apenas ao aumento efetivo no coeficiente de erro, sendo dada aproximadamente por:

M4 (T

A @eff( )

AYBAD) = i Dap — Yor(Dhgp = 022 x logy ———
Mo}

em P, = li)"é; como o ganho de forma v,(C) depende apenas da regido R, temos, iguaimente,
em P, = 1075
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Mg (T)

eff

AYBAT) = Yer(T)an - vo(Tlgp = 022 x logy —* —
Mg(F)

Assim, se o aumento no coeficiente de erro ndo for muito acentuado, um algoritmo
. . = . - L 1 .
simples de decodificagdo para I', com raio de corregio efetivoigual a E.dMIN(F}, pode ser mais

vantajoso do que um algoritmo complexo de decodificagao por ML para T

A Fig.6.24 ilustra a reduciio de complexidade obtida com novos algoritmos de
decodificagio, por ML e com distdncia limitada neste Gltimo caso, um algoritmo de
decodificagio com distincia limitada € compensador se a redugdo do ganho efetivo for inferior
4 0.4 dB por oitava de redugio de complexidade, levando-o para mais proximo da fronteira linear
de eficiéncia maxima correntemente conhecida.

¥ 1
iC 160 1060 10 000

z}

Fig.6.2.1. Redugho de complexidade de decodificacdo.

Como exemplo elementar, seja ['= Cp+ 2.(m,m~1,2) + (4ZY™ um reticulado obtido
pela Construgio B (Leech ¢ Sloane [23]), onde Cg € um c6digo bindrio linear de comprimento
m e {m,m-1,2) € o cédigo bindrio de comprimento m formado por todas as possiveis palavras
de peso de Hamming par. A figura 6.2. 2 ilustral", para Cy = (2,1,2), exibindo a regiao de Voronoi
de I" na origem; note-se que Mg(I'j = 2.
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Fig.6.2.2. O reticulado (2,1.2) + 2.(2,1,2) + (4Z ¥° (circulos cheios)

Forney ([17]) propds o seguinte algoritmo com distdncia limitada para a Construcgio B:
dado r €R™ , decodifique r por ML no ponto yg = ¢g + 2zg mais proximo no reticulado
Cy + (2.Z)™; verifique a paridade de z: se zg possuir um nimero par de coordenadas impares,
entio yo € Co + 2.(m,m-1,2) + (4Z)™, e aceite yy; como o resultado da decodificagdo; caso
contrario, identifique a componente zg; de zy, para o qual |rj - (cgj + 2.zg;)| € mdximo, e faca
Z'g = 20j * 1serj>cﬂj+2.zoj,z’0}-wzoj—1serj<coj+2.z9j,ez’0jm%jparai#}, O=i=m,
de modo que Yg=c¢cg+ 22 g€ Cp+ 2.{mm-1,2} + (4Z)Y", e aceite Y’ com o resultado da
decodificagio (esta técnica corretiva € conhecida como a regra de Wagner [20]). A figura 6.2.3
exibe a regido de decisdo na origem R{?’(G) desse algoritmo para o reticulado I" da figura 6.2.2;

note-se que rg‘ﬁ(l"} - %-dMEN(r) e Mé’;ﬂ(l’) = 4, sendo R?(O} uma regido fundamental para [

L Lo < < L O < o L

o] L < ® o o O L Q

Lo} < o o
o L o o
® < o L
Lo < o L © o) @ o
o < L & < ® L&) o

o L © &) C & e o &)

- < < o & L) o o ®

Fig.6.2.3. A regido de deciséo AMO)
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Forney ([17]) extendeu o algoritmo acima a reticulados da forma
i"uco-a-2.C1+...+2b’1.Cb_1+(2bZ)m, mantendo a condigdo reAﬂ(F)aé—.dmN(I‘).

Algoritmos com esta estrutura sao exemplos particulares da classe de algoritmos denominados
de decodificagio por estigios, que se aplicam a construgio multiniveis de reticulados e, mais
genericamente, de codificadores. Na proxima secfo, propomos um algoritmo de decodificagio
por estdgios para a Construgdo Binaria Multinivel, determinando seu desempenho e
complexidade.

6.3 Decaodificacao por estagios da Construcao Binaria Multinivel
SejalL=Co®[T¢/Ti]+ ... + Cp_1 ®[[p-1/T] + ['§ como definido na segio 5.3.
Algoritmo: Dador,
0-A) Fagarg=r.

A A
0-B) Decodifique rp no ponto ¢p® ag+y; mais proximo no reticulado

Ag=Co® [To/T] + T
1-A) Fagary =19 - 30 ® ag.

1-B) Decodifique r; no ponto 33®a1+§2 mais préximo no reticulado
A1=C1®[FIJ’F2]+F§H.

(b-l)*A} Faga Ihel] = Tha? — Cp2 @ ap.2-

{(b-1}-B} Decodifique r,_; no ponto éb—i @ ap_y +";b mais préximo no reticulado
Ap-1 = Coo1 @ [Tt/ T} + T

Assim, r fica decodificade no ponto / = 30 ag+...+ ébwi & oy + ;b do reticulado
L=Cy®[g/Te]+ ..+ Cpq ®[Tp_y/T™+ I

. ) - . 1
Mostraremos que este algoritmo tem raio de corregdo efetivo igual a g-dMEN(L); antes,
no entanto, estabelecemos o lema a seguir.

Lema: O algoritmo € invariante por transiacio.
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Prova: Seja 7€ L o resultado da decodificagio de r pelo algoritmo.

Seja I € L. Provemos que o algoritmo decodificar’ =r +/em P=l+1

Sendo [=cu®ag+... +Cp  ®apg + ;b e I=cug®ag+ ...+ ®ap.q +Yp com S,
GEC;,0=sisb-l,e ':(\b, v, € I'Y, definamos, para 0 < i < b-1, 8;,; e J; dados por:

8,1 = (Co * Tp) ® (20g) + «v + (Cing * Cig) ® (2041 + Tip ® Oy + e + Cp1 ® g + ¥p
Ii e ?’i ® o™ 6i+1

Assim, 8,y €Iy (pois 2ay€Tly =Ty, para 0sjsi-1) e, portanto,
L. E A;=C;® [I';/Tyy,] + iy Provaremos inicialmente que na aplicagdo do algoritmo a
decodificagio de 1’ =1 + 1, r’; é dada por r’; = rj + /;, para 0 < i s b-1. A prova ¢ por indugao
sobre i, sendo trivial para i=0, pois rg=r, rg=r ¢ Ip=[ (visto que
8y =Cy ® g + ... + Cpy ® o1 + Yp)- Para o passo de indugdo, suponhamos que r'y =1; + ;&
provemos que ;. =I;,1 + lj41: como decodificagio ML € invariante por translacio, se r; €
decodificado (ML) no ponto mais préximo 3i® o +;§+1 do reticulado
Aj=C; ® [[/T;,1]1+ Ty, entdo 'y = 1; + J; serd decodificado (ML) no ponto mais proximo
C® oty +h do reticulado Ay =G ® [Ty ]+ TRy, pois

L€ A; = C; ® [T;/T;41] + I'l4y; este ponto pode, no entanto, ser expresso por:
o A _— ~ r.Y
i @0+ Yieg + G = @0+ Yig H (G @ 0y + Byq) =
F. — A
=(cj+ ) ® oy + (Yiu1 + 051} =
N —_ » . —_
= (C; @) ® a; + (¥ja3 + Oy + (6 * ¢) ® (20)) =
& A
=i ® i+ Y
&, i\, m : > : A, s
onde ¢; ECiey €Ty Assim 'y, = 1"y - ¢ ®ay; como 1’y =13 + [, Uy fica:
? A?
ri+1=r§+!i-c;®ag=
e - .y .
=+ zi - (Ci + & -2.((:}' *Ci)) @ﬁi =
- — B mar
=(r-ci®aoy) + ;- ® oy + (g * ¢)) ®(20y)) =

= Tip + (B + (0 5 ® (204)) =
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=141 + (02 + Cip1 ® ajyy) =

= Lyt Ii~:~1

tendo sido  utilizado, na  peniltina igualdade, a identidade
A -_— - * I3 + -~ -~
8is1 + (¢ * €)) ® 2ayy) = dj40 + Cjy1 ® @yyq; isto conclui o passo de indugao, valendo entdo que
* . A, B —
r';j=1;+17, para 0=i=b-1, Além disso, vemos, na prova acima, que ¢’;=¢; @ ¢;, para

0 =<i=b-1, e que, em i=b-1, ;’b = ?b + Oy + (Cp_q * Cp_g) ® (2ap,_1), de modo que:
P = Do ®@op+...+ (Ch1 ®Cpp) ® ;b—l +yp+ Oy + (Cp_g * Cp-1) ® (2ap_1)
Como dy, = (Co * co)® (2og) + ... + (Cpn * Cp-2) ® 20p-2) + Vb P fica:
- (30 @cy+ 2.(30 *¥Co)) ®og + ... + (31,_1 ® Cp_y + 2.(35_1 *Cp_1)) ®oay_q + (;b +Yp) =
= (@Y ®ag+... + (Cpo1 + Cp1) @ g + (;b“*‘ Yb) =

-f+1  [CQD]

Teorema 6.3.1: Sendo /€ L, todortal que [[r-1] < —;—.dMIN(L) é decodificado corretamente

pelo algoritmo, ou s¢ja f=1 nocaso G ... EG .
Prova: Em virtude da invariincia por transiagio do algoritmo, basta provar para /= 0:

Como 1 = 1, temos:

llro- Go® g+ 1) IP <l o I < 5-0Rn(L) = 5 -dr(Co)-Neag + Ty)

Logo:

1S®ag+vi P =(lrg-Co®ag+y) |+l rl)?<
< ((é‘dﬂ(%)-?‘i{% + m) 4 (%-dmcm.m% + m) /) 2

= dp(Co) Nlag + T'y)
. - £
Assim, temos necessariamente ¢y @ og = 0; e portanto 14 = Ip.

Igualmente, para 1 <1 < b-1, temos:
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& ~ 1 1
- €@+ PslinlF< ;‘g-diﬂz\ril«») s 7-dn(Ci) N(oj + Tj,q)
Logo:

1S ® o+ vie1 125 Ul - & ® oy + il + 1115 1D <

< ((i’dﬂ(ci)'N(ai + I«i-»l)) 74 (%-dﬁ(ci)-N(ﬁi + Fi+1)) K 2) 2.
= dH(Ci)'N(‘;i + i)

& Ris .
Assim, temos necessariamente ¢; ® a; = 0; e portanto r;,; = Iy, para 1 s i < b-1.

Finalmente,emi="b - 1, temos também:

A 1 1
o1 = o I = ol < - dRv(L) = - dRan(T)
Logo:

ol = (lrp—1 - voll + lrp-1lD? <

1 L 1 1
< ((Zﬁ%ﬂmrb)) 2 (;-d%mrb)) /2) 2 - ()
Assim, temos necessariamente ;b = 0.

Concluimos, entdo, que i= 0, verificando o teorema. [CQD]

Assim, a degradagao de desempenho ocasionado pelo algoritmo € devido apenas ao
aumento efetivo do nimero de vizinhos mais préximos, dado pelo teorema a seguir.

Teorema 6.3.2: Para o caso Cp © ... & Cy_4, temos:

b1
MﬁAefr(L) - E Mo(C) Mole; + Ty, )9S + My,
=0
dH{Ci}‘N{ai + {ia—i} = digm{L} (6_3‘}) )

2 2
e ImMg(Ty) daan(Ts) = dign(L)

onde: My, = 0 5 >
, din(Ty) = dvan(L)
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Prova: Vé-se claramente da defini¢do do algoritmo que a regido de decisdo na origem Ré({}) ¢
dada por:

RE0) = (VA0 + TP M - N (Va0 + TR M Va0

. . .1 .
de modo que o niimero de pontos de contato da hiperesfera de raio E'dMIN(L) centrada naorigem

(contida em R£{0)) com a fronteira de R‘f}(()) é a soma do numero de pontos de contato dessa
hiperesfera com a fronteira de cada “regido periédica” V Ai(ﬁ) +Ty, O0sisb-2 e de

Va, (0). Note-se que para o caso Cp € ... € Cy_y, temos que:

d%ﬁhr(L) = mm[dH(Cg)N(ao + Fl) . dH(Cb_,i}.N(ab_l + I‘b}, dZMIN(Fb)}

O nimero de pontos de contato na fronteira de Vo (0)+Tfy; € igual a

M(C;) Mo + Fi+1)dﬂ{ci} se d{C;).N(ay; + Fisq) = dign(L), e igual a zero, caso contririo,
para0 s 1= b-2.

O nimero de pontos de contato na fronteira de V Ab-l(O) é igual a:

(1) Mo{(Cb-1).-Mo{ctb-1 + Tb) 1), s dpi(Cp-1).N(oto—1 + Tb) = dRan(L) = dRan(Tv);

(2) mMo{T'b), s¢ dH(Ch-1).N(ab-1 + Tb) = dfan(L) = dfanv(T);

(3) Mo{C—1)- Mo cti-1+ ') HVrn Mo(T'b), 56 dp(Co-1).N(0tp-1+T'b) = dn(Ly=aRan(To);
(4) zero, se d(Co-1).N(cwo-1 + Tb) = dN(L) = dRaN(Tv). [COD]

A complexidade total do algoritmo dependera da complexidade dos algoritmos que
forem utilizados para a decodificagao por ML dos reticulados A;, 0 =i < b-1. Se definirmos
para cada palavra ¢; € C;, 0 s i s b1, uma métrica D(‘}{Ei), dado 1;, por:

D) = MIN liri - (€ ® o + v35 )l
Vi € rii

e pudermos expressi-la como uma métrica aditiva em relagfo as suas m componentes E:;’i,
1 =j s m, poderemos decodificar A; utilizando um algoritmo de decodificagio com decisao
suave por ML para C;, 0 = i s b1 {por exemplo, aqueles propostos por Forney [14]}.
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Temos:

m
DOE) - MIN P TCTE Yier I =
Y €TR et

1
«2{5 MIN uri,,--w?ﬂ,gu% MIN [l - (o5 + v I +

i
j=1 YH-L; Er, Yiepj € Tt

1 z.. v
+ 5 (=15 . MIN = i - (Y?+1,j)|!2 . MIN ;= (o + y;iz,;)n"' } -
Yierj ETina Yie1d €T ]

m m
=235 41 (-1fumd
j=1 j=1

onde:
(1 _ a0}, 40
sp7=dyy +dy
() = gl _ gi®
my =d;’ - dy
€
df? - JMIN -l - (e TR o
Yirrg E N
dV= MIN i e vl
Yi1+1JEFi+1

Assim a minimizagio de DT} com T, € C, equivale a minimizar:

(~1)%.m{?

o 3

i

]

(note-se que o algoritmo de decodificagio por estdgios para L requer apenas a palavra-codigo
¢; € C;, que minimiza D(i)(Ei)). Assim podemos utilizar um algoritmo de decodificagdo com
decisdo suave por ML para C; na decodificacio de A,;, como desejdvamos. Esta forma de

decodificacio pode ser vista como uma generalizagio daquela proposta por Conway e Sloane
para a decodificagio da Construgao A, citada na se¢iio anterior.
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A obtencdo das métricas dj(;) e dg) requer a decodificagio por ML de cada componente

;€ IR" , 1 sj=m,do vetor r; (dado pelo passo anterior do algoritmo de decodificagio por
estigios de L) em relagio a I';, € o + T'j,q; isto equivale a decodificagdo por ML da partigao
I/Ti,yparacadar;1=j=<m. Concluimos entido que o ntmero de operagOes necessirias para

a decodificacio de A;, 0 =i s b-1, € dado aproximadamente por:

Np(Ay) = m[Np(;/Tip) + 11+ Np(Gy)
- (6.3.2)

onde Np(I';/T};,1) € 2 complexidade do algoritmo utilizado para decodificar por ML a partigao
I'/Tis1> € Np(C;) é a complexidade do algoritmo utilizado para decodifica¢io com decisdo
suave por ML de C;. Assim, globalmente, a complexidade do algoritmo de decodificagio por
estdgios para L € dado aproximadamente por:

b-1
NB(L) = ¥ Np(Aj) + bm.n
i=0
(6.3.3)

onde m é a dimensio dos I'y’s, sendo a Gltima parcela referente aos passos do algoritmo que
calcula cada vetor 1; a ser decodificado em relagio a A, no passo subsequente.

Assim, utilizando (6.3.1), (6.3.2) e (6.3.3) podemos determinar o desempenho e a
complexidade do algoritmo proposto para os reticulados obtidos na segéo 5.3. As Tabelas I-VI
apresentam -os resultados encontrados; foram utilizados para decodificagdo das partigGes

I;/Ti 1, 0=i=<b-1,edos codigos C;, 0 =i < b-1, os algoritmos propostos por Forney ([14].

Tabeia |

L= Co®{Z2/D,] + C,@D,/2Z7 + (2Z2)™

ol c, L Rip(L) MAL) NA(L) BA(L)
(8,4.4) (8,7.2) Hig 31,88 508 14,75 0,16
(16,114  (16,152) Xap 75,94 2364 18,88 0,10
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TABELA 1l
L = Co®(Z4/D,] + C,@[D,/RZ4| + C,@[RZ*/RD,] + CoQ[RD,/2Z %) + (2Z 4"
Co c, C, Cs L Rol)  MALL)  NAWL) BAL)
41,4 (432 (432 (441 Hyg 31,88 764 21,63 0,56
844 (872 (872  (881) o 7594 4156 23,38 0,22

TABELA Il
L = Cy®(D,/RZ* + C;@[RZ*/RD + C,@(RD,/2Z | + C56[2Z4/2D,] + (2Dy)"

Co c, C, Cs L Nol)  MACL) ML)  BAW
{4,149 {4,1.9) {4,3,2) (4,3,2) Ayg 63,88 8956 27,50 0,73
(844 (844 (872 (872 Yy, 39994 61500 3075 0,26

TABELA IV

L = Co®(Z ¥/Ds] + Ci@[Dy/Js] + C2&{Ja/DE} + CoR(DA/Es] + CaB{Es/RDs] + CsRRDs/RIs] + Ce&RIg/RDE] + Cr&{RDE/22 ¥} + (22 ™

Cob © G C C € C G L RNpb) ML) NAL BAL)
4,14 (4.3,2) (432 (432 (441) (44,1) (441) (441) X3 7594 6172 5925 142

TABELA V

L = Co®{Eg/RDg] + CBIRDe/RIg] + C2RIp/RDE] + Cs@RDE/REs! + C4BREs/2Dx] + Cs&[2Dg/Ws] + Ca®[ 2204 + CAR[ZDE/2Eg] + (2Eg)™

Co G C: G G G G G L Rpl) ML) NAWL) BAL)
(2,0,) (2.1.2) (2.1,2) (2,1,2) (221) 22.1) 221 (22,1) RH,g 31,88 732 50,13 -0.48
21,2 212 212 212 £221) 22,1) 221) 221 A 6388 2788 64,00 -19242
(4.0,0) (4,0,%) (405) (40=) (41.4) (43.2) (432) (432) 2Wy 01,94 2076 6425 0,64
(40.) (4,1,4) (41.4) (41,4 (432) (432) (432 (432 RHy, 791,94 22x10° 114,53 0,69
4,1.4) (41,4 41,49 (414) (432 (43.2) (43.2) (4,3,2) Agy 1583,941,9)(10? 120,756 (.85

TABELA VI
L = Co®lle/D#] + CiR[DE/Ea] + Cr@[EsRDg} + C:RDs/Ris] + ChB[RIsRDE] + CsB{RDEREs] + Cs®REs/2D5] + CrZ42Dg/ 25} + ()™
C, © C ©C € Cs ©C¢ ©C L Ryl ML) NAL) BAL)
(4,1.4) (41.4) (432 (432 (432 (43,2 (441) (441) Yy, 39994 77852 106,38 0,54
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Os resultados apresentados nessas tabelas sdo obtidos diretamente pelas férmulas
desenvolvidas nesta se¢io. Por exemplo, para o reticulado Hyg da Tabela 1, temos:

ND(HIG) = 2'ND(DS/ES) + B'IDS/ESI -~1=2120+2.8-1=255
Np(Hye) = (2/16).255 = 31,88

M§, (Hye) = M(8,4:4). Mo([1,0]' + 2Z%)* + My(8,7,2) Mo([1,1]! + 2Z2)? + 8 M(2Z2) =

=14.4% + 2842 + 8.4 = 4.064

ﬁ'ag (Hig) = (2/16).4.064 = 508

Nfi(H q) = [8.(ND(Z2/Dy) + 1) + Np(8,4,4)] + [8.(NsunD(D2/2Z°) + 1) + Npp(8,7,2)]
+[2.8.2] =
= [8.2+1) +31] + [8.(2+1) + 7) + [2.8.2) = 118
N(Hyg) = (2/16).118 = 14,75

Para os dois reticulados novos, W3, € Y3, os valores de Np(L) sdo aqueles associados
aos algoritmos propostos por Forney ([14]), utilizando as construgdes Yz; = ID3/Eg/REg|* ¢
2Ws, = [REg/2Dg/2Eg]*. .

Vemos que a grande maioria dos reticulados apresenta uma relagio de degradacgio de
desempenho (em dB) por redugio ‘de complexidade (em oitavas),
BAL) & Ay?ﬁ(L)dB/logz(Nﬁ(L)/ND(L)}, inferior ou ao menos préximo a 0.4, que € o valor
desta relagio observada ao longo dos melhores cédigos de classes laterais conhecidos com alto
ganho efetivo (Forney e Wei [15]). Observa-se que os melhores resultados ocorrem quando o
comprimento m dos codigos bindrios utilizados ndo € muito reduzido (em m=2, por exemplo, o
algoritmo ndo apresentou efetividade). Espera-se comportamento semelhante do algoritmo para
outros reticulados obtidos pela mesma construgao, ou extensdes destaque vierem a ser propostas.
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Capitulo 7

Conclusoes e sugestoes para
futuras investigacoes



7.1 Conclusoes

Neste trabalho, virios aspectos tedricos e aplicados de reticulados e suas parti¢des foram
tratados, visando sua utilizagdo em esquemas de codificacio baseados em reticulados para o
canal AWGN limitado em banda. Os principais resultados e conclusdes podem ser resumidos
COmoO se Segue.

No Capitulo 2 as caracterizagOes algébrica e geométrica dos reticulados e suas partigbes
foram introduzidas utilizando conceitos definidos para grupos abelianos arbitrarios, indicando
que grande parte das técnicas propostas nos capitulos seguintes podem ser extendidas a outros
grupos abelianos Gteis para a construgio de codificadores para o canal AWGN limitado em

banda.

No Capitulo 3, a anélise algébrica tedrica da partigio de reticulados, conceituada no
Capitulo 2, foi compietamente desenvolvida, com a utilizagio, inclusive, das formas candnicas
de Hermite ¢ Smith para matrizes de nimeros inteiros, possibilitando assim a determinagéo
automitica por meios computacionais da estrutura algébrica de particdes arbitrdrias de
reticulados, utilizada na construcdo de cddigos lineares de classes laterais (Capitulo 4) e de
reticulados {Capitulo 5).

No Capitulo 4 foi desenvolvida uma formulagao geral para a avalia¢do e comparagio de
codificadores para canais AWGN limitados em banda, com estimativas explicitas para o ganho
nominal e a perda pelo nimero de vizinhos mais préximos, exibindo a necessidade de
normalizagio dos pardmetros de desempenho e complexidade de codificadores especificos. Foi
também explicitada a analogia entre reticulados e cddigos de classes laterais, na constugio de
codificadores baseados em reticulados, relacionando seus parimetros aos destes codificadores.

No Capitulo 5 foi proposta uma construgio multicamada de reticulados, baseada em um
refinamento de uma particio bindria elementar de reticulados e em codigos bindrios lineares,
com expressdes explicitas para os parmetros dos reticulados obtidos. Foram dados alguns
exemplos, mostrando novas formas de construgio de reticulados conhecidos, bem como a
obteng¢do de novos reticulados interessantes para utilizagio em codificadores para o canal
AWGN limitado em banda.

No Capitulo 6 foi proposto um algoritmo de decodificacio sub-6timo por estagios para
os reticulados obtidos pela constru¢ao multinivel proposta no Capitulo 5. Foi mostrado que o
algoritmo implementa decodificagio com distdncia limitada, com raio efetivo de correcho igual =
4 metade da distidncia minima do reticulado, de modo que a degradago de desempenho sofrida
na utilizagao do algoritmo € devida exclusivamente ao decorrente aumento no coeficiente efetivo
de erro do reticulado, para o qual uma expressio explicita foi obtida. Foi mostrado que cada
estagio da decodificagdo poderia ser realizado utilizando um algoritmo de decodificagio com
decisio suave Stimo do cddigo bindrio linear correspondente, com uma adequada definigio da
métrica de cada componente bindria, obtendo-se entio uma estimativa para a redugio de
complexidade auferida pelo algoritmo de decodificagio por estdgios proposto. Verificou-se que, -
para a maioria dos reticulados obtidos no Capitulo 5, a relagfio degradacio de desempenho (em
dB) por redugio de complexidade (em oitavas) ficou préxima daguela observada
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(= 0.4 dB/oitava) ao longo da seqiiéncia dos melhores codificadores conhecidos para o canal
AWGN limitado em banda utilizando algoritmos de decodificagio Gtima, evidenciando a efetiva
vantagem do algoritmo sub-6timo em relagéo ao algoritmo 6timo mais eficiente conhecido para
aqueles reticulados.

7.2 Sugestdes para futuras investigacoes

Como diregOes alternativas para posterior prosseguimento deste trabalho, podemos
sugerir algumas extensdes e aplicagdes dos resultados obtidos como se segue.

Uma constelagio (bidimensional) de sinais m-PSK pode ser representada pelo conjunto
de m pontos do plano complexo dados por Exp[2nmj/M], m=0,..,M-1, formando um grupo
abeliano sob multiplicagio complexa, com zg=1 como elemento identidade. Assim, os conceitos
e a notagao introduzidos no Capitulo 2 para grupos abelianos genéricos se aplicam, bem como
as virias técnicas dos capitulos posteriores; em particular, técnicas de construgio e decodificagéo
por estdgios fornecem novas alternativas de construgio e decodificagdo de codificadores de
energia constante (c6digos esféricos) para ¢ canal AWGN limitado em banda.

A estrutura de uma dada particio de reticulados € as normas minimas das suas classes
laterais (obtidas pela decodificago da origem em relagdo a cada uma delas) sao os ingredientes
necessarios e suficientes para a busca dos denominados “‘cédigos convolucionais
generalizados”, idealizados por Calderbank e Sloane ([05]) para a construgio de codificadores
em treliga para o canal AWGN limitado em banda; a sistemdtica desenvolvida no Capitulo 3
torna computacionalmente mais simples a busca automatica desses codigos, em especial para
partigOes de reticulados em altas dimensdes.

A complexidade de implementagdo do seletor de pontos (e do correspondente
mapeamento inverso na recepgio, apés a decodificagdo), em um codificador reticulado ou
baseado em um codigo de classes laterais, ndo foi considerada na avaliagio da complexidade
do codificador; como foi mencionado no Capitulo 4, para ganhos da forma reiativamente altos
(constelagdes bastante esféricas), estas complexidades passam a ser fragOes considerdveis da
complexidade total, de modo que seria interessante buscar compromissos compensadores para
esses objetivos conflitantes.

As expressdes para adistincia quadrética minima e o nimero de vizinhos mais préximos,
dadas no Capitulo 5, para a construgdo multicamada de reticulados proposta naquele capitulo,
sdo validas para o casc em que os codigos bindrios utilizados sdo encaixados; fora deste caso,
as expressoes dadas sdo, em geral, apenas limitantes (inferior para a distincia e superior para o
nimero de vizinhos), de modo que tem-se a chance de melhorar estes parimetros, com uma
escolha judiciosa dos representantes de classes laterais utilizados na construgio; infelizmente,
nio existem ainda procedimentos gerais para essa escolha, devendo ser realizados estudos nesse
sentido. ?

Finalmente, observe-se que o aigoritmo de decodificacao por estigios, proposto no
Capitulo 6, pode ser ainda mais simplificado, utilizando algoritmos sub-6timos com distincia
limitada para a decodificagio das partighes [';,{/T; € dos codigos bindrios C; as custas,

110



naturalmente, de uma degradagio adicional de desempenho devido ao crescimento do pimero
de vizinhos que entdo resultaria; estudos sobre as possiveis compensagOes resultantes dessas

alternativas seriam uteis e elucidativas.
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