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Resumo

A Teoria Wavelet nasceu na Frang¢a no inicio dos anos 80, e desde entdo vem
sendo usada em muitas areas tais como, Processamento de Sinal, Compressdo de

dados, Fractals, etc..

Em Sistemas de Energia Elétrica, a primeira sugestdo de uso da Teoria Wavelet
foi apresentada em 1994. Atualmente, as expectativas de possiveis aplicagdes desta
teoria em Sistemas de Energia Elétrica estdo aumentando ¢ muitos pesquisadores estdo

investigando este assunto.

Este trabalho teve como objetivos estudar a Teoria Wavelet e avaliar o seu

desempenho quando aplicada na andlise de sinais de Sistemas de Energia Elétrica.



Abstract

The Wavelet Theory was born in France in the early’80s, and has been used in

many arcas such as, Signal Processing, Data Compression, Fractals, etc..

In Power Systems, the first suggestion to use the Wavelet Theory was presented
in 1994, Today, the expectations of possible applications of this theory in Power

Systems are increasing and many researchers are investigating this matter.

The objectives of this work are to study the Wavelet Theory and to evaluate its

performance when applied to analysis of the Power Systems signals.
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Introducdio

Introduciao

Em um Sistema de Energia Elétrica ideal, os sinais de tensfio e corrente devem
apresentar formas de onda “puramente senoidais”. Entretanto, a crescente aplicacio de

equipamentos de cletronica de poténcia (conversores, compensadores estaticos, etc.) e

4 Opcragac dc cargas Com COmporamcnio nao-uncar (TOINnOs G arCo, ICaiorcs
saturados, etc.) vém reduzindo a “qualidade”™ dos sinais presentes no sistema. Estes
equipamentos quando atuantes, distorcem as formas de onda das tensdes e/ou

correntes.

Tradicionalmente, tais distor¢des sdo estudadas através da Teoria de Fourier. A
Teoria de Fourier € uma ferramenta matematica poderosa e quando aplicada a Sistemas
de Energia Elétrica, oferece interpretagdes fisicas significativas acerca das distor¢des
presentes. No entanto, o método de Fourier s6 € usado com sucesso se, € somente se, 0
sinal avaliado for invariante no tempo ou seja, se as distor¢des forem do tipo

estacionario. Caso contrario, o método de Fourier é inadequado.

Recentemente, uma nova teoria foi sugerida para tratar de distor¢des do tipo
ndo-estacionario em Sistemas de Energia Elétrica: a Teoria Wavelet. O artigo gerador
desta proposta (Ribeiro [1]) afirma que esta nova técnica pode num futuro proximo,
ajudar a identificar e analisar de modo mais eficiente muitos tipos de distor¢des ndo-

estacionarias.

Embora os conceitos ¢ fundamentos matematicos da Teoria Wavelet venham
sendo estudados por matematicos desde o inicio do século, a sua aplicacio a
problemas praticos iniciou-se apenas na década de 80. Atualmente, ela vem sendo

utilizada com sucesso em diversos campos. Em Sistemas de Energia Elétrica em
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particular, a bibliografia indica que a sua possivel aplicagdo ainda estd em fase de

nvestigacgio.
O trabalho aqui proposto teve os seguintes objetivos:

# estudo da Teoria de Fourier;

# estudo da Teoria Wavelet;

# avaliacdo da aplicagdo da Teoria Wavelet em Sistemas de Energia Elétrica, em
particular, 0 Método Wavelet Multiresolugiio na deteccio e localizagdo de distarbios

de Qualidade de Energia.

Deste modo, tentou-se obter um material didatico sobre a Teoria Wavelet
voltado para a area de Sistemas de Energia Elétrica, além de se investigar a viabilidade

de sua utilizacdo pratica.
Este trabalho foi estruturado em 7 capitulos ¢ 7 apéndices.

O capitulo 1 aborda de maneira genérica as distor¢des em Sistemas de Energia

Elétrica e introduz os métodos matematicos utilizados no estudo das distor¢des.

O capitulo 2 apresenta um breve historico da Teoria Wavelet, bem como uma
retrospectiva dos trabalhos sobre wavelets voltados para Sistemas de Energia Elétrica
publicados até este momento. Sendo assim, os dois primeiros capitulos tém como

objetivos apresentar o contexto e o estado da arte para a utilizagdo da Teoria Wavelet

em Sistemas de Energia Elétrica.

A proposta de utilizagdo da Teoria Wavelet no estudo de sinais nio-
estacionarios, torna-a uma concorrente da Teoria de Fourier. Desta maneira, apresenta-

se um resumo da Teoria de Fourier (capitulo 3) antes da apresentagio da Teoria
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Wavelet. O capitulo 3, portanto, aborda conhecimentos considerados de dominio

publico.

O capitulo 4 apresenta a Teoria Wavelet e suas variantes, dentre as quais o

método utilizado neste trabalho: o Método Wavelet Multiresolugio.

O capitulo 5 apresenta a implementagdo computacional do Método Wavelet

Multiresolugio.

O capitulo 6 apresenta as simulagdes realizadas e a analise dos resultados.

Finalmente, o capitulo 7 apresenta as conclusdes do estudo realizado e

sugestdes para frabalhos futuros.

Os apéndices deste trabalho tém como objetivo complementar o texto dos

capitulos 3 e 4, de modo a se obter uma melhor compreensio.

Deve-se ressaltar que este trabalho ndo pretende ter um “alto” rigor matematico,
mas tao somente, estabelecer as bases minimas necessarias para o entendimento da
Teoria Wavelet. Sendo assim, todas as equagdes presentes sio provenientes da

bibliografia apresentada.
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1 Distorc¢des em Sistemas de Energia Elétrica

1.1 - Breve historico das Distorc¢oes

Um Sistema de Energia Elétrica segundo Elgerd [2], deve ter os seguintes

objetivos:

# gerar energia elétrica em quantidades suficientes e nos locais mais apropriados;
# transmiti-la em grandes quantidades aos centros de carga;

# distribui-la aos consumidores individuais, em forma e qualidade apropriada;

# 0 custo ecologico ser o menor possivel,

Entretanto, devido ao acelerado crescimento destes sistemas tanto em tamanho,
quanto em poténcia e complexidade, a Qualidade da Energia transmitida ja ndo vem
sendo assegurada. O termo “qualidade” neste contexto, se refere ao grau de pureza dos
sinais de tensdo e corrente em relagdo aos sinais com formas de onda puramente

senotdais.

A presenca de distorgdes nos Sistemas de Energia Elétrica ndo é um fato
recente. Desde o inicio do nosso século tem-se registro de problemas causados por
distor¢des, mais precisamente na década de 20, quando da energizacdo das primeiras
instalagoes retificadoras (conversores estaticos de poténcia). Apesar dos distirbios que
estes equipamentos causavam, até a década de 70 eles ainda ndo eram criticos, ja que a
sua utilizagdo era praticamente restrita & industria eletroquimica e 30s sistemas de
fransmissdo de energia elétrica em corrente continua. Porém, a descoberta de novas
tecnologias, em particular os tiristores, tornaram possivel a difusdo daqueles

equipamentos no setor industrial. Atualmente, devido ao seu baixo custo e alta



Distorcdes em Sistemas de Enercia Elétrica

eficiéncia, equipamentos retificadores a estado sélido sdo utilizados nas mais diversas

aplicagdes.

A partir da década de 70, com o crescimento do setor eletrotérmico, cargas tipo
fornos de arco e laminadores siderirgicos se propagaram nos sistemas elétricos.
Quando em operagio, estas cargas além de provocarem bruscas variagdes de tensio

nos barramentos alimentadores, consomem grande quantidade de reativos.

Nesse interim, o aumento da demanda de energia aliada ao excepcional
desenvolvimento da industria eletrdnica, possibilitaram a inclusdo de novas cargas, a
maioria com comportamento ndo-linear, tais como: motores de velocidade variavel,
carregadores de bateria, atenuadores de iluminagdo, fornos de micro-ondas, televisores

e 0s mais diversos aparelhos eletrénicos.

Portanto, o novo meio elétrico estd atualmente caracterizado por inlimeras
fontes de distor¢des, 0 que torna bastante remota a idealizagdo de suprimento sugerida

por Elgerd [2].

1.2 - Classificacido das Distorcoes

Segundo Bueno et al. [3] e Abreu et al. [4], os fendmenos envolvendo

Qualidade de Energia sdo classificados como:
a) Interrupgdes: As concessiondrias classificam as interrupgdes como:

# interrupgdo momentdnea: perda de poténcia completa menor que 2 segundos;
# interrup¢do temporaria: perda de poténcia completa de duragdo maior que 2
segundos ¢ menor que 1 minuto;

# interrupgdo sustentada: perda de poténcia com durag@o maior que 1 minuto.

Uy
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Em particular, interrupgdes que tmpliquem na perda de poténcia durante até 3

ciclos (50 ms), sdo classificadas como interrupedes transitorias.

b) Variacdes de Tensdo: sdo definidas como quaisquer variagdes na forma de

onda da tensdo senoidal de freqiiéncia 60 Hz de duragdo maior que 0.5 ciclo. Sdo

classsificadas em:

# sag (mergulho de tensdo): o valor eficaz da tensdo é reduzido (subtensdo) durante 0,5
ciclo a 1 minuto. E resultante de faltas em algum ponto do sistema, partida de grandes
motores, etc.;

# swell (salto de tensdo): ocorre um aumento no valor eficaz da tensio (sobretensio)
durante 0 mesmo intervalo de tempo. E resultante por exemplo, de uma rejeicdo de
carga em algum ponto do sistema;

# variagdo de tensdo de longa duragdo: a variacdo do valor eficaz da tensdo é superior
a 1 minuto. E resultante de variacdes de cargas, ma operagdo de bancos de capacitores

ou reguladores, etc..

¢) Disturbios de Curtissima Duraciio: sdo os distarbios unidirecionais

caracterizados por duragdo menor ou igual a microsegundos. Dividem-se em:

# surtos: tramsitérios de origem atmosférica, cuja freqiiéneia € maior que 5 kHz e
tempo de duragdo menor que 200useg;

# distarbios oscilatorios: fenémeno com freqiiéncia entre 300Hz e 5kHz e duragio
menor que 30 ciclos. Geralmente, sdo provenientes de modificacdes na configuragdo

do sistema: chaveamento de bancos de capacitores, manobras, etc..

d) Distarbios Periddicos: os distarbios periddicos sdo classificados em:
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# distorgOes harmonicas: apresentam formas de onda periddicas e distorcidas.
Geralmente, sdo resultantes da operagdo de cargas ndo-lineares: transformadores,
retificadores, lampadas de descarga, etc.;

# notching: as distorgdes do tipo notching também sdo periddicas, porém apresentando
cortes na forma de onda. Sdo resultantes de curto-circuitos momentineos no sistema

durante a comutagdo de chaves de conversores estaticos.

e} Flicker (Cintilagdo): sdio variagdes rapidas e repetitivas no valor eficaz da

tensdo em torno do seu valor nominal. S30 em geral de baixa amplitude, freqiiéncia até

30 Hz e resultantes da operag¢do de fornos de arco.

f) Ruido: € o fendmeno resultante de uma perturbagdio aleatoria (freqiiéncia
entre 0 a 2 MHz) superpostas a tensdo senoidal de 60 Hz. Sdo provenientes das cargas

dos consumidores ou de componentes defeituosos.

No estudo das distorgées, um pardmetro importante a ser observado é o
comportamento do sinal no transcorrer do tempo. De acordo com a variagio deste
pardmetro, os sinais sdo classificados em  sinais estacionarios ¢ sinais ndo-

estacionarios.

Um sinal € estacionario se suas propriedades sio estatisticamente invariantes
com o tempo. Um sinal estacionario pode exibir eventos inesperados, mas a
probabilidade de ocorréncia destes eventos é conhecida. As distorgdes que se

enquadram nesta classe sdo denominadas distor¢des estacionarias.

Um sinal ndo-estacionario ¢ aquele para o qual aparecem eventos transitorios
que ndo podem ser previstos. As distor¢des neste caso sdo chamadas distorgdes nio-

estacionarias.
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1.3 - Problemas causados pelas Distorcdes

Segundo Pires [5], a presenca de correntes e/ou tensdes distorcidas num Sistema

de Energia Elétrica podem causar :

# indugdo de ruido em sistemas de comunicacio, sinalizagdo e controle;
# aumento das perdas nos equipamentos dos sistemas de poténcia;

# redugdo na eficiéncia de motores c.a.;

# aumento da demanda de poténcia reativa;

# aumento da necessidade de investimentos para os sistemas;

# redugfio na qualidade de determinados produtos industriais:

# aumento nos custos de manutencio;

# aumento nas contas de energia elétrica;

# falhas de determinados equipamentos sujeitos a sobretensdes devido a ressondncias.

Logo, pode-se afirmar que a presenga de correntes e/ou tensdes distorcidas nos
Sistemas de Energia Elétrica é de um modo geral, indesejavel. Tornando-se necessaria

a sua redugdo ou até mesmo sua eliminagdo.

1.4 - Métodos Matematicos utilizados no estudo das

Distorc¢des

A Teoria de Fourier ¢ um método matematico que converte uma funcéo no
dominio do tempo para o dominio da fregiiéncia e baseia-se na suposigdo da fungfo ser
de natureza periédica. Portanto, a Teoria de Fourier ¢ a ferramenta matematica

adequada ao estudo das distorgdes do tipo estacionario.
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Contudo, a maioria dos fendmenos fisicos ddo origem a sinais ndo-estacionarios
nos quais a periodicidade ndio mais existe. Para o estudo de tais sinais, algumas
modifica¢des foram realizadas na Teoria de Fourier, originando a Short-Time Fourier
Transform ou STFT. Este método entretanto, apresenta um sério inconveniente: as

componentes de freqiiéncia do sinal nfio sdo tratadas igualmente.

Para superar as limitagdes da STFT no tratamento de sinais ndo estacionarios, a

Teoria Wavelet tem sido proposta (Rioul et al. [6]).
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2 Historico e Aplicacdes da Teoria Wavelet

2.1 - Breve historico da Teoria Wavelet

Historicamente, a Teoria Wavelet tem diferentes origens. A maioria dos
trabalhos foram realizados em torno de 1930 e naquela época, tais trabalhos nio

indicavam fazerem parte de uma mesma teoria.

No entanto, os fundamentos matematicos que conduziram a estes trabalhos
procedem do século XIX, mais especificamente em 1807, quando Jean Baptiste Joseph
Fourier afirmou que qualquer fun¢do periddica podia ser representada por uma
superposigiio de senos e cossenos. Tal representacao ¢ considerada um marco decisivo

no universo funcional, sendo comumente denominada de Série de Fourier.

Em 1873 porém, Paul Du Bois-Reymond mostrou que existia uma fungio
periddica cuja Série de Fourier ndo convergia em determinado ponto. A partir deste
trabalho, os matematicos modificaram a nogéio de fun¢io e a defini¢do de convergéncia

da Série de Founier.

Também nessa época, descobriram-se sistemas ortogonais onde o fendmeno
descoberto por Du Bois ndo ocorria. Estudando tais sistemas, A. Haar, em 1909,
construiu a primeira base wavelet ortonormal. A wavelet Haar é a mais simples ¢ foi

criada bem antes do termo wavelet existir.

No entanto, foi em torno de 1930 que a base matematica da Teoria Wavelet foi
construida. Paul Levy, um fisico, estudando um tipo de sinal randdmico (Brownian

motion), mostrou a superioridade das fungdes base Haar em relacdio as funcdes base de

10
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Fourier quando aplicadas ao estudo de pequenos detalhes complicados neste tipo de

sinal.

Em 1927, Philip Franklin, um professor do Instituto de Tecnologia de
Massachusetts, criou uma base ortonormal usando o processo de Gram-Schmidt, a qual
chamou-se sistema Franklin. Este sistema trabalhava bem tanto em situagdes regulares
quanto irregulares; o ponto fraco era a complexidade do algoritmo, o que causou o seu
esquecimento durante quase 40 anos. Mas, em 1963, o sistema Franklin foi

redescoberto por Zbigniew Ciesielski.

Ainda na década de 30, Lusin fez um estudo relacionado com a analise e sintese
de fungdes no espago Hardy. Entretanto, sé na década de 60 este estudo foi resgatado.
Guido Wess ¢ Ronald R. Coifman, pioneiramente interpretaram a Teoria de Lusin em
fun¢do de atomos e decomposi¢fio atdmica. Os atomos s3o os elementos mais simples
de uma fungdo espago e uma decomposi¢do atdmica consiste na extragcdo destes
atomos da fungdo. A Teoria de Lusin tinha como objetivos encontrar os atomos para
uma fungdo comum e as.regras de construgdo que permitiriam a reconstru¢io de todos

os elementos da fungdo espago usando estes atomos.

Estudando operadores integrais singulares, Calderén em 1964, elaborou um
método de decomposi¢do conhecido como Identidade de Calderén. Grossmann e
Morlet redescobriram esta identidade e em 1984, interpretaram-na no contexto da
Mecinica Qudntica. Nesse trabalho, introduziram a nogfio de Transformada Wavelet

Integral e utilizaram apenas wavelets ndo-ortogonais.

Antes porém, em 1981, Stréemberg construiu a primeira wavelet ndo trivial

usando fungdes spline.

Em meados da década de 80, pesquisadores franceses conduzidos por Morlet

(geofisico), Grossmann (fisico tedrico) e Meyer (matematico), realizaram o

i1
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refinamento matematico destes estudos e denominaram seu trabalho de Ondelettes, que
em inglés passou a ser chamado de Wavelets. As pesquisas em torno do tema

cresceram rapidamente, chamando a atengdo de estudiosos das mais diversas areas.

Em 1985, Stephane Mallat, um especialista em Processamento de Imagem,

descobriu rela¢des entre:

# Quadrature Mirror Filters (QMFs);
# Algoritmos Piramidais;

# Bases Wavelets Ortonormais.

Meyer em 1986 e¢ Mallat em 1988, introduziram a nogdo de Analise
Multiresolugio, a qual foi refinada pelo altimo. Baseando-se nestes trabalhos, Meyer e
Daubechies construiram conjuntos de wavelets. As wavelets Daubechies sdo
consideradas as mais elegantes e tornaram-se a base da maioria das aplicagdes wavelet

atualmente.

No final dos anos 80, a base matematica da Transformada Wavelet Discreta foi
construida e a teoria matematica de Frames e Analise Funcional utilizadas para
construir a Transformada Wavelet Discreta Inversa. Atualmente, a Teoria Wavelet
encontra-se em fase de refinamento matematico, constituindo-se numa fonte de estudo

para pesquisadores.

2.2 - Aplicagdes da Teoria Wavelet

A Teoria Wavelet vem sendo utilizada em diversos campos, dentre os quais
destacam-se: Astronomia, Acustica, Engenharia Nuclear, Processamento de Sinal (voz

e imagem), Neurofisiologia, Musica, Ressonancia Magnética, Otica, Fractals,
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Turbuléncia, Previsio de Abalos Sismicos, Radar, Visdo Humana, Matematica

Tedrica, Sistemas de Controle, etc..

Em relagdo aos Sistemas de Energia Elétrica, a primeira proposta de utilizagdo
de wavelets ¢ creditada a Paulo F. Ribeiro [1]. Em Setembro de 1994, este pesquisador
apresentou a comunidade de Sistemas de Energia Elétrica a Teoria Wavelet através de

seu trabalho intitulado:

Wavelet Transform: An Advanced Tool For Analyzing Non-Stationary

Harmonic Distortions in Power Systems.

Desde entdo, vem crescendo o nilmero de pesquisadores investigando o
potencial da Teoria Wavelet e sua efetiva utilizagdo em Sistemas de Energia Elétrica.

A seguir, apresenta-se um rapido cronograma dos trabalhos ja publicados até entdo:

1994

Wavelet Transform. An Advanced Tool For Analyzing Non-Stationary Harmonic

Distortions in Power Systems [1]

O autor apresenta os conceitos basicos da Teoria Wavelet, suas semelhangas e
diferengas com relagéio a Teoria de Fourier e exemplos de possiveis aplicagdes em

Sistemas de Energia Elétrica.

The Application of Wavelet Theory 1o Power Quality Diagnostics [7]

Os autores apresentam a Teoria Wavelet e como usa-la na analise de problemas

de Qualidade de Energia.
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Application of Wavelets to Determine Moior Drive Performance During Power

Systems Switching Transients [8]

Os autores apresentam os conceitos basicos da Teoria Wavelet e investigam a

sua aplicagdo na determinagdo do desempenho de motores durante distiurbios de

poténcia.

Advanced Techniques for Voltage Quality Analysis: Unnecessary Sophistication or

Indispensable Tools? [9]

Os autores apresentam os conceitos basicos de novas ferramentas analiticas para

Processamento de Sinal, dentre elas a Teoria Wavelet.

1995

Power Quality Assessment vig Wavelet Transform Analysis [10]

Os autores utilizam a forma discreta da Teoria Wavelet para detectar e localizar

distiirbios resultantes de medig¢des reais.

Wavelets and Electromagnetic Power Svstem Trapsients [11]

Os autores Introduzem o uso da Transformada Wavelet na analise de

transitorios eletromagnéticos associados a faltas e chaveamentos.

The Wavelet Transform for Power Quality Assessment [12]

O autor sugere um método geral para o uso de wavelets na identificagdo de

transitorios de Sistemas de Energia Elétrica.
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Analysis of Transients in Power Distribution Networks Using Wavelet Analysis [13]

Dissertagdo de Mestrado. O autor faz um estudo tedrico da Teoria Wavelet e
aplica-a na anélise de sinais transitérios de um sub-sistema de distribui¢do de Energia
Elétrica. Os sinais analisados incluem transitérios de curto-circuitos forcados, bem

como, partidas de motores assincronos de 75 kW e 90 kW.

Application of Wavelets 1o Model Short-Time Power System Disturbances [14]

Os autores demonstram a habilidade das wavelets na reconstrucio de

transiorios.
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3 Teoria de Fourier

3.1 - Introducio

A Teoria de Fourier ¢ o resultado dos estudos do fisico e matematico francés
Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830) em problemas de valores de contorno na
condugdo de calor. Em seu trabalho: “Theory Analytique de la Chaleur”, ele afirmava
ser possivel representar os mais diferentes tipos de fungdes através da soma de senos e

COSSENOS.

A aplicagfio dessa teoria extendeu-se a todos os ramos da Fisica, Engenharia e
Matematica. Na drea da Engenharia Elétrica, o trabalho de Fourier teve muitas
aplicagles, principalmente na Teoria de Sistemas Lineares e na Teoria das
Comunicagdes. Com o advento dos computadores e o desenvolvimento de diversas
variantes da teoria inicialmente proposta por Fourier, atualmente é possivel a analise

das mais diversas fungdes.

A seguir serdo apresentadas as diversas formas que o método de Fourier pode

assumir.

3.2 - Série de Fourier

A representagdo em Série de Fourier se aplica a fungdes periddicas e consiste
em representar tais fungdes como uma soma de componentes senoidais de freqiiéncias

distintas. As fungdes periddicas sfo definidas como aquelas para as quais:
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X)) =%(t+T) (3.1)

para qualquer t. A menor constante T que satisfaz (3.1) é chamada o Periodo da

fun¢éo.

3.2.1 - Forma Trigonométrica da Série de Fourier

Seja %(t) uma func¢do periddica com periodo T. Entdo, esta fungio pode ser

representada pela série:

X(t) = ag+ alcos(QOt) + a2cos(2§20t)~§-...+blsin(§20t) + bzsin(ZQOt)+... (3.2.a2)

ou:
X(t) %[ (kQ2,t) +b, sin(kQ t)] (3.2.b)
X(t)—=a, + a; COS t)y+b, sin t e

onde, Q, € a freqiiéncia angular fundamental, sendo dada por:

Q{} E-E (3.3) rad/seg.

Séries como esta sdo chamadas Séries Trigonométricas de Fourier.

constantes ap, ax € by sdo chamadas de coeficientes de Fourier, sendo dadas por:

a i? Z(O)dt (3.4.3),
0 Ty
2T
a = ;—r—(j) (t)cos(kQ t)dt (3.4.b)
2T
bk ¥(j) (t)sm(kQ t)dt (3.4.¢).

As
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Na série (3.2.a) a parcela a, é chamada a componente continua de %(t); as
parcelas de freqiiéncia angular Q, constituem a componente fundamental ou primeira
harmonica enquanto que as parcelas de freqiiéncia angular kQ),, constituem-se nas k-

¢simas componentes harmonicas. Se k ¢ impar, a componente ¢ chamada harmonica

impar e se k ¢ par, harmodnica par.

A Série Trigonométrica (3.2.a) pode ser representada de forma mais compacta

COmo:
X(t) E (kQ 0, ) (3.5.a)
Xx(t) = ¢, sin t-+ S.a
k=0 k 0 k

onde:

a
¢ = ak2+bk2 e ek=arctg-6i— (3.5.b).

Os coeficientes ¢y € 0s dngulos 0y sdo conhecidos como amplitudes harmonicas

e angulos de fase, respectivamente.

3.2.2 - Forma Exponencial da Série de Fourier

Em varias aplicagdes das Séries de Fourier € conveniente exprimir tais séries em

termos de exponenciais complexas. Tem-se entdo:

N @D ijGt
(ty= Y Xke (3.6.a)
k=—m

onde:

%, =11 ze %4 3.6.m).
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As equagdes (3.6.a) e (3.6.b) definem a forma exponencial da Série de Fourier.
E costume chamar a equagio (3.6.b) de Equagdio Analise e a equacio (3.6.a) de
Equagdo Sintese; além de serem mais compactas, estas equagdes sdo também mais
convenientes pois na maioria dos casos, a integral representada pela equacdo (3.6.b) ¢

mais facil de ser avaliada do que as integrais nas equagdes (3.4.a), (3.4.b) e (3.4.¢).

As Séries Trigonométrica ¢ Exponencial de Fourier ndo sdo dois tipos diferentes

de séries, porém duas formas diferentes de se expressar a mesma série.

3.2.3 - Interpretacio da Série de Fourier

Uma expansdo em Série de Fourier de uma fun¢dio periddica equivale a
decomposigdo da fungdio em termos de suas componentes de varias freqiiéncias: €,

20, 3QY,....kE Y, etc.. Esta decomposi¢do é chamada espectro de freqiiéncias.

Para representagdo do espectro de freqiiéncias de uma fungio periddica utiliza-
se um grafico onde se marcam no eixo horizontal as freqiiéncias angulares e no eixo
vertical os valores dos coeficientes ¥, da série (3.6.a). Os coeficientes ¥, sdo

normatmente complexos e por isso, sdo descritos por uma magnitude e uma fase.

Deste modo, sdo necessarios dois espectros: o espectro de amplitude ¢ o
espectro de fase. Em certos casos, os coeficientes das componentes de freqiéncia ou
sdo reals ou sdo imaginarios, sendo possivel entdo, representar a fungio por apenas um
espectro. Como os indices k assumem apenas valores inteiros, os espectros de

amplitude ¢ de fase nfo sdo curvas continuas, mas somente aparecem na variavel

discreta k€, resultando num espectro discreto.
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A representacdo dos coeficientes X contra a variavel discreta kQ, especifica a

fungdo periddica %(t) no chamado dominio da freqiéncia, do mesmo modo que a

funcdo %(t) contra t, especifica-a no dominio do tempo.

A Figura 3.1, ilustra uma fungfo periodica (onda quadrada) representada no

dominio do tempo e a Figura 3.2, no dominio da freqiiéncia.

(1)
1 4

Figura 3.1

Fun¢do onda quadrada

%

20

s
2]
35""“"’“““’

. L I f 1 h 4 l 8 "Q

Q, 2Q, 3Q, 4Q, 5Q, 6Q, 7Q,
Figura 3.2

Representacido no dominio da freqiiéncia da fungdo da Figura 3.1
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3.2.4 - Fenomeno de Gibbs

De acordo com a equagdo (3.2.b), uma determinada fun¢do periddica é
representada por uma soma infinita de senos e cossenos. Na pratica, esta soma infinita

¢ substituida por uma soma parcial.

Quando uma fungdo é aproximada por uma soma parcial de uma Série de
Fourter, existe um erro consideravel na vizinhanca de um ponto de descontinuidade.

Esse efeito € conhecido como o fenémeno de Gibbs.

Em geral, a amplitude das harmoénicas sucessivas em uma Série de Fourier
diminui a medida que k cresce. Por isso, na maioria das vezes, o erro cometido na

aproximagdo ¢ desprezivel, permitindo a utilizagdo pratica desta aproximagdo.

3.3 - Transformada de Fourier

A Série de Fourier constitui-se num poderoso instrumento na abordagem de
varios problemas que envolvem fungdes periddicas. Entretanto, como varios problemas
praticos ndo sdo de natureza periddica, é desejavel o desenvolvimento de um método
que inclua as fungdes ndo-periodicas. Tal método é conhecido como a Transformada

de Fourier:

o0 .
x(t) = - [X(QeI M40 (3.7.a)
27 =0
onde,

X(Q) = jx(t)e“jﬂ‘dt (3.1.b).
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As equagdes (3.7.a) e (3.7.b) sdo normalmente conhecidas como o par de
Transformadas de Fourier. A Equagdo (3.7.b) é conhecida como a Transformada de
Fourier e a Equagdo (3.7.a) como a Transformada de Fourier Inversa. Simbolicamente,

estas equagoes se relacionam como:

x(t) & X(Q) (3.8).

3.3.1 - Interpretacdo da Transformada de Fourier

A Transformada de Fourier pode ser vista como uma expansdo de um sinal em
uma superposi¢do de exponenciais. X(£2) ou Fung¢do de Densidade Espectral, é a
representacdo de x(t) no dominio da freqiiéncia e de acordo com a equagio (3.7.b),

esta representagdo resulta num espectro continuo. Como X(€2) é complexa, tem-se:

X(Q) = A(Q) + jB() = X))l 3.9)

onde, | X(Q)| e 9(€2) sdo a magnitude ¢ a fase, respectivamente, da Transformada de

Fourier.

O grafico: | X(Q)l versus Q representa o espectro de amplitudes, enquanto que

o grafico: B(Q) versus €, o espectro de fases.
A Figura 3.3 ilustra a Transformada de Fourier de um pulso retangular situado

na origem. Comparando as Figuras 3.2 e 3.3, nota-se que embora o espectro para o

caso periodico seja discreto, o seu envelope ¢ idéntico ao do caso ndo-periddico.
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x(t)

L
"

Figura 3.3

Pulso retangular e sua Transformada de Fourier

3.4 - Série de Fourier Discreta - DFS

Nos itens anteriores apresentou-se a aplicagio do Método de Fourier para as

fungdes periddicas e ndo-periddicas continuas no tempo. Em ambos os casos, a fungio

dada foi analisada através de seu espectro de freqiiéncias.

Agora, serd apresentada o equivalente desta teoria para a classe das funcdes

discretas no tempo. Antes porém, ¢ necessario fazer a distingdo entre fungdes

continuas no tempo e fungdes discretas no tempo.

3.4.1 - Funcdes Continuas / Discretas no Tempo

Uma fungdo € continua no tempo se ela é definida para todo instante do tempo

dentro de uma faixa especificada; j4 uma funcdo é discreta no tempo se ela tem valores

apenas em Instantes de tempo discretos. Para diferencia-las, usa-se a seguinte notagio:
23
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x(t) - fun¢do continua no tempo;

x(n) - fun¢do discreta no tempo, onde n é inteiro.

Na maioria das vezes, uma fungo discreta no tempo é obtida por amostragem
de fungdes continuas no tempo. Em tais situacdes, n é substituido por nT, onde T € o
intervalo de amostragem. Se T é mantido constante, os valores de x sdo obtidos em
valores de tempo espagados igualmente. Uma funcdo discreta no tempo x(n) €

frequentemente chamada de seqiiéncia.

Analogamente as fungbes continuas no tempo, uma fungio discreta no tempo
pode ser periddica ou ndo-periddica. Uma funcdo discreta no tempo ¢ periddica, se e
S0 se;
%(n+N) =X(n) (3.10)

para todo n € (-, +w) ¢ N inteiro positivo. O menor valor de N para o qual a equagio
(3.10) € satisfeita, chama-se periodo da fungdo discreta. Qualquer fungdo discreta que

ndo satisfaga (3.10) ¢ considerada nio-periddica.

3.4.2 - Definicio da DFS

Semelhante ao caso continuo, qualquer fungio periddica discreta no tempo
(seqiiéncia periodica), de periodo N, pode ser expressa por uma Série de Fourier
correspondente a uma soma de exponenciais complexas, cujas freqiiéncias sdo

multiplas inteiras da freqiiéncia fundamental. Ou seja:

< 1 N1 ~kn =
I == T X(kWy (3.11La)  .n=0,%1,42,..
Nk=0
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Os coeficientes da expansdo (3.11.a) sdo dados por:

~ 1 .
X(k) = zﬁi‘(n)ka“ (3.11b) k= 0,21, 2, N-1.
n=

O termo Wy presente nas equacdes (3.11.a) e (3.11.b) é utilizado para torna-las

mais compactas, sendo definido como:
Wy =¢e 30"V (312

As equagdes (3.11.b) e (3.11.a) formam o par analise/sintese da representacdo
em Série de Fourier de uma seqiéncia periodica, constituindo a Série de Fourier

Discreta ou simplesmente, DFS. Simbolicamente, estas equagdes se relacionam como:

DFS _
¥(n) < X(k) (3.13).

3.4.3 - Interpretacio da DFS

A Série de Fourier Discreta ¢ uma soma finita, em co .2 com a Série de
Fourier para fungdes continuas no tempo, a qual contém um namero infinito de

componentes. A frequéncia da componente fundamental é dada por:
wy=2n/N (3.14) rad

As componentes harmdnicas possuem fregiiéncias harmonicas iguais a 2nk/N,
onde k=2,3,...,N-1. Portanto, apenas N componentes da série tém de ser avaliadas.
Quanto aos coeficientes X (k), nota-se que eles também constituem-se numa seqiiéneia

periddica de periodo N.
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Para ilustrar graficamente a DFS, a Figura 3.4 mostra uma seqtiéncia periddica

%(n), com periodo N=10 e cujos espectros de amplitude e de fase sdo dados nas

Figuras 3.5 e 3.6, respectivamente.

Figura 3.4

Seqiiéncia periddica de periodo N=10

Figura 3.5
Espectro de amplitude da seqiiéncia da Figura 3.4
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_9: X(k)

TXI,

Figura 3.6

Espectro de fase da seqiiéncia da Figura 3.4

3.5 - Transformada de Fourier Discreta no Tempo -

DTFT

Semelhante ao caso continuo, a Teoria de Fourier é extendida também as

fun¢des discretas no tempo ndo-periédicas (seqiiéncias ndo-periédicas). Tem-se entdo:

TE - .
x(n) = — | X(el®)el®de (3.15.2)
27T g
onde,

X(ejm):n§ x(n)e 1" (3.15.b).
=

As equagdes (3.15.a) e (3.15.b) constituem a representagdo de Fourier de uma
fungdo discreta no tempo ndo-periddica. A equacdo (3.15.a) é chamada de
Transformada de Fourier Discreta no Tempo Inversa ou Equagdo Sintese ¢ a equagdo

3.15.b), Transformada de Fourier Discreta no Tempo (DTFT) ou Equacdo Analise.

Simbolicamente, estas equagdes se relacionam como:
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o~

) .
x(n) < X(e®) (3.16).
A DTFT ¢é em geral uma fungfio complexa, ou seja:
- - . - - .CD
X(e'”) = Xp (') + X (e!) = ‘X(elc");ej"ﬁx("j ) @1y,

As quantidades: lX(ej“’ )l e {X(ej‘”) sd0 chamadas amplitude e fase

respectivamente da DTFT.

O gréfico [X(e'*)

versus o, representa o espectro de amplitudes enquanto que

o grafico <¥ X(e'®) versus o, 0 espectro de fases.

3.5.1 - Interpretacio da DTFT

As equagdes (3.15.a) e (3.15.b) da DTFT quando comparadas com as equagdes
(3.7.a) e (3.7.b) do caso continuo no tempo, apresentam muita similaridade. No

entanto, existem algumas diferengas, dentre as quais as mais importantes sio:

# X(e*) é uma fungéo periddica (seqiiéncia periddica);

# o mtervalo de integragdo da equagdo (3.15.a) é finito.

Estas diferengas sdo conseqiiéncias do seguinte fato: exponenciais complexas
discretas no tempo (Wy) diferindo em freqiiéncia por multiplos inteiros de 27 sdo

1dénticas.
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A DTFT de um periodo da seqiiéncia da Figura 3.4 & ilustrada nas Figuras (3.7)
e (3.8).

[x(e™)

Figura 3.7
Magnitude da DTFT de um periodo da sequéncia da Figura 3.4

L X(e™)

Figura 3.8

Fase da DTFT de um periodo da sequéncia da Figura 3.4

3.5.2 - DFS versus DTFT

Uma seqiiéncia néo-periddica x(n) pode ser obtida a partir de uma seqiiéncia

periddica %(n) por:
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x(n) = {i‘(n), 0<n<N-1 (3.18).

0, fora

Como x(n) é ndo-periddica e limitada no tempo, sua DTFT existe, ou seja:

; N-1 N-1 s
X(e!?) = Zox(n)e jon Eoi“(n)e on 3 19)
1= n=

Comparando as equagdes (3.19) e (3.11.b), conclui-se que:

X = XY _, N (3:20).

Portanto, a seqiiéncia periddica X (k) corresponde a amostras igualmente

espacadas da DTFT de um periodo de %(n).

Este relacionamento ¢ ilustrado nas Figuras 3.9 e 3.10, utilizando a mesma

seqiiéncia da Figura 3.4,

x| [Zaol

0 T 2m In 47 )
0 10 20 k
Figura 3.9

Relacionamento entre os espectros de amplitude das DTFT e DFS

da seqiiéncia da Figura 3.4
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mo} L XE") X XE)

10 20 k

Figura 3.10
Relacionamento entre os espectros de fase das DTFT e DFS

da seqiiéncia da Figura 3.4

3.6 - Transformada de Fourier Discreta - DFT

Embora a DTFT seja bastante util para o entendimento do processo de
amostragem, ela ndo pode ser implementada em um computador pois, de acordo com a
equagdo (3.15.b), X(e'®) é uma fungfo continua da freqiiéncia . Portanto, para
implementag¢do em um computador digital é necessario a discretizacdo da freqiiéncia,

conduzindo, entdo, ao conceito da Transformada de Fourier Discreta ou DFT.

3.6.1 - Definicio da DFT

Seja uma seqiiéncia de tamanho finito x(n), de comprimento N e tal que x(n)=0

fora do intervalo 0<n<N-1. Pode-se associar uma seqiiéncia periddica % (n) dada por:
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%(n) = rﬁgn +rN) (3.21)

onde, r e N séo inteiros.
A seqiiéncia x(n) pode ser recuperada de %(n) através de:

[%(m), 0<n<N-I

x(n) = 10, fora

(3.22).

A Transformada de Fourier Discreta da seqiiéncia x(n) como representada na

equagdo (3.22) ¢ definida como:

N-1 kn
Xk)= Y x(n)WN , 0k SN-1 (3.23.a3)
n={
e a inversa DFT:

1N-1 ~kn
x(m)=— ¥ X(kWy 1, 0<n<N-1 (3.23.b).
Nk=0

C termo Wy € o mesmo da Equagdo (3.12). As equagbes (3.23.a) ¢ (3.23.b)

formam o par analise/sintese da DFT e se relacionam como:

DFT
x(n) < X(k) (3.24).

3.6.2 - Interpretacio da DFT

A DFT ¢ uma conseqiiéncia da necessidade de se expandir uma seqiiéncia de
duragdo finita em uma Série de Fourier Discreta. Essa necessidade provém da

facilidade de implementacdo computacional da DFS e do fato de seqiiéncias periddicas

dificilmente ocorrerem na pratica.
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A expansdo obtida extende periodicamente a seqiténcia de duragdo finita. Esta
expansdo entretanto s6 ¢ correta para o intervalo de duragdo da seqiiéncia. Assim, se
x(n) € uma seqtiéncia definida sobre o intervalo 0 a N-1, a DFT de x(n) ¢ definida
apenas sobre o mesmo intervalo. Portanto, a DFT é a DFS de um periodo, além de

também corresponder a amostras da DTFT da seqiiéncia x(n):

X(k) = XMy N 329

A Figura 3.11 ilustra a DFT de uma seqiiéncia x(n) de periodo N=10,

I

D —— e S T e

0 4 n
(a)
P 2 2 ¢ Y9 7¢oop %(n) III
-10 0 4 10 n
(b)
| ™
T—‘—O—.—.—.——H—O 0 »> T & T “» T P m—H—k
(©)
X X(k)
*:‘?6—.-—’—0-—0—.—-0—.—0—-‘-—‘01 " l Yoyl % m
(d)
Figura 3.11

DFT da seqiiéncia x(n) de periodo N=5
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3.6.3 - Computacio da DFT

Para calcular a DFT ¢ necessario avaliar a equagdio (3.23.a), a qual ¢ facilmente

programavel em um computador digital. Se a seqiiéncia x(n) tiver valores complexos, a

equacdo (3.23.a) pode ser reescrita em termos de suas partes real e imaginaria como:

N-1
X(k) = Zo {Re[x(n)] + j[m[x(n)]}{Re[WNkn]+ jIm[WNk"}} (3.26)

S
ou:
mult.

.,

mult.
N-1 " ~ N-
= zORe{x(n)].Re[wI‘;“lu >, Tm{x(n)].Im[Wx" |
n=

n={0

mult,

IN-1- mult, — N1 —
+jf X Relx@]Im[WN"|+ T Imix()l.Re[Wy"]
n= n=

(3.27)

para k=0,1,..,N-1.

E facil ver que a avaligio direta de X(k) para cada k requer 4N multiplicagdes
reais. Portanto, a computacio de X(Kk) para todo k exige 4N* multiplicagdes além das

operagdes de adigdo e subtragdo. O numero de multiplicagdes, entretanto, exige mais

esfor¢o computacional e este esforgo torna-se maior 4 medida que N cresce.

Ao longo dos ultimos 50 anos, muitos métodos tém sido propostos com o

objetivo de tentar reduzir o numero de multiplicagdes. O método mais importante ¢ o

de Cooley and Tukey (1965), o qual baseia-se na decomposi¢do ou quebra da DFT de

uma seqiiéncia de tamanho N em sucessivas pequenas DFT’s.

Desde entdo, uma grande variedade de algoritmos tém sido desenvolvidos,

explorando principalmente as propriedades de simetria e periodicidade da seqiiéncia

complexa:
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W = exp| -j (2n/N) kn).

Estes algoritmos sdo conhecidos como Fast Fourier Transform, ou

simplesmente algoritmos FFT.

Quando um algoritmo FFT ¢& utilizado, ¢ possivel reduzir o namero de
multiplicagdes de 4N para 2Nlog:N, o que resulta numa grande redugdio de esforco

computacional.

A DFT implementada através de um algoritmo FFT pode ser aplicada nos mais
diversos campos, dentre os quais pode-se destacar: filtragem digrtal, convolugio,

deconvolugdo, estimagdo do espectro de poténcia de um sinal, comunicagio digital,

etc..

3.6.4 - Efeitos da DFT nos Sinais Reais

Segundo Pimentel [15], para se aplicar a DFT 4 sinais da rede elétrica, que sdo
continuos € até mesmo ndo-periddicos dentro de intervalos grandes de observacio,

duas condi¢des devem ser consideradas:

# o sinal devera ser discretizado dentro de um intervalo de tempo finito,
correspondendo a pelo menos um periodo da fundamental;
# o sinal amostrado sera considerado periodico, sendo um periodo a forma observada

no intervalo de tempo medido.

Portanto, a aplicacdo da DFT exige operagSes de limitagio no tempo ¢

amostragem do sinal.
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Dependendo do intervalo de tempo observado, do tipo de sinal e do periodo de
amostragem, estas operagdes podem causar o aparecimento de dois efeitos: o aliasing e
0 leakage. Estes efeitos distorcem a informagdo espectral, ocasionando perda de

informagdo do sinal.

Aliasing representa o fendmeno de sobreposicio de componentes de alta
freqiiéncia sobre componentes de baixa freqiiéncia do sinal durante o processo de
amostragem, podendo ser eliminado se o processo de amostragem obedecer ao

Teorema da Amostragem (Apéndice A).

O leakage ¢ uma conseqiiéncia natural da operagdo de limitagdo no tempo
(truncamento) do sinal e corresponde a um escoamento da energia espectral, podendo

ser reduzido se forem utilizadas técnicas de janelamento.

3.7 - Short-Time Fourier Transform - STFT

O fato do meio elétrico atual estar caracterizado por distorgdes do tipo ndo-
estaciondrias, evidenciam a necessidade da utilizagdo de ferramentas analiticas mais

poderosas que a tradicional DFT.

Sinais ndo-estaciondrios se caracterizam por apresentarem o conteado de
freqiiéncia variando com o tempo. Sendo assim, a Analise de Fourier destes sinais
precisa ser localizada e dependente do tempo. Para se adequar a este tipo de sinal,
criou-se uma variante da Teoria de Fourier original, a Short-Time Fourier Transform
(STFT).

Matematicamente, a fun¢dio x(t) antes de ser avaliada, ¢ multiplicada por uma

fungdo janela w(t) (Apéndice C), cuja posigdio é transladada no tempo por 7 :
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o0

STFT(f,1)= | x(®)w(t-v)e 15 qe  (3.28).

—o0

Com a introdugdo da janela na equagdo da transformada, a fungio de
natureza ndo-estacionaria, passa a ser vista através de segmentos sobre 0s quais ela ¢
aproximadamente estacionaria. A janela w(t) determina quanto do sinal ser4 usado na

analise e controla a resolugdio em freqiiéncia do método. Portanto, a analise depende

criticamente da escolha da janela.
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4 Teoria Wavelet

4.1- Introducio

A Teoria Wavelet ¢ uma unificagdo de diversos estudos mateméticos realizados
independentemente ao longo deste século. Segundo Chui [16], alguns estudiosos veém
a Teoria Wavelet como um novo modo de representar fungdes e outros, como uma
nova técnica para analise tempo-freqiiéncia. Para Chui, as duas correntes de
pensamento estdo corretas, devido principalmente a sua grande versatilidade e rico
contendo matemético. Semelhante 4 Teoria de Fourier, a Teoria Wavelet possui

diversas variantes, as quais serdo apresentadas a seguir;

4.2 - Transformada Wavelet Continua - CWT

A Transformada Wavelet é uma operagdo linear que decompde uma fungio em
um conjunto de fungdes especiais chamadas wavelets. As wavelets sdo fungdes
resultantes da atuagio simultinea de duas operagdes (escalamento e translagfo) numa

unica fun¢fo, denominada wavelet “mie”

4.2.1 - A funciio Wavelet Mie

Matematicamente, uma fungdo W(t) para ser considerada uma wavelet mie,

deve pertencer ao espaco L(%) (Apéndice B) e satisfazer a seguinte condi¢do (Chui

[16]):
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ot
wtdt=0  (4.1).

Sem muito rigor matematico, uma wavelet mie ¢ uma fungdo que oscila, tem

energia finita e valor médio nulo .

Geralmente, a funcdo wavelet mie recebe o nome de seu criador e atualmente,
existem inimeras wavelets mée dentre as (quais as mais conhecidas sdo: waveletes
Daubechies, Meyer, Lemarié, Haar, Morlet, etc.. A Figura 4.1 ilustra a wavelet mée

Morlet. Por ser uma fungio complexa, apenas a sua parte real estd apresentada.
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Figura 4.1
Parte Real da Wavelet Mae Morlet

4.2.2 - Definicio da CWT

Supondo que y(t) seja uma wavelet mie, a Transformada Wavelet Continua de
uma funcgo x(t) e Lz(.‘?i) com relagdo a wavelet mie y(t) é dada por:
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*

1 T t—b
,b T e ——— .2
(W\yx)(a ) H Ix(thy ( - )dt (4.2)

a"“*00

com aebe # (a#0).

Na equagdo (4.2), “*7¢ o conjugado complexo; a, o pardmetro escala; b, o

pardmetro translagdo e t, o tempo.

4.2.3 - As Wavelets Filhas

A idéia fundamental na Teoria Wavelet ¢é a operagdo escalamento realizada pelo
parametro a. O escalamento possibilita a compressdo (a<l) ou dilatacdo (a>1) da

funcio wavelet mée y(t).

A wavelet mde escalada quando deslocada no tempo (translagdo) origina as

wavelets ou wavelets “filhas™

! \y(?} (4.3).

\;Ia’b (t) = 71;

1 . <
O termo : —= torna a energia das wavelets filhas a mesma da wavelet mde

Al

(Apéndice E).
A Figura 4.2 mostra algumas wavelets filhas derivadas da wavelet méie dada na

Figura (4.1). Observa-se que as fungdes wavelets filhas tém a mesma forma da wavelet

mée.
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Wavelets Filhas Morlet

4.2.4 - Interpretacio da CWT

Na Teoria Wavelet a wavelet mie deve sempre ser mencionada, pois a
representagdo no dominio wavelet ¢ fungio da wavelet mie escolhida. As
consideragdes estabelecidas para uma transformada sdo totalmente invalidas para
outra transformada, se as wavelets mée utilizadas ndo forem as mesmas. Deste modo,

diz-se sempre: “Transformada Wavelet de uma fungfio x(t) com relagdo a wavelet mic

w(t)”.
A Transformada Wavelet Continua ou simplesmente, Transformada Wavelet,

pode ter varias interpretagdes. De acordo com o Apéndice B, a equacdo (4.2) pode ser

reescrita como:
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t—b

B 1
(wa)(a,b) = <x,-ﬁ\p(-?m)> (4.4) .

Portanto, a Transformada Wavelet ¢ uma operagéo de Produto Interno, o qual

pode ser interpretado como uma medida de semelhanga entre a fungdo x(t) e cada uma

das wavelets filhas.

No contexto de Processamento de Sinal, a Transformada Wavelet comporta-se

como uma operagéo de filtragem (item 4.10).

4.3 - Transformada Wavelet Continua Inversa

De acordo com Young [17], a Transformada Wavelet é uma operacio de
ruptura. Seguindo seu raciocinio, a Transformada Wavelet “quebra” uma fungio em
muitos pedagos e estes pedacos s3o representados pelos coeficientes wavelet

(Wyx)a,b).

Os coeficientes wavelet representam um “casamento” entre a funcgo x(t) e as
filhas e quanto “melhor o casamento”, maior sera o valor do coeficiente wavelet. O

conjunto de todos os coeficientes wavelet constitui a representagio da fungdo x(t) no

dominio wavelet,

Para recuperar x(t) a partir dos coeficientes wavelet € necessario que a seguinte

condigdo seja satisfeita:

L {(0)
W —-mjm a dQ < (4.5)
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onde, W(€2) € a Transformada de Fourier de y(t) e C, é chamada Constante de

Admissibilidade da fungdo w(t) (Young [17]).
A equagdo (4.5) ¢ conhecida como Condi¢do de Admissibilidade e limita a
classe das fungdes que podem ser usadas como wavelets mie. A Constante de

Admissibilidade s6 sera finita se W(0) = 0, ou seja, se a equagdo (4.1) for satisfeita.

Se Cy < 0, tem-se a Transformada Wavelet Continua Inversa:

x(t) = «(«:L+?+j{y){(wwx)(a,b)}{\/?_i w[t ; b)} dagb (4.6) .

Y —o0—w0 a

Observa-se da equagéio (4.6) que o mesmo nticleo: m—l—\p{i——b) ¢ utilizado na

\[’;[ a

Transformada Wavelet Continua e em sua inversa.

De acordo com Daubechies [18], a equagio (4.6) pode ser vista de dois modos

diferentes;

# um modo de reconstrugdo de x(t), desde que sua Transformada Wavelet Inversa seja

conhecida;

# um modo de representacdo de x(t), como uma superposi¢io de wavelets filhas.

4.4 - Transformada Wavelet Discreta - DWT

Embora a Transformada Wavelet Continua seja de grande interesse tedrico,
principalmente para a derivagdo e compreensdo das propriedades matematicas, a sua
discretizagdo € necessaria para aplicagdes praticas.
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A necessidade de discretizagdo ¢ resultante da redundancia presente na equagdo

(4.2) ja que os pardmetros (a,b) da transformada variam continuamente. O processo de

discretizagfo origina a Transformada Wavelet Discreta.

Na Transformada Wavelet Discreta apenas os pardmetros da transformada sdo

discretizados ou seja, 0 pardmetro escala (a) e o pardmetro translagéo (b). De acordo

com a literatura, uma discretizagdo tipica € do tipo:
a= a(;"’ (4.7)

b= Ha{}mbo (4.8)

commeneZ a>le by#0.

Deste modo, tem-se a Transformada Wavelet Discreta:

1+ t— naombo
(wa)(msﬂ) = p— [x(twy dt (4.9) .
\f 39 —w 39

Destas equagdes observa-se:

# a Transformada Wavelet Discreta ¢ definida apenas para valores de escalas positivos
(29> 1);

# 0 passo da translagio ¢ proporcional a escala (b = nao"bo);

# a Transformada Wavelet Discreta produz um conjunto finito de coeficientes wavelet
(Wyx)(m,n);

# o processamento € realizado sobre tempo continuo.
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4.5 - Transformada Wavelet Discreta Inversa

No caso continuo, dada uma fungfo wavelet mie, uma fungdo qualquer x(t)
pode sempre ser recuperada do seu conjunto de coeficientes wavelet continuos. No
caso discreto entretanto, o processo de reconstrugdo pode ndo convergir para a fungdo
X(t). A reconstrugio depende da escolha da wavelet mae e do processo de discretizagéo

realizado.

De acordo com Daubechies [18], a reconstrucdo ideal seria aquela que
ocorresse com o maximo de eficiéncia € com um minimo de perda de informacdo.
Neste sentido, a fungfio x(t) pode ser reconstruida dos seus coeficientes wavelet

discretos com uma aproximacdo razoavelmente boa por:
o0 o
x()=c 2 2 (W x)(mn))(ym,n(t) (4.10)
m=0n=0 V¥

onde, ¢ € uma constante que depende do processo de discretizagéo e da wavelet mae

utilizada (Apéndice F).

4.6 - Série Wavelet Discreta no Tempo - DTWS

Quando o sistema em questdo for discreto no tempo ou seja, a Transformada
Wavelet deve ser aplicada a fungdes discretas (seqiiéncia de pontos), entdo surge uma
nova variante da Teoria Wavelet: a Série Wavelet Discreta no Tempo, a qual ¢ dada

por:

W oxmn)=—— ¥ xk) {k"“b“a"m} @11)
x(m,n) = X —_— 11).
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A Série Wavelet Discreta no Tempo pode ser vista como a Transformada
Wavelet Discreta de um sinal discreto. Observa-se da equagio (4.12) que a wavelet
mde e portanto as filhas, sfio funcdes discretas, as quais sdo obtidas da forma continua
por;

w(k) = y(t=k), keZ (4.12).

Por ser uma fungfio discreta, a wavelet mie s6 é definida em argumentos
inteiros e por isso, ay e by devem ser inteiros. Dependendo das restrigdes impostas na
wavelet mée e da escotha dos tamanhos dos passos da escala e translagdo, a DTWS

asssume formas e denominagdes diferentes, as quais sdo consideradas casos especiais.

Se o processo de discretizagdo dos pardmetros da transformada tem como
objetivos eliminar a redunddncia presente na forma continua e garantir a
inversibilidade, entdo a escolha de ag e by deve ser feita de modo que as wavelets filhas

formem uma base ortonormal para L’(#) (Vetterli e Herley [20]). Escolhendo-se:
3{}=2 . bg-‘-"* 1 (4.13)

¢ possivel construir fungdes wavelet mie de modo que as wavelets filhas formem uma

base ortonormal (Daubechies [18]).

4.7 - Analise Multiresolucio - AM

A Andlise Wavelet “olha” um sinal em diferentes escalas ou “resolugdes”. Esta
visdo multiescala ou multiresolugfio é a esséncia da Teoria Wavelet. Entretanto, visdo
multiresolugdo de sinais € uma técnica proveniente de Processamento de Imagem

(Imagens Piramidais) e que foi criada independentemente da Teoria Wavelet.
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Em 1989, Mallat [21] observou a similaridade entre esta técnica e a Teoria

Wavelet e usou a idéia de multiresolugio para definir wavelets.

4.7.1 - Definicao da AM

Matematicamente, uma Analise Multiresolucdo de L*(%) consiste numa familia
contavel de subespagos de L’(9): {V.m, m € 2} ¢ uma fungio x(t) de L*(#)

satisfazendo as seguintes propriedades:

(I) Va € Vit

2y N V. ={0};
2) 7 m 0}

3 V ——LZ*R;
3) UVm (R)

(4)x(t) € V, & x(2t) € Vs
(5) Existe uma fungéo ¢(t) € Vy, tal que:

Ponl(t) = o(t-n)  (4.14)
constitui uma base ortonormal para V,, onde define-se:

dmn(t) = 2™2(2"t-n)  (4.15).

4.7.2 - Interpretaciio das propriedades da AM

A Analise Multiresolugdo em questdo, as vezes ¢ chamada: Anélise
Multiresolugdo Binaria. A palavra binaria estd associada com o escalamento (no caso

dilatacéo) realizado (propriedade 4).
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O aspecto multiresolu¢do ¢ uma conseqiiéncia da propriedade de escalamento

(propriedade 4).

Matematicamente, os subespagos Vy, sdo considerados subespagos “aninhados”

(propriedade 1).

De acordo com a propriedade (5), o subespago Vy (subespago de referéncia) é
gerado por uma tnica fungdo: a fungdo ¢(t), a qual ¢ denominada de funcio

escalamento da Analise Multiresolugio.

A propriedade (4) junto com a equagio (4.14) implicam que {dun; 1 € 2 é

uma base ortonormal para V,,.

4.7.3 - O Subespaco Wavelet

De acordo com Flandrin [22], a Analise Multiresolugo consiste em construir
uma aproximagcdo hierarquica de uma funcgio através de uma hierarquia de subespagos.
A informagdo completa de uma fungdo em uma dada escala m+1 ¢ fornecida pela
aproximagdo “grosseira” na escala m e pela “inovacido” correspondente a passagem da

escala m para a escala m+1.

A aproximago “grosseira” ¢ obtida a partir da fungfio escalamento e portanto,
dos subespagos V,,. A porgdo de informagio da fungdo presente na passagem entre as
escalas m e m+1 ¢ obtida através da utilizagio de outros tipos de subespagos: os

subespagos W,

O subespago W,, € definido como sendo o complemento ortogonal de Vi, em

Vi1, OU s€JA:
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Var=Va @ W,  (4.16)

onde, o simbolo @ ¢ utilizado para representar a Soma entre um espago vetorial e

seu complemento ortogonal.

Além disso, assume-se que:
Wol Wy, semzm®  (4.17).

Como conseqiiéncia da defini¢o dos subespagos Wy, e das propriedades da

Analise Multiresolugdo, tém-se as seguintes propriedades:

ML= @ Wm  (418);
me/

(2) os subespagos W, “herdam” a propriedade de escalamento dos subespagos Viy:
x(t) e W, @ x(2t) € Wy;
(3) existe uma fungdo w(t) € W, tal que:
Woult) = y(t-n)}  (4.19)

constitui uma base ortonormal para Wy, onde:
Wanalt) = 2" p(2"t-n)  (4.20).
Ao contrario dos subespagos Vy, 0s subespagos W, sdo disjuntos, ou seja;
Wn{l We=1{0}, m=#m’ (4.21).

O conjunto {Ymp; 1 € Z} € uma base ortonormal para W,,.

O conjunto {yma; myn € Z} é uma base ortonormal para L’(%) (equagdo

(4.18)).
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4.7.4 - As Func¢des Escalamento e Wavelet

A estrutura da Analise Multiresolugdo encontrou expressio em Daubechies
[23]. Utilizando-se desta estrutura, Daubechies construiu conjuntos de wavelets
ortonormais. Atualmente, a Analise Multiresolugdo € considerada uma estrutura tedrica

para construcdo de bases wavelet ortonormais.

Se o processo de discretizagdo da Transformada Wavelet Discreta tem os

objetivos citados no item 4.6, entdo as fungdes wavelets filhas devem constituir uma
base ortonormal para L’(#). Como o conjunto {WYmn M, € Z} € uma base ortonormal
para o L*(%), entdo este conjunto constitui a base ortonormal desejada de wavelets.

Deste modo, os subespagos W, sdo considerados Subespagos Wavelet e y(t) a wavelet

maée.

A fungio wavelet méie y(t) é definida a partir da fungdo escalamento ¢(t) e para
que 0 conjunto {Wp,ns M,n € 2} seja uma base ortonormal, € necessario fazer-se uma

escolha apropriada da fungio escalamento ¢(t).

De acordo com Porat {24}, a funcdo escalamento §(t) ¢ escolhida de modo que

exista uma seqiiéncia quadratica somavel {c,}, tal que:
+00
(t)=2 ¥ c_o(2t—n) (4.22).
n=—w I

A seqiiéncia {c,} deve satisfazer algumas exigéncias, dentre as quais destacam-

se:
[o.0]
Sen =1 (4.23)
n==
nﬁ%incnl =K<  (4.24).
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Se as wavelets devem ter suporte compacto, ou seja, duragdo finita, entdo
adiciona-se outra exigéncia a seqiiéncia {c,}: a seqiiéncia {c,} deve ser ndo nula apenas
no intervalo 0<n<N-1. Deste modo, a fungfo ¢(t) serd ndo nula apenas no intervalo

O<t<N-1.

A equagdo (4.22) ¢ a equagdo fundamental da Analise Multiresolugéo, a partir

da qual a fung¢do wavelet mie ¢ definida. Assim, tem-se:
s}
w(t)=2 Ydpo(2t—n)  (4.25)
n="uw

onde, a seqiiéncia {d,}¢ quadratica somavel (Porat [24]).

A Figura (4.3) ilustra uma fungdo escalamento e a fungdo wavelet
correspondente, as quais foram obtidas a partir da estrutura da Analise Multiresolugdo.

Estas fun¢des foram cniadas por Daubechies [23].

wit
-}

Figura 4.3

Fun¢do Escalamento e Wavelet
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4.8 - Relacionamento da Teoria Wavelet com

Filtragem

As seqiiéncias {c,} e {d,} presentes nas equag¢des escalamento (equagido 4.22) e

wavelet (equacdo 4.25), respectivamente, satisfazem as seguintes condi¢des (Porat

[241):

L2, 2

}C(el"”)i +1C(e3(‘”+“))l =1, Vo (4.26)
2. 2

|D(el°°)] +|D(e3("°+"))I -1 Vo (4.27)

Ce!®)D*(I?) + c(@FTp* i@ 1) g (4.28)

onde, C(e'”) é a Transformada de Fourier Discreta da seqiiéncia {c,} ¢ D(e/”) ¢ a
Transformada de Fourier da seqiiéncia {d,}. Estas equagbes podem ser combinadas na

forma matricial como:

C(ejm) C(ej((ﬂ'i'ﬂ))
B(eim) D(ej(co+7£))

* o * jo)
C (.e ) D ('e ) m{l 0} (4.29).
C*(ej(0)+'rc)) D*(ej(co‘ﬂz)) 01

Além disso, a seqiiéncia {d,} pode ser obtida como (Porat [24]):

D(e’®) =-¢7° C(*"™) (4.30)
ou

d.=(-D"¢' 1 (4.31).

Estas equagdes sdo as mesmas equagbes de um filro QMF bi-canal
(Quadrature Mirror Filter) ou filtro CQF bi-canal (Conjugate Quadrature Filter).

Estes filtros sdo objetos de estudo da area de Processamento de Sinais Digitais.
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De acordo com Porat [24], qualquer filtro CQF bi-canal (em particular,
qualquer filtro CQF com resposta impulsiva finita) dara origem a uma Analise
Multiresolugdo e, portanto, a bases wavelets ortonormais, desde que a equagio (4.24)

seja satisfeita.

Segundo Daubechies [18], uma vez que a fungdio ¢(t) tenha sido escolhida e

portanto C(e'®), a funcdo wavelet mée e portanto D(ej“’), ndo sdo mais arbitrarias.

4.9 - Algoritmo de construcio de Bases Wavelets

Ortonormais Suportadas Compactamente

Para a construgdo de bases wavelets ortonormais suportadas compactamente
escothe-se um filtro CQF com resposta impulsiva finita. Com esta escolha, a fungéo
o(t) e portanto w(t), também serdo suportadas compactamente. Entretanto, escolhas
arbitrarias do filtro podem conduzir a wavelets altamente “irregulares”. Para obter
wavelets “regulares”, Daubechies [18] impde algumas condi¢des aos filtros. Estas

condigbes conduzem a um algoritmo de construgéo:
Considere Npg como sendo um Pardmetro de Regularidade, entdo:
1) Escolhe-se inicialmente, Npg> 0.

2 ) A seguir, escolhe-se um polinémio impar R(x), o qual deve obedecer as seguintes

condig¢des:
NpR INpp ~1+n 2-z-72"1 " 2-z-7"1 “PR z+z7}
P@z)= Y [ PR ] + R (4.32)
n=0 n 4 4 4
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onde, P(z) ¢ um polindmio simétrico real em z ¢ z' ¢ o polinémio R(x) tem de ser

escothido de modo que P(e’) seja néio negativo para todo .

3) Fatora-se o polinémio P(z) como:

Pz)=Q@)Qz")  (4.33)

onde, Q(z) ¢ um polinémio em z, o qual pode ser escolhido como sendo um polinémio

formado das raizes de P(z) no circulo unitario.

4) Computa-se C(z) como:

Q@) (434

N
1+zwl PR
2

C(z)= [

e D(z) a partir da equacdo (4.30).

5 ) Finalmente, constroi-se ¢(t) através de processo recursivo aplicado & equagdo

(4.22) e analogamente, \y(t) através da equacéo (4.25).

Através da aplicagdio deste algoritmo, Daubechies [25] construiv familias de

wavelets. Suas wavelets sdo obtidas fazendo-se:

R(x)=0¢
Q(z)=fator fase minima de P(z).

A Figura (4.4) ilustra algumas wavelets Daubechies correspondentes a escolha
de Npr= 2 e 4. Observa-se que a medida que Npg aumenta, as fung¢des tornam-se mais

suaves.
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Figura 4.4

Wavelets Daubechies

4.10 - Implementacido da AM na computacio da Série

Wavelet Discreta no Tempo

Para que a estrutura da Analise Multiresolugio possa ser utilizada na

computacdo da Série Wavelet Discreta, segue-se o raciocinio de Porat [ 24].

Inicialmente, considera-se:

em,n = <x,(§)m,n> (4.35)

Wi = <x,\um,n> (4.36).
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Nas equagbes acima, e, representa o Produto Interno da funcio a ser

processada x(t) com ¢, .. Andlogamente, w,, , representa o Produto Interno da fungdo

x(t) com Yy, .

O proximo passo consiste em substituir t — 2™t-n nas equagdes (4.22) e (4.25)
e logo em seguida, multiplica-las por 2™, Deste modo, as equagdes (4.22) e (4.25)

tornam-se:

dma®=v2 ¥ e o0 ® @3

U (t) = ‘ﬁkimdkd’m ank®  (438).

Aplica-se agora o Produto Interno de acordo com as equagdes (4.35) e (4.36),

levando a:

o0
em,n(t) = Jz‘k Yol o (439
I e} *

o0
Wm,n(t) = ﬁk 2:_ wdkem +1.2n+k® (4.40) .

As equagdes (4.39) e (4.40) fornecem os coeficientes escalamento ¢ wavelet
através de um processo recursivo, ou seja, os coeficientes correspondentes a escala m

sdo computados desde que, os coeficientes da escala anterior (m+1) sejam conhecidos.

Devido a estrutura da Analise Multiresolucdo, os coeficientes escalamento
necessitam ser sempre computados, até mesmo se apenas os coeficientes wavelet

forem desejados.

Se a fun¢fio x(t) (continua no tempo) for substituida por uma seqiiéncia x(n),

correspondente a amostras igualmente espagadas de x(t), entdo as equagdes (4.39) e
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(4.40) correspondem a um caso especial da Série Wavelet Discreta no Tempo, o qual
convecionou-se chamar de: METODO WAVELET MULTIRESOLUCAOQ
(MWM). Este foi o método escolhido neste trabalho para ser aplicado aos sinais dos

Sistemas de Energia Elétrica.

4.11 - O Método Wavelet Multiresoluciio

No contexto de Processamento de Sinal, as equagdes (4.39) e (4.40) sdo vistas
como operagdes de convolugdo seguidas de operagdes de dizimagdo. A dizimagdo se
deve ao aparecimento da quantidade 2n no lado direito destas equagdes e corresponde

a eliminar uma em cada duas quantidades.

As seqiiéncias {c,} ¢ {d,} sdo consideradas como sendo os dois canais de um
filtro CQF bi-canal. As Figuras 4.5 e 4.6 ilustram a estrutura do Método Wavelet

Multiresolugdo quando aplicado a um sinal amostrado x(n).

BLOCO DTWS
C . SAIDAPARAO
n p 2 * PROXIMO ESTAGIO
ENTRADA

dy
2

¥

COEFICIENTES WAVELET
Figura 4.5

Um estagio do Método Wavelet Multiresolugio
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e1{n) ex(n)
ey DTWS ¥ DTWS s
D! !
wi{n) wy(n)
Figura 4.6

Estrutura do Método Wavelet Multiresolugéo

{Decomposi¢do até a segunda escala)

Na visdo de Processamento de Sinal, o filtro ¢, é um filtro passa-baixa ¢ o filtro
d, um filtro passa-alta. A saida do filtro ¢, é uma versdo suavizada do sinal original e a
saida do filtro d,, uma versdo detalhada do sinal original, a qual de acordo com a

equagdo (4.40), corresponde aos coeficientes wavelet.

A cada estagio do método, passa-se para escalas maiores; as wavelets filhas
tornam-se mais dilatadas, correspondendo a resoluges mais grosseiras. Portanto,

plora-se a resolug@o no tempo.

Observando-se apenas o primeiro estdgio do método, conclui-se que o sinal
wi(n) pode ser visto como sendo a “diferenga” entre o sinal original x(n) e o sinal
ei(n). Além disso, devido a dizimagdo presente no método, se o sinal x(n) tem N
amostras, os sinais e;{n) e wy(n) possuem apenas N/2 amostras cada um para 0 mesmo

intervalo de tempo.
Quando aplicado a sinais com as caracteristicas dos sinais de Sistemas de

Energia Elétrica, o Método Wavelet Multiresolugdo discrimina os distirbios presentes

no sinal e analisa-os separadamente.
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S Implementacio Computacional do Método

Wavelet Multiresolucao

5.1 - Introducao

Seguido a proposta de Santoso et al. [10], o Método Wavelet Multiresolugdo on
MWM, foi a variante da Teoria Wavelet escolhida para ser aplicada a alguns sinais

elétricos com distiirbios transitorios.

Os sinais utilizados neste trabalho foram resultantes de simulagbes e de

medicdes reais.

5.2 - Descriciio da implementagcio do MWM

Para implementagdo computacional do MWM, utilizou-se as subrotinas
wavelets: WT1 e DAUB4 provenientes do Numerical Recipes (Press [25]). Estas
subrotinas, quando implementadas, fornecem os coeficientes wavelet ou a operagdo

inversa, isto ¢, o sinal original.

As subrotinas DAUB4 e WT1 foram desenvolvidas em linguagem FORTRAN
e, consequentemente, o programa criado para implementa-las também foi fetto na

mesma linguagem, o qual foi denominado WAVE.FOR.

A subrotina DAUB4 utiliza uma wavelet Daubechies (conhecida como

DAUB4) para computar os coeficientes wavelet (ou o sinal original). A wavelet
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DAUB4 corresponde a escolha do Pardmetro de Regularidade como sendo igual a

quatro, ou seja: Npr= 4 (item 4.9).

A escolha de uma unica wavelet mde a ser utilizada durante todo o processo se
deve a Santoso et al. [10]. Neste trabalho, os autores afirmam que na pratica, seria
altamente dispendioso e inadequado a criagdo de algoritmos para selecionar wavelets
mie apropriadas a cada tipo de distirbio. Neste sentido, afirmam ser a wavelet
DAUB4 a “mais localizada no tempo” dentre as wavelets Daubechies e por isso, a
wavelet mais adequada na detecgdo e localizagdo de disturbios transitérios curtos e

rapidos.

Ao utilizar-se a wavelet DAUB4, o escalamento aplicado ¢ a dilatagdo: a
wavelet mde vai sendo dilatada 4 medida que as escalas crescem. Por conseguinte, o
MWM, quando aplicado a sinais elétricos com o objetivo de detectar e localizar

disturbios transitorios para na quarta escala (Santoso et al. [10]).

De acordo com Santoso et al. [10], nas primeira e segunda escalas, a DAUB4 ¢
bastante localizada no tempo e neste caso, detecta os distirbios transitorios curtos ¢
rapidos. Nas terceira e quarta escalas, a DAUB4 ¢ menos localizada no tempo,

detectando assim, os distarbios transitoérios longos € lentos.

Para que as subrotinas DAUB4 ¢ WT1 executem o MWM, ¢ necessario ter

como dados de entrada:
# A: o vetor sinal elétrico ou vetor coeficientes wavelet;

# N: nimero de elementos de A, o qual deve ser uma poténcia inteira de 2;

# ISIGN: indica a computacio do MWM ou da operacdo inversa.
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Se a operagdo a ser efetuada é a computagio do MWM, entdo A serd o vetor
sinal elétrico ¢ ISIGN=1. Caso contdrio, A sera o vetor dos coeficientes wavelet e

ISIGN=-1.

O MWM ¢ aplicado inicialmente ao vetor A de comprimento inicial N. De
acordo com o item (4.11), 0 MWM gera dois novos vetores de comprimentos N/2
cada. Esta etapa corresponde ao primeiro estagio do método e denomina-se

decomposi¢dio na primeira escala.

O procedimento é repetido sucessivamente no sub-vetor resultante equivalente a
saida do filtro ¢,, onde cada etapa ou estagio correponde a uma nova escala. Os sub-
vetores resultantes equivalentes a saida dos filtros d, sdo os coeficientes wavelet, os

quais, uma vez gerados, s3o propagados através dos estagios subseqiientes.

Se o objetivo for recuperar o sinal original dos seus coeficientes wavelet, o
processo consiste simplesmente em inverter o procedimento, iniciando-se do ultimo até

0 primeiro estagio.

A ilustracdo desta implementagdo ¢ dada na Figura 5.1, na qual unlizou-se

como exemplo um sinal representado por um vetor A de tamanho N=16.
Para qualquer vetor de entrada, a ultima escala apresentara sempre dois sub-

vetores com dois elementos cada. Observa-se que os elementos d’s sido 0s coeficientes

wavelet do sinal original A.
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MWMl MWM 1

ay - e o
b ¢ 2 2]
a3 3 €3 d;
Ay €4 L4 92|
a5 Cs df | Mdl |
ag ¢ d) d,
4y Ca d3 ds

: a8 | .a ‘8| .a d4 a d4

MWM — 1 Escala - =—= 2% Escala» == 3" Escala > —=——=
ag dy dy dy
210 dy d, dy
211 3 d3 dj
a1y 4 dy dy
a3 ds dg ds
14 6 dg dg
a5 7 dy dy
116 dg. dg | dg |

Figura 5.1

Ilustra¢do da implementag¢do computacional do MWM

5.3 - Sinais Teodricos

Os sinais tedricos utilizados neste trabalho foram gerados num Sistema de
Aquisicdo de Dados chamado DASYLAB [50]. Dentre os recursos disponiveis no
DASYLAB, utilizou-se os modulos de geragdo de sinais elétricos, graficos, somadores

¢ de gravagdo.
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A freqiiéncia de amostragem f, dos sinais foi determinada seguindo o Teorema

da Amostragem, ou seja:

fy 2 2fvax (3.1)

onde, fyax corresponde a maior freqiléncia contida no sinal da rede elétrica, a qual

assume-se como sendo:

fMAX = JkHz (5.2)

O intervalo de amostragem (t ,) ¢ dado por:

tL.<1/(f)  (53)

O intervalo de aquisigdo total do sinal (T,, deve ser no minimo igual ao periodo

da onda fundamental (60 Hz):

T,21/60Hz (5.4).

Portanto, o valor minimo de T, €:

T,= 16.67 ms.

Finalmente, o niimero total de amostras (N) no intervalo de amostragem (T,) ¢

obtido através de:

N=T,/t, (58.5).
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5.4 - Sinais Reais

Os sinais reais utilizados neste trabalho foram fornecidos pela Companhia
Energética de Sdo Paulo (CESP). As medigdes foram convertidas em dados com

extensdo ASC para que o programa WAVE.FOR pudesse processa-las.

5.5 - Etapas para obtencido dos Coeficientes Wavelet

A Figura 5.2 ilustra o processo de obtengdo dos coeficientes wavelet

desenvolvido neste trabatho.

Dasylab > — Tela
SINAL Coef.
ou R .
» Wave.for ou
Wavelet
Medigdes , __, Impressora
Figura 5.2

Etapas do Processo de obtengao dos coeficientes wavelet

Apébs o processamento, a saida do bloco MWM na Figura 5.2 corresponde a

saida do programa WAVE.FOR e portanto, aos coeficientes wavelet.
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6 Simulacdes e Andlise de Resultados

6.1 - Introducao

Neste capitulo, serdo apresentados os coeficientes wavelet resultantes de sinais

obtidos pelo esquema da Figura 5.2.

Adotou-se chamar de Analise Wavelet Multiresolugdo ao processo de
decomposicdo de um sinal em escalas. O processo inverso, ou seja, a reconstrucdo do

sinal a partir dos coeficientes wavelet, de Sintese Wavelet Multiresolugéo.

Conforme citado no item 5.2, s6 serdo mostrados os coeficientes wavelet até a
quarta escala. Estes coeficientes foram plotados escala por escala em funcdio do

intervalo de amostragem.

6.2 - Sinais Teoricos

Inicialmente, foram simulados diversos sinais com o objetivo de se observar a
influéncia dos seguintes pardmetros na performance do Método Wavelet

Multiresolugio (MWM):

N = numero de amostras do simal;

O = fase inicial do sinal;

& = posigdo relativa do distiirbio no sinal.
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Para esta analise, escolheu-se como distarbio um spike, o qual fo1 gerado
somando-se um impulso de 10 V de amplitude ao sinal base: uma sendide de 60 Hz ¢

100V de amplitude (Figuras 6.1 a 6.28).

A seguir, foram simulados outros tipos de distarbio, tais como recortes na forma
de onda (Figura 6.29), multiplos spikes (Figuras 6.30 e 6.31), interrupgbes (Figura
6.32), combinacgdo de diferentes distarbios: recorte + spike (Figura 6.33) e recorte +

ruido branco (Figura 6.34).

As Figuras 6.35 e 6.36 apresentam as saidas dos filtros ¢, (passa-baixa) € dy
(passa-alta) nas primeira e segunda escalas para sinais com os seguintes distarbios: um

spike e um recorte.

Finalmente, as Figuras 6.37 a 6.50 ilustram a performance do meétodo no.

processo de decomposi¢io e recomposi¢fo de sinais.

6.2.1 - Avaliacdo da influéncia da variacio de N

Neste item, 0 MWM foi aplicado a um sinal com distiirbio com niimero de
amostras variantes. Os casos 1, 2 e 3 representam a performance do MWM para varios

N, com 6 e 3 fixos.

a) Caso 1 (Figuras 6.1 a 6.4)
6=0"¢ 5=30"
N =256, N=512; N =1024; N =2048.

Observa-se que apenas a primeira escala destas simulagdes apresenta todos 0s

coeficientes wavelet compativeis. O termo “compativel” ¢ usado no sentido de
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“semelhanga qualitativa” entre as saidas dos filtros passa-alta, ou seja, dos coeficientes
wavelet. Esta semelhanca qualitativa se refere a coeficientes wavelets de mesma

amplitude e mesma “forma”.

Observando-se as demais escalas, nota-se que surgem algumas situagdes de
coeficientes wavelet compativeis, os quais, entretanto, nfdo ocorrem para todas as

variagdes de N.

b) Caso 2 (Figuras 6.5 a 6.8)
8=0"¢ 3=60"
N =256, N=3512; N =1024; N = 2048.

Conforme constatado no Caso 1, apenas a primeira escala das simulagOes

apresenta compatibilidade total entre os coeficientes wavelet.

De modo analogo, nas demais escalas surgem algumas situagdes de coeficientes

wavelet compativeis, 0s quais, entretanto, ndo ocorrem para todas as variagdes de N.

¢) Caso 3 (Figuras 6.9 a 6.12)
0=0"¢ 3=90°
N =256, N=512; N=1024; N = 2048,

Neste caso, as duas primeiras escalas das simulagdes apresentam
compatibilidade total dos coeficientes wavelet. Também surgem algumas situagdes de
coeficientes wavelet compativeis nas oufras duas escalas, os quais, entretanto, ndo

ocorrem para todas as variagdes de N.

Para se avaliar a influéncia isolada da variagdo de um pardmetro num método,

deve-se fixar os demais pardmetros. Em relagdo ao numero de amostras, a escolha
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neste trabalho, foi um compromisso entre tempo computacional e precisdo do método

até a quarta escala. Nas situagles extremas: N = 256 ¢ N = 2048, tem-se:

N = 256: a precisio do método é comprometida;

N = 2048: 0 tempo de processamento € grande.

Portanto, a escolha se dd entre N = 512 ¢ N = 1024. Para N = 812, a quarta
escala apresenta 32 elementos (coeficientes wavelet) ¢ para N = 1024, 64 elementos.
Como a escolha N = 1024 nio compromete o tempo de processamento, adotou-se este

valor para todo o resto do trabalho,

6.2.2 - Avaliacfio da influéncia da variacdo de 0

Para se observar apenas a variagio de 0, adotou-se N = 1024 ¢ 8 = 120°.

Caso 4 (Figuras 6.13 a 6.16)
N=1024 ¢ §=120°
6=0" 06=30" 0=60"0=90"

Observa-se que nenhuma escala das simulagdes apresenta todos os coeficientes
wavelet compativeis. Surgem algumas situagdes de coeficientes wavelet compativeis,

0s quais, entretanto, ndo ocorrem para todas as variagdes de 0.

6.2.3 - Avaliacio da influéncia da variacdo de o

Neste item, o distirbio foi transladado ao longo do sinal base. No caso 3,
utilizou-se um passo de translagdo grande; no caso 6, um passo menor ¢ finalmente, no
caso 7 um passo bem pequeno: apenas 1°.
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a) Caso 5 (Figuras 6.17 a 6.20)
N=1024 ¢ 6=0".
5=10"6=90"6=170" 86 =270".

Observa-se compatibilidade total dos coeficientes wavelet nas primeira ¢

segunda escalas das simulagdes.

Analogamente aos casos anteriores, nas demais escalas surgem algumas

situa¢des de coeficientes wavelet compativeis, os quais, entretanto, ndo ocorrem para

todas variagdes de 9.

b) Caso 6 (Figuras 6.21 a 6.24)
N=1024 ¢ 0=0"
§=30"86=40%6=50" 8 =60".

Neste caso, nenhuma escala das simulagbes apresenta todos os coeficientes
wavelet compativeis. Surgem algumas situagdes de coeficientes wavelet compativeis,

0s quais, entretanto, ndo ocorrem para todas as variagdes de 8.

¢) Caso 7 (Figuras 6.25 a 6.28)
N=1024 ¢ 6=0"
5=288%8=89"8=90" 38 =91°

Semelhante ao caso 6, nenhuma escala das simulagdes apresenta todos os

coeficientes wavelet compativeis. Surgem algumas situagdes de coeficientes wavelet

compativeis, os quais entretanto, ndo ocorrem para todas as variagdes de 9.
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6.2.4 - Avaliacio do MWM na deteccido e localizacio

de distarbios

Este item teve como objetivo avaliar o desempenho do MWM na detecglio e

localizagdo de distirbios.

As Figuras 6.29 a 6.31, demonstram o excelente desempenho do método em

detectar e localizar os distirbios presentes.

Na Figura 6.32, torna-se evidente a eficiéncia do MWM em detectar e localizar

no tempo, a interrup¢do de suprimento de tens&o.

A Figura 6.33 comporta-se como um excelente exemplo de demonstragdo da
performance do MWM na discriminacgio dos distarbios ac longo das escalas, ou seja,
os coeficientes wavelet referentes aos distiwbios mais rapidos, diminuem de

intensidade & medida que as escalas crescem.

Na Figura 6.34, constata-se a interferéncia do ruido no método. Como o ruido ¢
um disturbio presente nos sinais elétricos reais, sua influéncia deve ser reduzida de
modo que ndo interfira no processo de detecgdo e localizagdo dos disturbios de

interesse.

Deste modo, seguindo Santoso et al. [10], a saida dos filtros passa-alta deve ser

elevada ao quadrado quando o sinal for proveniente de medigdes reais.
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6.2.5 - Tlustracdo da saida dos filtros passa-baixa e

passa-alta

Para se observar o processo de filtragem executado pelo MWM, aplicou-se este
método a dois sinais diferentes: um sinal base (um ciclo) + spike e um sinal base (3

ciclos) + recorte (Figuras 6.35 ¢ 6.36).

De acordo com a ilustracio apresentada na Figura 5.1, em cada estagio (ou
escala) do método, o sinal é decomposto em dois outros sinais; o sinal resultante da
saida do filtro passa-alta e o sinal resultante da saida do filtro passa-baixa. As Figuras

6.35 ¢ 6.36 exibem os sinais referentes as duas primeira escalas.

6.2.6 - Avaliacio do desempenho do MWM na

reconstrucio de sinais

Inicialmente, utilizou-se um impulso de 10V de amplitude, o qual foi utilizado

para gerar os sinais com spikes dos itens anteriores.

A Figura 6.37 apresenta a representagdo deste impulso no dominio do tempo.

Aplicando-se 0o MWM a este impulso, tem-se os graficos das Figuras 6.38 e 6.40.

A Figura 6.38 apresenta os coeficientes wavelet referentes a todas as escalas
plotados em fung¢do do nomero de amostras, enquanto que a Figura 6.40, apresenta
estes mesmos coeficientes, plotados escala por escala em fun¢do do intervalo de

amostragem.
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Quando o processo inverso ¢ aplicado, ou seja, a Sintese Wavelet
Multiresolucgio € executada, torna-se evidente a eficiéncia do método na reconstrugdo

do sinal.

A eficiéncia do MWM ¢ novamente ilustrada nas Figuras 6.4la 646,
Aplicando-se a operagdo Inversa aos dois subvetores ¢, € dy, pertencentes a primeira
escala (Figura 6.42), e aos dois subvetores pertencentes a segunda escala ¢, e d,, mais o
subvetor d,, da primeira escala (Figura 6.45), a reconstrugdo do sinal onginal ¢

eficiente.

Finalmente, aplicou-se 0 MWM a uma onda quadrada (Figura 6.47). Os
coeficientes wavelet sdo apresentados novamente de duas formas: os coeficientes
wavelet referentes a todas as escalas plotados em fungdo do nimero de amostras
(Figura 6.48), e os coeficientes wavelet referentes apenas a escala 1 em fungdo do

intervalo de amostragem(Figura 6.49).

Observa-se da Figura 6.49, que o método detecta todas as as variagdes bruscas
do sinal, as quais no caso da onda quadrada em questfo, sdo as vanagdes entre 0S

valores de tensdo 100V ¢ -100V,
A Figura 6.50 ilustra o sinal resultante da Sintese Wavelet Multiresolugdo. O

erro médio quadratico calculado entre o sinal original e o sinal reconstruido foi de

7.7459x10°°, provando a eficiéncia do método na reconstrugio de sinais.
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Analise Wavelet Multiresolugio
Saida dos Filtros Passa-Baixa e Passa-Alta

Sinal Simulado
N=1024

91



Stmulacdes e Andlise de Resultados
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Analise Wavelet Multiresolugéo do Sinal da Figura 6.44
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6.3 - Sinais Reais

Este item tem como objetivo comprovar o desempenho do MWM quando
aplicado a sinais reais. Como ji comentado, os coeficientes wavelet devem ser

elevados ao quadrado de modo que se possa reduzir o efeito do ruido na analise.

Caso A: Ensaio de chave fusivel repetidora (Figura 6.51)

O objetivo deste ensaio foi determinar o tempo de fusdio dos elos fusiveis, bem
como o tempo de religamento das chaves fusiveis, para um determinado valor de

corrente de curto-circuito.

Na realizacdo deste ensaio de laboratdrio, utilizou-se um equipamento capaz de
fornecer um valor de corrente de curto-circuito ajustavel e pré-determinado em fungio

das curvas tempo x corrente de atuagio dos elos fusiveis.

A forma de onda apresentada na Figura 6.53 ¢ a tensdo referente ao teste para

avaliagdo do tempo de fusdo de um elo fusivel.

As Figuras 6.54 e 6.55 ilustram os coeficientes wavelet resultantes da aplicagio
do MWM a este sinal de tensdo. A Figura 6.54 apenas constata a necessidade de se
eliminar o ruido da andlise. Observando-se a Figura 6.55, verifica-se a eficiéncia do
MWM em detectar o inicio € o final do processo de fusdo. As variagdes rapidas sdo
detectadas nas primeira e segunda escalas e as mais lentas, nas terceira e quarta

escalas.
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FONTE
Chave Fusivel

3 Repetidora

Figura 6.51

Ensaio de chave fusivel repetidora.

Caso B: Medicdo de transitdrio de reenergizacio de um circuito alimentador em

13.8 kV suprindo cargas tipo MRT - Monofésico com Retorno por Terra (Figura 6.52)

A tensdo de reenergizagdio com o0s seus respectivos coeficientes wavelet estdo
representados na Figura 6.56. O instante de reenergizagio é prontamente identificado
na primeira escala, em torno de 0,03 ms. Como o sinal apresenta-se bem comportado,
apenas os coeficientes referentes ao instante de reenergizacdo sdo identificados em

todas as escalas.

Caso C: Deteccéio de transitorio na rede elétrica (Figura 6.57)

O sinal apresenta um transitério rapido em tomo de 0,027 ms, o qual é
identificado na primeira escala e se propaga até a terceira escala. Quiro transitorio em
torno de 0,03 ms, porém de menos intensidade, também ¢ identificado na primeira

escala. As variagdes mais lentas sé sdo detectadas a partir da terceira escala.
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SE Itaporanga 69/13.8kV

69 kV

13.8%V

MRT

Figura 6.52
Medigdo de transitorio de reenergizagio

de cargas tipo MRT
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Conclusées e sugestdes para trabalhos futuros

1 Conclusaes e sugestoes para trabalhos futuros

Este trabalho tentou apresentar na forma menos formal possivel a Teoria
Wavelet e em especial, 0 Método Wavelet Multiresolugio (MWM), visando contribuir

em futuras aplicagdes da Teoria Wavelet em Sistemas de Energia Elétrica,

Quanto a0 MWM, baseando-se nas simulagdes efetuadas neste trabalho, pode-

se afirmar que:

1°} O método é sensivel ao nimero de amostras N. No entanto, para mudancas
abruptas no sinal original (como transitorios rapidos), os coeficientes wavelet obtidos

na primeira escala praticamente independem do niimero de amostras.

2°) A escolha do namero de amostras N = 1024, consegue no comprometer a precisio

do método e ndo necessita de um grande tempo de processamento.

Observando-se apenas um ciclo, os sinais de tensio e corrente dos Sistemas de
Energia Elétrica tém um periodo fundamental de cerca de 16.7 ms. Utilizando-se uma
taxa de amostragem de 1024 amostras por ciclo (61440 Hz), transitorios de até 30720

Hz, poderdo ser captados na primeira escala.

3°) O MWM mostrou ser sensivel i influéncia da localizagdo do distirbio no sinal
(casos 4 a 7). Este fato ja foi detectado e relatado na bibliografia (Mallat [29] e Liang

and Parks [48]) como sendo um problema inerente ao método.
4°) A detecgdo da duragdo de interrupgdes e de certos fendmenos transitérios que
apresentem mudancas bruscas no sinal tanto no inicio, quanto no fim do fendémeno,

pode ser feita pelo MWM,

104



Conclusdes e sugestdes para trabalhos futuros

5°) A decomposigdo e recomposigdo de um sinal pela Transformada Wavelet pode ser
comparada a decomposigdo efetuada pela Transformada de Fourier, tomando-se como

exemplo um vaso de ceramica.

A quebra do vaso resulta em “cacos” grandes, “cacos” pequenos e “poeira”.
Pode-se afirmar que, a “poeira” €é inerente a qualquer método numérico de
decomposigdo do sinal (quebra do vaso). A “quantidade de poeira” pode ser maior ou

MENor, mas sempre existira.

No processo de recomposigdo (Transformada Inversa), o método de Fourier
consegue captar apenas os “cacos” grandes, enquanto que, o método Wavelet consegue

captar todos 0s “cacos”.

O sinal que melhor ilustra esta recomposigio é a onda quadrada. De acordo com
o item 6.2.6, o erro médio quadratico obtido entre o sinal original e o sinal
reconstruido pelo método Wavelet foi de apenas 7,8x107, enquanto que é de
conhecimento geral que, a recomposigdo por Fourier nos leva a um erro da ordem de

9% nos pontos de descontinuidade da fungio.

6°) Devido a presenca de ruido nos sinais reais para a identificagio dos distarbios, hd a
necessidade de se elevar ao quadrado os coeficientes wavelet em todas as escalas

obtidas.

7%) As escalas obtidas no MWM correspondem a faixas de freqiiéncia. Estas faixas

dependem da freqiiéncia de amostragem do sinal original.

8°) Finalmente, até o ponto alcangado por este trabalho, pode-se afirmar que 0 MWM
¢ eficiente para detectar e localizar no tempo qualquer distarbio rapido (transitérios),
ndo sendo possivel afirmar categoricamente a respeito do tipo de distiirbio presente no

sinal original.
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Obviamente, uma decomposi¢do envolvendo dois tipos de disturbios como por
exemplo, um spike e um recorte, mostra comparativamente nas diferentes escalas, qual

¢ o distarbio mais lento e qual o mais rapido.

Uma vez que a proposta para a utilizacdo da Teoria Wavelet em Sistemas de
Energia Elétrica foi feita ha apenas dois anos, tentou-se neste trabalho esclarecer as
bases desta nova teoria, bem como iniciar a exploragdo do potencial de sua utilizagdo.
Neste sentido, sio deixadas aqui sugestdes para trabalhos futuros que parecem serem

factiveis:

A) Alteragdes no MWM quanto ao passo inerente do método, de modo que se possa
garantir uma minima influéncia da translagdo do distirbio em relagdo ao sinal base de

60 Hz.

B) Testar a decomposigdo e reconstrugdo de todos os distiirbios apresentados no

capitulo 1.

C) Como os Sistemas de Energia Elétrica tém constantemente a presenga de
harménicas, sugere-se aqui como um futuro trabalho, a identificagio das diferentes
harménicas nas escalas de decomposigdo do MWM, utilizando-se a DAUB4 ¢ outras

wavelets mie.

D) Desenvolvimento de um “contador” de spikes.

Inicialmente, adotar-se-ia um nimero limite de spikes presentes no sinal de

tensdo em um certo ponto do sistema durante um intervalo de tempo como parimetro
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de Qualidade. Assegurando-se a mitigagdo do ruido inerente a qualquer sinal real e
obtendo-se os coeficientes wavelet na primeira escala, a presenca de um transitorio

rapido estaria assegurada.

De maneira andloga, o inicio de uma interrupgdo talvez pudesse ser registrado
na primeira escala. No entanto, a monitoragdo simultinea do sinal amostrado permitiria

a distingdo entre dois spikes consecutivos € uma interrupcdo de tensio.

E) Desenvolvimento de um equipamento registrador de transitérios,

Atualmente, muitas indistrias utilizam em sua producio equipamentos
importados, cujas protegdes s3o altamente sensiveis a quaisquer transitorios, enquanto
que, a filosofia nas concessionarias ¢ ter a protegio um pouco mais retardada. Neste
sentido, esta incompatibilidade entre as prote¢Ses levam a constantes perdas de
producdo por parte do usudrio, sendo que para a concessionaria, nenhuma

anormalidade ocorreu, ja que nenhuma protegio atuou.

Se a concessiondria possui um equipamento de monitoragdo permanente,
quando um consumidor reclama de alguma falha em seu sistema, a localizagdo do

evento nos arquivos de dados, demanda tempo & mio de obra.

Utilizando-se um equipamento registrador de transitorios baseado no MWM,
registrar-se-ia apenas a janela de interesse (quando ocorreu o transitorio), constando
data e hordrio. Este equipamento simplificaria a identificagio e localizagdo do

transitorio que causou danos ao usuario.

E) A utilizagdo da Teoria de Conjuntos Nebulosos.

107



Conclusies e sugestdes para trabalhos futuros

Este trabalho envolveria a decomposigio do sinal original utilizando-se
diferentes wavelets mde e através da Teoria de Conjuntos Nebulosos, tentar-se-ia

classificar, segundo uma certa probabilidade, o distiirbio ocorrido.

Ao término deste trabalho, espera-se que o assunto aqui abordado possa apontar

para aplicagdes realmente uteis nos Sistemas de Energia Elétrica.
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Apéndice A

Teorema da Amostragem

O Teorema da Amostragem é de grande importincia pratica, principalmente
quando um sinal discreto no tempo é obtido por amostragem de um sinal continuo no
tempo. O objetivo deste teorema ¢ selecionar a taxa de amostragem de tal modo que

ndo haja perda de informagao no processo.

Para que ndo haja perda de informagdo no processo de amostragem € necessario
que o smal original seja limitado em faixa, ou seja, seu espectro de frequéncias nio
deve conter nenhuma componente acima de uma certa frequéncia. Estas condiges

conduzem ao Teorema da Amostragem:

“Um sinal limitado em faixa pode ser completamente descrito por suas amostras
uniformemente espagadas se a taxa de amostragem for maior do que a taxa de

Nyquist.”
A taxa de Nyquist € dada por 2f,, onde, fy = Qy/2x.

E importante observar que em situa¢des praticas, nenhum sinal é estritamente
limitado em faixa. Portanto, ndo ¢ possivel amostrar um sinal e entfio reconstrui-lo de
suas amostras sem qualquer erro. Entretanto, na maioria das vezes, a energia de um
sinal € desprezivel a partir de determinadas frequéncias e, utilizando taxas maiores que
a de Nyquist, o erro resultante na reconstrugio do sinal pode ser considerado

desprezivel.
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Apéndice B
Nogcdes de Algebra Linear

B.1 - Espacos Vetoriais

Seja <Y um conjunto qualquer nfo vazio no qual duas opera¢des estejam

definidas: adigdo e multiplicag@o por escalares (nfimeros).

A adi¢do consiste em associar a cada par de elementos u e v de <Y, um

clemento da forma (u + v), chamado Soma de u e v. A multiplicagiio por escalar

consiste em associar a cada escalar o e cada elemento u em “}, um elemento (),

chamado Multiplo Escalar de u por .

Se os seguintes axiomas forem satisfeitos para todos os elementos u, v ¢ w de

“Y ¢ todos os escalares o e B, entdo *Y é chamado Espacgo Vetorial.

Axioma da Adigdo

#Hutv)+tw=u+(v+w) (B.1)
#fu+tv=v+u (B.2);

# Existe um elemento 0 em Y, tal que: 0+v=v, Vve VvV. (B.3)

# Para cada v € 7Y, existe um elemento (-v) em Y, tal que: (-v)+v=0 (B.4).

Axioma da Multiplicacio

#oau+v)=au+tav (B.S),
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#a+Blu=au+Bu (B.6);
faBv)=(p)v (B.7);
#lv=v (B.8).
Os elementos de um espago vetorial sio chamados de Vetores, Se 0s escalares
forem numeros reais, denomina-se Espago Vetorial Real; se os escalares forem

nameros complexos, tem-se Espaco Vetorial Complexo.

Um subconjunto W de um espaco vetorial Y ¢ chamado Subespago de Y.

B.2 - Combinacio Linear

Um vetor w ¢ chamado uma Combinagdo Linear dos vetores vy, vy, ..., v, Se

ele puder ser expresso como:

W=oyvit oy, t...tov,  (BY).

B.3 - Independéncia Linear
Seja § = {vy, va, ..., v} um conjunto ndo nulo de vetores. A equagio:
vyt opvz .t ov, =0 (B.10)
tem ao menos uma solugio, a saber:
=0, a;=0, ..., o, =0 (B.11).
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Se esta € a Gnica solugdo, § ¢ chamado conjunto Linearmente Independente. Se

ha outras solugdes, § ¢ chamado conjunto Linearmente Dependente.

B.4 - Espaco Gerado

Seja § = {vy, v2, ..., v} um conjunto de vetores num espago vetorial *}2. Um
subespago W de <Y consistindo de todas as combinagdes lineares dos vetores em .§ é

chamado Espago Gerado por vy, v, ... v,, ou seja:

W = gerado (5).

B.5 - Base para um Espaco Vetorial

Seja “Y um espago vetorial e § = {vy, v, ..., v} um conjunto de vetores em

“Y. § € uma Base para "y se as seguintes condi¢des forem obedecidas:

# 8 for um conjunto Linearmente Independente;

# .8 gerar “Y.

B.6 - Dimensdo de um Espaco Vetorial de dimensao

finita

A dimensdo de um espago vetorial de dimensdo finita “y? é denominada por:

dim(7Y). a qual ¢ dada pelo niimero de vetores constituintes de qualquer base de “Y.
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B.7 - Espaco com Produto Interno
Seja o espago vetorial *Y satisfazendo ao Axioma do Produto Interno:

#(u,v) = (vu)  (B.12),
# (u,u) > 0; sendo que: (u,u) =0 se.esése, u=0 (B.13);

# (au +Bv,w) = a(u,w)+B(v,w) (B.14).

Neste caso, o espago vetorial é denominado Espaco com Produto Interno.
Quando o Produto Interno for real, o espago vetorial é também chamado de Espago

Euclidiano .

B.8 - Norma

A norma ou comprimento de um vetor num espago com Produto Interno é

definido como:

[u = /{u,u)  (B.15).

Se |u| =1, entdo u ¢ chamado vetor unitario ou vetor normalizado.

B.9 - Desigualdade de Cauchy-Schwarz

Na Teoria dos Espagos Vetoriais existe uma desigualdade muito utilizada

conhecida como Desigualdade de Cauchy-Schwarz:
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(u,v) <[ullv] (B.16).

Uma sequéncia de vetores: {vn,l < n_<_oo}é considerada uma sequéncia de

Cauchy se ela satisfizer a seguinte condigéo:
lm g oess [V ~Vp|=0  (B.17).

Um espago com Produto Interno ¢ um espago completo se toda sequéncia de

Cauchy no espago convergir para um vetor do proprio espago.

B.10 - Espaco Hilbert

Um Espago Hilbert ¢ um espago com Produto Interno completo. A seguir sdo

apresentados alguns exemplos de Espagos Hilbert.

# O Espago Euclidiano n-dimensional ou %", n 21; cujo Produto Interno é

definido como:
<U,V> = a;b1 + a2b2+ eee + anbn (B.IS)
onde, u = (a;) e v = (b)).

# O espago de todas as fung¢Ges reais em um intervalo fechado qualquer [a,b]

£

que sdo mensuraveis (Lebesgue) e satisfazem:;

b
[fi(x)dx <o (B.19).
a
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Este espago ¢ chamado L’fa,b], cujo Produto Interno é definido como:

b
(f,g) = :jif(x)g(x)dx (B.20).

Obs.: Este € o espago das fungdes que possuem uma representacio em Série de

Fourier ou seja, quando o intervalo é da forma [0,2x].

O espago L°[0,27] é gerado a partir de uma unica fungdo (g(x)=e™*) através de

dilatagdes e compressdes desta fungéo.

# O espago de todas as fungdes reais na linha real %, que sdo mensuraveis

(Lebesgue) e satisfazem:

+oo

[f*(x)dx <o (B.21).
-00

Este espaco ¢ chamado L*(#); cyjo Produto Interno é definido como:

+oo

{f,g) = “(fg'(x)g(x)dx (B.22).

Obs.: Este € o espago das wavelets. Sdo as funges de energia finita em [-00,+00]

ou seja, fungdes que decaem rapidamente a zero quando x—»co.

O espago L(%) ¢ gerado a partir de operacles escalamento e translacdo

realizadas simultaneamente na wavelet mie.

# O espaco de todas as sequéncias reais: {xn, 1<n< oo} satisfazendo:
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L o2
2Xxp" <o (B.23).
n=1

Este espago é chamado F; cujo Produto Interno ¢ definido como:

¥ = Sxpyn  (B24).
n=1

B.11 - Ortogonalidade

Dois vetores u ¢ v s3o ortogonais (u L v) se:
(u,v) =0 (B.25).
Um vetor € ortogonal a um conjunto se ele for ortogonal a todos os elementos

do conjunto. Um conjunto de vetores € ortogonal, se seus elementos sdo ortogonais um

a um. Em particular, um conjunto ortogonal € ortonormal se:

0, i=j
u. )= B.26).
<ul uj> {1, =] (B.26)

Uma base consistindo de vetores ortogonais ¢ chamada Base Ortogonal. Se os

vetores forem ortonormais entfio, é chamada Base Ortonormal,
A ortogonalidade ¢ uma propriedade extremamente importante em espagos com

Produto Interno. Nestes espagos, a solugdo de um problema pode ser bastante

simplificada ao escolher-se bases nas quais os vetores sio ortogonais entre si,
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Funcio Janela

Uma fung¢dio ndo-nula w(t) € L°(%) ¢ chamada funcdo janela se tw(t) também

pertencer a Lz(.‘lﬂ. O centro t. e a disperséo no tempo At de uma funcéo janela w(t)

sdo definidos como:

40

[ tw(t)dt
te=">——— (C)

| lw(t)2dt

00

+
[ (t~t ) jwn)2de
At? = =2 — (C2).
[ }w(t)]zdt

a0

A largura da fungdo janela w(t) ¢ definida como 2At.

Fungdes janela sdo utilizadas principalmente em Analise espectral e no projeto
de filtros. Nestes casos, as fungdes janela atuam no dominio do tempo truncando o
comprimento do sinal. Existem muitos tipos de fungdes janela e a escolha depende das

caracteristicas do sinal analisado. A janela mais simples € a retangular;

0, caso contrario

w(t)z{l’ OstST}‘
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Principio da Incerteza na Analise de Fourier

O Principio da Incerteza na Analise de Fourier estabelece que o produto entre a
duragdo no tempo e a largura da faixa espectral de um sinal ndo pode ser menor que
um certo valor minimo. Esta afirma¢io também ¢ conhecida como Principio da

Incerteza de Heisenberg na Mecanica Quantica.

Seja um sinal real y(t). Sua Transformada de Fourier ¢ dada por:
o -
YO = [ym)e % ).
—00

De acordo com o Apéndice C, tem-se:

+00
[ ty)2dt

te==2——— (D.2)

[ ly2de

—0

0
I t-t )y at

2 _ -—w
At* = T (D.3).

O]

bt 64

Andlogamente, define-se para o dominio da frequéncia:
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4o
[ QY20
Qe =2 (D.4)
[ V(@20
£
+00
i (Q—Qc)ziY(Q)[de
2
a0t == (D.5)
[ IY(©Q)Pd0

onde, AQ € a largura da banda espectral do sinal. Os denominadores das equagdes

acima sdo a energia de y(t).

Se as equagdes (D.2) a (D.5) forem finitas e:

lim Vey(t)=0 (D.6)

t—>0
entdo, o Principio da Incerteza é definido como:
AtAQY 2 ¥ (D.7).

Da equagdo (D.7) conclui-se que ha uma interdependéncia entre as resolucdes

no tempo e em frequéncia no método de Fourier.
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Normalizacdo da Energia das Wavelets

Na Teoria Wavelet exige-se que a energia das wavelets filhas deve ser igual a
energia da wavelet mie. Esta condigfio permite que quaisquer coeficientes wavelet em

qualquer escala possam ser comparados.

Uma fungfo y(t) € L(#) ¢ uma wavelet mée se (equagdio 4.1):
+00
[wtydt=0 (E.1).
00

As wavelets filhas sdo geradas a partir de operacSes de escalamento e

translagdes efetuadas na wavelet mée, ou seja:

Vab (t) = xy(t ; b} (E.2).

De acordo com Daubechies [20], assume-se:

i

Vo p =Vl (E3)

lw|=1 (E4)

Para garantir que as wavelets filhas tenham a mesma energia da wavelet méde
(equagdo E.3), aplica-se a condigdo de energia unitaria da wavelet mie (equagio E.4)

para as wavelets filhas;
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+IOO wz(%)dt: 700 W(t”b]w{i;)dw 1 (ES5) .

—0 a

Fazendo: £ = t-b e dt=adl, tem-se:
a

+
a

WEu(Eez= 1 (E6) .

)

Portanto, para que a energia das wavelets filhas seja igual a da wavelet mée, o

fator a deve ser eliminado da equagio (E.6). FEsta eliminagio ¢é realizada

multiplicando-se a equagdo (E.2) por 71_— Com 1sso, garante-se energia unitaria das
a

wavelets em todas as escalas. Deste modo, a equagio (E.2) toma a forma:

Wap®= —\/l%l\p(‘ ; b} (E.7).
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Apéndice F

Teoria de Frames

A Teoria de Frames foi desenvolvida por Duffin e Schaeffer em 1952, no
contexto de Série de Fourier ndo-harménica. Série de Fourier ndo-harménica
corresponde & expansdo das fun¢des definidas no espago L* [0,1] em exponenciais

complexas da forma: exp(jAnt), onde A,# 2mn.

A Teoria de Frames foi introduzida na Teoria Wavelet por Daubechies,

Grossmann e Meyer em 1986.

Um conjunto de fungdes {gy, keK} e L*(#) é considerada um Jrame se

existem niimeros A>0 e B<w tais que, para toda fumgdo x em L¥(%):

1 ®

AP < s (x,gk>{2 < B|x

keK

onde, 0s numeros A e B sdo os limites do frame,
Um frame € um conjunto completo no espago Lz( %} ou seja;
{(x,gy=0paratodok € K se, x=0.
Porém, os seus elementos podem ser linearmente dependentes.
Por ser geralmente redundante, ele nem sempre constitui-se numa base para o

L*(%). Frames que ndo sdo redundantes (aqueles para os quais a falta de um elemento

faz com que o conjunto deixe de ser um frame) sfio chamados de Exatos. Um frame &
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exato se ele constitui-se numa base para o L(%) ( ndo necessariamente uma base

ortonormal).

Se A=B, o frame ¢ chamado snug. Se os limites do frame sdo 1guais, ou seja,

A=B, o frame ¢ chamado tigh.

Se o frame € right, exato e A=B=1, entdo o frame constitui-se numa Base

Ortonormal.

A Teoria de Frames quando aplicada a4 Teoria Wavelet tem a finalidade de
fornecer a existéncia e a estrutura da Transformada Wavelet Discreta Inversa. Segundo
Rioul and Vetterli [6], a redunddncia (densidade no esquema de amostragem) ¢ as

restrigdes na wavelet mae sdo balanceadas quando Frames sdo utilizados.

De acordo com Daubechies [18], a fungdo x(t) pode ser reconstruida de seus
coeficientes wavelet discretos se a wavelet mie gerar um frame. Os limites do frame
governam a precisdo da reconstrugio do sinal na Transformada Wavelet Discreta

Inversa e sdo computados a partir de aq, by e da wavelet mie.

A fungdo x(t) ¢ reconstruida a partir de;
2
x(t) = még(wwﬂm,n))(wm,n(t)) (F.2).

Quanto mais proximos A e B, mais precisa € a reconstrugio. Se um frame right
¢ tal que todas as wavelets formem uma base ortonormal para o espago dos sinais com
energia finita, entdo a reconstrugdo de uma funcio qualquer sera exata (Rioul and

Vetterli [6]).
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E£scala 8

Apéndice G

Analise Wavelet Multiresolugio
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