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RESUMO

Consideramos sistemas de equagdes nio lineares sobrede-
terminados F(x) = 0, F : R®* > R®, m > n. Para "resolver" o
sistema, introduzimos uma generalizacdo do mé&todo de Cimmino para
sistemas lineares, demonstrando, entfo, resultados de
convergéncia local. Com o objetivo de obter propriedades de
convergéncia global, propomos extensdes para o algoritmo inicial.
Implementamos computacionalmente cinco algoritmos propostos, para

serem aplicados a sistemas grandes e esparsos, e apresentamos

experimentos numéricos.
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CAPITULO 1

INTRODUGAO

Consideremos o sistema nio linear

F(x) =0, (1.1)

onde F:R" - K" , m > n, m, n grandes.

Muitos problemas préticos envolvem sistemas como (1.1); por
exemplo, o problema de tomografia computadorizada, como o
descrito por Censor et al [1979]; o problema inverso de
Geofisica, como o tratado por Bishop et al [1985]; o problema de
recobrimento de materiais, citado em Averick, Carter e Moré
[1991-pag.14].

Na maior parte dos casos, unma solugdo exata de (1.1) néo

existe; temos entdo que considerar "solucdes aproximadas".

O critério mais usual &: escolhida uma norma em R™, uma

b

-

solugdo aproximada para (1.1) & um minimizador de HF(x)ﬁp. Assim,
© problema de encontrar uma solucgdo aproximada bara (1.1) se

transforma no problema de otimizacgdo:



Hin |F(x)]p. (1.2)

Por gquestles de simplicidade, a norma-2 &, na maior parte
das vezes, preferida especialmente se F & uma fungdo linear. No
caso ndo linear, os métodos mais eficientes para resolver o

problema

Min |F(x)|,, (1.3)
X

sdo variagdes do Método de Gauss-Newton (Dennis~Schnabel {19831),
© qual na sua forma basica, gera uma sequéncia {xX} em R"

definida por:

k+1 _ Xk _ {J(Xk)TJ(Xk)]-IJ(Xk)TF(Xk) , (1.4)

x
onde J(x) & a matriz Jacobiana de F em x e x° & um ponto inicial
arbitrério.

O método definido por (1.4) ndo & globalmente convergente.

A seguéncia {xk} converge linearmente a x*, um minimo local de
(1.3), se x° est& em uma vizinhanca de x" e FF(x™) ], &
suficientemente pequeno (Dennis-Schnabel [1983]). |F(x")| &
chamado o residuo de (1.1).

Diferentes estratégias foram incorporadas a (1.4) afim de
tornar o métode globalmente convergente {(Levenberg [1944],
Marquardt [1963], Moré [1977], Martinez [1987], Martinez e Santos
[1990]).

No entanto, existem alguns problemas intrinsecos ac método:

a cada literagdo & necessirio resolver o sistema linear



T(xF)TT(x*)y = -7 (x*)TF(xk), (1.5)
ou, equivalentemente, obter a solugio do problema de quadrados

minimos lineares
Min [J(x®)y + F(x¥)|2. (1.6)
¥

A obtengdo da solugdo tanto de (1.5) como de (1.6) envolve
procedimentos computacionalmente caros, especialmente se m e n
sdo grandes,uma vez que, mesmo sendo J(xk) uma matriz esparsa,
J(x*)T7(x*) pode nfo ser. Isto faz conm que procedimentos como a
Decomposigdo de Cholesky ou fatoracio ortogonal, que seriam
usados para determinar y em (1.5) e (1.6) respectivamente, sejam
ndo esparsos e consegquentemente caros. (Ver: George e Heath
{1980], [1983], George e Liu [1981], Heath [1984], Duff, Erisman
e Reid [1986]).

Estas dificuldades nos motivaram a estudar novos

procedimentos para "resolver" (1.1).

Vamos supor gue F seja dividido em s blocos da forma:

g
tais que F; : R~ R" e Y m; =n.
i=1

Dado x° € R" arbitr&rio, os algoritmos que descreveremos no
capitulo 2 est&o baseadcs em projecgdes ortogonais simultineas da

aproximacdo xk, k=0,1,2,..., nas variedades lineares



Vi(x¥) = {y e Rty = argmin |F;(x¥)+7;(x%) (z-x%)] }.
z

Em 1938, Cimmino propds um método.de projec¢des ortogonais
paralelas para resolugfdo de equac¢des lineares simulténeas. De
Pierro e Yusem [1985] trabalharam com uma generalizacdo do método
de Cimmino; propuseram um algoritmo para encontrar um ponto comum
de uma familia de conjuntos convexos: a cada iteracdo, um ponto x
€ projetado em todos os conjuntos convexos e um novo ponto é
determinado a partir da combinagdo convexa destas projecdes.

Eles mostraram gque, quando a intersecgdo dos conjuntos é vazia, o
ponto limite minimiza uma média ponderada (onde os pesos sdo os
coeficientes da combinagdo convexa) dos quadrados das distancias
aos conjuntos convexos,

Em 1986, Martinez e Sampaio desenvolveram um método de
projegdes ortogonais para sistemas n3o lineares indeterminados
baseado nas idéias de Cimmino.

A nossa generalizagdo, dirigida entdo a sistemas nio
lineares sobredeterminados, substitui, como no trabalho de
Martinez e Sampaio, as variedades nio lineares
Fi(x) =0, i =1,2,...,s8, por suas aproximag¢des lineares em torno
de x¥, k = 0,1,2,... . Esta simplificag8o fol motivada por razdes
praticas: & dificil, em geral, calcular projecdes em conjuntos
ndo lineares, tornando-se mais facil obter as projegdes nas suas
aproximag¢des lineares.

O primeiro algoritmo que introduzimos possui convergéncia

local linear se o residuo de {1;1} é suficlentemente pequeno e



convergéncia local quadrética se o residuo & zero, mas ndao tem
garantida a convergéncia global. Os resultados de convergéncia
deste algoritmo s3o os mesmos do métodé de Gauss-Newton definido
por (1.4). Este Gltimo & um caso particular do nosso algoritmo
bdsico que corresponde a s = 1 e posto(J(xk)) = n. De uma forma
mais geral, o método de Ben-Israel [1966] corresponde a s = 1,
sem restrigdo sobre posto(J(xk)).

Com o objetivo de obter resultados de convergéncia global
introduzimos extensdes ao primeiro algoritmo.

Todos os algoritmos estfo descritos no capftulo 2. No
capitulo 3, demonstramos os resultados de convergéncia local do
algoritmo bésico. Os teoremas de convergéncia global referentes
aos algoritmos estendidos, como também alguns outros resultados
especiais de convergéncia destes, estdo demonstrados no capitule
4. No capitulo 5, sdo colocadas informag¢des sobre a implementacic
computacional dos vérios algoritmos e os resultados obtidos com
alguns experimentos numéricos, gue nos permitiram fazer uma
andlise do desempemho computacional dos varios métodos propostos.
Finalmente, escrevemos dois apé&ndices: no primeiro colocamos uma
aplicagdo voltada a revestimento de chapas de ago, e no segundo
colocamos definigdes e resultados relacionados com matriz pseudo-

inversa.



caritTuro 2

ALGORITMOS BASICOS

Com base no Método de Cimmino [1938] (um método de projegdes
ortogonais simulté@neas para sistemas lineares algébricos),
Martinez e Sampaio [1986] propdem um algoritmo para sistemas ndo
lineares indeterminados, demonstrando resultados de convergéncia
local.,

Em nosso trabalho, desenvolvemos uma generalizacgdo desse
algoritmo para sistemas sobredeterminados.

Consideramos o sistema nio linear:
F(x)=0, (2.1)

onde

F:DcR-R" , Fecl(p ,

D um conjunto aberto e convexo. Denotamos f, como a i-ésima

componente de F, i=1,2,...,m, ou seja,
fy(x)
La{x

F(x)= 2? a8

Tn(x)



Especialmente se m > n, nfoc existe, em geral, x tal que
F(x)=0. Neste caso, nosso objetivo &, entdo, encontrar x" de
forma que o residuo F(x") seja © menor possivel em algum sentido.
Em nosso trabalho apresentamos algoritmos que, neste sentido,
procuram "resolver" (2.1).

Apesar de nosso maior interesse estar voltado para sistemas
onde m > n, os algoritmos que desenvolvemos também se aplicam a

sistemas ndo lineares m x n, com m < n.
2.1 O Algoritmo de Proje¢des Paralelas

Consideremos F(x) dividida em s blocos:

Fq(x)

Fy (x}

F(X) = (2-2)

s r
Fg(x)
onde

F;:D c RSR™ , i=1,2,...,s,

de forma que

g
E my = m.
i=1

Denotamos por J,(x}) o Jacobiano de Fi(x), i=1,2,...,s.
Nesta segdo descreveremos o primeiro algoritmo que
desenvolvemos. Tanto para este algoritmo, como para os demais que

colocaremos neste capitulo, ndo vamos abordar, por enguanto,



detalhes sobre sua convergéncia, nemn tampouco sobre sua

implementagfo computacional, o que faremos em capitulos

subsequentes,

Seja x¥ a k-ésima aproximagdo para x* obtida pelo algoritmo,
k=0,1,2,... . Definiremos x¥1 como a projegdo ortogonal de x¥

na variedade constituida pelos minimizadores do problema:
Min |7;(x%) (x-x%) + Fy (x5,
X

i=1,2,...,s. Entd3o, uma nova aproximacgio x**! & uma combinacgdo

convexa de xKr1 | xk/2 xk: 8

i - % r

Algoritmo 2.1

Considerando
. x° € D um ponto inicial arbitrario;

.
7

5
. Ay > O para i=1,2, ..., s, com Y A;=1
L=l

. K = 0,
os passos do algoritmo s#o:
Passo 1: calcular para cada i, i=1,2, ..., s, x*%1 p

projegdo ortogonal de x¥ na variedade
Vi(x¥) = ly:y=arg min|J, (x*) (x-xk) +F; (x %) 1) ; (2.3)
X

Passo 2: calcular a combina¢do convexa das projegdes:

s
W= Y Ay xKiig,
i=}%



Passo 3: fazer x**! =y, k=k+1 e voltar ao passo 1.

Graficamente:

Vi (x)

i@(wo

V,(x")

F{x)=0

Resultados de convergéncia local do algoritmo vdo ser
demonstrados no Capituloc 2. Por outro iado, no estudo da
convergéncia global, verificamos que modificagdes seriam
necessarias, uma vez que nfo podemos garantir que o algoritmo 2.1
gere sempre diregdes de descida para fungdes objetivo baseadas enm
normas adequadas, condigdo necess&ria para empregarmos
estratégias que garantam a convergéncia global, conforme
colocaremos na segio 2.2.

Os algoritmos seguintes apresentanm modificagdes ao algoritmo

2.1, usando estratégias que os tornam global e localmente

convergentes.
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2.2 Estratégias de Globalizacgido

Estratégias para tornar certos métodos globalmente
convergentes aparecem de uma forma bastante natural gquando

tratamos de problemas de minimizag¢do do tipo:

Min f(x),
£:R? -+ R.

(2.4)

Nestes casos, o que pedimos & que, a cada iteracio do
método, haja um decréscimo no valor da funcgio f.

Existem estratégias correspondentes para sistemas de
equagdes ndo lineares. No caso do sistema (2.1), o gque podemos
exigir & que, a cada iteragdo do algoritmo, haja um decréscimo no
valor de alguma norma de F(x).

Em nosso trabalho, escolhemos a norma p de F(x), tal que
1 < p £ 2. A escolha se justifica pois, em primeiroc lugar, esta
nerma & diferencidvel, e, em segundo lugar, para P proximo de 1,
ndo tem a tendéncia de ser muito influencidvel por "outliers", ou
seja, se considerarmos um certo vetor que possua algumas poucas
componentes com valores muito distantes dos valores das demais,
quando calculamos a norma p deste vetor, tomando p proximo de 1,
podemos verificar que a influéncia dos valores distantes sers
muito menor do que neo c¢ilculo da norma 2, por exemplo.

Consideremos entio o problema:

Min f(x) = %nmx) 12,
f:D < RSR (2.5)
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(O termo 1/p foi usado por conveniéncia nos calculos)

Devemos notar que:

VP ) BP=1 £2.(x) | P+[£5(x) [Pros | £ () | P

r;(x)P se £;(x)z20,

[fi(x)|P =
(-f£3(x))P se £;(x)<0 ,
i=1,2,...,m
Assim temos:
pf;(x)P1f ;" (x) se £;(x)20 ,
([£i(x)|P)’=

P(~£;(x))P™1(-£;7(x)) se £ (x)<0 ,

i=1,2,...,m
€ o gradiente de f(x) é:
=yl Py - 3T\ F
g(x) = V(ZIF)IE = s 0F )
onde J(x) = Jacobiano de F(x) e

F(x) = (£1(X) £3(X) ... Fp(x)) 7T,
com f;(x) = sinal (f;(x))|f;(x)|P 1,
i=1,2,.,..,m.
Observamos que se X ¢ D resolve (2.1), entdo x sera ponto de
minimo para (2.5). A dificuldade, no entanto, & gue os algoritmos

que fazem uso de estratégias de globalizag¢io garantem a

convergéncia a pontos estacionarios de f(x), isto &, a pontos
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x € D tais que

g(x) =JI%(x)F(x) =0,
os quais podem ser somente minimizadores locais ou pontos de sela
de f(x), mas ndo fornecem o menor residuo possivel para o
sistema.
De qualquer forma, os algoritmos que desenvolvemos usam a
estrutura do problema original nos célculos realizados em cada
iteragdo, ou seja, sdo algoritmos voltados para a resolugdo de

sistemas como (2.1), e ndo algoritmos para minimizacio de
fungdes; a fungdo f(x) =.%ﬁF(x)ﬂg vai ser usada apenas como

"fungdo de mérito”.

A cada iteragdo k (k = 0,1,2,...) de um método global,
depois de obtida uma diregdo de descida para a fungdo f(x), a
partir de uma certa aproximacgdo x¥, realizamos uma busca nesta
diregdo até obtermos um decréscimo suficiente para f, conforme
descreveremos nos algoritmos desta segdo.

Uma primeira estratégia de globalizagdo foi aplicada ao
algoritmo 2.1. Se a diregdo 4, = x**! - x*, gerada por aquele
algoritmo, n&o for uma diregdo de descida, tomamos a direcao
oposta a do gradiente de f(x) (direcdo de maxima descida).

Neste algoritmo, assim como nos seguintes deste capitulo,

consideranos:

. dados iniciais: x° € D, um ponto inicial arbitrario;



i3

6;, 05, 05 €(0,1);0<M<H<;

. xk (k=0,1,2,...), a k-ésima aproximagio para a solugdo
obtida pelo algoritmo.

Denotamos:

Fp=F(x*) , 0, =J(x%) e g = g(xk).

Algoritmo 2.2.1

Passo 1: Calcular

onde w, & calculado como no algoritmo 2.1.

Passo 2: Se a condicgido

Wi x> S 01§70l lggl (2.6)
ndo for satisfeita, fazer dy = -9, e ir para o passo 5.
Passo 3: Se
Mlgel < §wl s Mgl , (2.7)

fazer d;, = w, e ir para o passo 5.

Passo 4: Se

Se |wel < M |gxl fazer

_ M ﬂgkﬂ'—

d Wi
k —ngr“ k
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Se [wgl| > M ikl , fazer d; = %}z_.ﬁ?k .

Passo 5: Fazer a=1. Enquanto:
f(x*+ady) > £(x%) + a0, <gg,dy>, fazer:

/
a = o, onde @ e tal que B3a < @ < (1-03)a.

Paeso 6: Fazer

Qr = a, Sy = apd,, xk+1 =.xk+sk, k = k+1.

A seguir colocamos outros dois algoritmos que sio também
extensfes do algoritmo 2.1, mas que geram diregdes de descida a
cada iteracdo, conforme demonstraremos na segdo 2,3,

No algoritmo 2.2.2 fazemos uma busca unidimensional na
diregdo de descida gerada pelo método, enquanto que no algoritmo

2.2.3 a busca nesta diregdo & bidimensional.

Algoritmo 2.2.2

Passo 1: Calcular v, ¢ R" como solugdo do problema

bidimensional

Min g(v) = |J,v + Fyl?
S.a VzA'}.gk-FAkaf (2.8)
Ay, Ay € R,
onde QL € calculado como no algoritmo 2.2.1.

Passc 2: Se a condigdo
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Vi Tx> £ = 010 vil gl (2.9)

ndo for satisfeita, fazer q, = ~g, e ir para o passo 5.

Passo 3:

Se Mlgel < Ived < M fggl, (2.10)

fazer d, = v, e ir para o passo 5.

Passo 4:

Se |vil < M igxl, fazer d,

i

Se |vil > M |g.l, fazer d,

Passo 5: Fazer a=1. Enquanto

E(xk + ady) > £(x*) + @ 8, <gy,d,>,

fazer: a = a, onde a & tal que O30 < @ < (1-83)a.

Passo 6:

Qpe = O, Sz = akdk,, Xk+1 =X+ Sp, k =k+1.

Algoritmo 2,2.3

Passo 1: Fazer dkl = = gy.

Passo 2: Calcular v, por (2.8) e testar a condigdo (2.9); se
esta ndo for satisfeita, fazer dkz = dkl e ir para o passo 5.

Passo 3: Testar a condigdo (2.10); se esta for satisfeita,

fazer d,? = v, e ir para o passo 5.
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Passo 4:
Se |vil < M lgyl, fazer
M gl
2 . 219k
dk = ——’]-V—ku—..vk. (2-113)
- M gl
Se vyl > M |g.l, fazer d,2 = Vi (2.11b)
k Ik k "W;;W“ k
Passo 5: Fazer t = [d,2|.
(5.a) Obter d como solucdo do problema:
Min g(d) = fTd + fkiiz
ca d = Ayd,t o+ A.d,2?,
s 19% 29 (2.12)
Idj? < ¢,
Ay, A; € R,

(Devemos observar que, conforme as direcdes dkl e dkz estdo
definidas, d esta necessariamente no cone positivo gerado por
4,! e 4% ou seja,A;, A, 2 0.)

(5.b) Se
f(xk+d) < £(x*) + 0, <g,,d>, (2.13)

ir para o passo 6.
(5.¢) Fazer t = t, onde t & tal que
B3t < t < (1-85)¢;

voltar para (5.a).

Passo 6: sy =d, x*'1 = xk 4+ 5,k = k1,
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Graficamente:

BN
"3)»}»

Para mostrarmos que os algoritmos 2.2.1 e 2.2.2 estio bem

definidos, basta que demonstremos o seguinte lema:

Lema 2.2.1. Desde que d,, diregdo gerada pelo algoritmo

2.2.1 ou 2.2.2, & uma diregdo de descida, a condigdo "de Armijo"

f(xFrady) < £(x%)+ 0B, <gy,d> (2.14)

é satisfeita para a suficientemente pequenc e 8, € (0,1).
Prova:
Consideremos a derivada direcional de f no ponto x¥, na

diregdo d,:

f(x*+ad,) -f(xk
Dg f(x*)= 1im ( :) (=)
a0

=<gk'dk>‘
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f(xk+ad,)-fix*
Logo, 1lim ( K I )x
a-Q a<gp,dg >

-

Assim, dado 0, € (0,1), existe a > 0 suficientemente pequenc tal

que

f(xk+ad,) - £(x*¥)
a<gp,dp>

> 0,, para todo a € [0,a].

Mas <g;,dy> < 0, ou seija,

f(x%+ady) - £(x%) < aby<g,,d,> ou

£(x* +ady) < £ (x%) +aB,y<q,, d,>,

© que mostra que a condigdo de Armijo & satisfeita para a > 0

suficientemente pequeno. |

No caso do algoritmo 2.2.3, teremos gue a condigdo (2.13) &

satisfeita para t suficientemente pequeno.

Vamos supor, nesta e na préxima segdo, que posto(J,) = n
para todo k = 0,1,2,....
Lema 2.2.2.

d(t) _ ~9x
&0 TaE)T Taal’

onde d(t) & a solugdo do problema (2.12).

Prova: O problema (2.12) pode ser reescrito como:



Min dT g§ 5,4 + 2dT g, + F§ Fy 19

s.a d=Adyg + A,d2,

d¥d < ¢,
11,12 € R-

se d)® = dy' = -g;, entdo d(t) = -Ag,, A2 0, e o resultado &
trivial.

Vamos entdo considerar o caso em que d,' » 4,2. Seja {e,, e,}
uma base ortonormal para o subespago gerado por d,! e 4, 2. 0
problema

Min 2% 3,77,z + 227 g, + F.T Fy
S.a Z = ajeq; + a,e
181 + azey, (2.15)
zTz < ¢,

ay,ay; € R

é equivalente ao problema (2.12).

Podemos reescrever (2.15) por:

T 3 Vi
Min (0‘1“2){61’ JkTJk(eleI!)[az * 2(&1‘12)[;:' gk * FrT Fy
2 / 2
(2.16)
ef a;
.4 (alaz) T (9192) a2 < t.
62)

As condigdes de Kuhn-Tucker para (2.16) em relagdoc & solucgdo
a(t), slo:

T T T
€1l .7 ] 51
vl IrIr(erex)alt) +| Llgp + u(t)| Ll(ejez)a(t) = o,
€9 €9 €3

u{t) ¢ R*.
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M e;

as ‘ 1
[ T](el e3) = Ipyzi

€2

entao temos:

: T
[benes o - rsper -t
92 ez

Consideremos E = (e; ey) ¢ R™?, n = T 7,7 J,Ee R?*2, e
consideremos também a decomposicgdo:

H, = D0, T, onde:

. Qx €& uma matriz ortogonal 2 x 2, Q, = (qlk,qzk);

- Dyx € uma matriz diagonal, D, = diag (9,%, 0,%), com

o, < o,* os auto-valores de Hy, .

Entdo:
a(t) = -(Hp+u(t)I) ! E%g,
e fa(t)i? = |-(H+p(t)I) 2 ETg,) >
= | -0k (D+u () 1) "2 OF ETg ) °
= | (Dg+u(t)I) ™ 0F ETg 2
2[ gfﬂqf]z . [gfﬁ’qf]z_
of+u(t) o5+ (t)
Mas

llttizxjn fa(t)]|2 = 0, desde que |Ea(t)]? < t.

Entdo:



.
r

T kN2 T k2
lim [ngql} +[ngq2] =0

k
&0 [ oT+u(t) ) | o5+u(t)
T k
. E qgj
portanto, lim EHL__Ei =0, para i =1,2.

k
E0 oy+u(t)
Como existe n € {1,2} tal que g,"Eq ¥ » 0, entio

lim (oz%+u(t)) = w, ou seja, lim p(t) = o
-0 £-0

e, portanto, existe ty > 0 tal que para todo t < ty, H(t) > O.

Entdo, para t < t,,

a(t) _ _ (Heu(e)I)™t E%g,
Te(E)] I =(Heru(t)I) " ETq|

(Hp/u(t)+I) ™t ETg,
- (Hi/e(t)+I) "1 ETg,|

a(t) _ _ Efgy
-0 {o(t)] FETg,|
Para simplificar, vamos tomar e; = ~gp/lag.l.

Entao:

T T
-BTg, = “el]g =[gkgk/ugkﬂ
g [ 7% " (efer /i gud

e IETgxl = Tl .

21
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Assim,
1 a(t) _ (1)
50 Ta(E) (0)
Mas
z(t) = E a(t) e, portanto, |z} = |E a(t)| = ja(t)}.
Logo:

lim L 2(8) - g yjq ()

t+0 N1Z(E)] t-0 a(t)

(12 )
_ "9k

Como z(t) & solugdo do problema (2.15), o gual & equivalente ao

problema (2.12), entdo d(t), soluglo de (2.12), também satisfaz:

im _d(t) . "Ik
W raET T Ted

Lema 2.2.3. A condigio

fixked(t)) < £(x*)+ 8, < g,,d(t)>

é satisfeita para t suficientemente pequeno, 8, € (0,1) e d(t)

solugdo do problema (2.12).



Prova: Consideremos

_ f(xk+a)- f(xk)
d
*(D T4l

Pelo Teorema do Valor Médio, temos que:

f(x* + d)-£(x*)= < g(xk +Ed), d> , com0 < E < 1.

Portanto,
d —<g(x "'Ed)rd)
p(d) Td] e
11m d(t)) = 1i <g(xk+Ed(t)), d(t)>
elaten = 1% EIG)
- 14 k T 4. d(t)
Lim gix*+&d(t)) -1}’m TaET
T( “Gk)
Tk TGl
= -lggl.
ou seja,

o F(xFed(t)) -£(xk) _
1 I
L Ta(E)] 19l -

Por outro lado:

1i d(E) _ _ s T d(t)
0 2% TaE T T T B k3T

23

(2.17)
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T .. d(t)
Ldim
Ik 238 TaH

g7 (~Gx)
kTl

~lgxl,

fl

ou seja,

i d(t) =
1 = - . .
tig‘ < Gkt acE) > Hgxl (2.18)

De (2.17) e (2.18) temos:

1im L(x*+d(t))-£(x%)

= 1,
£-0 < gg.d(t) >

Portanto, dado 8, € (0,1), existe t > 0 suficientemente

pequeno tal que:

f(xkeqt))-£(x%
< gL, d(E)T>

>0, para todo t € [0,t].

Desde que a diregdo d, gerada pelo algoritmo 2.2.3, & uma

diregdc de descida, entdo < g, d >< 0 e
f(xk+d) - f(x*) < B, < gg,d>;
isto &, a condigdo (2.13)
f(xk+d(t)) s r(x*y+ 0, < gr,d(t) >, 8, € (0,1),

é satisfeita para t suficientemente pequeno. |
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2.3. Propriedades dos Algoritmos

Nesta segdo demonstramos algumas propriedades que a diregdo
Vi, gerada pelos algoritmos 2.2.2 e 2.2.3, apresenta. Estas
propriedades mostram que as condigdes (2.9) e (2.10) vio ser,
teoricamente, satisfeitas em toda iteragdo k, k=0,1,2,... e,
portanto, as buscas se realizam na prépria diregio Vi, Sem gue
seja preciso substitui-la pela direcdo de maxima descida. Devemos
observar que estas condigdes sfo testadas nos algoritmos apenas

como medida de seguranga.

Lema 2.3.1. Sejam G(y) € R™" e b(y) € R® funcdes continuas
de y ¢ A < R", A compacto. Consideremos ainda G(y) simétrica e

definida positiva V y ¢ A. Definimos

i
2
gy(x) = Vg, (X} = G(y)x+b(y).

gy(x) = xTe(y)x+b(y)T x e

Entdo existe y > 0 tal que, se qy(m) < qy(z), temos

lgg (@)l < vlg,(2)1.
Prova: Ver Martinez [1987].

Para os lemas seguintes vamos supor que toda a sequéncia
{xk} gerada pelos algoritmos 2.2.2 ou 2.2.3 estsd contida em um

compacto S < D.

Lema 2.3.2. Para todo k = 0,1,2..

Mgkl < ngﬁ <M lgxl,

com 0 < M < M < o,
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Prova:

(i) vamos mostrar inicialmente gque

lvel < M lgkl, M > 0.

Como v, resolve o problema (2.8) entdo:

ﬂJka+f} i < kagk+§k I .

Pelo lema 2.3.1, existe y > 0 tal que

| TiTavirax | < ¥l TETrgrrax 1,
wd ”1
| (T ™ o 1 IETwvrgn b < ¥ 1TET0) ™Y | 0879 ,+gx |

-1 -1
IV (T5%) “gx |l < ¥ 1T5o0 ™M o | TFTgiras |

i

vl = 1T 7axd < v1 570 ™ 19579 gl

| Vkﬂ

A

T -1 T -1
L (TxT%) gl +y 1(T5T 71 1T 5T 2 e+ gl
< cond (Jgﬁh) __%;I__ + ylhgl -

T T

Com a hipétese de que a seguéncia {x¥} esti contida em um

= J(x¥) & uniformemente
limitada neste conjunto. Assim, fazendo

conjunto compacto, garantimos que Ty

Ef-k = COﬂd(Jng)

.......%:_L‘!-‘Y ¢
1T R,

temos que existe M tal que



M= sip M, e fvel < M I gl

para todo k = 0,1,2,...

(ii) Vamos agora mostrar que

Ivel 2 M lggl, ¥ > 0.

Por (2.8) temos que
2 T

" gkﬂ = ‘—<gk,JkaVk>.

Portanto,
T

G JpIpVe> < 0 e,

usando a desigualdade de Schwarz:

bgxl? < lgpl « 1TET vl ,

ilJkavkﬂ 2 lgul,

lgxl

Ivel = ——
[T 3T gl

Assim, com as mesmas consideracgdes feitas na parte (i), se

tomarmos

teremos satisfeita a desigualdade

nvku z M Hgk"f parak = 0,1,2,...
Agora, s& falta mostrar que M < M.

27



1+y
i
W T gl

My = cond (JiJy) +y
l+y

b S R
T
1T T gl

+Y
> Y
1T 2Tkl
.
P 2T il

1

28

Mas M, = —_ e, assim, Hk:>gk, para todo k = 0,1,2,..., e

7
N T 2T gl

Lema 2.3.3. Existe 68, > 0 tal que

Vre9r> S - 0l vl gy,

para todo k = 0,1,2...

Prova: Seja P ¢ R™? uma matriz cujas colunas formam uma

base ortonormal para o subespa¢o gerado por gr © Wy

Assin,

Vi =Pa, a € B, e

a = -(pTrlr,p) 7t PTg,.

Fazendo B, mfﬂhgbkp,consideremos a decomposigdo:

Bp = QkaQgr

onde:



Q) € R?*2 & uma matriz ortogonal;

.D;, € uma matriz diagonal,

k

Dy = diag(of,og), com 0, < 0,

os auto valores de By,

Entdc, sendo z; = PTg,, temos:

T -1
ZpByr Zk

T, -1.T
ZpQrDp Qr2x

1B zpl « | 2l

1D 0Tz, ] | 24l

29

T, -1
- WD oy
=g !
FDg @l « |l
T
onde Wy = QpZg.
Portanto,
2 2
e -1 91, %2
Z2pBr 2 g; 03
-1 - i/32
I Br 2l - Izl : o
2 1/2
%Mm&% (of + )/
a; g3
2 2
e S !
> 21
92
1
cond(By) '
ou seja,

Entdo,
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-1
LPTQk)T(PTJkaP) P, S 1
....1 -
§ (PTTETP) " PTgy ) | PTg,l cond (PTJ 4T, P)

1

a ? -
cond (J 3 J %)

T T y
lal 1P gl cond(Tx Jy)
~fal .| PT
Pa,g> < ol 17l

T ’
cond(J, Jg)

- Pal . | ggl

<kagk> < 7 ’
cond(Jy Jg)

-1
cond(Jg'Jk)

e <Vyp,gp> <

MVl Hggl -

1
T
cond(J; Jy)

Neste caso, fazemos Bf = e 0, =inf‘9f,
P

e a tese esta provada, para todo k = 0,1,2,... n

2.4. Estratégias "Tolerantes®

O Gltimo algoritmo que descrevemos neste capitulo faz uso do
que chamamos estratégias "tolerantes". Nosso procedimento esta
inspirado na estratégia global introduzida por Gomes-Ruggiero,

Martinez e Moretti [1991] para sistemas de equacgdes ndo lineares

n x n.
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Quando aplicamos o algoritmo 2.1, nosso objetivo & obter uma

sequéncia tal que %ig | xk* 1y k| = 0.Para problemas fortemente nio

lineares, e gue possuem residuo grande, sabemos que a
convergéncia deste algoritmo "puro" & menos provavel., J&a nos
casos de residuo pequeno, demonstramos no capitulo 3 que o
algoritmo 2.1 converge localmente, mas ndo apresenta condigdes
para convergéncia global. No entanto, observamos que as diregdes
W = x**1 ~ ¥¥ muitas vezes representam diregdes de descida para
a fungdo de mérito f definida por (2.5). També&m observamos que,
em muitos casos, a convergéncia do algoritmo 2.1 ocorre, mas

ﬂﬁkg nao decresce monotonicamente.

Estas observagdes motivaram a aplicagio de estratégia
tolerante, isto &, aceitamos que ﬂﬁkﬁ aumente, mas usamos um
passo "global'" que faga decrescer o valor de f se ﬂﬁﬁa ndo
decresce depois de um nlmero pré-determinado de iteragdes.

Chamamos "iterag¢io ordinaria" a cada iteragdo produzida pelo
nétodo local e "iteragdoc especial® as iteragdes produzidas pelos
algoritmos com estratégias de globalizagdo (qualquer um dos

algoritmos da segdo 2.2). A combinacdo das iteragdes ordinarias e

especiais pela estratégia tolerante gera o seguinte algoritmo:

Algoritmo 2.4.

Seja |Wgl = min{|Wol , kW el ,ee o, 17gl}- (2.19)

Definimos ﬁs?ﬁﬂ =® se k < 0. Sejam:



. g, um inteiro positivo;

- Y € (0,1);

o

. X° € D uma aproximagd3o inicial arbitraria.

Inicializagdo: k = 0; FLAG = 1.

Passo 1:
Se FLAG = 1, obtef x¥*1 através de uma iteragdc ordinaria.
Se FLAG = -1, obter x¥*1 através de uma iterag¢do especial.
Passo 2:

Se [Wgs1l S ¥ IWgegl, fazer FLAG = 1, k = k + 1.

Se IWgsal > ¥ IWgi1gl, fazer FIAG = -1 e k = k + 1.

No capitulo 4 demonstramos a convergéncia global deste
algoritmo. Mostramos que, de fato, duas possibilidades podem

—& s .
ocorrer: ou [wgf converge a zero ou, se x" & um ponto limite da

sequéncia {xX} gerada pelo algoritmo, entdo g(x*) = VE(x*) = 0.

32



caritTuLo 3

RESULTADOS DE CONVERGENCIA LOCAL

Neste capitulo vamos mostrar a convergéncia local do
algoritmo 2.1 descrito no capitulo anterior. O algoritmo pode ser

visto como um processo iterativo do tipo xk*1==¢(xk) e, entédo,

demonstramos que lim x* = x*,se x* & um ponto fixo do operador
Kk-aco

@ (%) |F(x*)| & pequenc e x° esta suficientemente perto de x*.
Abordamos também o caso m < n, usando as idéias de Meyn

[1983].

3.1. Os Operadores ¢ e G

Consideremos F(x) como em (2.1) -~ (2.2) e seja Ji(x) € | il
© Jacobiano de F;(x), i = 1,2,...,s.

No algoritmo 2.1 vimos gue uma nova aproximagio x*¥*! &
obtida a partir da combinac3o convexa das projegdes ortogonais de

x¥, k = 0,1,2,..., nas variedades (2.3). Assim, se definirmos
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xt=x -J(x)t Fy(x), 1i=1,2,...,s,

8
e (x) = Y Agxd (3.1)
i=1

8
com A; > O para i =1,2,...,8 e ¥ A; =1, temos que x**1 = ¢(x¥),
i=1

para k = 0,1,2,...
Consideramos x* um ponto fixo de ¢(x) e usamos um operador

auxiliar definido por:

G(x) (3.2)

H
k?..
»i
.

onde X% = X -J;(x"  Fi(x), i=1,2,...,s.

Observamos qgue x* & também um ponto fixo de G (desde que

8
}: AT (x*)Fi(x*) =0) e que G'(x) existe e & continua V x ¢ D:
i=1

g
¢ (x) = N A I-T (x*)T(x)). (3.3)

i=1

Algumas hipdteses devem ser consideradas neste capitulo.

Vamos supor que J;(x) & Lipschitz - continua em x*, isto &,

existe L > 0 tal que para todo % € D,

[T (x)~T; (x*)} < Lix-x*|. (3.4)

A vantagem de trabalharmos com a hipétese de continuidade de
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Lipschitz & que ndo precisamos exigir que F € ¢? para obtermos
os resultados desejados.
A desigualdade (3.4) implica que para todo x, z € D,

3‘-=1’2 F I L | s,

I Fi(2)-Fi(x)-T;(x*) (z-x) | § L|z-x|max{]z-x*|, |x-x*|} (3.5)

(Ver Broyden, Dennis e Moré [1973]).

Vamos também supor que

*

posto(J;{x)) =m; s m

i (3.6)

iz

para todo ¥ em alguma vizinhanga de x", 1 = 1,2,...,s8. Entido

podemos também supor que existe M > 0 tal que

17;(x)* < M, (3.7)

para todo x na mesma vizinhanga de x", i = 1,2,...,s. (Ver Golub

e Van Loan [1983]).

Lema 3.1.1. Sejam ¢ e G definidos por (3.1) - (3.2). Existem

B € [0,1) e €; > 0 tais que se |F(x")] < 8 entdo, para todo

X € B(x",€,) temos:

IG(x) - ¢(x)| < a3lx-x*|, coma; € [0,1).

E
Prova: lG(x) - ¢(x)] gggz:liyi - Ayxd|
1=1 i=1
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1Y A (xi-xi))
i=}
s 4 .
< Y A Ei-xi
1=1

g
<Y AT (M) TRy (x) - T(x) TRy (x) |
1=1

=
< p Ml (x*)* = T5x) | IF(0) ) . (3.8)
=1
Mas, por (3.4), (3.7) e pelo teorema A.4 do apéndice, temos que
175 (x*)* = T;(x)*) < 2Vn ML |x - x*|.
Assim, de (3.8):
-4
16(x) - ¢(x)| < 2yn ML |x - x| Y AlFix)] . (3.9)
i=}
Supcmos entdo que ¢; e 6 sdo tais que
=
2vn ML Y AilFix)f <a; <1,
i=]

para todo x € B(x",€;). Assim,

lG(x) - (x)| < ailx - x*,

para todo x € B(x",¢€;). N
3.2. OCasom>n

Nesta segdo vamos considerar o algoritmo 2.1 aplicado a

resolugdo do sistema (2.1) se m > n, ou seja, se o ntmero de
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equagdes & maior ou igual gue o nimero de varifveis.
Demonstramos que, se o residuo do sistema (2.1) for
suficientemente pequeno, obtemos a convergéncia local linear do

algoritmo. Tratamos de uma forma especial o caso em gue o residuo

€ zero e os blocos sdo tais que posto(J;(x*)) = n, quando entdo a

convergéncia local quadr&tica & mostrada.

Lema 3.2.1. Seja A uma matriz m x n tal que posto(A)

I
o

Vamos dividir a matriz A em blocos:

A

A
a=|2,

Ag

de modo que cada matriz A; tenha dimensio m; Xx n, para

-
i=1,2,...8 e Z:nu = m. Consideremos P; ¢ R"*" a projecio
i=1

ortogonal sobre R(Af), para i = 1,2,...,8 e a matriz
- -]
AEZli(I—Pi),
i=1

8
com A; >0, para i =1,2,...,5 e Ay = 1.
i oy e
1:

Entdo §3u< 1.

Prova: Pela definig@o de norma matricial temos gue

1Af = max | Ay, y € R7,
byi=1
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Mas,
_ 5
f Ayl = | z A (I-Pyyl
i=1
8
<Y Azl (1-Py) vl .
A

Agora, (I - P;)Y € a projecgdo de y en N(A;), para i =1,2,...,s

e, portanto, [(I-P;)y|l < yl, onde a igualdade somente se

verifica se y € N(A;) para todo i = 1,2,...,s simultaneamente, ou
seja, vy € N(A), o que ndo & possivel desde que A tem posto

completo e y * 0. Logo,

fayl < jyl.
Como {y € R® : |yl = 1} & um conjunto compacto, fAyl possui um
m&ximo neste conjunto e max|Ay| < |y}, ou seja A} < 1. | |

Consideremos novamente o sistema (2.1) dividido em blocos

como em (2.2). Vamos supor gque J(x") tem posto completo (=n).

Lema 3.2.2. Existe a, € [0,1) tal que HG/(X*)N < ay < 1,

Prova: De (3.3) vemos que:

8
G/ (x*) = ¥ A;(I-0;(x*) T, (x%)).
i=1
Mas P; = J;(x*)"'7;(x*) & a projecio ortogonal sobre R(J;(x*)Ty,

para todo i = 1,2,...,s. (ver apéndice). Portanto, usando o Lema

3.2.1 temos demonstrado gue



16/ (x*)] € oy < 1. n

Lema 3.2.3. Sejam €, > 0 e a, € [0,1). Entdo
1G(x)-G(y)| < azlx-yl, Vx,yeB(x*,¢;).

Prova: Como G(x) & continuo, com derivadas continuas Vx € D,

pelo Teorema do Valor Médio temos que:

G(x) = G(y) + G’ (§) (x-y),
onde § = x-t(x-y), te(0,1).

Entdo:
e (x) -Gy}l < 167 (E) | Ix-y] .
Seja e, >0ex,y e.B(x*,ez); temos que £ ¢ B(x*,ez)

e assim |G/ (8)] < @, < 1 (pelo lema 3.2.2, levando-se em conta

a continuidade de G'). Logo:
IG(x)-G(y)}| < a3 |x-y}. K

Lema 3.2.4. Existem e >0ea;e€ [0,1) tais que

lo(x)-x*} < a3 |x-x*|, Vx € B(x*,¢e).
Prova:?

lo(x)-x*f < lo(x)-G(x)]| + |G6(x)-x*].

Pelos lemas 3.1.1 e 3.2.3, se €; e €, forem suficientemente
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pequenos e € < nin{e¢;,€,}, podemos mostrar que existe a; tal que

0 £a; + a, < a3 <1e, para todo x € B(x",€¢), temos:

fo(x) - x* < a3 Ix - x*]. |

Teorema 3.2.5. Existem e >0e 6 € [0,1), tais que se

x% ¢ B(x*,¢) e |[F(x*)]| <6 <1, entdo a sequéncia definida por
k+1 . k * ' *
x® = o(x") estd em B(x ,e) e converge linearmente a x* com taxa

de convergéncia menor ou igual a a3 € [ay,1).

Prova: Definamos € como no lema 3.2.4.
(a) Vamos mostrar que {x*} < B(x",e), para todo k = 0,1,2,...
Esta parte da demonstracdo vai ser feita por inducio.

Por hipdtese temos que x0 € B(x*,e). Vamos entdo supor que

x¥ € B(x",€) e queremos mostrar que x**! ¢ B(x*,¢).

Ix%*2 - x*| = Jo(x¥) - x*|
< asfxk® - x*|
= &38

< g,

e assim temos demonstrado que toda a sequéncia {x*} esti em

B(x",€).
(b} Vamos agora mostrar que {xk} converge a x’.

Izt - x*| = |o(x°) - x*| < a3]x° - x*|
1x% = x* = Jo(xY) - x*) < azlx? - x*| < o0 - x*
bx* - x*| = Jo(xk 1) -~ x*| < a¥|x0 - x*
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Lim [x* - x*| < lim of 1x° - x*|
Jorn k-

Mas lim ag = 0, desde que a3 € [0,1). Logo
Ko

lim fx* - x*] =0 e 1im x* = x*.
ko k-

Além disso, vemos que a sequéncia {x*} converge linearmente

a x", com taxa de convergéncia menor ou igual a aj. |

No seguinte teorema colocamos condigdes sob as quais

convergéncia quadratica & obtida.

Teorema 3.2.6. Vamos supor que F(x"*) = 0 e que

posto(J;(x")) = n, para i = 1,2,...,s. Entdo existem ¢ > 0,

0

c > 0 tais que, se %" € B(x*,e), a sequéncia gerada por

xk+1 =«p(xk), k=0,1,2,...,converge a x° e satisfaz
b5t - g o fxk - 272, (3.10)
Prova: Definamos € como no teorema 3.2.5. Convergéncia de

{xk} a uma taxa linear segue-se deste teorema. De (3.1) temos

que:

3 Xk+1 k

-x* = |x

8
-x* = Y Mo xR) R xRy )
i=1

Consideremos:
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A = fxk - x* - Y, AT (%) YT (xR (xk-x*)
i=1
g =
Ay = | 2:1 AT (x%) Py (x*) (xF-x*) - ¥ Mo (x*) TR (xR,
1= i=]

5 8
A; = | z:ll_iJi(x*)+Fi(xk) - ¥ Agix*) R xRy
: i= i=1

Assim,

k+l

*
Jx7% - x*] < A) + A5 + A;.

Temos que:
8
Ap = x5 - xt - B AT () T (%) (xkx?) |
i=1
=
SHIT - Y A0 (x*) T (x| [x% - x*.
i=1

Mas, desde que posto(J;(x*)) = n, temos que N(J;(x"))

portanto,

F=1
Iz - ElliJi(X*VJi(X*)H =0,
£

ou seja, A; = 0.

= {0} e,

8 -]
Ay = "?;1 AT (X7 Ty (x*) (xKox*) = 30 55 (x*) R (xR )

i=1

H

£
I El AT (XM IF (xR - Ti(x*) (xR-x*) 1)

g
’!Z%.liJi(X*)+[Fi(Xk) - Fi(x") - J(x") (x%-x7) )



8
< Y A ML fx* - x*) 2

P
1f
e}

ML || x* - x*|2,

72N

usando (3.4) e (3.5).

F-1 8
A3 = | Y AT (xR xRy - Y AT (xR R (xR )
i=1 i=1
= |G (x*) - o (xk)]
3
< 2ynML |x* - x*] ¥ AR, (xR,
i=1

usando {3.9)}.

Mas, por (3.5), temos que:

IFi(x%) - Fiqx®) | - 10,(x%) (x5-x*)| < L|xk - x*|2

IFi(x%)y - Fix*) | < [Lixk-x*] + |T;(x*) 1] [x*-x*].

Por hipétese, F;(x"} = 0 para i =1,2,...,s, e como, pelo
1

teorema anterior, temos que {xk} converge a x", obtemos:
A3 < 2/n ML | x*-x*|2.
Logo,

k+1

x5 - x*| < o |xk-x*)2,

onde ¢ = {2J;-+ 1)ML.

43
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3.3. Resultados de convergéncia na presenga de uma variedade
de pontos fixos(caso m < n) (Sampaio [1985], Martinez e Sampaio
[(1986])

Consideremos novamente o sistema nio linear (2.1), mas agora
comm < n, isto &, o nimero de equagdes menor gue o nimero de
varidveis. Neste caso, as fungbes e e G podem ter uma variedade
de pontos fixos.

Seja
E={uiu = G(u)}c Db,

uma variedade de pontos fixos da aplicagdo G, definida por (3.2).

Por questdes de notagdo vamos reescrever (3.2) como

8

G(x) = ¥ Ay (x-7;(u0) *Fy(x)), (3.34)
=1

onde u® € E.

Vamos supor nesta se¢do que J(uo) tem posto completo (= m),
Y ul e E.

Lema 3.3.1i. u’ & ponto fixo de G se e somente se F(uo) = 0,

Prova:

(1) Vamos supor que u’ & ponto fixo de G.

g
G(u% = Y Aiu® - g0 R ).
i=1

como G{u®) = u®, entao:

s
Y A0 'F (e =0, ou seja,
i= :
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[T . T (u®) Y 1LF () = o, (3.12)

onde

Desde que J(uo) tem posto completo m, entio Ji(uo) tem posto
completo my, para todo i = 1,2,...,s, e podemos reescrever (3.12)

por:

ou ainda,

(T3 (u%)7y(u®) 7)1
J(u)” ' LF(u®) =o. (3.13)

(Tg(u®)Tg(u®)T)-1)
Vamos chamar
(T (u®) Ty (u®T)-1

y = = LF(u%,
(Tg(u?)Tg(u®) )t
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y € R®. Entdo o sistema (3.13) pode ser reescrito por:
J(uo)TY =0,

o qual s6 possui a solugdo trivial y = o0,

Assim:

(T (u®) Ty (u®)T) -1
; LF(u® = o.
(Tg(u®)Tg(u®) 7)1

Como J; tem posto completo e li >0, para i = 1,2,...,8, entdo
F(u%) = o.
(2) Vamos supor que u? & tal que F(u% = 0. Entao

-
G(u® = ¥ au
i=1
e, portanto, G(u% = u°. [

Corolério 3.3.2. u® & ponto fixo de ¢ (definida em (3.1)) se

e somente se F(uo) = 0,

Trabalhando com sistema ndo lineares indeterminados (m < nj,
possivelmente ndo temos ﬁG'(uO)" < 1, como demonstramos na segio

anterior. Baseados no trabalho de Meyn [1983], obtemos resultados

de convergéncia local partindo de ﬁG’(uo)IR(J(uo)T)H < 1.

como vamos demonstrar no lema a seguir.

Lema 3.3.3. |G/ (u9)| )n < 1.

R(J(u9)T
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Prova: Sabemos gque

167 (u°) | | = max |6’ (u%y].
yer(J(u"yTy,

Iyi=1
Seja entdc y e R(J(u%) 7). pe (3.3), vemos que:

R(T(u%)T)

=)
¢/ (u% = 2 AT - T,
i=

e, portanto,

le/ (u%yl = 3125_:1 A (T -Pyyl,
onde P;y =J;(u®)*s;(u%y & a projecdo ortogonal de y sobre
R(J;(u®)T), parai=1,2,...,s, e (I - P,)y & a projegao
ortogonal de y sobre N(Ji(uo)), para 1 = 1,2,...,s8

(ver apéndice). Assim,

6’ @yl < Iyl, (3.14)
onde a igualdade em (3.14) sbé ocorre se y € N(J(u®). Neste caso,

isto & impossivel pois, por hipétese, y € R(J(uO)T). Portanto,

I/ (W yl < Iyl.

Como |y| = 1 define um conjunto compacto, kGl(uo)yu possui um

maximo neste conjunto e

max | ¢/ (u®) vy < iy,
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ou seja, /0
16" (u ”R(J(UO;T)" < 1.

Vamos agora mostrar gue existe um conjunto aberto D; « D tal
gque definindo

v:Dy—=E tal que

Ix - v(x)} =min jx - uf, (3.15)
uek

entdo vale o seguinte lema.

Lema 3.3.4, Se F € C?(D), temos que v é uma aplicagdo bem

definida e continua en D, < D.

Prova: v(x) pode ser definida como solug@o do problema

: - 2
Min lx - uf (3.16)
s.a F(u)=0.

As condig¢des de Lagrange para (3.16).-nos levam ac sistema:

il

(x-u) +J(u)Ty =0

F{u)

(3.17)

0, yeR",

o qual possui (n+m) equagdes e (2n+m) vari&veis (x,u,¥y).
Uma solugdo particular para o sistema (3.17) pode ser:

(u?,u%,0) € R, Além disso, com a hipétese que F € C2(D),

existe a matrix Jacobiana J, (n+m)x(n+m),do sistema (3.17), em

relagdo as varidveis (u,y), a qual avaliada em (u®,u®,0) & dada

por:
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: O\
E(UG,UO,O) - -1 : J(u ) }
T i 0
- n —+ = m -

Podemos mostrar também que 3(u°,u°,0) é n3oc singular:

-consideremos o vetor (g)e R**M, e o sistema

3(u°,u°,0)(Y) =0 (3.18)
z
Entdo:
-y + J(HO)TZ = 0 (3.19)
Ty =0 (3.20)

De (3.19) temos que y = J(u%) Tz, e substituindo y em (3.20)
obtemos J(u®)J(u’)Tz = 0. Como estamos supondo que J(u° tem

~ posto completo, entdo z = 0, o que implica y = 0. Portanto, o

sistema (3.18) tem uma tGnica solugio (g)= 0, © que prova que
J(u%u%,0) & nao singular.

Dessa forma temos todas as hipdteses necessédrias para que o
Teorema da Fungdo Implicita nos garanta que existe um conjunto
aberto D; < D, com u® ¢ D,;, tal que para x ¢ D;, existem funcdes

vi(%), i = 1,2,...,ntm, tais que v, ¢ ¢, i = 1,2,...,n+m,

v(uo) = (uf,m,ug,o,m,o) e (uo,v(uo))é sclugdo para o sistema

(3.17).
Em particular demonstramos que para x € D; existe a funcgédo
vi{x), v(x) = (vl(x),vz(x},,..,vn(x)), tal que v ¢ ¢l e V(uo) = 0,
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Lema 3.3.5. Seja u®? € E. Existem a ¢ [0,1) e € > 0 tais que
para todo x € B(u®,¢),
i6(x) - v(x)l < alx - v(x)}.

Prova: Por (3.16) vemos gque para todo x € D satisfazendo

0o

v(x) = u’ temos que x - u® ¢ R(J(u%)7T). Entido:

167 (u) (x-u®) | < BIx-u®), B e [0,1).
Desde que G'(v(x)) & continua, existem € > 0, B, € [0,1), tais

que:
16/ (vix)) (x = v(x))| < Bilx - vix)],

para todo X € B(uG,e). Para € suficientemente pequeno, existe

¥y < 1-B,; tal que

IG(x) - G(v(x)) -6/ (v(x))(x - v(x))] <vlx - v(x)].

Portanto:

I6(x) - v(x) | = 16(x)-6" (v(x)) (x-v(x)) + G (v(x)) (x-v(x)) -v(x)]
sle(x) - v(x) - & (v(x)) (x-v(x))| + |6 (v(x)) (x-v(x)) ]
Ay + By Ix -v(xy,

e a tese se verifica para a = + . |
1

Lema 3.3.6. Seja u® ¢ E. Existenm B e [0,1) e € > 0 tais que,

para todo x € B(u?%, ¢),

le(x) - v(x)| < Blx ~vix)].
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Prova:

le(x) - v(x)| s le(x) -6x)] +16(x) - vix)].
Pelo lema 3.3.5 existem a € [0,1) e ¢ > 0 tais gue, para todo
x € B(u®,e€),
IG(x) -v(x)i cafx -v(x)].

Agora, por (3.9),

fo(x) - 6(x)| < 2ynML |x - uO) ;::lxiﬁpi(x) i, (3.20)
e por (3.5):
IF3(x) = Fy(vx))] - 105 [ Ix-v(x)] s Lix-v(x)] M,,
onde
My = max{|x-u®,|v(x)-u}.
Como F;(v(x)) = 0, para todo i = 1,2,...,s, entio:

IF: ()] < (LM, + |T;(u®) )] Ix - vix)]. (3.21)

Tomemos a, € [0,1}, coma, + a < B < 1 e €, > 0 tais que, de

(3.20) e (3.21),

lo(x) - G(x) s ap Ix - v(x)i,

para todo x € B(u%e,).

Portanto, existe € < min {€,€,} tal gque

le(x) - vix)| < Blx-v(n)i,

para todo x ¢ B(uoge), B
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Teorema 3.3.7. Sejam u® ¢ E, 0 < § < €. Existe
B(u%,6) < B(u%€) tal que para todo x° ¢ B(u%,4), a sequéncia
definida por x**! = ¢(x¥) converge para.um ponto de E.

Prova: (Ver Meyn [1983]) Pelo lema 3.3.6, para P < 1 existe
€ > 0 tal gque

l¢(x) ~v(x)] <Blx - v(x)|, Vx € B(u,%).

Sabemos entdo que 1+p 21

1i-p

e, portanto,

120 - v(xO) ] s 2B %0 - (k0.

1-p

Assim, & pode ser escolhido tal que, para todo x° ¢ B(u%,s),

‘%;g Ix® - vi(x9 ] + Jv(x® -u% < §<%.

A primeira parte da demonstracdo consiste em:

(a) mostrar que {x*} ¢B(®,%), k=0,1,2,...

(a.1) mostrar que

Ix¥ - vix5 1y < p* 1x0 - v(x9)].
Prova por inducgdo:

. Se k = 1:

Ixt = vixO) ) = 1ox% - v(x% ] < B §x° - v(x9) ).

» Vamos supor gue

x5l - vx®2y) < R %0 - v(x0) ).

. Entdo:



Ix* - v(x* )| = jox* 1) - vixkl))
< P lx*1 - vixklyy
< B IxRt - vixk2y
< BE X0 - v(x9) ).
{a.2) mostrar que
ix* - u® < (1+p) k):: [BL 1x9 - v(x%) ] + Jv(x% - uO.

Prova por inducgdo:
. Se k = 1:
Ixt-u®) < x1-v(x°) | + [v(x°) -u®
< B Ix%-v(x%) ] + fv(x0) - u%

< (1+B) I xO-v(x%) | + |v(x0)-uP.

. Vamos supor que
k-1
Ix*-u®l < (1+B) > (BHIxO-v(x0) ] + [v(x®) - uO).

1=0

. bBntdo:
R R IR e e I PRt
< PRXO - vixO) )+ Ixk - vixELy | o+ gxk - O
< PR X0 - v+ BRIxO - v(xO) ] + JxK-u0f

< PR L xO-v(x0) | + BEIxO-v(x0)| +

k-1
(1+B) 3 (B Ix® - v(xO) i) + Jv(x%) - uO
i=0

k-1
S (P PHIXC - v(xO) | + (1+) T BEIXO - v(xO)f
1i=0

jv(x%) - ud

53
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K
S (1+B) Y (BHx0 - v(x®) )] + Ivx®) - u%
i=0 ,

1+p

< i3

< 6.

%% - v(x®) | + Jv(x%) - ud

Assim fica demonstrado que {x*} c B(u%,%), para todo
k=0,1,2,..., e todo ponto de acumulacido de {xk} é um ponto fixo

de G.

(b) Mostrar que {x¥} & uma sequéncia de Cauchy.

|xP ~ x9| < |xP - v(xP )| + %P2 - v(xP1y|
+ |xP71 - x9), p-1>q.
2Pt - x9) < %P2 - v(xP )| + |xP2 - v(xP2)|

+ |xP2 - x9), p-2 > q.
Repetindo este argumento para

[xP™4 - 9, i=2,3,..., p-g-1, temos:

P-q , i R
1P - x9 < 37 (%9 - v(xTHE | o |59 oy (x9ritly )

i=]
e-q .

< ¥ (B9 §x0 - v(xQ) | + BT |10 - v(x0) ]
=]

< i_f?; 1x° - v(x©)|
2 B9

= E:B &,

2 p9

Assim, dado € > 0, pedimos que =P § < €, ou seja,

ln(ﬁ(;;ﬁ))’

q> Inp




ln( 5(;;5))

Portanto, existe N = TP tal que, se p > q > N,
I ¥ - x9 | < €, o que mostra que {x¥} tem um tGnico ponto de
acumulagao.

55



cariTUuLO 4

RESULTADOS DE CONVERGENCIA

USANDO ESTRATEGIAS GLOBALIZADORAS

Vamos considerar novamente o problema (2.5):

Min oo £(x) = %E{F(x) 15, 1<ps2.

Neste capitulo vamos mostrar que os algoritmos da secgfo 2.2
possuem convergéncia global, como também, sob certas condigdes,
apresentam convergéncia local. Porém tratamos de convergéncia

local "fraca", no sentido que pode ser necessaria mais de uma

avaliagdo de fung8o por iteracdo.
4.1 Convergéncia Global

Teorema 4.1.1. Se x" & unm ponto de acumulacgdo da sequéncia

{x¥} gerada por um dos algoritmos da segdo 2.2, entdo
g(x")=Vf (x")=0.
Prova: (Ver Martinez [1987]) Se x” & um ponto limite de {x¥*}

entdo 3 K; « N e a subsequéncia {Xk}kem tal que LI.:‘LmMK1 xk = x*

Seja B={x* : ke K;}7; B & um subconjunte limitado de D. Como

fe Cl(D), entdo
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lg(x¥)l<c; , ¥V x*eB.

Vamos supor que g(x*) # O.

Como lim%ex1g(xk)==g(x*), entdo 3 K, ¢ K; tal que
lg(x*) 12,50 , ¥ kek,.

Com estas consideragdes iniciais, vamos entdo desenvolver a
demonstraglo em duas partes:
(1) - relativa aos algoritmos 2.2.1 e 2.2.2

Sabemos gque as diregdes dy, k=0,1,2,..., geradas por

qualquer um destes algoritmos, satisfazem:

M g (x*)|<ldgl <M fg(x%)| , para o<u<h , (4.1)
e
<dp,g(x*)> < -8, Idel lg(x*)i{ , para 6,€(0,1) (4.2)
Entéo
MCosM g (x*) I sldl <M | g(x¥) [ <HC,, VkeK,. (4.3)

Assim, 3 K3 < K, tal que limgeg, dp = d.

Tomando limites, para k € K3, em ambos os lados de (4.1) e (4.2),

obtemos:

Mlgix*yl<ldisM fg(x*)| e
<d,g(x*)> < -84 |d] Jg(x*)].



58

Agora, considerando a sequéncia {sx} = {oy d,}, vemos que

duas possibilidades podem ocorrer:

(1.a) 3P>0 tal que |s,f2B Ig(x¥)| Vkek,.
(1.b) o oposto de (1.a).

Vamos analisar cada uma destas possibilidades:
(1.a) BCsB g (x®) Ishardyl =ap I dyl segdc; , Vkeks.

Entdo 3 K4 < K3 tal Jque 1imkEK4 Sk = 5 % ,

Mas, desde que a condig@o (4.2) & satisfeita, podemos ver que s,

= a,d, também satisfaz a condigédo
<59 (x%)> <-81 Iyl Ig(x:) 1. (4.4)

Entdo, aplicando limites em ambos os lados de (4.4) para k € Ky,

obtemos:

<s,g9(x%)> <-8; Is| lg(x*)|,

ou seija,

<s,g(x*)> <-8,7 , y>0.

Como s, satisfaz:

f(xk+sk)sf(xk)+92<g(xk,sk> ., para 0,6(0,1),

aplicando limites em ambos os lados para k € K; temos:
£(x*+s)<f(x*) +0,<g(x*, s>
<f(x*)-0,8,y

<f(x%).
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Assim, 3 k5 € N tal que para k2kg, k € K,

f(x*+s,)<f(x*) ,

o que & absurdo.

(1.b) Neste caso s, # d, e para todo keKgc K3, 1im sy = 0.

Entdo, para todo k ¢ Kg,

ng 2Edk ' 56(0,1) , tal qgue

Ispl<u |sel , e

£(x*45.) > (x%) +8,<g (x*) ,5,>. (4.5)
Vemos ainda gque limgeg, Sk = O.

Pelo Teorema do Valor Médio e pela desigualdade (4.5) temos:

<9’(X’k*5k§k)r§k> > 0, <g(xk):§k> + Ex€(0,1);

- s 8
‘9(xk+5k5k)r-“*§iiﬂ-> > 82 <g(xk),.u§fa_>. (4.6)

Seja Kg « K5 tal que

: Sk
llmkexém = 2Z.

Aplicando limites para k € K¢ em ambos os lados de (4.6) obtemos:

<g(x*),2> > 0, <g(x*),z>.

Como 6, € (0,1), esta desigualdade sé ocorre se <g(x"),z> > 0.
2 g
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Mas,
<g(x%),5,> = <g(x¥),q@,d,>

= Tx<g(x*),dp>

<=-01a; 1g(x®) ] ldgl

<-81 lg(x®) | I3 .
Logo

3
<g(x">,ﬁ’j> < -8, lgxky. (4.7)

Aplicando limites para k ¢ K; em ambos os lados de (4.7) obtemos:

<g(X*)IZ> < _91 "g(X*)ﬂ < gt

0 que & uma contradicio.

Portanto, se x* & um ponto limite da sequéncia {x*} gerada
pelo algoritmo 2.2.1 ou 2.2.2, entdo g(x*) = 0.
(2) -~ relativa ao algoritmo 2.2.3

Este algoritmo gera direcgdes dki i=1,2, k=0,1,2,..., que

satisfazen

Mlg(x®) ) < ldetl < Mlg(x¥)]. (4.8)

Ent&o temos que:

MCy, s M g (x®)| < |dptl < ¥ lg(x¥) ) < Hey ,
VkGKz ,i=1,2.
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Logo,
IK3 © Ky tal que limgepdp? =di, i=1,2 e
Mig(x")l < idi) <M |g(x*)], 1=1,2.
Além disso, como a condicdo

<dpt,g(x¥)> < -8; |d if Ig(x%)} , para 8,€(0,1), (4.9)

deve ser satisfeita, entido
<d,g(x*)> < -0; |di] Jg(x*)].
Temos mais uma vez, duas possibilidades, considerando a

sequéncia {s,} gerada ao final do passo 6 do algoritmo:

(2.a) AP>0 tal que |s,| 2 B hg(x*)|, Vkeky;
(2.b) o0 oposto de (2.a).

Analisando ambas possibilidades:

(2.a) Bei < Blg(x )l < Usel < 14,2 | <M c, , Vkeks.

A

Ent&o 3 Ky < K3 tal que limy g, S, = s » 0.
Por (2.12), s, estd no cone positivo determinado por dkl e

dkz. Podemos mostrar que, entdo, 8, satisfaz a condicgédo:
k < -0 k
<Sp,g(x7)> < 1 Ised lg(x™ 1,

desde gue:
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<Sp,g(xK)> = <dydt+d,d, 2, g(xk)>
<Azdk1,g(xk)>+<12dk2,g(xk)>

-8 Ay Il Hg(x*)1-81 Ay Id 2] Hg(x¥) |
-0, lg(x*)] [llﬁdkl"*lzﬁdkzﬂ]

03 Ispl Ig(x®],

]

IA A A

e a demonstragdo seque andloga a (l.a), levando a uma
contradigdo.

(2.b) Neste caso, existe K5 « K; tal que

}'imkekssk = 0 e s;%d,? VkeKg.

Entdo existe

EkEC(dkl,dkz) tal gque

ISkl < b Isil e £(x*+5,) > £(x¥%) + 8,<g(x*%),5,>.
2 k

Novamente, pelos mesmos argumentos usados em (1.b), chegamos a
uma contradicaio.
Concluimos entdo gue, se x” & um ponto limite da sequéncia

{x*} gerada por um dos algoritmos da secdo 2.2, entdo g(x*) = 0.8

Devemos observar gue o teorema 4.1.1 & um resultado de
convergéncia global mais geral, no sentido de gue se aplica a

qualquer algoritmo que gere uma sequéncia {xk} por

xk+1 k

=X +Skfk:0'1,2'onn’

onde s, satisfaz:



63
<g(x®),s,> < 01 1g(x®) | Iskl,

Mlgx®l < sl < ®g(x%)]

e
£(x%) + s, < £(x* + 0, <g(x%),5;>,

com 8,;, 6, € (0,1) , O<M<M<w, k=0,1,2,...

Teorema 4.i.2. Seja {x*} uma sequéncia limitada gerada pelo
algoritmo 2.4. Entdo:

(1) limg,, IWgl = 0 ou

(11) infglg(x*)| = o.

Prova: Considerando a sequéncia {x¥} gerada pelo algoritmo
2.4, duas possibilidades podem ocorrer:

(i) {x¥} & gerada por um nimeroc infinito de iterag¢gdes ordinirias.
Supomos entio que

Kl = {kl,k2,k3,...} < N, com klzq e ki<ki+1f
Vi=1,2,3,...,

€ um conjunto de indices de iteragdes ordindrias. Portanto,

& —a
10 < v 1w, gl

(4.10)
Vi=1,2,3,...
Definimos indutivamente
k; f1=1,2,3,..., por :
(a) ki = ky-q; (4.11)

(b) para i =1,2,3,...,
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se ki =ky - g entdo
k§+1 =k;~q, {4.12)

para algum 1 tal que k; - g 2 kj.

Por (4.10) - (4.12) temos:
—4a —d
W,/ W (4.13)
EYRERA AR

para todo i=1,2,3,... .

Mas, por (2.19),
1wl < 1w 21, (4.14)

para todo k=0,1,2,... .
iLembrando que y € (0,1), temos, entdo, por (4.13) e (4.14),
gque:

lim Wkaii =0,
-

(ii) existe K tal que para todo k 2 K as aproximagdes x* serdo
obtidas por um dos algoritmos da segdo 2.2. Neste caso, o Teorema

4.1.1 garante o resultado desejado. n
4.2 - Alguns resultados especiais de convergéncia

Vamos considerar nesta segfo a sequéncia {x¥} gerada por

qualquer um dos algoritmos da segdo 2.2.
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Teorema 4.2.1 Seja x" um minimo local de f em D e um ponto

estaciondrio isolado de g(x). Existe ¢ > 0, tal que se

x% € B(x*,€), entdo lim x¥ = x*

Prova: Como %" & um minimo local estrito de f em D, entdo d
€, > 0 tal que f(x) > £(x*) se 0 < fx-x*] < €.

Consideremos o conjunto

N = {x:€1/2 < [x-x*] < €;}.

Comc £ & uma fungdo continua e {i, um conjunto compacto, entdo f

tem um minimo em ;. Seja m = min f(x).

xEfly

Consideremos agora o conjunto

0y = {xeB(x",€,) : £(x) < m}.

Observamos que:

. 1, #* o, desde que x* € 0,;

. 0, c© B(x*,e1/2) e & aberto, pois, caso contrario, poderia haver

X € Q) N A, tal que £(x) 2 m e £(x) < m.

{absurdo)
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Vamos supor que para todo x € I, temos ﬁ lg(x)| < €,/2; e
escolhamos € > 0 tal que B(x",¢) < n,.

Por hipdtese, x° ¢ B(x*,¢) c nz..

Vamos supor que x¥ € 0,, e queremos mostrar que xk*1 ¢ o,,
Vk=0,1,2,... .

Sabemos gque |s,| = |x**! - x¥| satisfaz: |s¥] < M |g(x¥)|,
para k=0,1,2,..., qualguer que seja o algoritmo da segdo 2.2
aplicado. Assim

bkt ox*] < Jakrtox Ky 4 xkox¥)
S M jg(x®y| + Jxk-x*] < ey/2 + €,/2,

ou seja, |x*x*1

- x"| < €; e, entdo, x**! ¢ B(x",€,). Mas

f(xk+1) < f(xk) e f(xk) < m, desde que xk ¢ f1,; portanto,

£(x**1) < m e, entdo, mostramos que x¥*! ¢ ,, Yk=0, 1, 2, ...
Assim, toda a sequéncia {x*} est& em 1, c B(x*,e1/2) e todo

ponto de acumulagdo de {xk} estéd em B(x*,e1/2). Seja £ um ponto

de acumulagdo. Pelo Teorema 4.1.1, X & tal que g(R)=0; como, por

hipétese, x" & um ponto estacionirio isolado de g(x), entdo

= x*, ou seja, a sequéncia {xk} converge para x*, um minimo

local de f£. B

Teorema 4.2.2. Dado x° € D, consideremos os conjuntos:

1

il

{x: £(x) < £(x")},
1,

1l

{x: g(x) = 0}.

Se N, & compacto e I; N N, tem um ntmero finito de pontos, entdo

a seguéncia {x¥} converge.
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Prova: {x¥} c f,, Vk= 0,1 ,2, ... Como, por hipétese, 2, é
compacto, entdoc {xX} possui uma subsequéncia convergente cujo
limite x & tal que g(x)=0 (pelo Teoreﬁa 4.1.1). Como, também por
hipétese, ; N O, é finito, {x*} possui um conjunto finito de
pontos limites, que vamos chamar: y,, Y2r++.¥;. Consideremos
4 = mini,‘j d(yi,yj), i,j =1, 2, ..., 1, e consideremos as bolas

abertas B(y;,d/4), i =1, 2, ..., 1; seja

8= U B(y;d/4).
i=1

Podemos afirmar que o conjunto 1, - B possui um niimero
finito de pontos de {x¥}, k = 0, 1, 2, ..., pois se houver
infinitos, ou seja, se o conjunto Ky = {k : xk € N,-B} &
infinito, a subsequéncia {x*}, k € K;;, que estd contida em um
conjunto compacto , possui um ponto de acumulagdo diferente de

Yi» 1 =1, 2, ..., 1, o que & uma contradicdo.



Seja entdo k o maior indice a partir do qual ndoc h& mais

pontos de {xk} em {1;-B. Se para k 2 k,-xk € B; e xk*1l ¢ Bj,

i, =1, 2, ..., 1, entéo:

[xk* - xk| > d/4.

Se 1 > 1, isto acontece infinitas vezes; mas entdo

| x**! - x¥ | 4 0, o que & uma contradicio.
Portanto, a sequéncia {x*} possui um Gnico ponto de
acunmulagédo.
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CAPITULO 5

IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Os algoritmos descritos no capitulo 2, com excegio do
algoritmo 2.2.3., foram implementados computacionalmente no VAX
11/785 -~ Sistema Operacional VMS ~ da UNICAMP, em linguagem
FORTRAN 77, com aritmética de precis@o simples. A implementacio
estd voltada para sistemas de grande porte, com estrutura esparsa

da matria Jacchiana.

5.1. Divis3o em Blocos

Trabalhamos com os sistemas divididos em blocos guadrados,
ou seja, m; = n para todo i = 1,2,...,s. Com isso, o cédlculo de
cada projegdo ortogonal reduz-se a resolugdo de um sistema linear
quadrado. Para obter a solucdo de cada um destes sistemas
lineares usamos a subrotina MA28 de Harwell Subroutine Library
(Duff [1977]). Esta subrotina implementa o método da Decomposicdo
LU para sistemas grandes e esparsos, usando estratégia de
pivotamento aplicada de forma a manter a esparsidade da matriz a

ser decomposta, mas controlando também a perda de precisdo por
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erros de arredondamento., Num certo est&gio r do processo de
decomposigdo, r = 0,1,2,..., 0 elemento a}ﬁ’ escolhido para

pivd deve satisfazer

(r)

Iarr | 2u maxla{{)l
Jar

rJ

ou |ﬂ§jzummﬂﬁ?|,
izr

onde ue [0,1] deve ser fornecido pelo usudrioc (observamos entio
que conforme u fica mais perto de zero, mais a preservacgio da
esparsidade & priorizada em relagdo & estabilidade).

Nos algoritmos gque incorporam estratégias de globalizacgio
(algoritmos 2.2.1, 2.2.2 e 2.4), o parametro a usado na busca
linear & determinado por um procedimento de interpolacio
gquadratica seguida por interpolagdo clbica, descrito em Dennis e
Schnabel [1983, pag. 126-129].

Ao aplicarmos o algoritmo 2.2.2 h& necessidade de
resolvermos, a cada iteragdo k, um sistema linear 2x2, para a
obtengdo da diregdo vy, conforme (2.8). Supondo que a matriz
Jacobiana J(xk) tem posto completo para todo k, a matriz de
coeficientes do sistema & definida positiva e, assim, usamos
Decomposigdo de Cholesky. (Como medida de protegdoc, a execugdo do

programa & interrompida quandc a matriz n3o & definida positiva,

e uma mensagem €& impressa ).
5.2, Critérios de Parada

No algoritmo 2.1, ao qual nos referimos por método "local",

usamos como critério de convergéncia
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Ix%*t - xK|, < €, (5.1)
k+1 k
xk*1 - x
ou H = lo < €4, (5.2)
(Pad

onde €; & um parémetro real, préximo de zero, fornecido pelo
usudrio, o gqual deve optar pelo emprego do critério absoluto
(5.1) ou do relativo (5.2).

Nos algoritmos "globais", o objetivo & encontrar x* tal que
I g(x”) | = 0. No entanto, este objetivo pode ser dificil de ser
atingido, especialmente quando os elementos da matriz Jacobiana,
em pontos préximos de x*, forem grandes. Assim, declaramos
convergéncia nos métodos "globais" quando um dos tres critérios a

sequir & satisfeito:

Ix**1 - x*p, < €y

(que pode ser substituido pelo critério relativo (5.2)),

lg(x*) e < €, (5.3)

f(x*) < €5, (5.4)

onde €, e €3, como €,, sdo pardmetros reais, préximos de zero,
fornecidos pelo usudrio, e f(x) & a funcdo objetivo definida por
(2.5).

A execugdo do programa também pode ser interrompida se um

niimero m&ximo de iteragdes, fixado pelo usuirio, for excedido.
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5.3. Experimentos Numéricos

Para analisar e comparar o desempenho computacional dos

métodos, usamos como testes os seguintes problemas:

Problema 1 (Martinez [1987])

fl(X) = (3—2)[1)}{1—23'24'1,
Fi(x) = (3-2%;)x;-X;.1-2X;,1+1, i=2,...,n-1,
LFp(x) = (3-2x,)x,-%,.1+1,

Lpei(x) = L£i(x)+r, i=1,2,...,n.

Trabalhamos com n = 1000, r = 0.5, 1.0, 10.0.

Problema 2 (Martinez [1987])

£1(x) = (3-2x,)xy~2x,+1+r,
£i(x) = (3-2%;)%;-X;.1-2X;,+1+r, 1=2,...,n-1,
La(x) = (3-2x,)x,-x, 1+1+r,

fn"‘.i(x) = fi(x) +cxa‘_i)' izl;z,too’n,

onde a(i) &€ um inteiro aleatério entre 1 e r e a(i)e{i-1,1,i+1}.

Trabalhamos com n = 1000, r = 10.0, ¢ = 0.5, 1.0, 10.0.

Prcblema 3

fi(x) = (3-2x;)x1-2x,+1,
Fi(x) = (3-2x4)x;-X;.1-2%;,,+1, i=2,...,n-1,
fp(x) =

(3-2x,)x,-x,_1+1,



fn-i»i(x)

fl(X) +0°5Xa{i),

a{i) como no problema 2, 1 =1,...,n.

Trabalhamos com n = 1500.

Problema 4

T(F-1yne1(X) = (3-2X3)X1~2X3+1+CXg(1, 7y

‘f(j“l)ﬂ+i (X) (3"'2Xi)Xi‘Xi_1“2Xi+1+1*Cxa(i,j) ’

(3-2x,) x,-X,.1+1+cx,

L(j-1)n+n(X) ain, j)r

i 2,.--,11“1

onde a(i,j) & um inteiro aleatédric entre 1 e h, e
@(i,j) ¢ {i-1,i,i+1} para j = 1,2,...,s.
Trabalhamos com diferentes valores de n, s e c,

Nos métodos "globais", usamos:

.8, =107%;
.8, =107%;
03 = 0.1 ;
M = 107%;
.M = 104,
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Os resultados dos problemas 1 a 4 estdo mostrados na tabela

5.1. Os pontos iniciais usados para estes testes foram:

I :Xg=(-1,...,-1);
IT :xq4 (-10,...-10);
(-102,...,-10%).

i

by
by
by

&
i

O desempenho dos virios algoritmos ests assim representado:

-celuna ALG2.1 (relativa ao algbritmo 2.1)
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(IT, TEMPO), onde:

IT = n2 de iteragdes efetuadas;

TEMPO = tempo de CPU (em segundos);

~colunas ALG2.2.1 e ALG2.2.2 (relativas aos algoritmos 2.2.1 e
2.2.2 respectivamente)

(IER,IT,NF,TEMPO,P), onde:

IER = razdo de parada;

-se IER = 1, foi declarada a convergéncia por (5.1) ou (5.2);
-se IER = 2, foi declarada a convergéncia por (5.3);

-se IER = 3, fol declarada a convergé@ncia por (5.4);

-se IER = 4, no algoritmo 2.2.2, a matriz de coeficientes do
sistema 2x2, que deve ser resolvido para calcular vy, ndo é&
definida positiva, e o programa & interrompido;

NF = ndmero de avaliagdes da funcdo f realizadas;

P indica a norma que estd sendo usada para determinar a fungio

objetivo £;

-coluna ALG2.4 (relativa ao algoritmo 2.4, com Yy = 0.9 e g = 3)
(IER, ITOR, ITESP,NF,TEMPO), onde:
ITOR = nGmero de iterac¢des ordinirias efetuadas;
ITESP = ntGmero de iteragdes especiais efetuadas.
Para alguns testes (quando ITESP > 0} acrescentamos a norma

P que foi usada.



n
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FR R c x9 n s AlGZ.1 ALG2.2.1 ALG2.2.2 ALG2.4
0.5 I (4,21.30) (1,5,21,32.98,1.5) {1,6,19,41.55,1.5) (1,4,0,4,22.58)
II1I (10,52.15) (1,13,35,84.96,1.5) {4,16,17,98.87,1.5) {1,10,0,10,62.89)
1| 1.0 I |[1000] 21 (4,22.81) {1,4,16,27.73,1.5) {(1,7,16,46.85,1.5)) {1,4,0,4,22.350)
111 (10,56.61) (1,13,38,77.65,1.5) (4,17,18,103.19,1.5) {1,10,0,20,63.11)
10.0 I {4,21.21) {1,4,6,22.98,1.5) {(1,10,18,59.0,1.5) (1,4,0,4,22.54)
ITT (9,52.43) (1,11,27,73.43,1.5) (4,18,19,123.48,1.5) {1,9,0,9,57.64)
0.5 I {4,45.74) {1,4,6,45.75,1.5) (1,6,14,68.64,1.5) (1,4,0,4,49.41)
_ ITI (9,114.86) {1,10,21,119.07,1.5) {4,18,19,264.1,1.5) {1,9,0,9,118.18)
2 |10.0 1.0 I [1000] 2] (4,34.568) {1,4,6,53.69,1.5) (1,8,16,106.62,1.5) {1,4,0,4,33.04)
1T (9,117.32) {1,15,61,160.95,1.5) (4,16,17,243.48,1.5) (1,9,0,9,119.74)
0.0 I (4,48.46) (1,7,33,64.87,1.5) (1,8,37,93.28,1.5) {1,4,06,4,49.14)
III (6,126.90) {1,11,30,105.1,1.5) (4,16,17,241.55,1.5) (1,6,0,6,126.31)
3 I |1500]3 {4,99.99) {1,9,38,222.71,1.5%) (1,13,35,433.94,1.5) (1,4,0,4,96.84)
IIr {11,258.45) {1,15,36,422.65,1.5) (1,178,193,6256.57,1.5) (1,11,0,11,247.81)
0.5 ] I |1000 1101 {5,227.29) {1,6,14,372.28,1.5)} (1,51,115,3275.1,1.5) (1,5,0,5,226.87)
4 20 | {4,427.59) (1,6,17,731.4,1.5) {1,11,35,1519.21,1.5) {1,4,0,4,501.25)
100. I 500 | 2 excedeu 1000 | (1,3,10,207.94,1.1) (1,33,70,2300.13,1.1) (1,4,22,36,853.46,1.1)
iter.
T 300 | 5§ {99,899,88) {1,4,11,304.48,1.1}) ﬁvwhq.dahwcuq.um‘w.wv (1,5,22,31,593.18,1.1)

(IT, TEMPO)

(IER,IT, NF,TEMPQ, P}

(IER,IT,NF, TEMPO,P)

(IER, ITOR, ITESP,NF, T, {P))

TABELA 5.1



PR C X n s ALG2.1 ALG2.4
v (12,65.07) (1,12,0,12,74.08)
v (14,78.09) (1,14,0,14,87.01)
IV | 1000 | 2 | (12,66.93) (1,12,0,12,71.33)
\4 (14,77.73) (1,14,0,14,82.21)
Iv (12,65.90) (1,12,0,12,70.80)
v (13,74.06) (1,13,0,13,78,13)
IV (12,158.75) | (1,12,0,12,163.88)
v (13,169.16) | (1,13,0,13,173.21)
IV | 1000 | 2 | (12,146.05) | (1,12,0,12,165.27)
v (13,160.30) | (1,13,0,13,171.45)
v (11,183.44) | (1,11,0,11,192.59)
v (13,227.11) | (1,13,0,13,225.04)
2 | (4,39.22) (1,4,0,4,37.88)
0.5 I 3 | (4,61.37) (1,4,0,4,64.55)
4
II 3 | (7,101.25) (1,7,0,7,102.39)
1.0 I 3 | (5,73.20) (3,4,0,4,60.68)
II 10 | (7,308.31) (1,7,0,7,364.97)
_ (IT,T) (IER, ITOR, ITESP,NF,T) |

TABELA 5.2
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A tabela 5.2 mostra resultados obtidos para os problemas 1 e
2 a partir dos pontos iniciais:

IV:XO
v :XO

(-10%,...,-10%);
(-104,...,-10%);

[l

e outros resultados obtidos para o problema 4. No entanto, nesta

tabela, € exibido somente o desempenho dos algoritmos 2.1 e 2.4.

5.4. Comentérios e Conclusdes

Em primeiro lugar, devemos observar que o tempo de CPU gasto
na resolugdo dos varios problemas pode reduzir-se
consideravelmente em uma implementagdo feita em computador com
processadores paralelos, guando, entdo, as projegdes ortogonais
nos diversos blocos podem ser feitas simult&neamentes. No entanto
vemos que a implementagdo particular que fizemos usando blocos
quadrados apresenta resultados satisfatérios mesmo em um
computador com arquitetura sequencial.

Observando os resultados obtidos, vemos que os algoritmos
globais que realizam buscas em todas as iteracdes forneceram, em
geral, os plores resultados em termos de nimero de iteragdes
realizadas, em especial o algoritmo 2.2.2. Também verificamos que
o algoritmo que emprega estratégia tolerante, na maior parte dos
testes ndo se diferenciou do algoritmo local. As excegbes a estes
resultados se mostraram nas duas Gltimas linhas da tabela 5.1, as
quais se referem a problemas cujo residuo & grande. Para estes

sistemas, o0s métodos com estratégias globalizadoras convergiram
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muito mais rapidamente que o método local; os bons resultados
apresentados pelo algoritmo 2.2.1 para estes testes devem ser
ressaltados.

Os graficos 5.1, 5.2. e 5.3 destacam alguns resultados
colocados na tabela 5.1.

O grafico 5.1 representa os resultados obtidos com o
problema 2, em termos de nimero de itera¢des, a partir de
%0 = (-1,...,-1). Nos tres diferentes testes gerados pelos
diferentes valores atribuidos & constante c, todos os algoritmos
atingiram a convergéncia, sendo que o algoritmo bésico (ALG1l) e o
algoritmo com estratégia tolerante (ALG4) sempre efetuaram o
menor nimero de iteragdes (ALG4 teve exatamente o mesmo
comportamentoc que o algoritmo basico).

O gréfico 5.2 mostra os resultados obtidos com o sistema 4
com dimensdes 10000 x 1000 e 20000 x 1000, e com a constante
¢ = 0.5. Novamente ALGl e ALG4 se mostraram os algoritmos mais
eficientes, e o nlmero de iterag¢des realizadas pelo algoritmo
2.2.2 (ALG3) se tornou ainda maior nestes problemas de dimensdes
maiores.

No entanto, para o problema 4 com c = 100, o grafico 5.3
destaca a ineficiéncia do algoritmo basico, mostrando que nestes
testes, nos quais o residuo do problema & maior, e as dimensdes
do sistema ndo s&o tdo grandes, o algoritmo 2.2.1 (ALG2) & o que

efetuou o menor nlmero de iteracgdes.
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Comparamos os resultados numéricos dos problemas 1 e 2 com
os obtidos por Martinez [1987] em uma implementagioc esparsa do
método de Gauss~Newton. Observamos gue, nestes testes, sempre

pelo menos um de nossos métodos compete em termos de niimero de
iteragdes com o algoritmo de Gauss-Newton esparso. No entanto,
este Gltimo gasta, em geral, menos tempoc de CPU, o que pode ser
justificado porque o problema ndo & resolvido precisamente: um
algoritmo de gradientes conjugados pré-condicionado & usado em
cada iteragdo para obter uma solugdo aproximada do problema de
quadrados minimos. Por outro lade, o esquema de fatoragdo usado
em MA28 torna-se bastante caro em questdo de tempo. Finalmente,
para problemas nos quais m >> n, como o problema 4 com s = 10 e
s = 20, o método de Gauss-Newton torna-se completamente
ineficiente, enquanto os nosso algoritmos apresentaram resultados
bastante satisfatérios.

Para problemas com n pequeno, podemos ainda fazer uma
comparagdo quanto ao nimero de operagdes gastas pelo método de
Gauss-Newton e pelo nosso algoritmo local: Gauss-Newton usa
o(mn? + n3/6) flops por iteragdc e a implementagdo do algoritmo
de projegdes paralelas com blocos quadrados (m = sn) usa somente
0(sn3/3) flops por iteragdo. Assim, para uma implementacgio
paralela o tempo de CPU gasto seria o correspondente a 0(n3/3)
flops por iteragdo, excluindo os custos de comunicagdo.

Podemos concluir que o algoritmo local mostrou um bom
desempenho na resolugdo dos diversos problemas, mesmo guando os
pontos iniciais estavam mais distantes da melhor solug¢do obtida
x*. O método apresentou dificuldades quando o residuo do sistema

€& grande; neste caso, os algoritmos globais propostos, em
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especial o algoritmo 2.2.1 e o algoritmo 2.4, podem representar
boas alternativas para determinar uma solugd3o aproximada do

sistema (2.1).

5.5 Conclusdes Finais e Trabalhos Futuros

Neste trabalho introduzimos, inicialmente, um método de
projegdes ortogonais para sistemas nfo lineares
sobredeterminados. Demonstramos resultados de convergéncia local
linear se o residuo do sistema & pequeno e convergéncia local
quadritica nos casos de residuo zero. Introduzimos entdo tres
outros algoritmos com estratégias globalizadoras, para os quais
demonstramos a convergéncia global, como também local.
Finalmente, um algoritmo com estratégia "tolerante" & proposto,
também com resultados de convergéncia glocbal.

Implementamos computacionalmente os algoritmos propostos,
com excegdo de um deles, e obtivemos resultados, de uma forma
geral, satisfatdrios com os experimentos numéricos que
realizamos.

Como trabalhos futuros, pretendemos calcular as projecdes
ortogonais nos vérios blocos através de um método iterativo,
implementando assim um método do tipo "Newton-Inexato. (Dembo,
Eisenstat e Steihaug [1982]). Neste caso, o uso de pré-
condicionadores & indispensivel. (Golub e Van Loan {1989],

Martinez [1990]).
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Além disso, planejamos fazer uma implementagdo dos varios

algoritmos usando processadores em paralelo, desenvolvendo também

variagdes assincronas destes.




APENDICE I

UMA APLICACAO:

ESTIMATIVA DA CAMADA CHUMBO-ESTANHO NO RECOBRIMENTO DE CHAPAS

Um modelo para calcular a espessura da camada de chumbo-
estanho, usada para recobrir certos materiais padrdes resume-se em
um problema de ajuste de dados. (Averick, Carter e Moré [1991])

Em uma certa superficie, toma-se ny pontos isolados e, em cada
um destes pontos, mede-se:

.Y} = espessura da camada de chumbo-estanho no ponto i;
Yieng = quantidade relativa, em peso do estanho na liga;
.(£1,8,)1 = coordenadas do ponto i; i = 1,2,...,n4.

Todos estes valores estdo sujeitos a erros.

As fungdes

21(81,82) = x1 + 38 + x38, + x48,%,,
25(81,&2)

xg + xg€1 + %48, + %8818,

modelam, respectivamente, a espessura da camada e a concentracgdo
relativa do estanho.
Para estimar os parimetros X1y s+~ , Xg € pequenas

perturbagdes X5, ... , Xga2n, Para as coordenadas medidas (§4,§,)i

chega~se as eguagdes
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fj_(x) = 21(51,1‘_"‘}{84»_{!€2,1+X8+j_+n0) “Yir 15151}0:
Lieng(X) = 23(81,3%Xg43,82, 1*Xge14ny) ~Yisnys 1S1<ng,

Tisan,(X) = Wi Xgy;, 15i<2ng,

onde w;, i = 1,2,...,2n;, & um conjunto de pesos.
Os dados y;, i = 1,2,..., ng, sdo da ordem de 104

(107%?mm) e Yitngy 1 = 1,2,...,n5, variam de 3 a 15%. (Ver V.

Chiaverini [1977]).

Temos um sistema ndo linear com m = 4n, equagdes e
n =8 + 2n, varidveis. A tabela A.l1.1 apresenta o desempenho dos
nossos algoritmos na resoclugdo deste sistema, com ng = 63, de forma
que n = 134 e m = 252, Fizemos os experimentos com dois pontos

iniciais diferentes:

.x7 tal que |F(x)},.5 = 9.309604;

.xgr tal que 11F(x21||1.5 294.2647,

Os resultados estdo representados por (IER, IT, NF, TEMPO), de

acordo com a nomenclatura usada nas tabelas 5.1 e 5.2,

Il

" ALG I IT

" ALG2.1 excedeu 50 iter. excedeu 50 iter.
ALG2.2.1 (1,2,15,2.11) (1,20,123,19.38) |
ALG2.2.2 (1,2,15,2.23) (1,7,44,6.89)
ALG2.4 OVERFLOW excedeu 50 iter.

Tabela A.1.1
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Observamos que os algoritmos 2.1 e 2.4 nio convergiram a
partir dos pontos iniciais dados. Em um dos testes, depois de um
certo nGmero de iteragdes, a execugdo foi interrompida por
"OVERFLOW". Nos demais testes com estes algoritmos foram excedidas
50 iteragdes sem que houvesse decréscimo satisfatédrio no valor de
£(x). Concluimos que o sistema linear, que tem que ser resclvido a
cada iteragdo, é mal condicionado, gerando direc¢des "ruins". Os
algoritmos que realizam buscas em todas as iteragdes "corrigem"

estas diregdes, e levam a4 convergéncia. Com o ponto X.?I devemos

notar a superioridade do algoritmo 2.2.2 em termos de nlimero de
iteragdes e, consequentemente, de nGmero de avaliagdes de funcdoc e

tempo de CPU,.



APENDICE II

PSEUDO-INVERSBA

Teorema A.2.1. (Decomposigdo em Valor Singular). Seja A €
R™% e seja k = min{m,n}. Existem matrizes ortogonais

U= [ul,...,u™] ¢ ‘™™ e v = [vl,,..,v"] € R™", tais que

UTAav = D = diag(oy,...,0,) € R™n

onde 03 2 05 2 «vs 2 0, 2 0

Prova: Ver Golub-Van Loan [1989],.

As quantidades o,,...,0, s8c chamadas os valores singulares
de A. Se definirmos r por
01 a - s & 2 O'r > Ur+1 = . s & - Gk = 0’

entdo posto (A) = r.

Definigdo A.2.2. Seja S < R" um subespago. P ¢ R™" & a
projegdo ortogonal sobre S se R(P) =S , P2 = P e PT = P, Desta
definigdo concluimos que se x € R” entio Px ¢ S e (I - P)x € S*.

Se as colunas de W = [w!

s +++,;W] formam uma base ortonormal
para um subespago S, entdo P = WW' & a dnica projegdo ortogonal

sobre S.




89
Existem muitas projegdes ortogonais importantes associadas
com a Decomposigdo em Valor Singular. Vamos supor que

A = UDVT € R™" e gue posto(A) = r. Se particionamos as matrizes

U e V por:
U=[U, U e V=[V, V,], (A.2.1)
r m-r r n-r
entdo:
v.V,T = projegdo sobre R(AT);
V.V, T = projegao sobre N(A);
U, U.T = projegdo sobre R(A);
0,.0,.T = projecdo sobre N(AT).

Vamos agora relacionar a Decomposigdo em Valor Singular com

o problema de Quadrados Minimos Lineares

Minxeg,ﬂAx~b§2, (A.2.2)
onde A € R™", b ¢ R", m > n. Se x resolve o problema (A.2.2)
entdo AT(Ax-b) = 0.
'Se z € R" & tal que x + z & também um minimizador local de
(A.2.2), entédo podemos concluir que z ¢ N(A).
Portanto, se A tem posto coluna completo, N(A) = {0} e,
assim, ¥ @& a Gnica solugdo de (A.2.2), a gual vamos chamar de

Xomi ¥gu resolve o sistema linear simétrico definido positivo

T -zl
ATA x5y = A%b, (A.2.3)

ou seja,



90
xon = (AT2)"t a%b. (A.2.4)

Chamamos as equagbes do sistema (A.2.3) de eguag¢des normais.

Como
V(3 lax-b|?) = aT(ax-b),

entdo vemos dque resolver as equagdes normais & o mesmo que

resolver a equagdo
v(ljax-p|2?) -
(51 14y = o.

Vamos denotar
oy = b-A xgy
o residuoc minimo e
Pou = lAxgy - b .

Por outro lado, se posto{A) = r < n, o problema (A.2.2) tem
infinitas solug¢des, pois, neste caso, N (A) # {0} e, portanto, se
¥ & minimizador e 2z € N (A), entdo x + z & também minimizador.

Tomemos entdo:

X = conjunto de todos os minimizadores

= {x € R*:JAx - b] = min}.
0 conjunto X & convexo, pois se x;, X, € X e A € [0, 1]

entdo:

lA(Axy+(1-4)x3) -b| < AJAx;~b| +(1-A) | Ax,-b]
= min| Ax-bj,

ou seja, ¥ = AX; + (1-1)x, € X. Assim vemos que X tem um tGnico

elemento que possui norma -2 minima, © qual chamamos novamente de

XQH -
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Teorema A.2.3. Consideremos o problema (A.2.2) e a
decomposigdo em valor singular UTAV = D de A. Se U = [ui,...,um}
eV = [vl,...,v"], entdo

Xoy = (uh)h i (A.2.5)

1 94

i

1

m
Plom = lAxgy - bI2 = ¥ [(ui)T b)2.
i=r+l

Prova: Ver Golub-Van Loan [1989].

Se definirmos a matriz A*e R™® por A* = vp*UT, onde

D* = diag(_l..,...,ci,o,...,(})e Raxm

93 r
entdo gy = A'b e Poy = I (I - AA*)b|. Chamamos A* de pseudo-
inversa de A. Se posto(A) = n, entdo A" = (aTa)~1 AT ¢ Xoq € dado
por (A.4). Se m = n = posto(A), entdo A* = A~l, A* & a Gnica
matriz X € R™ que satisfaz as condi¢des de Moore-Penrose:

(i) AXA = A (iii) (AX)T = ax

(ii) XaX = X% (iv) (xa)T = xa.

A partir destas condig¢des podemog ver que AAT e A*a sio
projegbdes ortogonais sobre R(A) e R(AT) respectivamente., De fato,
temos que AA* = UU.T e A*A = v,V T, onde U, e V_ sdo as particdes
de U e V definidas em (A.2.1).

Para finalizar este apéndice, colocamos um resultado que se

refere ao efeito de perturbacdes na matriz pseudo~inversa.
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Teorema A.2.4. Se A e SA € R™", com posto(A) = posto(A+8A)

= r, entdo:
I (A+8R) "~ A% p < 2] 64l max{lA*|2 , 1a+62)*| 23,

onde

n

m
jaly = J Y. Y lagyl?
=1

J=1

€ a norma de Frobenius da matriz A.

Prova: Ver Wedin [1973].
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