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RESUMO

Neste trabalho resolvemos o problema direto na propagagao de
ondas acusticas em melos multicamadas (isto é, melos constitufdos por
camadgs homogéneas separadas por interfaces planas e horizontais)
compreeendidos entre dois semi-espacos homogeneos, devido a uma fonte
pontual localizada no semi-espaco superior. Para tanto, desenvolvemos
uma implementagdo computacional do método apresentado por Tygel e
Hubral em 1887, o qual fornece a solugdo exata para o problema atraveés
de férmulas integrais fechadas, com intervalos de integragao finitos.
Introduzimos também expressoes assintéticas para a descrigao dos
diversos eventos envolvidos. Efetuamos testes comparativos entre o0s
dois resultados, obtendo boa concordancia entre a solucao exata e a

aproximagdo assintética no seu dominio de validade.



ABSTRACT

We present here a computational implementation of the method
proposed by Tygel and Hubral in 1987 for the determination of the
acoustic response of a horizontally stratified medium due to a point
source excitation. We also introduce simplified asymptotic
approximations for the relevant events that occur in the propagation.
The exact and asymptotic solutions to the problem are compared and
discussed. The two solutions are shown to agree in their domains of

validity.
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INTRODUGAO

Em diversas areas da Fisica e Engenharia sdo considerados
problemas que envolvem o estudo da propagaqﬁo de ondas em meios
constituidos por camadas mais ou menos homogéneas, separadas por
interfaces de descontinuidades. Podemos citar como exemplos ©
modelamento sismico da subsuperficie terrestre [Cerveny 1877, Chapman
1978; Brekhovskikh 1880; Kennet 1883; Maller 1985; Tygel e Hubral
1987] e o estudo da reflexdo e transmiss3o em sistemos oOticos
[Brekhovskikh 1980] entre outros.

Umn modelo simples, porém em muitos casos razoavelmente

real{stico para estas investigagses, é o chamado Meio Multicamadas

Horizontalmente Estratificado (doravante abreviado simplesmente como

Meio Multicamadas) o qual & constituido por camadas homogéneas
separadas por Iinterfaces planas horizontais. Devido a sua
simplicidade, esse modelo tem sido amplamente utilizado para simular
meios mais complicados, visando explicar o maior numero possivel de
fenomenos de propagagao encontrados nos experimentos ou medigoes
praticas.

As ondas consideradas na propagagao em meios multicamadas sao
em geral divididas em dois tipos: escalares e vetoriails. Ondas
escalares podem descrever uma propagacio aclstica ou otica; a equagao
da onda associada envolve apenas um potencial escalar. Na propagaqao

elastica ou eletromagnética, necessitamos de ondas vetoriais. Com



efeito, a equaqﬁo da onda associada envolve um ou dois potenclais
vetoriais, geralmente acoplados. Ambas as propagagoes sao objeto de
estudos constantes (ver, por exemplo, Brekhovskikh 1980 e Ursin 1883).

Concentraremos nossa atencao em problemas escalares
actsticos, relacionados a prospecgao sismica. Porém, todas as técnicas
aqui discutidas sio diretamente aplicaveis aos problemas oticos
correspondentes e também a outros problemas semelhantes em areas
diversas.

Consideremos entdo o estudo da propagagao escalar em um meio
multicamadas. Conhecidos os parametros do sistema (velocidades e
densidades do meio e espessuras das camadas), bem comc a forma e
posigao da fonte de excitac8o, iremos determinar a resposta em
qualquer ponto do meio. Nosso problema consiste na resolugao de um
sistema de equagoes da onda escalares, cada equagao correspondendo a
propagagao em uma camada, mais as condigoes de contorno que interligam
os mesmos (condigic nas interfaces). O presente problema de contorno e

um representante dos chamados Problemas Diretos, amplamente conhecido

na literatura. Problemas diretos sao, portanto, tipicos problemas de

simulagdo. O correspondente Problema Inverso caracteriza-se pela

determinac3o dos pardmetros do meio a partir das respostas obtidas a
excitacdes dadas, ou ainda, pela recuperagao da forma da excitagao que
gerou a propagagao. Problemas inversos t{picos sao associados aos
fendmenos de espalhamento, radar, tomografia, etc.

Apesar da evidente importancia dos problemas inversos, nao
devemos menosprezar o papel dos problemas diretos. Com efeito, métodos

de solugao dos problemas diretos constituem-se, via de regra, em
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importantes passos para a investigagao dos problemas Iinversos (e
claro, bem mais dificeis). Por exemplo, suponhamos que a resposta
devida a uma fonte em um meio multicamadas seja medida, sendo
desconhecido o numero de camadas relevantes a serem consideradas no
sistema. Podemos entao modelar inicialmente o problema com um pequeno
nimero de camadas e ir comparando a solugao real com a solucdo das
equagoes, aumentando-se  gradativamente o nimero camadas e
modificando-se seus parametros, até obtermos um acordo razoavel com a
resposta medida. Nos problemas inversos devemos considerar outros
elementos importantes, tais como a unicidade das solugdes,
estabilidade, etc. E também evidente que a solucao de um problema
inverso deve partir de um "modelo fnicial", tao preciso quanto
possivel.

Os problemas diretos podem ser utilizados para estudar os
efeitos de diferentes fontes de ondas incidentes como por exemplo,
fontes 2D ("line source"), feixes de onda ("beam"), etc., ou simular
caracteristicas mais reais no modelo (absorcao, dispersao, etc.).

As solucdes classicas para o problema direto envolvenm
essencialmente duas integrais. A primeira, sobre o parametro da
transformacao utilizada: em geral w (frequéncia), quando usamos a
transformada de Fourier ou no parametro s no caso da transformada de
Laplace. A segunda integral envolve o chamado parametro de ralio,
associado a decomposicao da fonte em ondas planas (ou
equivalentemente, aos angulos de incidéncia das ondas planas
constituintes, os quais podem ser complexos nas chamadas componentes

de ondas planas nao-homogéneas) e com limites de integragao nao
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finitos. No presente problema ha simetria cili{ndrica, de modo que a
integral no parametro de ralo ¢ unidimensional. P odemos encara-la
também como uma superposiqéo das chamadas ondas cilindricas. Em casos
mais gerais temos integrais multidimensionals para representar uma
superposigao de ondas planas. As integrais citadas sao avaliadas por
processos numéricos ou através de aproximagoes assintoticas em certas
regices de interesse.

Através da construcio de respostas simuladas (em sismologia
essas respostas chamam-se sismogramas sintéticos) é possivel analisar
e pesquisar varios aspectos ou fenomenos gque surgem na propagagac.
Essas analises sao fundamentals para estudar e classificar as
respostas obtidas nas aquisigoes de dados reais (sismogramas de campo
em sismologia) ou em outros experimentos.

Os métodos classicos de solugdo mais encontrados na
literatura s3o:

(i) O método da refletividade [Fuchs e Maller 1871, Mtller 1885],
onde o problema é resolvido no dominio da frequéncia e depois de volta
no tempo através da transformada inversa de Fourier. Este método tem
sido intensamente utilizado e pesquisado ,por exemplo, na literatura
sismolégica. A integral no parametro de raio envolve, além de um
intervalo de integragdo infinito, cuidados com pdlos e pontos de
ramificacdo no integrando. A ocorréncia destas singularidades
dificulta a avaliagao numérica da integral, tornando-a muito instavel.
Numerosos trabalhos de pesquisa tem se dedicado nos ultimos 20 anos
visando obter resultados razoaveis. Como exemplo, podemos citar a

introducdo da absorgao (matematica) nos meios através da consideracao
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de freqﬂéncia, tempo a velocidades complexas e o uso de aproximagces
assintéticas no integrando em certas regiSes, etc.[Akl e Richards
1880; Maller 1985; Chapman e Orcutt 1885].

(i1) O método de Cagniard-de Hoop [Cagniard 1833; de-Hoop 1860;
Chapman e Orcutt 1985; van der Hijden 1987], o qual utiliza a
transformada de Laplace. Através de uma mudanga de contorno na
integral no parametro de raio (o qual passa a ser complexo) obtém-se a
transformada inversa de Laplace sem a calcular diretamente. Este
método tem sido também bastante pesquisado [Aki e Richards 1980; de
Hoop 1988; Bleistein e Cohen 1991). A dificuldade na aplicagdo deste
método é que o contorno onde deve ser feita a integrag3o pode ser
complicado e a integral, avaliada numericamente, também apresenta
instabilidades.

Neste trabalho resolvemos o problema direto na propagagao de
ondas acuUsticas em melos multicamadas compreendides entre dois
semi-espacos homogénecs, sendo a fonte pontual colocada no semi-espago
superior, segundo © método apresentado por Tygel e Hubral em 1887.

Fsse método, que pode ser entendido como uma versao
intermediaria entre os dois anteriores, envolve a formulacao analitica

do problema no dom{nio do tempo, evitando as integragdes na fregqiiéncia

na transformada inversa de Fourier e 2a utilizagao de contornos
complexos na obtencdo da transformada inversa de Laplace. Mais ainda,
através de simetrias no tempo, chamadas por eles de Truque de
Causalidade, a integragdo sobre o parametro de raio é reduzida a um
intervalo finito (basicamente de zero a maior vagarosidade, isto €

inverso da velocidade do meio multicamadas). As expressoes 3o



notadamente simples e levam em consideragdo a contribuigdo das ondas
planas para todos os valores do parametro de raio, Incluindo as
chamadas ondas nao-homogéneas. Estas componentes planas provocam
muitas vezes problemas nos outros métodos.

0 método de Tygel e Hubral fol implementado para o caso mais
simples de apenas uma interface separando dois semi-espagos (zero
camadas) por Strahilevitz (1890) e forneceu resultados idénticos ao do
método de Cagniard-de Hoop para este caso.

Apresentamos neste trabalho uma implementagdo computacional
do método de Tygel e Hubral para as respostas refletida e transmitida
nos semi-espagos, em um melo com um nimero qualquer de camadas. A
solugao para qualquer intervalo (Janela) de tempo 0 = t =T é obtida
através da superposigdo de uma soma finita de contribuigoes

denominadas Miltiplas Generalizadas, as quals expressam o fato das

ondas chegarem aos sensores apds varias reverberagoes no meio. Cada
maltipla generalizada € uma combinagio de todas as reverberagSes que
chegam ao mesmo tempo 20 observador.

De maneira a validar os resultados obtidos por esse método,
desenvolvemos solugdes assintéticas (em alta frequencia) para todas as
miltiplas generalizadas. Essas expressoes sao de facil implementagdo e
incluem as chemadas ondas laterais e as ondas P'. as quais tém sido
objeto de estudo [Tsvankin 1882; Daley 1883] . Os resultados mostram
um bom acordo entre a solugdo numérica e a aproximagdo assintética no
seu dominio de validade. Vale lembrar que expressoes assintoticas do
tipo apresentado neste trabalho existem, segundo nosso conhecimento,

apenas no caso simples de uma Gnica interface [Brekhvoskikh 1880;
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Tygel e Hubral 1887].

O método implementado possul o potencial de ser otimlzado
computacionalmente, visando a inclusio de recursos de vetorizagao e
paralelismo. Dessa maneira, problemas que possuem um numero grande de
camadas podem ser , em principio, modelados de maneira mais eficiente.

Como anteriormente explicitado, o algoritmo obtido,
juntamente com as formulas assintéticas introduzidas neste trabalho,
representam contribuigdes para o estudo de problemas inversos, seja
como geradores de dados confidvels ou para teste de diferentes métodos
de resolug3o.

Os principais resultados do presente trabalho podem ser assim

resumidos:

(i) Primeira implementagao computacional do método de Tygel e Hubral
para o caso geral de um meio multicamadas.

(ii) Introdugao de formulas assintéticas para diverses eventos,
incluindo as ondas laterais e P‘, para qualsquer multiplas
generalizadas.

(11i) Comparagao da solucao exata obtida numericamente com as

aproximagbes assintoticas.

Fste trabalho esta organizado em sete capitulos, na forma que

se segue.

No Capitulo 1 apresentamos alguns resultados sobre sinais

analiticos, que serao uteis no decorrer do trabalho.
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No Capftulo 2 revisamos as classicas representagdes de
Sommerfeld (1808) e Weyl (1818) que estabelecem a possibilidade da

construcdo das solugdes transientes como superposigdo de componentes

de ondas planas.

A exposigdo do método para o célculo da solugdo exata é feita

no Capitulo 3, onde também apresentamos o Truque de Causalldade.

O Capitulo 4 é dedicado a andlise das representagGes
integrais das respostas refletida e transmitida nos dois semi-espagos,
visando a implementagdo computacional e a obtengao de férmulas

assintoticas.

No Capitulo 5, fazemos um resumo sobre o método da méaxima
descida para aproximagao assintotica de integrais e, em particular,

para integrais do tipo Fourier.

As aproximagbes assintéticas sao introduzidas no Capitulo 6
através da aplicacdo do método da maxima descida aos potenclais em

estudo.

Finalmente, no Capftulo 7 fazemos uma comparagao entre os
resultados obtidos pelas férmulas exatas e as solugles assintéticas,
através de uma série de modelos multicamadas, de maneira a ilustrar os

fenomenos envolvidos.

viil



cAPiTULO 1

SINAIS ANALITICOS

Neste capitulo, apresentamos o que chamamos a extensao

analitica da fungao delta (8) de Dirac, descrevendo algumas de suas

propriedades. Em seguilda, introduzimos uma generalizagao dessa
extensio. Tais fungSes tornardo mais facil a formulagao e manipulagao

das expressdes matematicas de que nos utilizaremos neste trabalho.

1.1 EXTENSEO ANALITICA

Considere uma fungdo real de uma variavel real

f(t) (~o <t < ®) e seja fl(w) sua transformada de Fourier, isto é,

flw) = J exp(-iwt) £(t) dt (1.1a)
)
ou
[+ 1]
f(t) = 5% J exp(iwt) ;[U] dw . (1.1b)
-

Como f(t) é real, & facil ver que

lyeste trabalho, consideraremos sempre sinais f(t) "bem comportados”,
por exemplo, funcdes arbritariamente diferenciaveis e que se anulam

fora de um intervalo fechado, ou distribuigoes.



£l-w) = £(w) (1.2)

( Z indica o conjugado de z ) e que portanto,

[++]
£(1) = Re[ % J explivt) £(w) dw] . (1.3)
(o}

Consideremos agora a fungao
®
FE) = 2 J exp(1u€) £lw) dv , (1.4)
0
que ao contrério de (1.1b) pode ser definida para Im(§) = 0 (a
convergencia da integral é garantida nessa regizo).
Claramente F(£) estd bem definida para todo Im(§) = 0. Alem
disso,
(1) F(€) é continua para Im(§) 20 e analf{tica para Im(€) > O;
(11) F(£) se anula quando Im(§) - o ;
(1ii) para todo real £ = t, Re[F(t)] = f(t).

Vemos que F(£) é a lnica extenso analitica de f(t) para o

semi plano superior Im(§) = 0 que decal para zero no infinito.

A funcio F(£) é chamada sinal analftico associado a funcao ou

sinal real f(t).

1.2 A FUNGAO DELTA

Tomando a func8o delta de Dirac, 3&(t), em (1.4) podemos

obter sua extens3o analitica A(§) como



0 o

A(E) = % J exp(iwg) 3(u) dw = % j exp(iwg) dw , (1.5)
] 0
onde usamos o fato de que
oo
d(w) = I exp(iwt) 8(t) dt =1 (1.86)

-
para todo real w.
Calculando a integral (1.5) obtemos (ver Tygel e Hubral 13987)

S(E) + i-é— Im(€) =0
A(E) = ; (1.7)
i , Im(€) >0

(3

Faremos referencia a A(§) como funcio Delta analitica ou

simplesmente funcao Delta. Fazendo € =1t + ic e tomando € > 0, podemos

verificar que

A(t + ie) = seian O ncen of S i (1.8)

n {L2 + tz) n (t

Observemos que no sentido das distribuigoes,

Lim

= = &(t) . (1.8)
€0 m (t° + €7)

Na Figura 1.1 esbogamos © grafico da fungao A(t + lg) e de

sua derivada em relagao a t, &’ (t + ic), para € > 0.



Re(a) im(4) 4

Tl
+

Re(4") y Im(a')

&y

IS

Figura 1.1: A fungdo A(t+ig) e sua derivada A'(t+ig), para € > 0.

Ve jamos agora COmo escrever, um sinal analftico F(§) assocliado
o uma funcdo real f(t) wutilizando a funcio A. Para Im(§) > O

escrevemos

0

L1 exp(1ug) f(v) du

F(&)

K] o
.—_% exp(iwg) { ]’exp(—-iwt} f(t) dt } dw

{ % I exp(iw(E-R) do } dt

]
—
y
—
o+
St



o

= I £(t) A(E - t) dt = f(t) * A(g) , (1.10)

-0

onde * indica o operador convolugdo na variavel t. A condigdo
Im(€) > 0 € necessaria para que possa ser feita a troca da ordem de
integragao. No caso de Im(§) = 0 , basta fazer € =t + ic e tomar o

limite para € » O, obtendo o mesmo resultado (1.10).

1.3 PROPRIEDADES DA FUNGAO DELTA

Nesta secao apresentamos alguns resultados importantes sobre
a funcio Delta que serdo Uteis no decorrer do trabalho. Estas
proposigdes estd3o demonstradas em Tygel e Hubral (1987), mas as
repetiremos aqui para facilitar a leitura.

O primeiro resultado trata de uma fatoracdo da fungdo A
quando o seu argumento é uma soma. Sendo a« e B complexos tais que
Im(a), Im(B) = O e t real, é nossa intengao fatorar A(t - a - B). Para

tanto escrevemos

[+ <]
Alt -« - B) = % I expliw(t-a-g)) dw
0
L+ <]
= % [ exp(iwt) exp(-iwa) exp(-iwp) dw
0



2]

= f% J exp(iot) Glw) V(w) de , (1.11a)
-0
onde
0 , se w=20
ulw) = (1.11b)
2 exp(-lwa) , se w>0
e
exp(-iwB) , se w<O
viw) = . (1.11¢)
exp(-iwB) , sewz0

Utilizando a transformada inversa de Fourier (1.1b) e a equagao (1.3)

temos
m
u(t) = 2-—3: J exp(iwt) G(w) dw = At - @) (1.114d)
-0
e
o0
v(t) = z%—j expliwt) ¥(w) dw = Re[A(t - B)] . (1.11e)
- 0
Como A(t - a - B) é a inversa da transformada de Fourier de um

produto, obtemos a propriedade
A(t - a - B) = At - «) * Re[A(t - Bl (1.12)

Um segundo resultado interessante € o que envolve a integral

2m

1(a,x,y) = I Ala - (x cos¢ + y seng)) d¢ , (1.13a)

0

com a complexo, Im(a) 20 e Xx, ¥ reais. Utilizando coordenadas polares



x = b cos8 e y = b senf , (1.13b)

(b = J_;z + y2 > 0) podemos reescrever (1.13a) como

en

Lha oyl = [ Ala - b cos(¢ - 8)) d¢ . (1:33c)
0

Fazendo a troca de variavel ¢ ¢ - 8 e em vista da periodicidade do
integrando vem

21

I(a,x,y) = I(a,b) = j Ala - b cos¢) d¢ . (1.134d)
0

Para b = 0 o resultado é trivial, isto e, 1(a,0) = 2n Ala).
Consideraremos b > 0 e tomaremos Im(a) > 0 (o resultado obtido podera
cer estendido para o caso Im(a) =0 através do processo de limite). A
integral (1.13d) pode ser escrita como

2n

I(a,b) = % ] e d¢ . (1.13e)

a - b cos¢
0

Essa integral, através de uma mudanga de variavel adequada, pode ser

calculada aplicando-se o Teorema do Res{duo de Cauchy. Obtemos, desta

maneira,
I(a,b) = g (1.14)
b2 = 32
Neste ponto uma observagao importante faz-se necessaria. Aqui
e durante todo o trabalho as ra{zes quadradas da forma b2 - a° com

Im(a) 2 0 e b = 0 serad tomadas de maneira que

Re[ B g ] >0 Im(a) > 0O (1.152)



e no caso em que Im(a) = O,

2 2 2
b® - a 2

b-=a = 5 (1.15b)
-i sgnla) j PO B ot
com sgn(a) = #1 dependendo se a =z 0 ou a < 0, respectivamente.

Finalmente, obtemos uma expressio para o conjugado da fungao

A. Seja £ complexo com Im(§) = 0. Temos

w o o

A(E) = % j exp(iw€) dw = % J exp(iwg) dw = % [ exp(1wf) dw
0 [} 0
0 (=]
= % [ exp(-iw€) dw = % J exp(iw(-£)) do . (1.18)
0 0
Portanto,
A(E) = A(-E) . (5.17)

1.4 A FUNCXO DELTA-P

A funcio A pode ser facilmente generalizada com a introdugao
da fungao Ap (0 = ps 1) definida por

(=]
ap(g) = 3-[ [ w P exp(iwf) dw , Im(€) 2 0, (1.18)
0

que serd chamada de fungdo Delta-p. Esta integral deve ser considerada

no sentido de distribuicgdes, visto que no sentido geral pode nao haver



convergéncia. Para p = 0, A é a propria fungdo Delta. Para 0 < p <1

e escrevendo &

=t + le , € 2 0, podemos calcular a integral (1.18)

obtendo
(10 - p) |1 P By (1-p) sgn(t)] L e = 0
= £ P[5 P) sg €=
ﬂp(t + ie) = A (1.19)
ra-p [ 1 1P
! = } e ] o
onde T'(.) indica a fungdo Gama, e como anteriormente,sgn(t) = %1

dependendo se t 2 0 ou t <O, respectivamente.

Para p = 1, o calculo de uma expressao analitica para (1.18)

é um pouco mai

obtengao, que

s trabalhoso. Nao vamos detalhar aqui os passos desta

podem ser encontrados em Lighthill (18978) e Papoulis

(1962). Temos entdo que

A(t + ig) = <
1

-

—Lnft| + 1 p(t) , €=0

G1..20)

_% Ln|t2+ czllfz + i[ % “ % tg' (t/e) }ue*0
L

onde p(t) é a fungdo de Heaviside ou degrau unitéario, definida por

0 , t <0
plt) = 1/2 , bt = (1.21)
1 ;. >0

No sentido das distribuigdes vale a relagao (ver Papoulis

1862)

e, portanto,

[+

3t u(t) = 8(t) , (1.22a)



d
af[ bl{t + ig) ] =1 A(t + ie) . (1.22b)

O comportamento de Ap para Im(§) > 0 pode ser observado na

Figura 1.2. Notemos a semelhanga entre & (0 < p< 1) e a fungdo A.
p

Re(dp) ) Im (4p) J

Figura 1.2: A fungao Ap{t+ie] (0 < p=1), para € > 0.

As propriedades (1.12) e (1.17) podem ser facilmente

generalizadas para Ap da seguinte forma

Ap[t - a-B) = bp(t - a) * Re[A(t - B)] ., (1.23)

onde Im(a), Im(B) =0 e

nptgi = Ap(—é) . (1.24)
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CAPITULO 2

ONDAS PLANAS E FONTES PONTUAIS

Neste capitulo, revisamos as representagaes integrals
cladssicas de Weyl e Sommerfeld para uma fonte pontual harmonica. Em

seguida, apresentamos a versao transiente de cada uma delas.

2 1 ONDAS PLANAS HARMONICAS

A equagdo da onda acistlca homogénea para uma fungao

potencial ¥(x,y,z,t) é dada por

2
v2—128—2 ¥=0, (2.1)
c ot

onde ¢ > 0 é a velocidade caracter{stica de propagagdo no melo,
doravante designada simplesmente por velocidade do meio, v é o
operador Laplaciano no espago Cartesiano (x,y,z) e t & o tempo.

Chamaremos onda a qualquer funcdo potencial ¥(x,y,z,t) que
satisfaca & equagdo (2.1). Notemos que na propagagao otica, a equagao
da onda e exatamente a mesma que (2.1), exceto que a constante 1/c
(inverso da velocidade do melo aclstico) é substituida pela constante
n (indice de refracdo do meio Otico em relagdo, por exemplo, a
velocidade da luz no Vacuo.

Neste trabalho, iremos nos referir e interpretar os fenomenos

11



do ponto de vista acistico. A transposigio para o fendmeno ético pode
ser feita sem dificuldades.
Como pode ser imediatamente verificado, uma solugao para

(2.1) é a chamada onda plana harmonica

ww(x,y.z,t) = exp[ jw(t - é 3.R) ] , (2.2)

onde w representa a frequéncia angular, B = (x,y,z) o vetor posigdo do
observador e B = (nx,ny,nz) & um vetor unitério real ou complexo,
denominado vetor de propagagdo da onda.

Trabalharemos apenas Ccom freqiéncias positivas e pontos de
observacdo no semi-espago z 0. Quando as componentes do vetor % sdo
reais, chamamos o campo ¥ de onda plana harmdnica homogénea. Neste
caso, existem dngulos 0 =¢ s2rt e 0= @ s n, Unicos, tals que

R = ( cos¢ send , seng sené , cos6 ). (2.3)

Ondas planas harménicas homogéneas representam ondas com
frentes planas (para t fixo, temos igual amplitude num plano com
normal 3) e frequéncia w propagando-se com velocidade constante c na
diregdo de 2 como mostrado na Figura 2.1. Mals ainda, fazendo z =0

em (2.2) vem

_ _xcosp +y seng
thx,y,o,t} = exp[ iw[F Tc 7 s61B) ] ] ; (2.4)
Assim, no plano z = O (ou em qualquer plano horizontal

2 = constante) a frente da onda plana homogénea move-se COM velocidade

horizontal sega > c. Esta velocidade é denominada velocidade aparente

no plano horizontal.

12



i —>x
2~ - _"‘-1/
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Y
Z
Figura 2.1: Frente de uma onda plana homogénea com diregdo de

propagagao 5.

9 b #
Se pelo menos uma das componentes de n nao e real, a fungao

¥, é chamado onda plana harmonica n3o-homogénea ou evanescente. Quando

n e n sao reals e n é imaginario puro podemos considerar "“angulos”
x y

0=<¢=2n e 6= x/2 + it , T > 0 tals que
2 = ( cos¢ cosht , seng cosht , -i senht ) , (2.5)

de maneira que (2.2) se torna

_ -w z senht _x cos¢ + ¥y sen¢
Ww{x,y,z.t} - exp[ = ] exp[ 1w[t {= /7 Tosht) ] ]. (2.6)

Notemos que Tw representa uma onda plana harmonica com
frequencia w, propagando-se horizontalmente com velocidade E%Eﬁ? = c

e decaimento exponencial da amplitude na diregdo positiva de z.

Introduzindo o chamado parametro de raio

13



send
= (2.7)

e trabalhando com nx e ny reais, temos

%U(x,y.z,t) = exp[ iw(t - np - zP(p)) 1 (2.8)
onde
n = % cos¢ + y seng (2.9)
e
3 5 |Pp)| ., 0=pst/c
P(p) = 2 - P = . (2.10)
c -i|p(p}| ., p> 1/c

2.2 FONTES PONTUAIS HARMONICAS

Consideremos agora a fungao potencial

1
¥ (R,t) = g exp[ fw(t - R/C) ]. (2.11a)

onde

- < .

R=IIRIl= I x° + y2 + 2% = J-rz + 25, (2.11b)
devida a uma fonte pontual harmonica localizada na origem do sistema
de coordenadas (r = z = 0). Conforme pode ser verificado, esta fungao

satisfaz a equagio da onda acustica nao-homogénea

2
[ v - lé é—é ] ¥ = -4n 8(x) 8(y) 8(z) expliwt) , (2.12)

para todo %, y, z e t.

Um resultado notavel devido a Sommerfeld (1909) e Weyl (1818)
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€ que a onda esférica (2.11a) pode ser representada por uma
superposigao de ondas planas harmbnicas (equacdo (2.8)) homogéneas e
n3o-homogéneas. Utilizando-se o parametro de ralo introduzido em

(2.7), esta representagao pode ser escrita como (ver Aki e Richards

1880)
1
@U[R,t) = & exp[ jw(t - R/c) ]
[-2] 21
_7ie | P | exp[ tult - mp - zP(p)) ] d¢ d (2.13)
2n P(p) P P '
) 0

para todo -w < X, y < @ € Z z 0.

A equagdo (2.13) é conhecida por Integral de Weyl e fornece a

fonte pontual harmonica como superposigdo de ondas planas harmonicas
homogéneas e nao-homogéneas.

Introduzindo coordenadas polares x = r cos8 e y = 7T send
na integral em (2.13) e utilizando a representagao integral da fungao

de Bessel de ordem O (ver Watson 1968)
2m
1
JO(A] F J exp[ -iAcos(¢ - ©) ] d¢ , (2.14)
0
podemos escrever para todo z 2 0
[ =]
= - P__ -
WU(R.t) iw I B(p) Jo(rpw) exp[ iw(t - zP(p)) ] dp (2.15)
0

que é a chamada Integral de Sommerfeld.

A representagao da fonte pontual harmonica pela integral de
Sommerfeld é mais compacta que a da Integral de Weyl, tendo porém uma

interpretac@o menos geométrica. De fato, a integral de Sommerfeld

15



representa a fonte pontual como uma superposigao de ondas cilindricas.
Estas ondas sao geradas pela integragao na variavel ¢ das ondas planas

(em p e ¢) na integral de Weyl (2.13).

5.3 FONTES PONTUAIS TRANSIENTES

Podemos obter fontes pontuals transientes simplesmente por
superposigao de fontes pontuais harmonicas de diferentes frequéncias
positivas com amplitudes variaveis. Consideremos 2 fonte pontual

transiente genérica
=]
1 G(t - Re) = : glw) ¥ (R, t) dw (2.16)
R n w ¥ ] .
0

onde glw) é a transformada de Fourier de um sinal real
g(t) = Re[G(t)], o <t <o A analise feita no Capitulo 1 mostra que
G(t - R/c) é totalmente determinada por g(t) através da expressao de

convolugao
o
1
e i
gl(t) = [ ww(R,t] dw

o

% G(t - R/c)

g(t) * %A(t - R) . (2.17)

Da integral de Weyl (2.13) e tomando £ = t - mp - zP(p),
podemos escrever para 2z z 0

o o] 27

: - wiif-ie) B
R a(t - Re) = o J >n J B(p) [ exp(iwf) d¢ dp dw
0 0 0
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T o
= d
_ é% J ﬁ%ﬁT J 2 { % I exp(1w€) dw } d¢ dp

0

o 2n

— Foteo] p 13
= on J P[p] [ A {g) d¢ dp ., (2.18)

que pode ser vista como a versao transiente da integral de Weyl. A

interessante expressdo acima, que generaliza os classicos resultados
de Sommerfeld e Weyl, foi obtida por Poritzky (1951;1955) e estudada
depois por Tygel e Hubral (1987).

Substituindo (2.18) na expressao (2.17) vem

(-] 2mn
Lot - Re) = g(t) ® = J 2653 I A’ (€) d¢ dp
4] 4]
o 2n
=gt " o I 5 I A(E) dé dp . (2.19)
o} 0

Para sinais reais,

o0 2mn
1 _ ) * =2 P
R g(t - Rec) = g'(t) Re[ 5 J B(p) J A(g) d¢ dp ]

o] ]

] 2m
-1 p v

o] 0

onde foi usado o fato de que
g (t) * A(€) = G’ (&) . (2.21)

A expressao (2.20) é a extens3o da representagzo de Weyl dada

originalmente por Poritzky (1951).
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Podemos agora utilizar o resultado (1.14) para calcular a
integral na variavel ¢ em (2.19). Assim, para r > O temos

2mn 2mn

I A(E) d¢ = J A(t - np - 2zP(p)) d¢

o} 0

-1/2
=2 [rzpz - (t - zP(p))? ] ; (2.22)

Notemos que a raiz quadrada acima deve ser interpretada como

em (1.15). Portanto, parar > O

© -1/2
1 _d =1 P - _ 2

o

que pode ser considerada como a versao transiente da integral de

Sommerfeld (2.15).
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CAPITULO 3

PROPAGAGAO EM MEIOS MULTICAMADAS

As respostas transientes para uma fonte pontual, em um melo
com camadas acusticas homogéneas paralelas, podem ser expressas Como
integrais, tanto no dominio do tempo quanto no da frequéencia.

Este capitulo é dedicado & exposigZo do método para o calculo
dessas solugoes exatas para o0s potenclalis (fungdes de onda) acusticos
em cada melo. Além disso, apresentamos uma estratégia para reduzir o
intervalo de integragéo nas expressoes para os potencials. Vale
lembrar que & multiplicacgo da densidade pelo potencial fornece a
pressdo. A referéencia bésica para este capftulo é Tygel e Hubral

(1987), Caps. 6 e 7.

3.1 FORMULAGAO DO PROBLEMA

Consideremos um meio com N camadas acisticas entre dois
semi-espagos como © representado na Flgura 3.1. O semi-espago superior
(z < 0) é denominado meio O e o inferior (z > HN) meio N+1. HJ designa
a profundidade da J-ésima interface, medida a partir da origem; pJ e
cJ sao, respectivamente, a densidade e & velocidade no meio J. A fonte
pontual S(0,0,-h) localiza-se no meio O a uma altura h da superficie.

As coordenadas Cartesianas serdo denotadas por (x,¥,2).
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¢ 5(0.0,-h) po.co
MEIO O -
H° x(r)
pi’c|
MEIO |
H,
H
J-1
e Pix,y.2) P,.C,
MEIO J
HJ
H
NMEIO Nel L Pt C

Figura 3.1: Meio com N camadas acusticas entre dois semi-espagos.

Nosso problema sera determinar a resposta refletida do meio
multicamadas acima, em todos os pontos do espago, devida a uma onda

esférica incidente (fonte pontual), da forma

i b = = 1 &
Wi{R.t) "R s(t R/col Re[ R At R/cD) ]
[ en
=9 =1 P
=3 Re 5n J §;T§T [ Wldé dp ] 5 (3.1)
0 )
onde
R = J rZ + (h+ z)2 i r = x° + yz (3.2a)

e
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@I= A(t = mp - (h + Z)Po(p)) ; (3.2b)

com

n = X cos¢ + y seng , (3.2¢)

_ 11 _ .2
P (p) = l 2 P (3.2d)

0
sendo a raiz quadrada calculada como em (2.10).
Para cada meio J, consideraremos O potencial total como
T =U +D 3.
3 3 3 {3.3)

onde Uj e Dj s3o potencials "ascendentes” e "descendentes" no meio J.

(2.18), escrevemos

Inspirados na representaqﬁo em ondas planas
tentativamente
@ 2mn
v (r,z,t) = a4z P U d¢ dp (3.42)
3y dt| 2n Potpi ) :
0 0
e
oo 2n
D (r2t) =S| 22 > D d¢ dp (3.4b)
Tl at| 2n | P (P) | 7 '
0 0
onde Uj e Dj s3ao ondas planas transientes que compdem cada potencial,a

serem determinadas.

Definindo o potencial de onda plana transiente total em cada

meio Jj por
yN+1 (3.5)

¥ =U + D J-O,l,-..

este deve satisfazer a equagdo da onda aclstica
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52 -4n &(x) &(y) &(z+h) A(t) , J=0
T ¥ = (3.6a)

e _ 1
cj z ) 0 , J=0

v -

o)}

t

no respectivo meio, mais as usuais condigoes de continuidade de

pressao e deslocamentos normais, isto é,

g .= p
3 3 (z = HJ) (3.86b)

i
e
n
|
e

3.2 AS COMPONENTES PLANAS TRANSIENTES

Onda plana incidente

Esta é a onda plana transiente descendente no meio O,

que conforme (3.1), é dada por
D0 = WI= A(t = mp - (z + h) Poip}) ; (2.°7)

onde z+h=z0 , 0<p<w e 0=¢=2n.

Condicdo de Radiagao

Assumiremos que

U =0, (3.8)

indicando que nenhuma energia do semi-espago inferior volta ao

sistema.
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Direcdo de propagagao: Leis de Snell

Consideremos agora um observador P(x,y,z) no meio J. Para
cada p e ¢ fixos podemos pensar que DJ é uma superposigao de ondas
planas que incluem todas as possiveis reverberagdes no interior do
meio multicamadas, chegando em P de forma descendente. 0O mesmo se

aplica a Uj , porém de forma ascendente (Figura 3.2).

-
*y

Figura 3.2: Ondas planas transientes UJ e Df

Como é bem conhecido do estudo da propagagac de ondas planas
escalares em interfaces planas separando dois meios homogéneos, para
caracterizar as diregdes de propagagao de UJ e Dj em cada melo J, as

quais independem das reverberagoes sofridas, introduzimos "angulos"” ¢j

e 8j , que satizfazem as Leis de Snell

¢ =¢ =9 (3.9a)
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send senb
b 0

da B (3.9b)

J o

para. J = 1,. .. .N41.

Das equagoes acima, podemos escrever que para J = 0w JN+E,

cos8 J : sen28
3 ]

1]

c &
] J

= J p? - p2 = Pj[p} ) (3:9c)

(1

onde pJ = l/cj chamada vagarosidade no meio j e Pj[p) é definido

como em (2.10).

Tempos de Percurso Primarios para o meio J

Vamos agora definir os seguintes tempos de percurso primarios
para UJ e DJ .Como pode ser visto na Figura 3.3, podemos decompor o

tempo do trajeto AC duas partes: t entre Ae B et entre BeC.

MEIO j

Figura 3.3: Tempos de percuso horizontal e vertical.

O tempo t‘ é chamado de "tempo" vertical e pode ser calculado

como
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t =AD —-2 = AD P(p) . (3.10a)

Analogamente, o tempo t é chamado tempo horizontal e é dado

por
- seneJ -
th = DC == DC p . (3.10b)
J
Introduzindo agora as quantidades
h Po(p} i =0
= (H - H P . W :
TJ j J_1J J[p] 3 N (3.11a)
0 X = N+1
e
{z - Hj) P (p) R T
o, = . : (3.11b)
(z - Hn] P“+1{p) , J = N+l

verificamos que T é o "tempo" vertical para ir de S até a interface

z=H et (J =1,..,N) é o "tempo" vertical para atravessar o meio

J
J; a quantidade —aj (j = 0,...,N) representa o "tempo" vertical para
ir da interface z = HJ até P (no meio Jj) e i da interface z = H_
até P (no meio N+1).

Os "tempos" verticais primarios totais « e B1 associados

as ondas UJ e DJ que conectam S a P no meio J podem ent3o ser

expressos como

a = X T T cj (3.11c)
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J
B =) B e (3.11d)
k=0

Da mesma maneira, o tempo horizontal primario total associado

as ondas UJ e Dj pode ser expresso como
u=7np = (x cos¢ + y sen¢) p . (3.11e)

Notemos que o tempo horizontal é sempre real; ja o tempo vertical pode
ser real ou complexo, dependendo da onda plana ser homogénea ou nao em
cada meio por onde passa até chegar ao observador.

Concluindo, os "tempos" de percurso primario totals

relacionados as ondas UJ e DJ sdao definidos por

€ = p+a (3.11f)

. =u+B, . (3.11g)

3.3 AS COMPONENTES PLANAS HARMONICAS

-

A fim de resolver o problema proposto na Segao 3.1 e
conveniente escrever Uj e DJ como superposigac de ondas planas
harmonicas. Por motivos que ficardio claros mais adiante torna-se Gtil

escrever os potenciais Uj e DJ da seguinte forma:

U =lJﬁ dw (3.12a)
x|
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_'F | T
DJ == [ Dj dv , (3.12b)
o
com
UJ = ﬁj(p.w) exp[ lw(t - EJ) ] (3.132)
e
151 & a}(p.w) exp[ iw(t - cj) ] , (3.13b)

onde ﬁj e aj sao coeficientes que devem ser determinados.

Utilizando os resultados dos Capitulos 1 e 2, obtemos

U} = uj(p,t} * Al - &j] (3.14a)
e
DJ = dj(p.t] * At - CJ) i (3.14b)
onde
o
uj(p,t) = Re[ % J ﬁj(p.w) exp(iwt) dw l (3.15a)
0
e
dj(p,t) = He[ % [ j(p.u) exp(iwt) dw ] ; (3. 15b)
0

Observemos que pelas escolhas de E} e c; em (3.11), temos

J
Im[ t - kzg T -k * aj ] z 0 (3.16)

e portanto as fungdes A estd@o bem definidas nas equagoes (3.14).

Devemos agora calcular as fungoes ﬁj[p.w) e aj(p.w). E facil
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verificar que os potenciais UJ e DJ também satisfazem as equagoes
(3.6a) (de fato, basta para j = O trocarmos A(t) por exp(iwt)) e as
condicdes de fronteira (3.6b). Assim, apds alguma manipulagao

algébrica, estas condigdes reduzem-se a

3 [ i, aj ] = By [ g, exp(-2iw Tj+‘) + Eij.1 ]
(3.17)
PJ(p) [ G - aj ] = P3*1{p) [ u exp(-2iw tjii) - aj‘1 ]
ou, na forma matricial,
u u
J j+1
= M, j=0,1,...,N, (3.18)
a d
] J+1
onde
| Py
M i {3.19}
J t
j r.z 1
J+1
com
zJ = exp(-2iw tj] v o = Lpgaw N i B 1. (3.20a)
p . P(p) -p, P _ (p)
rj o 30 PJ[ - pJ Pj‘itp) J=0;.:aN; (3.20b)
pj*i J P ] J+1
e
pj ;
t = 1 +r 3 o= ) e N (3.20c
J PJ+1 [ J ] J

Para cada p =z 0, a matriz HJ é chamada matriz de propagagao

com respeito a interface J; os valores 8 e tj (geralmente complexos)

sio, respectivamente, os coeficientes de reflexdo e transmissdo na
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interface z = Hj. Finalmente, a quantidade zJ (1 = § = N) corresponde

a um atraso temporal devido a uma reverberagao na camada J.

3.4 OBTENGKO DA RECURSIVIDADE

Utilizando a equagdo (3.18) recursivamente de J ate N

obtemos
Q a
] j N+1
= M ‘ (3.212)
a d
] N+1

onde M’ denota a chamada matriz produto

N
M=TTH . (3.21b)
k=)

E facil ver que os elementos da matriz M’ s3o polindmios
(com uma certa particularidade, como veremos a seguir) nas variaveis

2z, ., ..., 2z (z ~=1). Agora, da condicdo de radiacao (3.8), temos

u =0, (3.22)
N+l

e escrevendo a matriz MJ na forma

) P
N -1 b} ]
i s [I—[ ¢, ] ) | (3.23a)
5 3 ]
de (3.21a) vem
uJ [ N -1 PJ
=TTt ] a , (3.23b)
aj k=3 k N+l QJ
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Observemos agora que usando a relagio

j+1

M = MM (j=0,1,...,N) , (3.23c)

podemos obter uma recursio para PJ e Q

P =@ F: +r Q

K kel kel kK ok
k=N...,J , (3.24a)
B = P Fns i ¥ Qs
com a inicializacdo
P..=0 e Q. =1. (3.24b)

Da equagao (3.7), ao = 1. Utilizando (3.23b) para j = 0

obtemos
- 1
3. - ['[_Tt.k] L. (3.25)
k=0 (o}
Finalmente, substituindo (3.25) em (3.23b) vem
J-1 Pj
u = t - .
a, [U “]Qo (3.262)
e
4 J=-1 QJ
= - 3.
! [H "]Qo (3.26b)
para jJ = 0,1,...,N+1.

E importante observar que as solugdes (3.26) sdo verdadeiras
também no caso em que uma das interfaces (z = Hk , por exemplo) é uma
superficie livre, isto é, r=-1 e tt = 0. Neste caso, temos que

ﬁj = aj = 0 para todo j = k+1,...,N+1.
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3.5 EXPANSAO EM MﬁLTIPLAS GENERALIZADAS

As equagoes (3.26) expressam ﬁj e aj como  fungdes

racionais nas variaveis z,...,2, . Mals ainda, observando a
recursao (3.24) notamos que as poténcias destas variaveis nos
polinomios PJ e Qj sdo necessariamente 0 ou 1. Assim, estes polindmios

tem a forma

F T TE i (3.27)

com a somatéria incluindo todas as permutagles de 0 e 1 nos {ndices
k1"'kx e os coeficientes F sao expressos como um ﬁ;oduto dos
coeficientes de reflexdao e transmiss3o. Isso facilita em muito o
calculo da recursao e também as expressdes finais que serad obtidas

para os potenciais.

Consideremos agora a expansao em Série de Taylor da funcao

racional
oo
D(zl,---.zu) k K,
SR B ) S o ™ Gt Bt 3+ (320
1 N 1 N
k .k =0

onde D e E sdo polinomios da forma (3.27). Denotando por { D.. E b
(K= kl...k") os coeficientes de D e E, respectivamente, podemos obter

{ o } através da seguinte recursao

C =D = E kS (3.29)
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com a somatéria envolvendo 0 s 1 = min{l,kl}. t=1,...,N comos I
nao todos nulos. Notemos que Dx = 0 se algum k> &
Podemos agora escrever a expansao em série de Taylor das

funcdes racionais ﬁj e aj (equacdes (3.26)) como

w
K, ke
uj(p,w] = Aj.k.'.k (p) z .z (3.30a)
1 N
kK ...k =0
1 n
e
w
k, kg
aj(p,w) = BLk L (p) z oz (3.30b)
177N
ki..-kn=0

onde { Abx b e BJ’K } podem ser calculados através de recursdes do

tipo (3.29) e sdo chamados respectivamente de coeficientes de reflexao

e transmissdo generalizados. A N-upla K = k...k, é chamada

assinatura.

Em vista da observagao feita sobre os coeficientes dos
polinomios Pj e Qj e pelas equagdes (3.26) e (3.29) podemos concluir
que os coeficientes { ALK b e th } s3o expressos como uma soma de
produtos dos coeficientes { r, ’ti}'

Devemos observar que pode haver a necessidade de modificar o
caminho de integragao em (3.12) para evitar possiveis polos (zeros de

00(21""'zn)) localizados no eixo real positivo (w = 0).
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3.6 SOLUCAO NO DOMINIO DO TEMPO

Substituindo as expressces (3.30) em (3.13) e lembrando da

definigao de z, (equagao (3.20a)), vem

[+ ]
N
Uj = Aj,k...k (p) exp[ lw(t = 2 Z kitl— EJ}] (3.31a)
e | §=1
k ...k =0
1 N
e
w
N
DJ = Bj,k.‘.k (p) exp[ fw(t - 2 [ k‘tl— CJ)] i (3.31b)
177N 1=1
K .k_=0
1 N

Finalmente, fazendo a integragdo em w como indicado em (3.12) obtemos

as expressoes para UJ e DJ

[+ 1]
N
u = Ay oy (P a[ t -2 Zklti— £, ] (3.32a)
1 N i=1
k .k =0
1 N
e
w0
N
D, = S (p) A[ t -2 [kirl- Z, ] . (3.32b)
1 N i=1
k .k =0
1 N

Para obtermos as expressoes finais para os potenciais Uj e DJ
(equagdes (3.4)) devemos calcular as integrais em ¢. Pelas definigoes
(3.11), todas essas integrais sao da forma

2N N 21

I A(t - 2 z klri - 4+ 7) d¢ = J A(t - p -v) d¢o , (3.332)

i=1
o} o]

onde p = (x cos¢ + y seng) p e Im(v) = 0. Utilizando o resultado
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(1.14) obtemos

2 2 2 =172
2m 2 [rp" - (t - v) ] , Tp#*0
J Alt - u-v) d¢ = s (3.33b)
5 2n At - v) , rp=20
onde r = x2 + y2

A solucdo final no dominio do tempo € entdo obtida
substituindo (3.33b) em (3.4).

Escrevendo de uma forma unificada

o 2m
_d -1 P
Vj(r.z,t} = It 5 [ ﬁgfﬁT J VJ d¢ dp i (3.34)
) )
com V = U ou V = D de acordo com o potencial que esta sendo
representado, temos
w
Vj(r‘,z,t] = X \'J'K(r,z,t] ; (3.35a)
kK ...k =0
1 N
onde
o
vV (r,z,t) = gl Y ot tp)e fpir, et dp (3.35b)
X y &y t F;m 1,K K y by £y
0
e
r 2 2 2 a-1/2
[ rp - [ t - Tj l[p,z) ] ] , r>0
GJIK(p,r.z,t) = 4 , (3.35¢c)
: n 5[ t - TJ’K(p.z) ] , r =0
com
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T, (p2) =2 [ kT +7 (3.35d)

e y =a C=Aoug=2p8 C=B A expressao (3.35a) é chamada

expansao de onda miltipla generalizada para o potencial ascendente ou

descendente no meio j. Os termos V K{r,z,t) sao chamados

maltiplas generalizadas.

A expansao em multiplas generalizadas oferece a possibilidade
de selecionar uma contribuigao de um raio, ou ainda computar e estudar
as solucoes em um intervalo de tempo estabelecido.

No capitulo seguinte faremos uma analise detalhada das
representaqSes integrais dos potenciais Uo e D , a saber, dos

N+l

potenciais refletido e transmitido nos semi-espagos.

3.7 SOLUCKO NO DOMINIO DA FREQUENCIA

Sera Gtil posteriormente dispor de expressoes para Os
potenciais lJJ e IJJ em funcdo das solugdes no dominio da frequencia,
para r > 0. Para tanto, tomando as equacdes (3.31), Jjuntamente com
(3.12) e (3.13) sem calcular a integral em w, € substituindo
diretamente em (3.4), obtemos, de uma forma unificada como na segao
anterior, a seguinte expressao para VJ'K

o 2mn

=4 |1 P
VJlK(r.z.t) I B I F;TET CJ'K(p] J VJ.‘ d¢ dp | ., (3.36a)
0 0

onde
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(3.36b)

Trocando a ordem de integragdo de w com p, derivando em

relacio a t, e utilizando a representagao da funcdo de Bessel de

ordem 0 (equagao (2.14)), obtemos as expressoes finais

w
[+
— 1 %
Vj(r.z,t} = = J Vj.x(r.z,wJ exp(iwt) dw , (3.37a)
0
k ...k =0
1 N
onde

[+ 4]
v - . . i
Vj.‘(r.z,w] fw J Po(p} JO{rpw} CJ’K(p) exp[ fw Tj,k ] dp, (3.37b)

o]

com Tj . dado por (3.35d).

3.8 TRUQUE DE CAUSALIDADE

Uma funcdo real f(t) definida para todo t > O e dita causal

se

f(t) =0 , t <0. (3.38)

Consideremos agora que f(t) = Re[F(t)], onde F(t) é uma

funcdo complexa definida em (-, ®). Construfmos F(t) da seguinte forma

F(t) = F(t) - F(-O) . (3.39)

Se f(t) for causal, temos para t > 0
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Re[F(t)] = Re[F(t)] - Re[F(-t)] = £(t) - £(-t) = f(t) . (3.40)

ou seja, a parte real de F(t) é idéntica a f(t) para t positivo.

Chamaremos a transformacao (3.33) de trugue de causalidade

aplicado a F(t).

Em Tygel e Hubral (1987) € demonstrado que os potenciais

reals
Uj(r,z.t] = Re[ Uj(r.z.t) i (3.41a)
D(r,z,t) = Re[ D (r,z,t) 15 (3.41b)
para j = 0,...,N+1 ,com Uj e DJ dados por (3.35), sdo causais. Veremos

logo a seguir, que a aplicagao do truque de causalidade reduz o
intervalo de integragao nas equagoes para esses potencials.

Definimos o potencial simétrico por

Vj(r,z.tl = Vj{r.z.t] - ijr,z.—ti . (3.42)

Utilizando as equagdes (3.35), podemos escrever

[24]
[+ ]
Vir,zt) = d 11§ g (3.43a)
| R dt| 2n 3, K Y ’
k k =0 °
e
onde
2m
S _ _P - i =
VJ.R }TO-{—E)- lel[p] J-A(t H Uj) de¢
o
on
PR . ‘(p) I A(-t - p-v) d¢ , (3.43b)
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com

= (x cos¢ + y seng) p (3.44a)
e
N
v, =2 [klt‘ $a, (3.44b)

onde y =a, C=Aouy =8, C=B.
Os coeficientes Cj K(p), como observado na Secao 3.5,sao
obtidos por somas de produtos de { rl,t‘} e os "tempos" v, sao

combinagdes lineares de { LI b

Definimos agora o parametro de raio fundamental como

p=Ma.x{pJ/O$JSN+1.pJ<w}, (3.45)

M
ou seja, a méxima vagarosidade finita do meio multicamadas. A escolha
acima permite que meios com Iinterfaces livres ( coeficientes de
transmissdo e reflexdo O e -1, respectivamente) possam ser incluidos
na formulagao.

Como pode ser facilmente verificado, para todo j = O,...,N
temos que os coeficientes de reflexao e transmissio, r,oe t], s30

reais quando p Zz max {pj. P }. Segue-se que para todo p 2 P, todos

T

os coeficientes de reflexao e transmissdo sao reais. Além disso, os
"tempos" Te o s3o imagindrios puros, pois pela definigao de Pj{p]

(equagdo (3.9c)), temos para todo j =0,...,N,
Pj(p) = —iIPJ(pll . PZp, . (3.46)

Portanto, para p - podemos concluir que
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(1) PD(p) = -Po(p);
(11) CJ K{p} sao todos reais;

(111) vy s3o0 todos imagindrios puros {5; = —vj);

(iv) pela propriedade (1.17) da fungaoc Delta:

A(-t - u - vJ) = At + p + 5;) = Alt + p - uj) g (3.47)

Coletando as informagoes acima, temos de (3.43b), para p = P, 2

relagao

2n

< = _P _ - - =
V;,: = F;TET CJ'K(p) J [ Alt - p UJ) Alt + p vj] ] d¢. (3.48)
0

Utilizando agora a férmula (3.33b), é facil ver que a

integral acima é nula, isto é,

¥, pp =0 . PEDP, (3.49)

O importante resultado acima mostra que a integracao em
(3.43a) pode ser reduzida ao intervalo [O.pnl sem que se altere o

valor da integral. Podemos entdo definir os potenciais

V(r,zt) = dl1llv ap (3.50a)
y dt| 2n [ 4 2 '
0
K ...k =0
1
onde
n
- _P g
)

Para t > O podemos entdao escrever o potencial real como

vir.z,t) = Re[ v (r.z,t) ] = Re[ V:(r,z.t) 5 V:(r.z,-t) ] - (3.81)
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PAFA FONTES PONTUAIS TRARS IENT

5

"

3.9 RESPOSTAS

Para uma fonte pontual transiente ¢(R,t) = %
acsociada a ur sinal real causal g(t) (g{t) = 0, t < 0) podemos

escrever a partir de (2.17)

1 spp = . * Rel 2 Alt - 2
5 glt R/CO} glt) Re[ R alt R/co) ] (3.52)

Portanto, o potencial no meio J do sistemz multicamadas

ve(r.z,t), devido a essz fonte, pode ser escrito como

vjfr.z.ty = g(t) * l’jlr.z.t] , (3.53)

onde Vj(r.z,t] é dado pela equagao (3.51).



capiTULO 4

ANALISE E IMPLEMENTAGAO DAS EXPRESSOES

Na primeira parte deste capitulo, anzlisazmos com mais

detalhes os potencials nos semi-espagos livres Uo e Eﬁj. Apresentamos

p b

tambem algumas propriedades dos coeficientes de reflexac e transmissao
general izades ~elativos a esses potenciais.

Em seguida, especificamos todos os passos envolvides na

implementaqﬁo computacional para © calculo desses potenciais.

4.1 POTENCIAIS NOS SEM]1-ESPACOS

Concentraremos nosso interesse nos potenciais UC (refletido no

semi-espagco superior) e DN&_ (transmitido no semi-espaco inferior)

4

para r > 0. Esses potenciais sao dades por (3.35) e (3.37), utilizandc

vV = Uo‘ cC = Ao ey =a ouV = Dx+1’ C = 13'“1 e 7 = Bn.1 de acordo com

>

Vir2,v) = Re[ V (r.z,t) ] . (

onde, no dominio do tempo,



[a8]
oy

5 3 2 4-172
G‘(p.r.z.t} & [ rp° - [ t - Tl(p‘zl ] ] . (4

ou., no dominio da freqiencia,

o

vV (r,z,t) =
| S

A

] V‘(r,z,u} exp( iwt ) de (4.32)
o
COm

o

C _ P s )
\K[r,z,u} = =} j ﬁ;TBT Jotrpw) Clip} exp[ iw T‘[p.z) ] dp (4.3b)

o}

Nas expressaes acima tomamos CK = Al (coeficiente de reflexao

generalizado) ou C‘ = Bm (coeficiente de transmiss3o generalizade). A

funcao T, é dada por

N+1
= {
T‘(p.z) [ AJPj{p} (4.4a)
3=0
onde
h-2z ,V=U
A = ; (4. 4b)
° h v==0C
N+1
2k (H -H ) TR
A, = - 1=3=N, (4.4c)
! (2k +1) (A -H ) ,Vv=0D
3 J -1 N+l



Notemos gue Se€ HJ - HJ_1 > 0 , entdo AJ é estritamente
positive no casc do potencial DN". enguanto que no casc de UD podemos
ter AJ nulc, dependendo do valor de ky

Vamps dar agora uma interpretaq%o geometrica para a2
assinatura K = kz"'kn que aparece na somatoria da express%o des

potenciais. Fixada uma N-upla {k1""‘kN]’ cada kj indica o numerc de

reverberagoes que cada componente plana realiza no meio J.

St——-__~__~___‘_"-”#___,-—0ﬂ 5‘-~,___hhh“

S.\ /Pl S
S

Figura 4.1: Assinaturas (c.0), (1,0), (2,1) e (Z,2).

2
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Ne Figura 4.1 temos um exerplo de un meio com duas camadas €

W

< ascinaturas (0,0), (1,0}, (2,1) e (2,2) para dois observadores F‘1 e

P, um em cadz semi-espago. E Interessante notarmos & diferenga das
<

trajetorias dc raio em cada casc. Na realidade, comc Veremos adiante,
cadz ascinzture K representa um conjunto de trajetérias, todas com ©
mesmo numero kj de reverberacces na camadz J.

£ facil ver que para o caso do potencial refletido U, kj

reverberacoes implica em 2kJ passagens pela camada J. Assim, ©

coeficiente de reflexao generalizado A‘ associado a uma assinatura com

k, =gie kj > 0 para algum j > i sera nulo, pois nao pode haver um
ecalto da camzZa i - 1 para a carmada j sem passar pelas camadas
intermediarias. Neste caso, podemos trabalhar apenas CoOF as

assinaturas do tipo

kj >0, J=1,...,8 e kj =0 ; JiE %l wxnll o (4.5)

onde s pode variar de O até N. Notemos que s € exatamente o numerc de
camadas abrangidas pela assinatura K, ou ainde, © indice da ultima
camada envolvida. Mais ainda, (4.5) implica que os coeficientes AJ da
funcao TK[p.z} (equacdo (4.4)) sdo nulos parz J > S.

Esse fato ja nao ocorre com o potencial Dﬁq. visto que todas
ac camadas estao obrigatoriamente ervolvidas e cada k_ implica enm

J

2kJ + 1 passagens pela camada Jj. Portanto, kJ pode ser nulo sem que AL

o seja.



4.2 0S COEFICIENTES DE REFLEXAO E TRANSMISSAC GENERALIZADOS

Vamos anzlisar com mais detalhes os coeficientes Al(p) €
B‘{p}. K = {ki"'ku}' gue aparecem nas expressoes para os potencials
nos semi-espascs.

Comc visto no capitulo anterior, Secao 3.5, tanto A‘{;]

quanto Bk[p) podem ser calculados atrazvés da recursao (3.28) tomandc

m

DEFDeEEQOparaA‘eD

[
L

tDA..tN e £ = Qo para B;‘ onde Po e Q
podem ser obtidos a partir deas equagoes (3.24). Observemos também que
esses coeficientes Sac expressos Ccomo umz Soma de produtos dos
coeficientes de reflexao (rj) e transmisszo (t}).

Utilizando a notagdo da segac anterior, seja s © {ndice da
Gltima camada envolvida na assinatura K (ver equagac (4.5)) no caso
do potencial refletido.

Para um certe p fixo, podemos dizer que o raio associado
origina-se na fonte pontual, percorre o meio multicamadas, perfazends
em cadz camada J (J = 1,...,8) um numero kj de reverberacoes e retorna
a superficie no casoc de A‘ ou se dirige ac meio inferior no caso de
B;'

As equagOes (3.20b-c) definer r e t em relacdc a um raic

4 <

esteja acima da interface j. Denotandoc por r e {J o casc contraric, €

- w R R -
r = -r e t [ 1 Py ] : (4.8)

Devemcs  observars  agora  Que poder existir diferenies

que



trajetérias possiveis para um mesmo namero fixo de reverberagoes. Na

Figura 4.2 apresentamos um exemplo de um melo com duas camadas e

T

| e

N —"

Figura 4.2: Grupo de trajetorias com a mesma assinatura (2,2).

P
P
=

Para cada trajetoria, podemos definir um fator que mede a
variagao da amplitude correspondente a0 raio representado. O
coeficiente generalizadc sera dado entac pela somz desses fatores, um
para cada trajetoria.

A assinatura (0,...,0) nao apresenta dificuldades pois nesse

= ] =
caso Ak(p} ro(p) e Bk{p; totp}.



Parz ac outras assinaturas, é faci) perceber, gue no caso do

13
3 g x B .
coeficiente de reflexac generalizado, o termo [rs(p)] e comum &

todos os fatores (ver Figura 4.3) e, portanto, podemcs escrever

k.
¥ o= s ;
A (p) [ rs(p) ] A(R) (4.7)
onde Alip} nzs envolve Ps“{p). Através da Figura 4.3 podemos
2 2 .
rvar ] r % " = = ;v Bk * ambem
observar que ¢ produto tofo qufs-a (1 r) ( rs_i) tamben

é comum a todos oOS fatores. Desta maneira, podemds escrever o

coeficiente A‘(p) nza forma

& s-1 "
_ _ .2
A (p) = j[m[ [1-r) ] A R) (4.8)

Figura 4 3: Assinastura com K reverberacoes na camada S.

Para o coeficiente de transmissao generalizado, o fator comur
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o todas as trajetorias e t t....t. = = (1, % 8 T
01 X £, 0 Py N

donde obtemos, analogamenie a (4.7); & express%o para B‘{p)

o X 4
: (- % i T <
Ble) == ]| [1+ r (p) ] B (P) . (4.9)
Nei 3=0
Pelz definigac de rj{p) (equagao (6.20b)) temos r‘}(pj‘; = -1 e
rj[p ) =13=0,... ' N) e portanto
j+1
"0 ' \j= OI 15-:
K
— -1 i = =
Akipj) (-1) Anipsl . JES (4.102)
| % P =
LAn[psvi) v J sl
=
Bl(pjl =0 , J=0,...,N. (4.10b)

Vamos verificar agora que Ak(p) e B&p) nio possuem
singularidades em [0,o). Para tanto, devido ac observagoes feites,

basta mostrarmsos que O denominador de r, (0= 3 = N)

) = P (p) + P (p) (4.11
dj{p Pyar g Py Tya P !

nao possul zeros reais nesse intervalo. Sem perda de generalidade

vamos supor que O < p <P, .. De definicac para Pj(p) temos

Pip)l + p. [P, (P) , D=p=
f pj'l : ijJ, FJ 1T ya1 P/ F pj
¢ (p) =4 - P )l + p [P P} . p <P=E=p . (412
j(p) T By 1R CRE L Py P =P
|3 I s & <
L -1 ey, IF,(PIL =18 Py @« Py <F

Claramente ReEdj(p}] > 0 ou In,\dj[p]} < 0 para todo p €

portanto, ciJ nZo possui zeros rezis no intervaleo [0,=).
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Concluimos assim, gue OS cceficientes generalizados A (p) e
K

Ekip) nio possuem singularidades em [0, 0).
cera util posteriormente dispormos de uma expressac para
ﬁx(p} para P proximo de P A partir da eguazao (4.7), vamos tomar

per conveniéncia a aproximaqao para p = P

6+1
ks 172
[ rs{p} ] =1+1a [ PP, ] " (4.13)
onde a pode ser determinado por
k. 172
_ (r. ] =1 e o Py
a = le = 2 kK — =——~ - [4.14}
1/2 s p P(p .)
PP, i [p = P ] s+1 s s+l

Portanto, por (4.7) e (4.102), para p = P__, temos
B+

. 1/2 .
Ai(p) = [ 1+ i a [ P - P, ] ] A‘[ps’i) . (4.15)

com a« dado por (A.34]).

4.3 POTENCIAIS REAIS E TRUQUE DE CAUSALIDADE

Utilizandc as expressoes nc  dominio de tempo para cCS
poterziais nNoOS cemi-espagos para r 2 0 (equagoes (4.1)-(4.2)) podemcs
aplicar o truque de causalidade apresentado To capitulc anterior
(Secdo 3.8). Apos algume manipulagdo, os peotencials reais U_ e D...

podem ser escritos da seguinte forma unificada



Vir,z,t) = V‘{r.z‘t} , (4. 162)

K .k =0
1 N
onde
’ Vo= d 'u' + 't s =y
¥K{r,z.t; = dt[ PK\r.z.t} ¥1{r.z. t) ] (4 1€bD)
e
Py
Mo ) = el L | sbiClpl BB STE 9P (4. 162)
< n PG( JR ¢ e ' :
o

com GL{p.r,z.t) dado por (4.2b) e os coeficientes de reflexac
generalizados CK(p] obtidos a partir de recurszo (3.29).

Observemos dque, COmMO estamos trabalhando com potenciels
reais, nao ha necessidade de tomar © conjugado no calculo da expressac
(4.16c) para t negativo. Notemos também que as contribuigoes para t e
-t foram somadas, uma VeZ gue 2 derivada temporal € calculada a

osteriori.

Recumimos © algoritmo computacional para © calculo de
vir.z,t) parar > 0, 2 < o (V= UO} ou z > Hn (v = DN*:) et > 0 da
seguinte maneira:

VvV «— C
Para cada assinatura K = {k1“"’kn} faga
V: — Re[ Vt{r,z.t} ]

v e Re [ Vi{r.z,-t} ]

d +
Vlt—d—‘C(V;-*Vt]

VeV a+V
| S

Vir,z, t) eV



Devem-s agora analisar © integrando em (4 1B6c) parz
aplicarmos um2 regra de integracéo eficiente pols, como veremes 2

seguir, podem ocorrer singularidades.

4.4 ANALISE DO INTEGRANDO

Nossc problema consisie em calcular as integrais

M
= A P
I Re| -- Po(p] CK(p] G‘{pJ dp | - (4.17)
0

Da anadlise feita na Segdc 4.2, sabemos que c (p) nac possui
singularidades no eixo real positivo. 0O termo pXPoEp) também nao
apresenta problemas pois pode ser removide mediante uma transformagao
de variaveis.

Devemos agora verificar se a fungao G: possul singularidades
reais em [O.p!]. Por simplicidade de notacao escreveremos apenas
GK{pJ E GK[p.r.z.t) = Tl[p) = T‘{p,z].

Reescrevendo Gx(p) na forma

2.2 2 a-1/2 _ 1.3 2 -1/2 e
c (p) = [#p" = (¥ = T‘(p}) ] = [-Fx\p).F;(p) ] . (4.182)
onde
1 2Lk _ - , 5
Fx{p) =t -rp - Tx(p] e F;(p; = {4 TR~ 1I{p= ; (4.18D]

. % 1
temos que as singularidades de G{ passam a Ser Os 2eros de FK e F

o B ]

Notemos gque Tp * Tl(p) é exatamente o tempo de percurso da componente



plana com parametro p desde a fonte até o observador.
I 1 2 . . .
Para gque F: ou Fx apresentem zeros reals e necessario que

-~

1‘[p] se ja real e, pela equagao (4 4a), isso ocorre guando todos os

termos da somztoria sao reais. Da definigao de PJ[pJ (equagao (3.8c)),

w /4

temos que TK(pJ é real 0 s p = EK onde
EK=Min{pj/osij+1,a >0 } . (4.

Portanto, nosso inleresse deve se concentrar no intervalo [0,F. ]
Notemos claramente que Bx = p, = P, COm P, definido em (3.45).

Em [O’En) as funcoes F; e Fi s30 reais e de classe c®. De
(4.18b) temos as primeiras derivadas

N+1

$ics o -1
[F:1 (p) = -r + pjgo RJ [Pj(p)] (4.202)
e
2 N -1
[F:] (p) = r + p}zo Aj [Pj(p]] ; (4.20%)

enquanto que para as segundas derivadas temos
1 2 R 2 -3
[F11'"(p) = [F 1" (P) = JZ_G A, ey PP (4.20c)
Das expressoces acimea podemos observar os seguintes fatcs:
(1) Fl(0) = F2(0) e Fi(p) < Fo(p) para todo pem (C F )
i K" K L P L p P P . 'p"
(ii) Para todo p em {O'Ex}' [F;]"[p) = EF:]"(p} > 0. Isto significe

1 2~ .
que F‘ e F; sao convexas nesse intervalc;

-

(1ii) iF;}‘(OJ =-r < 0e [F;I‘(E) 5 +o . Logo, existe um unico p em
- h P = :
{O'P;) tal que iF‘] (pi} 0;

(iv) [Fii'[p] > 0 e IFil'(E;) 5 4+ . Llogc, F. e’estritamente

o

(&)
n



crescente em [O,p‘l

Ur esboco das fungoes F;{p) e Fi(p) no intervalo {O,El] pode

ser visto na Figura 4.4, para um certo valor de t fixo.

Fy {

|
1.
n
l
l

|
1 |
\ . 4 .

@ E :

Figura 4.4: As fungoes F;[p] e Fi(p} no intervalo [O,E:].

0 ~2metro de raio p_ define o chamado Raic de Fermat, pois
X o=

ecti associado a componente plana que tem o menor tempo de percurso
entre a fonte e ¢ observador. Portanto, o tempo de chegada da multipla

generalizada € dado por

?; =rf, * Tk[pkl : (4.21)
Nz Figura 4.5 ilustramos um exemplc para um melo COR duzs
camadas e tomamos & assinatura K = (1,2).

; . 1
Agora, dependendo do valor de t, Fx pode ter nenhum, um OU

- 2 s ‘.
dois zeros em [O'FK} enquanto F‘ pode ter no maximo um unico zerc



o : _ : z P 1 2

Devide as formas de P; € Fl , e facil ver que quandc FL possuil dois
r I ; ; ’ £

zZeros, FR nao possui nenhum e,portanto,o numero maxime de zeros nesse

intervalc é dois.

Ek' p sene

Figura 4.5: Raio de Fermat para a assinatura k= 11,2}

Com a =ajuda do grafico da Figura 4. 4. torna-se possivel

analisar os valores de t em gue se apresentam nenhum, um ou dois zeros
= 1 2 1

para as fungoes FK e FK. Para t = TK. F: apresenta um 2€ro de

multiplicidade dois em Pp = En‘ e neste caso a integral (4.17) nac

converge. Fisicamente, 1isso significa gue nesse instante a resposta (3
g

um pulso tipe 8. Na implementacao computacionzal n3c utilizamos o valor

Indicada & presenga de zeros em [O,E‘], podemos utilizar uma

aproximagac da funcao T‘[p} para localiza-lcs, tendc em vistz @

L8]
I



aplicagao de um metodo numérico para resolugac de equagoes. Cor

efeito, consideremos
N+1 == "
T (p) = } A, P(p=a [ 52- Faip= T (p) (4.222)

de maneira que T_(0) =T (0) e T (p) =T (p). Logo, os valores de a

e B szo determinados por

T (0) - T (p,) ~
a = e B=T.(p) . (4.22b)

Py

2
Notemos que &, B Z 0. Como exemplo, supondc que FL pocssua um zero no

intervalo, fazemos

Fitp) wE @ g o TAp) & kTR - Ei -p° -B=0, (4.232)
o que implica em
[o° + 82 p° + [ett - Br] p o [(t - B)*-a"pc) = 0 . (4.23b)

que é uma equacac quadratice de facil solugac.

O mesmo processc pode ser aplicado para © calculo de E‘
atraves da equagao [F;]’(p} = 0.

Umz vez localizados os zeros € tendc aproximagdes inicials ae
seus valores, o problemz é yentdo,refina-los atraves de um processo
numérico. Como as fungoes FL e Fz sic diferenciaveis e convexas,

utilizamos o Método de Newton (ver Conte e de Boor 1881), cuja

convergencia € garantida neste caso (aplicamos © mesSmO procedimentc
para o calculo de ﬁtl

Concluindo, para cada assinatura K, podemos obter cOm uUmz

om
[8)]



L

precisac requerida,as singularidades do integrando em (4.17). Nossc

proximo  passo é calcular as integrais levando em conta essas

Primeiramente vamos dividir o intervalo de integragac {G.pHI
em dois, {0,p0] e [po‘pn]‘ pois ha diferenga no calculo de Potp) em
cada um deles. As singularidades, se existirem, estarac localizadas no
primeiro intervaloc e, portanto, em [po.pH] nao aparecem dificuldades
para a integragao.

lembrando da definigado de EK (equag3o (4.18)), subdividimos

a integral (4.17) na seguinte forma
1 . p
o

R

o]
P :
_J‘DTP—O(_}J_)_E— RE'[ CK[p] Gx{p] ] ap
P

K

X
: P : ) r 24)
F
0

Observemos primeiramente que, no Caso do potencial refletide,
como Aj =0 para J = s+1,...,N+1 (ver equagzo (4.5)), pode acontecer
que P_,, < E:' Definimes entao © parameiro q" come sends o minime

s+

entre Pp__, e Py Para o potencieal trancsmitidc esse problema nas
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ocorre e, por fzcilidade de notagaoc, iom

pu

mos q = P

Podemos verificar facilmente que, NnO intervalo [D,q{l. C‘(p
e TK(pJ cio reazis. Pela decomposigao de Gx (equacac (4.18)) teremos
que, nesse intervalc, Re[ Gn(p) C!{p) ] = Re[ GK(p) ] Cx(p] # 0 quand:
o produto H&{p] = F;(p).Fi{p) for negative.

Em vista da segao anterior, temos as seguintes poscibilidades

para o sinal de M‘[p}, de acordo com o numero de singularidades (NS)

(i) NS = O: H‘fp} =0 .0 =p < En;
= 0 ’05p551
(ii) NS =1, s, MK(p] T
> 0 .S‘lf.p(pK
z2 0 .05]:551
(iii) NS = 2, S1 eszz Hﬁ{p} <0 : Sl< p<:g,_2
z 0 ,Sz:‘ipﬁpx

Dessz manelira, combinando a analise do sinal de MK[p) e daz
posigao de g o intervalo {O'E:]‘ o calculo da primeira integral
em (4.24) pode ser reduzido aos intervelos:

CO min(q{.ﬁx}, Py 1, se NS = 0;

. { 1 = S o= 1-
(11) [ m n{qk.si}.si, v | BBy ], se NS = 1;

LN T & < ;] e { e 1 , 1S = :
(1311) 1 n.n{qn.si}‘si} vl SI’CEI v [ max q;lsz} P, ) se NS =2
Podemcs ainda aplicar a mudanga de variavels » = ;Poip),: ot
seja,
d»x = sgnip - P )-r—ﬁ——— dp , (4.28)

de maneira a eliminar o termo p/PO{p) nas integrais em (4.24).

Cadz um dos intervalos de integragao, pode ainda ser divididc
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em um certo numero de subintervalos. Em cada urm deles, podenos
aplicar uma regra de integragao adequada Escolhemos a Quadratura de
Gauss-legendre (ver Davis e Rabinowitz 1875) se os extremos nao Sac

singularidades, e 2 Quzdratura de Gauss-Chebyshev caso contrarijo. C

numeroc de subintervalos pode Ser aumentado gradativamente ate
alcangarmos a precisac desejada.

A escolha da Quadratura de Gauss-Chebyshev para o intervaic
cujo extremc é uma singularidade s de C‘. deve-se ac falo de que na

vizinhanca de p = S temos

-1/2
G (p) = [p-s 177 6 (p) (4.26)

4.6 NUMERO DE ASSINATURAS

Umz vez calculadas as integrais associadas a uma assinaturz K
(uma para t e outra para -t). como indicado na equagao (4.1B), parz
obtermos a contribuigaoc da multipla generalizada Vl. devemos ainde
calcular a derivada temporal. Isso pode ser feito através de um método
de diferenciagdo numérica, como per exemplo, diferengas finitas. N:
Capitulo 7, analisaremos melhor esse problemz

Aindz de acordo com (4.16), devemos scmar todas 2as
contribuicdes das maltiplas V pra obter o potencial total V. Apesa”
da somatoria envolver um nimero infinito de assinaturas, pois cada ki
varia de 0 até o , computacionalmente & necessaric gue o numerc de

termos seja finito.



Fixamas entao um numerc maximo de reverberagoes por camziz,

indicado por M, e tomamos 2 variagao de cada k} de O até M. Assim, nz
coratéria serao incluidas apenas as assinaturas (0,0,...,0) ate
(M,M,...,M). Lembremcs que Nno caso do potenciel Uo, cs coeficientes de
reflexio generalizados associados a algumas dessas assinaturas sac
nulos, havendc portanto uma reducao no numero de termos envolvides.
Para o potencial refletido o numero N: de ascinaturas

envolvidas pode ser facilmente calculado e é dado por

N+1
r E'Fn_ll o 23
N‘ = . (4.272)
N + 1 , M=1
No caso do potencial transmitido, este numero Ni ¢ dado por
NS o= (M e 1" . (4.27b)

Notemos que para M grande, em ambos ©0s 'Casos ©O numero de

acsinaturas € da ordem de N’ e, portanto, a medida que aumentamos M,
. T Tt .
os valores de h& e h* crescerm muito.

Na pratica, escolhido o intervalo de tempe, fixamos M de
maneira que todos os eventos importantes estejam presentes, ou se ja,
que sejam incluidas todas as assinaturas cujos tempos de chegada EK
pertengam aco intervalo consideradc. Issc torna possivel trabalharmeos
com um numerc menor de assinaturas Além disso, € facil ver gque em
geral as amplitudes dac assinaturas diminuem bastante com ¢ numerc de

reverberacoes, o que pode possibilitar uma real redugazc de M.



CAPITULO 5

O METODO DA MAXIMA DESCIDA

Neste capitulo descrevemes O método da maxime descida para
integrais. Em particular, aplicamos este método a integrais do tipo
Fourier, considerandc a influencia de eventuais pontos de ramificagac.
Finzlmente, anzalisamos 2 validade das expressces obtidas,

apresentando solugoes alternativas caso necessario.

5.1 RESULTADOS PRELIMINARES

Consideremos as integrais do tipo

I(w) = | £(2) exp[ v gl2) ] gz , (
c

w
[

onde £ e g s3o fungoes analiticas, exceto por singularidades iscladas,
numa regiaoc D que contém o caminho C. Nosso objetive é estudar ©
comportamente de 1(w) guando « = ® . A teoria das funcoes complexas, €
er. particular o Teoremz Integral de Cauchy, nos diz que, evitando
apropriadamente as singularidades de f e g , podemos deformar O
contorno de integragac de (5.1) em D sem alterar o valor de I(w). A
estratégia serd entzo encontrar um nove contorno que facilite =2
obtencac de ume expressao assintotica para I(w).

Assumindo que g(z) € analitica e n3o constante em uma

€0



vizinhanca V do plano complexo, definimos para qualguer ponto zZ €V
uma direqég_ggaggscida , Como uma direcao na qual a parte real de g
decresce a partir de 3. Uma curva direcionada partindo de Z, ao longo
da qual a diregao tangente é sempre uma diregao de descida serz

chamada curva ou caminho de descida. De especial interesse sao as

direcdes nas quais a taxa de descida e maxima: s3o  as

d;zgg§gg_§3_ﬂé§399_§§5cida. Um caminho de maxima descida € uma curva

ao longe da qual 2 direcZo tangente em cada ponto ¢ uma diregaoc de
maxima descida.

Enunciaremos agora dois teoremas importantes para a obtengao
do caminho de mixima descida. Esses teoremas szo bem conheclidos na
literatura, e as demonstragoes podem ser encontradas em, por exemplo,
Bleistein (1984) e Bleistein e Handelsman (1986). Consideremes g(z)

analitica nur dominio D e seja Z € D.

Teorema 1: As curvas de réxima descida a partir de z sao definidas

implicitamente por

In[ glz) ] = In[ g(@) ] . (5.2)

Teorema 2: Suponhamos que

b
il glz) =0 para J = 1,...,n"1 (5.32)
gz’ z =2
dh
— glz) = r explie) (r 3 Q) . (5.38)
dz" 2= 2

Seja ¢ = arglz - Z). Existem n direcdoes de maxime descida



0 ponto 3 é denominado ponto de sela de ordem n-1 de

glz).

Em pa-—ticular, para n = L,

¢ =m -6 (5.52)

e para n = 2,

6. =13 e g =22, (5.5b;

Notemos que para n = 2 as duas direcdes sao opostas.
Em geral, 2 determinacio explicita dos caminhos de maxima
descida e dificil, mesmo quando g(z) & uma funcao simples. Felizmente,

para OS NOSSOS propositos, nac sera necessario determinar essas curvas

com grandes detalhes para obter os resultados desejados.

5.2 FORMULAS PARA O METODO DA MAXIMA DESCIDA

Cons ideremos z integral (S5.1) onde o contorno C feoi
geformado em um caminho S, que & de maxima descida a partir do ponto
3 Suponhamcs ainda que 5 é um ponto de sela de ordem n-1, como
definido em (5.3). Entdo, o caminho S preclisa inicialmente ter uma das
diregoes ¢3 dadas por (5.4) para algum § fixe. Denotaremos esta

direcio simplesmente por ¢.



Por (5.2), para z € S temos que
In[ glz) - g(2) ] = In[ gl2) ]-in[gl2)]=0 (5 6)

e portanto, ne camirho S, glz) - g(Z) € real e decal monotonicamente,

suponhamos,para -«. Introduzindo uma nova variavel de integragao
t = - [glz) - g(2) ] , arg(t) =0 (5.7)

podemos reescrever (5.1) na forma

(- <]

Iw) = exp[ w glz) ] [ h{t) exp{-wt) dt , (5.8a)
0
onde h(t) é definida por
_ dz _ -f(z) .
h(t) = fl2) 37 = 12 |z = hptE) = ) (5.8b)

Consideremos agora que h(t) tenha uma expansao assintotica da

forma

+

- a
hma):ct’ t 50 (5.9)
350 !

com Re[aol > =1 e onde as partes reais do conjunto {aj} sac
monotonicamente crescentes para infinitc. Sob estas condicoes, pelo

Lemz de Watson (ver detalhes em Bleinstein e Bandelsman 1888), temos

para l{w) 2 expansdo assintotica
o -a -1
Hw) = exp[ w g(2) ] E c, ra +1) v ° LW o, (5.10)
350 ’
onde T'(.) indica a fungac Game.
Em gerel, ¢ extremamente trabzlhosc encontrar expressaes para

os coeficientes cj e aj da expansac acsintética de h(t) em (5.8) erm

-~ .
E Pl SR,
- 2
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termos das fungoes feg. Entretanto, a determinacac do primeirc leres

e razoavelmente simples e suficiente, de acordo com ©0S NOSSCE
objetivos, para uma boa aproximacao da integral I(w).
De (5.3) e (5.7) podemos escrever que

1 N~ ~ N ~ 1%
t o= E% lg[ )(2)] [z = z|" + Of |z - Z| oy (5.112"

ou ainda,

i/n
1/n n! 1/n

D | explig) + 00 7 ) . (5: L1t}

Supondo agora que para z < 5 no caminho de integragao C, 2

funcio f(z) € da forma
£(z) = £.(z - E)B_l , Re(B) > 0, (5.12)

com f e B constantes,obtemos, apés alguns calculos a partir de (5.8]),

as determinagoes

-1 e B, = et | aXpUIBEY - (5.13)

N B/n
-4 n!

o iR ey]

Tomandc para I(w) 2 aproximaqie dada pelo primeiro termo de
(5.10) temos © resultado

3;’::
F[ % ] exp[ w g(2) + 1B¢ ]

n'

ol el

wle™ (@)

* o[u'j's"“) | (5.12)

£ interessante examinar na expressao acimza & dependéncia

entre B e . ha ordem da aproximacao. Aumentando B , aumentamos a ordenm



de w no dencminador, isto €, diminuimos a ordem em w« de I(w). Por
outro lado, aumentando n, diminuimos a ordem de w no denominador, isto
é. aumentamos a ordem de w em Hw).

Qualitativamente, malores valores para n caracterizam um
expoente que decal lentamente na vizinhanga do ponto de sela ao longec
do caminho de integra;ﬁo; maiores valores para B caracterizam um
expoente gue deczi rapidamente para zero quando z - z.

0 resultado (5.14) fornece o primeire termc da aproximagao
assintética para I(w). Como veremcs adiante, esta aproximagao fornece
bons recultados para nOSsos objetivos e é a que sera utilizada no que

se segue.

5.3 CASOS PARTICULARES

is cas 2 s interessarac icularmente,
Dois oS especiais nos Iinteressar particul t

merecendo por isso férmulas separadas

(1) Funcao f(z) com ponto de ramificacio algébrico ( B > 1) e glz)

regular (n = 1)

Neste caso, usando (5.52), a férmula (5.14) reduz-se =2

f T(B)
[o e @] )

& o[mﬁ“‘] . (5.15)

I(w) = exp[ w g(2) + iB(m - ¢ ]



(11) Egpcgc f(z) regula (B = 1) e glz) com um pontc de sela simples

Ll

Por (5.5b) a formula (5.14) fornece

1/2
1w) = £(2) I P T R e 1]
2u‘g"(§)|
C -mre
b Ol‘w ] » {j = 1,2} 3 15 16)
As duas escolhas J = 1 e j = 2 fornecen sariie de winale

contrarios para os dois caminhos de maxima descida que partem de z = Z
em direcdes opostas. A resposta final serad dada pela diferenga das
integrais em cada caminho. Essa diferenca é exatamente o dobro do
resultado (5.18) com uma das escolhas para J: aguela para o qual o
caminho de maxima descida e o caminho original tenham a mesSma

orientagao.

5.4 COMENTARIOS GERAIS

Pelos resultados apresentados, podemos ver que nac €
necessario uma informacao detalhada sobre o caminho de mexima descida
recisamos apenas conhecer seu comportamento na vizinhanga do ponto de
sela. Suponhamos que S & um caminho orientado a partir de Z que €
idéentico ao caminho de méxima descida S em um certo trecho, mas depois
difere de S permanecendo um caminho de descida. Entao, a exXpansao

assintotica da integral ac longo de S diferira, no pior casc, por uma

BE



gquant idade que é expwnencialmente menor, isto e, com expoente
proporcional a -w, do que a seérie assintética proveniente do ponto de
sela 2. Ascim, podemos dizer que 0S caminhcs S e S1 sao
ascintoticamente eguivaler.es.

Portanto, sobre o caminho de méxima descida, precisamos saber
detalhamente:

(1) a diregac do caminho no ponto de sela e
(1i) a expansio em série de £(z) e glz) em Z, apenas com alguns
termos, suficientes para fornecer a serie de h(t) com 2
requerida.

Exceto por essas informagoes, © conhecimento qualitativo
sobre o caminho de maxima descida ,ou somente um caminho de descida,
sera suficiente para a aplicagao do método.

Em resumc, O método da maxima descida para estudar o©
comportamento assintético de (5.1) consiste nos seguintes passos:

(p1) Identificar os pontos criticos do Integrando: exiremos de
integragac, pontos singulares de f ou g e pontos de sela de g.

(P2) Determinar os caminhos de mixima descida a partir de cada ponto
critico.

(P3) Justificar, atravée do Teorema Integral de Cauchy, a deformagac
do caminho de integragao original em um oOu mais caninhos de maxima
descida encontrados em (p2)

(F4) Determinar as expansoes assintoticas das integrais que aparecen
pela deformaczo feita em (P3}.

(PS) Somar as expressoes obtidas pera determinar 2 expansao
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aceintotica de I(w).

5.5 APLICAGAC INTEGRAIS DO TIPO FOURIER

-—

e e ———

Consideremos a integral ao longo do eixo real

w

1(w) = I Fiz) exp[ -iw Glz) ] dz (5.17)

-
onde Fiz) e G(2) 3o fungoes complexas . Tais integrais sao ditas do
tipo Fourier.

Suponhamos que exista % € R tal que

G(X) € R ) G'(%X) =0 e 0= G '(X)€R (5.18)

e que G’ nac se anule em qualquer outro ponto do plano complexo.
Aseim, X é o Unico ponto de sela de G e este e simples.

Para aplicar © método da méxima descida, devemos enconirar os
outros pontes criticos do integrando, a saber, 0os pontos singulares de
FeG

Primeiramente vamos supor que © 4nico ponto critico & X.
Apliquemos 2 notacic da segao anterior 3 integral (5.17), ou seja

consideremcs

glz) = -1 G(2) (5.182)

"
=
o1

g = arg g"' (X) ] (5.19b)
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onde o = sgn(-G'"(%X)). Por (5.5bt) obtemus entao as direcoes de maxima

:“—crE =
¢ é i e ¢ ——'é'_o'"q—. [519»]

Na Figura 5.1 podemos ver a forme desses caminhos perto de ¥,
onde denotamos o eixo real por C.

Em ambos os casos, podemos substituir o contorno C pela uniao
dos contornos S1 e -S_, onde --S2 dencta o contorno 52 descrito nc

<

sentidec contréario. Obtemos entao

—
—_
E
P
n

[ F(z) exp[ -iw G(2z) ] dz + J F(z) exp[ -iw G(z) ] dz
S

=8
1 2

o [1,(w - 1) ], (5.20)

onde IJ[w} denota a integral ao longo do contorno SJ. J=1,2.

g
(g
1
o

o= -l 2 S2 o=l

Figura 5. 1: Caminhos de méxima descida em um ponto de sela simples

Utilizando (5.16) em Ilqu = Iziu} e aplicando (5.20],

resulta que



-~ [_.__r_-__'-_‘
Hw) = F(X) J en

exp[ -1w G(X) + o
w |G ()] [ a)

+ o[1xw3’2] . (5.21)

5.6 PONTOS DE RAMIFICAGAO

Suponhamos agora que F(z) envolva o fator 4 z - X onde X é
real e que G'(X) é positiva se % < % e negativa caso contrario.
Neste caso G''(X) < 0 (o =1).

Este caso particular nos interessara em muito no capitulo

seguinte. Seja a raiz quadrada acima definida por

z-% =|z- i\”z exp[ -12- arg(z - %) ] ; (5.22a)
com
.-E_ £ arg(z - i] < 3—11 ' [5 22b)
2 2’ '

Desta forma, a raiz quadrada acima é analitica exceto sobre

os pontos Re(z) = % e Ip(z) = O (corte de ramificagdo).
Observando a Figura 5.2, se X < %, n3o ha problemas em
transformar o caminho C no caminho s = 5 - S, pois nao ha

intersecgao de S com o corte em % . caso contrario, o caminho S deve

ser modificado de maneira a nac atravessar © corte.
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Figura 5.2: Transformagao de C em S = 51—52 sem atravessar o corte.
L t

Supondo entao que % > %, em vista da equagao (5.5a),a direcao

de méxima descida a partir de % é dada por

- ] a o 3“

¢3-u-arg[-1G(x]]——i. (5.23)

que coincide com 2 direcgac do corte.
Sy
C

IR e
Figura 5.3: Modificagao do caminho de pixima descida S.
Na Figura 5.3 mostramos o novo caminho S = S1 = S2 - S3
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pertinente a este caso. S1 e S2 cont inuam representando os caminhos de
maxima descida & partir do ponto de sela. O contorno 53 consiste em
uma volta ex torno do ponto de ramificac3o e continua pelo caminho de
descida afastandc-se do corte.

As integrals nos contornos S1 e 52 sao calculadas como

anteriormente. Vamos nOS preocupar agora com a integral ao longo de
g g g

53. Por conveniencia, escrevemos

Ia(w) = - J F(z) exp[ -iw G(2) ] dz . (5.24)
S

3

Em S, podemos reduzir todo o contorno a sua parte finita que
circunda o corte. Isto porque o erro em tal aproximaq%o é uma integral
em um contorno onde © integrando tem decalmento exponencial
proporcional 2 w. No pequeno circulo em volta do ponto de ramificagao,
o integrando € limitado e o comprimento do caminho é proporcional ao
ralo do circulo. Assim, @& {ntegral ao 1ongo do circulc aproxima-se de
zero quando o ralo do mesmo tende a zero. Em todas as consideragoes
futuras, procederemos sob a hipotese de que este ralo sera aproximado
para zero.

Se ja é o contorno ao longo do lado esquerdo do corte partindo
de %, com o mesmo comprimento do segmento andlcgo em S, (ver Figura
5.4). A integral ao longo de é é assintoticamente igual a integral ao
longoe do segmento esquerdo de Sa' Pela definigdo da raiz quadrada
(5.222-b) a integral ao longo do lado direito de 53 é assintoticamente
igual ao negativo da integral ao longo de é. com a raiz quadrada que

envolve X com o sinal trocado. Portanto,
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It = ] [F‘(z) - F(z)] exp[ -1w G(2) ] dz , (5.25)
s

onde F* indica que © cdlculo de F deve ser feito com o sinal de

J z - % trocado.

—_

Figura S5.4: Caminho de méxima descida em volta do corte.
rIgWs 8. %

Como S coincide com o caminho de méixima descida a partir de

%, que é apenas um ponto de ramificacio algébrico de F, e supondo
agora que quando z 9 % vale a relagao
F*z) - Flz) = F. (z-%)7, (5.26)

podemos utilizar a férpula (5.15) com 8 = -% e B = % para obter a

aproximagao assintotica

i exp[ -1 G(X) + 17 ]

I.(0) = F
° 2 [w|6"®)] 1%

+ o[vww] . (5.27)

Sob as condigoes descrites acima, a expressao (5.27) deve ser
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adicionada a (5.21) para obtermos & correspondente espressao de I(w).
Expressao analoga pode ser obtida para os outros casos possi{vels.

As expansdes assintéticas (5.21) e (5.27) n3o sdao sempre
validas. De fato, quando X = %, temos G'(x) » 0, fazendo com que
[13(w)| , » Mals ainda, nesse caso X passa & ser também um ponto de
ramificacdo, alterando ascsim a formula a ser empregada na apr‘oximaqao

de Il(w} e Iztw). Na proxima secao sera estudado exatamente esse caso.

5.7 PONTO DE SELA PERTO DE UM PONTO DE RAMIFICAGAQ

Consideremos agora a integral da forma

1(w) = I (z - )Y F(z) exp[ -1v G(2) ] az . (5.28)
C

onde C é o eixo real e F .G g3o funcdes analfticas num dom{nio D
contendo C. Vamos supor que G possul um Unico ponto de sela simples em
2z = % e que, Juntamente com % satisfacam as mesmas hipoteses da segao
anterlior.

Desta forma, X € X S80 OS Gnicos pontos criticos de (5.28).
Vamos procurar uma expans3o assintdtica paras I(w) quando w =2 © que
seja valida para X perto de X.

Conforme Bleistein e Handelsman (1986), consideremos @&

transformacao de variéveis

2
i G(2) =§+.t o b= GLEY . (5.292)
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com a e b escolhidos de maneira que ¢(-a) = | G(X%X) e ¢(0) =1 G(X).

£ imediato ent3ao que

a = t2i[G[§) - G(%) ] e b =1 G(X), (5.28b)

donde t = t(z) é dado por

t = J -21[ G(x) - G(2) ] - a. (5.28¢)

Notemos que escolhido o valor da raiz quadrada para a em (5.29b), o
ramo da raiz na expressao acima deve ser tal que t(X) = 0. Além disso,

para z perto de X, temos
t+axd i (X)) (z-%), (5.28d)

em virtude de que G'(X) = 0. Novamente o valor de j { G''(X) deve ser
compat{vel com as definicdes anteriores. Temos entao que t(z) e
anal {tica perto de z = X, mesmo que X = X

Des hipdteses sobre X e X temos que

a=t D\G{‘i) - G(X)| exp[ '*E ] (5.30)

com o sinal positivo se X < X e negativo caso contrario.
Por melo da transformagao (5.28a) podemos escrever I(w) na

forma
172
1(w) = I t Hoit) exp[ -w ¢(t) ] dat , (5.31)
S

onde

z - X b dz
(1) =[ n ] Flz) & (5.32)

e S é um truncamento da imagem de C por (5.29¢c) tal que H e ¢ sejar



anal{ticas er algum dom{nio E do plano-t contendo S, t = 0 e t = -a. 0
erro causado por esse truncamento € assintotlicamente negligenciavel,
pois envolve um integrando que tem decalmento exponencial proporcional
a w.

A fungao

dz _

é finita e n3ao nula perto dos pontos criticos. Na realidade,

2
dz 1
[ at ] . A c—— ; (5.34)
_ G (X
t = -a

et

~

172
Agora, [ E—f—i ] tém uma singularidade removivel na origem, mesmo
que X = X e, mals alnda,

s = 5 PR 1 174
Lim Lim [ T ] = | — . (5.35)
%9% t-0 i G (%)

Consideremos &gora & expansao
Hoit) =a + Bt + t(t + a) Uc(tl , (5.38)

onde o, B e UO(t) devem ser determinados. Avaliando HO(t} emt =0 e
t = -a obtemos

Ho[O) - Ho(-a]

a = HO(O) e B = 2 ; (537

A regularidade de Ho(t] em E garante que a fungao

Holt} - a - Bt

t(t + a) (5.38)

Uo(t) =

é regular em E e tem singularidades removivels em t = 0 e t = -a. De

fato,
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H' (0) - B B - H (0)

_ o _ 0
Lim Uolt) L e Lim Uo[t) = s (5.39)

t-0 to-a

Substituindo (5.38) em (5.31) vem

3
w

1(w) = exp[ 1w G(%) ] [ _§74 lez(aIBﬁ] ! _§7t ¥ /Z(aIG"J
w

+ Ro(w) ; (5.40)

onde Hn[z) (n = 1/2,3/2) representa a fungao de Whittaker de ordem n

(ver Watson 1966), ou seja,

2
- n .
un(z} = .Lt exp[ 5 -zt ] dt (5.41)
S

e S é o contorno representado na Figura 5.5. O erro devido a troca de

contornos S por S é assintoticamente negligenciavel.

PLANO t

Figura 5.5: Contorno S da integral em (5.37).

Observemos a integral que sobra em (5.40)

R () = I t¥% (t + a) U (1) exp[ -w #(t) ] . (5.42)
)
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que, apos uma integragao por partes, pode ser reescrita como

1 172
Ro(w) = = j t Hiit] exp[ -w ¢(t) ] dat , (5.432)
S

onde

H (t) =
1

SRS

Ho(t} + t Hélt} . (5.43b)

Para obtermos as expressoes acima, foram desprezadas as
contribuicoes na fronteira por serem as mesmas assintoticamente
negligenciavels. A integral (5.43a) tem a mesma forma de (5.31)
multiplicada por 1/w e portanto, podemos aplicar o processo acima
repetidamente, obtendo termos proporcionais a L L
J = 1,2,... = Sera suficlente para os nossos objetivos trabalhar

apenas com os termos indicados em (5.40).

A fungao Hn{zl pode ser relacionada com a chamada fungao de

Weber de ordem n {Dn(z)) (ver Abramowitz e Stegun 1968; Gradshtelyn e

Ryzhik 1865), da seguinte forma

2
_ nm r4
HD{Z) = m exp[ 1._2 + E ] DhtiZ] . (544]

Aplicando (5.44) em (5.40) obtemos 2 expansao uniforme

_d2n G(X) + G(%) x
I(w) = S exp[ -{w + 13 ] « Dve(iam)
+ 1 B p _tado | . (5.45)
172 372

Utilizando agora a conhecida relagao
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) 2
Dazz{zl =z D1/2(Z) 5 D-1x2{21 (5.4€)

e lembrando das equagoes para a e B e da regra do sinal para a railz

quadrada de a (equagao (5.30)), podemos reescrever (5.45) da seguinte

forma
1{w) = en exP[ -jw G(X) + G(X) + J.-"E ] M D (1ad{w)
wsx; 4 -3/2
+ M Dafz(laﬁ:'] } , (5.47)
onde
H (0)
(4] 1 ~ o -3/2 1/2
M =25 =3 F(%) |G (X)] |a|'® exp[ 16 ] . (5.48a)
H (-a)
O i " h ~ '1)"2 "3./2 bt - 1/2
M o= g = F 16" (%) | la] |X - x| exp[ 16 ] (5.48b)
3.3
=35

- ” Sn .
se X <X e 8= 8 caso contrario.
e

As fungdes D, podem minda ser aproximadas para

/2 DG/Z

a = 0 da seguinte forma

174

b (alm) = O 2 Tf,,5
1/2 3/4 r(iz4)

2 in

(5.48a)

-r(1/4) . 34 il

7/4 S/4 (S.48b)
2 in 2 r(iz4)

D (1adw) =
3/2

Substituindo as expressoes acima em (5.47) e apos alguma

panipulagao algébrica, obtemos & seguinte expansdc assintotica para



-~

I{w) quando X = X :

1(w) = exp[ -1o G(X) + 17 ] {2@

2 TR i &
rr178) & o

1 exp| -1% ]

Essa aproximagdo sera de grande utilidade no capitule

"~ e
seguinte, onde desenvolveremos expansces em alta frequencia para oS

potenciais refletido e transmitido nos semi-espagos.
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CAPITULO B

EXPRESSOES ASSINTOTICAS

Aqui, aplicamos as técnicas desenvolvidas no capitule
anterior com o proposito de obter aproximagoes em alta frequencia para
os potenciais de reflexao e transmissdo nos semi-espagos. Anallsamos
todos os fendmenos envolvidos, incluindo as ondas laterals e as

»
chamadas ondas-P .

6.1 REPRESENTAGAO INTEGRAL NA FREQUENCIA

No Capitulo 4, Segdo 4.1, apresentamos as solugdes no dominio

da frequéncia para os potenclals nos semi-espagos (U e D'M) na

seguinte forma uni ficada

-
vir,z,t) = z \'l(r.z.t] ) (6.12)
£=0
com
11y
\“(r.z,t) == j V‘(r.z.m} exp( iwt ) dw (6.1b)
0
e
- -]
- o P i
\f‘(r.z.w} = -iw I FOTPT Jo(rpw) C‘(p) exp[ iw T‘(p,z) ] dp , (6.1c)
0
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onde Cl(p) é o coeficiente de reflexao ou transmissao generalizado
para uma assinatura K, JO(.) representa a funcﬁo de Bessel de ordem O
e Tx[p’Z] ¢ dado por (4.4). Nas expressdes acima devemos tomar V = v

0
, C=AocuvV=0D , C = B.
N+1
Nosso objetivo sera aplicar o método da méxima descida a
integral (6.1c), para r 2> 0, de maneira a obter uma expans3ao em alta

frequencia para VK . Para tanto, devemos primelramente transformar

adequadamente © integrando.

6.2 EXTENSKO DAS RA{ZES QUADRADAS

Na aplicagdo do método da méxima descida transformamos o
contorno de integraqﬁo original em um outro mals conveniente. Assim,
as fungoes envolvidas no integrando em (6.1c) devem estar bem
definidas em todo o planc complexo.

£ necessirio entdo, uma boe definigio da fungao PJ(p) para p
complexo, visto que ate egora sempre trabalhamos com p real e
positivo. Isto significa que & funcao Pltp) preclisa ser analitica mo
plano complexo e aproximar continuamente seu valor original (equagao
(2.10)) no eixo real positivo.

Escrevendo Pj(p) como o produto
Pj(p} = J pi - p2 = -1 4 p+ pJ J P - pJ , (6.2)

podemos definir
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. = i romriBiey i -
Pj{p} = -1 |Pj(p)| exp[ 5 [a_g\p pj) arg(p pj) ] ] ; (6.3a)

onde os argumentos sao tomados da seguinte forma

3n

- _n ~ _ 3n
migel arg(p + pj} = e 5 < arglp pJ] = 5. (6.3b)

=

Com essa deflnigao, PJ(p) é claramente uma fungao analftica

em todo o plano complexo, exceto nos cortes (ver Figura 6.1)

l.j ={ p 7/ Relp) = P, e Im(p) 20 }, (6.4a)
L) ={p/Relp)= p e Infp) =0 }. (6.4b)
tm{p) 4
Lt
€ P
B
| o Fig(p)
- [}
) l[’J
a- org(p»p‘-) i
B = arglp-p)) |
2% =1L
2 { 3

Figura 6.1: Definigdo de arg(p pj) em PJ(D),

Mzis ainda, Pj(p) satisfaz as seguintes propriedades,

facilmente demonstraveis:

o0
(9]



(P1) Para todo p

P (-p) = :
J[ p) Pj(p] (6.5)

(P2) Para todo p real (Im(p) = 0)

[Pj(p]] : 92 < pf
P (p) = . (6.6)
4 -1|P (p)]| PP
J J
(P3) Para todo p complexo (Im(p) # O)
>0 , Re(p).Im(p) 2 O
Re[ P (p) ] (6.72)
<0 , Re(p).Im(p) <O
e
<0 , Re(p) =0
In[ P (p) ] : (6.7b)
=0 , Re(p) = O

Dessa maneira, as integrais da forma (6.1c) estao berm
definidas, uma vez que & parte real do argumento da exponencial é
sempre negativa. Notemos que 2 definigao de Pj(p] aqui apresentada,
quando restrita ao semi-eixo real positivo, coincide com a sua versao
original (equagdo (2.10)). Temos ent3o que (6.2) é a extensdo

+
analitica de (2.10) no plano complexo fora dos cortes L .
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6.3 APROXIMAGRO DO INTEGRANDO

A funcdo de Bessel de ordem O pode ser escrita como

B (x) + Ho(x)
J (x) = g ° (6.8a)
0 P : ’

onde H;(x) e Hzix) s3o as funcdes de Hankel de ordem O do primeiro e
segundo tipo. Substituindo (68.8a) em (6.1c) podemos dividir a integral

em duas partes. Por outro lado, levando em consideragaoc que
H(-x) = - H(x) (6.8Db)
0 N (3 :
e que, das definigCes de PJ(p) (equagdo (6.3)), temos
T‘{-p.z} = Tl(p.z) e Cl(—p) = C‘(p) ; (6.9)

vemos que se substituirmos p por -p n2 integral em que aparece H;, e
somarmos & outra integral, obtemos finalmente & seguinte expressao

para \‘l

o
-iw

;‘[{r,z.w) = ‘( %a- Hz(rpw} c.(p) exp[ -iw T‘(p.z) ] dp ., (6.10)
=
onde o contorno de integracao deve ser considerado como ilustradoc na
Figura 6.2.
Como © nosso interesse € a aproximagac em altas frequencias,
utilizaremos a representagao assintotica da fungao de Hankel.

Assumindo que rpw >> 1 (ver Watson 1966) temos

2
n rpw

Hﬁ(rpw} = exp[ -1 (wrp - ;—') ] s (6.11)

o que nos leva a uma expresao mais conveniente para \f‘



IS
: [%—?pf Cl(p] exp[ -fwl rp + Tm{p'Z] ) ] dp . (6.12)
| |
' |
| |
l | ;
:

| |
| |
| |
| |
A
|
|
|
|

Figura 6.2: Contorno de integragdo para as integrais (6.10) e (6.12).

A raiz quadrada de p é definida convenientemente da seguinte

maneira

arg(p) ] (6.132)

N -

ip = |pl1/2 exp[

COm

3n n
=i < arglp) = 5 (6.13b)

criando mais um corte vertical partindo da origem.
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6.4 POTENCIAL REFLETIDO - ONDA PRINCIPAL

Como visto no Capitulo 4, para o potencial refletido na
superficlie (V = Uo) existem coeficientes C‘(p) E A;(p] nulos para todo
p: sao os associados a assinaturas K = (ki"'kn) onde kj =0ek >0

para algum i > J. Neste caso, relembrando a equagao (4.5), para toda

assinatura K, existe s = s(K) z 0 tal que AJ >0 para J = 0,...,5 €
AJ = 0 para J = s+1,...,N.
Fixando a assinatura K, denotaremos por qj , 0= J =5s a

J-ésima vagarosidade, quando ordenadas em ordem crescente, isto €,

0 < Minimo {pj}=qosqls... sq‘=r-£éx1mo{p}<m. (6.14)
0= j=s Os j=s

Por simplicidade, vamos utillizar a notagao

s ip
F‘(p) = ﬁgfﬁT A‘(p) (6.15)
e
b 3
Gl(p.r.z) =rp + T!(p.z) = rp + jzokj Pj{p) : (6.18)

Dessa maneira (6.12) reduz-se a expressao

o
= " W
VK(r.z,w] = exp[ 13 ] [ R [ F_(p) exp[ -iw G‘(p,r.z) ] dp. (6.17)
-

A integral acima tem a forma de (5.17), estudada no capftulo
anterior. Vamos entdo analisar as fungoes 1-‘x € G‘ para que possamos

aplicar o método da méxima descida.

-~

Pela definigaoc de PJ(p}. as fungoes F, o G, nzo sao
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analiticas nos cortes verticals que se originam na origem, nos pontos

:qJ (J = 0,....,8) e enm P, i pols, na expressao para A‘{p) (equagao

(4.7)), aparece o termo r‘{p} que envolve o calculo de P 1{p).
B
Notemos que P__, pode ser superior ou inferior a q,-
Vamos denotar respectivamente por G; e G;' as derivadas de

G, em relacac a p, ou seja,

G;(p.r,z} r - pjzo AJ [ijp}]-} (6.18)

B
| B 2 -3
G, (p,T,2) -JZ; h} P, [Pj{p)] : (6.19)

Podemos observar que no intervalo (—qo.qo):
(1) as fungdes G, » G; e G;' s3ao realis;

(11) G;(p.r.z) 5 +o quando p 2 -q; :

L}

(111) G;{O.r,z) r>0;
(iv) G;{p,r'z} 5 -» quando p 2 q; ;
(v) G;'(p.r.z} <0 .
Uz esbogo de G; nesse intervalo, pode ser visto na Figura
§.3. Claramente G; possui um zero real em (O.qol. que denotaremos por
ﬁ‘. Pela expressao (6.18) é facil ver que ﬁl é o unico zero de G .
pois para qualquer valor de p , real ou nao, fora do intervalo
[-qo.qo). In[ G;{p.r.z) ] # 0. Notemos que ﬁt é ponto de méximo de G,
no intervalo [0.q0].
No Capftulo 4, Segdo 4.2, Ja verificamos que A‘(p) nao possul

polos no eixo real positivo. Pela definigao de PJ[p) para p compliexo,

como PJ(-p) = Pj(p}, podemos concluir que nao existem polos de A‘{p)
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no eixo real. Devemos entg8o analisar a existencia de polos

complexos

¢

[

|

|

|

|

: ta P

K

\
\
l

Figura 6.3: A fungdo G;[p,r,z) para p em (-qo,qol

Para tanto, analogamente ao que fol feito para p real, vamos
verificar se o denominador de rj se anula no plano complexo, ou seja,

vamos procurar oS zeros complexos da equagao
dj(p) = ;:v‘M Pj(p) + pj P,.1(p} =0 (6.20)

Pela equagao (6.7a), para todo p com Im(p) ®= O temos
Re[dj(p]] + 0 e, portanto, podemos concluir que 2 fungao A (p) nao
apresenta polos complexos.

0s pontos criticos do integrando em (6.17) s3c portanto: B‘
(zero da derivada de G‘) e O, iqj (J = 0,...,8) e P, (pontos de
ramificagao de F e Gm)'

Na Figura 6.4 podemos observar os pontos de ramificagao cor
os cortes originados, Jjuntamente com 2 localizagao de Bx e o contorne

de integragaoc.
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qo
!
-Qy 4 % o b |
|
l
|
|
|

1
|
l
|
|
|

Figura 6.4: Cortes e contorno de integragaoc para a integral (6.17).

Das observacoes feitas sobre G pela equagdo (5.18c)
tomando ¢ = 1, temos que as direcdes de maxima desclida a partir de f)‘
s30 % e 22— . Agora, para valores grandes de |p|. € facil ver que
Pj(p) « Fip dependendo se Re(p) € positivo ou negativo,
respect ivamente. Portanto, para |lp| » =, temos que
s

G(p,r.z)nrp:ipza =rp ¥ ipv
14 j=01

[ rRe(p) ¥ viIm(p) ]+ t[rinlp) ¢ vRe(p) ] . (6.21a)

B
onde v ={A > 0. Lembrando que nos caminhos de maxima descida

J=0 d

1m[—iG‘(p,r,z}] = Im[—}G‘(B‘.r‘.z)] . (6.21b)

temos ent3o que os caminhos sXo mssintéticos as retas

G‘(p‘.r,z] - r Re(p)

Im(p) = 2 = , (6.21c)
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com o sinal positivo para Re(p) > O e negativo caso contrario.

£ facil perceber que o caminho de méxima descida corta o elxo
real num ponto M préximo da Intersecgao das assintotas (6.21c), ou
se ja,

G‘(pl,r.z)

M S = : (6.21d)

Na Figura 6.5 podemos observar oS caminhos de maxima descida
s, eS,a partir do ponto de sela 5:' Na realidade, por (B.21b), o

caminho S1 corta o eixo real em todo ponto p € R tal que
&e[G‘{p.r,z)] - G‘(p‘,r,z) =0 (6.21e)

Podemos notar também que como E‘ é um ponto de maximo em

< P > q.

[O,qol. temos G‘(p.r,z) G‘(px.r.z] e portanto B >4
Nosso objetivo é transformar o caminho C em S = S1 - S

2’ €

para tanto devemos calcular a contribuicio de cada ponto critico.

I
I
l
l
l
‘

|

I

I

l

i ﬁ. /Q,\\p. g C
e \>/

0

S
& S e —

“Qe \ \
| |
S 1 |

l

|

l

Figura 6.5: Caminho de méxima descida a partir de E‘
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A contribuigdo do ponto de sela Bt ¢ dada pela formula
(5.21), com ¢ = 1, aplicada a equagac (6.17). Substituindo as
expresstes de F, e G, obtemos & aproximagio em alta frequéncia da

chamada Onda Principal ("Body Wave") da amssinatura K , a saber

~ 1/2

Py A‘ip‘)

Bl[r.z.w} = exp[ -tw G‘(p‘.r.z) ]

r |G'R'{pr‘,r.z]l PO(p‘)

1

Analisando a expressao acima, BK tem a mesma interpretagao
geométrica do Capftulo 4 (Raio de Fermat) e portanto Gl('f)‘,r,z) é
exatamente o tempo de chegada da onda principal para o observador
localizado em (r,z). Notemos que o fator de amplitude na expressao
acima pode ser real ou complexo, dependendo se A‘(B‘) é real ou nao.

Na proxima secao veremos O que acontece em cada caso.

6.5 POTENCIAL REFLETIDO - ONDA LATERAL

Devemos verificar asgora se na transformagao do caminho C em
S, nenhum corte é atravessado. Como € superior a q , © caminho S
n3o cruza o corte originado por esse ponto. Se estiver a direita de
q. © caminho S, também n3c intercepta nenhum corte de ramificagao
originado por q, para todo 1 s J s s. Ceso contrario, devemos
acrescentar as contribuigdes dos pontos de ramificacaoc cujos cortes

s3o atravessados pelo caminhe S. Temcs ainda o corte em p'd, que pode
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ser cruzado ou nac, dependendo de sua localizagao. Lembremos que tanto
q, (J =1,..,s) quanto p__, s3o pontos de sela de ordem O (n = 1) em
relagao a G e pontos de ramificacio algébrica de ordem 1/2 (B = 3/2)
em relagao a F .

Da analise feita no capftulo anterior, pela equagao (5.15) a

contribuigdo desses pontos € proporcional a |G"|'3/2.Agora. da
expressao para G (equagao (6.18)),
Lie |G (p,r,2)| 7% 50 ,0=])ss (6.23)

P-)qj
e, portanto, podemos considerar nulas todas as contribulgdes
provenientes dos pontos qj, iy e

Ve jamos agora a contribuigao de Py Observando a Figura

6.5, se Py for menor que '15‘ ou malor que He o caminho ‘S2 cruzara o

-~

corte de ramificagio originado por esse ponto. Caso contrario, nao ha
contribuigdo devida 2 p_ ..

Como no intervalo IO,qol. B‘ é ponto de méximo de G e
G’ < 0, temos que se Pp < '15‘ entso 0 < G‘K{p‘ﬁ) < o e
Im[Gl(p.ﬂ,r.z)] = 0 e, portanto, hia uma contribuicdo relevante a ser
adicionada a expressao (6.22), dada pela equagao (5.27).

No caso de p_. > K temos que Im[Gl[p"l,r.z}] < 0 . Pela
equagac (5.27) a contribuicic desse ponto € proporcional a
exp[w Im[G‘(p'ﬂ.r,z]}]. Dessa maneira, podemos considerar tal
contribuicdo assintoticamente nula.

0 valor p__ é chamado p critico para a essinatura K. A

contribuicdo, ceso exista, @assoclada & esse ponto € denominada
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Onda Secundarie ou Lateral ("Head-Wave") da assinatura K.

Para utilizarmos a equagao (5.27) preclisamos calcular
primeiramente a diferenga da fungao F‘ em cada lado do corte gerado
por p_,,, COmo indicado em (5.26). Relembrando a forma assintoética

de A (p) (equagdo (4.15)), temos para p=p_ @ aproximagao

Al{p) = [1 +1adp- P ] A‘(p.d) ; (6.242a)
onde
172
a«=2"%x e -—-—y“’ (6.24b)
s pstl Ps(psd . .

e utilizando a expressao para FK (equagao 6.15)), podemos escrever,

ainda para p = P_

1/2

P
& s+l
F‘(p) " F‘(p} x -21 «a A‘(p‘ﬂ) P_‘_——To P, ip pm' . (6.25)

Utilizande a aproximag8o acima, podemos finalmente obter a
aproximagao em alta frequencia para a onda lateral. Chamando de H‘

essa nova contribuicdo, aplicando (5.27) em (6.17) temos

1s2
e Loy o Pe Ax(pa~x) exp[ -iw G‘(p.‘s.r.z) ]
S 22 112 (p Y w [Gip _.r.2) "
o} ps+1 [ 4 ps+1' '
+ o[mf] . (6.26)

A expressao acima deve ser acrescentada a (6.22) no casoc ek
que p_ . < Bl. Observemos que no caso do aparecimento da onda lateral,
Bt

Al(ﬁl] é complexo e, portanto, também sera complexo o fator de

amplitude da onda principal (6.22).

94



6 6 LIMITES DE VALIDADE E EXPRESSOES ALTERNATIVAS

As expansoes obtldas, como anallsado no capitulo anterior,
nio podem ser usadas em qualquer situacdo. Um problema ocorre se o
valor Piy (p-critico) se aproxima do ponto de sela '}5‘. Devemos assim,
encontrar outras aproximagdes assintdticas para as ondas principal e
lateral, que sejam validas para este caso.

Para P perto de 5‘ podemos usar a aproximagao (6.24a) e

escrever a partir de (6.17)

v . 15 | - ip Is-p
\*K{r'.z.w) exp[ 14 ] 2nr I. Po(p} [ Ladmd =P ] :
C

. A‘(p“l} exp[ -iw G‘(p.r,z) ] dp . (6.27)

onde C é um truncamento de C perto de P,., © 5: , pols sabemos que a
contribuicdo importante da integral se encontra concentrada nessa
regigo. Como observado anteriormente, a troca de contorno 3
assintoticamente negligenciavel.

Podemos agora separar (6.27) em duas Integrails, da seguinte

forma

- n w - =
V‘(UJ & exp[ -iz] \ N A‘{p“i} [l‘(w} + 1« J‘(w) ] i (6.28)

onde (por simplicidade omitindo as variaveis r e z) denotamos

2 ip
Il(w) = J- Fo(_pf exp[ -{w G‘{p,r.z) ] dp (6.29)
c



31{w} = ]‘ gg%;T J_B_:_Ei:: exp[ -1 G‘(p.r.z) ] dp . (6.30)
Cc

A integral (6.28) pode ser aproximada sem problemas, como
feito no caso da onda principal, utilizando a equagao (5.21). A
integral (6.30) tem & forma de (5.28) com B‘ N T satisfazendo as
hipoteses feitas na SecBo 5.7 e portanto, podemos utilizar a
equagao (5.50) para aproxima-la.

Reunindo todas as expressces desenvolvidas,  podemos
finalmente apresentar as expansoes em alta frequencia para as ondas
principais e laterais, no caso do potencial refletido, levando-se em
consideracao todas as possibilidades para E‘ e P,

Por conveniéncia, utilizaremos as notagoes

Y‘ = G‘(B‘.r.z] , (6.31a)
El = G‘(p_”.r.z) ; (6.31b)
L = |cy G2, (6.31¢)
i‘ = \G'(p"i.r.z)[ , (6.31d)
e
M(p) = {%)— . (6.31e)

(1) Para Bx <P,

H(p‘) A‘(pl)
L2 =y
r

L
K

Vl(r.z.w] = exp[ -iv tx ] (6.32)

13]



(2) Para E‘ = Pg.,

M[p‘) A:[p..l)
L1z e
K

;"[r.z.w) « exp[ -1w tr. ]

1/4
27 % n
1 -« —— exp| -1z ] : (6.33)
[ rasa) ot T (5]

(3) Para ﬁl > P

M(p‘] An[px)
1/2 172
r

L
K

;*l(r.z,w) = exp[ -1w ’E‘ ]

H{p“x) A‘(p )

s+l

172 172 [3/2
w2 r zL‘

+ exp[ -to CK ] § =te (6.34)

Notemos que na aproximagao para 5‘ « P .. (equagao (6.34)) o
primeiro termo , mails fundamental, coincide com a onda principal dada
em (6.32). Entretanto, o segundo termo, que representa & corregao, tem
orden de © ' bem menor do que na primeira aproximagao obtida
(equacdo (6.22)) que era de ordem o). Mals ainda, observemos que

parte desse termo consiste da onda lateral.

L
6.7 POTENCIAL REFLETIDO - ONDA P

Comc vimos na Segdo 6.4, G possul um unico zero, ix' real e
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localizado no intervalo (0,q). Seja v © {ndice do melo que possul a
menor vagarosidade, 1isto e, q, = P, © suponhamos que Vv seja unico. O
que acontece com & aproximaq'éo (6.22) quando o coeficiente Z‘ tende
para zero?

vamos analisar a equagao que fornece 'ﬁl
] -1
G'(p.r‘.z)=r-—p{ A [P(p)] =0. (6.35)
X Lot

Quando A diminui, é facil ver que G,  aumenta para todo p em

[O,qO) e, portanto, como C" é concava nesse intervalo, ']51 se desloca

para & direita. Tomando A = 0, o termo [ P (p) ]" desaparece da

equagao (6.35), fazendo com que O zero de G" passe a localizar-se no
5

intervalo {O.qll. Chamando esse "novo" ponto de sela simples de P, e

devido a observagao acima, temos que

0<5‘<p‘<q:. (6.36)

Agora, se P, < q, temos a configuragdo da Figura 6.6a e,
portanto,

- (6.37)

Lim ";51 =p
A'-)O

o que nao causa problemas na aproximagao obtida para a onda principal
(equagao (6.22)).
Se p: > q, . ocorre um *salto” na determinagéo do ponto de
sela, como 1lustrado na Figura 6.6b, pols
Lim p_=4q_ * . (6.38)
1:;0 Pp ® 9 Py - :

e assim, a expressao (6.22) perde a sua validade quando A * 0.
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(b)

=
Figura 6.6: O “ponto de sela’ Py quando h'-> 0.

Devemos ent@o modificar o caminho de mixima descida a partir

de 51 , de maneira que no limite z‘—s»o  coincida com o caminho de
E
mixima descida a partir de p .

Para p > q, = B, podemos escrever

|3
G‘lp.r.z) =rp + Z ?tj Pj(p) o 3.9 |P'[p)|

»
= Gl(p,r.z) =1 A, lP,(P}l : (6.39)
Utilizendo as equagoes (6.21b) e (6.38) & facil mostrar que

Lim u_= ; (6.40)
%50 %
v
]
Portanto, para A & 0 temos ul< P

0 novo caminho & S&er adotado é entdo, uma combinagao dos



L ]
caminhos de maxima descida a partir de Bz e p, como {ndicado na Figura

6.7, ou seja,

s'=[sl-sa]+['r‘-T2]. (6.41)

L 3
Figura 6.7: Contorno de {ntegragdo pera a onda-P .

No limite A > 0 = contribuigdo de S - S, passa & ser nula
pois B‘ > q, ¢ 9, nio sera mals um ponto de ramificacso. Assim,
s - T ™ T, \que é o caminho de maxima descida a partir do ponto de
sela parsa A‘ = 0.

A integral ao longo de S - S, é claramente dada por (6.22).
para o calculo da integral sobre o ceminho T - Tz' devemos modificar
ligeiramente Gl . Para p perto de p; ; P.{p) varia muito pouco e,

portanto, a partir de (6.39) podemos escrever
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Gx(p,r,z) = Gl[p,r.z) =& A& 1Pv(pl}| (6.42)

Utilizando entdo =& eguagao (5.21), temos a eXpressao

assintotica para a contribuigdo ao longo de |

- 1/2

Py

» [ 3
‘GR"(px.r.z)l

SK(r.z,w) = exp[ -w Alev(p‘)l ]

L ]
A (p.) &
K X exp [F10 G (p,.1.2) ] . (6.43)
Poip‘)

A equagdo (6.43) é denominada Onda P [Hron e Mikhailenko
1981; Gutowski et al. 1982: Tsvankin 1982]. Notemos que €SS€ potencial
possul um fator de decaimento exponencial na amplitude, tanto metor
quanto A esteja proximo de zero.

D= mesma maneira que GK{B‘,r.z) representa o tempo de chegada
da onda principal, o valor G:(p:.r.z) representa o tempo de chegada
da onda P'. Este tempo € equivalente ao da onda principal quando
lv = 0. Por exemplo, se v = 0, ou seja, se a menor vagarosidade e dada

*
pelo semi-espago superior, o tempo de chegada da onda P é equivalente

a colocar a fonte e © observador na interface z = 0 [lo =h-2z2=0232
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6.8 POTENCIAL TRANSMITIDO - ONDA PRINCIPAL

Analogamente ao que fol feito para Uo , vamos desenvolver
agora @& aproxlmaqao assintética para o potencial transmitide no
semi-espaco inferior. Utilizaremos a mesma notacdo das segoes
anteriores.

A express3o (6.12) toma no case transmitido a forma

[ -]
2 n
VR(r,z,u) = exp[ ~1y ] lz 2 - I F (p) exp[ -iv Gl(p.r.z) ] dp , (6.44)

w
onde
_ dp”
F‘(p) = ?—OTF;T Bl(p] ’ (6.45)
N+1
c (p.r,z) = TP +jz; A Pj(p] (6.46)

e Bx(p) é o coeficiente de transmissao generalizado.

As fungoes F e G, tem o mesmo comportamento que no caso do
potencial refletido (basta tomar A =B ess= N+1). Novamente, sejam
q (J-= 0,...,N+1) as vagarosidades em ordem crescente. Notemos agora,

que no calculo de G e F, todos os P, (j = 0,...,N+1) estdo

envolvidos, desaparecendo, pertanto, a contribuicio da onda lateral.
Assim, seja 5‘ o zero de G; , localizado no intervalo (O.QOL

O caminho de maxima descida a partir desse ponto de sela é andlogo ao

caminho encontrade no caso do potencial refletido, e portanto podemos

obter a expressao em alta frequencia para a onda principal transmitida
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E 1/2B{ﬁ)

B (r,z,w) = : e exp[ =¥t G D r2) ]
a r |G (p,,r.2)| P () kR
X E® 0k
s ol 2 (6.47)
=N ,
E importante notarmos que como Bx < q, < pj para todo J, ©

fator de amplitude na expressao acima e real, o que nem Sempre ocorre

com o potencial refletido.

>
6.9 POTENCIAL TRANSMITIDO - ONDA P

A aproximagio obtida para a a onda principal do potencial
transmitido, como Jja sabemos, nio esta completa: devemos analisar o
aparecimento das ondas P'.

Seguindo a analise feita anteriormente, para )lv = 0 e sendo
p: o zero de G: (definida como em (6.39) com s = N + 1), se p: >q 2

L
expressao assintética para a onda P é dada por

b 1/2

Py

~n Ld
SK(I‘.Z,U) = exP[ - Av‘Pv(pl)‘ ] ¥
r|c . (p,.r.2)]|

]
B (p ) i @
E L exp [Fiw G (p,.r,2) ] (6.48)
Po{pt)

e devemos acrescentar essa contribuigao a expressao (6.47). Tomando
como exemplo um meio multicamadas onde a menor vagarosidade & dada por

P, (v = 0), o potencial acima equivale a resposta transmitida devido a
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uma fonte colocada na origem (ho = h = 0). Na proxima segao,
L ]
analisaremos melhor as ondas P para o caso particular de uma

interface.

6.10 CASO PARTICULAR : UMA INTERFACE

vamos analisar agora as expansoes assintéticas na frequéncia
para os potenciais refletido e transmitido, no caso dols meios
acusticos homogeneos separados por uma interface, devidos a uma fonte

pontual S colocada a uma altura h da superficie, como ilustrado na

Figura 6.8.
S{o.-h) ¢
Po |C° (2":0)
N
0 r
P,.C, (z>0)
Nz

Figura 6.8: Meios homogéneos separados por uma interface.

Todas as aproximanes que serac obtidas aqui,a partir das
férmulas gerals para qualquer meio multicamadas, coincidem com as
expressoes particulares para este caso de apenas um interface,

fornecidas por Brekhovskikh (1980) e Daley e Hron (1983) .
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Como nao ha camadas (N = 0),

-

podemos omitir o subindice K.

No caso do potencial refletido, demominade por U, temos que

=0, q =P.,» P =p, ez < 0. Mais ainda,

[¢] [¢] s+l
Glp,r,z) =rp + (h -2) Po[p) (6.49)
p. P(p) - p P (p)
0 1
A(p) =r (p) = 2 . (6.50)
0 P, Po(p] * P, Pi(p)
P. P, seNO
S(o.-h)
e
P(r,z)
-] lO
N
0 ! r
I
|
Y2
Figura 6.8: Raio de Fermat para a onda refletida.
Seja p o zero de G'. Assim, por (6.49)
rp .
B= - <P, B P (6.51)

0 valor de
S com o observador P(r,z)

trajetéria do raio (ver a Figura 6.9).
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Des expressoes para G(p) e Alp) temos

t =cG(p.r,2) =Rp, . (6.522)
t = G(pl.r.z) =rp, * (h - 2) Po{pi) : (6.52b)

- . RS
L=|c(pr2)|=—-—75> (6.52c)

(h - 2)" p,
i (h - 2) P,
L = lG (pi,f‘,Z]* = ) B Totp—l}—— {SSZd)
Alp,) = -1 e Alp) =1, (6.52e)
e

1/2

a«=2"22 P (6.52f)

vamos analisar ent3o, as expansoes assintoticas dadas pelas

equagdes (6.32)-(6.34) no caso do potencial refletido:

(1) Para p < P, >

> _ AP
U(r.z,0) = | exp[ 1o t ]. (6.53)

ou seja, temos apenas a onda principal com amplitude real, decaindo a

medida que R aumenta (se afastando da fonte) e tempo de chegada dado

por t.

(2) Para p = P, »

. 1/4
U(r,z,w) = % 1-a 1/3 gx = exp[ -0 T ] . (6.54)
w r(iza) L
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Neste caso, as ondas principal e lateral chegam no mesmo

~ -1/4
instante . Isso causa uma corregac Com um termo de ordem w : .

(3) Para p > P,

ﬂ{r,z,w] = A;P) exp[ -iw ¥ ]

2Py Py

2, _1/2 372
- pi) r L

= exp[ -lw t ] . (6.55)

(p0

L e

Quando <, <cn todas as possibilidades acima podem ocorrer,
incluindo o aparecimento da onda lateral. Neste caso, podemos def inir

o chamado angulo critico como

4T %o
sen [ _— ] ; (6.586)

[
1

6
c

4

Dai, afirmar que p > P, equivale a dizer que

c
p= P, sené > p —— send > EE — 8> ec : (6.57)
1

Na Figura 6.10 podemos observar os eventos para dois
observadores P1 e Pz. Em P1 o angulo de reflexao e inferior ao
critico: ndo ha onda lateral. O caso oposto ocorre em P_.

Fisicamente €& como se 2 onda lateral se propagasse pela
superficie inferior com velocidade c, > € © emergisse para a
superficie com o angulo critico.

Ve jamos agora o que acontece se (h -z) tende para zero, ou
seja, se @a fonte e o observador se aproximam da superficie

simultaneamente. Por (6.51), p = P, © tomando o limite em (6.53)
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obtemos

U(r,0,w) = — exp[ -iv rp, ]
r

Para
“ s
portanto, nao aparece a onda P .

= (6.58)

ac outras expansoes os limites estao bem definidos e,

Figura 6.10: Angulo critico na reflexao.

Denominando agora o potencial transmitido por D, temos

G(p,r,z) =Tp +h Po(p] + 2 Pl(p] ; (z>0)

2 Po P (p)
B(p) = ° ;
P, Po(p] + polep)

qo=Min{posp1}‘
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Seja p o zero de G'. Sabemos que P < q, € de (6.47) verm que
= B(p)
D(r,z,0) = exp[ -t t ] s (6.62)
onde
t =G(p,r,z) =rp+h Potfi} + 2 Pl('ﬁ] , (6.632)
e
. 1/2
L = PO(E) rG’(p,r.z)
i P
4 172
=P | [h 5 P (B)7° + 2 p- P (';3)'3] (6.63D)
~ 1, " 1
| P
p-p,sen e . p sen B
S (0.-h)
) |
©
b
0 r
P(r,z)
Nz
Figura 6.11: Raio de Fermat para a onda transmitida.
Novamente, p representa o raio que conecta a fonte S com o

observador P localizado no semi

Notemos que B(P)

-espago inferior (ver Figura 6.11).

e L s3o reais.
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Devemos analisar agora o que acontece com a expansao (6.62)

gquando h (se qQ, = po) ou z ([se q, = pl) tende para zeroc.
-

Primeiramente, vamos supor que ¢ > ¢ € portanto q = Pp. Seja p o©

zero de G' tomando h = 0. Temos entao

' 2 2 _ 1
p =pip /4P #2° Eg <P, - (6.64)

L ]
Como visto na segao anterior, havera uma contribuigao de p

se h=0ep >p, Supondo tal condigao, de (6.47) vem

" (r.z,0) = & exp[ 422 ] 2P0 By ®
rEel = g SXRL TR PP, z-1p S

exp | S ]. (6.65)

onde
» L _
t =G(p .r.z) reo = Py R (6.66a)
e
s=[r% -®p 1", (6.66b)
S (0,-h)
] e e
r
Y R Bl
|
P(r,z)
p¥- p sen Y
Yz

-
Figura 6.12: Onda P para o potencial transmitido quando h = 0.
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Notemos que S > 0. Podemos accociar a expressao acima & um
potencial devido & uma fonte pontual colocada na origem se propagando

no meio inferior (ver Figura 6.12), com um decaimento da amplitude

proporcional 2 h.
2
Supondo agora que C. < c, temos g, = P, Se ja novamente p ©

zero de G' agora tomando z = 0. Assim,

p =rp /4r +h =—§—<p. (6.67)

S (0.-h)

p*

- p,seny

L 3
Figura 6.13: Onda P para o potencial transmitido quando z = 0.

t g L 2
Para z =0 esep >Pp 2 contribuicdo da onda P € dada por

2 P, Po h

~8 1 L
s (r,z,0) = g exp[ | ] RN exp[ -iwt ], (6.68)

onde

] »
t =6G(p,r.z) 2=t TP R (6.69a)
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2 2 2172
1'% (6.6St)

s = r2p0 = Bp,
Através das Figuras 6.12 e 6.13 podemos observar melhor a
cimetria entre as expressoes (6.65) e (6.68).
A expressao (6.68) pode ser associada a um potencial com
decaimento exponencial da amplitude proporcional a z, obtido pela
reflexdao de uma fonte incidente na interface com um angulo maior que o

angulo critico. De fato

&
E
p=p°sen7>pl——>sen7>c—:9—-—)r>9. (6.70)
c
1

6.11 REPRESENTAGAO NO DOMINIO DO TEMPO

As expansoes assintéticas obtidas nas secoes anteriores

possuem todas a forma
F(r.z,w) = © " H(r,z) exp[ -iw T(r,2) ]. (6.71)

onde H e T s3o fungdes complexas com Im[ T(r,2) ]=0ene {0,1/4,1}.
Como (6.71) é valida para altas frequéncias, devemos
trabalhar com fontes pontuais associadas a sinais reais g(t), cuja
transformada de Fourier, g(w), tenha pequenas amplitudes em baixas
frequencias.
De acordo com (3.53), uma vez escolhida a fonte pontual

$(t) = glt - R/co)/R. associada ao sinal real g(t), a resposta do melio
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¢ dada por

FE(r,z,t) = g(t) ®* Re[ F(r,z,t) ] , (6.72)

onde

-]

fF(r.z,t) = : [ F(r,z,t) exp[ lwt ] dw . (6.73)

n
0
Substituindo (6.71) em (6.73) e lembrando da definigao da
fungao bn(ﬁ) vista no Capitulo 1, Segao 1.4, temos

H(r,z) % I w " exp[ to(t - T(r,2z)) ] dw
0

F(r,z,t)

H(r,z) . an(t - TIr;2})) . (6.74)

Assim, basta aplicarmos (6.72) convenientemente para cada

expansao obtida.

Como exemplo, vamos examinar algumas expressoes obtidas para
o caso de apenas uma interface, tomando g(t) = &(t).

Para o potencial refletido, supondo p > P, aplicando (6.72)
em (6.55) e utilizando as expressoes para A(t) e A&(t) obtidas no

Capitulo 1 temos

1 <
Ulr,z,t) = z Re[ A(B) 8(t - D) ]

2p P
[ - L pt - €, (6.75)

2 §72 59/2
{p0 pl) r L

onde L é dado por (6.52d) e p(t) é a funcio de Heaviside (equagao

(1.21)).
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0 primeiro termo da expansao acima, corresponde & solugac
aproximada da onda principal na reflexzo para t = f. O segundo termo
corresponde & onda lateral para t = f. Ambas coincidem comr as
expansoes obtidas por Tygel e Hubral (1887), eq. (4.30a)-(4.46)).

Tomando agora @a aproximacao para a onda P. no caso do

potencial transmitido quando h = O (equagao (6.865)), obtemos

» 1 L
S (r,2z,t) = R Re Alt -t + 1—=) . (6.786)
1

No capitulo seguinte serdo estudados alguns meios

multicamadas para ilustrar a aplicagdo das férmulas acima.
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CAPITULO 7

EXPERIMENTOS NUMERICOS

Neste capitulo mostramos & viabilidade das formulas

apresentadas no decorrer do trabalho, através de alguns modelos de

meios multicamadas.

Os testes foram realizados em um micro-computador AT-386 e a

linguagem utilizada foi © FORTRAN 77.

7.1 TEMPO COMPLEXO

para uma fonte pontual genérica ¢(r,z,t) = gt - R/co)/R,

associada a um sinal real g(t), sabemos que 2 resposta do meio

nulticamadas é dada pela convolucio entre g(t) e 2 funcio potencial

devida a fonte pontual w(r,z,t) = Re[ a(t - Rrc) /R ] (equagdo

(3.53)).

Computacionalmente, nao podemos trabalhar com a fungao A com

argumento real, pois envolve a funcgdo delta de Dirac, 8(t). Tomando o

“tempo complexo” t = t + ie, € > 0, observemos que agora a fungao

¢:(r,z,t€) catisfaz a equagao homogénea da onda (2.1). Temos ent3do ©

"novo" potencial inci dente

y (r,z,t) = Re[ wir,z,t)] = Re[%b{t + 1 - R/c ) ] , €>0 . (7.1)
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Pela propriedade (1.12) da funcao A temos
A(t + ie - R/c ) = Re[ At + le) ] * alt - Rc)
0 0
e, utilizando a expressao (1.18) para 8(t + ie), chegamos &
wE{r,z.t} = 6€(t) * y(r,z,t) ,

onde

€
s t)s —m— , €2 0 .
< n (t2 + 52)

Observemos que, no sentido das distribuigoes,

Lim Sc(t) a(t) .

€0

A fungao ae(t) (e > 0) é continua e diferenciavel em

reta real e

-2ct

2 22"‘:)0'
n (t° + €7)

aé(t) =

(7.2)

(7.3)

(7.4)

(7.5)

toda a

(7.6)

Concluindo, as respostas devidas 3 fonte pontual y(r,z,t)

podem ser simuladas computacionalmente tomando-se wc(r.z.t)a

2. CALCULO DA SOLUGAO

£ 2 0 .

Como discutido no Capfitulo 4 (equagao (4.18)), as solugoes

exatas para OS potenciais nos semi-espagos devidos a fonte pontual

o pulso Gc[t) foi estudado em detalhes por Hubral e Tygel (1989).
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vir.z. bt sao dadas por

[ -]
Vir,z,t) = { V‘(r.z.t) : {7-Ta)
k=0
onde
d ¥
Vllr’z,t] =3t V‘(r.z.t) i (7.7b)

com V = U, ou Vv = DH¢1 .- v¥ é o resultado da soma de duas integrais
na variavel p (vagarosidade), uma para t e outra para -t.
para uma fonte pontual genérica, como indicado na segao

anterior, a solugao €& dada por
Voi(r.z,t) = g(t) ®* v(r,z,t) . (7.8)
Utilizando a propriedade de convolugao
g » £hlL) = g'(t) * f(t) , (7.9)

e substituindo (7.8) em (7.7) vem

[.-]
Virz,t) =) Virzt) (7.102)
£=0
onde
V:(r,z.t) = g'(t) ® V:(r.z.t) . (7.10b)

Dessa maneira, nao ha necessidade de calcular a derivada
temporal de Va, pois substituimos tal calculo pela convolugao com a
derivada do pulso g(t).

Tomando agora g(t) = éc(t), obtemos da equagac (7.10)

[ -]
VvE(r.z,t) = [ Vi(r.z,t) . (7.112)
KE=0
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X " ] > |zn . [].11b)

com Gé(t) dada por (7.4).
Computacionalmente, mostrou-se mals simples convoluir a
solucdc obtida para o pulso ac{t] com o pulso g(t). Isto equivale a

obter a solugao do problema para o pulso combinado
- »
gc(t) ac(t} g(t) . (7142}

£ importante observar que por (7.9) e (7.5) temos
] *® = L ] ' = »
Lim [ 8 (t) g(t)] = Lim [ 8 () * g'(t) ] =g(t). (7.13)
£-0 €0
Utilizamos nos exemplos que se seguem O pulso Gc(t) com

e = 0.005 bem como o chamado pulso de Gabor [Cerveny 1976] dado por
2nat )°
g(t) = exp[ - [ —g ] ] cos( 2mat), (7.14)

coma =8 Hze B = 4. Na Figura 7.1 podemos observar a forma de 6€[t),
g(t) e gs(t]. tanto no dominio do tempo como no da frequéncia.

Podemos observar que o pulso gc(t) praticamente nao difere de
seu correspondente g(t). Como consequéncia, nac € de se esperar também
nenhuma alteragao na resposta obtida por qualquer um desses pulsos.

No calculo das singularidades da integral utilizamos o
método de Newton com precisdo de 10”Y. Para o célculo das integrais a

precisao foi o
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Figura 7.1a: O pulso éctt) e sua transformada de Fourier.
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Figura 7.1b: O pulso g(t) e sua transformada de Fourier.
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Figura 7.1c: O pu

1so gc(t] e sua transformada de Fourier.
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7.3 P-_EDELO 1 : UMA INTERFACE

Consideremos o modelo simples de dols semi-espagos
homogéneos separados por uma {nterface plana em 2z = 0, com as

caracteristicas

Melo Velocidade Densidade
km/s g/cm3
0 1.0 1.0
1 2.0 1.0

Colocamos & fonte a uma altura h = 150 m da superficie e
fixamos dols observadores em Z = -100 m, um a uma distdncia r = 100 m
e outro a r = 400 m.

Na Figura 7.2a podemos observar o potencial refletido no
primeiro observador, obtido pelo método de Tygel e Hubral (TH) e pela
aproximagao assintética (AS) tomando o pulso ac{t}. 0 tempo € medido
em segundos. Temos apenas a onda principal com aproximadamente a forma
do pulso ée(t). ndo aparecendo ondas laterais nem P

A "cauda" negativa que aparece na solucdo pelo método de TH
para a fonte ae(t} cse deve ao fato de que a aproximacﬁo assintotica
n3o é totalmente valida para pulsos com conteudo de alta e baixa
frequencia, como é o caso de éc(t}.

Utilizando o pulso de Gabor como fonte incidente (Figura

7.2b), as ondas tendem mais ao mesSmo formato, o que era de se esperar

pois este pulso tem um conteido em altas frequéncias major que o pulso
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8 , tornando as aproximagoes assintéticas mals eficientes.

AS

™ e
T

(a) (b)
Figura 7.2: Potencial Refletido: O camadas (h = 150 m, z = -100 m,

r = 100 m). Pulso: (a) 58 , (b) g -

T D Y

Para o segundo observador aparece uma onda lateral (L) antes

da onda principal (P), como flustrado na Figura 7.3. A forma da onda

se modifica drasticamente com a inclus3o da onda lateral, pols o

coeficiente de reflexdo € complexo.

TH

TR . N T
(a) (b)

8%

Figura 7.3: Potencial Refletido: O camadas (h = 150 m, z = -100 m,

r = 400 m). Pulso: (a) ae , (b) g, -
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Nz Figura 7.4 temos alguns sismogramas obtidos pelos dois
métodos, considerando o pulso éc(t},para observadores & uma altura de
2 = -100 ® e distancias de r = 100 a r = 400 m. Notemos a modificagac

da onda principal em funcao do aparecimento da onda lateral.

=il s j‘“ﬁ\/’_‘
‘/‘smmﬁ
_A

"

$3 LN 62 LE X L8 G L8 aX TR 0L in i iX 18 LW 18 &8 L% 0
(a) (b}
Figura 7.4: Potencials Refletidos: O camadas (h = 150 m, z = -100 m,

r = 100, 200, 300 e 400 m). Pulso: 8, - Método: (a) AS ,

(b) TH .

1 A us W

; \
-'\
< N

AS . . 4 ) ) i
\;Ts T G D

Figura 7.5: Potencial Transmitido: O camadas (h = 150 m, z = 100 =,
r = 100 m). Pulso: (2) &_ ., (b) g, -

Consideremos agora um observador no semi-espago inferior a
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uma profundidade de z = 100 m e r = 100 m. Na Figura 7.5 temos o
potencial transmitido exato e assintético, para os dols pulsos.

Novamente o©s resultados coincidem de forma excelente em ambos oS

pulsos.

- »

T TR R TG

(@) (b)

Figura 7.6: Potencial Transmitido: O camadas (h = 150 m, z = 10 m,
r = 100 m). Pulso: (a) &_, (b) g, . Onda P .

Colocando o observador mais perto da interface, a uma

profundidade de 2z = 10 m, aparece a onda P' que, como mostra a Flgura
7.6, tem uma amplitude bem maior que a onda principal. A onda indicada
por (A) é a aproximagdo assintéotica obtida sem considerar a onda P .
Notemos como sSua contribuigdo € importante para a resposta total.

A Figura 7.7 mostra alguns sismogramas apenas para o pulso
5., para observadores em z = 10 m e r variando de 400 a 700 m. Como

L 2
esperado, a amplitude da onda P tem um decaimento com o aumento de r.
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(a) (b)

Figura 7.7: Potencials Transmitidos: 0 camadas (h = 150 m, z = 10 m,
r = 400, 500, 600 e 700 m). Pulso: Be Método: (a) AS ,

(b) TH .

7.4 MODELO 2: UMA CAMADA COM VELOCIDADE INFERIOR AS DOS SEMI-ESPAGCOS

Consideremos o modelo com uma camada entre dois semi-espagos

segundo as caracteristicas

Meio Velocidade Densidade Espessura
km/s g/cm3 km
0 2.0 1.0 R
1 1.0 1.0 0.15
2 2.0 1.0 —_—

e uma fonte pontual colocada a uma altura h = 150 m da superficie.

Na Figura 7.8 podemos observar o potencial refletido
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calculado pelos dols processos,
anterlormente, para um observador colocado

Nessa Jjanela de tempo aparecem

0, K 1 e K 2. Notemos o rapido

aumento de reverberagoes.

de chegada fora do intervalo.

considerando os dols pulsos citados

em z = -150 m e r = 500 m.

as maltiplas relativas as assinaturas ¥
decaimento da ampl itude com o

As outras assinaturas (K Z 3) tem um tempo

—

'l

1

e T T G ]
(@) (b)
Figura 7.8: Potencial Refletido: 1 camada (h = 150 m, z = -150 =,
r = 500 m). M = 2. Pulso: (a) 68 , (b) g, -
—
0
AN e
\/ \
-

,_Jﬁ.s S ._--"‘:2_— —-,5 . \-’ . 2l e )
1A em  en s LM Th 1a W s an o en b L L LN
(a) (b)

Figura 7.8: Potencial Transmitido: 1 camada (h = 150 m, 2z = 300 m,

pApa T
r = 500 m). M= 3. Pulso: (a) 6: , (b) g -
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Para observarmos O potencial transmitido, colocamos ©
observador no meic 2, & uma profundidade de z = 300 m e r = 500 m. A
Figura 7.9 apresenta as solucdes obtidas. Novamente héd uma rapida

quedz da amplitude com o aumento de reverberagoes.

7.5 MODELO 3: UMA CAMADA COM VELOCIDADE SUPERIOR AS DOS SEMI-ESPAGOS

De maneira a ilustrar melhor a superposigao das multiplas

vamos considerar novamente o modelo com

general izadas, apenas uma

camada, com as seguintes caracteristicas:
Meio Velocidade Densidade Espessura
km/s g/cm3 km
0 1.0 1.0 —
1 2.0 1.0 0.01
2 1.0 1.0 _—

sendo a fonte pontual colocada a uma altura h = 150 m no meio O.

Vamos analisar primeiramente o potencial refletido para um
observador localizado em z = -150 m e r = 100 m.

Na Figura 7.10a mostramos a resposta devida a fonte 8,
exata e assintética, porém separando as contribuicdes de cada multipla
generalizada para K = 0 até K = 3. Na Figura 7.10b temos as mesmas
de maneira a visualisarmos

respostas, normal jzadas individualmente,

melhor a forma do pulso.
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(b)

Figura 7.10: Maltiplas generalizadas.

W 0D em &3 B BM D

(a)

Figura 7.10c: Potencial Refletido: 1 camada (h

(a) c/escala, (b) sem escala.

| B4

{ B3]

(B}

r = 100 m). M = 3. Pulso: (a) 3. » (b) g_ -
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A superposigao de todas as contribuicoes € mostrada na Figura
7.10c, tanto para © pulsc 68 como para o pulso de Gabor. A uma
primeira {nspegao, poderiamos pensar que O modelo consiste apenas de
uma interface (comparar com 2 Figura 7.3).

0 meio que possul a menor vagarosidade (malor velocidade) € a
camada intermediaria (p1 = lf'r:1 = 0.5), a qual tem espessura pequena.
Pela analise feita no Capitulo 6 pode aparecer & onda P', dependendo
da posigao do observador. Para ilustrar esse fenomeno, deslocamos ©
observador para T = 500 m, mantendo a altura de z = -150 m. Os
resultados exato e assintético para os dois pulsos podem ser

observados na Figura 7:11.

I

p*

=

TS TR G

TH
T

(a) (b)
Figura 7.11: Potencial Refletido: 1 camada (h = 150 m, 2z = -150 m,
e L 3
r =500 m). M= 3. Pulso: (a) 68 , (b) g - Onda P .

L
Ainda no presente modelo ocorrem, além da onda P para as
assinaturas K = 1,2 e 3, uma onda lateral na assinatura K = 0. Dessa

maneira, a combinagao de todos esses eventos causa diferengas
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razoavelmente significantes nas formas exata e assintotica do pulso
obtido. Mesmo assim, ¢ evidente que ambos concordam com & ocorrencia
dos eventos e o efeito destes na forma da onda final. As diferengas
s3o menos acentuadas quando utillzamos o pulso de Gabor, devido as
razoes Jja discutidas anteriormente.

Colocando agora O observador no semi-espago inferior, em
r = 100 m e a uma profundidade de 150 m, temos os resultados exibidos
na Figura 7.12. As solucbes exata e assintotica prat icamente
coincidem. Aqui também ocorre uma combinagio de varias maltiplas
que chegam muitos proximas (fo = 0.310 s, ?1 = 0.318 s, tz = 0.327 s

e fa = 0.336 s).

TH

YRR R ]

(a) (b
Figura 7.12: Potencial Transmitido: 1 camada (h = 150 m, 2z
r = 100 m). M = 3. Pulso: (a) 68 ., (b) g_ -

n

150 m,

L ]
Deslocando-se © observador para r = 500 m aparecem a onda P

em relacao a assinatura K = 0 e mais algumas ondas laterais (Figura
7.13). As observagoes feitas para a onda refletida se apllicam

novamente neste caso.
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Y CEE TR S

Figura 7.13: Potenclal Transmitido: 1 camada (h = 150 m, z = 150 m,
»
r = 500 m). M = 3. Pulso: (a) 68 , (b) g Onda P .

7.6 MODELO 4: DUAS CAMADAS

Vamos utilizar agora um modelo com duas camadas conforme as

especificagoes abaixo:

(_ Meio Velocidade Densidade Espessura
kn/s g/cm3 Kkm
0 1.0 1.0 —
1 1::2 1.0 0.20
2 1.5 1.0 0.10
3 2.0 1.0 —

130




e a fonte pontual colocada em h = 200 m.

—_— e — S,

I
n
|.

(a) (b)
Figura 7.14: Potencial Refletido: 2 camadas (h = 150 m, z = -100 m,
r = 300 m). M= 2. Pulso: (a) &_, (b) g, -

Na Figura 7.14 mostramos as solugoes obtidas por ambos o0s
métodos para o potencial refletido para um observador localizado a uma
altura z = - 100 m e a uma distancia r = 300 m da fonte. Tomamos M
(nimero méximo de reverberacoes em cada camada) jgual a 2 . Os tres
"picos" mais altos correspondem as multiplas (0,0), (1,0) e (1,1),
respectivamente. Apesar da maltipla (2,0) ter um tempo de chegada
dentro da Jjanela observada (inferior ao de (1,1)), sua amplitude e
desprezivel em comparagdo as demais. A mesma observacao aplica-se as
assinaturas (1,2), (2,1) e (2,2).

Neste exemplo, 2 diferenca entre as solucoes exata e
assintética se acentuou, principalmente na primeira chegada. Ao
aumentarmos 2 quantidade de camadas, o numero de multiplas
generalizadas para um M fixo cresce exponencialmente, como anal isado

no Capitulo 4. Na solugdo pelo método de Tygel e Hubral a aproximagao

131



dzs integrals relativas sc assinaturas com multas camadas envolve um
namero grande de calculos, diminuindo a precisdo do resultado. Assim,
ao somarmos todas as contribuicdes aparece um "rufdo” na solugao.

Er relagao ao potencial transmitido, para um observador
localizado em z = 400 m e T = 300 m, temos as solugoes apresentadas na
Figura 7.15. Utilizamos M = 2, porém o decaimento de amplitude das
miltiplas é muito alto, apesar de todos os tempos de chegada

pertencerem a Jjanela considerada.

(o] 0]

AS || TH

TH

as \

J \ o O 20 W oz 2 12 22 ) ; : )

v A Te V0% e emoawm LU LR 1.4

(o) (b)
Figura 7.15: Potencial Transmitido: 2 camadas (h = 150 », z = 400 m,
r = 300 m). M= 2. Pulso: (a) &_ (b) g -

Colocandc © observador mais proximo da tltima interface, em zZ
= 310 m, e mantendo r = 800 m, aparece uma onda P. na primeira
maltipla generalizada (assinatura (0,0)). Na Figura 7.16 temos o
potencial transmitido tomando-se M = 2 e na Figura 7.17, M = 1.
Notemos que praticamente podemos desconsiderar as multiplas com mais

de uma reverberagao por camada, pols suas amplitudes s3o muito balxas.
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(a) (b)

Figura 7.16: Potencial Transmitido: 2 camadas (h = 150 m, z = 310 m,

r = 800 m). M = 2. Pulso: (a) 5e , (b) g -

| o0 r

(b)

2> camadas (h = 150 m, z = 310 =,

Figura 7.17: Potencial Transmitido:
r =800 m). M= 1. Pulso: (a) 3. » (b) g, «

7 7 MODELO 5: TRES CAMADAS

Consideremos o modelo com trés camadas
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[ Meio Velocidade Densidade Espessura
km/s g/’.':rr.:i km
0 1.6 1.0 —
1 1.8 1.0 0.2025
2 2.2 1.0 0.1650
3 F.1 1.0 0.5425
4 3.3 1.0 —
L.

com a fonte colocada a uma altura h = 220 m da superficie.

000

AS

T /
TH <

|

v T e Ll 1D 1e 16 1.

(a) (b)
Figura 7.18: Potencial Refletido: 3 camadas (h = 220 m, 2 = -200 m,
r = 1000 m). M = 2. Pulso: (a) éc , (b) I

Para um observador localizado a uma altura z = -200 m e
r = 1 km ,temos 0S potenciais flustrados na Figura 7.18 obtidos pela
solucao exata e assintética. Utilizamos M = 2, porém os trés
"picos" que aparecem na figura referem-se apenas as reverberagoes
primarias, {isto ¢, as assinaturas (0,0,0), (1,0,0), (1,1,0) e

(1,1,1). As outras miltiplas tém uma amplitude muito pequena.
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Y‘-ﬁ oocC E .
_ g

e L : rEr L L

(o) (b
Figura 7.18: Potencial Transmitido: 3 camadas (h = 220 m, z = 1000 =,
r = 1000 m). M = 1. Pulso: (a) Ge , (b) g -

A Figura 7.18 mostra © potencial transmitido para um
observador no semi-espago inferior em z = r = 1 ke .0 decalmento da
amplitude das maltiplas neste caso é muito grande, sendo que 2
primaria (0,0,0) domina todas as outras. Notemos também que as

solugoes exata € assintotica praticamente coincidem, aparecendo um

pequeno ruido na obtida pelo método de Tygel e Hubral.

7.8 CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

Analisando os resultados numéricos obtidos, observamos que as
aproximagoes assintéticas introduzidas s30 realmente eficientes e em
varios casos fornecem 6timos resultados, mesmo para pulsos incidentes
nao realmente t{picos de pulsos de alta frequencia.

Notamos que essas aproxlmacSes fornecem melhores resultados
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para as ondas principal e lateral. Para a onda P' elas nao tiveram o
mesmo  desempenho. Acreditamos Qque uma possivel maneira de
contornar esta questﬁo seja empregarmos termos de maior ordem nas
expansdes erm serie utilizadas no método da maxima descida O
importante é observarmos que nOS Caso0S onde nao houve uma grande
concordancia na forma dos pulsos para &s solugoes exata e assintotica,
houve para a ocorréncia do fendmeno. No método de Tygel e Hubral, 2
onda P. aparece naturalmente, sem a necessidade de decidirmos se algum
parametro € "pequeno" ou "grande® como é feito nas aproximagoes
assintoticas.

0 método de Tygel e Hubral mostrou-se pouco eficlente a
medida que 2 quant idade de camadas cresce. Como Ja comentado, isso se
deve ao fato do nimero de maltiplas generalizadas aumentar
exponencialmente. tornando o volume de calcules muito alto,com
consequente perda de precisdo. O tempo de computagdo também €& um
fator importante. A obtencio de um sismograma pelo método exato pode
ser bastante lenta, devido & quantidade de integrais necessarias ao
seu calculo.

Na presente forma implementada, © método de Tygel e Hubral
mostrou-se extremamente confiavel para modelos com poucas interfaces,
apresentando de forma clara ©0s diferentes eventos da propagaqao
envolvida. Eventualmente, outros efeitos que nao aqueles cobertos
pelas aproximagdes assintéticas tem a chance de serem anal isados com
precisao.

No programa implementado neste  trabalho nao foram
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evidentemente {ncorporados qualsquer recursos OU desenvolvimentos
estritamente computacionais. Este é uma @rea certamente aberta a
posterior investigacao. Por exemplo, cltamos, alem da natural
otimizacao do codigo para o método de Tygel e Hubral, a inclusac de
recursos de supercomputadores a saber, vetorizacao e paralelismo. Tais
recursos sac rotineiramente utilizados nos métodos tradiclionals, como
o método da refletividade.

Usa possivel érea de trabalho consiste também na elaboragao
de um processo hibrido, escolhendo automat icamente quando usar 2
aproximagao assintética ou o método exato. Isso pode depender da
regiao sob consideragao e de outros fatores.

Um subproduto natural da presente implementaqao e a
determinacao dos tempos de chegada para todos os eventos. Isto €
calculado muito rapidamente, podendo ser utilizado para indicar de
forma eficiente 2 janela onde deve sSer empregada uma aproximaq%o
assintotica.

Finalmente, continua em aberto a generalizacﬁo do presente
nétodo para os casos de propagagao vetorial, eletromagnética e
elastica. Um primeiro passo nesse sentido fol dado pelo trabalho de
7ien (1989) envolvendo o €aso do célculo da resposta de um mpeio

multicamadas elésticas devido a uma fonte pontual.
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