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PREFACT

Fm 1947 G. Dantzig propos o primeire método COmpu
tacional para resolug%o de um problema geral de programacao 1i-
near: 0 Método Simplex.

Naturalmente muites outros metodos foram propos-
tos, porém cxperiencias computacionals premiaram o método sim-
plex. Procedimentos pratices foram e s3ao usados para sua acela-
racao, embora muitas vezes tals procedimentos nem sempre sejam
publicados.

P. Wolfe relata em [ 45 1 gue funcoes lincares por
partes foram utilizados com sucesso para obtengao de procedimen
tos de determinacao de solugoes primais factiveis.

Mals recentemente, R, Bartels [ 14 1 tambem com
auxilio de fungoes lineares por partes propos um método de pena
lidades similar ao métedec M-Crande, e cbleve resultados a'.ni.mad._o_
reg.

Neste trabalho utilizaremos fungoes linecares por
partes para obtengﬁc de novos metodos em programagﬁo lincar.

F muito comum em programacao linear problemas com
egtruturas particulares. A simples aplicagﬁo de um método geral
de programacac lineatr normalmentc & muito dispendiosa. Nestes ca
sns a exploracao da estrutura particular leva a grandes econo-
mias, tanto de memdria como também de tempo de processamento, pols
evita~se armazenar e fazer operagoes com zeros. Neste trabalho
nos ateremos a apenas duas classes de problemas particulares (ca
pitules V e VI) aos quais estendemos alguns procedimentos dos ca

pitulos anteriores.



No capitulo I introduzimos a notagao e terminolo-
gia juntamente com alguns teoremas que serao empregados durante
o trabalho.

No capitulo TI revemwos sucintamente cs metodos mais
divulgados de programagao linear, ¢ intreduzimoes um novo método
primal-dual cuja filosofia nao conhecemos na literatura - apro-
veita-se a riqueza de informacoes que alguns problemas de pro-
gramacac linear formecem: tanto uma solucao basica primal fac-
tivel, como também uma solugao dual factivel.

0 capitulo IILI sera dedicado a métodos praticos para
determinagao de solugoes factiveis. Em 1965, Wolfe [ 45 ] cha-
ma a atencao para esses métodos que se mostravam mais eficien-
tes, porém eram pouce divulgados. Notamos que ainda hoje estadi
vulgagao & rara. Estendemos para o dual o concelite de medida de
infactibilidade, que mnorteia esses metodos, e desenvolvemos me -
todos para determipar solugoes duais factivels.

No capftuio IV desenvolvemos dois novos metodos
primais-duais. O primeiro método segue a filosofia do conphecido
método primal-dual de Pantzig, Ford e Fulkerson evitando—-se po-
rim variaveis artificiais. O segundo método relaxaas restricoes
impostas pelas folgas complementares, buscando satisfaze-las sob
orientacao de uma fungao objetivo apropriada.

No capltulo V estudamos o classico problema de a-
proximagao linear no Ll' Descrevemos o algoritmo primal simplex
linear por partes especializado para sua estrutura particular,
diferindo assim do trabalho de Barrodale e Roberts [ 11 1 que

primeire transformaram o problema de aproximagac linear no Ll

num problema de rogramacao linear, @ entao aplicaram o metodo
p 2 ’
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simplex explorande suas particularidades, Fizemos tambcm uma
aplicagao do novo método primal-dual desenvelvido no capitulo 11,
e obtivemos um novo algoritmo para ¢ problema de aproximagao 11
near no Ll.

¥inalmente no capItulo VI estudamos uma classe es
pecial de problemas de programagao linear, onde as restrigoes a
parecem entre dois limites, as quals chamamos de restrigoes ca-
nalizadas. Alguns métodos especificos foram desenvelvidos parea
esse problema nos ultimos 15 anos. Revemos alguns desses méto-
dos relacionando-os com 05 classicos métodos primal simplex e
dual simplex. Desenvolvemos também um procedimento especificopa

ra determinacao de uma solugao primal factivel, utilizando-se fun

coes lineares por partes adequadas.

-i1i-
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Capitulo I

Definigoes e resultados basicoe

Neste capitulo inicial apresentamos algumas defi-
nigaes e teoremas da programagao linear, que serao referidos du
rante o trabalho., Omitiremos aqui as demonstracoes dos teoremas,
as quais podem ser encontrados em livros de programacac linear

[18,34,36, 410

1 - Definigoes:

Um problema de programacao linear & um problema
de minimizagdaoc ou maximizagao de uma funcgao linear, cujas varia
veis devem satisfazer a um sistema de equagoes ou inequagoes 11
neares.

Censidere o seguinte par de problemas de programa
cao linear:

Problema Primal:

min z=cx (1)
Ax=b (2)
x>0 (3)
Problema dual:
max w=ib (4)
rAge {5)

t _n n
onde AeRmxn, ¢ gR°, xeR , bng, kthm.

Suporemos durante o trabalho que posto (A)=m,

Terminologia:
x,, j=t,...,n : wvariaveis primais
1

..., : wvariaveis duais,
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restrigoes {2} e (3 : restricgoes primais,

restricac (3} restricao de nao-negati-
vidade,

restricao (5) restricao dual,

objetivo (1) funcao objerive primal,

objetivo (4) fungao objetivo dual,

0 par de problemas primal-dual acima sao estreita

mente ligados, como veremos adiante,

Solugdes factiveis: Uma solugao que satisfaz as restrigoes pri-
mais chamamos de solucado primal factivel; uma solucdo que satis

faz a restricaoc dual chamamos de solucao dual factivel.

Solugoes otimas: Uma solucgao otima primal (dual) é uma solucio
primal (dual) factivel que atribui o menor {(maior) valor possi-

vel ao objetive primal (dual).

Base & Solucgoes Basicas: Considere uma particido nas colunas de

m

A: A= (B,N) com BeRMET o posto (B)= m. A esta particdc estdo as

sociadas as seguintes solugoes basicas: x= (ﬁB,ﬁN) com
;T;B=B=B“1b (6)
§N=0 , (7}
[
S= e BTL (8)

onde x, corresponde as variaveils de x cujas colunas estac em B,
Usaremos o mesmo simbolo B para indicar os indices das colunas

de A que formam a matriz B. Assim icB indica o indice de uma co

luna de A que pertence a matriz B. Entendemos que este abuso de
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notacao nio trara confusio e evitara um nove simbolo para indi-

C e c... A ma

car os indices de B. Da mesma forma definimos Xys € N
L] 1 J—

friz B chamamos de base, as variaveils X, icB de variaveis basi
cas, e x,, jeN de variaveis nao-basicas.
J
Note que, para qualquer que seja a base B temos:

U I
=cx=chBchB b=ib=w , (9)

ou seja, o valor do objetivo primal e igual ao objetivo dual.
Se xBao dizemos que X & uma solugao basica primal facti-

vel (Note que o sistema Ax=b & satisfeito para x). Dizemos que

a2 base B & primal factivel. Se EW: Cy - ANZO entdo X e uma solu

cio basica dual factivel. Note que isto e suficiente para que

SAfc, uma vez que a restricado: ABZe  é satisfeita com igualda-

B

de. Neste caso dizemos que a base B é dual factivel.

Degenerescencia: Dizemos que a base B e primal degenerada se

existir ieB tal que Ei;O; e dual degenerada se existir jeN tal

que Ej=0.
2 - Teoremas:
0s problemas primal e dual saoc agora relaciona-
dos.
Teorema 1 - Para quaisquer solucgdes x e X primal e dual factiveis

respectivamente, temos:

cx#AbL .

Teorema 2 -~ Sejam x e A solugdes primal e dual factiveis respec
tivamente. Uma condig¢ao necessaria e suficiente para que x e 1}

sejam solucdes otimas é: cx=Ab.
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Teorcma 3 - Se um dos problemas tiver solugac otima finita, en-

tap o outro tamhém terd solucao Otiwma finita.

Teorema 4 - Se uma base for simultaneamente primal e dual facti
vel, entao as solugoes biasicas primal e dual associadas (6)-(8)

serao solugoes otimas. Dizemos entao que a base e otima.

Corolario 1 - Uma base B primal factivel & otima, se e somente
se,

~ TN
c Cx =0,

onde T=cBBh1 & a solugao dual associada.

Corolario 2 - Uma base B dual factivel & otima, se e somente se,

%20

B

- -1, - ~ - . .
onde xB=B b ¢ selucao basica primal associada.

Estes corolarios serac utilizados come criterios de
parada para métodos numéricos.
0 seguinte teorema garante a existéncia de uma ba-

se otima.

Teorema 5 - Se um dos problemas tiver solucgao otima finita, en-
tao existira uma base otima.

Este teorema e muito usado para mostrar a conver-
séncia finita de varios métodos de programacac linear: Se bases
sao percorridas sem repeticao entao o método e finito, pois e-

xiste um numero finito de bases.
Teorema 6 - {(Teorema das folgas complementares)

Sejam % e A solucgoes primal e dual factivels res-
pectivamente. Uma condigaoc necessaria e suficiente para que %

e A sejam Gtimas &:



{c-28)x=0.

Note gue as solugoes (0)-(8) satisfazem a relagao:
(c-%A)%=0. Porém nem sewmpre sao [activeis (hipotese do teorema
das folgas complementares). Diremos, nao obstante, que X e % sa
tisfazem as folgas complementares.

Este teovrema sera muito utilizado nos métodosdo ti
po primal-dual.

Algumas propriedades scguem imediatamente destes
teoremas:

~ se o problema primal (dual) for ilimitade, entao
o problema dual (primal) sera infactivel;

-~ se os dois problemas admitem solugoes factiveis,
entao serao limitados e o minimo primal sera igual ao maximo du-
al;

- se 0 problema primal (dual) for infactivel e o
problema dual (primal) admitir umna solugao factivel, entaoo pro

blema dual (primal) sera ilimitado.

Podemos ter o par primal—dual infactiveis. Assim,
se um dos problemas for infactivel, o outro serz ilimitado ou
infacrivel.

A primeira pronriedade sera muito utilizada para
concluir sobre a infactibilidade do problema primal, guando cm—
pregamos métodos gque trabalham com solugoes duais factiveis (me
todo dual simplex, méftodos do tipo primal-dual) e concluimos que

o problema dual & ilimitado.
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dseicos e um nove método primal-dual

Neste cap{tulo apresentamos Iinicialmente alguns
dos metodos mais conhecides da programagao linear, como tambem
alguns dos procedimentos mais divulgados (embora nao sejam os
mais usados [45]) para obtengao de solugoes factiveis, primal ou dual.

Por ultimo, ma secgan 7, apresentamos uma nova
estrategia para programagao linear, quando se dispoe tanto de
uma base primal factivel, como tambem de uma solugao dual facti

vel.

1. . - Metodo primal simplex

Este ¢ o méetodo mais conhecido de programacdo 1i-
near, tanto pela simplicidade de compreensao e implementacao no
computador, como também pela sua eficiéncia. O metodo primal simplex
{ou simplesmente metodo simplex), desenvolvido por G. Dantizg em
1947, foi um marco - na engenharia, pois a partir dai, com o

desenvolvimente dos computadores, noves problemas puderam gser

Um grande numero de trabalhos se seguiu ( e conti
nua ate hoje) no sentido de melhorar sua eficiencia computacio-
nal (forme revisada, forma produto, LU, matriz esparsa...).pl-
guns dosg trabalhos mals recentes neste sentido estao em [13,15 ,
287,

Neste trabalho nac nos preccuparemos com a forma
de implementacac do metodo, apenas com as estratégias de mudan-

cas de solucoes,

1.1 ~- Inicializagao: Seja B uma base primal factivel.(Nas sec
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cbes 72 e § deste capitulo, e na sccgao 3 do capitulo se-
guinte discutiremos metodos para determinar uma base primal fac
tivel.)

Podemos escrever as variavelis basicas em funcao

das variavels nao-basicas;

B N (1)

- -1 . . , - . -
onde N= B "N. Com isto podemos eliminar as wvarlaveils basilcas da

funcao objetivo primal:

Z= CX= CpXp 4 CpX= CB(E—NxN) oo XyT
= & -+ CNXN N (2)
onde 2= c_b= ¢ Bnlb .= ¢ —AN,
' B B > °NT “N

Assim, para cada valor atribuido as variaveis nao-

basicas x

N’ podemos determinar x
L

g por (1) (e entao o sistema
Ax=b fica satisfeito), e calcular o valor da fungao objetive pri

mal usando (2) . Em particular para x_=0 temos a solucao basica:

N

Note que z, em {(2) , é o wvalor da funcio objetivo

primal para a solugao basica acima.

1.8, - Teste de Otimalidade: Se ENEO, entaoc a base B € dtima.

Caso contrario procedemos como se segue:!
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.2 - Mudangea de Basge:
~ Variavel a entrar na base,

Seja jJeN tal que Ejﬂﬁ. Fazemos

ou seja, o objetivo primal diminui com o crescimento de §. A de

sigunaldade acima sera estrita se for possivel fazer &:0.

— Variavel a sair da base.

Faremcs & tao graunde quanto possivel sem vieclar as

restricoes primais. Calculamos as varlaveis basicas por

o

Xp = Bi - ﬁiju i= 1,2,...,m.

Assim o sistema Ax=b fica satisfeito para qualquer
valor de §, e as unicas restricdes primals que podem ser viola-

das sao as restrigoes de nac-negatividade, e entao & deve satis

fazer:
5.
sz —E— / N..>G.
R.. =
1]
Se NijSO, i= 1,2,...,m, entao o problema primal

sera ilimitado. Suponha gue exista i/ﬁij>0, escolhemos & por:

&= -£~= min { L P TS I O _ (3)
kj



Por conseguinte a variavel basgica Xy atinge o va

1
lor zero. Temos uma nova solugao primal factivel que esta asso-

ciada a uma nova base B obtida de B, trocando-se a i-esima colu
na pela j-ésima columa de N. Redefinimos a base e repetimos o

processo.

1.4. -~ Convergéncia finita: Se a base B for primal nac-degene-
rada, entdo & escolhido por (3) sera positivo, e o valor da
funcio objetivo para a mova solucdo basica serd menor; por con-
seguinte a base B ndo sera repetida. Assim, se todas as bases en
contradas durante o processo forem primais nao-degeneradas o me
todo convergird num numero finito de passos, pois existe um nu-
mero finito de bases,

A ocorréncia de degenerescencia pode prejudicar a
convergencia do método, pois mesmo que bases distintas sejam en
contradas, as solucces primais podem ser iguais, Existe ainda o
risco de ciclos (repetigdes de bases). Embora exemplos com ci~
clos possam ser counstruidos [24 ], ndo temos conhecimento de pro
blemas com ciclos ma pratica. Lyra e Tavares [35 ] se depararam
com um problema pratico altamente degenerado, requerendo um ny-
mero elevado de iteracgdes, sendo que grande parte das solugoes
geradas eram iguais (com bases distintas).

Contudo, estratégias na escolha de pivos podem
ser encontradas para evitar ecicloes. Apresentamos aqul uma de-

las [17 1:

i) Escolha j talgue

j=min{ k/ck<0}

1i) Escolha i tal que:
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2 - Imnicializacao Primal T

Chamamos de inicializacao primal a qualquer proce
dimento usado para determinar uma base primal factivel,.

- Metodo das variaveis artificiais (Fase I):

Um procedimento bem conhecido ma literatura, quan
do naoc & disponivel uma solugao factivel, consiste em acrescen-
tar varliaveis artificiais para formar uma base inicial, e entao
aplicar o método primal-simplex, forcandc as variaveis artifici
ais a se anularem (a sair da base) durante as iteracoes. Quando
todas variaveis artificiais estiverem fora da base, uma solugao
basica primal factivel sera encontrada, e entaoc procedemos como
na secgao anterior para resolugao do problema(l-3) do capitulo I.

Resolvemos o seguinte problema artificial de pro-

gramagaoc linear:

m

min T v, (4)
i=1 1t

Ax + v= b (5)

X-_D, YZO (6)

Sem perda de generalidades, consideramos bx0.

As variaveis ¥, sao chamadas variaveis artificiais.
Este problema tem solucao basica primal factivel trivial:
x=0, y=b, e entao podemos aplicar o método primal-simplex para
resolve-lo. A fungao objetivo (4)  visa eliminar as variaveis ar—
tiflcials nas restricoes (5). Quando 1sto for possivel, uma S0
lugao primal factivel serz encontrada. Entretanto, se a solucao

otima do problema (4) -~ (6) apresentar alguma variavel artifi

. - . - - * * ’ . - . *
clal positiva, isto significa que o problewma original € infacti



vel. Se uma variavel v estiver na base otima com valor zero
(base degenerada), podenos substiltui-~la por qualquer variavel
nao-basica Xj, desde quec a matriz resultante forme uma base. Pa
ra isto basta escolther um elemento nao nule na linha da matriz
A atualizada onde yi € basica; se todos elementos nessa linha
forem nulos, significa que essa linha & uma cowbinacao linear
das demais e pode ser eliminada.

Este método determina uma solugao primal factivel
ou conclul que o problema original & infactivel. Além disse, se
poste (A)<m sera identificado e a redunddncia eliminada.

Podemos, nao obstante, escrever objetivo (4) co-
mo:

cx + M

'ME
-\.{{

v, (7

com M>0 muiteo grande. Quando resolvemos o problema artificial
com o objetivo (7) o método & chamado de mdtodo do M-grande. En
tretanto isto & equivalente ao wétodo da fase I uma vez que  as
primeivas itevagoes do meétodo M-grande serao no sentido de reti
Tar Y. da base, assim como no matodo da fase I.

A introdugao de variaveis artificiais pode ser

vista como uma relaxacao das restricoes primais:
Ax= h'= b-y

assim a solugao x=0 satisfaz o sistema Ax=b' com y=b.

Visualizacaoc grafica




Na figura a) que corresponde as restrigoes origi-
nais a solugao x 7 220 e infactivel, enquanto que na figura b)
a regiao de factibilidade foi ampliada e xl=x2=0 torna-se facti
vel que corresponde ao ponte A na fisura. Quando aplicarmos O
netodo simplex, %y pode ser escelhida a entrar na base reduzin
do ¥, @ zero {ponto B); em seguida X, pode ser escolhido para
entrar na bagse reduzindo vy, a zeroj o ponto C e encontrado (que
corresponde a uma solugao factivel). A variavel de folga da res

tricao ylzo poderia tambem ter sido escolhida para entrar na ba

se, levando ao ponto D.
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3 - Wétodo Primal-ducl T

Apresentamos aqui o métndo primal-dual desenvolvi
do por Dantizg, Ford e Fulkerson cm 1956 [24]. Em [43] Van de
Panne da uma interessante interpretagao do método usando progra
magao paramétrica., Para consideragoes futuras, interpretaremo-
lo como uma aplicacao do método das varidveis artificiais (Tni-
cializagao Primal 1) explorando o conhecimento prévio de uma so
lugao dual factivel.

Cada iteracac do método consiste basicamente de
dois passos:

i) passo primal: ounde as variaveis primais sao mo
dificadas no sentido de anular as variavels ar
tificiais;

ii) passo dual: onde as variaveis duais sao modifi

cadas, no sentido de aumentar o objetivo dual.

. - o= o~ - 0 . bl -
2.1 - Inteializaedo: Seja A uma solugao dual factivel, nao
necessariamente basica. Por exemplo, se no capitulo I

c20 em (1), entao 2%20 satisfaz a restricdo dual (5).

-~ 0 . -
Tentaremos encontrar uma sclucgac x primal factl-

; 0
vel que satisfacga as folgas complementares com X :

(c—lOA)szO.

Assim, permitiremos que x, seja poslitivo, somente

He O

se(ci"koAl)=O. Para isto seja:

P= {1 / ci~A A =01,
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g, 2 ~ Paszo Primal
Resclvemos o seguinte problema artificial restri-
to:
m
min I y. (8)
. i
1=1
Ax + y= b (9)
xi=0 ¥ idP {10}
x=0 . yz0 (11)
Este problema coordena os movimentos das varia-

vels primais, e tambeém, como veremos, fornece uma direcao de a-
créscimo para a solucgao dual; chamaremo-lo de Problema de Coor-
demagao dos Movimentos (FPCM).
. 0 0 - .

Seja (% ,y ) uma solugao otima de PCM., Se y =0

entap X @ uma solucac primal factivel, e além disso satisfaz
: 0 - 0 0 ~
as folgas complementares com *  :{(c-A A)x =0; entao pelo teore-
0 . 0

ma das folgas complementares, X resolve o problema primal e A
rasolve o problema dual.

0 .
Se v #0 realizamos um passo dual.

.8 - Pagsso dual:

[N |

Considere o problema (DPCM), dual de {(PCM):

max ub (12)
i .

uA <0 ie? (13)

uzl

Seja uO uma solugac otima de {(DPCM), que pode ser

. . -1 . .=
obtida como uma soma das linhas de B para os quals uma vayia-
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vel artificial @ basica, onde B @ a base otima de (PCM):

a soma acima & para todo i tal que yi e basico.

Modificamos a solugao dual da seguinte forma:

A= AT+ gu s £>0,
entgo,
m
0
ab= Rob + €u0b= Aob + g L Y. 7 Eob .
i=1
m
poeis u b= I y. > 0O
i=1
Assim uo define uma direcao de acréscimo para o

problema dual. Faremos € tao grande quanto possivel sem violar

as restricoes duais:
AAT=E OATAT 4+ Eu AT = . i= 1,2,...,n.

Para todo 1eP a restrigao dual €& sempre satisfel-
. 0,1 .
ta para >0, pols u A =20 ¥ 1eP.

Para i¢P devemos ter:

c. - KOAL 0 i
EE"—'—:'L——“O-——i———-— Se u A 0.
u A
0 o - 3
Se u A<0 ¥ i¢P entao o problema dual e
ilimitado, por conseguinte ¢ problema primal ¢ infac-

. 0.1 . - 0 0 . -
tivel. Note que se u A <0 ¥ i¢P a solugao (x , y ) continua o-
tima sem a restricao (10), ou seja, a fase I foil resolvida e
apresenta variaveis artificiais positivas.

; , 0 1
Suponha, no entanto, que exista i¢P fu A >0 (note

que a varlavel x; seria candidata a entrar na base do problema
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artificial sem a restricao (10)). Escolhemos ¢ por:
e -2 0pK o 20t .
k . 1 0, 1
€= —g ¢ min { 51 / u AT=0].
u A i¢p u A

Retornamos ao passo primal
Consequentemente P & redefinido, incluindo

sim ¥, entra na base e o obijetivo (8) e

Tm ultima analise o metodo

repassando AO

por A,
agora o indice k. As-
diminuido.
primal~dual pode ser

visto como uma modificacao do método da fase I, introduzindo u-

ma nova estratégia na escolha das variaveis a entrar na base de

tal forma que no final da fase I a solugao otima e encontrada.
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~- Metodo dual-simplex

Este metodo fol desenvelvido por Lemke [ 24 ) em

1854, que explerou a dual factibilidade de uma base B. E um me-

toedo importante tanto para programagac linear (via de regra, pa

ra problemas com base dual facrivel trivial, evitando assim s)
. . . i - - . r - - -

problema de inicializacao, o metodo dual=-simplex e preferivel

a0 metodo primal-simplex), como tambem para cutros problemas

de programagao matematica, tais como programagao linear intei-
ra, programacao geométrica, etc., para os quais algoritmos de
cortes foram desenvolvidos. Tals algoritmoes consistem na resolu
gao de uma sequencia de problemas de programagao linear que di-
ferem por restrigaes (cortes) que sao introduzidas, e assim a
solucao otima de um problema da sequéncia é dual factivel vpara

o problema seguinte.f 9,25,337, .

4,7 ~ Intcializagao: Seja B uma base dual factivel.(Nas sec-
coes 5  deste caplitulo e 4 do capitule sepguinte discubire-

mos como proceder para encountrar uma basc dual factivel.)

Considere as solugoes basicas associadas:

Xy = B= % b
primal:
XN=0
= )
dual: A= CBB .
Por hipotese: T = ¢ - 3N = 0O,
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g, - Teste de Otimalidade: Se x, <0, pelo corolario 2 do capitulo
£
T a base sera otima. Caso contrario, procedemos como se segue:
segue:

4. % - Ydudanca de Base

~ Variavel a sailr da base,

Seja 1 tal que Bi<0, fazeuwos:

1

A= X—Q(B"')i €20 (14)
""1 - - -~ . . -'1
onde (B )i 2 a 1-esima linha de B .
Com 1sto
Ab= %b - eb., = Fb ,

ou seja, a fungao objetivo dual ercsce, A desigualdade acima se

ra estrita para £x0.
- Variavel a entrar na base,

Devemos escolher ¢ tao grande quanto possivel, sem

violar as restricoes duais:

AB = e (15)
Desde que XB=CB, Lemos:
A B

Assim as restricoes em (15) scrao satisfeitas com
igualdade, & menos da i-&sima restricao.
Portanto as restrigoes duals que podem limitar &

580 3
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Escolhemos £ por:

oy <.
€= — m——= min {- ﬁi— /W, .<0} (16)
ik jeN ij ]

Se ﬁijZO ¥ jeW, podemos fazer ¢ infinitamente gran
de sem violar as restricoes duais, logo o problema dual e 1limi
tado ¢ por conseguinte o problewma primal & infactivel.

A infactibilidade primal pode tambem ser observa-

da ciretamente, uma vez que a i1-ésima equacao (depois de pivota

mento) Sse escreve como !

Desde que as variaveis x,'s sao nao-negativas, se
J

§..20 ¥ j, a equacao acima serd impossivel con Bi<o.
Entretanto, s5e existe Nij<0 substituimos (16) em
(14) e obtemos uma nova so]ugao dual factivel, a gqual @ associg
da a uma nova base ohtida de B, substituindo-se a i-&sima calu-
na pela k-e2sima coluna de N: a variavel x, entra na base. Com a

k

nova base dual factivel repetimos o »Drocesso.

No metodo dual-simplex, gquando escolhemos keN por

b.
(16} fazemos 2 variavel x, assumir o valor Nl . Com iste a wa-
ik
riavel xp o, que viola a restrigao de nao-negatividade, se anu-
B,
i
la. Assim, o metodo dual-simplex melhora a infactibilidade da

L-&sima variavel basica, podendo ne total, piorar a infactihili

dade primal.



satisfaz as restrigoes duaisg: AA'se!

para entrav na base no lugar de =x
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Ty
i
X3
L)
[
]
sy
o
o
)
w3
3l
M
o
o
W
=
i
T
-~

Chamamos de Inicializacaov dual a qualquer procedi

. . - ' . " -
mento para deferminar uma solugao dual factivel,

- A tecnlca da restrigac artificial,

Suponha gue o problemwa primal esteja na sepuinte

forma:
min c'x' (17)
A'x' + x''= b (18)
x'20, xT'=0. (19)

is variavels x'' podem representar variaveis de

folgas, ou pivotamentos podem ter sido executados.

Se ¢'»0, entao a base formada pela matriz identi-

dade (colunas de x'') e dual factivel, uma vez que A= ¢ _B =0

As0 .,

¥

Suponha entretanto que c'£0. Podemos obter uma so

lugao basica dual factivel mediante a introducao da seguinte res

tricao artificial:

1 11

PR 4 .
1 m-+ i
com M suficientemente graunde.

A base formada pelas c¢olunas das varlavels X

i= 1,...,m+1 continua dual infactivel. Porem se escolhermos uma

i

variavel X, tal que:
<

3
c, * m%n {Cj}
]
rte

L1 @ nova base formada pelas
m
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colunas das wvariavels X seeey ¥, %) sera dual factivel, pois
= m <

s novos custos relativos S(-“_‘}."Ef\li_):

1 T
c.= ¢, — ¢ =0 .
] ] I
L ]
e 0 custo relativo de x sera -c. =0.
m+1 kK

Y

S )
L
L . i T
Mote que c,= min te.}t, assim ¥, entra na base no
. i 2
5 .
J

lugar da variavel de folga da restricao artificial, e portanto
~ ! -

a restricao artifiecial torna-se ativa. Observe que ~e esta no

cone gerado pelos gradientes das restricoes ativas.

Suponha que o pronlema acrescentado de restrigao
artificial seja resolvido. Podewmos concluir sobre a solucdo do
problema original como se segue:

- o problema acrescentado pela restricac artifi-

cial & infactivel. Logo o problema original tawm
bé&m & infactivel.

LI
~ Uma solugac otima foir encontrada com x +1>O (e
m



portanto a restrigao artificial @ satisfelta
com folga). Loge uma solugao para o problema o-

riginal e obtide excluindo-se x'!

Uma solucao o0tima foi encontrada, porem xé;]=0

(e portanto a restricao artificial e satisfeita
com igualdade). Se apenas a variavel basica na
(m+l)~esima restricao depcuder de M, ou scja, se

sistema basico for:

onde I = (1 ... 1)

cuja solugﬁo vale:

=1

x= B b

~
vy = M- I B b ,
-1

Sera possivel fazer M =18 b > 0 finito,

e a solucao continuard factivel e Otima com y=0.

Caso contrario, o problema sera ilimitado,



—- Inicialinagao primal IT:

.

- A técnica de uma unica wvariavel artificial.

Suponha dque o problema primal esteja mna forma (17)

- .. . 1 IR . )
- (19). Se bxz0 entao a solugao basica: x =0, x =b e primal fac

tivel. Se b%0 podemos encontrar uma solucac basica primal facti
vel como se segue.

Acrescentamos uma unica variavel artificial % nas
a

restricoes (18):

t ; . e .
onde 3= (1l1...1) e procedemos como na fase I minimizando o ob-
I L
jetive artificial: X {ou ¢ x +Mx _ com M grande).
a
Uma solucao basica primal factivel para este pro-

blema artificial pode ser obtida considerando—-se as variaveis

basicas:

onde k ¢ obtido porx:
b, = min {bi}

k .
i

Pivotameose ne k-c¢simo elemento da coluna artifici-

T

¥, = b, = b, = 0 1%k
1 1L k

a7 bk}o

A analise final & analoga a inicializagao primal T.
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Alguns problemas de programacac linear tem a pro-
priedade de oferecer facilmente tanto uma SolugEOthml factivel,
como tambem uma solucao basica primal factivel. Desconlhecemos ate
agora um procedimento que explere esta riqueza de informacocs.

Noe capiltulo V¥ discutiremos o problema de apro-
ximacao tincar no Ll, o qual tem a propricdade citada acima. Um
nutro problema com esta propriedade & o problema de determina-
¢do da capacidade maxima de suprimento de sistemas de poténcia
[20,297.

Naturalmente o meétodo primal-simplex podeser apli
cado sem fazer uso da solucao dual factivel conhecida; veremos

adiante como explorar o conhecimento de uma solugac dual facti-

vel ao aplicarmes o metodo primal-siwmplex.

L - Tnicializagac:

i) Seia B uma base primal factivel. As solugoes bz

sicas assoriadas sao:

Foe B= B Tbro
primal:
% =0
|
\
- -1
dualz: = CBB .

i1) Seja A uma solucao «dual factivel. Definimos

c= c—dA
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entao

-3
C‘B L_B B
c = "i;
cy” en

g . - . - v = . - .
onde B e N sao as matrizes basica e mao—-basica do Item 1). Ob -

serve dque CBEO e ENEO.

0s objetivos primal c¢ dual calculados para X e X

respectivamente sao relacionudos por:

tX= cX + A(b=A¥)= (c~rA)}X + Ab

¥

It}
o
-+
>
o

ou ainda, desde que QWZO:
L
CX= CepXn ib. (20)

Assim, existe uma brecha entre os objetivos dada
por: cnﬁB. Mote gue a brecha & nav-negativa. Sec c_ x =0 entac as
solugoes X e A sao vtimas para os problewas respectivamente. Su

ponha cntretanto que a brecha seja positiva: chB>O. Veremes a

seguiv como alterar as solucoes primal e dual de tal forma que

a brecha diminua. Cada 1teracao consistira de um passo dual o

um passo primal.,
L8 - Pasco dual:

Seja X uma combinagao conveza das solugoes X e Xt

A= h o+ e{R-A)= x o+ g4 (21)

onde 0=e=l e d= F-)
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Note que

Ab= Ab + =(Tb-ib)= ib + e£(c%-Ab)

Asidentidades acima seguem de (9) do capituleo T e

(20). Desta forma o objetive dual cresce linearmente com £ na
E oo %, >0,
razaoc de cp¥p
Assim, escolheremcs € tao grande guanto possivel,

sem violar as restrigoes duais. Se for possivel fazer e=1, en-

tan * & dual factivel e portanto a base B & Otima.

Escolha de e: Devemos ter:

A= AA + e(R-1)Azc.

Analisamos separadamente os lundices basicos e nao
basicos:

- Para os Indices biAsicos tewos:

AR= AB + e{(JN-A)B= (l-=2)aB + Foy €

(l”E)cB + Ec. = C

B B-

A desigualdade sevue do fato sue: EBECB e £=1

assim as vestrigoes duais 2BZec, serao satisfeitas para e=l.
- - - - -
- Para os indices nao-baslcos temos:
AN= AN 4+ e (h~20IN < ¢

assim

i
1
i§

W
o

=
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Scja

= ~towm mpin (- dN}>O}.

Note qgue sc anlzo ¥ j, nao implica que o problema dual seja i-
limitado, pois temos a restrigao g=1.
Se €x1 entao & possivel fazer g=1 em (21) e a so-

-1

lucao %= ¢ B = & dual factivel, = porctanto, a base B & 0Otima.

B
Se €<l realizamos um passo primal.
Note que a relacao (20) com a nova solugac dual X

sera dada por:

cx= (CB~XB)XB + Ab=

o

[cB—((1~E)i + EA)BJQB F Ab=

._‘-_- —"5- = -+ = ’ ——ﬁ P
(1 c)(cB NB)XB A (1 C)CBXB + Ab.

Ausim a nova brecha: (l“E)CBXBZ T ¥p e pXy

minul exatamente pela quantidade que o objetive dual cresce. No

te gque com £=1 a nova brecha serd nula.

7.3 ~ PPgsso Primal: A varlavel % entra na base. Fazemos
A
x.= 0 ¥ jeN, J7k.

Esta & exatamente a alteracao do método primal-

simplex, e & e limitado por:



A k-o0sima variavel nao-basica entra na hase no

var da f-esima variavel basica. Pivotamos com Kﬂl e repetimas
g 1

processo com as novas solugoes.
Resta moestrar gque o passo primal faz dimiauilr

objetivo primal e por conseguinte a brecha.

Seja X a nova solugao primal:

K
x= % + S(E )
k

onde e, & a k-&sima coluna de I . Assim
I'4 n-m

cx= o + 3(ck*XNk).

k
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Tu

W]

Portanto basta mostrar que ck~XN <. Pela escolha

de ¢ tCemos

le

o, AN =0,

antao

i
]

;
=)
=

Podemos representar a evolugao dos objetivos pri

mal e dual ma reta:

eTyx, (e ~Anky
— o T
1 ] t AR
Ab | AT |ex | cx
1 ! | |
| | s F i
| | {brecha depois de ' :
. = ———
uma iteracgao I
I
i
|

e (brecha inicial )

W
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A cada iteragac a brecha ¢ um limitante da melho-
ria a scr conseguida. Desta forms, em problemas de porte muito

grande, a brecha pode ser usada cowmu criterio de paradase apers

pectiva de melhora for insignificante, por exemplo:

(CBXB)K(CBXB)<loleLanc1a

Visualizacao grafica do método:

Suponha o problema primal com apenas duas restri-

coes. Podemos representar graficamente o problema dual:

A

1 .2, - . - . ~
A base B=(A",A7) & primal factivel pois b esta no
1 2
cone gerado por A e A,
0 passo dual leva ao ponto (D), nova solugao dual
factivel, e a k-&sima restrigcae Jdual bloqueia o crescimento de
JE— .
¢. Desta forma a columa A e ecscolbida para entrar na base, Q

passo primal mantem a primal-facribiiidade e escolhe a nova ba-

- 2
se B= (A7,A7).
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Uma caracteristica dos metodos aprescntados, bem
como dos demais metodos des capitulos seguintes, e de que a ca-
da iteragao esta associada uma base, a qual difere da iteracao
antcerior por apenas uma coluna. Fsta ¢ a essencia da idéia sim-—
plex que perturba apenas uma variavel naoc-basica por iteracao .
Em decorrencia disto a eliminagao de Gauss tem papel fundamen -
tal na aplicacao dos métodos, uma vez que identificado o elemen
to pivo, operagoes de eliminagoes sao executadas para se  pas—
sar de uma iteracao a outra.

0 que diferencia og métodos & a motivacao da csco-
lha do pivo, que @ caracterizado pela determinagao de uma linha
R uma coluna na matriz de restrigoes. No método primal-simplex
a coluna e escolhida primeiramente buscando melhorar o objetivo
primal, o a linha & entao determinada para manutengao da facti-
bilidade priwal, Uma vez escolhida a coluna (pode-se ter varias
regras: o menor dos custos relativos, ou como sugere [J177 a pri
meira columa cujo custo relative & negativo), a linha é determi
nada rigidamente., De maneira analoga o metodo dual-simplex esco
lhe primeiro a linha e determina rvigidamente a coluna. Nos méto
dos primais-duais a coluna ¢ determinada pela manutencao da fac
tibilidade da solugao dual (prowmovem tambem, como vimos, melho-
rias nos objctives primais), e a linha pela manutengao da res-
trigao de nao-unegatividade schre as variaveis.

Esta caracteristica de se percorrer bases garante a
convergencia finita dos métodos, pols a cada base esta associa-

da uma quantidade gue diminue ou aumenta a cada iteragao (para
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problemas nﬁo-deganerados). Como exisle um nunero finito de na-
sns, @ ainda pelo teorema 5 2o capltulo T que diz se houver uma
solugao otima havera uma base otfilwa, ©s métodos devem terminar
num numero finito de iteragoes.

Em caso de degenareszencia os procedimentos desen-—
volvidos para o metodo primal=-simplex pode ser estendido aos
demais metodos. Em particular, a regra simples de [17] aplica-

da ao metodo dual—simplex torna-se:

a) determine 1 /

i = min {k / bk < 0}
b) determine j /
C c
j = min k / - Ti{__ = min 1- _r / N, < 0}}
- p : -~ 12
N L N. o
ik 1
Embora seja demenstrado que esta estrategia evite

ciclos, a ocorrencia de dois numeros iguais, prevista na esco-
Tha de j, & praticamente impossivel num problema envolvendo al-
cumas dezenas de restrigoes, devido aos inevitaveis erros de ax
redondamentos. Desta forma, esta regra fica prejudicada, e )
Gltima analise a aleatoriedade dos arredondamentos e que pode-

riam evitar os ciclos.



Capitulo TIT

Métodos de inicialisagdo com uso

de fungoes lineares por partes

1) INTRODUGAO

Em oposigac acs procedimentos anteriores que tra
balham com solugoes infactiveis ao sistema Ax=b, pela introdu
cao de variaveis artificiais, mantendo as restricdes de niao-
negatividade satisfeitas; os metodos que veremos a seguir vio
lam as restricoes de nao-negatividade (no caso dual, a nao-ne
gatividade das variaveis de folgas) mantendo o sistema Ax=b
verificado,.

Embora esses procedimentos para encontrar uma SO
lugao primal factivel tenham demonstrado melhor desempenho que
0S8 processos anteriores, e portanto hia muito tem sido usados
em programas de computﬁdores para programacao linear [45], ndo
sao divulgados por bons livros de programacio linear {18, 34,
40, 41] e outros. Com rara excessac, Van de Panne [43) da al-
guns procedimentos e seus desempenhos.

Na segunda parte deste capitulo desenvolvemos al
goritmos para obtencao de uma sclucdo dual factivel. E inte=-
ressante notar que tais algoritmos nao aparecem na literatura,
e na maioria Jdos livros apenas & teéecnica de restricao artifi
cial (Inicializagao dual I) & citada ou uma extensao do meto-

do dual simplex com variaveis artificiais.

2) PRELIMINARES

Inicialmente daremos algumas definig¢des que se-

33



....34..

rac usadas para indicar o quao infactivel (primal ou dual) & u-

ma solugao .

Considere novamentg

macao linear:

Primatl: min cx
Ax=b
xz0

Dual: max Ab
AA+U=c
uz0

_mxn
com AeR

Definimos:

- medida de infactibilidade por:

e posto (A)=m.

E= E(x)=

i

([N =]

para todo xeR" tal gue: Ax=

— medida de inotimalidade por:

n

T(u)= iZlfi(ui)

1

b.

L
; ¢

1

par

de problemas de progra

(1)
(2)
(3)

(4)

(5)
(6)

(7

(8)

para todo AERm, UERn tal que: AA+tu=c onde fi: R+R & definida por:

fi(z)

0

Graficamente

se

se

| £,

1

=0

bl

FaS

Y
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A uma base podemos associar estas duas medidas, u-
ma vez que uma solugro primal e outra dual sac associadas a uma
base. Seja B uma base de A. Comc vimes no capitule 1 a esta bha-

se associamos duas solugobes:

Primal:
e B 1p
g~ O
Dual:
i= ¢ Bﬂl.

Neste caso as variaveis de folga do problema dual

coincidem com ©s custos relativos:
U= c= c-XA
e preferimos o uso de ¢ no lugar de [,
Considereos seguintes conjuntos de indices:
Pv={ieB/ %, <0}
PS={ieB/ ﬁizo}
DV={ieN/ Ei<0}

DS={icN/ Eiao}

Os conjuntos de Iindices PV e PS formam uma parti
gao nas colunas basicas conforme a varidvel basica for Primal
Violada ou Primal Satisfeita respectivamente. Da mesma forma os
indices DV e DS formam uma particao nas colunas nac-basicas, con
forme X ?iole ou satisfaga cada restrigao dual, Convém obser
var que por definigao as variavais nao-basicas satisfazem  as

restrigoes de nao negatividade, assim como as restricoes duais
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formadas pelas c¢olunas basicas sao satisfeitas com igualdade.
Assim, para uma base B, as medidas de infactibili

dade e inotimalidade ficam respectivamente:

1

T= £ £.(X.) ==-1% X (H
j=1 * F iePV
Il

T= ¢ f.(ﬂl) =-35 = (10)
i=1 ' isDV

As seguintes afirmacoes sao equivalentes:

~ A base B & primal factivel.
- A medida de infactibilidade € nula: § = p,

- o conjunto PV ¢ vazlo.

Também sao equivalentes as afirmagoes:

A base B & dual factivel.

A medida de inotimalidade & nula: ? = 0,

- 0 conjunto DV & wvazio.

A determinagao de uma solugao basica primal factl
vel pode ser conseguida pela resolugao do seguinte problema:

min E(x) (11)
Ax=b (12)

Referiremo-nos a ceste problema como "problema de
mimizacao de infactibilidade'.

Seja xO uma solugao do problema (11)~-(12). Entao o
problema primal & factivel se, e somente se, E(XO)=O (XO & uma
solugaoc primal factivel) ou de outra forma, o problema primal e

. N 0
infactivel se e somente se E{x )>0.



De maneira analoga podemos determinar uma solucgao

dual factivel, resolvendo—se o seguinte problema:

min t{ W) (13)

Abh+u=c (14)

Seja (lo,uo) uma solugaoc do problema (13)-(14).
Entdo o problema dual & factivel se, e somente se, t(u®)=0. A

solugdo A° serd dual factivel,

—.37'_
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3. INICTALIZACKO PRTIMAT TTT

Desenvolveremos aqui um procedimenteo para obtunqao
de uma solugao primal factivel,que consistira naaplicagac do me
todo primal linear por partes no problema de minimizacao de in-
factibilidade.

Reescrevemos o problewa de minimizacao de infacti

bilidade:
n
min £(x)= % [.{x.) (15)
i=1 % !
Ax=b {16)
~X sea % . <0
onde f,({x.)= t 1
1071
0 se x.,20

0 problema dual de (15).(16) &:

max ub (17)
-i<puAz0 (183
Desde que as restryigocs de nao-negatividade nao

sao consideradas (a negatividade & penalizada na funcao objeti-
vo), qualquer solucao basica & factivel ao problema (15) - (16).
0 processo de resolugao gerara uma scquéncia de solucoes basi-
cas, cujas medidas de infactibilidade diminuem a cada iteragao.
-1

EN) com §B=B b,

Seja B uma base qualguer e §=(§B,

EN:O a solugao basica primal associada, e § (veja (9)) sua medi
da de infactibilidade.

Naturalmente se £=0, a solugaoc bhasica & primal fac
tivel, e entao o objetivo foi alcancado. Se¢ £>0 tentaremos modi
ficar a solugao basica de tal Fforma que a medida de infactibili

dade diminua. Caso isto mao seja possivel, a solucao ¥ resolve
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o problema de minimizagao de infactibilidade, e entaoc conclui-
mos que o sistema Ax=b, x20 & infactivel.

Veremos no teorema seguinte que a infactibilidade
pode ser detectada antes mesmo que a solugao otima do problema

de minimizacao de infactibilidade seja alcancada.

Suporemos que E=£(%)>0, ou seja, a base & infactl

vel.
Por simplicidade de notagao supomos que B seja for
mada pelas m primeiras colunas de A, e PV={1,2...,r}. PS={r+1,
.,m}. Isto &, as r primeiras componentes de §B sao negativas.
Seja I a solucao dual associada a base B:
ﬁ= fBB_l
onde f_ = (-1-1...-1 0,..0) corresponde aos "custos" basicos, cu

B

jas r primeiras componentes sao -1, e as {(m-r) Gltimas componen

tes sao nulas.

- - i . - - .
Teorema 1: Se uNsQ® (wA =0, i=m+l,...,n) e £>0 entac o sistema

Ax=b, %20 & infactivel.
Prova: 0 sistema Ax=b pode ser escrito ma seguinte forma:

xB+NxN=E (19)

onde ﬁ=B_1N e E=B_1b.

Multiplicando os dois lados em (1l9) por fB temos:

x. + pNx_.= -
1 H N

1 1

(20)

t
[
#or-am

Y}

i

A equagac (20) & uma combinacao linear das r pri-
meiras equagoes em (19), logo toda solucdo que satisfaga as T

primeiras equacgoes em (19) (e consequentemente as r primeiras de
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Ax=b) deve satisfazer (20).

Note que pela hipotesc 1N=Z0, todos os coeficientes
das variaveis X, no lado esquerdo da equagao (20) sao nao-posi-
tivos, e o lado direito e estritawente positivo. Desta forma qual
quer que seja x20, jamais satisfara a equacao (20), e por
tanto as r primeiras equagoes em (19) nac podem ser satisfeitas
com x>0. Assim o sistema Ax=b, x>0 & infactivel.

c.qg.d.

Note que a condigao UN<0 nao implica na otimalida
de do problema de minimizacao de infactibilidade, uma vez que
-~ 151N pode nao ser satisfeita. Porém e suficiente para afirmar

sobre a infactibilidade do sistema Ax=b, x=0.

5.1 - Processos Tterativos de Melhoria da Infactibilidade

Suponha que exista jEN tal que ?j=—ﬂN3=

A variavel x. entra na base, isto &, fazemos:
J

e x. =0 k2 j s k=m+l,...,n.

Com isto as variaveis basicas sao alteradas da se
guinte forma:

x.=b. - ¥, .,¢ i=1,..m.
i i i

Supondo a base nac-degenerada, para £>0 suficien-

temente pequeno os conjuntos PV e PS nao se alteram, e entao

Jry
It
|
-1
W
il
fiasi)
+
[
=
M
It
figyy)
+
s
m

(21)
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Como por hipotese Ti<0’ e entao a medida de infac

tibilidade diminue quando e aumeuta (Naturalmente (21) e verda-

deira se os conjuntos PV e PS nao se alterarem).

Valores porsivels para c:

3.7.1 - Método Primal Simples

Uma primeira idéia [ 40 ] & aumentar ¢ ate alte-
rar os conjuntos PV e PS, ou seja, quando uma variavel basica a

tingin o valer zero.

Sejam

n 5.

@*= min { —=— / R..<0}
i=1.,.r WN.. .

11
e

2 5.

0 = min { t R..>0}
i=r+l...m ﬁij td

Escolhemos & por
. 1 2
e= min {86, &7} ,

e a variavel que atingir o valor zero sai da base, entrandoc X,

em seu lugar.
3.1.8 - Método primal composto [23,45]

Uma melhoria no procedimento acima pode ser obti-

da, uma vez que o valor

Ei
Y, = — com N, ., <0

f ]

s
(b
e

para algum 1l<i<r, indica que e2y, a variavel X deixa de ser ne

gativa, entao temos malor interesse em:
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1 5.
8°= max { —*— / N..<0}.
i=1...r N, . 3
1]
Para evitar gque uma variavel nao~negativa torna-

. 2 .
se negativa, calculames O como acima, e escolhemos £ por:

£= min {91,92}.

1 . 1 2 . . - ' . -
Se 0 = min {067,0"} significa que o maior numero
possivel de variaveis negativas deixaram de ser negativas com o
. : 2 . 1 2. \ . -
crescimento de €., Caso 0 = min {0, 07}, ainda assim varias va-
riaveis podem deixar de ser negativas (naturalmente pode acon-

tecer que nenhuma deixe de se—-la)

3.1.3 - Método Primal Composto Estendido [39, 45

Podemos ainda escolher & da seguinte forma:
Seja
E(e)= g(x+de)

onde

g
a=(")
j

A funcao £ & a medida de infactibilidade sobre a

reta X+de.

Ty
—
o
St
il
flaat]
v

e para €>0 pequenc vale a formula {(21):

E(e)=T + T.,¢
h

Assim para £€>0 a funcao % decresce se fj<0.
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Note ainda que £ & uma funcao convexa uma vez que

£ @ a soma de fungoes convexas.

Determinamos ¢ tal que resolva o problema:
min E(e).

A fungao £ & linear por partes e podemos represen

ta-la graficamente:

&

onde os pontos criticos Y, e as inclinagoes em cada intervalo po-

dem ser calculadcs comec se segue-

Sejam

=g
oo,

=
s

Obs: Quando Ek=0 (caso degenerado) consideramos a razao T, ape-

nas se ﬂkj>0.

Crdenamos as razaes acima em ordem crescente:

Osyk SYk ...SYkS

1 2

supondo existir s razoes, nao-negativas.

Note que existe pelo menos uma razao positiva pois

r
T.=+ I Nij<0, implica que existe entre as r primeiras compo-

J i=1

nentes de ﬂJ pelo menos um elemento megativo.

Para OSSSYk , 4 formula (21) e verdadeira e a in-
1
clinacao de £ neste intervalo & dada por fj.



e entao

e

& a inclinagao de £ no intervalo [yk > Y

b4 -

Para Yk1<sSYk , fazemos

e= vy, +@ com O<@<y. -v
k
1 f2 kg

= Bil) - R..0 ' (22)

Observe que B(l)=0.

Deis casos podem ocorrer:

Caso a): A variavel x delxa de ser negativa, en

E(y, +0)= - (23)

1 i
1

Ho R
£
il
i

[ B Mg
"
-+
-

1
k

1

Substituindo (22) em (23) temos:

INij.O - Nk . 0

n =1

E(y, +0)= T(y, ) +
k) ky

i

=E(vk)+(fj-ﬁi

1 k.1

D= E(y, ) + Dy
1 1 ]

J.
1 %o

Note que Nk .<0, o que implica em:

1

L)
DS
fJ 7 1
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Caso b): A variavel X, ~tornma-se negativa, entao
1

) i .

£E(e)= E(Yk +0)= - I x. - x (24)

1 i=1 * i

Substituindo (22) em (24) temos:

£E(e)

R...6 + Nk .. 0

3 +0)= E(- +
E(Yk ) E(rk ) N 3

1 1 1

ot R

Ely, ) ¥ (fj+ﬁ

- F (1)
1 j)e e g(Yk ) + ?j .@

kl 1

sendo {1 4 inclinacdo de &£ no intervalo {y, Y, 1. Note que N .>0, o
3 ki, ke kl‘]

implica em ?§1)>?j. Independente do caso temos:

(1)_ r
fj ?j + Iﬁkljl

Assim, se ?§1)20, o minimo de ¥ ocorrera eme=y,

1
o que esta ilustrado pela figura abaixo:
.
£
Y- e
kq
Se f$1)<0 deslocamos € até vy (6= vy, -y. ), fa-
j ? k k k *

2 2 1
zendo com isto decrescer a infactibilidade, e examinamos a in-
clinagao do intervalo seguinte,

De uma forma geral, suponha que no intervalo D& s
p—1
)

] a funcao & tenha inclinacgao ?;p_l . Assim podemos expres-

Tk
p

sar E por:

% _ = 2(p~-1)
E(Yk +0) E(Yk )+ . . 0,
P P
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A expressao acima & verdadeira panayk =y, £0£0.

Porém, para OSGSYk Y, > @ variave]l Xy torna~se positiva (se
ptl  Tp P

kpsr) ou negativa {(se kp)r). De maneira analoga ao primeiro in-

tervalo, temos:

para 0<0<y -y
kp+1 kp
By, +0)= Ty ) + plel) o 1%, ..o,
J < ]
P P P
o que pode ser visto graficamente:
Y Y Y £
. < _ .
Assim, para Ome_yk T G
p+l P
By, +0)= By, ) + TP 0
k k 3
P P
onde
??p)= ?Fp—l) + [ﬁ .! , com f§0)= f.<0. {25)
] J ka ki ]
ou tambéem
p D% R s 7,
3 | k J] 3

i=1 i
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Como estamos intercssados em min £(ec), usando a

formula (25) (que fornece as inciinagaes de £) determinamos P

tal que:

FRLAELRT IS SGERT

] ]
Assim E=Y, minimiza %.
L
A variavel x, ~ se anula para e O entao x. en-
P P
tra na base no lugar de X Com a nova base em maos, se ainda
p

for infactivel repetimos a busca.

Resumo do algoritmo primal composto estendido.

1) Escolha uma particao nas colunas de A:

A= (B,N) tal que B seja uma base.

2) Determine PV,
se PV=@, entao a base B & primal factivel. Pare.

Caso contrario, va para 3).
3) Determine jeN /

.= R..<0
I jepy M
se 4 § entao o problema primal & infactivel.
Caso contrario va para 4).

4) Determine as razoes {pontos cricticos de E):

by

Obs: Se Ek=0 e Nkjﬂo, a razao nao sera considerada.
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Suponha que existam s razoes nao-megativas.

Sejam kl, k2 SN ks tal que:

5) Determine o primeiro Indice p tal que:

¢ ®) 2Py g 20,
j i ke

onde f€0)= T.
] ]

) Atualize a base. A variavel xj entra na base no lugar da va~

riavel L

p
Volte ao passo 2).
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4 - INICIALIZAQAO DUAL II

Desenvolvemos um algoritmo que a partir de uma so
lugao basica qualquer evolui buscando uma solugao dual factivel,
até que uma seja encontrada ou a infactibilidade do problema du

al detectada.

0 algoritmo se baseia na resclugao do seguinte pro-

blema:
n
min T(u)=iilfi(ui) (26)
g AA 4+ p= ¢ . (27
onde -1 se b.< 0
1 1
f,{u.)=
i1
0 se u.20,.

Ou seja, a medida de inotimalidade sera minimiza-
da. Ao problema (26)-(27) nos referiremos como problema de mini

mizacao de inotimalidade.

4.1 - Processos iterativos de melhoria da inotimalidade.

Seja B uma base qualquer de A: A=(B,N). A seguin-

te solugao & factivel ao problema de minimizacao de inotimalida

de:
-1
J= cBB
Mp= 0
H.= Cc.. - AN = ¢
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Note que para esta escolha de %, as variaveis .
1

sao dadas pelos custos relativos .. Desta forma, o quadro pri-
]

mal fornece os valores de ﬂi, e 4 medida de inotimalidade & da-

da por:
T= t(u)= ¢ - ¢
jepv 3
onde DV= {jen / Ej<0}.

0 conjunto DV & formado pelos indices cujas res-
trigoes duais (AAsc) sao violadas pela solugao R%.

Se T=0 (DV=@) entao a base B & dual factivel. Ca-
so contrario, T>0, daremos um procedimento que diminue a inoti-
malidade.

Antes disso, testamos se o problema dual & infac-
tivel. 0 teorema seguinte detecta a infactibilidade do problema
dual, antes mesmo que o problema de minimizacao de inotimalida-
de seja resolvido.

Teorema 2: Se f.= ¢ 'ﬁijéo para todo ieBea T50,entao o problema dual
jeDV

¢ infactivel, isto &, o sistema AASc & infactivel.

Prova: Utilizaremos aqui os mesmos passos usados na provado teo
rema 1, aplicados agora no problema dual.
Considere a partigao sobre A: A= (B,N), entao o

sistema:

AA 4+ u= A(B,N) + (uB, pN)= (CB, CN) pode ser es-

crito na forma:

AB ¥ Hp= Cp (28)
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AN+ U™ CN (29)

Usando (28) escrevemos A em fungao de Mg

A= ey = up)B ! (30)
Substituindo (30) em (29) temos:
(e, = n )B_IN + u. .= ¢
B B N N
ou
“upl o= T | (31)

Cada equagao de (31) pode ser escrita por:

b.= c, , jeN

n
- R, .n, +
= 1 3 ]

j=1 3

Somando—se as equagoes cujos Indices estao em bv,
temos:
m
-2 F.u. + £ u.= ¥ . (32)
= jepv 3 sepy d

Observe que o lado direito da equagdao (32) & nega
tivo, e o5 coeficientes das variaveis U no lado esquerdo sao to
dos nao-negativos (por hipotese fiEO). Desta forma, a equagac (32)
jamais sera satisfeita com uiEO. Por conseguinte, o sistema

AM+pu=c, p20 & infactivel.
c.q.d.

Suponha entretanto que exista i tal gque Ei>0. Mo-
dificamos as solugoes duais como se segue:

T e(B_l)i (33)

onde (B_l)i € a i-gsima linha de Bhl.
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Obs: Isto significa no problema dual fazer: M, =E pois,

u, = c.-3B = ¢. - (X—E(B_l).)Bl=
1 i i i

L
= ¢, - AB” + g= g.
1

onde B" & a i-ésima coluna de B. A fltima igualdade segue do fa
to gque XB=CB.

Assim, com a modificacao (33) temos:

= - AN= T, + ef. 4
| I 6 S (34)

Observe que no quadro simplex isto significa mul-
tiplicar por ¢ a i-2sima linha do quadro e adiciona-la aos cus-
tos relativos.

Suponha que a base B seja dual n&rﬂegmuwadazajwo

jeN. Para €>0 suficientemente pequenuv, o conjunto DV nao se al-

tera, entao:

T = - I =T - r R,,= T - B,
() ' uJ T 5? i T et (35)
1DV Jebv :
Desde que, por hipotese, fi>0 entaoc a medida de

inotimalidade diminue.

Valores Possiveis para e;

Analogamente ao problema de minimizagao de infac-

tibilidade, o valor de € pode ser determinado de varias manei-

rag:
4.1.1 - Metodo dual simples

. 2
Sejam al, ¢ dados por:
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. -

1 . Ci 2 . L.l
€= min {- ——=- /R, <0} , € =min {- 1=/ §, >0},
jeds W, M jeww g, M
1] 1]
.12
Escolhemos £ por: £ o= Hlll‘l{i_. JE }‘

4.1.8 = Metodo dual composto [ 7 1.

Uma melhoria do procedimento acima pode ser obtido pela esco-

lha de 82 da seguinte forma:

-

2 C.
£“= max {~ —— 7/ ﬁij)O}'

jeDV ﬁij

4.1.3 - Método dual composto estendido

Ainda uma terceira possibilidade pode ser obtida

determinando ¢ tal que:
min T(¢)

onde t(e)=1(C

N+eﬂi).

De modo analogo a minimizacao de E(g), desenvolve
mos um algoritmo que minimize 7, que correspondera a uma etapa
da minimizacgao de 1.

Para >0 tal que o conjunto DV nao se altera, a

formula (35) & valida:
T(g)= T—e?i R

ou seja, T(e) & uma fungao linear com inclinaczo ~?i<0. Quando
o conjunto DV se altera, a funcgao T continua linear, porém com
inclinacao diferente.

Os valores de & que promovem alteracgoes no conjun

to DV sao dados por:
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%0 keN. (36)
Obs: Quando Ek=0 (base dual-degenerada) a razao Y sera conside

rada apenas se Nik<0, pois de (34), a variavel K, passa a

ser negativa.

Ordenamos as razoes Ty em ordem crescente:

= < =<
O_Yk S e SY
1 s

supondo existirem s razoes nao-negativas em (36).

Teorema 3: Se € e tal que

para algum O<pss-1, definimos O tal que:

+9| com Oseéyk —Yk .
p p+l p

Entac a fungao T(e) se escreve:

)= Ty, ) o+ 0.7¢P) (37)
1
p
onde
(p)_ »(p-1)
fi = fi + [Nik | (38)
p
13(13'_]-) . . -~ ~ .
com . sendo a inclinagao de T no intervalo [Yk s Yy 1,
p-1 P
(0)_ _ _
fi = fi’ e Yk =0,

0

A prova deste teorema sera omitida, pois & analo-
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ga ao desenvolvimento anterior para E(g).

Note que Eip)>?§p~l)’ e podemos representar grafi

camente 12

~}

L7

Como estamos interessado em minimizar T(e), esco-

lhemos E=Y, tal que:

P
fFP—1)<0 e pr)ZO.
i i
Desta forma o custeo relativo de Xk ftorna-se nu-
P
lo. Tomamos uma nova base onde X, entra no lugar da i-ésima
P

variavel basica. A medida de inotimalidade da nova base sera:

'T'(Yk ) < T(0)=T.
p

Com a nova base em maos repetimos o processo.

-

Resumo do algoritmo dual compogto estendido.

1) Escolha uma base B qualquer: A=(B,N).
2} Determine o conjunto DVs {jeN/Ej<O}.

Se DV=¢ entaoc a base & dual factivel. Pare.



Caso contrario va para 3).

3) Determine 1 /

* jepv M

se @ i entao o problema dual € infactivel. Pare.

Caso contrario va para 4),
4) (Minimizacao de T).

4.1) Determine as razoes:

Obs: Se Ek=0 e Nikzo a razaoc nao & considerada.

4.2} Sejam k

1’k2"'ks/ OSYkls'7°5Yk°. Determine p /
P o ip)sg |
i , i
onde
f(t)= ?(t“l) + |ﬁ '
i i ik
ot
com
(O -5 g
* jepy 1J
5) Atualize a base:
A variavel X, entra na base no lugar da
p
variavel basica. Pivoteie em ﬁik . Volte para 2).

P

_56...
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5 - (onclusoes

A utilizacao de fungces lineares por partes, para
indicar infactibilidades, permitiu o manuseio de solugoes infac
tiveis, tormando—se desnecessario a introdugao de variaveis ar-
tificiais, sem gue introduzisse dificuldades algoritmicas. Além
disso tornou-se possivel, numa iteragao, a passagem de varias
variaveis de estado infactiIvel (negativas) para o estado facti-
vel (nao-negativas), o que anteriormente nao era possivel, pois
quando uma infactibilidade (representada por variavel artifi-
cial) atingisse o valor zero, implicava necessariamente numa mu
danca de base devido a restrigao de nao-negatividade sobre ela.
Um contorno a esta situagao fol feito pox E.P. Ferreira [26]pe-
nalizando-se as variaveils artificiais pelo valor abseoluto.

Novamente aqui utilizamos a estrategia simplex de
se perturbar apenas uma variavel nao~basica. No metodo de ini-
cializacao primal a escolha da coluna do elemento pivo & motiva
da pelo decrescimo na medida da infactibilidade, enquanto que a
escalha da linha pode ser mais flexivel que nos métodos anterio
res, os yuals tinham de manter a factibilidade. Em [451] Wolfe
diz que & preferivel minimizar o nimero de variaveis negativas
(secgéo 3,1.2) do gque minimizar a medida de infactibilidade na
diregao escolhida (secgao 3.1.3).

A medida de inotimalidade introduzida, permitiu o
degenvolvimento de um algoritmo para determinar solugoes duais

- - o . ] - . - . v . I3 -
factiveis evitando-se testrigoes ou variaveis artificiais,



_5 8_

Capitulo TV

Métodos primais—ducis com auxilio

de fungoes lineares por partes

1 - INTRODUCAOD

No capitulo anterior, funcoes lineares por partes
foram utilizadas para indicar a violacao das resprigaes primal
ou dual, e com isto foram desenvolvidos métodos péra obtencao de
solucoes factiveis.

Neste capitulo, de uma forma paralela ao metodo pri
mal-dual I que utiliza o método de inicializagao primal I, uti-
‘1izamos o método de inicializagao primal III para desenvolver um
nove método primal-dual.

Alem disso, utilizamos funcoes lineares por partes
para indicar a violagao das folgas complementares, e desenvolve
remos um outro metodo primal-dual que nao mals restringe as so-
lugoes pelas folgas complementares, porém tem como objetivo a
satisfacao das mesmas.

Novamente consideramos o par de problemas de pro-

gramacaoc linear.

primal: min z=cx (L)
Ax=b (2)

xz0 (3)

dual: max w= b {4)
AA<c (5)

2 - METODO PRIMAL-DUAL IIT

0 conhecimente a priori de uma solug¢ao dual facti-
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vel pode ser usada em comunhao com o método da Fase I (Iniciali
zacao primal I), introduzindo assim um método de programacgao 11
near: o método primal-dual I, como foil visto na secgao 3 , ca-
pitulo 2.

De maneira semelhante podemos pensar num outro meé-
todo primal-dual, trabalhando~se com o problema de minimizacao
de infactibilidade (Inicializacao primal III) ao invés do pro-
blema com variaveis artificiais (Inicializagao primal T).

0 metodo da fase I, que coordena os movimentos do
metodo primal-dual I, relaxa o sistema Ax=b mantendo sempre x20,
e itera buscando satisfazer o sistema Ax=b, pela resolucgao do

preblemas:

Em oposicao, o método da secgﬁo 3 do capitulo '3, sa
tisfaz sempre o sistema Ax=b e relaxa x>0, e itera buscando sa-
tisfazer as restrigoes de nac-negatividade, pela resolucao do

problema:

min £{x)= - X .
ifx,<0 *
i
Ax=b
2.1 - Iniecializagao

Suponha que conhegamos uma solugao dualfactivel RO:

Seja B uma base de A: A=(B,N) e a solucao primal
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assoclada:

0 -1
xB— B b
0

Xy~ 0

. . ~ 0 .
Se XBZO, temos disponivel uma solugao x primal
- - 0 - - . .
factivel e uma solugao X dual factivel. Se alem disso, tiver-
mos :

0 §]
(CB—R B)xB=0,

entao as solugoes xo, XD sao Otimas para o problema primal e du
al respectivamente, conforme o teorema das folgas complementa-
res. Ceontudo, se (cB*ROB)xgiO, procedemos conforme a secgao 7. ,
Capitulo 2: método primal?dual I1.

Se xgio, procedemos como se segue.

Note inicialmente que as folgas complementares nao

0

estao completamente satisfeitas para XG, P
0,0
(CB A B)xon.

Contudo, estao satisfeitas para as variaveis nao

0 0
(cN A N)XN—O,

0
uma vez que XN=O.

0 procedimento que veremos, mantém as folgas com-
plementares correspondente as variaveis nao-basicas iniciais sem-
pre satisfeitas, isto &, poderac tornar-se positivas apenas as

03

variaveis xj, jeN tal gque: c,=X NJ=O, e as iteragoes seguintes

manterao cj-kNJ=O enquanto xj>0.
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2.2 — PASS0 PRIMAL

Consideremos a seguinte particao em N:

0

= Iz —aUnd =0
Ny {jeN / cJ N' =0

- ril 5043
N, = {jeN / cj ATN" 07

E resolvemos o seguinte problema de coordenagao de

movimentos (PCM}:

min £(x) (6)
Ax=b ' (7
x.. =0 (8)

Ny

onde £ & a medida de infacribilidade definida no capitulo ante
rior (7).

Para resolvermos o (PCM) aplicamos um dos procedi
mentos vistos na secao 3 do capitulo 3 , desprezando-se as colu
nas em NZ e usando=~se a base B como base iniecial,.

Seja xl uma solucac basica do problema de coorde-

nagEO de movimentos (6)-{(8), e £1=£(xl).

Se €l=0, entao a soluc¢ao & primal factivel, Se a-
- . 0 1 o ~ 1 - - .
lem disso, (c-2 A)x =0 entao a solugao X & otima para o proble
" O - - . -
ma primal e A e otima para o problema dual. Porem, se as fol-
gas complementares nao estao satisfeltas, procedemos conforme o
método primal-dual II.

1 .
Se £E7>0, realizamcs um passo dual:
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8.3 — PASS0 DUAL

0 problema dual do problemz de coordenagﬁo de mo-
vimentos (DCM) &:
max O=ub (9)

~1<uAd=0 igw, (10)

Note que todas as colunas basicas mais as colunas
nao-basicas indexadas em Nl formam as restrigaes do problema (9)-
(10) »

Seja L, solucao de (DCM). Entao

o%= b= £lso.

Modificamos a variavel dual da seguinte forma:
0
A= 10+Eu s e20.

Assim,
: 0
b= 2 breub.

A fungEO objetivo dual cresce linearmente com €

na taxa de variagao u0b=51>0.

2.3.1 - Egscolha de ¢

Escolhemos € taoc grande quanto possivel sem vio-
lar as restricoes duais:

aad= 200400 THEE A FEREPLE

Note que KOAJicj, j=1,...,n, e além disso para

<0, (veja o problcma (9)-(10)), entao

j¢N2 temos que uOAJ

3 .
AA Scj ¥ JﬁNz, ¥ egz0.
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Para jeNz, a restricao ANJscj pode ser violada

. 0 i
com o cresclmento de £ se u NJ>O.
0.7. . - ..

Se u N-=20 ¥ J€N2, entao o objetivo dual pode cres
cer indefinidamente sem violar as rcstrigoes duais, logo o pro-
blema primal & infactivel. Isto corresponde precisamente ao teo
rema 1 da secgao 3 do capitulo 3

. . 01 ~ _
Se existe JENZ, u NJ>O, entao escolhemos e por:

0 ck—AONk oAty 0
g = = min { ~Lt—— / u NI50 } (11)
0 k . 0
u N JEN2 u N
Logo,
7\lx 10+50u0

¢ uma solugao dual factivel e

h1b>lob.

Note que-eo>0, pois cj—AONJ>U ¥ jeNz.
0 - - . -
Pela escolha de = em (11}, a k—e31mazﬁstm@ao du-

al & satisfeita com igualdade para a nova solucao dual Al

c —RONk
e RO R RPN LIS —5—6—E— wInk= ey
u N

Assim, retornamos 20 passo primal repassando-se A

1 - s = ; .
por A, e entao a varlavel x que deixa de sey restrita a zero

k.’

no problema (6}-(8), entra naz base melhorando a infactibilidade

primal.

2.4 — RESUMO DO ALGORITNMO

1 - Sejam RO uma solugao dual factivel qualquer,
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e B uma base qualquer de A: A=(B,N).

2 - Se xg= 8 1620 va para 3.

Caso contrario va para 4.

3 - 8Se (CB—XOB)xg=O, as solugoes XO, ko resolvem

os problemas primal e dual respectivamente. Ca
so contrario, temos uma solugao basica primal

factivel e outra dual factivel, procedemoscon

forme o metodo primal-dual 17T,

4 - Sejam

0

= {3 _20yd.
Nl {jeN / c. AN =0}

L 0]
NZ» {jeN / cj AN =0}

Resolva o problema de coordenacgaoc de movimentos

(6)-(8) e encontre x

5 ~ 8e El= E(x1)=0 va para 3 com a nova base en-—

contrada no passo 4. Caso contrario va para 6.

6 - Determine g segundo {11}):

0 Ck - AONk

g e —
uONk

redefina

h0+k0+€UuO

onde u e a solugcao dual associada a base encon-

trada no passo 4, e volte para o passo 4.
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3 - METQODO PRIMAL-DUAL IV

Enquanto o metodo primal-dual T & muito rigoroso
quanto ao cumprimento das folgas complementares, o método pri-
mal-dual IIT e demais descuidado, permitindo que uma solugao fac
tivel seja alcancada sem gque as folgas complementares estejam sa
tisfeitas, fazendo-se necessarlo a aplicacgao do.método primal~-
dual IT,

Podemos pensar em constiruir um problema de coorde
nagao dos movimentos que nao seja tao rigoroso como no método pri
mal-dual I, mas também nao seja tao displicente como no método
primal-dual III,

A idéia e admitir que em cada iteragaoas solugoes
nao satisfagam as folgas complementares (como exige o método pri-
mal-dual I) porém caminhe neste sentido (evitando o descaso do

meétodo primal-dual III).

3.1 — INICTALIZAQZO

Seja 20 uma solugao dual factivel:

. ~ 0
Desejamos encontrar uma solucaoc x  tal que:

(e-2%0x"=0 ., xYs0, (12)

e além disego:

Ax0=b (13)
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3.2 -~ PASSO PRIMAL

Construiremos um problema de coordenagao de movi-
mentos, onde as relagoes em (12) formam as intencoes (fungao ob
jetivo) e (13) sera rigorosamente satisfeita (restrigoes). Para

isto definimos:

c. x. s5e x,20
1 ] J
£i(x0= (14)
S -a X, se x.<0
] ]
- 04 . . .0 - .
onde cj= cj—h A (chO pois A" @ dual factivel) e a>0.
Representamos graficamente a funcao fj:
e Te
3 i
- -
C.
J Y
K..
J XJ
a) ¢.>0 b) ¢.=0
] J
Assim o problema de coordenagao de movimentos e

definido por:

n
min £= E

j fj(xj) (15)

1

(PCH) Ax=b. (16)
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0 problema dual de (PCM) &

max ub {17)
(DCM)
~-la < uA £ ¢ (18)
onde I1=(1...1) & um vetor de n elementos unitarios.

n
Sejam X uma Solugao otima de (PCM) e &= © 7.(%.).
BRI
Note que £20.

Se £=0, entao X & uma solugao primal factivel, pois

se existir %i<0, entao -a§i>0 e £>0, o que contrariaa hipdtese.
- . - 0 . - .

Alem disso x e A satisfazem as folgas complementares, pols se

§i>0 @ Ei>0 entao Ei§i>0 e £>0, o que contraria a hipdotese, Por

conseguinte X e AO resolvem os problemas primal e dual respecti
vamente.

Veremos entretanto que & suficiente X20 para que
seja solugac otima do problema primal (teorema 1), Antes porém,

apresentamos dois lemas:

Lema 1: Dado uma solucao dual factivel koz(c—loAzO), seja uO u-
ma solugao otima de DCM: {17)—-(18), Entao ﬁ=h0+u0 e uma
solugao dual factivel.

Prova: Desde que uOAgE (veja DCM) entao:

e portanto

c.q.d.

A solugao uO pode ser determinada da seguinte for

ma: Seja B uma base otima de PCM: (15)-(16) associada a solucao

EN) com ¥_= Bﬁlb e x_=0.

x: x= (% B .

B!
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Considere ainda uma particao nas variaveis basi-

cas: §B= (ﬁv, ES) onde V={iEB/§i40} e S={i€B/§i20}. Suporemos por

simplicidade de notacao que B seja formada pelas primeiras colu

nas de A, e Ev seja formado pelas primeiras componentes de X

B
Agsim
0 - -1
u = ( uﬂv, cS)B . . (19)
onde 1 = (1,...,1) & um vetor cuja dimensao & igual ao nimero

de elementos negativos de X e c ¢ um vetor de elementos de

B’

¢ correspondentes as componentes nao-negativas de X Note que

B.
(—a]V,ES) corresponde ao vetor de "custos" basicos do problema

PCM.

Lema 2: Se a solugao otima de PCM: (15)-(16) §=(§B,§N) for nao-

negativa, entao 1_10=?:BE|-1 e i=k0+u0=cBB_1.
Prova: Se V=@, entao 8=B e o custo basico & dado porx EB.De (19)
segue
u0= EBB_l.
Assim
= l0+u0= RO+EBB_1= AO+(cB—AOB)Bh1=
- 0 -1
= A +cBB -k = cBB .
c.gq.4d.

Teorema 1l: Se a soluggo otima de PCM {(15)-(16) X for nao negati

va, entao X resolve o problema primal e X=cBB_1 re-

solve o problema dual.
Prova: As solucoes X, A szao factiveis (lemas 1 e 2) e satisfa-

zem as folgas complementares.
c.q.d.
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Assim, quando resolvemos PCM & suficiente encon=-

.

trar xx0. Suponha no entanto que Xg

=(§v,§5) com V#{. Note que %

& uma solugao dual factivel melhor que 29 peis, a funcao objeti

vo dual w=ib avaliada em X vale:

b= 10b+u0b>lob,

pols u0b= £>0.

5.3 - PASS0 DUAL

Podemos ainda obter solugoes duais factiveis me-
lhores gue X, aumentando as penalidades sobre as variaveis nega
tivas:

~{ate) £

-

Ex\
m
1%
[wn]

Para £20 suficientemente pequenc, a base B, su-

pondo dual nao-degenerada (u0N<Ew), continuara otima de PCM e a

solucao &tima de DCM sera:

u= (-(a+a)ﬂv, CS)B = u “E(BV,O)B .
Definimos A por:
a= 2= Tme(,, 00877, : (20)

entac

Ab= Fb-el X-27%b
v v
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pois HV§V= z §i<0. A desigualdade sera estrita se >0,
iev

Assim a solugEo A definida em (20) & de melhor

qualidade que X.

3.3.1 - Fzscolha de ¢

Quanto maior o valor de e, maior sera o valor da
fungao objetivo dual, 2 ser maximizada. Escolhemos € tao grande

quanto possivel, sem violar a factibilidade dual:
j{ 1 e
MA _cj s 1=1...n.

Analisamos separadamente as restricoes duais cor

respondentes aos indices basicos e nao-basicos.

1) jeB. Neste caso podemos ter duas possibilida-

des: a) jes. Emtao,

0

aad= 2 AJ+uOAJ~e(1V,O)ej=

0

2 AJ+(cj—kO

Iy -
A7) cj , (21)

. 0,1 =~ 0 ] - . e s
pois u al= Cj= cj-l AJ, e ej e a j-eslma colu

na da metriz identidade.

b) jeV.
Entao,
ad= 2% % e oe .=
v ]
ROAj“a—eﬁcj , h (22)
pois XOAchj, uOAj=—a.
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correspondentes

aos Indices basicos sao satisfeitas qualquer que seja £20. Note

que ¥ jeS a solugao ) satisfaz as restrigdes com igualdade, ..de

(22) as restrigoes cujos Indices pertencam a V sao

com desigualdade estrita.

2y jeN
Meste caso temos:

ANT= InT-e(1 L0087 < c.,
v i

onde ﬁ3=B_1

tualizada.

De (23) podemos

notar que se

i_
(jv,O)ﬂ = I Nijzo,

lev
entao a j—€sima restricao dual estard satisfeita

que seja €20,

Por outro lado, se existe jeN com
T N, <0,
1]
igV
devemos escelher & tal que:
. _ 0 i
c, - XNJ ¢, — u N3
z ﬁi. ) ﬂi.
igy iev .

N} ¢ a j-ésima coluna

sacisfeitas

(27)

nao-basica a

para qualquer

Se nao existir j&N / I N,.<0, entac o problema dual

iewv
sera ilimitade,

Caso exista jeN/ & W,
iev tJ

e portanto o problema primal sera infactivel.

.<0, escolhemos e por:
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Ck—uoNk ¢, ~un?
f= - % = pin {- L1 —— / x N..<0} (24)
T R, jeN s R, iev Hd
. 1k . 13
1ey 1V

Entao uma nova solugao dual factivel & obtida:

A= 10+u0—E(1v,0)B'1.

Redefinimos A9 o ol
XO+A
a€utE,

e fungao objetivo de PCM (veja (14)) sofre as seguintes altera-
gaes:

a) jes
De (21) segue que:

2. « c.~aA=0.
j i
- (a+€) 3

—o L

k J

b) eV
De (22) segue que:

2.« c.aada (e-a%adyiaase T 4aed
1 1 1 1

Af
—(04E€) J ot €
N
—— .‘lf"--..’
= —= T e ‘._'___..-"' C:[ -
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c) jeN, jzk
De (23) segue:
d.+ eanl= 3, ve z B
] ] iev 1
(S
3
—_ C€.+E E.+€Zﬂ..
(o+) ] 1]
iev
X,
]
i) T R..>0 ii) I R,. <0
igv Y +J
ieVv
d) j=k
De (24)segue Ek+0.
-~ 4\7.
~(are) f s
A 2
-~ k
- -
@‘t - e
— rd
X.
]
Obs: As linhas pontilhadas referem—-se ao grafico de f. anterior.

“Com estas redefinico
e modificado, e o seguinte teorema
PCM & "menos infactivel", que a sol
mos um ciclo a ser repetido atée que

cangada,

Teorema 2: A bagse B deixa de ser ot

es o problema PCM: (15)-(16)
garante que a nova solucao de
ugao anterior X. Com isto te

uma solugao Otima seja al-

ou a infactibilidade primal detectada.

ima para o novo problema PCM
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e X (onde k & dado por {24)) é candidata a . entrar

na base com valores positives, melhorando a infacti~

bilidade primal.

Prova: Calculamos o "custo relativo!" a direita da variavel x

k’
+
o qual denotamos por fk

Inicialmente lembramos que o "custo" a direita da
variavel X, » Para o movo PCM, e zero:; e o vetor de "custos basi

cos'" & dado por:

onde o ja esta redefinido, pois como ilustra o caso a)acima, das

alteracoes de fj’ 0 novo Ej e zero para jeS.

Assim

+ . -

K= Sy (—a1V,U)B N = a'Z Nik
. i EV

o qual & negativo pela escolha de k (veja (24)). Logo, a base B

deixa de ser otima e X deve entrar na base com valores positi-

vos methorando o objetivo de PCM, e além disso

£ x.= I X, - % T R, .
igy * iey b k iey ik

Ou seja, a soma das componentes negativas aumen-—

tam tornando a nova solugao menos infactivel.
c.q.d.

3.4 —- REESUMO DO ALGORITHMO

1 - Seja ko uma solucao dual factivel qualquer, e

escolha a>0.



2

5
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Resolva o problema PCM: (15)-(16) e determi-

ne sua solucgcao X.

Se >0 entao & uma solugao otima para o pro-
blema primal.

Caso contrario va para 4.

Se I Ni.ZO ¥ jeN, entao o problema primal
iev

- . -~
e 1nfactivel.

Caso contrario, determine € por (24):

my
1}
|

r N,
i1ey 1k

e va para 5.

Redefina

o 10+uO—E(lv,O)B_l

o <« o+t

e volte para 2.
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4 -~ (onelugoes

Novamente fungces limeares por partes foram wusadas
para se trabalhar com variaveis negativas, aproveitando-se ago-
ra do conhecimento de uma solugao dual. Enquanto no método pri-
mal-dual ITI as fungoes lineares por partes sac usadas apenas
para indicar a infactibilidade da base primal, mno me todo pri-
mal-dual IV além da infactibilidade indicam também a inotimali-

dade em relacac & solugao dual factivel conhecida,

No passo dual de cada metodo perturba-se a solugao
dual na diregao factivel e de acréscimo fornecida pelo problema
de coordenagao de movimentos, e os tamanhos dos passos sao da-
dos pelas formulas (l1) e (24) para os metodos primal-dual II1
e IV vespectivamente, diferinde assim da estrategia simplex. WNo
passo primal varios pivotamentos podem ocorrer durante a resolu
¢ac do problema de coordenacgao de movimentos.

A convergencia finita dos metodos segue do fato que
nos passos primais bases sao percorridas com medidas de infacti
bilidade mencres a cada iteragao (supondo nac—-degenerescencia).
Isto pode ser observado no método primal-dual ILII por comstru -~
¢do do problema de coordenacao de movimentos, e no método pri-
mal-dual IV pelo teorema 2. Em caso de degeneresc@ncia vale os

comentarios da secgao 8 do capitulo IT.



Capitulo V

0 problema de aproximacac linear no L,

1) INTRODUGAO

Considere a seguinte tabela:

que relaciona para cada valor t,, um valor observado Y (Na~
1

turalmente podemos ter ti=t:.|

dos estao sujeitos a erros aleatdrios, por exemplo, erros de

yi%yj, peis os valores observa

medidas).

O problema de aproximagao linear consiste. em ajus

tar o modelo
m

y(t)= & xjw(t)+r(t) = L{x,t)+r(t) (1)
i=1

aos dados da tabela, pela escolha conveniente de x.; onde Y, ()
J J

sao fungoes préviamente selecionados. (Por exemplo: b (£)=1,
wz(t)=t, w3(t)=t2, entao para cada escolha de xl,xz,xa,L(xuj
serd um polindmio do segundo grau).
Assim, aplicande o modelo a tabela, temos:
.TJ.
.= I LU, L)t i=1,...,m,
viT Eooxgvgle)er, i=1 m (2)
1=1
onde ri=r(ti) sao residuos.
Uma escolha de %4 j=1,...,n sera tal que
m
Minimize BoG)= 3 |ri|P (3)

i
para algum p<2l.

Para cada escolha de p, temos um problema parti-



cular. Por exemplo, para p=2, temos o tao conhecido problema

dos minimos quadrados:

1
. . | 2
min Ez(x)— E(yi ¢E.Xj¢j(ti))
j=1
cuja solucao & estabelecida por:

9 E._(x) = 0,
9% 2

que e um sistema de equagaes lincares {Observe qué EZ(K) de-
pende quadraticamente de xj). Assim o problema (3) se . reduz
em resolver um sistema de equagoes lineares.

0 problema de aproximagao linear na'L1 2 o caso
em que p=l, ao qual nos ateremos mneste capitulo.

Embora o problema de aproximag¢ao no L1 tenha si-
do proposto bem antes que o problema dos minimos quadrados
[19], nos meados do seculo XVIII por Boscovitch, nzo foi mui-
to usado devido ao desconhecimento de algoritmos eficientespa
ra problemas com varios parametros.

Quando L(x,ti)=yi, para algum i, dizemos que L
interpola y no ponto t,. Note que a fungao E,(x) & nao-dife-
renciavel nos pontos de interpolacio.

Por conveniénecia de notagao escrevemos o proble

ma de aproximagao no L. na seguinte forma:

1

(%)

91
L a,,x, + 1r.,= 7y, s i=l,...,m
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onde aij= ?j(ti) i= 1,...,m3 j= 1,...,n. As variaveis r

i= 1,...,m chamamos de residuos. Podemos escrever (4) na forma
matricial:
minHrH1

Ax+r=y

com A=(a..)aRmXn

= m' = n mv = n
i . r—(ri)eR ; y={yJeR; x (xj)eR .

Note que o problema (4) e um problema de programa
cao linear por partes, onde os Tesiduos . tém seus pontos cri-
ticos na origem.

Neste capitulo apresentamos métodos de programagao
linear especializados éOIProblema {4). Em 1950 Harris [ 32 1
observou que o problema de aproximaggo no Ll poderia ser trans-

formade num problema de programagﬁo linear, e entac ser utiliza

do o metodo simplex receém desenvolvido por Dantzig. Apenas em
S ~ . + -
1959 Wagner [ 44 1 propos a transformagao: Definma x= x - x
+ - * - + - -
com x 20, x 20, e r=r -t ¢com T 20, v 20, entao o problema

(4) @ equivalente ao seguinte problema padrao de programagao 11

near:
. .o -
min I r. + r,
. 1 1
1=1
+ - + -
Ax - Ax + r - r = ¥ (53
+ - + -

e seu problema dual e:

max ytl
Aty =0 (6)
-1 £ X2 £ 1

t
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Note que o preblema dual (6) & um problema de pro
gramacao linear com varidveis caunalizadas.

Desta forma, com o desenvolvimente dos computado-
res digitais e da programagao linear, o problema de aproximagao
linear no Ll passou a merecer malor atencao dos especialistasda
area.

Entretanto a aplicaéﬁo direta do me&todo simplex
ao problema (5) nao leva a um algoritmo eficiente; Barrodale e
Young [ 12 ] (1966) exploraram algumas particularidades do pro
blema (5): i) uma solugao factivel basica estd sempre disponi

- - - +
vel, sendo desnecessaric a fase I: 11) as colunas de X, e X,
1

+ - , . -
(ri e ri) diferem apenas no sinal, sendo desnecessarioc o armaze

namento e atualizacao de todas colunas do quadro simplex, levan
do a uma grande economia de memoria. Barrodale e Roberts [ 10 ]
.. . ~ i +
recomendaram quée nas n primeiras iteragoes as variaveis X ou
X, fossem escolhidas para se constituir a base (isto leva a in-
terpolagao de n pontos, que & uma propriedade de uma solugao o=
tima, como veremos adiante). Apesar destas observacoes represen
tar econcomia de memoria, o numero de iteragoes do método sim-
plex poderia ser grande. Finalmente em 1973, Barrcdale e Roberts
[11] conseguiram vreduzir o numero de iteracoes {trocas
de bases desnecessarias) pelas seguintes observagoes: i) quando
. - + . - -
uma wvariavel basica X, atinge o nivel zero, muda-se a wvariavel
.. + - . - - -
basica X, POT X, ( © mesmo vale para uma variavel basica xi) e
naoc ha pivotamento - isto decorre do fato de x, ser irrestrita
de sinal, portanto nao limita o crescimento de qualquer variavel
~ - . . ok 4 -y + - » -
nao-basica} 11} gquando uma variavel basica r. (ri) atinge o nl-

+ - - + = .
vel zeroc, troca-se ri par ri (ri por ri), perem © custo relati-
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vo da variavel nao-basica se altera: podendo ainda ser aumenta-
do —~ isto decorre do fato de ser v, irrestrita de sinal, porém
com valor critico na origem, isto &, ha uma mudanga no 'custo"
de v quando muda de sinal. Na seccao 3 descreveremos o algorit
mo primal de Barradale e Roberts utilizando a programagao linear
por partes. Na secgao 4 apresentamocs um nove algoritmo para o
problema de aproximagao linear no L,: um método primal-dual.

1t

9 - PRELIMINARES

Nesta secgao apresentamos alguns resultados para
o problema de aproximagao linear no L1 que relaclonam o proble-
ma primal e o problema dual (extensoes naturais da programacao

linear).

Teorema 1: Sejam (%, ¥) ¢ X solucoes factiveis aos problemas (&)

e (6) respectivamente. Entao

Prova: Por hipotese, Ax+r=y; 5fA=0 e o E. -4

Entao
RN =R #0 maz=5y =[] -2y 0y,

Desde que -1<X<1, temos:
HEL Rt

e o resultado segue imedliatamente. c.q.d.
Em outras palavras, a fungao objetivo primal &

sempre malor ou igual a4 fungao objetivo dual para quaisquer so
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lugoes primal e dual factiveis,
Uma consequéncia imediata deste teorema & dada no

corolario abaixo:
Corolario 1: Considere as bipoteses do teorema 1. Se

151],= 341,
entao as solucgbes sao otimas.

A suficilencia deste corolidric também & verdadeira

como afirma o seguinte teocrema:

Teorema 2: Considere as hipoteses do teorema 1. Uma condicio ne

cessdria e suficiente para que (X, T) e X sejam otimas o:

Prova: A condicao suficiente.@ garantida pelo coroldrio 1. Para
provar a condigao necessiria, observamos gque © problema (6)
€ um problema padrioc de programacao linear, e entao supo
mos, sem perda de generalidades que X & uma solugac basi
. t t t .~ t

ca: Seja A= (B ,N ) uma partigaoc nas colunas de A , on-

t nxn

de B eR e a matriz bisica e NteRnX(m_n)

a2 matriz nao-

basica. Assim, % & calculada por:

_ to-1 te  Lte
XB~ ~-{(B") "N XN- i Mg

Xy~ senlyy - Nyp)

-1 - . -
onde = NB . Note que yN—ﬁyB ¢ o custo relativo para as varia-
veis nao~basicas, e para que a solugiao seja otima XN deve satis
fazer a equacao acima.

Considere a seguinte solucao primal associada a
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esta partigao:

x' = B”lyB (7)
f o - =
re= Yy NyB , rE 0
Assim
te_ ot ot o _ et & £ _
y A= X7y= Rpyprigvy= AN vty
= Ao vy = =gl = L=t
NY'N B "N 1 1
Desta forma, pelo corolario 1, (x', r') e X resol

vem o0s problemas (4) e (6) respectivamente. Entao

2=l ],

e segue o teorema.
c.q.d.

Note que a solugao (x', r') associada a4 particao
otima do dual, & uma solugao Ootima para o problema primal, e além
disso os residuos *a sao nulos. Em outras palavras podemos afir

mar:

Corolario 2: Existe uma solugao Ootima para o problema de aproxi
macgao linear no L1 que interpola y em pelo menos n pontos.
No caso em que o numero de pontos interpolados for

maior que n, o problema (4) & degenerado.

A seguir apresentamos um teorema gue corresponde
ao teorema das folgas complementares da programacao linear, Eg-
te teorema sera usado para identificar uma solugao otima no mé-

todo da seccao 4.

Teorema 3: Sejam (X, T) e X solucoes factiveis aos problemas (4)
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e (6) respectivamente. Uma condicao necessaria e suficiente pa-

ra gque sejam solugoes otimas é&:

ou cuquivalentemente:

%= sgn(T).

Prova: Segue imediatamente do teorema 2, observando-se que

T= y~AX s
entao

1t5= 1Yy

Coroltario 3: Seja (%X,T) uma solugao dada por (7)
ticac de A, e % uma solugao dual factivel. Entao
cessaria e suficiente para que as solugdes sejam

Ai= sgn(;i), ¥ igN.

A seguir apresentamos dois métodos

resolugac do problema (4).

c.q.d.
para alguma par:
uma condicac ne-

atimas e:

numericos para
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3 - METODO PRIMAL

Nesta seccao aplicamos o algoritmo primal simplex
ao problema (4), e exploramos suas particularidades.

0 corolario 2 diz que existe uma solucao otima que
interpola y'anrlpontoéf Esta propriedade sera obedecida pelo mé-
todo primal, uma vez que. as variaveis Xj’ j= 1l...,n, sao irres-—
tritas e cada residuo ., i= 1l...m tem ponto critico na origem.
Desta forma uma variavel basica xi naoc bloqueia o crescimento

de uma variavel nao-basica, e um residuo nao-basico sera zero.

3.1 - Inicializagao: Considere uma particgao mas linhas de
A A=(§) tal que BeR"*™ o posto (B)=n, e a solugao pri

mal factivel associada:

=37 hy, (8)

)

v~ Yy %y > Tp0

la}]

Note que os pontos em B sdo interpolados.

2.2 =~ Teste de Otimalidade:

Tentaremos encontrar uma solucao dual que satisfa

¢a o corolario 3. Beja X tal que:

A= sen(i), (9

entao para que AA=0, devemos escolher XB por:

A= -ﬂth. (10)
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Se -1<Xk.£1 ¥ jeB, entao a solucao X & dual facti
vel ¢ pelo corolario 3 a solugao (x, F) resolve o problema (4) o
Y resolve o problema dual.

A variavel Xj’ jeB pode ser calculada por:

.= - 1 ®B.. + zIN,. (11)
] 1/ Y i/ ]
.0 . <0
1 1

3.3 -~ Mudanga de Base:

2.3.1 - Escolha do ponto a deitzar de interpolar

Se existe keB tal que Xk<~l ou A >1, a solucao a-

tual nao & otima, e escolhemos r, para entrar na base. Tsto si
.

Jers

nifica que o k—-esimo ponte interpolado deixara de ser interpola

do. Entretanto uma variavel basica deixara a base com valor ze-—

ro (ponteo critico), ou seja, um novo ponto sera interpolado.
Analisamos o caso 2m que Xﬁml, o cutro casoem gue

ML sera analogo.

D) ik<—1

, 17k & fazemos

Mostraremos que isto faz decrescer o objetivo pri
mal: a soma dos valores absolutos dos residuos. Mantende as res

trigoes primais satisfeitas, os residuos basiceos sao:

r.= 1, + N, .¢8 ¥ ieN.

3
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Supondo mnao-degenerecéncia, para 6>0 suficiente-

mente pequeno,

sgn(ri)= sgn(?i), ¥ 1gN.
Desde que |lr]]1= sgn(r)t.r, temos:
[lebly = TIE[E + 3 wses= [[T]]] + 8.8, (12)

com &,= 1+Xk<0. Logo
el <lIEH -

Com o aumento de &, os residuos basicos podem mu-

dar de sinal, e entao Xk precisa ser recaleculado. Considere os

o

valores de § que promovem uma mudanga de sinal em L

=}
=3

s

No caso de degencrecencila, ri=0, a razao Gi sera

considerada somente se ﬂik<0, devido em (ll)termos considerado

e r.=0,
1

1o

sgn(ri)=l

Ordenameés estes valores em ordem crescente:

suponde r razoes.

Para OESS&i , a funcgao primal decresce segundo (12).
1

Para Si <5£6i , fazemos 6=6i +8 com O<G£6i - Gi
1 2 1 2 1

e definimos:
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r(l)— Yo+ 61( F)
1 8¢
entao
l’e . C
r= T +§ E =r(L) + 0 ( t)
) N
e
. (1 0
sgn(r)= sgn(x ) +(~2 sgn(?i )'ei )
1 1
onde ¥*. @& a i_-&sima componente de ¥ _, logo:
11 1 N
= (1) (1), gk -
= T 3 - =3y L]
| 1r] [1 REs 1|1 O(];*bgrl(rN YRT-2 sgn(ri_) ﬁl o
1 1
. (L), _ ~ -~ -
Desde que sgn (r Y= sgn(r..) e sgn(r, )= -sgn(N. . )
N N 1y 1{1
segue que:
!- l = (1) i . ‘. — - -

1|r|51 ||r |11 + U(L+Xk+2|ﬁilk,) |lr||1+O.A1.

com &, = AO+2|ﬁi1k|.
. i s ] pp (1) =

Se alzo, implica ¢ue l,rgEIZ]Ir Ill, entao esco

lhemos 8=6, , logo r.= &, ¢ v.=0. Trocamos a k-esima linha de
L k 1y 1,

B pela ilﬁésima linha de N, e repetimos o procedimento com a no

va particao.

Se ﬂ1<0, I!r{! < i1r(l)§|1 e tentamos fazer

g, <555i . De uyma forma geral scjam:

‘s e,
r{‘j)= ;-‘-(S,'(Nll:) 5 j: ]_...I.', (13)

1.

g, 1, i= 1...r. (14)
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Note que podemos esScrever (12) e (13) como:

. . &
r(3)= r(J"l) +(&, - &, ). k) (15)
1. 1. i
] _J—]. i
aj= aj_l + 2[ﬁi'k[, i= l...x (16)
]
Assim
. 1
r= 1 + § i Com &, <8<§
iy 3 Ti+l
pode ser escrito por:
=]
(i) 3
r= t +B U k) com 0<p=<6, — &, (17)
1 Piel oty

Teorema 4: Sejam v e &j dados por (17) e (16) respectivamente,

Entao,

el = TS0 e o,

()

com v =

=}

A demonstracao deste teorema para j= 0,1 foi fei-
ta. Para um Indice j qualquer, a demonstragao segue de maneira

analoga observando:

. G
- - (1)
i} ggnf{r)= sgn{r ) +(_2 5gn(?i )ei)
3 ]
. ; 0 e,
ii) sgn(r(J))= sgn(r) + T Yy 4
s=1 -2 sgn(t, e, 0
te i

iii} & ij—ésima componente de réj) e nula por defi-

nicao de 8,

i

Pelo teorema &4, se &j<0 entao

ety < 1149070



A desigualdade ser:s estrita se 5. > 6
i+l i

3.3.2 — Escolha do ponio a sev intevpolado

Seja j tal que:

AL <0 e A.20. (18)
i-1 3

Fazemos rk= Si , entao rj =(0. Desta forma o resi-

] J

-

duo r. atinge o valor zero, portanto o i,-esimo ponto em N & in
]
terpolado. Trocamos a k-ésima linha de B pela ij~ésima linha de

N. Temos uma nova particao e repetimos o processo.

b)ik>l

Mantemos rj=0 ¥ jeb, j¥k e fazemos:

A analise e analoga, ¢ as formulas diferem apenas

nos calculos de &
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4 - Método primal-dual

0 metodo que descrevewos nesta secgﬁo covresponde
a uma aplicacao direta do método priwal-dual 11 que evolue com
duas solucgoes factiveis: Uma solucao primal e outra solucao du-
al. Cada iteracao & formada por dois passos: passo dual e passo
primal. No passo dual mantemos inalterada a solugao primal e mo
dificamos a soclucao dual, aumentando o objetivo dual; no passo
primal mantemos inalterada a soiucao dual e modificamos a solu-

cao primal diminuindo a soma do¢$ valores absolutos dos residuos

{(objetivo primal).

Sé(ﬁ,?) e & forem: solugoes factiveis primal e
dual respectivamente, pelo teovema 1, l|?l£12yti. A igualdade o
correra se e somente se A= sgun{r) {(teorema 3). Se X#sgn{(¥) en-
tao a cada passo primal ou dual a brecha 1|f[|1—yti>0 diminui.O
algoritme termina quande a brecha entre os objetiveos primal @

dual for nula.

4,1 - Initeialiszagao

Considere uma partigao nas linhas de A: A=(S) com

nxn .~ ~ .
Belk e posts (B)=n. A esta parti¢ao estao associadas a solu-

cao primal factivel:

Y8 (19)

e a suluggo dual A= (XB,XN) nao necessariamente dual factivel,
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AN: sgn(rN)

(20)
)\B: _ﬁ AN
- toto t~ SR P ~t - e

Note que: y A = HyBﬁ AN+leN = (yN yBN )AN = rN.sgn(rN) —|[rH1,
porem Xj jeB pode nac pertencer ao intervale [~1, 17.

Considere também uma solugao dual factivel, por
exenplo: A=0.

4,2 —- Teste de Otimalidade (Teorema 3)

Se

Ai= sgn(ri), ¥ iel (21)

entao as solugoes (X, T) e ¥ resolven o problema (4) e (6) res—
pectivamente.

Caso contrario, alteramos a solucao dual:

4.3 = Passo Dual

Considere A como uma combinagao convexa entre & e

X:
A= (1-e)X + eX ) Oze=<1, {22)
Como % & dual factivel e A 3=0 POT construgac, se
gue que
A%x=0
Além disso,
A= yIR o+ ey (F-%) = 373 (23)



uma vez due

-~ f- t
2l = vy % » y%
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polis o teste de otimalidade nac Ffoi satisfcito.

A desigualdade ewm (2

3) sera estrita se ¢>0, Comis

to mostramos que a diregcac X-%1 e factivel e de acréscimo para o

problema dual. Devemos escolher ¢

violar as restrigSes -1 =x=s1

4.3.,1 - Escolhqg de ¢

Escrevendo (22) por:
A=R+e(R-%),

fica claro gue:

1 - A,
£< L
. — .
1 1
-1 - 7.
[ -
Y., - &,
L 1

Para os Indices igN,

sempre iguais a 1, pois se Xi> Xi

Desta forma sejam
1 - 7%,

ieB X, - %
3 1

€ = min {:————iw /A

tao grande quanto possivel sem

se A, — R, 0

Bl
I
)
N
o

se

as razoes que limitam e sao

entao A.=1; e se A.<f. impli
i 11 =

- %. > 0} (24)

- X, <0} (25)
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) + . . ~
Se min {g , € }2z1, entao a solucao X que corres-
ponde a escolher t=1 & factivel ao problema dual e desdc que
S50 11211, as solucies (3, T) ¢ T sio solugies Stimas dos pro-
Ays | rl]l as solugoes (X, T) e sao solugoes otimas dos pro
blemas primal e dual respectivamente. Caso contrario fazemos

n{e", e }<1 (26)

[N

£= Mm

- - - - t
e A= %+e{(i-%) e uma solugao dual factIvel com ytlzy %. Procede-

mos com o0 passco primal.

4.4 -~ Pgeso Primal

Nesta etapa alteramos a solugao primal com um mo-
vimento do tipo simplex:alteramos apenas uma variavel naoc- basica,
enquanteo mantemos as demais nulas.

Seja k o Indice que determinou £ em (26). Podemos

ter duas situacoes:

i) E=c¢
ii) E=¢

Analisamos lnicialmente o primeiro caso:

S
. -~ -+ o -
1) e=e¢ = — com A, — A, > 0,
X, - X Bk
k k
Fazemos = -320, e as formulas do caso b do meto

do primal da secgao 3 sao obtidas. Resta mostrar que:

- -~ -k
&Oﬂ 1—kk= l—sgn(rN)N =0,

Para isto notamos que

Xk + E(Ak - ﬁk) = 1



com £<1 e A =%, >0. Assim
ke k
SIS
_]_ -
. - Xk
11} e=g = —————2 com
M T M
Fazemos
rk= §z20

...9 5_

As formulas do caso a) do método primal sao obti-

das., Resta mostrar que ﬂ0= 1+Xk<o,

A, v (X - X)) = -1

Ak e(lk Ak)
com £<1 =& ik—ich. Assim

ik+1.(kk—xk)<—1 > X, <1

As mudangas de base sao
primal: Seja § /

AL <Q e ALz0

-1 1

entan trocamos a k-esima linha de D pela

retornamos ao nasso dual.

exXxatamente

Para isto notamos que:

cemo no méetodo

ij—ésima linha de N, e
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-

5 - fonclusgoes

Os metodos de resolugao do problema de aproximacgao
linear no Ly tem duas motivacgoes principais: - geoméetrica, que
normalmente saoc desenvolvidos para dois parametros, interpolan-
do n=2 pontos a cada iteragao; - programagao linear, cujos métg
dos sao especializados ac problema.

Dentro da classe dos metodos motivados por programa
cao linear, o trabalho mais popular & de Barrodale e Roberts
[11] , que explora a2 aplicagao do método primal simplex direta~
mente ao problema primal. Contudo, trabalhos anteriores de
Usow [42] e de Robers e Ben~Israel [39] propoem o mesmo algorit
mo, porem com motivagao diferente: o método dual simplex & apli-
cado ao problema dual. Esta afirmagao para o método de Usow foi
observada por Abdelmalek [1] , e para o metodo de Robexrs e Ben-
Israel esta contida no.praximo capitulo.

Por outro lado, os miétodos de motivagao geométrica
quando generalizados para varios parametros, a cada iteragao in
teracao interpola n pontos, determina um novo ponte que deve
ser interpolado e outro que deixa de ser interpoclado. Porem, es
te ¢ o procedimento simplex quando aplicado ao problema de apro
ximagao linear no Ll' Isto pode sexr observado no trabalho de P,
Bloomfield e W.Steiger [19] que generaliza o método de
Karst (1958).

0 motivo pelo qual métodos primais sao mais estuda-
dos & devido a facilidade de obtengao de uma solucdo basica Ffac
tivel (n pontos interpolados). 0 m&todo primal-dual Proposto

neste capitulo propoe uma estratégia de evoluir com sclugoes

duais factiveis.
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Capitulo VI

Programagac linecr com vosirvigoes canalinadas

1 - INTRODUCAO

Neste capitulo, estudamos o problema de programa-
n

-~ .~ . + .
cao linear com restrigoes do tipo: bi < I Aijxj < bi' Tais res
- i=1

tricoes surgem com certa frequencia em aplicagoes [2, 31, 29 ]
de forma que mereceram a atengéo de alguns pesqulsadores tais
como A. Charnes, A, Ben-Israel, P.D., Robers, e outros, os quais
publicaram métodos especificos [21,22,38,393 aproveitando~se da
estrutura particular das restrigoes. Tais métodos foram apresen
tados de forma independente dog méetodos conhecidos de P.L., sen
do que inclusive em {381 o algoritme foi apresentado como um no
vo método para programagac linear, uma vez que sempre podemos
transformar um P.P,L, gqualquer num ?.P.L. com restrigaes canali
zadas. Nas proximas secgoes apresentaremos os algoritmos espe-
cializados em restrigoes canalizadas, a partir dos métodos clas

sicos da programacao linear.
2 - PRELIMINARES

Definigav: Definimos como problema de programagao linear com res

tricoes canalizadas (P.L.R.C.) o seguinte problema:

min ¢ % (1)

onde AeR : b, b+€lE{rl com b_3b+; c, XeR .



~08-

Suporemos sem perda de generalidades que posto

(A) =nmn {38 1.

Problemas Equivalentes:

Naturalmente o problema (1) pode ser colocado na

forma padrao de programacidoc linear como sugerem [22, 38]:

Ax < b (2)

-Ax

1A
I
o

e assim ser resclvido pelos métodos cldssicos de programagao 1i
near. Contudo, esta transformagao dobra o numero de restrigoes,
por conseguinte a dimensao das bases de trabalho, aumentando con
sideravelmente o esforgo computacicnal. Entretanto podemos Lrans
formar o problema (1) num P.L. padrac sem ampliar o numero de
restrigoes: Definimos.y=Ax, entao o problema seguinte e equiva-

lente ao problema (1):

. t
mlnn € X

AX — v = 0 (3)

Chamamos as variaveis y, de variaveis de ajuste.

Note que no problema (3) a canalizacao ocorre so-
bre as variaveis de ajuste, e desta forma a utilizacaoc do meto-
do simplex nao exige aumento na dimensao das bases. Alem disso,
restrigdes de nac-negatividade (ou canalizagoes) nas variaveis,
que sao bastante comuns nas aplicag¢oes, as quais sao introduzi-

das na matriz A [38], podem scr tratadas separadamente guanda
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aplicamos o método simplex no problema (3), isto €, se o proble

ma original tem a fotrma:

r € Ax % 1 (4)

= 0 (5)

Entretanto para efeito de analise dos métodos,con—
sideramos o problema na forma (1).

Vartices:

Seja S= {xeR"/b = Ax < b¥} o conjunto de solucdes

factiveis.

Visualizagao Crafica: S C R

X &
2
x
1
0 vértice X ¢ a intersecgac de duas restrigoes num
de seus limites, isto ¢, x faz duas restrigoes serem ativas. O

tecrema a seguir generaliza esta observacgao.

- i - - .
Teorema 1: Um ponto x ¢ B e um vertice de S ge, e somente se

3
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exlstem pelo menos n restrigdes linearmente independentes ari-

vas em X.

Prova: Condicao Necessaria: Suponha que X seja um vérlice de §,
¢ existem v restricdes linearmente independentes ativas
com r<n. Suponha por simzlicidade que sejam as r primei

ras restricoes, e além disso as n primeiras restricdes sao

linearmente independentes. Considere a particao em A: A= (%)

nxn . . .
com BeR contendo as n primeiras linhas de A.

Sejam §B=B§, %ng v N -1

il
=i
e
o=,
o
o
=l
=
it
=
=

Note que: b_ = §N < b

N N
Sejam
X'= i%a(Bnl)J
% = F-a(3™hJ

com a>0 suficientemente pequeno e j>r, onde (B

coluna de B_l.

Mostraremos inicialmente que x' e x si3c factivels:

yB=‘BX‘= §B + dei . yﬁ= §N+aﬁJ
V.= Bx= v_ - oe, 7 - 5 _aR’

onde R é a j-ésima coluna de N. Entio para © pegueno bgiyéibg,

Tegl o <y.<b . Aldm di :
bN Y =Py p Yy bN Alem disso:

e portanto X nao € um vertice. Absurdo, logo nao podem existir
menos que n restrigoes ativas.

Condicao Suficiente: Suponha as n primeiras res-

trigoes . ativas. Seja B uma submatriz formada pelas n primei
ras linhas de A: Bx = §B e om §j = b, ou bT, V 1eB.
] i i
Suponha que existam x' e x factiveis diferentes de

X tais que!



= ax'+(l-a)x com O<a<l,

bp

Segue que

1 1

Y= Bx = Bx' + (l-0)Bx = Yp t (1~a)yB.

W

Desde que x' e sao factivels temos: bgiyéib

Tag = * 1:“‘ =v =
bB_yBﬁbB, logo Yp=Yp AN e X

M

=%, Absurdo, pois supomos x'¥x

X#%X. Portanto ¥ & um vertice.

Problema Dual:
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T
B

=]

Podemos determinar o problema dual de (l)usande o

problema equivalente {(3). Para isto definimos a funcao lagra

. m
ana: Seja AsR

t

t t :
Lix,v,)) = c¢'x + % {y-ax) = (c"= 2"a)x + 2%¢

. m .
e considere o problema Langrangeano: Para cada AcR seja:

h(x)= {min L{x,v,2} tal que Bﬂyﬂb+}
Ky Y
Restringimos » tal que o minimo em (7) exista.

sim, desde que x € lrrestrito e vy canalizado, devemos ter:
C r
c - A A=0 ou A A=c

Definimos o problema dual como:

Max h (x)

sujeito a:

nge

(6)

(7)

(8)

(9)

Buscamos agora uma expressao para a fungac dual
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definida em (7): usando a restricae (8) em (6) temos:

t ' h
L(K,)’,)‘-) = A Yy = .)J ALY

Entao

, " . - - +
h(A)= min L(x,y,A)—’L min Ai y, = I Aibi + I Aibi

=1 + i/x.»0 1%, <0
= . 1 1

se %.=0, y. pode assumir qualquer valor no intervalo [b;, b;].
i i

Podemos escrever

m
hEA) = % h.{x.)
. 1l 1
1=1
onde Y se A, <0
1 1 1
hi(xi) =
b.A. sa A.>0
1 1 1

)\. e

Ou seja, o problema dual de P.L.R.C. & um proble-

ma de programagao linear por pavtes. Naturalmente pode ser fa-

cilmente colocado como um F.L. padrac. Definindo X= u-v, uz 0,
vz0, entao (9) é equivalente a;
Max b u ~ b v
£
Atu - Av = ¢ (10)
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Desde que posto {(A)=ne o vetor * irrestrito de si
nal, o problema dual sera sempre factivel (por conseguinte, se
o problema primal for factivel, sera limitado). Se o problema du

al for finito (por conseguinte, o primal factivel), havera uma

[

. e PR t
solucdo oOtima basica: A =(B

R N') onde B° & 4 matriz formada pe
las colunas basicas e N a matriz formada pelas nao-basicas.(As
colunags do problema dual correspounden as linhas do problema pri
mal). Esta particdo fornmecera uma solucgao otima do problema pri

mal:

* . K -
y= Nx*= Ny , fuNB (11)

P

com yﬁ determinado por:

se (cthl)i < 0

b. se (ctBﬁl},

1%
[

Note que as restrigcbOes em B sao ativas, isto e,

existem pelo menos n restrigoes ativas comx*, portanto pelo teo
- L - .
rema 1 a solugcao x e um vertico.

Do exposto acima sepue 0 seguinte resultado:

Tecrema 2: Se o problema (1) for factivel entdo havera um verti
ce otimo,
Note gue a base primal do problema (3) que forne-
ce (11) é€:

B = (12)

e sua 1lnversa,

. B 0

B! =
] -1
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e (x,yN) sao as variaveis basicas, vy as variaveis nao-hasicas.

3
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Segue do teorema % que podemos restringir as bus-

cas aos vartices, os quais podem ser caracterizados(teorema 1 )

- + . -
poer x=B 1yB, onde yj=b. ou bi’ para todo jeB, e B e uma subma -

]

triz de A formada por n linhas linearmente independentes,

3.1 - Imieialinagao: Considere uma partigao em A: A=(§) tal

que a solugao:

- —1.._
*= By (13)
. ¥= Ny
: !
com §j=bj'ou bj para todo jeB, seja factivel.
3.2 - Teste de otimalidade: 0 seguinte teorema identifica u
ma solugao otima.
Teorema 3 - Se as condigoes:
I - (cB_l).>O e v.=b.
] N
T - (eB 1).<0 e §.=b)
3 ] N
forem satisfeitas, entde a solugao (13) &€ Otima.
Prova:—- Considere a seguinte solucao dual factivel:
DRI (8" te; T=0.
Observe que se as condig¢oes [ e II forem satisfei-

tas, entao:

PO
h{x)= kB Vg
Assim
c X ¢ B YB ) yB h{x).,

e o resultado segue do teorema 2 do capitule I.

c.q.d.
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Podemos representar o problema (3) em guadros:

B -1 { 0
N 0 -1 0
0 o
Quadro 1

Escrevendo-o na forma canonica, isto &, escreven-

do as variaveis basicas em funcac das nao-basicas, temos:

1 -3 o] o0
0 -} +I 0
0 <t oo
Quadre 11

Note que_(cthl)j € o custo relativo de yj, jeB,

e ps valores de x, Yy podem sey prontamente obtidos se atribuir

mos os valores de yj, jeB.

3.3 —~ Mudanga de base:

— variavel a entrar va base

Caso exista JgB que viole uma das condicoes do teo

rema 3:
¥. = b, com (cB—I), < 0 (14)
] J J '
au
7 bt co ( Bnl) > 0 {15)
. = b. m ¢ ]
yJ ] J

yj entra na base.
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Suponha que {(14) ocorra:

Isto significa que a j-ésima restricao é ativa no

limite inferior:

A.x = b
J ]
Fazemos:
. =b, + ¢ , e=0 (16)
73 j
Assim,
- -1.3
x =% + (B ")Y.¢ (17)
-5 4+ §d
Yy Vg * - .¢ (18)

Lema l: Se {(14) ocorrer,e modificarmosyj segundo {(16), entdo a

funcao objetive primal decrescera linearmente com €, na
- -1
razao (cB 7).
J ) .
£ €~ t =11 £~ -1
Prova: e¢"x = ¢ 'x + ¢ (B ")”.,e = ¢ X + (¢B )..e, desde que
J

(cB_l).< 0 segue ¢ resultado.
]

- wvariavel a sair da base

Devido ao lema 1, devemos fazer £ tao grande quan
to possivel. Desde que as varidveis x, j=1.., 0 n&o tém lini

tes, apenas as variaveis . linitam o crescimentc de ¢.
y p i

De (18) segue:

.= 5 . o+ B, . .e i= 1,...
Ta+i Yn+i L] ? ?

¢bs: Estamos supondo por simplicidade de noracao que N ¢ forma-
da pelas ultimas colunas de A,

Entao e fica limitada por:
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1
- +
= .o+ R )
Ya+i Yo+l 1] ; n+i
logo,
+ . “nei T Yasi o
£ = e, = min{ / N > 0}
i . ]
1]
+ o=
T ntk Ta+k (19>
i
hkj
b) Se R,. < 0 ,
1]
=3 . R z b
yn+1 Yn+i * 1] € n+i
logo,
+ . n+i ~ Ta+i /B < 0
g £ g, = min{ ij 1
2 . 5
1 N,
1]
_ bn+,9., RE] (20)
m .
x ]
Alem disso
- +
vy, = b, + ¢ = b,
] ] 1
logo
e = bf - b
] J
Devemos escolher € por:
£ = min{s;, a;, b? - bg}
+ D e + : - -
Ba £=€, s entdo ¥ . = bn+k’ isto €, a (n+k}-esima
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restrigao torna-se ativa, enquanto que a j-ésima restricao dei-
. . e B .
xa de ser ativa. Redefinimos a particao: A:(ﬁ) trocando-se a -
-1 -1 -

Gsima linha pela (n+k)-ésima linha. Atualizamos B =, c¢cB | Yy €

retrocedemos ao'rteste de otimalidade.

+ - . - - -
= = + —
Se ¢ €50 entao y .o bn+2’ isto &, a (ntf) esima

restricdao torna-se ativa, e procedemos como acima.

+ .. L .
Se e= bj - b.,, a j-esima restrligac que era ativa no

]
1imite inferior, torma-se ativa no limite superior. Neste caso,
~ - . B . . -~
naoc ha mudanga na partigao A=(N), simplesmente atualizamos Vg ©
testamos a otimalidade.

Caso (15) ocorra, fazemos:

; y.= bh. - & £20.,

Repetimos a analise do caso anterior, determina-

mos limites de g:

- N . ~
- b .o . b -3
81 = mind n+1 n+i / Nij > 0} = n+lc n+lk (21)
f B
i Jij Nkj
+ - + -
. b oo~y b -3
€, = min{ n+i nta / ﬂi' < 0}= n+l n+tt (22)
i oy ] .
] 23

Escolhemos & port!

5 b.— b.}

. - r
e= min {€,, € .
J ]

As atualizacOes sao analogas ao caso anterior.
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3.4 — Resumo do algoritmo:

Considere uma solucao basica factivel (X%,¥) associada a uma
P B
particao sobre A: A=(ﬁ)'

Determine jeB/

- - ~1

I- = b. e cB . <0
v3 ; ( )J

au
-~ + -1

IT~ = b. e cB >0
yJ ] ( )J

Se a condigﬁo I ocorrer va para 3; se a condigao IT ocorrer
va para 4.

Se nao existe tal Indice, entao a solucao & otima.Pare.

Determine EI, EE segundo (19) e (20) ; e
, + + A
e = min{ €10 Eqg bj—bj }.

+ - ~ - . 2
Se €= bj—bj, faca yj= bj_e volte para 2. Caso contrario va

para 5.

Determine €y E; segundo (21) e (22), e

. - - +
£ = minf €15 €44 bj—bj 1.

- - - -
Se £ = bj_bj’ faga yj= bj e volte para 2., Caso contrario va

para 5.

Atualize a particao e a2 solugao, e volte para 2.

~110-
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Visualizacae Grafica do metodo primal:

™~ -
P N 1 . 31 —— ey <"_Yj b i
b 4 AN +
Yn+k_ n+k yn+k=bn+k

Note que as solugdes basicas (a) o (b) correspon-
dem a mesma particao sobre as linhas de A, sendo que em f(a) a
j~ésima restrigao ¢ ativa ne limite inferior, ¢ em (b) e ativa
no limite superior, isto ¢, a mudanca de (a) para (b) nao impli
ca em plvotamentos. No cntanto, quando diminuimos Yoo @ restri-
cao (n+k) rtorna-se ativa. Efetiva-se uma mudanca na particdo 50

bre A: a r-¢sima restrigao € trocada pela (nt+k)-ésima restricio.
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4 ~ INICTALIZALAD DO METODO PRIMAL

A aplicacao do algoritmo primal fica condiciona-

da ao conhecimento previc de uma partigao factivel sobre as li-

nhas de A. Discutiremos a seguir como conseguir uma particao fac

tivel, caso nao haja uma disponivel. Distinguiremos dois casos:

uma solucido factivel (porem naoc basgica)

¢ disponivel; ou nenhu-

ma solucgdo factivel e disponivel.

4.1 -~ Uma

Considere uma

que posto (B)

corresponde a

que:

terados v, ¥ igbB e 1 =

solugao factivel é disponivel

-~ Metodo primal estendido:

Suponha gque % € tal que b <A%<b’. Definimos y=AX.

particao qualquer sobre as linhas de A: A=g§ tal

ou

[95]
m
o
[
o

+ . ~ T :
i > bj ¥ 3jegeB, entao a partigao acima

uma ecolucio basica. Caso contrario,

seja jeB tal

Tentaremos atlvar esta restricao, mantendo inal-
?

3.

Podemog representar graficamente esta mudanca:
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As restrigoOes destacadas foram escolhidas para
formar B. No caso (a), €& possivel tormar a segunda restricao a-
tiva sem violar os demais. No caso (b}, a terceira restricaoc
(restricdo em N) fornamse ativa antes que a segunda restrigao.

Desde que podemos aumentar ou diminuir yj, apro-
veitamos este movimento para melhorar a funcgdo ebjetivo:

1

I) se Ej= (B )j < 0 faca:

+E com - e=0,

Y.= ¥.—€ com g20

Lema 2: Os procedimentos acima melhoram a funcao objetivo primal.
Prova:— Note que X pode ser escrito por:

- -1

Xx= B
s,

Se I) ocorrer, entao:

x= % + e. (!

Como Ej<0 @ £20, temos que:

CX = CX.

A igualdade ocorrera somente se houver alguma restricdo ativa

. . o _ - - .

el N que bloqueie o crescimento de . Se II) ocorrer, a prova sera analoga.
Suponha inicialmente que o caso I) ocorra, entao:

=y, + N, ..e .
Yp+i” Tn+i ij° %

Se N..,>0, devemos ter:
1]
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< “n+i Ta+i
E:"" 4
N..
13
se Nij<0, devemos ter:
n+i ~ Tn+i
£ =
N..
ij
Sejam N _
eb - pin{-BXL DEL oy Ni. > O},
i 8., ]
1]
. n+i ~ Tn+i "
g. = min{ / R < 0}
. f 1]
i ..
13
Escolhemos £ como:
. -+ + + -
g= mln{el, €, bj - yj},
Se €= b; - §i, conseguimos ativar a j-~esima res-—

- . : + +
trigao sem violar as demais (caso {(a)). Se e¢= €, ou €, alguma

restricdao em N torna-se ativa (caso (b)). Modificamos aparticao

em A.

Se II) ocorrer,o procedimento € analogo ao aci-

ma: FEgcolhemns ¢ tal que:

e= mln{El, €, yj - bj}
onde -
Y. .. - b_ .
eT2 min{n*ti nti o, og L g3
i t
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- +
- . nei T Tnsd .
€,= min{ / Nl < 0},
i . J
1]
0 procedimento acima scmpre amplia © numero de

restricoes ativas em B, desta forma, no maximo em n iteragobes te
remos uma solucao basica, alem disso, de melhor qualidade. Note
também que o algoritmo acima pode ser visto como uma extensao do

algoritmo primal para solucdo iniciais factiveis naco-basicas.

4,8 - Newnhuma solugdo factivel & disponivel

4.8.1 ~ Método de vemogao de infactibilidade

Discutiremos agora, como proceder casc o proble-
ma (1) deva ser resolvido, e nac dispomos de qualquer solugacfac
tivel. Desde que a aplicagdc do método primal exige uma solugao
factivel basica (ou épenas factivel, considerando-se sua forma
estendida acima), devemos ter um procedimento para encontra-la.
Naturalmente esse procedimento deve acusar infactibilidade, ca-
so ocorra.

0 procedimento a seguir, inspira-se no metodo da
seccao 3 do capitulo 3 , o qual penaliza as variaveis que nao
se encontram em seus limites de definig¢ac. Considere o seguinte

problema auxiliar:

(24)
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onde
+
Y - bi se y; ° b
f.(y.)= 0 se b, = < bt
iV i Vi TPy
- P
b1 73 8¢ 7y b]
Podemos ter uma visualizagao grafica de cada fun
gao f.:
i A
£,
i
Z T
bl b yi
Chamamos a fungao g:zfi(yi) de medida de infacti-
1
bilidade.

Note que qualquer base do tipo (12) é factivel ao
problema (24), uma vez que a restrigao Ax~y=0 esta garantida,
e (x,y) agora nao tem limitantes. Assim uma solucao para (24) @&

trivial.
3 * * -~ - . .
Sejam (x , y ) uma solugao atima de {24) a2 E¥%=
m N
£ £.(y.,). Sef&*=0, entao x
i=1 0t

¥ - ’ ~ -
e uma sclugac factivel do problema

(1), caso contrario,£*>0 (note que £20), entdo o problema {1) ¢

infactivel, pois se existe x / b—£A§£b+, entdo definindo y=Ax, te
m
mos uma solucdo factivel ao problema (24) e &= I fi(ﬁi)=0. Ab-

i=1

* - * - O
surdo, pois L >f e £ walor minimo de E.
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0 metodo

Tnicializacdo: Considere uma particac nas linhas de A: A= (3)
com posto (B) = un. Coloque as variaveis yp em um de seus limi-
tes (por ex: §i=b; se (cB_l)i<0, §i:b; se (cB_l)iRO;ou simples-~
mente §B=b£).
Sejam
%= B"1§B

Y= Nx= ﬁﬁB_
com §B previamente definido.

Introduziremos, por simplicidade, no procedimento
abaixo a impossibilidade de uma variavel yj, jeB sair de seu in
tervalo de definicao: [bg, b;], com isto seu "custo'" sera zero,
embora esteja num ponto critico.

0 custo relativo de Vi jeB é dado por:

%§0)= r R.. - © R
3 ieNn® *d ien” HJ
onde
N'= {ieN / ¥. > bL}
1 1
N = {ieN / Y < bi’

Tambem definimos

NO= {igN / b;

S
]
I
o
A

+ — -~ - - -
Naturalmente, se N =N =@, a solucao xz e factivel.
Escolhemos uma restricao para deixar de ser ativa

{uma variavel y., jeB para entrar na base) se:
J

jeB / yi= bj
0% <o (25)
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e fazemos y.= bg + e com £z0
ou
jeB / §j= b; e
(0, (26)
]
fazemos
yj= b; - g com ez20,
Lema 3: Supondo a solugao nac degenerada, isto &, ?ixbz ou b;,
¥ ieN; qualquer das modificag¢oes propostas acima leva

—~ % - L] - * *
a uma solugao menos infactivel, 1sto e, a medida de in-

factibilidade diminui.

Prova: Suponde nao-degenerescencia podemos fazer £>0, suficien-

. + -
temente pequeno, sem alterar os conjuntes N , N | NO

Se a alteragao & segundo (25):

Ynei~ Yn+i ¥ ﬂij'e’
segue entao que
m . -
E= % f.(y.) = & (3__.+8...¢e - b )+ I (b__.-(3__.+tR..e) =
i=1 ¥ 01 ieN+ n¥Lr 13 1 ieNT n+i1 n+i L]
~ (T R, - 5 Boe =74 20 ¢
ien” t3 ieNn HJ 3

- . . 0
A conclusao sepue imediatamente, uma vez que fg ) < 0.

]
Se a alteragcao & segundo (26), a demonstracao & anialoga.

c.q.d.

Assim, pelo lema acima, (25) ou (26) indicam wva-

riaveis para entrar na base, ou de outra forma, indicam restri-
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goes para deixarem de ser ativas.
Cagso nenhuma das condicoes (25) ou (26) se verifi

cam, temos o seguinte resultado:

Teorema 4: Se a solugao atual X € infactivel: £>0,e além disso:

- - (0)

V= bj com Ej =0 ,

F.= b com fgo)é G
] 1 J

entao problema (1) & infactivel.

Prova: A prova deste teorema segue a linha de de-
monstracac usada nos teoremas 1 e 2 do capitulo 13,

Usando a particao A= (%) pedemos escrever:

Entao, cada componente de yN-é dado por:

ST ﬁi' v . ieN.
sep 1373

i

Yi

. + . . -
Somando-se yi, ¥1eN , 2 subtraindo-se de yf ¥ieN temos:

D,v. - T o_y.= I (3%  R..- 5 Ry,
ien” *t ieN t ieB ient ien” J
T EFO) y.
jeB ]

Considere as seguintes mudancas de variaveis:

+ - +

ieN - .= bh. —- v. £y <b T - .
ie ¥y yl ; yl , O yi bi bi 3
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jeB/f§0)>0 - yTz v, =b, : Oﬁyfﬁhf -~ b, :
] ] ] 1 J ] ]
. (0) - F L=+ -
eB/T . <0 > wy.,= b, ,-v. ; 0Zv.%b, - b.
: 3 N ) SJ YJ 1 ]

Assim a Gltima equuacao pode ser escrita por:

) J‘r(bJ.r - y_i) - I _(b; ¥ y;) = I, p{0) BT ey e 2 _f-(o) CHEE
fen® b ieN jen” d J b je” d 3 J
onde

B¥ = (jeB / f§°)>0} , 7= {jeB / fJ?O)m} .

Rearranjando esta equagao temos:

- % -y, - £ -y~ % fgo).yf + I EFO) vy, =

ieN™ 1 ient "t jeB+ J ] jel J .

L+ ; .
ieN t ieN JEB+ ] jeB ] j’

= - L b+ I b, DI AN
ien’ 1t el b jeB X J
Note que
- - + , -
E= I (yi - b ) + 1 _ {(b. - yi) =
igN ieN
- I bI + I b. + % R R D
1eN ieN ieN jeB J ieN jeB t37]

= - I B+ & _ BT+ P05
ieHN igN t jeB
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Por hipotese E»0, entdo o lado direito da ultima
equacgao & positivo. Por outro lado os coeficlentes das varta-
vels y;, yg sa0 negativos, e portanto a equagao jamails sera sa-
tisfeita. Por conseguinte o problema (1) sera infactivel.

Suponha que exista jeB satisfazendo (25). Na medi
da que aumentamos £, algumas restrigdes tornar-se-ao satisfei~
tas, enquanto que outras tornar-sgé—ao violadas. Desta forma o

custo relative fj deve ser atualizado: Calculamos os valores de

£ que promovem as mudancas em I,

J
+ -
b - v .
. ot n+i n+L
i) Y, = —
N..
1]
+
B,.<0; ieN
1]
vT o= n+i  Vnei
* ", .
13
.. - n+i ~ Tn+i
ii) Y, =
N..
1]
N..>0; ieN
1]
+ -3
+ n+i Tn+i
‘Y'L = -
' N, .
1]
+ 5
ii1) YT _ _n+i n+i , Nij>0
L N
1]
.0
1eN
- n+i | Tnai , N,.<0
Yi = - 1]
N, .
1]

Observacoes: Os valores assim calculados sdo nio-negativos. No
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. . + :
item 1), o valor y. corresponde ao valor de e>que faz uma res-
1

tricao violada no limite superior ser ativa no limite superior.
Entretanto o continuo aumentn em ¢ pode levar csta restricao a
violar o limite inferior:; o valor de £ que promove isto & dado
por YE. Observacao semelhante pode ser feita para o item ii) on
de a restric¢iao é violada no limite inferior. Para o item 1ii),
o valor YI representa o valer de ¢ que faz uma restricao satis-
feita atingir seu limite superior: valores de & sgsuperiores que

¥

(R

levaria a uma violacado de alguma restricao satisfeita. 0 va=-
lor v. tem significado semelhante para o limite inferior.
1
- .. ' . , + -
Nao permitiremos que £ seja maior que b.-b., ou
] J

seja, y, nao deve violar seu limite oposto.
]

Ordenamos estes valores:

in

H.
.

€3 € +
g .. =y trept o opT
1

o T J ]

~
[

Y

s

i, L .
onde e"j= + ou ~, supondo existir ¥ valores gque modificam f. an

tes que yj atinja seu limite oposto. Note gue teremos i =i com

pP#q, porem e, =me, .
P q

Limitante de ¢:

e,
. L] . P S .
Para 0Ozgs=svy ", & Infactibilidade decresce linear-

L
R A 0
mente com a taxa de wvariacao EF ) {(lema 3). No entanto, para
e, e. J
11 12 .
Y <gZy » 0 custo relative de yj deve ser recalculado:
I3 1,

, +
se 11EN

w < 8% 4 iy (27)
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entao:
AR SCORNNE S ;
j ] 11}
Se i;eN |,
N + N - {11}

(28)
NO <+ NO + {i1}

=
w

(1 £ (0) .
] J 1]

Se ileNO e N. . >0
11]

8 < x? - (i)
| | (29)
NY <« 8t s {111}

(D200 | g
] ]

i1y
. 0
Se i,eN e R. . =< 0

N~ <+« N - {i;}

N™ « N + {i;} (30)

8., .
11]

(D (0
] 3

1)

Note que o calculo de f; pode ser resumido numa

unica formula:

(1) . (0)
B R e Ry (31)

Se f§1)<0, a infactibilidade diminui quando € cres
e. =) ’
1 c.

11
ce (Y. 2 iri (1 ’
({il <5Lyi22). Caso contrarico, fj )20, fazemos €=y, 1-
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De uma forma geral, o custo de y, para o interva-
J

e. e, .
1o (y,'s, Y.'S'l) -
‘LS ]"S+I {53
Po- 257N LR, (32)
i i,]
Seja ssr tal que:
p (- o gDy, (33)
J J
€,
Fazemos e=y, 8, 2 ig-esima restricao de N torna-
s

se ativa. Redefinimos B e N trocando-se a j-esima restricao de

B pela i -ésima restrigao de N, e escolhemos um novo indice
5

[ SSyY

satisfazendo (253 ou (26),

9¢ nio existe um indice s que satisfaca (33), sig

mifica que f;r)cO, fazemos entdo e= b. - b, isto &, y.= bl . Nio

ha redefinicao na particao sobre as linhas de A, e escolhemos um

novo indice i satisfazendo (25) ou (26).
Visualizacdo grafica do metodo de remogdo de infactibilidade

Podemos representar os movimentos no espaco das

Coe e . £ ; do v = (J1).
varlavels de ajuste Yy supon ° ¥y (yzl

figura 1 figura 2

.



~125-

Podemos tamheém representar a fungdo medida de in-

factibilidade £, quando ¢ varia:

A E- g
g £
| !
1 !
1 ., 1
| I
| ', | [ /’
| \ 1 i
H 1 i > } >
"t - € -t - €
# Y, i Yy Y, 1P
Figura 3 Figura 4
A figura 3 corresponde a evolucao da medida in

factibilidade da figura 1, enquanto que a figura 4 (note que o
minimo de £ € zero) corresponde a figura 2 ( Note que a factibi

lidade foi alcangada).'

4.2.2 - Método dasz vavidveis avtificiais

0 procedimento a segulr, introduz variaveis arti-
ficiais com o objetivo de obter um problema modificado, porém,
com solugdo factivel trivial. Uma funcdo objetivo adequada se
encarregara de eliminar as variaveis axrtificiais (forgca-las a
serem nulas).,

Considere as restrigocs representadas graficamen
te abaixo:

Supomos por simplicidade que A12=A22=1, assim b;,

b,, i=1,2 serao dados pelas interseccdes das restricdes com o

i
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Transladames as restricoes de modo que contenha a

origem, 1lsto e, x=0 passe a ser factivel:

entao u deve ser tal que:

u b+

bl 1

[[F

A

Transladamos a segunda restrigio com

tidade u:

entao,

ot
[IF8
=
IF
o

ISR S

a mesma quan

Note que isto e possivel, desde que os intervalos

[bI, bI] e [b;, b;] tenham elementos em comum.

Lo T4 Y
} Wit

- + 7
4 b2 b1 b2 by

Destd forma, para qualgquer valor de u E[bz, b

solugdo x=0 sera factivel As resctricédes:

v

+

2],at
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- +
b.2A x4+uzh

11 1

- : . +
b2=A2x+u=b2

Naturalmente estamos iIntercssados em encontrar x
factivel para problema originalj o que sera conseguido quando u=0,

Para isto resolva um dos seguintes problemas:

(34)

ou
. t
min ¢ x+Mu
- +
bliA x+uzb

1 1 M-grande (35)

+
bZﬁA2K+U£b2

Osusb]

Na medida que resclvemos {(34) ou (35) novas solu-
¢oes x#0 devem ser encontradas, e u deve diminuir a cada itera-
cao. O problema (34) corresponde a fase I da programacao linear,
© qual fornecera uma solucgdo factivel para o problema original,
O problema (35) corresponde ao método M-grande da programacao 1i
near, e sua solucao sera a solucdo 6tima do problema eriginal
(para M suficientemente grande). No cntanto os métodos sho equi
valentes, uma vez que as primeiras ireracbes em (35) forcara u
decrescer, ou seja, buscara a Factibilidade, conforme o proble-

ma (34).

Suponha, no entanto,, que as restricdes sejam da-
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das da seguinte forma:

*o

L

Agora, a translacdo das restricoes na mesma quan-

tidade nao faz x=0 factivel, pois:

b L e 3
= - +
¢ b tgbl by u

Desta forma, os valores que torma x=0 factivel na
primeira restrigao, ndo faz x=0 factivel na segunda. Introduzi-

mos translacbes independentes: u e resolva o problema:

1* "2

mitt u.+u
1 2

- +
< A <
bl___.Alx+ul_b1

bA.X+u.<b.

) Sh, LD (36)

De uma forma geral, procedemos como se segue: Su-
+ . . .
onna ue = Sem I r ade ols caso eXxlsgsta
ponha g b =0, perda de generalidade, p t
+ . - P - ce -
bi<0, multiplicamos a i1-esima eguacac por -1, e redefinimos

bT« ~-b., b, « —b_.
1 1 1 1
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Sejam T= {1, 2, ... m} o conjunto de indices das

- - - + :
restrigoes e Ioz {iel / bngibi}‘ Note que x=0 satisfaz as equa

coes indexadas em I

0 Considere i1 seguinte particao em I—IO:Il,
12, Caay Ir tal que:
= +
max b,Zmin b., k=1, 2, ... r,
1 i
lEIk lE:Ik_.

As restric¢oes em L sao transladadas da mesma quan
IS -_—

tidade Uy, resolva um dos problemas abaixo:

r _ r
min { % uy ou CLX+M('Z uk)}
k=1 k=1

sujeito a:

- + (37)
b,.zA,x = b, 1gI,.,

i i 1 0

+
- + =

blsA Etysh iel , k=1,2,... x
0 < uy = max b. , k= 1,2,..., 1

Waturalmente, podemos escolher como limitante pa-

. - . +
ra u, qualquer valor no intervalo: [max b., min b.J.
A3

ie%{ iel_

. . . + - .
Em [ 22 1, foi sugerido min b_, porem preferimos
:|.€1_k
o limite inferior: max bi, uma vez que pretendemos fazer u_  igual
J'_EII\,_ Jis

a zero, ccnhecamos com u, © menor possivel.

Podemos aplicar o método simplex ao problema (37),

partindo a solugdo factivel: x=0, u = max b,. Se a fungdo obje-
iely



~130-

tivo for I u,, uma solucgao factivel ao problema original sera

<

encontrada se ukzO, k= 1,..., r. Aplicamos entao o metodo sim-

,1

~ - . . t .
plex com a fungao objetivo criginal: ¢ x. Se min I
k=1

uk*> 0, en-

tio o problema (1) serd infactivel.
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5 - Método Dual

Como vimos, a dificuldade principal no método pri
- - -~ . _— - - - . . -

mal e a cbtengao de uma solugac factivel caso nac seja disponl-
vel. 0 métedo das variaveis artificiais (seccao 4.2.2) leva a
uma ampliacao do problema, enquanto que o método de remogao de
infactibilidade exige a implementagao de um novo algoritmo.

0 método dual que descreveremos a seguir tem ini-
cializagao imediata, e percorre veértices infactiveis satisfazen

do as condicoes de otimalidade (teorema 3}.

5.1 - Inteializagao: Considere uma particac sobre as linhas

B
de A: A= (N) com BeR™M o posto (B)=n.

Sejam

b, se (cB 7). = 0
. i i
¥y.=
I~ -1
b. se (¢cB 7)., =2 0 (38)
1 3
%= B_1§B
y= Nx= ﬁ?B

A solugao dada por (38) satisfaz as condicoes do
teorema (3), e corresponde a uma base do tipo (12) com (x, yN)
variaveis basicas. Se bg£§N£b;" entaoc a Solugao g factivel (um
vertice de S) e portanto Otima. Caso contrario procedemos como

sepue:

Aplicamos o algoritmo dual-simplex ao problema
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(3):
5.2 —- Desenveolvimento
Suponha que a (n+i)-ésima restricao esteja viola
da:
v < b - ou v s b7 A variavel - é
Tney n+l Y+t n+t’ Yn+5?,

candidata a sair da base (em cutras palavras, a (n+0)-6sima res

tricao é candidata a tornar-se ativa).

a) Analisemos inicialmente: y_ ., < b -
n+§ n+ 4

Alteramos uma varidvel ndo-basica de modo a con-

seguilr yn+F=b—

ol Suponha que alteramos a k-ésima variavel de Vg

mantendo as demais inalteradas:
1

i) Se ﬁ'ik > 0 e yk=b; {caso em que (cB_l) z0)

fazemos

entdo,

i1) Se R < 0 a §P=b; {caso em que hﬁfl)k<0)

fazemos

entao

Além disso, k deve ser escolhido de tal forma que
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a condicao de otimalidade persista depois da mudanca de base.,
Basta observar que o novo custo reduzido de uma variavel nio-ba

sica sera:

onde c= ¢B .

Assim, se ¢.20 e N .20 + c.20; e se ¢.<0 e N_.20-
i ’3 J J L]

a8
[

gX]

Para os indices tais que:

E.-O e ﬁ . >0 ou
N 23

ry

¢, <0 e N .<0,
] 23

ou de uma forma geral, ¥ jeB tal que’

CH

20 com g .20

N £
|

devemos ter:

¢ c,

ko]

N N
Lk )

Assim escolhemos keB tal que:

i

Ek c. .
o= min gt / - 20} (39)
Lk j=l,nm %3 2]
Observacao: Quando Ej:O, a razao sera considerada somente se

ﬁ£j>0 (veja (383).

Teorema 5: Se ndo existe pelo menos um indice que satisfaca (39),

entao o problema (1) & infactivel.
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Omitimos a demonstragao ¢ observamos que qualguer
movimente factivel para as variaveis ndo-basicas y.» jeB (ditados por

i) e 1i), piora-a violagao da (n+%)-£sima restricio,

5,2 - Limitantes de ¢

Desde que a variavel Yy e limitada, devemos ter:

Por outro lade, o valor de € que faz yn+£=bn+2

dado por:

- S5
n+d n+% se N£k>0
1
hik
g= ﬁ
n+l ~ Tnal s€ Ny <0
L Ny
ou equivalentemente;
T n+f _ Tn+f {(40)
1%
Escolhemos ¢ tal que:
. - + .-
L _ 1,
e= min {€, bk bk'

. + - ~
Se £= b, b entao fazemos:
k k?

b se B =0

b se 8, <0
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e escolhemos um novo indice por (39), excluindo-se o indice k.

Se g=g£, a variavel ¥y sai da base e y, en
4

.=b =
n+% o+t
tra na base. Atuvalizamos B e N, & repetimos o processo. Note que

o custo relativo da nova k-ésima variavel nio-basica (variavel
c
A - k.

Yn+£) e ﬂgk

={ e entac a condicdo de otimalidade {(teorema 3)

estd satisfeita, desde que Yoe2 Ppat

b) Caso em que: ¥ > b

-, a analise & analo-
n+f n+k

ga ao caso 4a), com algumas alteracoes nas féormulas (39) e (40):

Devemos escolher keB tal que:

Ek Ci c.
- = min . -ﬁi—:o} . (41)
Nk j=1,n Mo g ej
0 valor de e que faz com que yn+2=b;+2 dado
por: 5 +
_ g~ 45
- il o - (42)
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Suponha que o poato (a) corresponda a solugao ba
sica atual, e a k-ésima restricao foi escolhida para deixar de

ser ativa (yk foi escolhida para ser basica). Poréem Y1 atinge

seu limite oposto antes de Yo ws atingir seu limite inferior. O
L Ha

ponto (b) é alcangado sem mudanga de base, e a p-eésima restricao

é entio escolhida para deixar de ser ativa. O ponto {c) €& alcan

cado, o qual satisfaz as restricdes, portanto e otimo.

5.4 = 0 algoritmo dual
Tnicializacao: Faga uma particac qualquer nas linhas de A:A:(iL

tal que posto (B)=n. Determine §B como segue; para JeB,

b. ge E.z(cB_l).<O
A ] ] ]
Yj_
- - =1
b, se c.={cB 7).20
] J 1
- -1
X= B yB

1) Teste de otimalidade:

Se b§é§N§b+, entio X resolve o problema (1). Ca-

= - + -
50 contrarin, se <b va para 2 . Se >b .
Tn+r " Pa+n I Voeg Doy, VE Para 4

2) Determine k

e va para 3.
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Se nao existir tal indice , o problema (1) ¢ infac-

tivel. Pare.

3) Determine

] - 4
e= min {¢, bk - bk}
onde B _
. -y
o n+g‘ o+
L
se g= b+ - b, faca
k 1’ g
+ -~
bk se NER)O
Yk= B
se <
bk 5e Nﬁk 0

Volte para 2 excluindo-se k.

Se g€=¢ va para b

4Y Determine k

Se nao existe tal Indice, © problema (1) é infactivel.

Fare.

5) Determine
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onde _ N
- Yn+z e+ L
£z mm———————
Nik‘
Se ¢= b; - b; volte para & excluindo-se k.

Se e=g wva para b

6) Atualizacdo: Redefina a particido sobre A: Troque a k-ésima 1i

nha de B pela f-eésima linha de N. (WNote que yN=b; cu b; Y.
v e £

Volte ao passo 1.
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6 - Conclusoes

0s métodos primal e dual (secoes 4 e 5 respectiva-
mente) foram apresentados aqui come uma aplicacgao direta dos co
nhecidos metodos primal e dual simplex com variaveis canaliza-
das da programacao linear [34], Esses algoritmos foram inicial-
mente apresentados de uma forma independente dos metodos da pro
gramacao linear, sendo inclusive o metodo dual [38] apresentado
como um novo método para programacao linear, uma vez que qual-
guer problema de programagio linear pode ser colocado na forma
canalizada, isto &, como o problema (1).

Esperamos com esta apresentacac a partir dos meto-
dos classicos de programagﬁo linear, esclarecer que nac sao no-

vos métodos para programagaoc linear, e sim um aproveitamento da

B .
estrutura das bases: B = 0 } do problema equivalente (3)
N I ;
¥
(que correspondem aos vertices de $), uma vez que sua  inversa
pode ser determinada simplesmente pelo conhecimento de B_l :
L1
B L _| B 0 .
yp" -1

0 metode dual apresenta uma primeilra vantagem sobre
o método primal no que concerne a inicializacao, pols uma solu-
P - . - . - 3 L3 -
cao com caracterlstica de otima & simples de ser obtida. Porem
uma solucao factivel somente sera alcancgada na ultima iteracgao
(solugcao otima), enquante que ¢ metodo primal trabalha sempre
com solugoes factiveis, as quais sao melhoradas a cada iteragao.
Se o problema for de dimensio muito elevada, e a execucao inter

rompida antes que uma solugao oOtima reja encontrada, entao o ma
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todo primal fornecera uma solugao factivel melhorada (supondo
que 0 tempo de busca de uma solucao inicial tenha sido superadc), enquanto
que © metodo dual fornecera uma solucgaoc infactivel,

Um trabalho semelhante ao deste capitulo, tratando
apenas com desigualdades simples, foi feito por R. Ribeiro [37],
gue nos alertou para a ligacao dos metodos especializados em
restricoes canalizadas com os métodos classicos.

Alguns problemas, alem das restrigoes canalizadas ,
podem apresentar estruturas particulares, como: bloco angular,
escada, etc. A juncao dos métodos deste capitulo com  técnicas
de decomposigﬁo ou de exploragao de esparsidade deve levar a ga
nhos computacionais. Em particular V.P. Gomes [31] motivada por
um problema de otimizagao global He ragoes, cuja estrutura e de

bloco angular, utilizou técnicas de decomposicgao.
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