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RESUMO

A expansio da rede de telecomunicagdes exige investimentos vultosos e deve ser cui-
dadosamente planejada. Esta expansdo leva em conta a demanda histérica do tréfego
e utiliza algoritmos de previsao para projetar o trafego para o curto, médio ou longo
prazo. A escolha do algoritmo de previsio apropriado deve levar em consideragio,
entre outras, 1) a precisdo requerida para o erro entre o valor projetado e o valor
observado, 2} a facilidade de automatizagdo do algoritmo em vista do grande ntimero

de rotas de trafego existentes, e 3) a estabilidade dos valores projetados n passos &
frente.

Este trabalho originou-se da necessidade de obtengdo de projecbes de valores de
trafego (ou, equivalentemente, do niimero de terminais) para atender ao planeja-
mento ¢ 3 administra¢do de trafego.

A maioria dos requisitos citados para a escolha dos algoritmos de previsdo é pre-
enchido pelo modelo de Espago de Estados com o estado estimado pelo Filtro de
Kalman. Isto se deve a gue o modelo: 1) permite associar as caracteristicas fisicas das
séries temporais s varidveis de estado, 2) pode ser simplificado ¢, conseqiientemente,
auntomatizado, ¢ 3) tem uma concep¢lo intrinsecamente recursiva. De fato, a uti-
lizagdo deste modelo tem sido objeto da grande maioria dos recentes trabalhos de
teletrifego onde a previsdo de trifego é o alvo principal. A aplicacdo do modelo de
Espaco de Estados, para este caso, recai num problema de filtragem néo-linear, onde
tanto o estado quanto a matriz de transicio de estado — relacionados numa dnica
equacio — devem ser estimados simultaneamente. Isto tem sido resolvido por meio
de uma técnica de relaxagdo: o algoritmo Ezpectation-Mazimization, EM. No en-
tanto, apesar de produzir resultados de acordo com as especificagdes, esse algoritmo
requer um elevado esforgo computacional. Além disso, em alguns casos, como por
exemplo na mudanga brusca da dindmica do sistema, o algoritmo EM pode desem-
penhar relativamente pior que um algoritmo mais simples.

Propde-se, neste trabalho, o Algoritmo de Projeciio Segiiencial Robusto - APS Ro-
busto, que, as custas de um desempenho ligeiramente pior que aquele obtido pela
aplicagio do B, é substancialimente mais simples de se implementar além de apre-
sentar uma grande robustez, caracterizada pela sua pouca sensibilidade a grandes
variagbes dos seus pardmetros. Esta robustez foi comprovada por testes efetuados
com dados de campo de 40 rolas de trifego.

Com o intuito de se reunirem as caracteristicas de precisio de erro do EM, da robus-
tez do APS Robusto, e poder atuar em situagdes de perturbagdes ndo-estaciondrias,
propoe-se o Algoritmo de Projegio Seqiiencial Adaptativeo Modificado - APSAM. Qs
testes realizados mostram que esse algoritmo supera o desempenho do EM, requer
menos carga de processamento, além de ser capaz de se adapiar s variacdes nos
valores dos parametros do modelo, sendo apropriado para aplicacies em tempo real.
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Capitulo 1

Introducao

As previsdes dos valores de tréfego (traffic forecasting) sio parte integrante do Planeja-
mento da Rede incluindo o Planejamento da Expansio, da Administracio de Trifego, da
Geréncia de Rede e do Planejamento Financeiro das empresas que operam no setor de
telecomunicacoes.

O papel das projecdes de trafego no planejamento da rede é prover dados para dimen-
sionamento e otimizagio constituindo previsées a longo prazo, da ordem de dois a dez anos.
Para a administracio de trafego e alocagio de recursos requer-se a projecio da ordem de
alguns meses & frente, até um ano. Para as atividades de geréncia de rede h4 a necessidade
de aquisicao e projegido de dados quase em tempo real, da ordem de minutos.

A Telesp (Telecomunicagdes de Sao Paulo S. A.) possui atualmente em torno de 10000
rotas de trafego que precisam ser continuamente observadas e projetadas. Estudos da
Bell System para os USA [23] indicam que uma rota de trafego possui um ciclo de vida
variando de um a dez anos ', sendo tipicos os valores de trés a cinco anos (trés a cinco
observagdes anuais). Portanto, dois fatores sao cruciais para o desenvolvimento dos algo-
ritmos de projecdo: a necessidade de se produzir um grande nimero de projegées em um
sistema totalmente antomatizado e a tipica caréncia de dados em cada série individual.

Para a correta provisdo de recursos é necessdrio que se conhega o trafego médic cursado
pela rede, sendo este o insumo dos algoritmos de projecio.

1.1 Dados de Trafego

Dois tipos fundamentais de trifego devem ser considerados para efeito de previsao /planejamento:
o trafego obtido por meio de medicoes diretamente nos circuitos e o trafego obtido como
subproduto do sistema de tarifagio (que é o chamado tréfego ponte-a-ponto porque mede
o periodo de ocupagio entre duas localidades ou dreas de origem/destino diferentes). Na
Telesp, a coleta de dados da estatistica ponto-a-ponto permite varisncia dos erros da
ordem dos cometidos pela medigao direta dos circuitos. O procedimento para a obtencio
dos dados ponto-a-ponte se baseia na observagao das diregées de trifego durante dez dias

1Esse periodo de duragiio ¢ devido a mudangas: na esirubura da rede, de numeragao de encaminhamento,
ebe,



consecutivos, 24 h por dia.

Existem dois fatores que afetam as séries temporais com dados de trafego: A falta de
dados suficientes e a falta de confiabilidade dos dados disponiveis. A falta de confiabilidade
nao corresponde apenas a varidncia do erro devido ao método de medicio, mas também
as condigbes da rede. Em situagoes de congestionamento observam-se circuitos sobrecas-
regados mas nio se sabe qual o trifego verdadeiro oferecido & rota (o trafego oferecido da
origem a carga bésica [10] que serd projetada).

Para se obter mais confiabilidade nos dados, mesmo em condicées de congestionamento,
empregam-se duas técnicas para a determinacao do trafego oferecido:

o Utiliza-se a férmula de Erlang invertida (que aqui se denomina “ técnica de campo
”}. Ao invés de se calcular a perda (grau de servigo) a partir do trafego e do nimero
de circuitos, obtém-se o trafego oferecido [57]. No entanto, sem a consideracio das
chamadas que sdo repetidas quando a taxa de chamadas ndo-completadas é elevada,
esse procedimento apresenta resultados inadequados;

¢ Utilizam-se modelos de chamadas repetidas, onde estima-se uma fungao para a per-
severanca do usudrio (com que intensidade o usudrio estd disposto a realizar retenta-
tivas até obter sucesso) e utiliza-se também um pardmetro indicador da qualidade da
rede {quantas tentativas, em média, sdo feitas na rede para que se obtenha sucesso).
Atualmente a rede brasileira tem um fndice de sucesso de 40% a 50 %, ou seja, quatro
a cinco chamadas completadas a cada dez realizadas. Aplicando-se um modelo de
chamadas repetidas [58] % [10], obtém-se o nimero de intengoes de chamadas e dai o
trafego oferecido.

Para a consideracao do periodo em que os circuitos devem ser observados, utiliza-se
o conceito de Hora de Maior Movimentoe, HMM. A HMM corresponde ao periodo de 60
minutos consecutivos onde se observa o maior valor médio da intensidade de trafego.

Para se utilizar dados de trdfego mensais, define-se o Valor Representativo Mensal,
VRM. Em cada més utilizam-se medicdes do trafego cursado durante cinco dias consecu-
tivos, durante a IMM (ou hora representativa mensal, atualmente entre 10 e 11 horas da
manhi), e define-se 0 VRM do més como o segundo maior valor didrio. O Valor Represen-
tativo Anual, VRA, ¢é definido como o segundo maior VRM.

Além das séries de trafego, as projecdes sao feitas com numero de terminais, geralmente
quando ndo se dispoe de dados de trafego ou o horizonte de projecdo é muito distante.
Em outras tecnologias, como por exemplo, nas redes de pacotes, utiliza-se o niimero de
segmentos de informagao.

A complexidade da rede também ¢ um fator que deve ser considerado, e isto sera
comentado a seguir.

2A recomendagio E.501 do CCITT (atual TTU-TS) propde uma “ téenica de campo 7 como descrita
acima, baseada nos valores de trafogo medido nos circuitos e se utiliza do modelo de chamadas repetidas
para se obter um fator de corregiio da distorcio cansada no caso da aplicagio da técnica em rotas con-
gestionadas, Fm [58], propoe-se um procedimento mais detallbado usando o mesmo modelo de chiamadas
repetidas {Anexo A da F.501) e como fonte de dados as estatisticas pouto-a-ponto ¢ de chamadas repe-
tidas como o sistema DDD-X da Embratel, que consiste na separacio do tipo de ocorréncia da chamada
efetuada: OK (completada), NR (nao-responde), LO (assinante do destine ocupado), CO1 {congestiona-
mento na origem}, CO3 {congestionamento na rota) e CO2 {congestionamento no destino}.



1.2 Estrutura da Rede

A rede interurbana nacional obedece a uma estrutura hierarquizada onde se permite que
as centrais de transito de uma determinada classe se lignem apenas a outras centrais de
sua classe ou a classes acima da sua. Por exemplo, a maior classe, a central de transito
internacional, recebe ligagoes apenas das centrais de classe [ ou de outras transitos inter-
nacionais. Por sua vez, as de classe I recebem de outras classe I ou das de classe IL. Os
tipos de rotas interurbanas® do Estado de Sdo Paulo, administradas pela Telesp, sio *:

¢ Rotas de primeira escolha (que tém preferéncia de encaminhamento);
* Rotas de segunda escolha ou alternativas (entre Transitos classe I1);

o Rotas finais (local para trinsito e vice-versa e Transito classe Il para classe Il e
vice-versa).

Como exemplo de tréfego local, nas grandes regides metropolitanas como a cidade
de Sdo Paulo, as ligacdes diretas entre as centrais telefonicas sé se realizam quando hd
alto interesse de tréfego (rotas de primeira escolha direta, de alta perda), caso contrario
sdo encaminhadas para centrais denominadas Tandem (rotas alternativas) que concentram
pequenas quantidades de trifego de muitas regides, formando um volume de trifego signi-
ficativo, que € enviado ao destino como rota final, possibilitando economia devido & maior
utilizacéo dos circuitos.

Ha estudos para a utilizagio de redes nio-hierarquizadas no futuro (e algumas ji em
funcionamento) e também para cursar uma mistura de tipos diferentes de trafego, tais
como: voz, dados, imagem, etc.

As distribuigdes dos trafegos que cursam essas diferentes rotas sdo bastante diferentes e

isso deve ser levado em conta nio somente pelos métodos de medigio como também pelos
métodos de projecao.

1.3 Métodos Existentes versus Métodos Propostos

Muitos des métodos de projecio ainda hoje empregados pelas empresas operadoras utilizam-
se de algoritmos de extrapolagio e do ajuste de fungbes que foram originalmente projetados
para célculos manuais e que estavam disponiveis antes da disseminagio do uso de compu-
tadores e do advento das modernas técnicas de estimacio.

De mancira geral, os modelos de projegdo sio classificados em estaticos, que nio levam
em conta o valor de suas saidas passadas, e dindmicos, que as levam em conta (Capitulo
2). Este trabalho enfocard principalmente os modelos dinimicos (considerados integrantes
das modernas técnicas de estimagao), e entre os dinAmicos, particularmente os modelos de
Espaco de Estados [27] (que foram aplicados pela primeira vez por David e Pack [22]). Esta
escolha, além das razdes descritas no Capitulo 2, se deve também ) tendéncia observada
nos trabalhos de projecao de trifego mais recentes.

30 trafego interurbano é mais rentdvel que o trafego local {emn uma mesma cidade), portanto ¢ a
prevcupagio principal das empresas operadoras dos servigos de telecomunicages.

*Em [15], o Algoritmo de Projecio Seqiiencial Robusto proposto por Moreland [12], foi aplicado a 111
rotas de trafego e few-se o diagrama dos crros obtidos por $ipo de rota. Nesse artigo, considerou-se cinco
tipos de rotas de trafego, aglutinadas aqul em trés tipos.



Os seguintes paises podem ser citados como sendo aqueles que ja publicaram trabalhos
ntilizando modelos de Espago de Estados para problemas de Teletrafego: Estados Unidos,
Franca, Portugal, Japao e Holanda. Todos os trabalhos desses paises mostraram a uti-
lizacao de dados praticos colhidos de suas redes. Particularmente a Franca, com quem o
contato fol mais estreito, explanou que os modelos de Espaco de Estados sao utilizados
em sua rede para projegoes de triafego. Para projecoes dos valores dos numeros de chama-
das efetuadas, devido a serem processos estocasticos melhor comportados, a administracao
francesa utiliza-se de modelos de projecao mais simples.

1.4 Cronologia dos Métodos de Estimacao Linear

A seguir uma breve cronologia histdrica da evolugao dos métodos de estimacgao linear:
1632 Galileu, com o método dos minimos quadrados em estudos de astronomia;

1795 Gauss, com minimos quadrados ponderados que foi publicado por Legendre pela
primeira vez em 1805;

1923 Wittaker, métodos de suavizagao;

1930-1940 Kolmogorov e Krein, processos estocasticos de tempo discreto, e Wiener, pro-
cessos estocasticos continuos (filtros 6timos no dominio da freqiiéncia);

1947 Levinson, filiragem de Wiener para o caso discreto;

1960 Kalman, filtros étimos no dominio do tempo, ideais para implementacdo em compu-
tadores digitais por serem intrinsecamente recursivos;

1960 - 1970 Kailath, reformulou a teoria de Kalman;
1970 Box e Jenkins, modelos lineares na area de controle;
1971 Harrison e Stevens, aplicagdo do Filtro de Kalman na engenharia de controle;

1979 David e Pack, introducéo do Filtro de Kalman para projecoes na area de telecomu-
nicagoes.

Além destes, trabalbhos de outras dreas influenciaram o estigio atual dos métedos dis-
poniveis:

e No campo econémico ¢ financeiro: os modelos cldssicos de Holt (1957) e Winters
(1960, efeito sazonal), Brown (1863, suavizagio cxponencial) e Harrison (1965, mo-
delo sazonal expresso em termos de harménicas);

¢ No campo do processamento digital de sinais, o desenvolvimento de algoritmos adap-
tativos: Leadrow e Hopf (1959, algoritmo gradiente ou Least Mean Squares); Godard
(1974, algoritmo dos minimos quadrados ou aplicaciio da teoria de Kalman); Fako-
net e¢ Lyung (1978), Carayamanis et al (1983), ¢ Cioffi ¢ Kailath (1984, minimos
guadrados rapidos); Mori et al (1977, filtro trelica);



¢ No campo da andlise espectral: Yule (1927) e Burg (1967, modelo auto-regressivo);
Griffits (1975, modelo auto-regressivo adaptativo).

Os filtros lineares 6timos tém duas origens: uma ligada 3 drea das comunicagdes e
devida a Wiener e outra ligada a drea de controle e devida a Kalman.

1.5 Breve Descricao dos Capitulos

O Capitulo 2 apresenta uma revisio dos modelos existentes aplicados s projegdes de
trafego, dividindo-os em Estdticos e Dinamicos, analisa suas vantagens e desvantagens, e
termina por sugerir a utilizagdo dos modelos dindmicos e, particularmente, o modelo de
Espaco de Estados. O Capitulo 3 descreve os modelos aditivos de Espaco de Estados,
mostra as equacées do Filtro de Kalman e do Suavizador de Kalman e compara o desem-
penho dos dois tipos de suavizador. Ao final, propde a implementagio de dois algoritmos:
o Algoritmo de Projecao Seqiiencial Robusto - APS Robusto, e o Algoritmo de Projecio
Seqiiencial Adaptativo Modificado - APSAM. Além disso, sugere que a Técnica de Re-
laxagao utilizada para se estimarem os parimetros, maximizando recursivamente a fungdo
de verossimilhanga, continue a ser utilizada como ferramenta de comparagio e suporte. O
Capitulo 4 apresenta o APS Robusto proposto com suas duas principais vantagens: esta-
bilidade na proje¢io a n passos € menor dependéncia em relagio ao valor verdadeiro do
estado inicial. O Capitulo 5 discute 0 APSAM com a estimacao completa da matriz da co-
varidncia do erro de modelagem, @ (ruido no estado), por meio de um modelo de estados
adicional, cujo estado é estimado por um outro Filtro de Kalman, denominado subfiltro;
propoe equagoes adicionais para a estimacgao recursiva da matriz da covaridncia do erro de
observagio, Ry, e também propde a estimagio recursiva da matriz de transicio de estado,
®. O Apéndice A apresenta uma extensio deste algoritmo para multivaridveis, Uma série
de outros apéndices, de B a K, é introdusida ao final com o objetivo de tornar a leitura do

corpo da tese mais suave, visando eliminar partes mais carregadas de equacdes do texto
principal.

1.8 Contribuicoes do Trabalho

Aqui sdo listadas as contribuigdes do trabalho, por capitulo:
e Capitulo 2
— Breve descrigio dos modelos de projegiio utilizados para projecio de rotas de
trafego, discutindo suas vantagens e desvantagens;

— Justificativa sobre a preferéncia dos modelos dindmicos em relagio aos estiticos.
Entre os modelos dindmicos, consideracgoes sobre a utilizacio dos modelos de
Espaco de Estados sobre os modelos EntradaxSaida.

o Capitulo 3

— Proposta de varios tipos de modelo de Espaco de Estados aditivos, combinando
os desenvolvidos com caracteristicas gerais e os desenvolvidos com caracterfsticas
especificas para projecio de trdfego, e sugestio de nova variante de modelo
aditivo com parametrizagio dos elementos da matriz de observagio, H;
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— Exemplo de obtengdo das matrizes do modelo aditive (Apéndice H);

— Aplicacdo do suavizador com Jota [20, 21] e implementacio do programa do sua-
vizador de De Jong {30} (Apéndice F) com proposta para estimagao conjunta do
estado inicial, Xy, e da covaridncia do erro de estimagio inicial, Py, e aplicacio

. a varios modelos;

— Comparacao de desempenho entre o algoritme com Jota e o de De Jong;

— Proposta € exemplos de aplicacio de estimagio de partes da matriz de transicao
de estado (na literatura hé um exemplo escalar apenas);

— Desenvolvimento (Apéndice F') dos critérios empregados na avaliagio de desem-
penho dos algoritmos de previsio;

— Aplicacdo do algoritmo EM a diversos modelos da Secdo 3.3 (Apéndice G);

- Discussao sobre critérios gerais de estabilidade e estacionariedade do modelo de
Espago de Estados {Apéndice C);

— Apresentacdo e verificagdo de diferentes formas da covariancia do erro de es-
timacio, Py (Apéndice J).

o Capitulo 4

— Desenvolvimento de um Algoritmo de Projegao Seqiiencial Robusto (APS Ro-
busto) com as seguintes contribuigoes:

* Comparagao de diversos tipos de ganho robusto, proposta de utilizacio de
ganho fixo, e estimacdo do ganho utilizando o critério da mediana;

' * Proposta de estimacao da matriz de transi¢ido de estado, ®, pelo critério da
| mediana,;

] * Introducao de um intervalo de confianga para deteccao de outliers ou even-
, tos determinfsticos nao-previstos e para estimacdo de erro de previsio a n
passos;

* Testes do APS Robusto com dados de campo de 40 rotas de trafego.
' e Capitulo 5

— Desenvolvimento de um Algoritmo de Projecio Seqiiencial Adaptative Modifi-
cado {(APSAM) com as seguintes contribuicoes:
* Proposta da estimac¢@o completa da matriz da covaridncia ¢y, (€ no apenas
diagonal) por meio de um Subfiliro de Kalman;

* Proposta de um modelo com diferentes elementos para a malriz de ob-
servagao H e testes de sensibilidade em relagao aos dilerentes valores utili-

' zados;

F % (Jonsiderag6es sobre a posigao do estado verdadeiro, ndo-observdvel * { Apéndice
f Iy

! * Utilizacio de equagdes adicionais para estimacio da mairiz da covaridncia

. Ry einclusdo (Apéndice B) de consideraces sobre a equacio mais adequada

para se estunar Rg, bem como sobre sua veloadade de convergéncia;

SEste conceito também foi utilizado nos Capitulos 4 ¢ 5.



* Proposta de utilizagdo de um conjunto de equagdes adicionais para se esti-
mar a matriz de transi¢do de estado ®;

* Proposta de um intervalo de confianga para reiniciagio e robustecimento;

* Diversos testes, em cada um dos pontos dos itens anteriores, com dados de
campo; '

* Testes do APSAM com dados de campo de sete rotas de trafego ¢ uma
rota gerada por Monte Carlo (Apéndice K) com as condigdes de trifego do
funcionamento em tempo real para Geréncia de Rede;

* Desenvolvimento de um modelo para multivaridveis, incluindo também um
intervalo de confianca para reiniciagio e robustecimento (Apéndice A).

e Apéndices

— Todos os apéndices foram desenvolvidos pelo autor, excetuando-se o Apéndice
C que é uma contribuigdo que corresponde a varios trabalhos de onde foram
retirados aspectos importantes relativos a este trabalho de tese, o Apéndice E
que é uma organizacio das notas de aula do professor Shumway [30] ¢ o Apéndice
L que é apenas uma lista dos principais simbolos utilizados no trabalho.



Capitulo 2

Revisao da Literatura

Tiste capitulo tem por finalidade fazer uma revisio na literatura existente a respeito
de modelos para previsdo de séries temporais relacionados ao trafego telefénico (te-
letrifego). Os modelos sdo classificados em dois tipos: estaticos e dindmicos. Os
modelos dinamicos dependem dos valores de suas saidas passadas e os estaticos nao.
Para cada um dos tipos, foram abordados os procedimentos mais usuais com suas
caracteristicas basicas. A escolha do modelo depende da precisdo requerida, do com-
primento do periodo de proje¢dio, da disponibilidade de dados histéricos e facilidades
de computacio, do nivel de agregacdo e da clara descrigdo das varidveis que caracte-
rizam o trafego. De uma maneira geral, os modelos dindmicos, com o mesmo mimero
de parametros que os estdticos, apresentam maior precisdo porque tém informagio
sobre a dindmica do sistema. Embora os modelos EntradaxSaida e Espago de Esta-
dos tenham desempenho semelhante, o capitulo conclui pelo uso da representagao por
Espaco de Estados, principalmente devido as facilidades para a identificagéo fisica
do modelo e para a projecio n passos a frente.

2.1 Introducao

Nesta secao serdo introduzidos alguns conceitos basicos utilizados ao longo deste traba-
Tho. Sio eles: 1) Série Temporal, 2) Previsao, Projecio e Predicio, 3) Identificagio e
Modelagem, e 4) Especificacao do Modele de Projecao.

1} Série Temporal

Uma série temporal ¢ um conjunto de observacdes ordenadas, em geral, no tempo. Em
alguns casos, a ordenagdo pode utilizar outras dimensdes como, por exemplo, profundi-
dade, altura, etc. Embora existam séries temporais discretas e continuas, os registros das
observagoes, geralmente, se dao de forma discreta, mesmo para as séries continuas (por
exemplo, valor da temperatura tomado de hora em hora). Assim estas séries também
podem ter um tratamento discreto.

2) Previsao, Projegio ¢ Predigac

Se uma série lemporal Y; possui valores até o instante de tempo k e deseja-se prevé-la para
o instanie de tempo k + n, diz-se que k é a origem e Y}, é a previsio da série no instante

k| n {Figua 2.1).
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Figura 2.1: Série Temporal com Previsdes de Origem k e Comprimento n do Periodo de
Previsao

No decorrer do texto as palavras previsao — que etimologicamente significa “ ver algo
antes que exista ” —, projegdo e predigio scrio usadas indistintamente, dependendo da

circunstdncia em que parecam mais adequadas', para indicar o que, supostamente, deverd
existir no futuro.

3) Identificacio e Modelagem

Entende-se por identificagao a determinacio de um modelo do sistema representado por
seus aspectos essenciais, de uma forma adequada para a sua utilizagéo [1].

“ Um modelo € uma representagao de um objeto, sistema ou idéia em alguma forma
outra que ndo a da prépria entidade ” [2]. Um modelo de um objeto ou de um sistema
pode ser uma reprodugio exata do objeto ou do sistema (embora executado em material
ou escala diferentes), ou pode ser uma abstragio das propriedades do objeto ou do sistema.
Os modelos de previsao de séries temporais constituem-se em uma classe de modelos {3]. A
forma do modelo ¢ determinada pelo tipo do sistema em consideragido, como por exemplo,
estatico, dindmico, linear, nao-linear, estocdstico, deterministico, discreto, continuo, etc.
[4]. Existem duas linhas de agdo que podem ser relacionadas entre si para a determinagio
do modelo no problema de identificagio [4]:

i) A andlise fisico-matemadtica - medel building em que o modelo é obtido através da
descrigao do comportamento fisico do sistema [5];

it} A identificacfio experimenial em que se utiliza o fato do processo cstar em funcio-
namento para, através de observagoes, construir um modelo paramétrico do sistema

16, 5.

Teudo em vista os objetivos e especificagdes do sistema, deve-se obter um modelo que
represenie seus aspectos fundamentais.

Neste trabalho, em geral, cstuda-sc o problema de identificacio cxperimental dado que

a aplicagio em mente é a projegdo de séries temporais ligadas aos valores experimentais

'Por exeimplo, nas equacdes do Filtro de Kalman é mais usual se usar predigao, por outro lado, aos
valores futuros das rotas de trafego costuma-se usar projecéo, ete.



{(medigoes) do trafego telefénico. Quando for apresentado o modelo de Espaco de Esta-
dos, também serdo utilizadas as caracteristicas fisicas do sistema, o que representa uma
vantagem significativa em relacao aos demais modelos.

4) Especificagdo do Modelo de Projegio

Devido a que os investimentos nos sistemas telefonicos, decorrentes de estudos de projegoes
de trafego, podem requerer a alocagao de varios milhdes de délares anualmente, é impor-
tante que as projecoes possuam determinadas propriedades estatisticas. Por exemplo, as
proje¢des devem ser nao-polarizadas (ndo-viesadas), ou seja, nio ser consistentemente altas
ou baixas.

A projegdo da carga de trifego (a estimacgdo da carga futura de trifego) é a base para
o planejamento e a administracao da rede de troncos das empresas operadoras. Uma
projecao deve possuir dois atributos principais: estabilidade® e precisio. Esses atributos
sdo normalmente conflitantes no sentido que uma maior precisdo da projecio pode resultar
em estabilidade mais pobre, e vice-versa {22, 23]. Dentre os objetivos e requisitos que
norteiam a selecdo do modelo, ressaltam-se:

a) Uma clara descri¢do das varidveis descrevendo o trifego, como por exemplo, o trafego
oferecido a rede nos periodos de ocupacao;

b) O tamanho do periodo de projegao;
¢} Disponibilidades de dados histéricos e facilidades de computagao;

d) Nivel de agregagio — os dados podem ser originados de medigées ponto-a-ponto ou
area a drea correspondentes a agregacdo de virias rotas de trafego;

e) Precisao das projegoes;
f) Estabilidade das projecoes.

O modelo que melhor se adequar a estas condigdes, dentro de um enfoque custoxeficicia,
{ers maiores chances de ser escolhido.

2.2 Classificacao dos Modelos Para Previsao de Séries
Temporais

De nma forma geral, uma série femporal pode ser escrila como:

Y= fr 1w {(2.1)

onde Y € o valor da saida observada do sistema, f; € o sinal e v, é uma perturbacgao
péo-mensurdvel (ruido) °.

20 Capitulo 3 aborda os critérios para estabilidade das projecoes e discute sua cstreita relagio com a
projecao n passos b [rente. O Apendice C enfoca a estabilidade dos algoritmos baseados no modelo de
Espaco de Estados com o estado estimado pelo Filtro de Kalman, de uma maneira geral.

3Na maioria dos modelos enfocados neste trabatho, v ¢ um ruido branco Gaussiano de wédia nula.
Nos modelos multivariaveis, a perturbacio é um vetor que representa-se por Vi.
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Para a analise de séries temporais existem duas abordagens predominantes. Na pri-
meira, a andlise ¢ feita no dominio do tempo e os modelos propostos sio, em geral, pa-
ramétricos. Na segunda, a andlise € realizada no dominio da freqiiéncia e os modelos
propostos sao, em geral, ndo-paramétricos.

Nas séries ligadas ao tréfego telefonico (e em muitas séries econdmicas) os eventos ocor- «
rem em uma seqliéncia temporal que torna a andlise no dominio do tempo mais adequada.

Os modelos para previsao de trifego, no dominio do tempo, podem ser classificados
como estiticos (ou de erro) e dinamicos.

Nos modelos estdticos, o sinal f; depende somente de entradas externas (em outras pa-
lavras, pode-se dizer que os modelos estaticos ndo possuem entradas internas defasadas).
Nos modelos dindmicos, o sinal f; depende dos valores passados de Y. * Devido ao fato
dos modelos dindmicos estarem relacionados ao conceito de estado, uma breve descricao
¢ dada a seguir, quase exatamente (a menos de tradugdo e pessoa verbal) como em [63]:

“ O estado ¢ alguma representagéo suficientemente completa do sistema para permitir
predizer, com base nas entradas, exatamente que saidas ocorrerdo, e também atualizar o
proprio valor do estado ”. Por exemplo, comparando os sistemas fisicos (continuos) da
passagem de uma corrente por um resistor e por um capacitor. Como o resistor nio possui
meméria, sua safda é unicamente determinada pelo valor da entrada naquele instante.
Entretanto, o capacitor requer uma explicita descrigio da varidvel de estado a fim de que
se saiba qual serd o valor de sua saida (€ necessirio o conhecimento de sua tenséo inicial).

1) Modelos Estdticos

No caso geral, a fungéo f; pode ser escrita como em (2.2):

fk - g(ﬂk)TkJSk) (2.2)

onde o componente pi; representa o valor de um nivel constante da série, ou que pode variar
lentamente com o tempo, T} representa a ciclotendéncia e S;, é o componente sazonal. Os
componentes de g(-} podem ser do tipo aditivo ou multiplicativo.

De uma maneira geral, os modelos de regressio linear miltipla podem scr representados
por:

Gltr, Ty Sk) = Bo + B Xap + -+ -+ B Xy (2.3)

onde
e 8, 1=0,1,...,1 580 os pardmetros a serem estimados;

8 Xy, 1=1,2,...,1s80 os valores das cniradas externas no instante k.

(uando os modelos sio aditivos, uma maneira de se modelar asoma p + 7% é por meio de
win polindmio de grau I como em (2.4} [7]:

ti + Th = Bo + Buik' + -« + Bi& (2.4)

*0s modelos MA - moving average (serd apresentado mais & frente, neste capitulo), que portencem A
£ ¢ 4
classe de modelos EntradaxSaida, sfic uma cxeacio, 34 que nfo tém sua safda dependente de valores de
saidas passadas; porémi, podem ser considerados dinamicos pols seus pdlos sio localizados na origem.
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Neste caso, tem-se uma tendéncia polinomial deterministica de gran I, de modo que o
componente sistematico se mova suave, lenta ¢ progressivamente no tempo.

O componente S; pode ser modelado como um polinémio harménico ou por meio da
série de Fourier (combinagdo linear de senos e cossenos com coeficientes constantes) como
em (2.5) [16]:

i
Sk =Y [ajcos gg—jk 4+ b; sin ggéjk] (2.5)

j=1
onde L é o perfodo de 5.

Além dos modelos de regressao existem os procedimentos de suavizacio. Pode-se dizer
que os procedimentos de suavizacao apenas trabalham com os dados, procurando reduzir
sua variancia para serem utilizados em um modelo de regressao, por exemplo. Aos modelos
de regressao que trabalham ao mesmo tempo com os dados suavizados, dd-se o nome de
modelos mistos.

Os modelos aqui denominados extrapolativos sio um outro tipo de modelo estatico, em
que nao se faz nenhuma consideragao sobre o padrao da série temporal, e a projecio é feita
multiplicando-se o valor da medida de trafego atual por um fator de proje¢io da tendéncia
de crescimento das centrais telefonicas [22].

Existem ainda os procedimentos estaticos que trabalham no ajuste de projecao indivi-
dual ou agregada e sdo utilizados para matrizes de trafego. As projecbes que sao ajustadas
por esses procedimentos podem ter sido originadas por qualquer método de projegio.

Nas aplicacoes em projecio de trafego telefonico, os coeficientes de {2.3) sdo determi-
nados minimizando-se o erro entre a demanda real e a demanda estimada para o referido
trafego.

2) Modelos Dinamicos

Dois tipos de abordagem sobre modelos dinamicos serdo estudadas: os modelos Entradax Saida
e os modelos de Espago de Estados.
Os modelos Entradax Saida podem ser representados por:

B(B)Y: = O(B)Vi + &(B)Us (2.6)
onde

®(BY=1+¢B+ -+ ¢,BP (2.7

OB)=1+6B+4 - +6,B, ¢g<p (2.8)

(B)Y=14+6B+-+6&Bi<p (2.9)

Nas equagdes de (2.6) a (2.9), $(B) é um polindémio em B, de ordem p, ©(B) é nm
polinémio em B de ordem g < p, £{B) ¢ um polindmio em B de ordem inferior a p, ¥} ¢
o valor da saida no instante &, V3 ¢ um ruido branco Gaussiano de média nula ¢ varidncia
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o constante, Uy é uma seqiiéncia de entradas ¢ B é o operador deslocamento para trés
(backward), tal que BY, 2 Yi1.

Os modelos de Espago de Estados de tempo discreto podem ser representados na sua
forma geral por:

Ky = f(st Uk, Wk) (2'10)

Vi = g( X, Vi) (2.11)

Se o modelo for linear:
X!le — @Xk “{*“ LUk "f‘ I‘Wk (2.12)
Yi = HX, + Vi (2.13)

Nas equagoes de (2.10) a (2.13):
® Y; é o vetor de saidas (observacoes) do sistema;
o X € um vetor n x 1 de varidveis de estado (ndo-observaveis) no instante k;
o [ é uma matriz de entradas n x [;
o Uy é um vetor [ x 1 de entradas;
o ¢ ¢ a matriz de transi¢io de estado n x n;
o I' ¢ uma matriz de entradas n x r;
e Wi ¢ um vetor de erros de modelagem r x 1;
@ II é chamada matriz de observagio m x n;

o V} ¢ um vetor dos erros de medicao m x 1.

2.3 Modelos Estaticos (de erro)

Dependendo do valor atribuido & fungio fi, descrita em (2.2), é possivel obterem-se
diferentes modelos para a projecio de trifego.
Para os modelos de regressao linear miltipla, os coeficientes §; de (2.3) sio calculados
de forma a minimizar D {al que:

N
D=3 w" MY, - 8- B Xy - BXu) (2.14)
[

onde w é a constanie de suavizagio. A solucio de minimos quadrados de {2.14) é dada por
(2.15): ) - -
B (XX XY (2.15)
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onde X7 X é nio-singular e B é o estimador de

B=[8 B -~ B

e
Y=Y Y - Yu T
€
X=[X Xy -~ Xv )5, k=1,---,N
€

Xe=[1 Xy Xg o Xp |*

Se as variaveis X;; forem correlacionadas, entdo o valor dos coeficientes pode ser estimado
levando-se em conta essas correlagoes [9]. O nidmero de observagdes N deve ser maior que
I. Se as perturbacgdes ndo sdo ruido branco Gaussiano, utiliza-se o método dos minimos
guadrados generalizados para se obterem estimativas nao-polarizadas dos coeficientes §;
[34]. Também é possivel estimarem-se os coeficientes por uma forma alternativa, usando
os polinémios ortogonais [7]. Para verificar a existéncia da regressao, existe um feste
que utiliza a distribuicdo F de Snedecor [49], ou quando a regressdo possul apenas os
parametros By e 8), o teste de existéncia é feito pela distribuicio ¢ de Student [49]. O
ajuste desses modelos é medido pelo coeficiente de explicacdo ou determinagao R? (R é o
coeficiente de correlacao multipla) [62, 49]. O coeficiente de explicacao, R?, é expresso pela
relagdo entre a variagio esperada (erro quadratico entre os valores estimados pelo modelo
e o valor médio observado) e a variagio total (erro quadratico entre os valores observados
e sen valor médio) [49].

Os procedimentos de suavizagdo — que de fato apenas provéem uma maneira de reduzir
a varidncia dos dados — tém uma ou mais constantes de alisamento, para cuja determinacao
procede-se & minimizacio de (2.16), onde:

N
Z Y, - Y?)? (2.16)

Pode-se verificar que (2.16) é equivalente a (2.14), para w = 1 e utilizando-se ¥;7 como
sendo a proje¢do da salda no instante k a partir dos dados k — 1. Existem varios outros
critérios para a determinacdo das constantes de alisamento como, por exemplo, aquele que
leva em conta o tipo de autocorrelacio entre os dados e o custo da previsio [7].

Os procedimentos extrapolativos projetam as cargas de trafego por um modelo da forma
Y., = Yip, onde Y} é a medida do grupo de troncos no ano corrente, ¥;7,,, € a carga futura
estimada no ano k+n e p é um fator de projeciio da tendéncia de crescimento das centrais.
As medidas das cargas correntes sio obtidas de uma estatistica ponto-s-ponio ou drea-
a~area, que sao um subproduto do sistema de tarifagio, ou por meio de medigao direta
do grupo de troncos. Os procedimentos extrapolativos, geralmente, trabalham com dados
agregados.

Os méiodos que trabalham com malrizes de tréfego (podem ser ulilizados para ajuste
de projegdes individuais ou agregadas) utilizam as seguintes técnicas para se obter a matriz



de trifego (a essa forma de obtengio das matrizes de trifego, dé-se o nome de fechamento)®

[10]:

¢ O método de Kruithof, que utiliza a dltima matriz de trafego conhecida e usa

projecoes das linhas e das colunas para construir a nova matriz, por meio de um
procedimento iterativo;

® O método de Kruithof estendido que, além das projecées das linhas e das colunas,

usa também as projegées do trifego ponto-a-ponto para obter consisténcia com a
soma das linhas e colunas;

e O método dos minimos guadrados ponderados que é baseado na suposi¢ao de

que as projecoes da soma das linhas, da soma das colunas ¢ ponto-a-ponte sio
lncertas, dando-se, assim, pesos diferentes a essas véarias projecdes.

Os modelos estdticos podem ainda ser divididos em:

&

1) Simples;
2) Aditivos;
3) Multiplicativos;

4) Gerais.

A seguir serdo apresentados os tipos de modelos mais comumente utilizados na lteratura.

1) Modelos Simples

o Suponha g(px, Tk, Sk) = pr, e Ty = S = 0. Para este caso tem-se:

— Média Mével Simples (MMS)

A técnica da MMS calcula a média aritmética das observagdes mais recentes,
isto é:

P Yot Yoy 44 Vi,
k st

(2.17)

r

onde 7 € a constante de alisamento e fi, é o estimador de px. Um grande valor
da constante de alisamento, r, faz com que a projecio acompanhe lentamente
o valor do nivel y;; um pequeno valor implica em uma reagio mais répida. A
projecao dos valores futuros € igual & tltima média mével calenlada:

Yiinie = fik (2.18)

onde ¥, ., ¢ a projecio n passos & frente a partir do instante k. Na sua forma
Tecursiva;
- Ye — Yo

Ldnik = /};}-n}k—l + - = (2“19)

™

Vn>0,n=123,...

*Quando a quaatidade de dados para projetar a matriz de Lrafego é Insuficiente, Zolfaghari [42] sugere
a utilizagio de um modelo baseado nas distincias entre os cenfros de comutacio, chamado de Modelo
Clravitacional de rilego.
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— Alisamento Exponencial Simples (AES)
0O AES é definido por;

ﬁ;k = a¥y + (1 — a)ﬁ(k_l) (229)

onde fip = Y, k=1,...,Ne0 < a <1¢&a constante de alisamento. O
altimo valor exponencialmente alisado fornece a projecao a n passos:

Vi = Pt (2.21)
ou na sua forma recursiva:
Yok = oYe + (1~ o)V (2.22)

\;’/n >0,n=1,2,3,...
E facil notar que o modelo MMS é um caso particular do AES (para a = %),
que € definido de maneira recursiva.

e Suponha g{ur, Tk, Sk) = Sk, € pi = T, = 0. Para este caso tem-se:

— Polinomios Harménicos
O modelo dos polinémios harménices {Secao 2.2) modela Sy como em (2.5).

2) Modelos Aditivos

o Suponha g(ju, Tk, Sk) = ik + Ty € S = 0

— Ajuste de Tendéncia Polinomial

Este modelo de regressao é um caso particular de (2.3) com X, = k*, i = 1,---, I

e 4 Te = Bo+ Pk + -+ + B! (2.23)

- Procedimento de Holt
O procedimento de Holt € descrito por:

= AV + (1 = A(jer + Try), 0< A<t

Ty = Clie ) + (0 CYleny, 0<C <1 (2.24)

onde A e (' sdo as constante de alisamento e 7}, é a estimativa da tendéncia. A
projecéo de Yy a n passos &

e i = fi 4Tk (2.25)

V> 0,n=1,2,3,...



~ Alisamento Exponencial Duplo (AED)

Este também € um caso de ajuste polinomial com suavizacio. Se a série possuir
tendéncia linear:

]Lk“f'Tkibl"{"bgk, "k:].,...,N (2.26)

O AED calcula um valor exponencialmente alisado pela segunda vez:
fir, = air, + (1 = a)jig, (2.27)

onde fiy, ¢ a estimativa de py 4+ Ty e ,Zcrﬂ = Y1, onde fir, é dado por ji de (2.20).
A projegdo a n passos a partir da k-ésima observagao é: '

Vi = @1k + bygn (2.28)

onde pode-se demonstrar que [8]: @4 = 207, — ﬁTk ebyy = 2=(fr, — ﬁ:‘ﬂ,)
e Suponha g(pk, Tk, Si) = ux + Ti, + Si. Para este caso tem-se:

- Tendéncia Polinomial 4 Polinémio Harménico
O modelo de tendéncia polinomial + polindémio harménico combina (2.23) e
(2.5).

- Alisamento Exponencial Geral - Método de Brown - AEG

£ o modelo mais geral entre os casos particulares de regressio linear miiltipla
estudados. Em (2.14}, o valor da constante de suavizacio w pode variar entre
0 ¢ 1, sendo esta a iinica diferenga em relagio ao modelo anterior. O fato de
w < 1 implica que a fungio tem validade em um periodo de tempo limitado.
G valor dos coeficientes, ao contrario do que acontece nas maneiras tradicionais
de calcula-los nas regressdes lincares miltiplas, pode ser atualizado a cada nova
observagdo, evitando-se a inversio de matriz. Para se estimar a constante de
suavizagao, podem, por exemplo, ser utilizados os critérios citados na Secio
2.3. No caso em que o niimero de observacoes, N, tende a infinito, além da
atualizagho dos coeficientes a cada nova observagéo, este procedimento permite
a construgao de intervalos de confianca para a projecio a n passos (Vo) 7]
— Procedimento de Holt Winters Aditivo - HWA

Existem trés equaces de alisamento representando sazonalidade, nivel e tendéncia,
respectivamente, dadas por:

Se=D(Yi @)+l -, 0<D<1
=AYy - S )+ (1= Dl +Thny), 0< A<t
Ty = O — ) + (1= OYFher, D<€ <1 (2.29)

onde A, B e U séo as constantes de alisamento, 5 é a estimativa da sazonalidade
e 5 & o periodo sazonal.A projeciio a n passos é:

y;:ii“n[k mﬁ‘k +n’fl1’ﬂ+5k+nway 7 = 1,2,...,3

it = B AT A S n 0, m=s+1,...,2 (2.30)
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3) Modelos Multiplicativos

e Suponha g(pk, Ty, Si) = peSk + Tk. Para este caso tem-se:
— Procedimento de Holt Winters Multiplicativo - HWM

As trés equagoes de alisamento representando sazonalidade, nivel e tendéncia,
respectivamente, sao:

Y

S’kzpﬁ +(1—-D)Shy, 0<D<l, k=s+1,...,N
k
. Y, . N
,u,szis_ + (1= A Yeer +Tpen)y, 0< A<, k=s+1,...,N
k—s
Ti = Cljig — fig1) + {1 =~ CVTpor, 0<C<l, k=s+1,...,N (2.31)

onde A, B e ( sao as constantes de alisamento € s é o periodo sazonal. A
projegdo a n passos é:

Y;:—f—n%k = (fux + ’"’Tk)gk-mws, n=12,...,5

Yivop = (e +0T%)Shin-2s, n=s+1,...,2 (2.32)

Qs valores iniciais para as equacdes dos procedimentos sazonais de HW, tanto
para o aditivo quanto para o multiplicativo, sdo:

N jf;

S‘:ﬁ‘——g——'—- jx12...3

3 J; g;lﬁj 3y 3

., %

,a;cx—S—ZY,-, E=1,2,...,38
i=1

Ty =0 (2.33)

~ Tendéncia Polinomial x Polindomic Harmodnico
Este modelo corresponde ao produto dos primeiros termos de (2.23) — geral-
mente apenas () representando g, — com (2.5), representando Si. Fste resul-
tado é somado aos demais termos de (2.23) (8 ja foi retirado), que representam

Te. O tratamento deste modeio ¢ analogo aos cutros de regressdo ja apresenta-
d0s.

e Suponha g, Te, Si) = (g -+ T )5k Para este caso tem-se:
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— Tendéncia Polinomial x Polinémio harménico

Este modelo corresponde ao produto de {2.23) por (2.5). O tratamento deste
modelo ja foi visto para os outros modelos de regressiao apresentados.

4) Modelos Gerais

o Suponha g(p, Tk, Sp) geral. Neste caso geral nio hd uma funcdo explicita para
modelar g, Ty e S;. Como exemplos, podem-se citar:

— Ajuste de Fungoes

Seja um modelo exponencial dado por

fe = ae” (2.34)

Aplicando-se logaritmo em (2.34), tem-se:

Inf, = lna + bk

ou
Zy = Bo + P Xk + v

onde Zy = Infi, o = Ina, By = b, X = k e vg é 0 erro. De maneira analoga,
outros modelos de fungdes podem ser usados para projecio de trafego:

* Linear: f = a -+ bk

x Parabdlica: fi = a + bk + ck?
% Logistica: fj = ﬁ%{—b—g

* Gompertz: fi = Ma®*

onde f; ¢ o valor do irdfego no instante k; a, b e ¢ sio os parametros a serem
estimados; M ¢ um pardmetro que descreve o nivel de saturagao para as curvas
Logistica e Gompertz.

A Figura 2.2 mostra os vérios tipos de curvas mencionados [10]. Na abscissa
sdo mostrados os anos {de 1980 até o ano 2000) ¢ na ordenada o niimero de
terminais telefonicos necessirios em cada ano, obtidos por meio de cinco tipos
de fungdes: Gomperiz, Logistica, Exponencial, Parabélica e Linear. O ano de
1980 é tomado como referéncia com o valor 100. As fungdes Logistica ¢ Gompertz
diferem das demais devido a possuirem um nivel de saturacio M, e devem ser
utilizadas quando se tem alguimma previsio desse ponto. A funcio a ser adotada
deve ser aquela com o coeficiente R* mais préximo a um, o que indica melhor
ajuste as observagOes disponiveis. No entanio, ajustes adequados as observacies
nao implicam em proje¢oes adequadas. Por exemplo, se o niimero de terminais
no ano 2000 estiver préximo a 20000 {modelo exponencial) mas for adotado o
modelo linear, o erro serd significativo.
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TERMINAIS

20000 —+
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Figura 2.2: Tipos de Fungbes para Ajustar Dados de Trafego

— Modelos Econométricos (ou com Variaveis Explicativas)

Como exemplo de modelo econométrico, seja a demanda de chamadas (o nimero
de chamadas é facilmente transformado em trifego) em um determinado pais
relacionado com sua densidade de telefones pela seguinte fungio [53]:

C = aDbe™ (2.35)

onde

x (' & a demanda em chamadas por habitante por ano;

*

D é a densidade em lerminais por 100 habitantes;

% a é uma constante de escala;

*

b é a elasticidade com relagao a densidade de terminais;

W

v, ¢ uma varidvel aleatéria que serve para compensar as variaveis nio colo-
cadas explicitamente no modelo, vy ~ N(0,0%).

Aplicando-se logaritmos, recai-se nos casos anteriores. Desta forma este mo-
delo economélrico pode ser tratado como um modelo de regressio {a diferenca
importante € a existéncia de varidvels explicativas ou relacionadas a algumas
feoria. Mesmo modeles simples como este exemplo podem ser bastante efica-
zes). Por exemplo, levantoun-se a fungao relacionando-se a densidade de telefones
com o nidmero de chamadas, cujos dados foram retirados da revista da Siemens
|55] que possui dados de densidade de chamadas ¢ densidade de telefones para
todos os paises do mundo, desenvolvidos ou em desenvolvimento, A esses da-
dos procurou-se ajustar os modelos linear, exponencial ¢ potencial (fi = ak®).
O mclhor coeficiente de explicagio ocorreu para o modelo exponencial. Desta



forma, a equacio com os parimetros estimados é:
C = aDb (2.36)

com os dados disponiveis, obteve-se @ = 29, 84, b= 0,804 e o coeficiente de explicagao
R* = 0,76.

Procedimentos Extrapolativos

Os procedimentos extrapolativos sio bastante simples. Quando existem poucos da-
dos, ou quando o horizonte de projegio é muito longo (acima de 3 a 4 anos), é melhor
fazerem-se projegdes com métodos mais simples. A utilizagio conjunta dos procedi-
mentos extrapolativos com o modelo de ajuste da matriz de trifego produz resultados
dentro das especificagbes a longo prazo. Os modelos extrapolativos podem cometer
grandes erros com relagio as projegdes individuais, porque o fator de crescimento
agregado ¢é médio e global. Além disso, devido & quantidade limitada de dados em
que as medidas sdo baseadas, podem ocorrer erros estatisticos significativos, pois os
modelos dependem do tamanho da carga de trafego e do tipo de sistema de medicdo
utilizado. Como exemplo, se as taxas de crescimento da central de origem, da central
de destino e da irea de destino sio denotadas por O,D e T, respectivamente, entio
p pode ser selecionado de férmulas tais como —QTQ, Q%EQ, OvD, O ou D Yiémnik é
calculado como Yip [22]. No Brasil, a Telesp (Telecomunicages de Sio Paulo S.A.)
utiliza-se de férmulas propostas no trabalho de Rapp [54]°.

Projecao de Matrizes de Trifego

Como exemplo de um modelo desse tipo, pode-se citar o método dos minimos qua-
drados ponderados. Seja a equagdo da forma quadratica:

D=3 aij(ci — D) + Y bilei — DiY* + Y (e~ D) (2.37)
i i ;

onde {a;;}, {6:;} ¢ {¢;} sdo constantes escolhidas ou pesos, {¢;;}, {e:.} e {c,} sdo as
projegbes dos trafegos ponto-a-ponto, da soma das linhas ¢ da soma das colunas,

b

onde:

sxistermn Leés equagles propostas por Rapp:

Ny + Nigh NP+ NPy
TE @ s Ay (D e djy = 4
R

, NjN, M°

A = AY ; ——
‘(3’! JtN;')NIU M (C)

ONFN

Afy € o trifego atual entre as centrais 7 e I (¥ na cquagiio geral);

i & o trdfego future (Y%, na equacBo geral);

As outras varidveis compoem o valor de p na equagiio geral:

N7, N[ sao os mimeros atuais de assinantes nas dreas j e I

N;, Ny sdo os nimeros futuros de assinantes nas dreas j e 8

- M, M; sdo o niimero total de assinanles da area, atual e futurs, respectivatmente.

A equagao (a) ¢ utilizada pela Telesp paca o Lrdlogo interurbano, a (¢) para o trdlego local, e a (b) nio é
utilizada,
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respectivamente. As projegdes de minimos quadrados ponderados {D;;} sdo obtidas
de modo a minimizar I

min D (D;;),sujeito a

W

Di =
D, =

2 Dz’j 7

il 7=12
=1,2

goan

?

(2.38)

Os pesos podem ser escolhidos como o inverso das variancias das projegoes. Uma
forma de se estimar o desvio padrao das projecées é compara-las com valores ante-
riores, ja conhecidos, e se calcular a raiz do erro quadrético médio [10].

A Tabela 2.1 mostra os diversos tipos de modelos estdticos em funcio dos efeitos modelados’.

Tabela 2.1 - Tipos de Modelos Estaticos (de Erro)

Regressio Linear Multipls xirapolativ
Fipo Tendéncia Polindmio Tend. Polinom. + Tend. Polinom. X Econo- Ajuste de Procedim.
Efeito Modelado Polinomial Harmdnico Polin. Harm, Folin. Harm. métrico Fungdes Extrapol.
Sp, pp =T =0 X.
fiy + Ty, Sy == 0 X.
w4+ To + 5 X.
pp Sy 4 Ty X
(hip & Te)Sg) X
glepy Ths 53 X X X
Suavizagio Mistos
Tipo Meédia Movel Alisam. Expon. Procedim. de Holt Winters Holt Winlers Alisam. Expeon. Alisam. Ix
Efeito Modelado Simples - MMS Simples - AES Holt - ALB Multiplicative - HWM Aditivo - HWA, Daple - AED Geral - AE
By T == Gpo3z 0
v 4 Ty, S =0 X X.
M 'I‘k + Sk X X.
Uy Sp 4 Ty X

2.4 Modelos Dinamicos

Como foi apresentado na Secao 2.2, os modelos dindmicos sdo classificados em modelos
do tipo EntradaxSaida e Espago de Estados.

2.4.1 Modelos EntradaxSaida
o Modelos ARMA (Autoregressive Moving Average)

Os modelos ARMA sao descritos por uma cquagio a diferencas conforme {2.39):

Vo= $i¥iot 1o 1 8%y | Vi

BV BuVis B, Vi

L

(9.39)

onde Y sdo os valores das saidas (observacoes), Vi é uma perturbacio branca de
média nula, ¢; e §; sdo os valores dos parametros a serem estimados. #m forma
compacta:

B(B)Y: = O B)V; (2.40)

(s modelos de projecio de matrizes de tréfego nfo aparecem na tabela, porém, so classificados como
modelos estaticos e podem brabathar com projecdes fornecidas por qualquer cutro medeto, eslatico ou
dinamico.



onde:

®(B)=1—¢B -~ ¢pB* — ... — ,B” (2.41)

®(B)=1-6,B—6,B ... —§, B (2.42)

Note que (2.39) ¢ a equagio (2.6) com ¢(B) = 0. No caso em que o Processo possui
um nivel constante, pode-se incluir este nivel na série temporal ou trabalhar com a
média subtraida do mesmo (o0 termo constante em um modelo ARMA corresponde a
tendéncia polinomial apresentada nos modelos estiticos).

Quando ®(B) = 1, o modelo corresponde ao processo MA - M. oving Average e quando
O(B) = 1, o modelo corresponde ao processo AR - Auto-Regressivo.

Pode-se demonstrar que um processo AR serd estaciondrio se todas as rafzes da
equagao caracteristica, ®(B) = 0, estiverem fora do circulo unitdrio [7]. Pode-se
inverter o processo MA se todas as rafzes da equacgio caracteristica, O(B) = 0, es-
tiverem fora do circulo unitdrio (se ao invés de B fosse usado B! como operador
deslocamento para trds, entdo as rafzes deveriam estar dentro do circulo unitario).
Qualquer processo cstocdstico estaciondrio no sentido amplo, ou fracamente esta-
cionario, pode ser representado tanto por um processo MA puro ou por um processo
AR puro. Portanto, um processo ARMA serd estaciondrio se as raizes de ®(B) = 0
estiverem todas fora do circulo unitério e pode-se inverter esse processo se as raizes
de ©(B) = 0 estiverem fora do circulo unitdrio.

Modelos ARIMA (Autoregressive Integrated Moving Average)

Se a série temporal Y, tornar-se estaciondria, ao se tomar wm ndmero finito de di-
ferengas, d, ela é chamada nao-estaciondria homogénea. Tomar a diferenca de uma
série temporal, Yz, significa fazer:

AY, =Y, — Yo = (1~ B}, com BY; =Y,

e a d-éstma diferenga é:

Adi’k — A(Ad#i},:‘ﬁ)

Se a série Z = A?Y, for estaciondria, entdo ¢ possivel representar Z; por um modelo
AEMA(p, q), ou:
®(BYZ;, = 6(B)V,

Diz-se que Y, segue um modelo denominado auto-regressivo integral e médias méveis,
ou ARIMA(p, d,q):
B(D)AYY; = OBV (2.43)

Também ¢ possivel cserever (2.43) como:

B = ()Y

-,
b
Ha

po—
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onde:

Q(B) = §(B)A" = &(B)(1 — BY

£2( B) € um operador auto-regressivo nao-estaciondrio, de ordem p + d, com d raizes
iguais a um, sobre o circulo unitario, e p raizes fora do circulo unitario se o sistema
¢é estavel.

Modelo Sazonal ARMA

Em analogia com a descricdo dos modelos ARMA, pode-se dizer que os modelos
ARMA Sazonais sao descritos por:

}Ik - ﬁbzlfkwi Foeer Qb;’}ﬁc:wwf’ + oy — ﬁickal - Bgakmg e — Héaka (24:5)
ou, em forma compacta:

B(B*)Y; = O(B*)oy (2.46)

onde oy é uma perturbaciio nao-branca, representado por um processo ARIMA,

&(B* “-—"“1“¢SBS—¢?BZS-—"'~—¢SJBPS
1 2 F

é o operador auto-regressivo sazonal de ordem P e
O(B*) =1 0;B* — §3B* — .. — 95 B%

¢ o operador médias méveis sazonal de ordem @, s é o periodo sazonal (geralmente
igual 2 12 meses) e B® ¢ o deslocamento de um periodo sazonal para tras, da forma:

AY=Y Y, =(1- B,

ou seja, A* =1 - B°.

Em geral, o, pode ser representado por um processo ARIMA como em (2.43):

3(B)AYy = O(B)V;

onde V;, é ruido branco Gaussiano de média nula.

A eguacgaoc (2.46) se torna entao:

$(B)®( B )AYY; = O(B)®(B")W; (2.47)

Este modelo é chamado mulfiplicativo e é gerado por um ARIMA(p,d,q) ¢ um
ARMA(P,Q) e representa-se (p,d,q) x (P, Q) [20].



o Modelo Sazonal ARIMA

Se a série temporal sazonal Z; se tornar estaciondria ao se tomar wm nimero finito
de diferengas, D, entdo (2.46) pode ser escrita como:

®(B)3(B*)A'Z, = O(B)O(B")Vi (2.48)

Desta maneira, a equagio (2.47) se torna agora:

$(B)(B*)AAPY, = O(B)O(B" )V (2.49)

Este modelo é chamado multiplicativo, gerado por dois processos ARIMA e repre-
sentado por {p,d,q) x (P, D,Q) [20].

o Modelos AR Sazonais

Uma outra maneira de modelar Sy, ® para os modelos dindmicos é por meio da con-
sideragdo que a sazonalidade é um fendmeno periddico, isto é, Sj ~ Skepl, Para
algum inteiro positivo L (tamanho do periodo sazonal) e para todo inteiro p. A
partir desta consideragio, podem-se formular modelos em que Y°/7) = (e também
outras variantes que tem coeficientes inteiros, mas com diferentes valores para pos-
sibilitar a modelagem de séries crescentes ou decrescentes, etc.). Devido a terem sua
saida futura em funcdo de suas saidas passadas, os modelos AR Sazonais sio modelos
dindmicos, porém, ndo obedecem as condigdes gerais de estacionariedade ou mesmo
de possibilidade de inversio de um modelo AR e além disso tém seus coeficientes
definidos a priori. Como exemplos, podem-se citar:

o Yt Sk = Vi
o AT"E = Vi, onde A* = 5 — 5;_,;

o (1— 315 BYS, = Vi, onde B'Sy = S;_,. Este caso, devido a prover amostras do
sinal em diferentes ciclos consccutivos, tem condides de modelar sinais periddicos
crescentes ou decrescentes [19].

2.4.2 Consideragdes Gerais sobre Aspectos Importantes na Aplicacio
dos Modelos Dindmicos {Particularmente os EntradaxSaida)

Serdo abordados aqui diversos aspectos fundamentais relacionados acs modelos de pre-
visdo. A énfase dada aos modelos dindmicos se deve a que esses modelos possuem algumas
vantagens em relagio aos cstdticos 9, porém, requerem uma maior elaboragio no trata-
mento estatistico. Iiste item, cspecificamente, abordard mais os aspectos relacionados com
os modelos EntradaxSafda e o item seguinte ¢ o Capitule 3 abordario os modelos de
Espaco de Estados e complementarao com conceitos especificos, quando for o caso.

®No presente caso, a suposicio é que a série temporal seja constituida apenas por sazonalidade, ou seja,
o valor observado Y = 55,

9Geralmente com mesma quaniidade de ohservagdes possibilitam previsdes mais precisns. Vide outras
conclusoes no final do capitalo,
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e Séries Niao-Estacionarias

O tratamento dos dados nos modelos EntradaxSaida requerem que a série seja esta-
ciondria (vide uma forma de tratamento de nao-estacionariedade em [15]).

A utilizagido de uma forma sistematica de transformacgio sobre os dados a fim de se
obter estacionariedade é proposta por Box-Cox, que a partir da média aritmética (V)
e da amplitude (A) dos dados indica a transformagdo a ser aplicada {7].

A transformacao a ser utilizada é:

Y,\ﬂ Xﬁx:g")\%ﬂ
k log Vi, A =0

onde o parametro A exprime a forma de transformacao recomendada para os dados.
Por exemplo, se A = %, utiliza-se Z, = /Y. O parametro c corresponde a um nivel

constante que pode ser subtraido da série. A amplitude A é calculada como:

w=max Yy —minY, k=1---,N

Entrando com o par (w,Y ) na Figura 2.3 de [7], encontra-se um valor para o parametro
A. Apés os dados transformados, se ainda nio foi obtida estacionariedade '” procede-
se a diferencacio até que esta seja alcangada ''. Para o modelo ARIMA, o mimero de
vezes em que a série foi diferencada é o valor de d 2. Achar o nimero de diferengas
para a série se tornar estaciondria, d, é o primeiro passo do processo de identificagao.
Apés a série se tornar estaciondria, o préximo passo é a determinagdo da ordem do

modelo ARMA resultante.
e Determinagio da Autocorrelagio Amostral

A fungdo de autocorrelagio amostral desempenha um papel primordial no estudo das
propriedades dos modelos dinamicos, ¢ é calculada como:

v
pi = V:)
onde
1 N
vy = Z(Y;’c ~ Y} Yri; — Y)
N T ke
e
U
Y o - Z Yy {2.50)
4 k=1

As gquantidades v; sdo as aulocovariancias do processo Y.

Para se testar sc a série ¢ estacionaria verifica-se a funcio de autocorrelagio amosiral dos dados, que
deve decrescer rapidamente pata zero conforme aumenta o lag das amostras {71,

Ao se tomar d observagdes para que a série aleance estacionatiedade, restam n - d = N observagoes
de um total de » observagoes.

12G: a série for ARIMA sazonal, com dados mensais, entdo é preciso diferen¢a-la para periodos de 12
meses ¢ denois diferenca-la més a més; o primeiro piimero de diferengas € o valor de D e ¢ do segundo ¢ 4.
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Figura 2.3: Transformagio de Box-Cox

o Identificacdo (determinacdo da ordem do modelo) '

O préximo passo € a determinacio '* da ordem do modelo EntradaxSaida. Para esse
fim existem vérios procedimentos. Entre eles podem-se citar:

a) Fung¢do de Autocorrelagio e Autocorrelagao Parcial

Sejam a autocorrelagio, p;, e a autocorrelagio parcial, q?ijj — a autocorrelagic parcial
¢ obtida a partir da matriz de funcdes de autocorrelagao e corresponde & estimagéio
do dltimo coeficiente de um modelo AR(p) [7]: Se 925;,-,- ~ N(0,%), 7 > p, o modelo
identificado ¢ do tipo AR(p). Se p; ~ N(0,~(1 +2%L,p%)),7 > g, o modelo
identificado ¢ do tipo MA(q).

Se a0 mesmo tempo os cortes forem em AR(p) ¢ em MA(q), estard identificado o
modelo ARMA(p,q).

Esse método pode identificar modelos diferentes a cada amostragem, principalmente
quando se dispde de poucas observagoes, sendo este um aspecto negativo.

b) Procedimento AJC

O procedimento Akatke Information Criierion - AIC procura o modelo cuja ordem
minimize o valor da equagao [7):

AIC(p,q) = log &y + 2@%@ (2.51)

130 conceito de identificagio abordado no inicio do Capitulo 2 é mais amplo englobando nio apenas a
determinagio da ordem ou da esirubura, mas tambdm os aspectos essenciais do modelo.

Y0 processo de identificagio supde nma estimaliva inicial dos pardmetros. No itern seguinte {estimagio),
serd abordada a questdo das estimativas iniciais.
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onde 67 é a estimativa da variancia dos residuos, N é o nitmero de observagoes e p
e ¢ sao as ordens procuradas.

O que se faz ¢ procurar o minimo AICpara 0 < p < PM e 0 < ¢ < @M, onde
PM e QM sao valores maximos admissiveis. Um aspecto que vale ressaltar é que o
AIC pode ser considerado também um instrumento de verificacio da adequacio do
modelo porque quanto menor o seu valor, mais ajustado o modelo estard aos dados.
No Capitulo 3 sera mostrada a aplicagdo do critério AIC ao modelo de Espacgo de
Estados.

¢) Cutros Tipos de Procedimento

Alguns outros tipos de procedimento existentes na literatura sao citados em seguida

[7):

— Com pequenas alteracgdes no critério AIC, Akaike, e depois Rissanen e Schwarz
sugeriram o critério BIC. Também com pequenas alteracoes no AIC, Hannan e
Quinn sugeriram outro procedimento similar;

— Um outro critério, também sugerido por Akaike, é o FPE - Final Prediction
Error, que minimiza uma equagio que ¢ funcdo dos parametros estimados e da
funcgdo de autocorrelagio da série temporal;

— Gray, Kelley ¢ Mclntire apresentam um procedimento para a identificacao dos
modelos em fungao das fungdes de autocorrelagdo. Nesta mesma linha encontra-
se o procedimento de Nerlove, Grether e Carvalho;

— Cleveland introduziu a andlise da func¢do de autocorrelagao inversa, que é defi-
nida em termos do reciproco do espectro da série, para auxiliar no processo de
identificagdo;

— Para se estimar a ordem de um processo AR(p), existem os procedimentos: CAT
- Criterion Autoregressive Transfer Function, de Parzen, ¢ o procedimento de
Anderson;

— Como outros procedimentos gerais, existem os de: Gray, Kelley e Mclntire, o

de Nerlove, Grether e Carvalho.

Testes realizados com vérios métodos, por exemplo (FPE, AIC, CAT), para a iden-
tificacio de modelos AK mostraram que os critérios identificam modelos diferentes
dependendo da ordem verdadeira do modelo e do tamanho da amostra [7].

Estimacio dos parametros

Apds o modelo provisoriamente identificado, o préximo passo € a estimagao de seus
parametros (neste item, mais aplicivel aos modelos EntradaxSaida). Entre os pro-
cedimentios de cstimagio sao destacados os seguintes:

a)Procedimentos para Estimativas Iniciais dos Parametros

As estimativas iniciais dos parmetros sio necessdrias para os procedimentos de iden-
tificagio e também podem servir de valores iniciais para outros tipos de procedimentos
de estimacio mais elaborades {exemplo, estimativa per Mdxima Vorossimilhanca).

28



I) Processo AR(p)

No caso dos processos AR(p), a estimativa inicial dos pardmetros é realizada pelo
procedimento de Yule-Walker. Em um processo AR, tem-se:

1 pr o pp by 2

Y SR SRR =2 7 B I P2
A7 =10 (2.52)

Pp—t Pp-2 -0 | bp Pp

onde p; sao as autocorrelagdes do processo Y; conforme (2.50). Resolvendo esse sis-

tema, sao encontrados os valores iniciais dos coeficientes {@} Uma maneira pratica
de se calcularem esses coeficientes de forma recursiva, para ordens sucessivas de AR(p)
¢ a utilizagdo do procedimento de Levinson-Durbin. Para se encontrar a estimativa
inicial de of (a varidincia da perturbacio), resolve-se:

&) = vl = dipi = -+ — dupy)

onde vy é como em (2.50).
IT) Processo MA(q)

Para se encontrar estimativas iniciais dos §; para o processo MA(q), resolve-se a
funcdo de autocorrelacio do processo MA (g) conforme [7]. Em seguida, para se
achar a estimativa de 0%, resolve-se:

vo=op(1+0] 4. 1 62)
IH) Processo ARMA(p, q)

Obtém-se a estimativa para {¢;} resolvendo:

Depois, usando a fungio de autocovariincia do processo ARMA(p, q), (2.50), é possivel
se obter {;} e 6%.

b} Métode dos Minimos Quadrados

Este método ¢ geral ¢ também pode ser aplicads aos modelos de Espacgo de Kstados.
Seja a representacao linear discreta:

%Z=U T+V (2.53)

onde U contém todas as entradas do sistema ¢ ¥ contém todos os pardmetros des-
conthecidos, que podem ser os valores de @, cocficientes do polindmio rolative is
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perturbagdes Vi (de ©), ou de €, coeficientes do polinémio relativo aos controles Uy,
de (2.6). Para N observacbes, tem-se:

Y U, Vo
yma| o= ﬁf | ¥ (2.54)
Y1 mﬁg\h . Vv
Se E[V,VI} = 2 W, entdo a solugao de (2.54) serd:
T = [0 WU WY (N) (2.55)

se U for ndo-singular, onde:
¥F e T
Um{UD o UN««I]

Se W for a matriz identidade, (2.55) serd a solugdo de minimos quadrados (que ja
foi apresentada para a solucio dos coeficientes da regressdo linear miltipla (2.15) ),
e se W for uma outra matriz possivel de ser invertida — W é utilizada sempre que
as perturbagdes nao sao Gaussianas — (2.55) serd a solugio de minimos quadrados

generalizados (também denominado de minimos quadrados ponderados ou estimador
de Markov).

Os estimadores de minimos quadrados e os estimadores de minimos quadrados gene-
ralizados sao da classe BLUFE - best linear unbiased estimators, que significa serem
nio-polarizados e de variancia minima.

¢) Método da Méxima Verossimithanga

Neste caso, abordard o modelo EntradaxSaida. No Capitulo 3 abordara o modelo de
Espaco de Estados. Dado um modelo ARIMA(p,d,q), seja Z(&, ©, ¢} ) sen conjunto
de p- g+ 1 parimetros {(p+g+2 se a série tiver um nivel constante, u, desconhecido),
onde {maiores detalhes podem ser encontrados em /citemor):

¢ = (@511"'34’;;)

0= (917'”1691)

e of ¢ a variancia do rufdo. A fungdo de verossimithanga serd:

L= (E]Y;,---, V)

E os estimadores de mdxima verossimilhanca de I serao os valores que maximizam
log L.

Sob a suposigio de que o processo Vi ~ N (0,0} ), os estimadores de maxima veros-
similhanca serio cquivalentes aos estimadores de minimos quadrados [7, 34].
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Seja Z;, = A%Y;, resultando o modelo ARMA(p, q) estacionério e possivel de ser
invertido. Entao pode-se escrever:

Vi = Zk — $17k1 — -~ $pZip+ O Vi + - + B, Vio, (2.56)

A fungio densidade conjunta dos Vi, k= 1,---, N serd:
. S
LVi,--, W) = 2m) 2 (oy) e “* 2% (2.57)

Também pode-se¢ escrever log L, a partir de (2.56) e (2.57), como:

S(n)
log L = —~Nlogoy — 5,2 (2.58)

1%

onde 5 = (®,0). Maximizar log I equivale a minimizar S{7).

Existem dois procedimentos de maxima verossimilhanca:
I) Procedimento Condicional

Neste caso, usam-se valores iniciais considerados adequados, fixando-se p valores de
Zk, chamados Z*, e g valores de V}, chamados V*, ¢ minimiza-se [7):

N
Smy=>"Vinlz,z*,v*) (2.59)
k=1

onde Z corresponde as demais N — p observagdes disponiveis.
IT) Procedimento Incondicional

5(n) serd:
N

Sty = 3 (EViln, 2])* (2.60)

k=-—00

Neste caso Z corresponde as N observagbes. O procedimento incondicional requer
que se use a forma backward do filtro para sc estimarem valores passados:

‘I’(F)Zk e @(F)ek
onde F' & o operador translagio para o futuro, FY, = Yii1, € € ¢ um tuido brance
Gaussiano com mesma varidncia que Vj.

— Como consideragdes adicionais:

a) Ao se derivar (2.58) em relagio a cada pardmetro, obtém-sc um sistema de
equagoes nao-lineares nos parametros. Uma outra forma de se calcularem esses
pardmetros é linearizar (2.58) em termos da série de Taylor ao redor de algum
valor inicial ng;
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b) Para poucos pardmetros, existe um procedimento simples (chamado soma
dos quadrados), em que se fixam diferentes valores para os parimetros e se
procura minimizar S{7);

¢) Existem procedimentos que calculam recursivamente os parametros, usando
alguma técnica de calculo numérico.

¢ Verificagdo (validagdo do modelo)

Apéds o modelo identificado e com os parametros estimados, é preciso verificar sua
adequacao. Entre os procedimentos para esse fim destacam-se:

a) Teste de Autocorrelagdo Residual e Correlagio Cruzada

Estimados © e ®, as quantidades rg sao os residuos estimados, ou seja, a diferenga
entre os valores previstos na projecdo a um passo e os valores observados. Esses
residuos devem ter um padrdo branco (ser ndo-correlacionados) e sua funcgio de au-
tocorrelagéo pode ser calculada por (2.50) com Y = 0 e com Y; = ;. Considerando

. . - . +
p; assintoticamente normal, a comparacio de p; com os limites — % fornece uma
indicacio adequada do modelo de erro. Para modelos com ordens pequenas (um oun
dois), este limite pode ser bem menor que ;727\7 [7].

Para testar a autocorrelagio, também existe o teste de Box-Pierce, que, apesar de
nao detectar o padrio branco, pode indicar se os valores autocorrelacionados sao
muito altos [7].

Se o modelo é adequado, rg e Yj.; devem ser independentes para j > 1, logo a
covaridncia entre ry € Y;.; deve ser nula. Para verificar isso, pode-se estudar a
funcao de correlacao cruzada:

h g!f:j»pl ri(Yiej — }7)
[ “1{-\[:1 Ti Eszs(n - Y)Q]%

3 jﬂl,z’,_,

) T .
éc deve estar dentro dos limites — 7> exceto para j pequeno.

A iuspegao dos de; pode sugerir a inclusao de novos termos auto-regressivos no modelo
¢ a inspegdo dos p;, quando os cc; ndo se mostrarem mais significantes, pode sugerir
a inclusdo de novos termos de médias moveis no modelo.

o Previsdo para os modelos EntradaxSaida

Como exemplo de projecaoc n passos a frente com um modelo ARIMA, pode-se ter:

Yign = éx[YHn—l} -%-'-’-i-"ép-a--deHn—.n—d} —ézmm-:{} ‘éq[vﬂﬁwq} Vel w21 (261)

onde éi sao os coeflicientes estimados de Q(B), ét- sao os coeficientes estimados de
G(B)e
Vil = BlYietal¥h, Yiors .

[Ybijj = }}}c*+j, _? P {}



Yers) = Yayy, 350
WVets] =0, j>0
Vi = enyss 550
onde e, ; € o residuo entre a projecao a um passo e o valor observado.

Pode-se mostrar que a varidncia do erro de projegio a n passos é dada por [7):

VAR[epin] = (L+ ¢t 4 - +¢2_)od (2.62)

onde
Chgn — Y;‘cw{mn - Y;:i;.n

e {s:} sd0 os n — 1 primeiros coeficientes de um modelo MA de ordem infinita, equi-
valente ao modelo ARIMA [7].
Se Vi ~ N(0,0%) para Y, Yi_q,..., entdo Yy, serd N(Y. ., VARlern]). Um inter-

valo de confianca com coeficiente v é dado por:

+ 1
Vi © 2V ARfera])? (2.69)

onde z, é obtido da distribuic¢do normal padrio.

2.4.3 Modelos de Espacgo de Estados

Todos os modelos, estaticos ou dindmicos, possuem as fases de identificagio (no sentido
de se conhecer a estrutura do modelo), estimagao e verificacio, mesmo que elas estejam
implicitas. Nos modelos dinamicos, em geral, essas fases sdo tratadas de maneira mais
formal. Véarios conceitos que serdo abordados nesta subsegio ja foram apresentados na
subsecdo anterior ¢ outros serdo apresentados em detalhes no Capitulo 3.

e ldentificacéo (determinagdo da estrutura do modelo)

Quando, além de tendéncia, os dados de trifego apresentam também um padrio
sazonal, pode-se usar um modelo de Espago de Estados formado pela superposicio
de um modelo de crescimento linear (tendéncia) com um modelo sazonal (No Capitulo
3 serd mostrado um modelo aditivo formado pela superposigio de virios efeitos).

O modelo de Espago de Estados, para aplicagbes no trafego telefonico, permite fa-
cilidades no processo de identificagio, j4 que é possivel associar significado fisico as
varidveis componentes do vetor de estado. Como exemplo, uma atribui¢io comum é
associar uma variavel de estado ao nivel da carga de trifego e outra ao seu incremento
de crescimento [12, 26]. Ainda com relagio a identificacio, varios estudos mostram
que o modelo de crescimento linear (tendéncia) representa adequadamenrte a maior
parte dos casos de projecéo de trifego com hase de dados mensal ou anual [12, 13, 22].
Para os modelos de Espago de Estados, a conclusio da fase de identificagio (de-
terminagio da ordem do modeio) se dd em conjunto com a fase de estimacao dos
pardrnetros, para escolher um entre algnns modelos previamente identificados e nos
quais se utilizam os parametros estimados. No Capftulo 3 utiliza-se o critério AIC
para definir o melhor modclo entre os varios pré-selecionados.
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¢ Estimacao

Devido a maior {facilidade de associacao das propriedades fisicas, que caracterizam
a demanda de trifego, com a representacio por Espaco de Estados, € possivel se
conhecer a dimensio da matriz de transicdo de estado, ®. Desconhece-se, porém,
os valores de seus componentes. Como ha um problema de estimacdo conjunta de
estado, Xy, € matriz de transicao, ¢, caracteriza-se um problema de filiragem nao-
linear, cuja solucdo sera proposta no Capitulo 3 através do uso de uma Técnica de
Relaxacdo que maximiza iterativamente a fungao de verossimilhanga.

O modelo de Espaco de Estados necessita de um estimador para o estado e uma
solucdo usual, quando a matriz de transigao é conhecida, é a utilizacao do Filtro
de Kalman. Sob as condigdes formuladas na Secao 2.2, determina-se o valor de X
(filtragem), utilizando-se:

X = X[+ K(Yy, — HXY)
O ganho do filtro é calculado de tal forma que:

Py = E[(X), — X)Xk — X))

seja minimo, onde

~ X}, é a estimativa do vetor de estado no instante k (filtragem);

~ Xy é o valor do estado estimado um passo & frente a partir do instante k& — 1
(predigdo);

— K, é amatriz do ganho do Filtro de Kalman e pode ser calenlada recursivamente;
— P é a covariancia do erro de estimagao;

—~ X} é o vetor de varidveis de estado verdadeiras (ndo-observével);

Ky é funcio da covariancia do erro de estimacdo, Pj, da covaridncia do erro de
predicdo, P}, da covaridncia do erro de modelagem, @}y, ¢ da covariancia do erro de
observacio, Ry (supondo @ e H invariantes com o tempo). @y = E W.W/ e By =
E[V, V"] sio matrizes definidas ndo-negativas para que o filiro seja estdvel (Apéndice
(). Se as matrizes de transigdo de estado, @, e de observagio, H, forem invariantes no
tempo, o valor de regime do ganho do filtro sera constante e correspondera a solucao
de estado estaciondrio da equacio de Ricatti discreta (Capitulo 4 e Apéndice D).

A covaridncia correspondente a X} é Py = E{(X; — Xiu)(X; — Xi)?], a covariancia
do erro de predigio.

Verificagio (validagio do modelo)

A verificagho do funcionamento correto do algoritmo pode ser {eita pela observacao
da seqiiéncia de inovagbes (ou residues), v, = ¥ — HX}. Se a seqiiéncia for descor-
relacionada no tempo (ruido brauco), serd uma indicagio do correto funcionamento
do filtro. Os testes de Auntocorrelagio Residual e Corrclacio Cruzada, apresentados
para os modelos EntradaxSafda, também podem ser aplicados aos residnos dos mo-
delos de Espaco de Kstados. O Capitulo 3 apresenta vérios critérios utilizados para
veirifcagio de desempenho.
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e Previsao

O modelo de Espaco de Fstados permite também facilidades para a projecio do
estado n passos & frente, bastando fazer:

: X;,, =X, (2.64)

onde X}, = ¢é o estimador do estado, dadas as observacgdes Yy,Ys, -+, Y; e X é o valor
do estado estimado no instante k. Com a suposicio de que os ruidos sio Gaussianos,
pode-se construir um intervalo de confilanga com coeficiente v para a previsao a n
passos [18]:

Ifk“}‘ﬂ - ZV(VY;C,.E.N)E (2'65)
onde

. L n—1 ) o
Vi, = Ro+ HM HY, M, = 8"P,(87)" 4+ ¥ #7Q (37 y
J=9

e z, € obtido da distribuigio normal padrio.

2.5 Vantagens e Desvantagens dos Modelos Apre-
sentados

A seguir sdo listadas algumas vantagens e desvantagens dos modelos citados:

» Os modelos de regressao independem de observacdes faltantes e nio necessitam traba-
lhar com séries temporais equiespagadas. Os modelos de Espaco de Estados também

trabalham com observagdes faltantes (sem a necessidade de qualquer tratamento aos
dados observados) [21];

¢ Os modelos de regressdo que trabalham com varidveis explicativas, como exemplo,
os modelos econométricos, ainda possuem as seguintes caracteristicas adicionais:
- Ponderam as observagoes;
— Incorporam os efeitos de ohservacdes atrasadas;
— Podem eliminar ou atenuar as observagdes aberrantes (outliers);
— Podem incorporar mudangas nos fatores que afetam suas varigveis;

— Além disso, a fonte de erros de previsio é mais facil de ser encontrada devido
3
a identificacio explicita de sua estrutura, o que nio ocorre com os modelos de
ajuste de fungoes.

Os modelos dindmices multivaridveis, que trabalham com diversas varidveis sob ob-
servagao, e portanto com diversas séries correlacionadas, também tém condices de
identificar fontes de erro estruturais devido &s relagoes entre as varidveis observadas;

* Os modelos estiticos, geralmente, requerem menos observacdes que as necessirias
para outros modelos de séries temporais (exemplo, modelo EntradaxSaida que requer
varias observages para o processe de determivacio de sua ordem) [10, 7, 12];
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Em geral, o grau de especializagdo do pessoal para aplicacio e analise dos resultados
dos modelos estaticos pode ser menor que o grau de especializagio para aplicacio
dos modelos dinamicos;

Os procedimentos mais simples, caso de véarios tipos de modelos estiticos e alguns
modelos dinamicos simplificados, sdo apliciveis mesmo quando se dispoe de um pe-
queno numerc de observagoes;

Para os modelos estaticos que utilizam polinémios para ajustar a tendéncia, ou
harmoénicos para ajustar a sazonalidade, é dificil determinar-se o niimero de termos
polinomiais para ajustar a tendéncia ou a quantos harménicos ajustar a sazonali-
dade. Na pratica, supde-se varios polindémios ou harménicos cabiveis e escolhe-se o
de menor erro de projecao;

E dificil a determinagdo da(s) constante(s) de suavizagdo. Para séries que apresentam
maior complexidade, a constante de suavizagio deveria ser grande o suficiente para
permitir que um malor niimero de observacoes participe do alisamento. Por outro
lado, para melhor adaptacdo a variacdo nas observages, é preciso dar peso maior
as medicbes mais recentes. As duas condi¢des sdo incompativeis e requerem que se
estabeleca um compromisso entre elas;

No caso dos procedimentos mais complexos, existermn dificuldades ou impossibili-
dades de se estudarem as propriedades estatisticas dos valores projetados e, con-
seqiientemente, de se determinarem intervalos de confianca para as previsoes;

Existem modelos que sdo intrinsecamente recursivos, como exemplo, o modelo do
Fspaco de Estados com o Filtro de Kalman, o que permite o processamento seqiiencial
das observagdes. Outros tipos de modelos podem ser tornados recursivos, como
exemplo, o Filtro de Wiener;

Os modelos estaticos requerem um maior nimero de parametros para atingir a mesma
precisao dos modelos dinamicos, pelo fato de ndo trabalharem com suas saidas pas-
sadas. Segundo Morettin, os modelos de regressdo, em geral, se ajustam melhor aos
dados, mas os modelos dindmicos produzem melhores previsoes [7];

Embora as etapas de identificacio (determinagio da ordem), estimacio e verificacio
estejam presentes qualquer que seja o modelo (estdatico ou dinamico), nos modelos
dindmicos, em geral, ha mais formalizagio tedrica disponivel, o que permite maior
conflanca na aplicacio e nos resultados obtidos pelo modelo escolhido;

Os modelos dinamicos descrevem séries temporais onde a dinamica do processo é in-
corporada aos procedimentos, ¢ que permite que, para alcancar precisio semelhante,
os modelos estalicos demandem a utilizagdo de um maior nimero de parimeiros;

(eralmente, os modelos dindmicos sdo mais complexos ¢ requerem do usudrio um
conhecimento formal mais sofisticado. Além disso, sio freqlientes os tipos em que o
usudric tem nccessidade de programas sofisticados {softwares) de computador, nem
sempre disponiveis;
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Figura 2.4: Modelos de Projecio de Trifego

s A classe dos modelos estdticos possui, em geral, modelos mais simples, como os apenas
de suavizagdo, os de ajuste de funcdes ou os de regressio simples; e nos casos de se

possuir poucas observacdes, geralmente os modelos mais simples fornecem melhores
resultados.

2.8 Comentarios Finais e Conclusoes

Todos os modelos apresentados tém suas vantagens e desvantagens dependendo da condigao
em que sao utilizados. A definigio final sobre o modelo a ser empregado depende dos re-
quisitos de desempenho, tais como precisdo, estabilidade das projecoes, facilidades de com-
putagéo, etc. A Figura 2.4 mostra a classificagio para os modelos de projegio de tréfego
apresentados no decorrer do presente capitulo com a finalidade de ilustrar os comentérios
finais.

Os modelos de snavizagao'® podem modelar a séric temporal como modelos indepen-
dentes; no problema de teletrafego, porém, se prestam mais ao papel de coadjuvantes dos
modclos de regressio ou dos modelos dindmicos e tém como objetivo principal a reducao
da varidncia dos dados amostrados. Por outro lado, sempre é possivel tratar os residuos de
um modelo de regressao por meio de um modelo dindmico. Pela conceituacio deste tra-

15No Capitalo 3 serd apresentado um modelo de suavizgagao dindmico para o modelo de Espaco de
Tistados.
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balho, o modelo completo se tornard dindmico (como exemplo, os residuos de um modelo
econométrico que podem ser tratados por meio de um modelo auto-regressivo)'®.
Algumas consideragdes que devem orientar a escolha do modelo sio:

¢ Um modelo mais complexo tende a apresentar maior precisdo. Porém, este aumento
de complexidade acarreta um processamento adicional devido ac aumento das co-
varidncias envolvidas, ¢ que implica em adicionar outras fontes de erro ao modelo. Os
testes que serao apresentados no Capitulo 3 indicam que modelos mais complexos re-
querem um numerc maior de observagoes que os modelos mais simples. Modelos mais
complexos sao mais sensiveis a utilizagio de pardmetros desconhecidos {24, 12, 45];

e Quando o propdsito do modelo é a estabilidade dos fatores que influenciam a variavel
em questdo (fatores sujeitos a mudangas), ou quando a causalidade (relagio de causa
e efeito entre as variaveis) é primordial, os modelos econométricos {ou que traba-
tham com varidveis explicativas) sdo indicados porque podem manipular mudangas
estruturais. Neste caso, os modelos que trabalham apenas com a série histérica dos
dados desvinculada da estrutura que os gerou, nio seriam adequados (com excegao,
evidentemente, dos modelos multivaridveis em que as varias varidveis sob ohservacio
sdo correlacionadas);

e Quando existem poucos dados {ou nio sio confidveis), os modelos Fntradax Saida
nio sio adequados porque requerem entre 60 a 100 observacoes para a fase de deter-
minagdo da estrutura {22, 14]. Nesse caso, um modelo que leve em conta a estrutura
do sistema é mais eficaz porque reduz o nimero de observagbes necessirias para a
fase de identificagao;

¢ Quando a estrutura que gera os dados é dificil de ser identificada, entao nao ha outra
escolha sendo a de empregar um modelo que é baseado nos dados histéricos da variavel
de interesse. Sob esse aspecto, os modelos dinamicos, pelo fato de trabalharem com
valores passados das observagdes e das perfurbacoes, geralmente requerem um menor
ndmero de pardmetros a serem estimados para alcangar a mesma precisdo.

Do ponto de vista de desempenho, os modelos de Espaco de Estados e Entrada xSaida
sa0 essencialmente equivalentes, e tendo-se a estrutura de um & possivel se obter a estrutura
equivalente do outro |[22].

Nos proximos capitulos, a continuidade do irabalho serd centrada na representagio
Espaco de Estados, porgne:

s A identificagdo dos modelos de Espaco de Estados pode ser baseada também no sen-
tido fisice do problema e nio apenas no conjunto de observaces disponiveis {exemplo:
um modelo com dois estados, um relacionado ao nivel da caiga de trifego e outro
associado ao seu incremenio de crescimento), o que permite que wm menor nimMero
de observagoes possa ser usado na fase de identificagio;

Yom relacao aos wodelos extrapolativos — que podera ser eseritos como uma funcao, da mesma forma
gue os modelos de regressao —, € aos modelos yue traballam comw a wabeiz de trafego — que dependern
sempre de algum dos outros modelos do projecio citados ne capitulo (esses modelos, geralmente, sdo os
procedimentos extrapolativos) -, por simplicidade foram incluidos junto acs modelos de regressao na
Figura 2.4,
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e Versatilidade em se formular intuitivamente modelos aditivos (ver Capitulo 3) envol-
vendo tendéncia, sazonalidade e componentes irregulares. A matriz de transicio de
estado pode ser fixada para representar tendéncia e sazonalidade e ter apenas uma
pequena parte a ser estimada (no caso do modelo aditivo, a matriz de transicio de

estado completa é particionada em vérias submatrizes que, em sua maioria, podem
ser fixadas);

» No caso dos modelos EntradaxSaida, a cada conjunto de dados de rotas é possivel
identificar wm modelo diferente (exemplo: AR(1), ARIMA(1,1,1), AR(2), etc.) e
s6 entdo se passa a estimagdo de seus pardmetros. Os modelos de Espago de Esta-
dos, mesmo podendo ter matrizes de transigio de estado diferentes para cada rota,
mantém a ordem das matrizes e o problema, para um conjunto grande de rotas (por
exemplo, as que s6 possuem tendéncia, as que possuem tendéncia e sazonalidade,
etc.} se torna apenas de estimagio dos novos elementos da matriz de transicio de
estados e dos demais pardmetros do modelo;

o Os modelos EntradaxSaida requerem um certo tamanho (némero de observagées)
para a etapa de identificagio (determinacao da estrutura), mas os modelos de Espaco
de Estados podem utilizar qualquer tamanho;

» Os modelos de Espago de Estados podem utilizar informagées adicionais além dos
dados histéricos utilizados;

o Os modelos EntradaxSaida requerem que o processo estocdstico que gerou os dados
seja estaciondrio (ou tornado estaciondrio, vide técnicas do Capitulo 2). Os modelos
de Espago de Estados trabalham com qualquer processo gerador dos dados;

o Com o modelo de Iispago de Estados, ¢ simples fazer a projecio n passos i frente,
bastando fazer Yip, = HO" Xy

e Iixistem modelos de Espage de Estados multivaridveis que podem trabalhar com
séries com observagdes faltantes (por exemplo, bastando mudar valores da matriz de
observagio H), sem a necessidade de suprir as faltas de dados com interpolagdes,
etc., o que ndo ocorre com os modelos Entradax Saida [30];

¢ De acordo com Cole [43], o modelo de Espaco de Estados com o Filtro de Kalman
representa um papel fundamental na busca de um arcabougo de metodologia unificada
para os modelos de previsdo. Todos 0s modelos apresentados podem ser representados
na forma de Espaco de Estados;

e O modelo de Espago de Estados com o estado estimado pele Filtro de Kalman, além
de ser nm preditor do estade futuro, ainda tem intrinsecamente incorporado ao seu
funcionamento um estimador (o Filtro de Kalman), o que possibilita que se adapte as
variagGes no padrao das observagbes, ou seja, possui parimetros variantes que sdo as
covariancias do erro de predicio e de estimagdo, recalculadas a cada nova observagio
134]. No entanto, esse grau de adaptacio é relativo, j& que o préprio Filtro de Kalman
também requer que seus pardmetros sejam corretamente estimados!”;

" Alguns autores [34, 59] denominan as covariancias do erro de estiinagao ¢ do crro de predigio, do
modelo de Espaco de Estados com o estado estimado pelo Fittro de Kalman, de parametros variantes que
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¢ Os modelos de Espaco de Estados simplificados (portanto menos precisos, mas também
menos sensiveis a mudancas de dados ou de pardmetros) sio capazes de realizar
projecoes a mais longo prazo (diferentemente do modelo Entradax Saida que é mais
adequado para o curto prazo), sem cometer erros grosseiros;

o ‘A tendéncia em se utilizar o modelo de Espago de Estados é mostrada na maioria
dos trabalhos recentes de projegio de rotas de trafego [61].

sio recalenlados a cada nova observacdo. Neste texto, os parametros referidos sdo: As covaridncias do
erro de observacio e de modelagem, a matriz de fransigio de estado, a estunacio inicial do estado e a
covaridneia de erro de estimagio inicial {Capiiulo 3.
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Capitul(; 3

Representagao por Espaco de
Estados com o Filtro de Kalman

As abordagens de proje¢do baseadas no modelo de Espaco de Estados sdo revistas de
maneira critica, sendo exploradas suas caracteristicas. Como resultado deste traba-
Iho, este capitulo propée um procedimento de projecio de trifego formado pela adigdo
de caracteristicas desejdveis dos varios trabalhos pesquisados. Especial atencdo é
dada aos modelos construidos por decomposicio aditiva da série temporal com a
consideragio de aspectos relacionados 3 identificagio fisica do modelo, devido & sua
forma intuitiva. O estado do modelo é estimado pelo Filtro de Kalman e a necessidade
de se estimarem conjuntamente o estado e a matriz de transicio de estado caracte-
riza um problema de filtragem ndo-linear. Neste capitulo utiliza-se como solugio
para este problema uma técnica de relaxagéo baseada na maximizacio da funcio de
verossimilhanca, denominada EM (Frpectation-Mazimization). Observa-se que um
algoritmo mais simples (e robusto) tem melhor desempenho, com rela¢io ao erro
médio quadratico entre o valor da previsio a um passo e o valor observado, do que o
algoritmo EM. Abordam-se, assim, as questées de otimalidade X sensibilidade. De-
pendendo do tipo de aplicagfo, recomenda-se a utilizagio de um algoritmo robusto
ou de um algoritmo adaptativo — ambos incorporando a estimagio da matriz de
transicio de estado —, cujos desenvolvimentos serdo detalhados nos Capitulos 4 e 5.

3.1 Introducéao

As abordagens de projecdo baseadas no modelo de Espaco de Estados sio revistas de
maneira critica, sendo estudadas snas caracteristicas desejaveis. Como resultado desse
trabalho, neste capitulo propde-se nma forma original de procedimento para as fases de
identificagiio, estimac@io e verificagao. A proposta baseia-se na selecio dos aspectos
relevantes para os algoritmos de projegao de trafego. Desta forma, caracteristicas desejaveis
de varios trabalhos sdo combinadas para formar uma nova alternativa. As propostas para
as fases de identificacdio, detalhada nas Segdes 3.2 ¢ 3.3, estimagio, abordada nas Secdes
3.4 e 3.5, e verificag@o, comentada na Secao 3.6, sio descritas como se segue:

1) Identificagao (estrutura do models)

As propostas de Kitagawa, Kitagawa e Gersch, Shumway e Stoffer, Shumway [50, 19, 26,
21], bascadas na decomposigio aditiva da série temporal, sio preferidas porque supoem
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padrdes gerais e possuem formulagdo independente. Além disso, consideraram-se os mode-
los especificos baseados na interpretagio fisica das varidveis de estado (e.g., o modelo com
duas varidveis de estado, representando nivel e incremento de crescimento) {12, 26].

O interesse do presente trabalho é a obtencio de projecbes n passos a frente, Yy, =

H®"X,. Portanto, também se propde o modelo representando tendéncia com H = { v 1
onde ¥ é um pardmetro variando de zero a um (Sec¢do 3.3).

2) Estimacdo

Para a estimacdo do estado do modelo de Espago de Estados adota-se, como usual, o
Filtro de Kalman. Todavia, a utilizagio do Filtro requer que as covaridncias do ruido de
observacio {ou covaridncia do erro de observagao), Ry, e do ruido do sistema (ou do erro
de modelagem), @, sejam conhecidas, o que raramente ocorre na pratica. Além disso,
quando a matriz de transicio de estado, ®;, é desconhecida, torna-se necessirio estima-la.
A estimagao simultdnea do estado e da matriz @, caracteriza um problema de filtragem
nao-linear. Devido ao carater recursivo do filtro, hd também um problema de iniciagio que
é critico quando a quantidade de observagbes é pequena, ou seja, devem ser estimados o
valor do estado inicial, cujo estimador é X, e a respectiva covaridncia do erro de estimacio
inicial, Py.

Para resolver o problema dos parimetros desconhecidos, incluindo o problema de fil-
tragem nic-linear, existem os algoritmos para Filtragem Nao-linear {24], e 0 método de
Relaxacdo baseado na maximizacio da funcio de verossimilhanga, de Dempster et al [31].

Para projegoes do trifego telefonico, os trabalhos de Tomé e Cunha, e de Chemoulil e
Garnier utilizam o método de relaxacao baseado na maximizagio da funcdo de verossimi-
lhanca para estimarem os pardmetros desconhecidos [13, 17] !, A técnica de relaxacao EM
de Dempster et al {31, 20, 21| serd utilizada neste trabalho e produz resultados dentro das
especificagdes desejadas [45].

O algoritmo EM utiliza a técnica da maxima verossumilhanca para se estimarem os
parametros desconhecidos, ¢ as equagoes do Filtro de Kalman e do Suavizador de Kalman
(Kalman Smoother) para se estimar o estado. O algoritmo EM nio permite a estimacao
simultanea de X, e da respectiva imprecisio inicial, Py, sendo necessério que se fixe um
dos dois. Neste trabalho propde-se um méiodo alternativo para a cstimacao conjunta de
Xo e Py. A equacio de estimacgao de Py serd detalhada no Capitulo 4 pelo fato de ser
empregada no desenvolvimento do Algoritmo Robusto proposto nesse capitulo.

Na implementacdo do programa de um novo algoritmo proposto por Shumway para
o Suavizador de Kalman, que diminui a necessidade de inversio de matrizes (Apéndice
E), propoem-se também métodos para se estimarem partes de ¢ (submatrizes) enquanto
outras permanecem fixas.

Apresenta-se também um estudo comparativoe do desempenho do suavizador ao se uti-
lizar o algoritmo do Jota [31], ou as recursdes de De Jong [30] para o modelo univaridvel
(esses dois algoritmos serio detalhados no decorrer do capitulo). A comparagao é feita por
meio do ajuste de fung¢des (Capitulo 2) e compara o tempo de processamento em funcio
do niumero de estados.

3} Verificacace

10 métode da maximizagio a posteriori da funcio de verossimilhanca também é utilizado por Abe e
Saito [64]



A validaggo do modelo é apresentada na Secao 3.6, como ¢ Critérios para Avaliacio de
Desempenho ”, onde se utilizam os critérios usuais (tais como Erro Quadratico Médio
(EQM), etc.), voltados para os valores projetados, e nio apenas para os estados estimados?.
Nesta secao aborda-se a descrigao do procedimento AIC que, além de ser uma ferramenta de
verificagdo do ajuste dos modelos aos dados, também serve para definir a escolha do modelo
mais adequado, ou seja, encerra a fase de identificagio (derterminacio da estrutura).

4) Outras questoes

Posteriormente, terminadas as questdes de identificagio, estimacio e verificagdo, na Secdo
3.7 sdo realizados os testes com vérios modelos propostos (testes adicionais sio mostrados
no Apéndice i). Também ¢ nesta sego que se mostra que um modelo mais sofisticado, em
alguns casos apresenta resultados piores que algoritmos mais simples. Quando as pro jecoes
sao n passos 3 frente, esse fato torna-se evidente 3.

Com parametros inadequados, verifica-se a divergéncia do filtro quando a seqgiiéncia
de ganhos do filtro tende a zero. Um filtro com ganhos constantes, por exemplo, elimina
esse problema [45, 12]. A Secdo 3.8 enfoca as questdes de “ Otimalidade, Sensibilidade e
Robustecimento ”, terminando por propor algoritmos mais simples, mas que podem evitar
€ITOS grosseiros.

A Secao 3.9 discute como os filtros apresentados nas secdes anteriores sao utilizados em
diversas aplicacdes em teletrafego.

Finalmente, a Se¢io 3.10 apresenia o sumario e as conclusdes.

3.2 O Modelo de Espago de Estados Formado por
Decomposicao Aditiva da Série Temporal

Conforme discutido na Segio 2.2, uma série temporal pode ser descrita por:

Yi=pe + T+ S+ Vi (3.1)

No problema do trafego telefénico, a média e a tendéncia também podem ser decompostas.
A média g tem uma parcela contida em 7} ou em Sy e uma parcela que corresponde as
flutuagoes didrias, denominada Vp,. A tendéncia 7}, de fato contém uma parte do tipo
tendéncia polinomial deterministica e uma parte formada por um processo do tipo ARMA.
Para que ndo se introduzam mais simbolos, a primeira parte da tendéncia serd denominada
Ty, (ou simplesmente tendéncia) e a segunda, Ty, (ou tendéncia estocéstica). Desta forma,
uma série univariavel pode ser descrita como®:

Ye =T+ Sp 4+ Ti, + Vo, + Vi (3.2)

onde

20 Apéndice F apresenta o deseavolvimento de algumas relagbes entre os crilérios propostos.
"No enfanto, mesmo para a projegio um passo A frente nota-sc um aumento no Ereo Quadedtico Médio,
que pode ser verificndo pelos resultados do Apéndice G.
*0s modelos com perturbagdes autocorrelacionadas poden ser tratados por meio do filiro com o estado
extendido {28}, onde se recai no modelo de perturbagio (anssiana.

43



e Y é o valor da observacao no instante k;
# T; ¢ o valor da tendéncia da série no instante k;
¢ 5; € o valor do componente sazonal no instante k;

o Ty, ¢ o valor da tendéncia estocédstica, geralmeate representado por um processo
auto-regressivo de ordem p;

, e e ~
e Vp, é o valor do componente de variagdo didrio, representado por uma regressiao que
converge a valores fixos;

e Vi é uma variavel aleatéria Gaussiana, de média zero e covariancia Hy.
O estado do modelo terd quatro componentes:

Xy = (3.3)

onde X; ° corresponde a Ty, X5 corresponde a S, X3 corresponde a Vp, e X, corresponde
aly,.
Como fol apresentado no Capitulo 2, o modelo de Espago de Estados genérico para as

observagbes Yy, € dado por (2.13) e (2.12):

Y, = N Xo + V3

X = ®Xpy + TW,

onde considerou-se Uy = 0. A introducgio dos efeitos de {3.2) em (2.13) e (2.12), conduz a
(3.4)  (3.5), [19, 20]:

Y, = [H, Hy Hy Hi| X+ Vi (3.4)
onde
& 0 0 0 F, 0 0 0
o & o o | 6 T, 0 O }
K=l g 0 @ 0| T g o op, 0| M (3.5)
0 0 0 & | 8 0 o Iy

Em (3.4}, a matriz H;, representada por H3;, é variante no tempo porque se trata de uma
regressao de efeitos fixos em que os valores de Hy mudam a cada nova observagio (havera
detalhamento na préxima segio).

O modelo de Espago de Estados (H,®,T') é obtido a partir das matrizes componen-
tes (H;,®;,1;) 7 = 1,...,4. lssas matrizes modclam, respectivamente, os efeitos de
tendéncia, sazonalidade, efeito de variagdo didrio e tendéncia estocastica.

A seguir, discute-se a metodologia para a oblengio dessas matrizes.

3Para efelto de simplificacio, onde for possivel, ndo se utilizard o indice &,
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3.3 Os Modelos (H;,®;,T})

A presente secdo apresenta os modelos com os efeitos mais comumente observados em
séries femporais relacionadas ao trifego telefénico. Além de modelos desenvolvidos, em
principio, para finalidades gerais combinados com modelos especificos para aplicacbes de
tréfego (vide exemplos de aplicag 0 no Apéndice G), propde-se um modelo com variagées
dos elementos da matriz de observagdo, H = [y 1—+]. A segio termina com uma ilustracio
da combinacio de modelos aditivos.

3.3.1 Modelo de Tendéncia (H;,®;,I')

O componente de tendéncia pode ter duas formas: a) tendéncia polinomial local e b)
crescimento linear.

a) O componente de tendéncia polinomial satisfaz & seguinte equacio a diferencas:

A™Ty, = wig; wix ~ N(0,q1) (3.6)

onde {wix} é uma seqiiéncia iid (de varidveis aleatérias independentes e identicamente

distribuidas) e A denota o operador diferencga, definido por ATy = T} — Ti_;.
Para m = 1,2,3, os valores da tendéncia das correspondentes mairizes Hy, &,,I'; e os
componentes do vetor de estado, (X7), sao:

m=1: Ty =Ty +w, X =T, loge®y = [1], Ty =[1], By =[1] (3.7
: Ty
m=2 T =2y —Thg +wyg, X1 = , logo
Tt
RS
(i)]“‘"“|:l G},11_{0}1H1'—17

T
m== 3 = 3T - 3T+ Thog+wig, Xy = [ Thi :! , logo

Ty
1 1
Ta=1 0,085 =1 0 (3.9)
0 0

bj No caso de crescimento linear, a tendéncia no instante &, Ty, é representada pela adicio
do nivel, T},_;, com o incremento de crescimento, T;.; (o incremento de crescimento é o
produto do nivel pela taxa de crescimento da rota de trifego):

: } (3.8)

Ty = Tos + Tt +wiip (3.10)

ri‘k = Tkwi Wy (3.11)
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Supondo que
Wik = [ Wik ] ~ N(0,Q1)

e {wy1x} € {war} slo seqliéncias iid, T} é o incremento de crescimento no instante k,
. Tk . 1 }. U 1 8 T 1
e[ Eomo [ ][ 23]

Esse segundo tipo tem sido bastante usado para modelar a tendéncia do trifego te-
lefoénico porque incorpora uma interpretagao fisica, segundo a qual o nivel futuro corres-
pondera ao nivel presente adicionado com o incremento de crescimento em um periodo.
Por outro lado, outra suposicdo é que o incremento de crescimento permanece constante.

. - N . . - 11
Essas duas consideragoes correspondem a matriz de {ransicao de estados &, = { ] ,

01

113, 17, 12, 18, 26].

Considerando duas variantes do item b), tem-se:
b.1) Uma extensao deste modelo utiliza a matriz de transigao de estado estimada de acordo
com os dados disponiveis. Neste caso, permanece a interpretagao fisica de que a carga de
trifego é formada pela soma do nivel com o incremento de crescimento, mas ponderados
pelos coeficientes de €,. As demais consideragoes do item anterior também se aplicam a
este modelo.
b.2) Existem casos em que H deve ser representada por H = [y 1 - |, onde 7y é um
fator de ponderagdo, 0 < v < 1. Este tipo de representagio se justifica porque se requer
H diferente de [ 10 ] 5. Continuam vélidas as condigdes gerais de b e da variante b.1,
mas:

,
¢ T} néo sera o valor do nivel, mas o valor do nivel real dividido por 7, i.e., T} = ﬂgﬂ%{g}“;

e 1% néo serd o valor do incremento de crescimento, mas o valor do incremento real

dividido por 1 — 4, l.e., Ty, = W;

o Para este modelo, os valores limites de v (zero e um) nao fazem sentido porque
provocam indeterminagoes. No entanto, na prética, o valor mais utilizado para v €
um {¢ o préprio modelo do item b ou este modelo com v — 1), que significa que a
primeira varidvel de estado é o proprio nivel da carga de trafego.

Com as cousideragbes acima, (2.13) € reescrita como:

Ve = HXp + Vi =T + (1~ 7)’!.',:; |V} = nivel + incremento + V. (3.12)

60 que importa é o valor da projeciio a n passos, que é dado por H®" Xy e a coeréncia do produto
HX; em rclagio ao valor observado, conforme serd desceito a seguir. No desenvolvimento do algoritmo
Adaptativo, que sera descrito no Capitulo b, é importanie que H nao possua elementos nulos porgue o
valor de H ¢ utilizado para a estimacdo de Qlg.
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3.3.2 Modelos para o Componente Sazonal (Hy, 1)

Diz-se que uma série temporal exibe sazonalidade se as observagdes equiespacadas no
tempo por algum intervalo fixo possuem comportamento semelhante. A seguir sao descritas
algumas representacées do componente sazonal:

o Amostras sazonais (Secdo 2.4 para os modelos AR sazonais), em que amostras
equiespacadas de um sinal durante o periodo sazonal sio igualadas a zero, ou seja,
o sinal se repete a cada ciclo e a soma dos valores positivos e negativos se anula.
Iguala-se esta soma de valores positivos ¢ negativos a uma perturbagio branca de

média nula, wa, que corresponde & modelagem do componente sazonal do estado,
isto é:

L-1
3 Sy = wy (3.13)
£2=0

onde wy ~ N(0,¢), L é o niimero de divisées do perfodo sazonal (e.g., [ = 4 e
L =12, para dados trimestrais e mensais, respectivamente) e {wy;} é uma seqiiéncia
iid. Alternativamente, (3.13) é escrita como:

L1
S = ~ Z B*Sy + wag (3.14)

=]

onde B' é o operador translagio para o passado, definido por B'S, & Skoie
Por exemplo para dados trimestrais, definindo:

Sk -1 =1 =1 1 1
Xy= | S-1 | temsedp=] 1 0 0 |, Ty=]0}|,H =|0
Spa 0 1 0 0 0

Este modelc ¢ usado para efeitos sazonais regulares, onde nio hd periodos de cres-
cimento ou decrescimento do nivel sazonal {19]. X, tem dimensdo L — 1, de acordo
com a equagio (3.14).

e Analogia com tendéncia polinomial (Secio 3.3):
A™ Sy = way, (3.15)
onde AS; = 5, — Sy e para m = 1 tem-se:

Sg = Spop + wo (3.16)

onde L é o perfodo sazonal e wy é como definido anteriormente. Para dados trimes-
trais, definindo:

Sk 00 0 1 1 i
. Sk o 19 ¢ 90 , U T _ 0
Xy = Se_s ,lense $p = 01 0 0 Ay == 0  Hy | 0
{ Sk-a Loo o] 0 L o

Neste caso, X, tem dimensao L.



« Componentes sazonais crescentes ou decrescentes. Iiste modelo utiliza amos-
tras de dois ciclos sazonais consecutivos para permitir a inclusdo de padrdes crescentes
ou decrescentes em relagdo ao ciclo anterior {Secao 2.4), [19]:

(1- E BY:Sy = wy, (3.17)

onde wyy € como apresentado anteriormente. Para dados trimestrais, definindo:

S 2 1 0 -3 -2 -1 1 1

St 1 o0 8 o0 o 0 0

. Sz ” 0 ¥ 0 O 0 0 N 0 T 0
Ka= | g7 fortemsede=t o o o g g [ohe=| g | M= g
Sps 0 60 1 o o 0 0

Sps 06 0 0 1 © 0 0

Para esta representagio, X, tem dimensao 2(L — 1).

¢ Representacgiao por série de Fourier [26]. A sazonalidade é representada por uma
série de Fourier (Segdo 2.2), equacao {3.18):

1%

Sy = jzﬁ:o(aj cos ggjk + b; sin ?}?Jk) + W - {3.18)
onde |z| é o maior inteiro menor ou igual a . Na verdade, tem-se ( L‘; +1])2 = L+42

coeficientes no caso par e I + 1 no caso impar; porém, como b, ¢ b1, sdo nulos, usa-se
2
apenas L coeficientes (no caso impar by néo existe).
2

Também escreve-se S; como:

o)
[' 2 27 . . 2 . &

SE = ay + Z {agj cos Ijk 4+ agjtq sin —E-Jk) +ap(-1) (3.19)
J+1

onde ap(—1)* = 0, se L é impar. A primeira maneira de sc expressar a sazonalidade,
equagio (3.18), é semelhante a forma geral para padrées sazonais, (2.5). As duas
equagoes se equivalem com:

Qg = ;€ Qi1 = bj, para 0 < j < -i

onde oy = ag e oy, = ay, para L par, e os coeficientes sao dados por:
2

2 & o
azj = 5 > S8k COS(-ij)
k==t
2 & L 2T
X2 T 2 S Sm('}:,?k)
! k=1
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1 L
an =3 3 Su(~1)F (3.20)
k=1

Se 55 possuir média nula, a; = 0.

Para obter o cédlculo recursivo dos coeficientes, Szelag [26] desenvolveu a equacio
(3.19) em um instante genérico de tempo k e depois para o instante seguinte k + 1.
Para transitar de & para k + 1, resultam as seguintes equacdes [26]:

Qe = O1(k41)

®25k = ¢! X j(k+1)
Q(2541)k ! O(254+1)(k+1)

Qg — (WI)CXL(R'-}-},} (3.21)

onde

41 = cos—zf' — sin 255
J singfj cos%’lj

Definindo o estado X como sendo os coeficientes do modelo sazonal, X, = gy .y L;C]T,
tem-se:

Xor = 5 Xogesry

ou
Koker) = PaXok (3.22)
onde ) }
1 0 0 0
0 7" 0 ]
;' =] 0 0 ¢ 0 (3.23)
0 0 { .0
0 0 o0 .- ~1]

A utilizagio do indice k tornou-se primordial. Nos exemplos anteriores, o produto
H; X; fornecia o valor que seria adicionado & equagdo geral (3.2). Neste caso Sy é
formada pelos coeficientes de (3.19) desenvolvida por Szelag em dois instantes de
tempo consecutivos e, por imposigio, miltiplos de %, de tal forma que os termos
onde ocorrem as fungoes seno se anulam e os termos onde ccorrem as funcdes cosseno
s¢ tornam iguais a um, resultando:

Sko=eup -+ Y o+ o
i

O produto H, X, fornecerd o valor S;. Entao o vetor I dimensional T, = { 11 01

Como exemplo, para dados trimestrais:

10 0 0 10 0 0

1 O cos? —sini O 160 -1 0
4 0 sy cosiy D 6 + 0 ¢
[ L 0 -1 00 0 -1
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onde

1 0 0 0 1 1
o 0o 1 o0 o r 11
&, = 0 -1 0 0 o = 0 iy = 0
0 0 0 —1 0 1

i

Desta forma, X, possui dimensio L. Segundo Szelag [26], resultados empiricos indi-
cam que o modelo trigonométrico propicia, em algumas situagdes, resultados methores
que os modelos anteriores.

3.3.3 Efeito de Variacao Diario (Hy, ®3,1)

Neste modelo H3 pode variar com o tempo. Devido aos diferentes nimeros de dias da
semana por més, Kitagawa e Gersch [19] propuseram sua utilizagido para melhorar a pre-
visao de modelos sazonais (por exemplo, existem meses que possuem mais domingos, outros
possuem mais segundas-feiras, etc.). A introducio do efeito de variacdo didrio no modelo
de Espaco de Estados corresponde a remover da série temporal a flutuacgdo devido a essas
variacoes. Para um periodo fixo de observagdes, ajusta-se a variagdo didria por meio de
uma regressao sobre coeficientes fixos. Dado que a flutuacdo da variagio diaria é semanal,
tem-se que:

7 6
> ¥k = 0. Assim yze = — > Yip (3.24)

onde v;; denota o fator do efeito de variacdo diario dos 1-ésimos dias da semana no mes
(trimestre, etc) k. Conceitualmente, v, € um sinal periédico da mesma forma que o sazonal,
porém, representa apenas uma flutuacio semanal sobre um periodo maior (més, trimestre,
etc.) que vai ser observado.

Se dj;, denotar o nidmero de i-ésimos dias da semana (segundas, tergas, etc.) no k-ésimo
mes {ano, trimestre, etc.), escreve-se o efeito de variagio didrio como:

7
Vb, = Y vind}, (3.25)

=1

Fazendo djy = &, — d;, tem-se:

] L] ] & )
. L Y Y -
Vo, = ) virdl +vedyy = E Yirdyy, ~ E viediy = Y tinldl - dn) = ) viedi
izl LE) $mm] [EE51 imi

Como Vp, = Hap X3, definem-se:

" dyg | T
dag ~Vak
Hy2 | B g2 | ™
4k Yk
dsk Y5k
L dok | L Yok
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A equagao a diferengas, ndo-perturbada, para a variacio diaria é 7:

Yik = Yi(k-1) (3'26)
Para dados mensais, tem-se: \3
1 00 06 0 07 [ 0]
010 0009 )
001090 0
B=loo00100| " fels=|,
00606010 0
00 0 0 0 1] 0]

Para dados trimestrais, dj; denota o nimero de i-ésimos dias da semana no k-ésimo tri-
mestre, e pelo fato de serem 3 meses, o efeito didrio é menos significativo.

3.3.4 Modelo para Tendéncia Estocastica (Auto-regressivo) (H,, ,,T,)

Neste modelo, supde-se que o componente estocéastico estaciondrio, T, , satisfaz um modelo
auto-regressivo de ordem p. Isto é:

Ty, = $i1Tg, 4+ Pl _, +wap (3.27)

onde wy; ~ N(0,q1) e {wy} é uma seqiiéncia iid. Definindo:

Tg,
Tg, .
X}ik: ol
T‘Ek—pi-i
{em-se:
b Po e Py 1 {1)
1 6 0 .
7R I o | Te= JH] =
{) i 0 0 0

3.3.5 Tlustracido do Modelo

O exemplo a seguir, para dados mensais, possui tendéncia (crescimento linear), sazona-
lidade, tendéncia estocdstica (AR de ordem 2) e efeito de variagdo diirio (o Apéndice H

"Isto equivale A solugio recursiva de wma regressao linear do tipo de (2.3) da Secdo 2.3, com B = 74
e dip = Xig. Esta forma recursiva de solugio da regressio linear maitipla ¢ utilizada nos algoritinos
de filiragem adaptativa (minimos quadrados recursivos) e neste caso o modelo é nm mero estimador de
parawelros (sem ruido no estado, ou seja, Qp é nula) {111
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mostra um detalhamento da obtencdo dessas matrizes):

T, 110 0| o 0 | 0 0
T 01 6 0 | 0 0 | 0 0
Tg, 00| ¢ ¢ | 6 0 | © 0
T, 006} 1 0| o 0 | o 0
Sk 06 06 0 | —1 1] 0 0
PO [ S N OISO SO0. 0 LD 2 B
: 06| 0 0 | P N
Sk-10 00 ] 0 0 | 1 0 |0 -0
Tik 0.0 1.0, 08 | 0 - 0 1. L0
: 00 6 0 | 0 0 10 0
e | OO0 ] 0 0 | 0 0 |0 1
1 0 ¢ 0]
01 00
00 1 0
00 0 0
00 0 1
00 0w, (3.28)
00 0 0
00 0 0O
000 0 0
Vi=[1010 1 0 -+ 0 dip - dex | Xp+ Vi (3.29)
onde o
Witk 0 ¢ 0 0 0
R W o7 ¢ 0 0
W = Wak ’[Vk} N g 10”0 gs 0
W, 0 0" 0 0 R
onde

s = [ du1 d2 }

q21 4oz

e {0 ¢ um vetor nulo de dimensaoc 2 % 1

Embora a secdo tenha propositos gerais, na pritica os padrdes de tendéncia e sazo-
nalidade sdo suficientes para descrever o comportamento da série femporal do tréfego
telefonico |13, 18, 17, 12, 26]. Isto também tem sido confirmado pelos diversos resultados
que se obliveram com dados de dezenas de rotas de tréfego ([45] e Apéndice ().
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3.4 Estimacao de Estado com o Filtro de Kalman

O Filtro de Kalman é um estimador étimo ® que minimiza a varidncia do erro entre o
estado estimado e o estado real. A presente segio mostrard as equacdes do Filtro de Kalman
para a filtragem e para a predigio. Como definido no Capitulo 2, Filtragem se refere &
estimagdo do vetor de estado atual, baseada em todas as observagdes passadas e Predicao
se refere & estimacio do estado em um instante futuro a partir do valor presente do estado
estimado. A seguir discute-se a estima¢do do estado dadas N observagoes passadas, ou
seja, os procedimentos de suavizagao (smoothing).

Nesta segao supde-se que as condigdes iniciais e os demais parametros necessérios ao
funcionamento do filtro sdo conhecidos, ou seja, conhece-se Xy, Py, Ry, Qp, e & (a segdo
seguinte abordara a estimacéo desses pardmetros).

3.4.1 Equagoes do Filtro de Kalman
Serdo apresentadas as equagoes do Filtro de Kalman e do Suavizador de Kalman.

e PFiltro de Kalman

Na literatura existem diversas maneiras de deduzir as equacdes do Filtro de Kal-
man [24, 18, 28]. As equacdes do filtro sdo divididas em: equagdes de estimacio
(filtiragem ou atualizagéo) e equagdes de predigio [25].

— As equagoes da filtragem sao:
“ka = Xz + Kirg (330)

onde X ¢ o valor estimado do estado (filtrado), X} é o valor da projecio do
estado (predicio) para o instante & a partir do instante & — 1, Kj é o ganho e
7t € o termo de inovagio. Estes dois ltimos pardmetros sdo calculados por:

o= Y; — HX; (3.31)

Ky = P H (o) ? (3.32)

onde Py é a covariancia do erro de predigao, Y; ¢ o valor da observagio no
instante k, of € a covaridncia do termo de inovaciio e H é a matriz de observagao.
A covariancia o} é dada por:

o = HPLH' + R, (3.33)

onde R; — E[V};Vf} ¢ a covaridncia do erro de observagio e ¥, é um vetor
de ruidos brancos gaussianos de média nula (perturbacbes nas observagdes). A
covariancia do erro de estimacao (filiragem) é dada por:

Pr=~ K H)P; (3.34)

®Aqui os estimadores de interesse sio os estimadores nio-polarizados {aqueles cujo valor esperado é
o mesmo que a quantidade sendo estimada), de varidncia minima (cuja varifincia do erro é menor ou
pual a qualquer outro estimador nic-polarizado) e consistentes (que convergem ao valor verdadeiro da
grandeza estimada, o vetor do estado, conforme o niimero de obscrvagdes anmenta),
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: SISTEMA DISCRETQ : MEDICAO j FILTRC DE KALMAN DISCRETO

Figura 3.1: Filtro de Kalman Discreto

— As equagbes da predigdo sdo:

X;,, =X, (3.35)

Py = 9Pp®" + Qi (3.36)
onde @y = E[W,W/] é a covaridncia do erro de modelagem, Wy é um vetor de

perturbagoes das varidveis de estado (ruidos brancos gaussianos de média nula)
e ® é a matriz de transigdo de estado.

A Tigura 3.1 mostra o modelo do sistema e o Filiro de Kalman discreto.

Suavizador de Kalman

A suavizagdo é uma forma de processamento de um conjunto de N dados, em tempo
nao real, que se utiliza de todas as observacdes enire 1 < k& < N para estimar o
estado de um sistema em um instante k entre I ¢ N. O estado suavizado possui
variancia reduzida quando comparada & variancia do estado filtrado. Desta forma, a
utilizagao do suavizador também propicia a redugio da imprecisio na estimacao dos
pardmetros. O suavizador a ser apresentado € ¢ de intervalo fixo.

As equagbes do snavizador que se ulilizam do ganho para tris, Ji, sfo {20, 21}

X‘:Ml = X1+ Jk__l(_f;:f — ‘I’X;kml) (3.37}
Jio1 = Py @7 (P (3.38)

N —_— N o T )
Prap1 = Praldi, + Jkn(—pgk__; ~ &P )L (3.40)

onde o A
Py = (I— K iH®P, 1
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Figura 3.2: Funcionamento do Suavizador

onde B[Xi|Yi, s, Yu] = X, BI(Xi — X )(Xe — X2 )T|Vi, Yoy, Ya] 2P} e
Bl(Xe = X )Xo = K0T ¥1Ya, - Yol £ P

A Figura 3.2 [45] ilustra o desempenho do suavizador com as diferencas rclativas
entre o estado suavizado (?me), o estado filtrado (X}) e a curva verdadeira (néo-
observavel). Nessa figura, as bolas pretas representam os estados suavizados, as
bolas brancas representam os estados filtrados, as setas indicam o estado projetado
um passo & frente e os tridngulos representam os valores observados . Pode-se notar
que o estado suavizado, por utilizar wma maior quantidade de informacio, tem a sua
varidncia do erro de estimagdo significativamente diminuida quando comparado ao
estado filtrado, com maior proximidade do estado suavizado em relacio ao estado
real. A varidvel J representa uma espécie de ganho para trés, e propicia um ajuste
maior dos valoles observa,doa a curva verdadeira. As qudntldad-:«:s d2 e d1 corres-
pondem a X,c Lo Xy € Xk — &X;_1 da equagdo (3.37) e sdo uma representacao
do funcionamento do suavizador no modelo escalar. Esta figura foi obtida de uma
aplicago do algoritmo EM sobre uma rota de tréfego do Estado de Sio Paulo (Marilia
33 para a central transito, denominada T44). Os dados da rota de trifego da Figura
3.2 correspondem & ampliagio do detalhe retangular mostrado nas Figuras 3.4 ¢ 3.5
deste capitulo, e tambémn correspondem & Figura 4.3 do Capitulo 4.

Para evitar a inversio da malriz Py de (3.38), implementa-se o programa do suavi-
zador com a seguinte forma (recursdes de De Jong e simplificacdes de Devine. que
g p y » 4

20 estado filtrado (bolas brancas) fica entre o estado projetado a um passo (setas) e os valores observados
(tridngulos). O Apeéndice [ mostea, para um modelo nnivaridvel com dois estados, que a eurva verdadeira
(nao-observdvel) se posiciona entre o valor da projecio a um passo e o valor observado.
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sdo apresentadas no Apéndice E) [30]:

Ly = &(I — K, H) (3.41)

Zyy =H (o) 're + L Zr, Zy =0 (3.42)

Xy = X; + P2 (3.43)

Spo1=H (o)) "H + LISy Ly, Sy =0 (3.44)
Py = PSP (3.45)

Também:

Xg - ﬁXMQ + WPMQ@TZ(}
P = P,375,8P,

¢ a covariancia de transicio de estado:
N . .
Piy o= — P Si1) g1 Py, (3.486)

COIIL.

Py = (I - P;5,)®P,

Para efeito de comparagio entre o tempo de execucao ' dos dois suavizadores,
tomaram-se sete observacbes da Rota Bauru transito para Marilia transito, T4244,
{outros exemplos estdo disponiveis no Apéndice G) e testaram-se diversos modelos
compostos por um a cinco estados, para observagio escalar. Trés modelos de re-
gressao foram utilizados (linear, exponencial e potencial) para o ajuste do tempo de
execucdo com o niimero de variaveis de estado. O modelo que melhor se adequon foi

do tipo potencial:
T = ab”

onde T é o tempo de execuciio em minutos e & é o ndmero de estados. A titulo
de ilustracdo, o teste em uma calculadora HP28S (com outra Rota, T8362, Jaboti-
cabal Transito para Araraquara Trdnsito) para o suavizador utilizando J, resulton
a = 6,099, b = 1,291 e o coeficiente de explicagao i? = 0,999. Para o suavizador
de De Jong, a = 6,323, b = 1,265 e o coeficiente de explicagao R* = 0,998 (também
neste caso, o modelo potencial foi o que melhor se adequou). Como se pode nolar,
os coeficientes de explicagdo préximos a um indicam uma relagio praticamente de-
terminislica (isto tem que ser encarado com reservas porque foram utilizadas apenas
cinco observagdes). Alguns comentdrios a respeito desses resultados sio os seguintes:

— O suavizador com J aumenta a duragdo de sua execugao conforme aumentam o
nimero de estados devido a necessidade de inversido da matriz 7

— Devido a forma de implementacic dos programas, o suavizador com J executa
wm foop a mais que o suavizador de De Jong {N + 1 loops). No entanto, para N
malor que quinze observagdes, esse processamento adicional se torna pouco sig-
nificativo. O suavizador de De Jong, embora execute N loops, precisa executar

0Com relacio ao cédigo gerado, a diferenca basica é que o suavizador de De Jong, no medelo univaridvel,
niao requer a utilizacio da rotina para inversio de matrizes.
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. - C . , =N 5N 5N
algumas instrugdes adicionais devido a cilculos separados para X, P, e Py
Isso justifica o fato do suavizador com J requerer menos tempo de execucio
para um ou dois estados {para sete observagoes);

— Para o0s dados disponiveis (acima de quinze observages) e modelos com um ou
dois estados, os dois algoritmos sdo equivalentes do ponto de vista do tempo

de execugao (do ponto de vista da estimacio dos parimetros eles também se
mostraram equivalentes, vide Apéndice G);

3.5 Estimacao Conjunta do Estado e dos Parametros

Os procedimentos para estimagdao dos parametros do Filtro de Kalman sio necessirios
porque, na pratica, eles raramente sdo conhecidos. Para as aplicacdes deste trabalho, a
matriz de fransicdo de estado, ®, é conhecida em parte, mas para a projecio n passos i
frente € preciso que ela seja estimada com precisio.

Da equacgao do sistema, dada por (2.13), pode-se notar que o sistema é linear quando
$ ¢ conhecido. Portanto, o desconhecimento simultineo do estado X, e da matriz de
transigao de estado, ®, caracteriza um problema de filtragem nio-linear.

Para se trabalhar com o problema de filiragem nao-linear pode-se basear, de maneira
geral, em trés abordagens:

Aproximar as fungdes ndo-lineares das equagdes do modelo por meio do desenvol-
vimento em série de Taylor de primeira ordem, segunda ordem, etc.;

Utilizar estimacgio ndo-linear por minimos quadrados generalizados. Esta técnica
prové um ajuste aos dados observados de um modo mais deterministico que es-
tocéstico, onde o valor do estado estimado minimiza um fndice de desempenho de-
terministico (¢ uma variante de (2.55), onde a minimizagio é em relagio ao estado
estimado, Xy, e ndo em relagio aos coeficientes) [24]. Neste caso nio é necessrio o
conhecimento dos modelos estatisticos dos ruidos dos processos, Wy e Vj;

Utilizar a aproximacio das fungdes nao-lineares que descrevem o funcionamento do
filtro por meio de linearizagdo estatistica, que ajusta polindmios as observacdes,
por meio da t{écnica de minimos quadrados (o caso linear, corresponde a interpolar
uma reta aos trechos nao-lineares).

No caso da projecio de rotas de trifego telefénico existem as seguintes particularidades:

3

Considera-se, na aplicagdo das técnicas de relaxaciio, a nio-linearidade apenas na
cquagdo do sistoma ¢ ndo na equacio da observagio. A nac-lincaridade presente na
equagao da observagdo é suposta como devida & ocorréncia de observacdes anémalas,
outliers, e nesic trabalho propde-se sen tratamento por meio de algoritmos para

deteccio de observagdes aberrantes, outliers, que serio abordados nos Capitulos 4 e
9

be a primeira ou segunda aproximacdes acima forem adotadas, haverd o problema
do desconhecimento da fungio nio-linear que representa a equacio do sistema. Se a
terceira aproximagao for adotada, serd necessdrio o conhecimento da fungio densidade
de probabildade que descreve a varidvel de estade (embora, em geral, considere-se
que a varidve! de cstado ¢ Gaussiana mesmo nostes casos nio-lineares);
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o Além desse problema de filtragem nio-linear, que envolve a estimacio do estado, Xy,
e da matriz de transigio de estado, ¥, também ¢ preciso se¢ estimarem os demais
parametros do filtro: Ry, @k, Pg, e Xy.

Como sera mostrado na Secdo 3.7, apos os parametros estimados, o filiro linear passa
a operar adequadamente. Portanto, a questio da ndo-linearidade se restringe & fase de
estimagio dos pardmetros (para operacio em tempo real, que serd abordada no Capitulo
5, deve-se também considerar perturba¢bes nao-estaciondrias, e portanto, parametros va-
riantes no tempo).

Uma outra abordagem foi entéo proposta, tendo em vista esses aspectos. A técnica da
relaxagio (algoritmo EM), como descrita a seguir, foi utilizada para a estimagéo conjunta
do estado, X, da matriz de transicio de estado, ®, e dos demais parametros ( Ry, Qx, Po,
e Xo), e os resultados obtidos apresentaram erros inferiores ao dos algoritmos do Filtro
de Kalman em que os pardmetros ndo foram estimados dessa maneira {Secao 3.7). Nesta
proposta de aplicacio do algoritmo EM, X, e Py sio estimados simultaneamente, o que é
fundamental quando se dispoe de poucas observagoes. O algoritmo de relaxagao utilizado
neste trabalho é um procedimento realizado em tempo nao real, sobre um conjunto fixo
de N valores medidos. Inicialmente os parametros sdo supostos conhecidos e estima-se o
estado por meio de um procedimento de suavizagio. Em seguida, usando-se os valores do
estado estimado pelo Filtro de Kalman, calculam-se os parametros. Com os pardmetros
estimados, reestima-se o estado e prossegue-se dessa forma até que haja a convergencia do
algoritmo.

Existem diversos algoritmos para esse tipo de estimacdo. Devido as suas proprieda-
des, o estimador de maxima verossimilhanca € o mais comumente utilizado na literatura
[36]. Este estimador, combinado com o procedimento de suavizagdo, é denominado EM
Fzpectation-Mazimization. A Secdo 3.7 mostra que os resultados sdo adequados e se apli-
cam as projecdes de trafego telefdnico. Além disso, a secdo faz uma consideragio sobre
a maneira de se estimarem partes (submatrizes) da matriz de transigio de estado &, B
interessante ressaltar que no trabalho de Shumway [20] s6 hd um exemplo escalar.

3.5.1 Estimacgfdo de Maxima Verossimilhanca do Algoritmo FM

Considerando que o logaritmo da distribuigac conjunta dos erros dos valores iniciais, de mo-
delagem e de observagao, dados os estados Xy, Xy,..., Xy e as observacoes Y,Ys, ..., Vi,
¢ o logaritmo da distribuicdo conjunta de trés (Caussianas [21], entdo:

i - 1 S — s
logL - M?‘ log EPQ; - Q(XG XQ)TPG E(Xr, X())

N R _ o
= loglQ] = 5 3 (Xe = @Xe )TQT (K~ 2 Xp)
S p=t
N Lo _— oo
- 5 log| Bl - 5 DY~ HX) R (¥~ HXy) {(3.47)

sl

A primeira linha de (3.47) € o logaritmo da distribuigdo Gaussiana N(Xp, Fp), que
corresponde 3 distribuicao do erro do esiado inicial. A segunda linha de (3.47) ¢ o loga-
ritmo da distribuicAo conjunta de N variiveis alcatérias, cada uma delas com distribuigao

N (0, Q) gue corresponde ao erro de modelagem (equmc'}o do sistema) em cada observacio.
A terceira linha de (3.47) é o logaritmo da distribuigio conjunta de N varidveis aleatorias,
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cada uma delas com distribuigao (0, R), que corresponde ao erro de observagio {equacio
da observagio) em cada medi¢io. A distribuicdo conjunta das distribuicdes dessas trés
linhas equaciona todas as fontes de erro do filtro. Nos trés termos existe um termo cons-
tante e igual a 2, que foi suprimido. A seguir, maximiza-se a fungéo log da verossimilanca
(log L) com relagio aos parametros X, Py, ®, R e Q.1

Devido a que o logaritmo da verossimilhanca depende da série de dados nio-observiveis,
Xi, k=0,1,..., N, maximiza-se a funcio (3.47) condicionada & série observada Y, Ys, ..., Y.
Em outras palavras, definem-se os parametros estimados na r-ésima iteracao como os va-
lores Xy, Py, ®, Re () que maximizam:

G(Xo,Po, ®,Q, R) = E(log L|Y,Ya,..., ¥y) (3.48)

onde a esperanga condicional é relativa a uma densidade contendo os r-ésimos valores
iterados Xo(r), Po(r), B(r}, @(r) e R(r).

O algoritmo ¢ dividido em duas etapas:

e Maximizacdo da fungéo de verossimilhanca para cdlculo dos parimetros do modelo
(M);

o Estimacdo de estado (E).

A maximizagio de log L é realizada utilizando-se um procedimento iterativo, com as
equagoes da Secao 3.4, até se obter o ponto de maximo. _

Substituindo (3.47) em (3.48) é necessério calcularem-se “XM,I:I, ?%N € ﬁ;"_l,k. Estes valores
sdo fornecidos pelas equagbes do filtro, (3.43), (3.45) e (3.46).

Desenvolvendo (3.47) para posterior utilizacio em (3.48), tem-se que o lado direito da
primeira linha de (3.47) é

i e _— 1 o1y e e e s
~ (X — X’ Py (Xo — Xp) = _éTR{PQ}(XG — Xo)(Xo — X)) (3.49)
onde TR ¢ o traco da matriz.

L. N . \ .
Somando-se e subtraindo-se X|) de cada elemento entre parénteses e aplicando-se a
esperanca condicional, obtém-se:

o e |
—TR{P; BI(Xy ~ Ko~ Xg + X)W Xo — Ko~ XY + XNy, Ya]}

1 A i el R =N T v e
=g TH{P, Py + (X = X)Xy - X)) ElXo-X)] =0 (3.50)
Dec maneira andloga podem scr deduzidos ouiros termos de {3.48), conforme se segue:

P ! i e e N e N e
G(Xa, Po, ®,Q, R)ﬁw;jioﬁif’of“tﬂ‘ﬂ{f’e Py 1 (Xq - X)X, —~ X'}

N " y Ef Al v
) log 1Q1 — ;TREQ“*"(C' ~ BoT - »BT 4+ $407T)] - % log | R|—-

1 o — - N
STR{E™' Y [(Ys ~ HX, (Vi ~ HX, ) + HP, B} (3.51)
fond

Uomo em cada iteracio os valores das covarianeias sio fixos, nfio se ntilizon o indice &.

¥
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onde

N
=N N e NP,
A= Z[Pkml + kai(Xk«'l)IJ (3.52)
k=1
al N =N, =N 1
o B=) [P + X, (X)) (3.53)
k=1
NN N N
C =3[P, + X, (X;)] (3.54)
k=1

Os valores de Y;V, _P;IEV e —TﬁkN,k_l sao computados, a cada iteracdo, utilizando-se o Filtro de
Kalman, com os valores fixados dos pardmetros Xo(r), ®(r), Q(r) e R(r), correspondentes
a iteracdo r.

A maximiza¢io da funcio de verossimilhanga é dada por:

B(r+1) = BA™! (3.55)

Ofr+1) = €= BA‘? _5) (3.56)

Rir 41)= gj (¥ — HX,)(Ye ~£fﬁ )" + HPH| (3.57)

) Xo(r+1) =X (3.58)

Pode-se verificar que isto equivale a impor o trago da matriz identidade, T R[1].

Devido a nio ser possivel se estimarem simultaneamente Py e X, porque a equacio
(3.50) e as equacdes do suavizador formam um sistema indeterminado'?, é conveniente que
se fixe um dos parametros (fixa-se Py, sobre o qual ha estudos relativos a aplicagdes em
projecoes do trafego telefonico e se calcula X, utilizando-se {3.58)). Moreland [12] propde
um valor Py para o modelo com dois estados representando tendéncia. O detalhamento
dessa proposta serd feito no capftulo seguinte, que abordard o Algoritmo de Projecao
Seqiencial Robusto proposto.

Existemn formas alternativas de se estimar Py (vide a inicagdo do Algeritmo de Projegio
Seqiiencial Adaptativo Modificado, APSAM, Capitulo 5).

A Figura 3.3 ilustra o esqueina do funcionamento do algoritmo EM. Inicialmente comega-
se com o melhor conjunto de parametros disponivel '° e roda-se o Filtro de Kalman, da
primeira até a enésima observagdo. A cada observagio processada guardam-se os valores
calculados X}, P; e L; se o suavizador utilizado é o De Jong e guarda-se X, Py e Py
se é o suavizador com J que vai ser utilizado. Apéds terminado o processamento das N
observagdes, o suavizador enira em acao processando os N conjuntos de valores armaze-
nados na memodria, em ordem inversa, do enésimo ao primeiro. Para se ulilizar a mesma
irea de memdria, esse conjunto de valores armazenados & substituido, apds sua utilizacio,
por Yf, Ff e P;fku - Depois de terminado o ciclo completo, estimam-se os parametres
utilizando-se (3.55) a (3.58). Quando o ndmero de ileragbes é completado, termina-se a
execucdo, caso contrario inicia-se um nove ciclo.

120) valor maximo de (3.50) é obtido com o trage da matriz identidade porque corresponde ao miximo
da fungdo logaritimo,

£3N0 entanto, apds algumas iteracoes, o algoritme ZM obtém resultados adequados, mesmo com valores
iniciais incorretos (desde que haja um nimero significativo de ohservagtes).
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Para a verificagdo da convergéncia, a utilizagio de (3.47) é de fato trabalhosa. Existe
uma maneira alternativa de se escrever a fungdo de verossimilhanca, por meio da série
das inovagdes, que apresenta maior eficiéncia computacional porque seus valores j4 estao
calculados para as equagdes do filtro (calculo para a frente). O logaritmo da distribuicao
conjunta de N distribuicdes Gaussianas (de N termos de inovagao ou residuos), cada uma
normalmente distribuida (um fator constante 2r foi cancelado): ~ N{0, HP;H" + RB) é
escrito como {13, 20, 32}:

log L = W—ZiogIHPkHI+Rk|——
k 1
»»»»Z ~ HX))WHPHT 4+ Ry) ' (Vi — HXY) (3.59)

Observacgoes ﬁnals:

¢ Quando se querem estimar apenas algumas submatrizes da matriz de transicao de
estado ® (Secao 3.2) e ndo a matriz completa, calculam-se essas submatrizes $;
desconhecidas utilizando B;A7', onde B; e A, sio as submatrizes das matrizes B
e A, correspondentes 4 submatriz ;. Uma vez calculadas, essas submatrizes so
introduzidas na matriz ® juntamente com as demais que sao fixas. Em seguida,
Q(r + 1) '* é calculada como:

C — B3T — ®BY + 3A$7
N

Qr+1) = (3.60)

e Dempster et al [31] demonstraram a convergéncia do algoritmo EM para situagoes
bastante gerais, inclusive para a familia exponencial (que inclui a distribuigdo Gaus-
siana).

3.6 Critérios para Avaliacao de Desempenho

Na literatura sio utilizados diversos critérios para avaliagio do desempenho dos algoritmos,
e.g., |23, 26]. Relacionando com os mais comumente utilizados, voltados as previsdes,
podem-se citar (o Apéndice F mostra o relacionamento entre alguns critérios listados):

e Erro Quadritico Médio (FQM), que é definido comor
EQM = E[(¥¢yn ~ Yora)(¥iin = Yisn)'] (3.61)

onde Y, = H ®" X} é a projecio do estado estimado n passos i [rente. As vezes
utiliza-se também o REQM, ou seja, a raiz quadrada do EQM. Este critério & o mais
utilizado nas comparacdes entre algoritmos. O FQM percentual, para a projecio a n
passos é estimado como:

(Yz?n B K+ﬂ)(yiin - Yi+ﬂ)T
BOM(®) = ?-; (i) (Tien)?

YT todos os lugares em que ostd escrito @ deveria estar UQUT, o que sé niio ol feito por simplicidade.
Na aplicagio do algoritmo, ¢ importante que se mantenham nulos todos os elementos da matriz @ que nao
serdo estliados,
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Mesmo quando N = 1, em que ndo hé significado estatistico como esperanca ma-
temdtica, se utilizard a denominacio EQM (ou REQM).

A estimagao dos critérios dos critérios EMP, EST e VP, que serao abordados a seguir,
ocorre de forma similar.

e Erro Médio da Projecio, que é definido como:

EMP = E{}Ik}kv{«n - nﬂ—ﬂ] (3‘62)

e Pstabilidade da Projecdo, que ¢ definida como:
EST = E[(Y;:-}-fi - k*+n§kﬁ1 )(Yk*%-n - lsz‘n}k—l)T} (3”63)

Os testes realizados mostraram que os resultados apresentando melhor estabilidade!®
também apresentam melhores projecdes n passos a frente, ou seja, basta verificar o
critério de estabilidade das projecbes ou o EQM da projecio n passos 3 frente. Isto
se explica porque tanto o critério de estabilidade como a projecao a n passos utilizam
poténcias da matriz de transicao de estado.

¢ Variancia da Projecio, que é definida. como:
VP = BV, — B D) (Y — ElYa))) (3.64)

Pode-se mostrar que EQM = EMP(EMP)! + VP + Rppn (Apéndice F). Mas, em
geral, a covariancia Ry, € estimada com precisio e se admite Ry., = R = constante.
Portanto, € suficiente testarem-se dois entre os trés critérios.

e Correlagdo Branca do Erro de Previsao

Se o algoritmo estiver funcionando adequadamente, o erro da previsio um passo i
frente (em relagio ao valor observado), ou residuo, deve possuir um padrio descor-
relacionado.

@ AIC Critério de Informacio de Akaike

Para se determinar um entre virios modelos pré-selecionados (por exemplo um apenas
com tendéncia, outro com tendéncia e sazonalidade), utiliza-se aquele com o menor
AIC - Akaike Information Criterion, onde [20, 18]

AIC = —2log L + 2{n%de pardmetros) (3.65)
O log L é dado por (3.59) *°, e 0 n? de parametros corresponde ao tamanho de X

somado a0 nimero de elementos desconhecidos de Qy,, iy ¢ &. Come exemplo, um
modelo sazonal para dados mensais, do tipo dado por (3.14), possui 11 estados, nma

B0 Apgadice C aborda a guestao da estabilidade do Filtro de Kalman de uma mancira geral, e n4o
apenas a estabilidade das projecgoes.

YPor inspegao de {3.59) nota-se que essa equagao corresponde a um orro quadratico normalizado para
4 Drojegio um passo a frente.
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variavel de perturbacio da equacdo do sistema e uma varidvel de perturbagio da
equagio de observagio (corresponde a um elemento desconhecido em cada uma das
respectivas covaridncias), o que significa 2 x (11 -+ 1 + 1) = 26 adicionado ao AIC.
Para ser vidvel, a inclusao de sazonalidade em um modelo aditivo deve implicar na
redugao minima de 26 ao valor de —2log L. O apéndice G apresenta vérios testes em
diversos tipos de modelos, nos quais se utiliza o critéric AIC.

O desempenho do filtro deve ser analisado apés o periodo transitério (como excegdes,
existem filiros, geralmente mais simplificados, tais como os filtros robustos , que sao pro-
jetados para trabalhar com poucas observagées que englobam basicamente o periodo tran-
siente) [12, 45]. Seja m o periodo do transiente. Para k£ < m, o ganho do filtro, em geral,
¢ fortemente influenciado pela relagio Py/R e para k > m, o ganho do filtro depende da
relacio /R (Apéndice D). Os testes efetuados neste trabalho, em cinco rotas de tréfego,
mostraram que o ganho se estabiliza em torno da décima observagio!’,

3.7 Aplicacao do Algoritmmo EM

O desempenho do filire depende do conhecimento de seus parametros Xy, Po, B, ¢}, e ®.
Quando os pardmetros sdo aproximadamente invariantes no tempo, mas desconheci-

dos, o algoritmo EM estima-os com precisao, conforme os resultados praticos obtidos por

Girolami e Ursini em quarenta rotas de trafego para o modelo com dois estados [45].

O algoritmo EM foi aplicado aos modelos da Secdo 3.3, o que se encontra detalhado no
Apéndice G. Pode-se verificar neste apéndice que a estimacao de @ na projecao a n passos &
de ressaltada importancia. Os testes realizados ilustram a convergéncia dos parametros em
cinco rotas de trifego e na série temporal IPI (Indice de Produto Industrial) de Morettin
[7] 18. Esses testes se utilizam do AIC - Akaike Information Criterion (Sec¢ao 3.6) com o
objetivo de comparar diferentes modelos da Secao 3.3.

Testes do Apéndice G
Os testes do Apéndice G possibilitam varias consideragoes e conclusoes:

» No teste da primeira rota de trafego, Marilia 33 para a Central Transito, T44, com
24 observagbes disponiveis, o modelo de tendéncia polinomial com dois estados, (3.8),
teste d), apresenta o menor valor para o AIC (ignal a 53,88). No entanto, o modelo
que apresenta o menor fator —~2log L (igual a 44,56) é o modelo dado por (3.10)
e (3.11), variante 1 (com ® também estimado), teste ¢). Isso indica que apesar
do modelo de tendéncia polinomial ser o melhor pelo critério AIC, por ter menos
parametros a serem estimados, com o aumento do ndmero de observagoes essa si-
tuagio muda porque a parcela do critério AIC) relativa ac nimero de parametros
(equagdo (3.65)), € fixa '¥;

Para verilicagdo dessa cstabilizagio os testes foram feitos observando-se a norina euclidiana do ganho
no inslante &, comparada com a norma euclidiana do ganho em k 4+ 1.

18por exemplo, as rotas de trafego de So Paulo para Santos e vice-versa e Sao Paulo para Caraguatatuba
e vice-versa, bipicamente sazonais, ndo foram testadas porque ndo foram obtidos seus dados. Devido a
isso, a utilizacio da série 1P1 é fundamental.

19 A1ém disso, outros testes no decorrer do capitulo mostram que o modelo dado por {3.10) e {3.11),

variante 1 {com @ tambén estinado) possui a methor projegao a n passos (maior estabilidade da projegao).
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O teste da primeira rota de trifego também evidencia que o modelo aditivo com uma
parte de tendéncia dada por (3.10) e (3.11) e uma parte de um modelo 4 R2, dado por
(3.27), pode ser descartado porque além de ter o maior nimero de pardmetros entre
os modelos testados, ndo foi o que apresentou o menor valor para o fator —2log L.
Portaato, nem mesmo com o aumento do niimero de observacdes®® este modelo terd
melhor desempenho que os demais;

Ainda com relagéo a primeira rota, o fato de se utilizar o suavizador de De Jong ou
o suavizador com J, nao trouxe diferenca significativa, embora o snavizador de De
Jong tenha apresentado um resultado ligeiramente melhor;

A primeira rota também é testada para um conjunto de dados quadrimestrais (média
aritmética dos dados de quatro meses), estimando-se os parimetros com o uso de
oito observagoes disponiveis. Neste caso, o modelo que apresenta o menor valor para
o critério AIC é o modelo mais simples, dado por (3.7). Devido ao pequeno ndmero
de observagdes, o fator relativo ao nimero de pardmetros {equagio (3.65)) terd um
peso relativo maior. Por exemplo, a diferenca percentual do valor AIC ao se utilizar
o modelo dado por (3.10) ¢ (3.11), variante 1 {(com @ também estimado), em relagio
ao modelo dado por (3.10) e (3.11) aumentou de de 12% para 24% ao se passar de
24 para 8 observacdes disponiveis;

Com relagao & segunda rota testada, Botucatu Transito para Bauru Trinsito, T4942,
também com 24 observacdes disponiveis, a utilizacido do suavizador com J acarreta
um aumento no valor do fator —2log L, indicando ainda que este fator possui con-
vergencia mais lenta nesse caso;

Ainda com relagio & segunda rota, o modelo aditivo formado por uma parte de
tendencia dada por (3.10) e (3.11) com ® fixo ¢ um modelo AR2, também mostra
que deve ser descartado. O motivo do descarte é que o modelo possui uma nimero
maior de pardmetros que os outros modelos comparados e nao possui o menor fator

~2log L;

A terceira rota testada, Bauru Transito para Botucatu Trinsito, T4249, com 24
observagoes disponiveis, da mesma forma que a primeira, também apresenta um
valor AIC' 12% maior ao se comparar o modelo dado por {3.10) e (3.11) com e sem a
matriz ¢ estimada;

A quarta e quinta rotas testadas, Baurn Trinsito para Marilia Transito, T4244, e
Marilia Transito para Bauru Transito, T4442, com 24 observacbes disponfveis em
cada uma, apenas sio incluidas na fase de teste para verificacio da aplicabilidade do
algoritmo e escolhe-se para ambas o modelo dado por (8.10) e (3.11), variante 1 (com

=

® {ambém estimado);

PFvidente que o nimero de observagoes influencia a gquantidade de informacBes presentes nos dados.
Por exemplo, dados com periodicidade anual ndo incorporam o eleito sazonal, que sé pode ser percebido
em observagbes de meses consecubivos. Desta forma, evidentemente, dados mensais podem requerer nm
modelo mals complexo para modelar também a sazonalidade. Por outro lado, para dados em tempo muito
curto (guase tempo real), por cxemplo, o efeito sazonal vai corrosponder a uma tendéncia localizada ¢ nao
requer medelagem como ofeito sazonal, apenas como tendéncia. Também modelos mais simplificados, que,
as custas de wma menor precisiio, sio mais robustos (Capitulo 4), também nio requerern muitos estados
(ou muitos efeitos modelados).
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o A série IPI (Indice de Produto Industrial) é testada para diversos modelos para
sete observagbes quadrimestrais (média aritmética de quatro observagdes mensais)
disponiveis. Entre os modelos testados, o modelo mais simples (devido a possuir o
menor nimero de pardmetros a serem estimados), dado por (3.10) e (3.11), variante
1 {com ® também estimado) ¢ o que teve o menor AIC;

¢ Os testes de sazonalidade para a série IPI indicam, de fato, a ocorréncia do efeito
sazonal. Isto pode ser verificado pela comparacio do teste a) com o teste c), em que
hé uma redugdo do fator —2log L de 44,18 para 40,20 e também do teste b) com o
teste d), em que hd uma reducio de 46,78 para 42,20. Essas redugdes no valor do
fator —2log L indicam que o modelo sazonal melhora a precisdo das projegdes e deve
ser empregado para um nitmero maior de observagoes;

¢ Os testes do efeito de variacao didrio para a série IPI também indicam a ocorréncia
deste efeito, porém, de maneira mais fraca. Isto pode ser verificado pela comparagao
do teste d) (que possui apenas sazonalidade) com o teste f) (que possui sazonalidade
e efeito de variacao diario), em que hé uma reducio do fator —2log L de 42,50 para
42,12 e do teste c) com o teste e), em que hd uma reducio de 40,20 para 39,28.
Embora notada a existéncia do efeito, devido ao fato das observagoes, neste caso,
serem quadrimestrais, a influéncia dos diferentes dias da semana no quadrimestre é
pequena e ndo compensa a utilizagio deste modelo mesmo com um nimero maior de
observagoes. Se as observacdes sio mensais, este efeito é mais significativo (diferentes
nimeros de dias da semana nos diversos meses);

e Outro aspecto a ser comentado é o da sensibilidade do modelo, devido a se trabalhar
com apenas sete observacoes, em relacdo aos pardmetros iniciais. Os testes a), c) e
d), para a série IPI, ntilizam modelos com elementos unitarios (digitos um) na matriz
de covariancia do erro de modelagem (os nao nulos) e os testes b), d) e f) utilizam 200
para os elementos da matriz de covariancia do erro de modelagem. Todos os outros
parametros utilizados sio iguais em cada par de testes. O teste b} em relagdo ao a)
teve um valor do fator —2log L (e do valor AIC porque cada par de testes possui o
mesmo nimero de pardmetros) aumentado de 44,18 para 46,78; o teste d) em relagéo
ao c) teve um aumento de 40,20 para 42,50 e o teste f) em relagdo ao e) teve um
aumento de 39,28 para 42,12. Isto evidencia a necessidade de um melhor conjunte
de parimetros iniciais quando se possuem poucas observagoes;

e Os dois fipos de sunavizadores utilizados, com J ¢ De Jong, nem sempre convergem
a um ponto estacionario. Algumas vezes, apds atingir um ponto de maximo valor
do fator log L, o suavizador comega a diminuir novamente (tornar-se mais negativo).
No entanto, os valores obtidos continuam préximos do ponto méximo (mudancas no
valor decimal).

A Projecao n Passos & Frente

Diversos testes foram realizados com a projegao um passo-& frente. A Figura 3.4 mostra
os valores observados, filtrados ¢ projetados a um passo da Rota T44, Marilia 33 para a
Central Transito, para o modelo com dois estados dade por (3.10) e {3.11). Para realizar
a filtragem e a projecio supds-se Ty = Yy (o valor do nivel igual & primeira observagdo),
Ty = 0,015Y; (a taxa de crescimento suposta 1,5% do valot do nivel), vy = R, @z = R,
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Figura 3.4: Proje¢io a um Passo

R estimado de acordo com Moreland (serd detalhado no capitulo seguinte) ¢ @ = é ;
[44].

Pela Figura 3.4 *! pode-se verificar que os erros de proje¢io a um passo sio pequenos
¢ estao em torno de 5%. Essa tendéncia de pequenos erros permanece mesmo para outros
valores dos pardmetros, conforme [45, 51, 52]. Outras 111 rotas de tréfego também foram
testadas utilizando-se um conjunto fixo de pardmetros pare todas elas 2 [45, 51, 52|, e em
menos que 10% dos casos o erro supera 10%, mas se o horizonte de projecio for aumentado,
08 erros comegam a ser significalivos.

A Figura 3.5 mostra as projegoes a um e a doze passos A frente da Rota Mazflia 33 para
a Central Transito, T44, em duas situagdes:

# Parametros eslimados da mesma forma gue na situagio anierior {projecio a um
passo);

10 retangnlo da Figura 3.4 indica uma regifio e que varias consideracdes foram foitas sobre dados de
campo, como a figura 3.2 que mostra o funcionamento do suavizador com J {Segio 3.4) ¢ a figura 4.3 do
Capitule 4,

“No capitulo seguinle, ao ser abordads o Algoritmo de Projeciio Seqiiencial Robusto, esta questio
vollard a ser enfocada,
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e Parametros estimados pelo procedimento EM.

Além disso, a Figura 3.5 (que é uma continuagio da figura 3.4) também fornece a
evolugdo do valor dos parametros com o nimero de iteragoes, bem como o valor do erro
quadritico médio, FQM, dado por (3.61) e do valor de —2log L, dado por (3.59). Nesta
figura fica evidente que a projecdo a doze passos, utilizando o algoritmo EM, apresenta
valores mais precisos e estdveis (ndo apenas mais precisos, mas também com flutuacdes bem
menores em relagdo & média). A Figura 3.6 complementa a informagio contida na Figura
3.5 com relacdo & evolugdo dos pardmetros. A Figura 3.6 (a) mostra que os EQMs da
projegao a um passo, para as Rotas Bauru transito para Marilia trinsito, T4244, e Marilia
transito para Baura transito, T4442, decrescem conforme aumenta o nimero de iteragdes.
Nota-se, no entanto, que a partir da 52 iteragéo a taxa de decrescimento diminui. Na Figura
3.6 (b}, a titulo de exemplo, é mostrada a evolugio do valor estimado da covaridncia do
erro de observagdo. A Figura 3.6 (c) mostra que o valor do incremento de crescimento (Tk)
também estabiliza apos a 52 iteracdo. Esse fato é importante porque a projegio n passos
a frente, ao utilizar um valor suavizado de incremento e um valor de & também especifico
para cada rota, acaba fazendo com que o = H "X} seja mais estavel e mais preciso,
conforme a Figura 3.5.

Portanto, a projegio 12 passos a frente, para o primeiro caso mencionado apresentou
uma variancia do erro de projegdo bem malor que para a aplicagao do algoritmo EM. 2% A
projecdo 12 passos a frente é calculada como Yy, = H®'?X ., e como os erros da projegio
a um passo nao sao elevados, deduz-se que esses erros sdo provocados pela utilizacio de
uma matriz de transicao de estado fixa (ndo estimada pelo conjunto dos dados), o que nio
ocorre com o algoritmo EM.

Apés a aplicacdo do algoritmo EM, com os dados das N primeiras observagdes dis-
poniveis e a convergéncia dos pardmetros, a aplicacdo do Filtro de Kalman é realizada
apés a (N + 1)—ésima observagio com os valores fixos dos pardmetros obtidos. Quando
a dinamica do sistema variar com o tempo (ou as perturbagdes nio forem estaciondrias),
o algoritmo FM, que para o problema de projecio de trifego seria a aproximacio mails
proxima do étimo, pode produzir maiores erros que aqueles fornecidos por algoritmos mais
simples.

Pura ilustrar este fato, a Tabela 3.1 mosira os valores percentuais do erro quadritico
médic da projecio doze passos i frente da Rota T6362, em que os resultados da co-
luna da esquerda foram obtidos com a aplicacio do algoritmo FM e os resultados da
coluna direita através da aplicacdo de um algoritmo de projecio seqiiencial robusto (e
mais simplificado)*, proposto por Moreland [12]. O fato de se utilizar projegdes para
comparagao a partir da vigésima observagdo é porque o algoritmo EM necessita das pri-
meiras observagdes (no caso 19) para calcular os pardmetros. Como pode-se notar, a média
aritmética do REQM do Algoritimo Robusto é menor do que a do algoritmo EM, mas o
mais importante ¢ que o seu desvio-padrdo é aproximadamente a metade do desvio-padrio
do EM, indicando previsdes mais estdveis. Além disso, o Algoritmo Robusto ndo requer a
utilizagao de valores inicials para estimar seus pardmetros (Capitulo 4, onde serd proposto
o Algoritmo de Projeciio Seqiiencial Robusto).

Este fato justifica, em alguns casos, a ntilizagio de algoritmos mais simples que o &,

#'Foram usadas 43 observagdes mensais, sendo 31 para se estimarem os parametros ¢ 12 para se verifi-
carern 08 resultados,
0 conceito de robustez serd explicado nas secdes seguintes.

69



15 +
10 +
il "INCREMENTC DE
CRESCIMENTO"
4 ERL. la ITERACAC
5 - 4 ﬁ,
3 - 15a ITERACRO
1 COMPQRTAMENTO DG "R" - Z2-
T T T =
1 5 10 15 ITER. 1 -
(8) 0.
A EOM -1 -
5a ITERACAD
2000 -7 -
-3 T T T {2
k k4l k+z ANG
1000 - tcy
TA442
500 -
T4244
160 1
. | f |y T e s p—— - g ) § 3:>
12 3 4 5 6 7 8 9% 101112131415 ITER.

(2)

Figura 3.6: Aplicacao do Algoritmo EM

[t



Tabela 3.1 Comparacio dos REQMs produzidos pelos algoritmos EM e o

proposto por Moreland [12], para a Rota T6362.
PROJ. EM PROJ. Moreland
E20 = 16,48 E20 = 24,03
E21 =17,49 E21 = 27,56 ¢
E22 = 17,09 E22 = 21,43
E23 = 8,08 E23 = 23,31
E24 =8,24 F24 = 22,70
E25 =1,96 E25 = 38,18
F26 = 8,18 E26 = 24,50
E27 = 11,38 E27 = 15,51
E28 = 42,62 E28 = 14,16
E29 = 54,75 E29 =1,21
E30 = 58,47 E30 = 2,97
média = 22,25 média = 19,60
desv.pad. = 19,98 | desv.pad. = 10,68

E; é o valor do REQM (%) da projecio a 12 passos a partir da projecao 1.

A Figura 3.7 (a) mostra os dados da Tabela 3.1, e as projecdes, bem como os valores
observados, sio mostrados na Figura 3.7 (b). Pela figura visualiza-se que a projecio de
Moreland, embora nao tdo precisa quanto a projecio do EM, também nio comete erros
tdo grandes quando ha mudangas bruscas na tendéncia da série temporal.

3.8 Otimalidade, Sensibilidade e Robustecimento

Sabe-se que quanto mais o filtro se aproxima do étimo (por exemplo, com maior nimero de
estados e com os parimetros estimados com maior precisdo), geralmente, mais esforco de
computacao é necessario e menor é o senu FQM. O filtro mais simples (por exemplo, aguele
com menos estados e que utiliza ganho fixo) ird requerer um menor esforgo computacional,
mas, geralmente, apresentard um £QM maior. O que deve ser buscado é um compromisso
cntre essas duas caracterfsticas, dando prioridade a uma ou a outra conforme a aplicacio
em vista. %5

O exemplo da segio antcrior mostrou uma situagio real em que um filtro mais simples
pode obter melhores resultados. O filtro mais complexo e supostamente mais proximo
do 6timo, tem, geralmente, os parfmetros estimados com maior precisao e, geralmente,
maior nimero de varidveis de estado (o Apéndice G mostra diversos testes com modelos de
diferentes tamanhos de estado). Com relacio ao problema do tamanho do vetor de estado,
sabe-se que:

e O nimero de multiplicagoes necessdrias para se computar a matriz de covariancia
do erro de estimagdio, em filtros baseados ne Filtro de Kalman, varia com a terceira
poténcia da dimensao do estado [24];

e Com a utilizacdo de poucas varidveis de estado, o filtro pode ter um EQM maior, mas
também com a inclusio de muitas varidveis de estado hi a questio de se requerer

Na pratica, ndo exisle o filtro dtimo ideal. O que existern sio aproximacdes methores ou piores. Por

filtro Stimo, neste contexto, entende-se aquele com tamanho de estado compativel com o padrio da série
que modela {(tendéncia, sazonalidade, ete) ¢ com parimetros otimizadas pelo algoritrno B
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um maior numero de observagbes para que elas sejam convenientemente estimadas

(Apéndice G).

Portanto, um filiro com menos varidveis de estado poderd vir a ter um EQM dentro de

limites pré-estabelecidos e requerer um menor niimero de observagbes para estimar seus

pardmetros 2°.

Como o valor de todos os pardmetros reflete-se nos valores da seqiiéncia de ganho,
pode-se analisar esse problema através da avaliagio do desempenho em funcio do ganho.
A Figura 3.8 ilustra genericamente essa questdo [23)].

Existem dois tipos de alteragdes na dinamica do processo — observaces aberrantes
(outliers), que se devem a grandes erros de medigiio, e eventos deterministicos nio previstos
—, e que podem ser contornados com valores adequados de ganho. Conforme o ganho
aumenta, as projegdes do filtro se tornam menos estdveis porque o filtro se apresenta mais
sensivel &s novas observagdes. Por outro lado, o filtro se torna menos polarizado porque
tem condicdes de processer eventos deterministicos (que no caso do trifego telefonico sao,
por exemplo, mudangas de tarifa nac-previstas).

Se os parametros do filtro estiverem incorretamente estimados (ou se estiverem corre-
tamente estimades, como o faz o algoritmo FM, mas variarem no tempo), o resultado serd
um ganho que néo corresponderd ao ganho timo. Para essas condicdes, a equagio mais
adequada para se calcular a covaridncia real do erro de estimagéo passa a ser?’ [33, 24, 32]:

Pp= (I~ K HYP(T - K HY + KW RET (3.66)

Ao se avaliar um filtre com um ganho qualquer, a covaridncia do erro de estimagio é
dada por (3.66) (Apéndice J), mas a covaridncia do erro de predigio, Py, segue a mesma
equagao dada por (3.36).

A covaridncia real do erro de estimagio pode, desta maneira, fornecer o erro teérico
a0 s¢ adotar difevenies valores de ganho. Portanto, é possivel se ter uma idéia tedrica do

Existe tamhém o problema da precisio da miquina que executa o processamento. (Juanto maior o

processamento, maior a propagagac do erro. Esta questao é fundamental para algoritmos que processam
nma quantidade muito grande de observa¢oes e ndo é relevante para dados de trafego mensais ¢ anuais.
*TA equagao (3.66) pode ser verificada na deducio das equagtes do filtro.
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erro cometido em relagio a qualquer parimetro desconhecido (que se reficte no ganho) em
fungio do ndmero de observagoes processadas.

A Figura 3.9 de [29, 26] mostra a variacdo do EQM da projecio a um passo em fungéo
do niimero de observacdes processadas (o EQM teérico é a raiz quadrada do elemento Py;
da matriz Py, para o modelo univaridvel). Pode-se observar que ao se utilizar @ = 0
(a excecdo é quando o filiro é um mero estimador de parametros, ou seja, realiza uma
regressao de efeitos fixos, vide o exemplo do efeito de variagio didrio na Se¢éo 3.3), sem
ruido de modelagem, o filtro perde a capacidade de adaptacio e apresenta divergéncia
porque a seqiiéncia de ganho tende a zero.

A divergéncia do filiro pode ser causada por ¢ préximo de zero ou para R elevado,
porque o funcionamento do filiro depende da relagio % (Apéndice D e [23]).

Uma forma de se evitar essa divergéncia é truncar a seqiiéncia de ganho:

Ky, selt <k<k

K| = ;
k Ki, sek>k">1

(3.67)
O valor de &* para o qual se lrunca o ganho é determinado empiricamente e exemplos serao
apresentados ¢ discutidos no Capitulo 4.

Uma outra maneira de se contornarem os problemas citados é através da ultilizagae de
procedimentos robustos,

Por robustez, entende-se [37]:

“ Se um estimador ou teste, particularmente adequado quando a populagio tem de-
terminada distribui¢do, tem propriedades que resistem bern quando a verdadeira distri-

74



buicdo tem um pequeno afastamento em relagio a pressuposta, diz-se um estimador ou
teste robusto ”. Por erro “ pequeno 7, entende-se:
7

e Uma pequena proporg¢io das observagdes estd sujeita a grandes erros;

* Uma apreciavel proporgdo das observagoes esta sujéita a pequenos erros.

O termo resistem bem do texto original significa que o estimador ou o teste é pouco
sensivel a “ pequenos ” afastamentos da verdadeira distzribuicdo em relagio a pressuposta.

Um exemplo do primeiro tipo ¢ a presenca de observagdes duvidosas, anémalas ou aber-
rantes (outliers). Um exemplo do segundo tipo sdo os erros causados por arredondamento
ou tabulagem (quando as observagdes sio em pequena quantidade, o segundo tipo tem
pouca importancia). O robustecimento para o primeiro tipo corresponde, por exemplo, &
utilizagdo de intervalos de confianca, que serdo abordados nos Capitulos 4 e 5. O robuste-
cimento para o segundo tipo corresponde, por exemplo, & utilizacdo de varidveis aleatérias
para corregio dos erros devido & precisdo da médquina, como no Capitulo 5.

A autilizagdo do filtro robusto é fundamental quando se dispde de poucas observagdes.
Esse filtro pode ser robustecido com relagio a dois aspectos:

¢ Pela adogio de um conjunto robusto de pardmetros (estimadores robustos dos pardmetros),
emn vez de incorrer em erros grosseiros ao se tentar estimé-los com poucas observacdes;

o Pela adogao de testes com intervalos de confianca e assim evitar que observacdes
duvidosas (outliers) possam contaminar os valores estimados.

Portanto, em muitas situagdes é preferivel perder um pouco de precisio, mas ganhar ro-
bustez (um resultado individual pode ser pior, mas o resultado global serd methor).

O Capitulo 4 abordard o Algoritmo de Projecao Seqiiencial Robusto proposto neste
trabalho.

3.8 Aplicagoes ao Problema de Projecio de Trifego

Existern trés aplicagbes principais em que as previsées de irifego de entroncamento
*nodem ser utilizadas:

Planejamento de expansio: Requer previstes para dois ou mais anos  frente e trabalha
com dados anuais;

Administraciio de trafego: Requer previsdes de curlo prazo, um a dois anos, e pode
trabalhar com dados anuais ou com dados mensais;

Geréncia de rede: Requer previsio para dados coletados em intervalos de ¢inco minutos.

i importante ressaltar que segundo estudos da Bell System para os EUA |23, as rotas
de trifego tém uwm a dex anos de dados relevantes, sendo valores tipicos trés a cinco anos >°.
O nimero limitado de cbservagdes inviabiliza algoritmos que requeiram muitas observacdes

g q 1
para o processo de identificagio e estimagio dos pardmetros.

*No caso de projegio de trafego de assinautes, oubras sttuagtes podem ogorter.
MEase perfodo de duragio se deve ds mudancas na rede, tals como estrutura de encaminhamento, desvio
do tedlege para rotas alternativas, ete.
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Além disso, o nimero de rotas de trifego é muito grande (no estado de 5o Paulo existem
em torno de 16000 rotas). Assim, sfo requeridas projegdes em grande quantidade e a todo
instante (ano, més, cinco minutos) e hia a necessidade de padronizagio e simplificacio vi-
sando a automatizacio do sistema. O uso de algoritmos robustos, mais simples, apesar da
menor precisao, pode evitar erros grosseiros, sendo portanto um op¢do a ser considerada.
Para os casos de previsdes mais a longo prazo (maiores que dois anos) e portanto para
o Planejamento de expansao, a aplicacio de algoritmos robustos, apoiados por ou-
tros algoritmos do tipo extrapolativo com projecao agregada, de ajuste de fungoes ou com
variaveis explicativas, é recomendada. Ao se empregarem os algoritmos robustos, deve-se
dar especial atencdo a estimagao da matriz de transicdo de estado (Capitulo 4).

Para as previsbes de curto prazo (um a dois anos a frente) e portanto para a Admi-
nistragio de tréfego, dadas as consideragées acima, os algoritmos robustos podem ser
empregados, porém, em base mensal, dado que o nitmero de observagdes disponiveis é
maior. No Capitulo 4 hd o desenvolvimento de um Algoritmo de Projecao Seqiiencial
Robusto (APS Robusto).

Para obtencgdo de maior precisio, as custas de um processamento maior, se houver
dados suficientes, também & possivel o uso de um algoritmo adaptativo para prazos de
um a dois anos, em que os pardmetros sdo recalculados a cada nova observacio. FEsse
algoritmo propicia um esforco computacional menor que aquele do algoritmo EM e tem
uma precisao maior que a do APS Robusto. Sabe-se que os parimetros requerem um
certo numero de observagoes para se estabilizarem. Assim, antes da entrada definitiva do
algoritmo Adaptativo em operacio, deve comecar a funcionar o Algoritmo Robusto. Esse
algoritmo, como proposto neste trabalho de tese, no Capitulo 5, recebe o nome de Algoritmo
de Projecio Seqiiencial Adaptativo Modificado, APSAM, porque reiine as caracteristicas
do APS Robusto quando se dispoe de poucas observagoes e as qualidades do algoritmo
Adaptativo para a atualizacdo dos parametros,

A caracteristica da aquisicdo de dados a cada cinco minutos, portanto para a Geréncia
de rede, sugere o uso de um algoritmo de tempo real, o APSAM, conforme descrito na
aplicacao anterior *.

O algoritmo EM é utilizado como suporte, aplicado por amostragem em tempo néo real (o
APS Robusto, por exemplo, possui os parametros estimados por uma amostra da aplicagao
do algoritmo FM). Também para efcito de identificagiio - a aplicacdo do algoritmo FEM,
junto com o critério AIC, por exemplo, permite avaliar os efeitos de tendéncia, sazonalidade,
etc. Sem davida, também para efeito de comparagao de precisaoc e validagao —— ja
que na maloria dos casos, esse algoritmo fornece resultados superiores quando comparado
com outros algoritmos de projegio de trafego [45].

Os capitulos seguintes abordardo os algoritmos propostos: O Algoritmo de Projecao
Seqgiicncial Rebusto ¢ o Algoritmeo de Projecie Sequencial Adaptative Modifi-
cado.

S0Testos realizados no Capituio 5 mostraram que a utilizagio do APS Robusto na iniciagio (ou rei-
niciagho) ndo mostron melhorias significalivas para aplicagdes em tempo real, voltadas is projecdes de
trafego, Nesses casos, recomenda-se a utilizagio do APSAM apenas com o algoritmo Adaptative.
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3.10 Sumario e Conclusoes

O presente capitulo apresentou o embasamento utilizado para os estudos propostos nos
Capitulos 4 e 5. Foram mostrados:

L

&

Os modelos a serem empregados;

A forma de estimagio dos parametros e do estado (algoritmo EM e Filtro de Kalman);
Os critérios de verificagio do desempenho;

As questdes de otimalidade, sensibilidade e robustecimento;

O tipo de aplicacio em fungdo do prazo (e portanto do ndmero de observagbes dis-
poniveis).

Algumas conclusdes do capitulo:

Os resultados da aplicagao dos diversos modelos da Seciio 3.3 {no decorrer do capitulo
e no Apéndice G) indicaram que, embora notada a existéncia de efeitos do tipo sa-
zonalidade, efeito de variagio didrio, etc., nenhum dos modelos desempenhou de ma-
neira significativamente diferente do modelo com dois estados representando tendéncia;

O suavizador utilizado no algoritmo EM, empregando as recursées de de Jong, devido
a nio necessitar inverter a matriz P, equagio (3.36), para o modelo univariavel, deve

ser o preferido, principalmente quando se utilizam grandes dimensdes para o vetor
do estado;

Quando se dispde de poucas observagdes é conveniente, ao aplicar o algoritmo EM,
que se tenha valores iniciais adequados para Py, conforme proposto neste capitulo;

Os critérios preferidos para avaliagio do desempenho sio o EQM (REQM) e a variancia
das projegdes, VP, porque s@o os mais comumente empregados e, portanto, mais
praticos ao se comparar com oufros trabalhos;

A correta estimagao da matriz de transicio de estado é fundamental na estabilidade
da projecio n passos & frente;

Um modelo simplificado pode obter melhores resultados que outros modelos mais
complexos;

Além disso, também forneceu as bases para que surgissem as propostas dos novos
algoritmos, o Algoritmo de Projegio Seqiiencial Robusto (APS Robusto), que serd
apresentado no Capitulo 4, ¢ o Algoritmo de Projeciio Scqiiencial Adaptative Modi-
ficado (APSAM), que serd enfocado no Capitulo 5.

O Algoritmo Robusto do Capitulo 4 & fortemente baseado na aplicagio do algoritmo M,
como suporte para a estimagdo do seu ganho e de sua matriz de transicio de estado.
O Capitulo 5 se utiliza também, além dos conceitos gerais deste capftulo, de conceitos
especificos, como por exemplo, a eslimacio da matriz de transicio de estado.
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Capitulo 4

Algoritmo de Projecao Seqiuiencial
Robusto: Uma Proposta

Alguns algoritimos mais elaborados, como o algoritmo EM apresentado no Capitulo
3, utilizado para estimar os pardmetros em um modelo de espago de estados com
o Filtro de Kalman, podem apresentar desempenho inferior ao de algoritmos mais
simmples, em alguns casos especificos, além de requerer uma substancial carga de
processamento em tempo ndo-real. Devide & caréncia de dados em muitas rotas
de trafego individuais e & grande guantidade de manipulacbes de dados necessdrias
para o planejamento da rede, é conveniente ufilizar um algoritmo mais simples, mas
robusto, que também pode ser automatizado. Este trabalho propde um algoritino
simples e robusto para proje¢des de trafego: O Algoritmo de Projecdo Seqgiiencial
Robusto. Os resultados mostram que esse algoritmo funciona adequadamente mesmo
com poucas observacdes. Em geral, comparativamente ao algoritmo EM, o algoritmo
proposto apresenta um desempenho ligeiramente inferior, no que diz respeito ao erro
guadritico médio entre o valor projetado e o valor observado. Entretanto, requer
menos esforco computacional além. de ser mais robusto.

4.1 Introducao

A utilizagzo do Filtro de Kalman para estimar o estado em um modelo de espago de
estados, com a utilizacdo do algoritmo EM para estimar os parmetros, foi abordada no
Capitulo 3 e os resultados se mostraram adequados. No entanto, constatou-se que tal
algoritmo requeria uma substancial carga de processamento em tempo nao-real, além de
desempenhar pior gue algoritmos mais simples em alguns casos especificos. Além do mais,
devido ao fato do planejamento da rede envolver manipulacio de grande quantidade de
dados e haver caréncia de dados em varias séries temporais relacionadas com rotas de
trafego, € conveniente utilizar-se um algoritmo de proje¢do mais simples gue possa também
ser automatizado.

Este trabalho propoe um algoritmo simples e robusto para projecdes n passos A frente
com o principal cbjetivo de testar a estabilidade de suas projegées. Além disso, cste
algoritmo encontra aplicacdo no plancjamento a longo prazo. Comparativamente a um
algoritmo similar, como o Algoritmo Robusto com ganho fixo proposto por Moreland {12},
o algoritmo sugerido apresenta dois pontos favoraveis:

¢ Maior estabilidade para a projecao n passos & frente;
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Figura 4.1: Algoritmo de Proje¢io Seqiiencial

o Maior robustez {menor sensibilidade) com relagio ao valor verdadeiro do estado ini-
cial.

A Figura 4.1 ilustra o funcionamento do Algoritmo de Projegio Seqiiencial (APS) pro-

posto e € baseada em ilustragdo de [22, 23]. A seguir o APS Robusto é explicado brevemente
1,

Algoritmo de Filtragem e Projegfio: E o filtro em si. B baseado no modelo de Espago
de Estados utilizando duas varidveis de estado. Como usual, o estado desse modelo
¢ estimado por meio do Filtro de Kalman;

Detector de Qutliers: E utilizado para verificar se os dados observados estio dentro de
um dado intervalo de confianca especificado;

Hstimacdo de Tiventos Deterministicos Futuros: E utilizado para corrigir o valor da
carga projetada, dado que algum evento deterministico pode ocorrer (e.g., quando o
ndmero de assinantes ¢ aumentado em uma dada rota de trafego);

Iniciagao/Reiniciagdo: Utilizado para iniciar/reiniciar o filtro.
Existem duas fonles principais de erro para esse tipo de algoritmo [12]:

¢ A taxa de crescimento agregado da rota, §, que, em geral, diverge do crescimento
individual da rota, g;

¢ As medigbes da carga de trifego, que, em geral sio efetuadas por diferentes métodos
¢ tem como parametro descrevendo o erro de medicao a sua covaridncia .

YA explicaciio das varidveis e parimetros do filtro ¢ deixada para as seches seguintes.
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O algoritmo proposto objetiva ser menos sensivel a essas fontes de erro além de prover
maior estabilidade para a projegdo n passos a frente.

A Secdo 4.2 descreve o algoritmo de filtragem, enfocando seus Aspectos Gerais, Iniciagao
e Seqgiiencia de Ganho. A Secao 4.3 aborda a influéncia da matriz de transicdo de estado no
desempenho do filtro e propoe uma forma de robustecé-la. A Sec¢do 4.4 descreve o problema
da reiniciacao e do robustecimento e, finalmente, a Secdo 4.5 apresenta as consideracées
finais e conclusoes.

4.2 O Modelo do Algoritmo de Filtragem do APS

Esta segdo enfoca trés aspectos relacionados ao Algoritmo de Projecio Seqgiiencial (APS),
como se segue:

e Caracteristicas Gerais;
¢ Iniciacao;

¢ Seqiiéncia de Ganho e Robustecimento.

4.2.1 Caracteristicas Gerais

No APS a ser proposto, um modelo univariavel, tendo duas varidaveis de estado, ¢ utilizado.
Fstas varidvels de estado representam a carga de trifego e estdo relacionadas ao seu nivel,
T}, e ao incremento de crescimento, Ty. Além disso, supde-se que a matriz de transicio de
estado, ¢, ¢ genérica e seus elementos sio estimados pela aplicacao do algoritmo FM sobre
uma amostra de um conjunto de rotas de trafego com caracteristicas similares, utilizando
o critério da mediana®. O modelo proposto é uma variante do modelo fornecido por (3.10)
e (3.11)%.
As equagbes gerais do modelo de Espago de Estados (2.13) e (2.12), se tornam:

Xiry = Xy - Wi (4.1)
e
Yk = HX;; + vz (42)
onde -
o k : ¢z1 ¢12 ; Wik ¢
Xp=1. |,®= S H=11 8, W= 4.3
k [ T ] { P P2 |’ [ } k Watk (13)

onde L[v;W;| = 0 para todo ¢,j. Em (4.3), Ty = gT%, onde g é a taxa de crescimento
verdadeira de cada rota. Além do mais, W, é um vetor Gaussiano de média nula (E[W,| =

*No critério da mediana os valores estimados siio colocados em ordem crescente e seu elemento central
é escolhido. Quando somente algumas observagdes sfo disponiveis ou quando as amostras provéem de uma
distribuicio de cauda acentuada (heavy tasled), o critério da mediana é mais eficaz que o da média aritmética
[47]. Os parametros do filtro, uma vez obtides das amostras, sio uiilizados para toda a populagao.

3(3 Apéndice (3 apresenta vérios testes realizados com modelos mais simples e modelos mais sofistifi-
cados, com maior nimero de varidveis de estado. Nenhum deles desempenhou substancialmente melhor
que o modelo com dois estados, representando nivel e incremento de crescimento, principalmente quando
se dispde de poucas observagdes, que é o objetive da atuacgao dos algoritmos robustos.
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0) e v representa um processo de ruido branco de média nula. A equacdo (3.30) da
estimagao do Filtro de Kalman é dada por:

X = X; + Ku(Yi - HX}) (4.4)

onde se define o ganho do filtro como K, 2 { g}“ }
k
Portanto, de (4.3) e (4.4) vem:

— T}e T + ak(Yk - T*)
X, = | = e | E k 4.5
S AR v (45)
ou, equivalentemente
[“_fk]ml (1 -a)Ti +au¥e (4.6)
Ty, (L= Be)Ty + Be(Y ~ Ty + Tp) ‘
O incremento medido, Iy;, é definido como:
Iy 2Y ~T0 + Ty (4.7)
A equagao de predicao é, entao:
X — TI: — $11 ¢ qu
k T D1 Pao Th.1
Ou, na sua forma escalar: .
Ty = ¢iiThos + 13Tk (4.8)
e » J— e
T7 =Ty + pa2l'e (4.9)
O incremento predito, I P, é escrito como:
Ip =T = féggT; ‘‘‘‘‘ (112 —~ 9512%?52;.)?—&“1 (4.10)
b1z $12
. . . 11 -
Agora, s¢ a matriz de transigao de estado é suposta ser ® = [ 0 1 ], Iy e Ip sdo dados
por: )
I =Y — Ty {(4.11)
e o lncremento projetado é: ‘
Ip=TF =TF — Ty (1.12)

A Figura 4.2 de {12] esquematiza os incrementos projetado, medido e estimado. Pela

figura pode-se notar que o incremento estimado T é igual ao incremento projetado.
Também pela Figura 4.2, pode-se notar gue a projecio dois anos & frente, {instante
B g » P 4 PIGIeG y 4
k + 2), corresponde & soma de dois incrementos projetados ao vaior estimado no instante

. . R - i n
fo. Para a projecdo n passos & frente ntiliza-se &7 { 0 ?; }
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Figura 4.2: Incrementos Projetado, Medido e Estimado

Neste caso, a equagdo (4.6) produz:

Te | 1 (1= Be)Ti + BV — Tri) ]
I interessante notar que o nivel filirado é dado pela soma ponderada dos valores projetado
e medido do nivel da carga de trifego. Da mesma forma, o incremento filtrado é uma soma
ponderada dos incrementos predito e medido.

A Figura 4.3 apresenta os erros e conceitos envolvidos no modelo do Iiltro de Kalman
em uma situagdo de trifego real, da Rota Marilia 33 para a Central Transito, T44. As
ilustragoes da Figura 4.3 correspondem a uma amplia¢ao do retangulo mostrado na Figura
3.4 dessa mesma rota. A curva verdadeira, ndo-observavel, é suposta entre o valor projetado
e o valor filtrado (Apeéndice I).

Ao receber a observacido Y, (triangulo), o filtro faz uma interpolagio entre o valor da
predigio Ty (flecha) e o valor filirado T (bola). Essa interpolacio é realizada por meio
dos valores da seqiléncia de ganhos, Ty = Tf + rpop = T + rpkygy {Figura 4.3 (b)) O
Filtro de Kalman tem a vantagem de fazer a projecio a partir do valor filtrado 7 {bola) e
da observagio recebida Y, (triangulo), o que nio acarreta acumulo de erros de observagoes
anteriores a observagio Y.

Em particular a Figura 4.3 (b) mostra:
s O termo de inovagio, ¢, e o valor filtrado, T + agry;

e O incremento medido, Iy = Y, — 741 e os incrementos projetadoe e estimado, Tin

e T respectivamente, onde T,;“ by = T
Jé a Figura 4.3 (a) mostra:
o v, = ¥}, — HX;: o erro de observacio;

Ty = Ty~ Tiqa: o erro de previsao;

*A Figura 4.3 (b) traz explicitamente as relagdes comentadas, porém essa ¢ wmna caracterfstica de ambas
ag fignras porque é ¢ proprio funcionamento do filtre.

82



A ERL

} T a2 VALOR OBSERVADO
o VALOR ESTIMADO
— VALOR PREDITO

s = CURVA VERDADEIRA

T o=

T T T
k-2 k-1 x k+1 k+2 ki3 k+d  TEMPO
(a}

A Ern
T
] I,
& VALOR OBSERVADO
R ¢ o VALOR ESTIMADO
" —= VALOR BREDITO
Canmm —- CURVA VERDADEIRA
&
T T T T T =
2 k-1 k K+l k+2 k3 PEMBO

(b}
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o Ty =Ty~ Ty o erro de estimacio (ou de filiragem);
¢ Os incrementos projetado ¢ estimado, Tg L € T respectivamente, onde Tj: = Thi
o A varidavel auxiliar Z; que serd explicada no texto.

O valor da previsio a um passo pode ser escrito como:

To, = —fk + Ty + Zy

onde -

2y, = Tg + I + wik
que é uma soma de varidveis aleatdrias e Z; e [ sdo apenas varidveis auxiliares para
explicagao da figura. De fato, nota-se na figura que, em valor absoluto, s6 o valor de T, j

é maior que Z. I; corresponde a

Ikm——wj’k_.“i"‘"k

Ty =Ty — Tk
é o erro de estimagdo (filiragem). Ou _seja, Zj Teline varias fontes de erro do algoritmo. Se

Tk = Tk = [, =0. Se T =Ty = Tk = {). Il se ambas as condicoes forem verdadeiras,
Ty, = Ty + Tk + wis, ou seja, Ty = Thr
A precisao com que o conjunto de pardmetros é estimado se reflete na minimizagao dos

11
erros citados. Supondo & genérico, porque a Figura 4.3 corresponde a & = l 01 }, 08

parametros a serem estimados sao:

A matriz de transigdo de estado, ®;
s A covariancia do erro de medigao, R = E[v}];
e A covariAncia do erro de modelagem, Q@ = E[W,W/[];

A estimacéo do estado inicial, X;

®

e A covaridncia do erro da estimacdo inicial, P, 2E (Xo — Xo)(Xo — Xo)'].

4.2.2 Inmiciagac

Supondo a matriz de transicio de estado conhecida®, os demais pardmetros a serem esti-
mados sio: Xg, Po, R, e Q.
Devido a que este algoritmo objetiva trabalhar somente com pOﬂCdS observagdes, seu
desempenho €, em geral, mais dependente da razao —-Q do que da razdo 3 ([23] e Apéndice
D). Neste caso, os parametros mais relevantes sao, enta,o Xo, Py e R. Segmndo Moreland
112], o estado inicial depende da taxa de crescimento agregado, §, ¢ a covaridncia do erro
de estimacdo depende de g e E. Portanto, § e R s&o as principais fontes de erro desse
algoritma.

5;\ S 3 1 . ;ba para se estimar @
A Proxima secao mosira uiia proposta para se estimar .
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Dado um periodo de observagio composto de M subperiodos. Define-se como cresci-
mento agregado, g, do periodo comeo:

§EA+g)M -1 (4.14)

onde §, é o crescimento agregado do subperiodo. O crescimento agregado descreve o
crescimento de um conjunto de rotas como um todo. Assim para dados anuais e mensais:

gmensal - 1\2f 14 gunua! -1

A varidncia, o7, devido ao erro entre § ¢ g é:

oy = El(g — 3)*)

estimou-se o desvio-padrdo, ¢,, com dados de campo, em um conjunto de 40 rotas de
trafego, obtendo-se valores na faixa de 0,04 - 0,08, com média de 0,05.

Para observagdes mais a longo prazo (anos, méses, semanas), a covaridncia R pode ser
estimada conforme proposto por Moreland [12]. Para aquisi¢io de dados em tempo real
utilizando varredura, esta covaridncia pode ser estimada como proposto por Nunes [41]8.

Consideram-se como valores iniciais do estado o seguinte:

S Yo
Xo=1.
’ [9%]
onde Yj é o valor da primeira observacao disponivel.
De acordo com Moreland [12], a covaridncia do erro de estimacéo inicial é obtida como

uma funcido de §, Ty, ¢ R. Detalhando este resultado tem-se que: Se P, = [ %” %m } =
21 23

E[Xq — Xo]?, entio £ terd:

o 2
P= ﬁ[‘l}z Yol” = 1, porque E[Ty ~ ¥p]* = E[v*] = R
mas s ) . JU . . 2
5., _ Blghh - g%l  ElgTo ~ ¢To~ g¥o +§T]* _ Ellg— )T+ a(To - Yo)*
Py = = = =
R R yid
3Bl - g | PR - Y%l | 2Bl - )Tei (T — ¥o)] .
= + 5 4 = ; mas Flg~g§] =0,
Portanto: _
hr— a- -~
Pyy = *%g' é*

onde o2 = Elg— g|* e 115 = Py, entao:

B, =P, - LU~ Yo)gTh - g¥)] _ FUT, ~ Yo)l(g — 6)Ts + §(To — Yo)]]
13 - 21 =

R ) o
BT~ Y)Y | E(Th-Yollg ~ 9)T) _,
R ¥ o
Finalmente:
P, 1 G .
b g yttg

“Yestes efetuados com o algoritmo operando em tempo real {Capitnle 5}, iandicaram que, nos padrdes
previstos para a variagiio do nivel de trafege em curto prazo, em geral, nfio se justifica a utilizacio do
Algoribine Robusto, mas apenas a utilizacao do algoritmo Adaptativo.
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Portanto de (4.15) nota-se que, para um § fixo, o Erro Quadrdtico Médio, EQM 7 ®
é uma fungio do erro de crescimento, o7, ¢ do erro de observagio, R. Note-se ainda da
equagao {4.15) que este algoritmo é muito sensivel 3 estimacéo dos pardmetros d’; e R. Uma
estimagio errada de o ¢ R pode ser desastrosa. Dai, no caso em que esses pardmetros nao

sao conhecidos, o uso de um procedimento simples, mas robusto, é mais apropriado.

4.2.3 Seqiiéncia de Ganhos e Robustecimento

Supondo-se conhecido @, a estimagao de R, Xg, ¢ Py pode ser feita como explicado
anteriormente. Entretanto, nem a estimagdo da covaridncia ¢} nem o ajuste do conjunto
de parimetros se constituem em tarefas simples. Devido ao nao conhecimento de todos os
parametros envolvidos, a utilizagdo de um valor adequado para a seqiiéncia de ganho é de
importancia fundamental.

Esse valor pode ser obtido por meio de trés diferentes procedimentos:

o Filtragem com seqiiéncia de ganho truncada;
e Filtragem com seqiiéncia de ganho constante;
e liltragem com ganhos fixos.

A principal restricdo ao primeiro tipo de procedimento é a dificuldade de se encontrar
o ponto de truncamento (Secdo 3.8) a partir do qual uma filtragem com ganho fixo €
utilizada®. A Figura 4.4 mostra o valor do erro quadrdtico médio de projecio 12 passos a
frente na Rota T44, para o truncamento da seqiiéncia de ganhos apds a 52, a 10%, e a 152
observagoes processadas.

O melhor desempenho, neste caso, ocorreu para o truncamento da seqiéncia de ganho
em k = 15. Nos testes realizados em outras rotas, no entanto, o melhor desempenho
ocorreu para outros valores de truncamento. Em média, o melhor REQM ocorreu para o
truncamento em & = 10.

Os outros dois procedimentos, Filiragem com seqiiéncia de ganho constante e Filtragem
com ganhos fixos, fazem uso do algoritmo EM com o critério da mediana, como descrito
anteriormente, e sio mais simples de se aplicar, uma vez determinado o conjunto robusto
de parametros. FEsses procedimentos tém sido testados em varias rotas e o ultimo tem
sido utilizado, devido a ser mais simples e diferir apenas nas primeciras observacdes pro-
cessadas. A Figura 4.5 llustra o desempenho desses procedimentos na proje¢iao 12 passos
a frente para a Rota T44, utilizando a raiz quadrada do erro gquadratico médio, REQM.
Comparando as Figuras 4.5 e 4.4, para a Rota T44, nota-se que estes dois dltimos pro-
cedimentos (seqiencia de ganho constante e ganhos fixos) tém desempenho superior ao
procedimento com seqiiéncia de ganhos truncada, mas esta superioridade também ocorren

"Este valor de Py também foi proposto para a iniciacio do algoritmo EM, aprosentado ne capitelo
anterior.

80 ganho 4timo cstaciondrio bem como o EQM Stimo sfo calculados recursivamente por maio da uki-
lizagho das equagdes do filtro de Kalman, equagdes (3.36}, {3.32), e (3.34). Este procedimento corresponde
A solngio da cquacio de Ricatti disereta, [12, 17] e Apéndice D. O Apéndice J mostra que a equagao
de Joseplt {3.66) para o caleulo da covariancia do erro de estimagdo, ¢ portanio para avaliagao do BQM
tedrico, vale para qualguer valor do ganho. Entretanto, este é um método ladrico supondo o conhectmenlo
de &, H, R, ¢ @, o que nao ¢, usualmente, verdadeiro. Portanto, este capitulo frabalhard com dados reais
de campo para se ealcalar o HQAM.

%0 ponto de truncamento é determinado para wn filiro que possul uma matriz ¢ nula.
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Figura 4.4: Projecao 12 Passos & Frente - Filtro com Seqiiéncia de Ganhos Truncada

para as demais rotas testadas, T6362 (Jaboticabal Transito para Araraquara Transito),
T2522 (Guaratinguetd Trinsito para Taubaté Transito), T4542 (Lins Transito para Bauru

Irénsito}, T4742 (Avaré Transito para Bauru Transito) e T8688 (Aragatuba Transito para
Dracena Transito).

O conjunto de rotas utilizado como exemplo produziu um ganho fixo K = {

0,239
0,015 |’

4.3 Influéncia da Matriz de Transicio de Estado no
Desempenho do Filtro

No algoritmo proposto sugere-se ainda que a matriz de transicio de estado seja também
estimada pelo algoritmo EM, utilizando-se o critério da mediana. Este algoritmo foi aphi-
cado a Rota T44 utilizando uma segiléncia de ganhos constanies e ganhos fixos. A Figura
4.6 ilustra o desempenho do filtre para a projegio 12 passos i frente utilizando este proce-
dimento.

Comparando-se estes resultados com aqueles da Figura 4.5, nota-se uma considerdvel
melhoria gquando o algoritmo proposto € empregado. Com a uiilizacio da matriz robuste-
cida, ®, o algoritmo de estimagio € menos sensivel as variacdes do valor inicial do estado,
X, ¢ portanto também a g. Verificou-sc também que esia melhoria sc aplica para a
projecio um passo A frente como serd descrito a seguir.

A Tabela 4.1 mostra os valores médios do REQM e seus desvios-padrdes (entre parénteses)
para 40 rotas de trafego, utilizando diferentes ganhos (ki) = o ¢ &y = B} ¢ diferentes
valores de g (g = 0,015 e g = 0,030).

{(Aragatuba Trinsito para Dracena Transito). Ambos os filtres possuem ganhos fi-

[1 1]

xos, mas um utilizando ¢ = } 6 1 ¢ o outro utilizando & rohustecido, onde ¢ =
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Figura 4.5: Projecdo 12 Passos & Frente - Filtro com Seqiiéncia de Ganhos Constantes e
com Ganhos Fixos

{ REQM (%)

04 Ll SEQUENCIA DE GANHO. CONSTANTE:

JE— GANHOS FIXOS
30 S

- ﬁ\\ / J\ ,,,,,, /\ \

P

v 1 [ . -
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
TEMPO (k)

Figura 4.6: Proj. 12 Passos & Frente com Matriz de Transiggo de Estado Robusta
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lz 0,5

0.01 0.4 ] Nota-se que o desvio-padrio permanece estdvel para diferentes ganhos
3 H

quando se utiliza a matriz ® robustecida. Esta estabilidade também ocorre, em menor
escala, para a projecdo um passo a frente.

Tabela 4.1 - Aplicagio do APé Robusto a 40 Rotas de Trifego

PARAMETROS by PROJECOES/PASS0S
g kg, 1 6 12
0,82 7,5 11,2 11,3
™~ ¥ 1 3 b]
YO oe | G | 6y | 67)
105 0,60 6,9 10,9 54
® = i 0,01 0,4 } GO o he | 1) | (6,2) (5,5)
; 0,50 6,8 10,7 153
OO 000 | Gy | 61 | 5,7
. 0,60 7,0 10,9 11,4
00301 04 | 5,1 | 6,2 | 5.5)
oot ] 082 | 84 18,1 7,9
PP 042 | 5,6) | (4,6) | (22,9)
N —16,60 |83 15,3 18,4
¢ = [ 0ol ] 0GOS wioa | 62y | (6.4) | (28,0
0,50 6,6 4,6 9.6
I ¥ 3 ¥ ¥
DO 000 | (4,8 | 5,8 | (8,1)
0,60 7,0 10,5 10,9
OO0 o4 | 53 | ) | 9,9

A Figura 4.7 compara o desempenho de dois filtros para cinco rotas de trifego, T6362
(Jaboticabal Trinsito para Araraquara Transito), T2522 (Guaratinguetd Transito para
Taubaté Transito), T4542 (Lins Trénsito para Bauru Transito), T4742 (Avaré Trinsito
para Bauru Transito) e T8688 (Aragatuba Transito para Dracena Transito). Também
aqui ambos os filtros possuem ganhos fixos, e como na tabela anterior, um utilizando

RN . . [ 1 o5
P = { 0 1]¢° outro utilizando ® robustecido, onde & = 0,01 04|

O desempenho desses dois filtros é também ilustrado na Tabela 4.2, onde é apresentado
o desvio-padrio médio do REQM das mesmas cinco rotas de trafego da Figura 4.7.

Tabela 4.2 - Desvios-padroes (%) Observados para a Média de 5 Rotas de Trafego

) 0,015 H,650 4,100
5 1 ] 0,5 [ | i 8,5 11 1 0,5
¢ 1 0,01 0,4 0 1 0,01 6,4 01 0,01 0,4
aeg, de
gan, cles 6, 18 3,07 4,58 3,08 6, 26 2,48
ganhos
fizos 6, 40 3,48 7, B8 3,36 11, B2 3,84
. S . 11
Note que o filtro com & robustecido é sensivelmente melhor do que o com & = 81l

Note também que aqui novamente o desvie-padrao permancce estavel para diferentes va-
lores de g.

4.4 Reiniciagdo e Roebusiecimento

A utilizagao de um ganho robusto e uma malriz de transicio de estado robusia torna
o algoritmo de estimacio mencs sensivel 3 variagio nos parfumetros X,, Py, R, Q, ¢ .
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Figura 4.7: Proj. 12 Passos a Frente em Funcéao do Valor do Estado Inicial

A robustez a ser discutida nesta secdo se aplica a ocorréncia de observacdes duvidosas
(outliers).

Além da utilizacio do ganho e da matriz de transigio de estado, como proposto, o
algoritmo deve também utilizar o intervalo de confianca para minimizar a ocorréncia de
outliers. Pode-se mostrar que [38, 39] a utilizacdo de um intervalo de confianca na faixa
de 1 - 2 REQIM da projecio um passo a frente assegura limites aceitdveis para a varidncia
do estimador.

4.4.1 Intervalo de Confianga para Deteccio de Observacoes Du-
vidosas { Qutliers)

Nesta subsecio determina-se o REQM para ® genérico ¢ também para a projecio n passos
a frente. Este valor sera utilizado na delimitacio do intervalo de confianca para se detectar
outliers 19,

Supondo que:

» O instante de operacdo inicial ¢ & = 0, entdo, T}, = T | A, onde A & um valor
constante e Ty é Yy;

YPode-sc mostrar que o critéric da mediana, como descrito anteriormente, é um caso particular do
erttério do intervalo de confianga [38].
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® Para um & genérico:

" = Y11 P2
L1 Paz

entao, Tiin = puile + 1297k € Ty, = o Th + 0129 T 1
Portanto, o EQM n passos a frente é:
B{(T1n = Yin)']

produzindo
R(1+¢1)) + {,osz[foﬁ

. .. . N ;
Assim, os limites para o intervalo de confianga sio — \/ R(1 4+ ¢%,) + ¢1, T30,

4.4.2 Corregao da Carga Projetada n Passos i Frente

A fim de se detectar outliers e se verificar a precisao da projeciio n passos & frente, os
valores projetados devem ser corrigidos e comparados com os valores medidos. Neste caso
a equagdo (4.16) se aplica:

Xi =X+ LU, (4.16)

onde L é um ganho e U}, sdo as entradas deterministicas. Supondo que o melhor valor para
Xy € X[, e resolvendo-se a equacio (4.16) recursivamente, resulta:

n—1
pin = "X + L Z e /W (4.17}
1=0
[
Vi = HXy, (4.18)

onde a segunda parcela do lado dircito na soma em (4.17) corresponde a soma das entradas
provocadas por eventos deferministicos previstos. X;., é a projegio do valor filtrado n
passos a frente e Y, ¢é a salda projetada n passos & frente, ambas a partir do instante k.

4.4.3 Exemplo de Aplicacio

A Figura 4.8 llustra a aplicagBo do APS Robusto com os mecanismos citados.

A Rota Jaboticabal Transito para Araraquara Trimsito, T6362, foi cscolhida porgue,
como mostrado no Capituloe 3, as projegdes baseadas no algoritmo £M, aplicadas a essa rota,
resultaram em grandes erros de projecio. Como se pode observar, o Algoritme Robusto
proposto resulfa em wma projecdo média entre os valores mais altos e os valores mais baixos,
desta forma, embora néo se chegue a ter um REQM relativamente muito baixo, também
Ao se vai té-lo relativamente muiio elevado. I facil verificar que um algoritmo com maior
poder de rasireamento, que vai acompanhar mais a forma da curva, também apresentard
erros relativamente elevados devido & ocorréncia de mudanca abrupta no vaior do mivel.
Outro comentério sobre a Figura 4.8 ¢ gue os valores projetados por meio da uiilizacio

Uliin e Ty n 530 08 m passos & frente, do instante &, para o nivel do estado e o nivel do estado filtrado,
respectivamente,
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PFigura 4.8: Valores Observados e Projetados a 12 Passos para a Rota T6362

do algoritmo FM somente comecam a aparecer a partir do instante k& = 32. Isso sc deve
a que o algoritmo EM necessita da utilizagao das primeiras observagoes para a estimacao
dos pardmetros (no caso, 19), e as primeiras projegdes se iniciam com & = 20, resultando
o primeiro valor projetado a 12 passos em k = 32. Este aspecto é uma outra desvantagem
da utilizacio do algoritmo EM, ja que o Algoritmo Robusto comeca projetando desde a
primeira observagio recebida.

Fm seguida testou-se esta rota com a introdugdo de outliers. Primeiro colocou-se nm
outlier somando 100 ac 202 valor observado (44,1), tornando-o 144,1. Os resultados mos-
traram diferenga muito pequena (menos de 1%) nas projecdes subsegiientes. Em seguida
colocaram-se dois outliers conseculivos e depois trés e o algoritino teve o desempenho
degradado em ambos os casos, com erros superiores a 100%. Algumas consideragoes a
respeito:

e O detector funciona adequadamente na presenga de um outlier;

» Se houver dois ou mais pontos consecutivos fora do intervalo de confianca, todos para
cima oy todos para baixo, € importanle que realmente seja um evento deterministico
néo-previsto, caso contrario a projecio é deteriorada porque o filiro com ganhos
fixos ndo possui capacidade de rastreamento (se houver divida, é melhor aumentar
o nfimero de pontos consecufivos antes de se tomar decisio);

s (Quando se fem a previsio do cvento deterministico, entdo 17, ¢ portanto X[, sio
corrigidos antomaticamentle antes de se comparar com Yy
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o O intervalo a n passos serve somente para se avaliar o erro de previsao.

4.5 Conclusoes

Neste Capitulo propde-se um algoritmo de projecao seqilencial utilizando:
o Um ganho robusto fixo;
¢ Uma matriz de transicio de estado robusta;

o Um intervalo de confianca para minimizar o efeito dos outliers e detectar a presenga
de eventos deterministicos nio-previstos.

O ganho e a matriz de transigao de estado sio estimados pelo critério da mediana apos a
aplicagiio do algoritmo EM a uma amostra de um conjunto de rotas de trdfego.

O Algoritmo de Projegao Seqiiencial Robusto desempenha adequadamente mesmo quando
somente poucas observagoes sao disponiveis (e.g., para dados mensais ou anuais). Por ou-
tro lado, se héd uma grande quantidade de dados para serem feitas previsoes, o algoritmo
pode ser facilmente automatizado por sua simplicidade.

Toi mostrado que o algoritmo produz resultados estdveis, dentro de algumas condigoes
especificas, mesmo com uma grande faixa de variagdo de seus parametros.

Em geral, comparativamente ao algoritmo EM, o algoritmo proposto apresenta um
desempenho ligeiramente inferior com relacio ao EQM. Entretanto, ¢ muito mais simples
de ser aplicado e é mais robusto.

O capitulo seguinte apresenta um algoritmo Adaptativo que pode rastrear variagoes nos
parametros, evitar erros grosseiros e também ser aplicado em situagdes de tempo real. Ele
deve apresentar um EQM similar ao do algoritmo EM bem como a robustez do algoritmo

proposto neste capitulo.

93

P U R WY W



Capitulo 5

Algoritmo de Projecao Seqiiencial
Adaptativo Modificado: Uma
Proposta

Neste capitulo propse-se um novo tipo de algoritmo de proje¢do, o Algoritmo de
Proje¢do Seqiiencial Adaptative Modificado, APSAM, que combina precisao, como
aquela dada pela utilizagio do algoritmo EM para se estimarem os parimetros em um
modelo de Espaco de Estados, ¢ a robustez, como aquela fornecida pelo Algoritmo
de Projecdo Seqiiencial Robusto. O algoritmo foi aplicade a um conjunto de rotas
de trafego, bem como a séries temporais geradas por simulagio de Monte Carlo, e os
resultados se mostraram adequados. No que diz respeito & Raiz Quadrada dos Erros
Quadraticos Médios, este algoritmo superou o desempenho do algoritmo EM, além
de requerer menos esforgo computacional. Este algoritmo é adequado para previsio
de processos estocdsticos com perturbagfes nfo-estaciondrias, como a previsio da
carga de tréfego em prazo muito curto. Portanto, ele também pode ser utilizado
para aplicacdes em tempo real do tipo Geréncia de Rede.

5.1 Introducao

A utilizacio do Filtro de Kalman para a estimacdo do estado em modelos de Espage de
Estados foi abordada no Capitulo 3, onde a utilizagio do algoritmo EM para a estimacio
dos pardmetros do filire produziu resultados adequados. No Capitule 4 propos-se o Algo-
ritmo de Projecao Seqiiencial Robusto, um modelo de algoritmo mais simplificado, tarnbém
baseado no modelo de Espaco de Estados, que, as custas de uma perda de precisio, prové
maior robustez.

Para combinar preciséo, como aquela dada pelo algoritmo EM, e robustez, como aguela
fornecida pelo APS Robusto, este capitulo propde o Algoritmo de Projecio Sequencial
Adaptativo Modificado (APSAM) que também pode ser aplicado a sistemas variantes no
tempo. Este dltimo aspecto torna-¢ adequado para aplicagoes em tempo real. O desem-
penho do algoritmo ¢ analisado para a projeciio n passos & frente com o principal objetivo
de testar a estabilidade das projecoes (Capitulo 3). As principais caracteristicas desse
algoritmo sdo:

e Precisio;

e Robustez;
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o Estabilidade da projegdao n passos & frente.

O algoritmo EM realiza uma estimagio a priori dos pardmetros do Filtro de Kalman, por
meio da maximizagio da fungdo de verossimilhanga. O APSAM, ao contréario, minimiza, a
posteriori, os fatores de causa de erros, i.e., o algoritmo realiza uma correta estimagao dos
parametros.

A Figura 5.1 esquematiza o funcionamento do APSAM, composto pelo APS Adaptativo,
a ser descrito neste capitulo, e pelo APS Robusto, descrito no Capitulo 4 (é uma evolucao
das ilustragdes de [22, 23]). Inicialmente, o APS Robusto est4 em estado operacional e o
APS Adaptativo esté no estado stand-by até que haja o chaveamento de um para o outro.
Esse chaveamento ¢ fungdo do tipo de dados amostrados (mensais, anuais, etc., e do tipo
de modelo adotado; no caso mensal, em torno de 20 observagdes se mostraram suficientes
para a estimacao dos parametros do APS Adaptativo, antes dele entrar em atividade), A
seguir apresenta-se uma breve descricio do APSAM!.

Algoritmo de Filtragem e Projegio: E o filtro em si. E baseado no modelo de Espacgo
de Estados e inclui a estimacao dos parametros;

Detector de outliers: Implementa um procedimento para verificar se os dados observados
estdo dentro de nm dado intervalo de confianca;

Estimacao Futura de Eventos Deterministicos: E usado para corrigir o valor da carga
projetada dado que algum evento pode ocorrer (e.g., quando o mimero de assinantes
¢ aumentado em uma dada rota de trifego);

Iniciacio/Reiniciacio: Usado para iniciar/reiniciar o filtro;
APS Robusto: Como descrito no Capitulo 4 e em [46].

O desempenho do filtro depende do conhecimento de varios pardmetros: &, Ry, Q), Xo
e Py. No caso do filtro Adaptativo, a questao dos parametros iniciais nao é tao critica
porque inicialmente estard em operagio o APS Robusto (evidentemente que isso é fungio
do nimero de observagdes processadas com o APS Robusto como ativo, até o momento do
chaveamento e do tipo de modelo utilizado). A estimagdo de ®, Q) ¢ Ky, ¢ sugestoes para
a escolha dos pardmetros iniciais serdo abordadas nas proximas secdes. As Secdes 5.2 e 5.3
enfocam a proposta de estimagac dos pardmetros para o funcionamento do algoritmo de
fillragem e projegio. A Segio 5.4 apresenta a questdo da iniciagio do algoritmo. A Secio
5.5 discute os problemas de reiniciagio ¢ robustecimento, a Segio 5.6 aborda a aplicagao
do algoritmo em tempo real, e, finalmente, a Secéo 5.7 apresenta as consideracdes finais e
conclusdes.

5.2 Estimacgao das Covariancias dos Erros @, e By

Em [17] Chemouil e Garnier propuseram um algoritmo Adaptativo para projecic de
trafego *. Neste trabalho, as covaridncias dos erros foram estimadas recursivamente uti-
lizando as equagbes adicionais de Sage-Husa [17, 18]. Eniretanto, a computacio dessas

1A explicagio das varidveis e parametros do filtro ¢ deixada para as se¢des seguintes.

*Tom [45] hd i grifico que mostra que este algoritno, ao receber um outliar, demora para estabiiizar
os valores de sua projegoes. Além disso, seu HQM é significativamente maior que o obtido pela aplicagio
do algoritmo EM.
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matrizes, utilizando as equacdes propostas, pode conduzir & instabilidade devido a ma-
trizes das covaridncias dos erros semi-definidas negativas, principalmente ocasionadas por
valores iniciais inadequados. Em [18] Knottnerus propds um conjunto de equacdes nu-
mericamente estdvel. * Além de possuir um valor do EQM ligeiramente acima do for-
necido pelo algoritmo EM, esse procedimento, em geral, possui uma baixa taxa de con-
vergéncia com relagio a estimagdo de (. Para melhorar a precisio da estimacio da
covariancia do erro de modelagem, a consisténcia estatistica entre as inovacdes e suas es-
tatisticas, para um sistema univaridvel, é utilizada (serd apresentada em seguida, nesta
secdo), i,y = Elri], 1 = 1,2,---, N, onde N é o mimero de observacdes disponiveis.

Esse método foi primeiramente proposto por Jazwinski [35]; entretanto requeria uma
computagio off-line. Para computacio recursiva da matriz Qg, um filtro adicional, deno-
minado Subfiltro de Kalman, foi utilizado por Rios Neto ¢ Kuga em [40]. Neste trabalho,
as seguintes contribuigdes sdo introduzidas:

e O desenvolvimento de um método para se estimar a matriz Q; completa;

¢ Testes de sensibilidade, relativos ao uso de diferentes valores para a matriz de ob-
servacao I

¢ Consideragbes sobre a equacio a ser empregada para se estimar Ry, bem como sua
taxa de convergéncia;

¢ Desenvolvimento do modelo de estimacio de @Q; para multivaridveis, detalhado no

Apéndice A.

5.2.1 Estimagido da Covariancia do Erro de Modelagem (Q:)

Em seguida serdo apresentados, 1) o modelo de Espaco de Estados para @y, denominado
Submodelo de Espago de Estados, e ii) o Subfiltro de Kalman.

Submodeio de Espaco de Estados para os Elementos de

Para se obter um modelo de Espago de Estados para os elementos da matriz Qy, o erro
de predigao verdadeiro é definido *:

i 2 Yen — HX) — (Yo — HX ) (5.1)

A Figura 5.2 ilustra o erro de predigio verdadeiro para um filtro com dois estados e H =

)
De (5.1), (2.13) e (3.31), obtém-se:

Tigr = Phii — Ven (5.2)

FTestes realizados o algoritme de Knottnerus nas Rotas Bauru Transito para Qurinhos Transito, T4342,
Onrinhos Transito para Baurn Transito, T4243, Sao Jodo da Roa Vista Transito pars Campinas Transito,
P ) ¥ p ;
TH652, e Marilia Transito para Banru Transito, TA442, mestraram uma REQM de 8 18% corm um desvio-
bl I i ¥ 1

padrao de 3,73%. Para o algoritmo de Sage-Husa, com essas mesmas rotas, os resuttados foram 11,55% e
5,66%, respoctivamente. O algoritino BM obteve, para essas mesmas rotas, 4,81% e 0,39%, respectivamente.
*A utilizagdo do indice k + 1 nesta secio é apenas para diferenciar os diferentes instantes de tempo.

G G p

Par exemplo, @y (@1 ainda nio fol caloulada) e regy.
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k-1 k k+1

Figura 5.2: Erro de Predigao Verdadeiro

Cancelando os valores Y1 em (5.1), e substituindo X; , e Xy por suas respectivas
equagoes dadas por (3.35) e (2.12) com Uy =0 ™

i1 = H[®(Xe — Xi) + TWy] (5.3)
Portanto

E|(r}.,)} = H®P®" + TQIT)H" = HOP@"H" + HTQ I H” (5.4)

De (5.2), obtém-se:
("2{4)": = ”'éﬂ — 2741 Ve + szi»l (5.5)
Seja gr41 o vetor com os componentes diferentes da matriz @ simétrica (como
possui r X r componentes, gy possuird f-(—r-;"-?‘-l componentes). Segundo Kuga [60], ao se
maximizar a probabilidade de ocorréncia do residuo verdadeiro com g > 0, ou seja, ao se

supor que o residuo verdadeiro das observagoes tem distribuigao Gaussiana, determinam-se
as variancias gy do ruido que ajustam o ruido verdadeiro ocorrido, v} ,:

maximizar plry + 1], com grig >0

onde plry. ] representa a densidade de probabilidade do residuo verdadeiro e o vinculo
Gr41 > 0 € coerente com a propriedade de positividade das varidncias. A aplicagao desta
operagdo para o residuo verdadeiro escalar (modelo univaridvel)® leva 4 hipdtese generali-
zada de consisténcia estatistica dada por:

iCom relagdo & utilizagio de Uy, vide Capitulo 4 {eventos deterministicos previstos).
80 madele multivaridvel ¢ desenvolvido no Apéndice A,
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de fato, supbe-se que uma realizacao é igual a sua esperanca matemética, o que, em
principio, nao teria significado estatistico nem para um processo ergédico. A fim de in-
troduzir significincia estatistica, utiliza-se esse resultado, que é parte do valor da pseudo-
observacio (que serd apresentada em seguida). A pseudo-observagio é um dado de saida de
um novo Filtro de Kalman cujo estado é o vetor g, que corresponde aos elementos de
que se querem estimar (também serd apresentado a seguir). Portanto, esta hipétese terd
validade apés algumas observagoes processadas, dado que o filtro é um estimador seqiiencial
do estado. Neste processo de filtragem, é como se fosse realizada a média aritmética no
tempo, s6 que esta média tem a vantagem da ponderacio pelas covaridncias do filtro.
Dada a hipétese da consisténcia estatistica e a definicdo do residuo verdadeiro, pode-se

Em seguida, usando a hlpoﬁese da consisténcia estatistica e devido a Elri 1 Vip ] =0e
By = E[VZ,,], obtém-se:

E[(rﬁﬂ)z] = "°J2g+1 + Hyr (5.6)

Definindo o erro esperado observado da covaridncia do erro de predicdo verdadeiro, deno-
minado pseudo-observacio, como:

21 = El(rf4)’] = Bl(rh4,)*1Qk = 0] (5.7)
e (5.4) e (5.6), tem-se:
Zygr = Thpy + By — HOP,3THT (5.8)
A equacio da pseudo-observacao é dada por:

Zpyr = Mar + Qe (5.9)

Da hipétese da consisténcia estatistica, (ry, )" = E[(r,,)?], de (5.4), e de (5.5), segue-
se que:

Mapy = HPQ ITHY (5.10)

it = 2Pkpt Vg1 — Vfﬂ + Rey (5.11)

onde £ing.q] = 0.
Hssa equagio” é chamada de equagio da psendo-observagio do submodelo de Espaco
de Estados, cujo vetor de estado gpy; estimard os componentes da covaridncia Q. M
¢ um vetor formado por componentes de H e de [' ¢ 'r,rk 1 & uma perturbacio de média
nula.”  possui r X r elementos, portanto M possuird ﬂ%—i elementos ou r + p (onde

s 1}
p=1, = ’{T *}, ou scja o ndmero de elementos diferentes da matriz @y simétrica.

Se forom estlmados apenas os elementos da diagonal principal de @, p = 0. Como H
possui | X r elementos e T possul » X 7 elementos, B possuird 1 x r elementos. Para a

TFxiste uma maneira albernativa, de se chegar a equagho da pseudo-observagio, que ¢ forgando-se

Elng11] = 0 (a0 se definir Elng 4] como em (5.11), isso ocorre antomaticamente) e rearranjando os ontros
termos de 5.8, porgue é conveniente que a perturbagio possua média nula (0],

8Dara se obler a matriz da psendo-observacio M, podese utilizar a identidade mabricial B BT =
TR{BTBQ:}, onde TR é o traco da matriz ¢ B é o vetor HI.
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determinacgdo dos coeficientes da matriz M sugere-se utilizar o produto BYB, B = HI', e
os coeficientes sao os elementos diferentes de B (B é simétrica).

Por exemplo, H = [ ¥ 1—+ }, I' ¢ a2 matnz identidade e () é uma matriz 2x2. O
produto BT B fornece:
[ 7 (l-7) ]

(L-yy (1-9)
O produto BT BQ,, fornece:

[ Y@ + (1~ 7)Qa Y Q12 + (1 — ¥)Qa2 ]
(1= )vQu + (1 — v Q2 (L —4)yQu2 + (1 — 7)*Qa2

Considerando que )12 = )9, o trago da matriz resulta:

Y Qu1 + (L =)’ Q22 + 2v(1 — 7)Q12

Portanto:
M=[7 (L) 2]

Se apenas a diagonal principal de @)y for estimada, M é:
M= 7" (1-9)7]

Pode-se verificar que o produto Mg, onde q{H = [ Q11 Q2 G ], fornece 0 mesmo
resultado que HTQ,I'TH”. O modelo do estado para esse subsistema, é:

Ghir = BIg, + W] (5.12)

Onde ®7 é a matriz de transicio de estado, 7 € R HX(2): p & o nidmero de clementos
na matriz triangular superior de Q@ (ou na inferior, porque Qy é simétrica), sem a diagonal
principal que possui » elementos. Como a dinamica desse subsistema nao € conhecida, a
matriz identidade, para essa matriz de transicao, é usada. W) é um ruido Gaussiano de
média nula com covariancia 03. Os valores dos elementos dessa matriz estio relacionados a
precisio do computador. Por exemplo, se o computador possui d digitos de precisio, esta

O estado desse submodelo é estimado por um Tiltro de Kalman, que é denominado
Subfiltro de Kalman.

Istimacao do Estade do Subsistema (Subfilire de Kaliman)

Para se estimar a matriz Qy, i.e., o vetor do estado g, aplica-se ds equagdes (5.12) e (5.8),
um cstimador de estado denominado Subfiliro de Kalmuan, com as seguintes equagoes:

o Filtragem ;
Kl =Pl M ! (MP i’i;M'l + B [T’%H]}W&

He oo q C g
Pk+i - Pk+1 - Kk-%«lMPkM
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o Predicao
Y Y e
Qi1 = TG,
g Hd T 2
Pk+; = $IP (D7) + o,
onde P +1 é a covaridncia do erro de estimacdo. Esse valor é usualmente inciado como

Py = 10°I, onde I é a matriz identidade. gy depende do valor inicial de @ do Filtro de
Kalman. A covaridncia do erro de pseudo-observacio é dada por:

E["??ﬂ»z} = 4"‘24—13&"#1 + 2R2+1 (5.13)

porque E[Vi 1 =3R},, e E[rp] = E[Viyy ] = 0.
O vetor g; é dado por:

(b‘z‘ - [ Q'i'i: Q22 s Qf‘r'.\ Q'ifh Q131 Ty Q(rul)'r ] (5*14)

A montagem da matriz ()¢, apés cada processamento do subfiltro, é:

@ — Qu elementos Gre1 — Qr2e Qn elementos
g2~ Qs da Grsz > Gz e Qs fora da
: diagonal : diagonal

r = Qr principal Grip = Qur—1)r € Qrir1) principal

Apbs esses valores estimados, a matriz Q) é testada a fim de se evitar que se torne uma
matriz semi-definida negativa *:

Op = { 0, se o minimo (Q;;,Q;;) <0

(J:;, caso contrario

Observagoes ¢ Consideragoes

e A perturbagio presente na equacio da pseudo-observacio do subfiltro, n.1, nio
Gaussiana. Em (5.11) vé-se que .y resulta do produto de duas Gaussianas Vi
Thi1, |13, 28], e da subtracio de uma distribui¢io quiquadrado, V21, (porque Viyy
(Gaussiana por defini¢do), e portanto 741 ndo ¢ Gaussiana;

[ T ¢

o~

s 5S¢ a perturbagdo é normalmente distribuida, entdo o Filtro de Kalman produz um
estimador nao-polarizado de varidncia minima. Entretanto, se hd outliers, cste cs-
timador pode ser polarizado {viesado). Nesse caso, um intervalo de confianca serd
ntilizado para melhorar o robustecimento do filtro.

Os pontos acima serie abordados na Secio 5.5

YExiste uma maneira de se evitar o problema de instabilidade numérica, que & ideal para aplicagdes ern
tempo real ¢ para computadores com capacidade limitada de operages e poucos digitos significativos. Nas
aplicagées em tempo real previstas neste trabatho, para Geréncia de Rede, ¢ nimero de observacdes nfio &
ariiio elevado (no maximo algumas dezenas de observages nos periodos de pico de trafego porque a coleta
€ a cada cinco minutos) e a questao de instabilidade numérica ¢ secundaria. No entanto, a aplicacio desse
filtro € recomendada como um trahalho future no Capitulo 6 visando ontras aplicagbes em bempo real.
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5.2.2 Estimacfo da Covaridncia do Erro de Observagao (Ry)

A matriz da covariancia Hj € estimada utilizando-se uma equagéo adicional conhecida
como Filtro Complementar. Ha diferentes procedimentos na literatura (e.g., [18]) para se
computar essa matriz recursivamente. Neste trabalho, analisa-se a equacéo mais apropriada
para essa estimacao e Varios testes sdo realizados com dados de campo.

Knottnerus [18] e Chemouil [17] utilizam o procedimento de Sage-Husa, estimando a
matriz da covaridncia By como:
k-1 1

R+ ik—(r}: ~ HPPHT) (5.15)

By =

Entretanto, dependendo dos valores iniciais dos parametros, a matriz By pode ser semi-
definida negativa e o filtro se torna instavel. Para evitar essa instabilidade numérica,
Fahmeier {vide Knottnerus [18]) utilizou a seguinte equagao 1V:

k-1

By = p

1 _— e o —
Ry + };[(Yk — HX ) (Y — HX ) + HP H"] (5.16)

Chow, e na mesma época, Abraham e Ledoiter (vide Knottnerus [18]) mostraram que o
estimador de mdaxima verossimilhanca da matriz da covariancia Ry é dado por:

1 ¥ R;r?
Byv = e e 5.17
MV N;HP:HI "{‘"Ri ( )
onde R; é unitério (procedimento inicial} ou a prépria estimacio de R. Quando R; é
unitério, Rasv estima a covaridncia Ry ap6s N observacoes [18]. Este estimador pode ser

atualizado recursivamente comoll:

k-1 1 kag_’f'i
A T

Ry = (5.18)

No apéndice B, a andlise da convergéncia entre essas duas ultimas equagbes € discutida.
Embora a convergéncia seja mais lenta para a equagéo de Fahmeler do que para a equagao
de Chow, a primeira sera utilizada neste estigio de testes porque é menos sensivel  presenca
de outliers devido a possuir reagio mais lenta aos valores observados do que a equagio de

Chow (Apéndice B).

5.2.3 Testes Realizados e Consideragoes
Nesta subsecdo, os seguinies aspectos sio analisados:
e O desempenho do filtro utilizando a matriz ¢}, estimada como diagonal ou siméirica;

¢ O desempenho do filtto como uma funcgio da matriz de observagao H, dado que ela
tem uma influéncia direta na computagio do Subfiltro de Kalman;

N , . . L N N . ‘
Wissa equagao também pode ser obtida a partiv de (3.57), substituindo X, ¢ P, por Xi e Py,
respectivarnente (Xg e Py siio as melhores informagbes, em um determinado instante, sobre X o FPr).
- . e s 2
M1 interessante notar que essa equagao corresponde a multiplicar o valor de R; por El[l;ﬁ> porque o
+

denominador é Er?l, (3.33). Portanto, o valer atualizado de Ry representa, em média, o desvia em
relacio A hipdiese da consisténcia estatistica discutida na secdo anterior.
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o A influéncia da escolha da covariancia R correta.

Os testes da Tabela 5.1 foram desenvolvidos para um sistema com dois estados e o
seguinte modelo:

Hz“[fy 1~u7]com0<7§1;‘1’:[3 i];ka[l];XTm{Tk Tk]

com [’ sendo a matriz identidade. As varidveis de estado sio relacionadas com o nivel
da carga de trafego, T}, ¢ seu incremento de crescimento, 7. Para a estimacio de @r
simétrica, a matriz de pseudo-observagio do subfiltro, M, é [ % (1 —7)* +(1—-~) ]. Se
Qr ¢ diagonal, M = [ 4* (1 ~+)? | (equagdo (5.10)).

A Tabela 5.1 apresenta os REQM para as projecées a um (REQM1) e doze (REQM12)
passos a frente para as Rotas T4244 (Bauru Trinsito para Marilia Transito), T4942 (Bo-
tucatu Transito para Bauru Transito) e Tsim (série gerada por meio do método de Monte

Carlo, vide Apéndice K).

Tabela 5.1 - REQM1 e REQM12 para as Rotas T4244, T4942 ¢ Tsim

Rota Matriz de Observ. 1 0] [ 0,9 0,1]

NY Estados 2 3 2 3
T4244 | REQM1/REQM13 | 4,06%/6,29% | 4, 11%/6, 78% | 4,06%/5, 27% | 3,900 /1, 51%
Rota Matriz de Qbserv. [ 1 0] [ 0,9 0,1 ]

N® Estados 2 3 2 3
T1943 || REQM1/REQMI3 | 5,350%/8,51% | 5.34%/8,94% | 5.96%/9.09% | 5.369%78.35%
Rota Matriz de Observ. L 0] [ 0,9 0,1]

N Estados 2 3 2 3
Tsim | REQM1/REQMI12 | 2,50%/12,00% | 2,50%/12,00% 2,50%/12,00% | 2,50%/12,00%

Pelos resultados apresentados na Tabela 5.1 pode-se ver que os REQM s sio relativamente
independentes do modelo utilizado para a matriz Q. Entretanto, se v é igual a 0,9 e
uma matriz §y simétrica é estimada, REQMI2 para a Rota T4244 se reduz em quase 50%
em relagdo a quando essa matriz ¢ diagonal e v ignal a um. No entanto, nos dois outros
exemplos, llotas T4942 e Tsim, ndo hé melhoria significativa nem em relagio i estimagéo
de @ completa ou em relagao a utilizagio de -y == 0,9,

Os gréficos que serdo apresentados a seguir mostram que a utilizagio de v diferente de
um {mas proximo a um), melhora a precisio das previsdes. A Figura 5.3 mostra o REQM
para a predigao doze passos a frente, com as seguintes condigdes:

s vigual a 1ea(,9;

o Matriz da covariancia @, diagonal (estimagao de dois estados no subfiltro) ou simétrica
{cstimagdo de trés estados no subfiltro);

¢ Covaridncia By (modelo escalar, portanto, valor dnico} variando de 0,125 a 20.

A Figura 5.3 mostra que, quando 7 = 1, o desempenho do Filtro de Kalman depende
do método utilizado para se estimar a matriz ;. Entretanto, se a covarifncia do erro de
observagic aumenta, entao o melhor desempenho do filtro é alcancade quando todos os
elementos da matriz (Ji sdo estimados. Se v é préximo a um, o minimo BEQM é sempre
obtido guando todos os elementos da matriz Q) sdo estimados,
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A REQM (%)
1 0], 0, SIMETRICA
: 0,9 0,1], Q, DIAGONAL
1 01, Q,DIAGONAL
10 - 0,9 0,11, Q, SIMETRICA
5 -

Vv

Figura 5.3: RFEQM em Funcdo da Matriz da Covariancia By - Rota T4244

A RmEQM (%)
20 - JRU— Hi0,8 0,218 H [0,2 0,8}
S H{0,4 0,6] E H {0,6 0,4]
. ¥ i1 0]
AN 10,8 0,1)
5y
SN ]
N R OV N -
“‘-\__.m“_m - B T m— T —
10 - M\ [
“/‘/V»«A/\_A/\/\/\/\/\/\/\AA/\M/\/\_/\/\/\/\JMM/\/\/\/\/\;\;\.:\

i | | i i 1 4 1
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Figura 5.4: REQM em Funcio da Covaridncia do Erro de Observagio - Rota 14442
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H[0,2 0,8 E H[0,8 0,2
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A BEQM (%} ~---  H[0,4 ©C,6] B H 0,6 0,4]
—e—  H[L 0]
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Figura 5.5: REQM em Fungao da Covaridncia do Erro de Observagiao - Rota T4942,

Botucatu Transito para Bauru Transito

Na Figura 5.4 Ry varia de 0,125 a 16, v recebe os valores 1, 0,9, 0,8, 0,6 e 0,4, e uma
matriz da covaridncia Q; simétrica é utilizada.

Na Figura 5.5, o modelo e as variagGes dos parémetros foram idénticos aos da Figura
5.4. Também para a Rota T4249, Bauru Transito para Botucatu Transito, o resultado foi
similar ao apresentado para as outras trés curvas.

Como uma concluséo geral, o melhor desempenho do Filtro de Kalman é obtido quando
7 € proximo a 0,9, e algumas vezes, quando estima-se a matriz (), simétrica.

5.3 Estimacao da Matriz de Transigio de Estado ($;)

De maneira semelhante & que foi utilizada para a estimagio de Ry, a matriz de transicio
de estado, ®y, também é determinada com a inclusio de equagdes recursivas adicionais ao
conjunto de equagées do Filtro de Kalman. Nesta secio propdem-se:

¢ Utilizacio de um conjunto de equagdes para se estimar @, recursivamente;
s fetuar testes com valores reais de algumas rotas de trifego.

5.3.1 Equagées para a Estimagiio da Matriz de Transigio de
Estado
Ac invés de se realizar o processo do algoritmo do Capitulo 3 (algorito KM), ao estimar

os parametros a partir de um conjunto fixo de N observagdes, a idéia deste algoritmo é
utilizar somente  tltima observagio recebida 2. A atualizacio da matriz de transicio serd

videntemente que é possivel utilizar o algoritmo BM, realiznande algumas iteracdes sobre um conjunto

de dados recebidos, porém, isso acarretaria uma quantidade adicional de processamento em tempo nio
real ¢ estaria fora do ohjetivo deste alzoritmoe que é também ser utilizado em tempo real.
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entdo (3.55), ® = BA™', onde :

N
B = Z[ﬁk,k-1 + Xp( Xy )1]
ka2l
e 2
N e
A=) [Pr 1+ Xe Xk 1)
k=1
e na forma recursiva'®:
k-1 1. _— T
By = i By + ”E[Pk,kmi + Xp(Xg1)'] (5.19)
k-1 1 — I — T
Ap = P Ap_y + E[Pk—: + X1 (X)) | (5.20)

Portanto, as equagdes (3.43) e (3.45) do Capitule 3, com N = 1, se tornam:
X, = X Z (5.21)
Mas de (3.42), Zy_ = H (c}) 'ri + 0, entdo:

X} 4+ X; 4+ PeH (0]) ', = Xy (5.22)

Py o= P — PESaPr (5.23)
Utilizando-se (3.44), Sk... = HT (o) H + 0, entdo:

_____ i

P,=P — PH (¢})'HP = (I — KxH)P} = P, (5.24)

Este resultado ¢ intuitivo porque, em um determinado instante, as melhores informacoes
disponiveis sobre X e Py sdo os valores filtrados.

A equacio da covariancia de transicio de estado também deve ser estimada para N = 1.
De (3.46), —Fi,k__i = Ppp1 = E[( Xk —“'ka)(Xk,L-—mek,l)T}, mas X, éortogonal a X;— X},

entao:

No apéndice I mostra-se que:
E[(XA o Xk)nglé = Liﬂi pﬁjw'l e E[TA;XEW-I] = HLQMLP;M
onde Ly = ®{f — K}, IT), portanto:

Prpoy = (I ~ KeHYLe1 Py = (I = K H)S(I — Ky HYPY, (5.25)

BTodas as equagdes na forma recursiva podem ter os valores L'k-“—‘ e %; substibuidos por 1w e w no caso

dos valores da mabriz serem variantes no tempo, onde § < w < 1 € um parametro de suavizagho,
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Figura 5.6: Media dos REQMs para Quatro Rotas de Trifego, T4244, T4442, T4249 e
T4942, na Projecio Doze Passos a Frente com Atualizacio de @

5.3.2 Testes Realizados e Consideracbes

Os testes realizados objetivaram a verificagio da melhoria no desempenho do filtro ao se
fazer a adaptagdo de ®; utilizando o modelo com dois estados. Nestes testes, as melhores
condigdes obtidas nos testes anteriores foram utilizadas, i.e., matriz @, simétrica, v = 0,9
e estimagao de Ry, utilizando (5.16). Quatzo rotas de trifego, cada uma com 42 observagdes
mensais disponiveis, foram testadas. Os resultados obtidos apds 18 observagdes processadas
L1y,

g 1 )

A ¥igura 5.6 mostra esses resultados para um pericdo de atualizacio variando de 1 a
22, i.e., a matriz ®; ¢ atualizada a cada observagio recebida ou até apds 22 observagdes
recebidas.

Da I'igura 5.6 pode-se ver que:

foram, entdo, comparados com aqueles para uma matriz constante, ® =

¢ O melhor resultado foi obtido quando @ foi atualizade a cada observagio recebida;

s O segundo melhor valor foi obtido para um perfodo de atualizacio de quatro ob-
servagoes recebidas;

o Embora tenha ocorrido piora do REQM para alguns valores de atualizacio, a atua-
lizacio de @, deve ainda continuar a ser usada para evitar situagdes em que esse
parametro varie com o tempo;

e 1 17, . L . .
A utilizagio de ¢ = n 1 | ¢ porque este ¢ 0 modelo mais simples ¢ mais usnal para a matriz

de transi¢do de estado representando tendéncia. No capitulo anterior, estimou-se uma matriz robusta,
@ . 1 4,56

0.01 04 ] No entanto, essa matriz ¢ especilica para wm conjunto de rolus considerado e neste
. v 3

capitulo o objetivo € se estimar a matriz ® genérica e para qualquer tipo de aplicacio.
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o Fm geral, o REQM obtido neste caso fol menor que o obtido quando se utiliza o
algoritmo EM [45]. Em [45], o valor REQM para a aplicagio do algoritmo EM a 40
rotas de trifego foi 8,4 %. Entretanto, se ®; nio tivesse sido atualizado, os resultados
seriam ligeiramente piores que aqueles obtidos em [45] (na Figura 5.6, nota-se que
para a atualizagao de ® com freqiiéncias 1,2,3 e 4, o REQM obtido é inferior ao
obtido pela aplicacao do algoritmo EM). Considerando-se a aplicagdo do algoritmo
EM as mesmas rotas da Figura 5.6, T4244, T4442, T4249, ¢ T4942, ainda assim
ha uma pequena diferenca a favor do APSAM (7,2% a 7,34%) [47]. A aplicacio
do APSAM & Rota T6362, a partir da 10% observagio 1°, fornecen um REQM de
21,00% e um desvio padrao de 8,00%. O algoritmo EM produziu 22,25% e 19,98%,
respectivamente. Outro fato importante é que o algoritmo APSAM requer menos
computagio que o algoritmo EM para ser aplicado.

5.4 Iniciacao

Ao receber as primeiras observagées, o algoritmo APSAM funciona em paralelo com o
algoritmo APS Robusto (descrito no capitulo anterior), mas se ativa o Algoritmo Robusto.
Nessa fase de standby, cuja duragio depende do tipo de dado amostrado (dados mensais,
anuais, etc.), o APSAM inicia seus parimetros que serdo utilizados na sua fase ativa. No
entanto, enquanto o APS Robusto € ativo, € necessdrio que o APS Adaptativo desempenhe
da melhor maneira possivel. Portanto, é conveniente que seus parametros iniciais: (Xy,
Py, Ry, Qo e &), sejam estimados, sendo que a necessidade de melhor ou pior precisio
é funcio do tipo de dados amostrados e do modelo adotado. Para os parametros iniciais,
considerou-se a seguinte proposta:

¢ Covariancia do Erro de Observagio (Ry)

Inicia-se com o valor de Ry = 1 e utiliza-se (5.16), mas com w e 1—w substituindo %:—i
e im, respectivamente, para as 18 primeiras observagbes quando o APS Robusto esta
ativo. Depois do periodo transiente (supondo 18 observagdes para dados mensais),
utiliza-se a equagio de Chow (5.18) que tem condigées de detectar mudangas na
dinimica do sistema mais rapidamente (Apéndice B). A sugestio para a escolha de
w é a adogio de w'~ ~ 0, onde Iy é o comprimento do periodo em que opera o APS

Robusto, que é fungao do tipo de dados observados.

s Matriz de Transicio de Estado (%)

11
01

(5.19) € (3.55) para atualizar o valor de ®; a cada quatro observagdes recebidas, com

- f s - " -
we | —wem lugar de %-l ¢ , onde o valor de w é determinado com no item anterior.

Inicia-se com @, inicial = ', Em seguida, utilizam-se as equagoes (5.20),

Quando o algoritmo Adaptativo passa a ativo, pode-se continuar com w ¢ 1 — w

on utilizar i“—;—l e %, dependendo dos parimetros serem variantes no tempo on nao.

Yutros resultados podem decorrer da aplicacio do algoritmo a partir de outro ponto. I interessante
notar que o algoritmo EM requer, em festes efetuados com dados mensals, em torno de vinte observagoes
para a estimacdo adequada de scus parametros.

%1sto é valido para o modelo de crescimento linear dado por (3.10) e (3.11); no caso de outros madelos,
como 0 sagonal por excmplo, as condigdes de iniciagho devem ser coerentes com o Capitulo 3.
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Na pratica, o que ocorre é o pagamento de um preco pelo fato de se supor que os
pardmetros sio variantes no tempo, e de fato nao o séo, e vice-versa. Evidente que
se os parametros sdo invariantes no tempo, os resultados serdo melhores quando se
utiliza £ ¢ 1 (média aritmética recursiva) porque havera um maior nimero de ob-
servagoes disponiveis para a correta estimacio dos parAmetros. A experiéncia deve
ditar que fator utilizar. Outra alternativa é a adogio de um valor de w correspon-
dendo a uma janela de tamanho suficiente para a correta estimacio dos pardmetros.
Esse valor s6 pode ser obtido pela realizagio de testes de campo.

Matriz da Covaridncia do Erro de Modelagem (@)

Como o valor de ¢}y é estimado por meio da utilizacio do subfiltro, conforme apresen-
tado na Segao 5.2, seu valor inicial verdadeiro nio é critico: quando o filtro Adaptativo
se torna ativo, o valor de (J; deve representar adequadamente o valor verdadeiro. Os
elementos de @y tomam valores da mesma ordem de H,.

Valor do estado inicial {X;} Se supée-se um modelo com duas varidveis de estado,
dado por (3.10) e (3.11), X, ¢ iniciado como no APS Robusto. Se for suposta a
variante dois do modelo dado por (3.16) e {3.11), entdo o estado inicial é:

Yo
I—vy
Onde Y; € o primeiro valor observado e § é a taxa de crescimento agregado!”.

Valor da covariancia do erro de estimacéo inicial (Py)

Se o modelo for dado por (3.10) e (3.11), adota-se a estimagio proposta para o
algoritmo APS Robusto. Em outros casos, adota-se:

;ﬁgﬁmI

Onde m é um nimero grande para mostrar o desconhecimento em relagio ao valor
verdadeiro do pardmetro {quando néo se conhece a distribuigio verdadeira, costuma-
se admitir que a varidncia ¢ grande), por exemplo m = 108, ¢ I é a matriz identidade
de ordem compativel com ¢ tamanho do vetor de estado.

Algumas observagoes finais:

&

No perfodo de iniciagdo, o filtro Adaptative ndo utiliza o mecanismo de reiniciacio
p -4 3 p ¥ 7
perque este ja é utilizado pelo filiro Robuste;

YOutros modelos devern ser iniciades de forma coerente cotn os exemplos de modalos aditives do Capitulo
3. Coma exemplo, se o modelo é dado por (3.8), com dois eslados, entao:
1 5 3 ¥

Xo =

Yo
- To

Porque os dois valores correspondem & mesma varidvel de estado defasada no tempo.
No case do medelo dado por (8.18), o vetor A5 deve ser nulo.
Desta forma, para cada modelo do Capitulo 3 hd uma maneira mais adequada de iniciacio do estado

inicial.
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@ Dependendo do modelo especifico a ser adotado, diferentes valores iniciais devem ser
utilizados. Em [18], alguns exemplos sio apresentados;

¢ Para modelos aditivos que consideram virios padroes para série temporal do trafego,
tais como, tendéncia, sazonalidade, etc., a iniciagio de cada. modelo individual é feita

independentemente (e.g., [18, 19, 20, 21]),

@ Os parametros X, e Py também podem ser iniciados por meio dos Minimos Quadra-
dos Generalizados [34, 26], quando hd dados iniciais disponiveis.

5.5 Reiniciacao e Robustecimento

Ao rteceber as primeiras observagoes, o APS Adaptative nao possui ainda informacgées
suficientes para se estimarem adequadamente seus parametros. Da mesma forma, se houver
reiniciacio, também hd um tempo até que os parametros possam ser reestimados. Com
relacido & questdo do robustecimento, o filiro deve ser capaz de evitar a ocorréncia de
observagoes duvidosas (outliers) e também responder a mudancas na tendéncia devidas &
ocorréncia de eventos deterministicos ndo-previstos. Além disso, no algoritmo proposto, a
perturbacio da equagio da pseudo-observacio nao é Gaussiana {Segdo 5.2). Portanto, é
fundamental que haja um controle sobre os residuos para garantir que a aplicagao seqiiencial
do subfilito produza resultados equivalentes ao do filtro linear Gaussiano.

Esta se¢io propde a utilizacio de uma transformacdo adequada, Ty, , para que o filtro
se torne robusto dentro da faixa de um a dois desvios-padrdes para o estimador da co-
varidncia do erro de estimacgio [39, 38]. No caso do APS Robusto (Capitulo 4), supde-se
que os residuos sao constantes (termos de inovagio constantes) e calcula-se um intervalo
de confianca que deve ser utilizado por todas as observagdes (que corresponde a um nivel
de saturacio, acima (ou abaixo)} do qual adota-se seu valor em substituiggo ao valor ob-
servado). Para o APS Adaptativo, o intervalo de confianga a ser adotado ndo é constante,
mas varia em tungdo do residuo, sendo diferenle para cada observacao recebida. A trans-
formagdo utilizada, Tg,, desempenha o papel de um tipo de normalizagio, fazendo com
que a regra de decisdo seja sempre a mesma, independente do valor absoluto do residuo.
No Apéndice A desenvolve-se esta transformagdo também para o modelo multivariavel.

5.5.1 Intervalo de Confianca para Reiniciacado e Robustecimenio
Ao receber uma observagio aberrante {outlier) a observagio é simplesmente descartada e
o valor limite do intervalo de confianca utilizado para proteciio é adotado em seu lugar.

Regra utilizadal!®

Se dois ou mais dados consecutivos sao outliers, todos excedendo o Hmite superior do
intervalo de confianga ou todos abaixo de seu limite inferior, o algoritmo ¢ reiniciado pois
supoe-sc a existéncia de um evento deterministico ndo-previsto.

NG Capitalo 6 serd proposta, como trabalho futuro, a ubilizagho de wn teste de hipdteses para delectar
a presenca de eventos deterministicos nao-previstos.
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Na, reiniciagao'®, os dados representando um periodo completo de aquisicio (méses,
anos, etc.), sko processados. Apés a reiniciagio, as primeiras observacdes sio também
processadas pelo APS Robusto. Para aplicagbes em tempo real €, provavelmente, desejavel
ter um ajuste automatico para o nivel de tendéncia, sem reiniciagdo. Quando o ruido da
perturba¢ao da equagao da pseudo-observagdo apresenta uma distribuicdo de cauda acen-

tuada (heavy tailed)®, a equagao da estimagio do Filtro de Kalman é mudada, conforme
proposto por Martin e Masreliez {39]:

Xp = X + PLHTTY () (5.26)

onde Tf{k € proposta como:
1

Tr, = (HP{H' + Ry (5.27)
porque com este valor, para observagdes contidas dentro do intervalo de confianca previsto,
o filtro Adaptativo terd um ganho igual ao Filtro de Kalman padrio. A funcio ¥(1y) é

definida por [39]:
q::(uk)z{ vi Wil < NIC (5.28)

NICsgn(w), |w|> NIC

onde v = Tpr,rg, 7 € dado por (3.31), sgn(-) é a funcio sinal e NIC' é o nimero de
desvios-padroes da distribuigio normal padrao.
Como observagdes finais:

¢ Quando ha ocorréncia de eventos deterministicos previstos, a correcio da projecio n
passos a frente é utilizada como desenvolvido no Capitulo 4 e em [46];

¢ Com relagio ao intervalo de confianga para n passos & frente, [18] e equagio (2.65).

5.6 Aplicagdes emm Tempo Real

Além dos testes realizados nas se¢des anteriores, nesta segio objetiva-se verificar a ade-
quagao do algoritmo para situa¢des em que ha mudancas na dindmica do sistema amos-
trado, tanto por mudanca no valor do nivel da carga de trafego, quanto por mudancas no
valor dos pardmetros.

¥Na fase de iniciagiio, o filtro Adaptativo néo deve usar o procedimento de reiniciagio, dado que cle ja
estd sendo utilizado pelo filtro Robusto, nem deve ubilizar a corregiio do nivel estimado em sua plenitude
(e.g., tolerar dois desvios-padroes para o erro do termo de inovacio em vez de somente wm desvio-padrio),
a tin de peraiitir wna convergénela mals répida.

Muando a perturbagiio da equagio da observacio for modelada por nina d istribuicdo nornal contarmi-
nada, tem-se:

Vi ~ (1 — e3N{0, £24) + eN(0, 1 Rg)

cnde U <C ¢ < 0,2 para que valham as condigoes de robustecimento de Tuber, {38, ¢ § > 1. Devido a
ambas as (ausstanas tevemn média nula, a varidncia verdadeira de Vi, &

VAR[VE] = (1 — )Ry + e By,
A covariancia verdadeira do formo de inovagao ¢

VARY, —HX!|=VAR[Y, - BXg + BXy ~HX{ = VARV HPLAT = (L — )Ry +ejRy + HPLHT
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Para detecgho dessas mudangas, utiliza-se o para dados acumulados [48] e também
verifica-se a seqiiéncia de inovagdes, que deve apresentar um padrio descorrelacionado
(ruido branco (Gaussiano). A seguir uma breve descricdo desses métodos.

5.6.1 Fator de Tendéncia de Laplace

O Fator de Tendéncia de Laplace*! para dados acumulados é [48]:

M.
2 -1V M1
Yr 2

Uprr — G—
12Y¥p

onde M é o valor da janela de tamanho fixo e corresponde as tdltimas M observagoes
recebidas, e Y7 é o valor acamulado dos Y; valores de trifego recebidos. B possivel mostrar,
[48], que ups se distribul normalmente com média zero e varidncia um quando o processo
nao apresenta nem crescimento nem decrescimento. O significado de ups € 0 quanto a média
aritmética se desviou da mediana dos tempos observados, porque quando a distribuigdo &
Gaussiana, 2 média aritmética e a mediana sio coincidentes.

(5.29)

Implementaciao do Fator de Tendéncia de Laplace

Primeiro, desloca-se um vetor que possui M posigdes, uma a uma para a frente para que o
tltimo valor lido ocupe a primeira posicio. A seguir, calcula-se a parcela D; = $2M (i —1)¥;.
Yy é calculada como:

Yr & Yr + Y~ Yeenm

ou seja, adiciona-se a observacdo corrente e elimina-se a mais antiga. Se tiverem ocorrido
mais que M observagoes, calcula-se ups e guarda-se Ny valores.

Véarios testes foram efetuados e para aplicacao em tempo real, adotou-se um intervalo
de confianga para up. Para evitar que haja acentuada ocorréncia de crescimentos ou
decrescimentos, de tal forma que o filiro nac disponha de tempo suficiente para adaptar
seus parametros, utiliza-se o seguinte:

¢ Quando um numero de vezes consecutivas, Ny, ups esteve acima do lunite superior
previsto, admite-se que ha tendéncia de crescimento;

s Quando um niumero de vezes consecutivas, Ny, uy esteve abaixe do nivel inferior
previsto, admite-se que hd tendéncia de decrescimento;

s Quando vm numero de vezes comsecutivas, Ny, uy esteve dentro do intervalo de
conflanga provisto, admite-se que o nivel nem crescen nem decrescen.

Na pratica, utiliron-se um intervale de confianca de um desvio-padrio (68% de confianga)
e 2,32 desvios-padrdes (98% de confianga), e Ny =2 Ny = 3.

(s testes realizados indicaram que o Fator de Tendéncia de Laplace detecta com rapides a mudanga
de tendincia do padrio de trafego, hastando algumas ohservaqdes.
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5.6.2 Verificacio se a Seqiiéncia de Inovacdes é Descorrelacio-
nada

Para que o filiro esteja desempenhando a contento, é preciso que a seqiiéncia de inovacdes
seja um ruido branco Gaussiano. A equacio para calculo da autocorrelagio amostral é
(2.50), e alguns detalhes de implementagio sio apresentados a seguir.

Implementagio da Deteccao do Ruido Branco Gaussiano

As scguintes operagées, de mancira geral, foram utilizadas para a implementacio da
Detec¢ao do Ruido Branco Gaussiano. Primeiro desloca-se M posicdes um vetor que possui
M + 1 posigdes, uma a uma para a frente, para que o tltimo valor lido ocupe a primeira
posicao. Para calculo da média aritmética no intervalo de tamanho M?? tomou-se:

S o— Sur+ e~ T

5o oM
M

onde Sy € uma varidvel auxiliar para fazer o somatério, 7 ¢ a média aritmética dos M

valores, M € o tamanho fixo da janela e 7, sdo os valores das inovagdes. Fm seguida
calcula-se o denominador da fungéo de autocorrelagao:

vy < vy + (e — 7)° + (rr_ps — “’f‘a)z

onde 7, é a média aritmética anterior, antes de receber a informacio atual. Para se calcu-
larem as I autocorrelagdes, procede-se da seguinte forma:

Para j variando de 1 a Z, faca
Para 2 variando de 1 até M — j faca

vj i+ (1 = T)(ris; = 7)

Fim

Valn p— ¥ .
salcule p; = 24, v« O
fim.

para cada valor de »; calenlado, deve-se verificar {dove ser inserido dentro do programa

+‘ , - Rl - " "
desuzto) se esta dentro do intervale de confianca — £, \/ ;,L onde £, € o valor da f’istmi)mqao
Ta

¢ de Student com M — I gravs de lbordade. Na pritica, adotonse M = 30, L - 1f e
te = 2. Se I =10, com 90% dc certeza pode-se ter no miximo nm ponto fora do m‘“ervaio
de conlianga, ou seja, admile-se que nio se trata de ruide brance se mais de wm ponto
estiver fora do intervalo.

2 Em geral, o valor de M para a Tendéncia de Laplace ¢ menaor de gue para a Delcegio de B

A

{wevte exenplo, um é dez {Taplace) & 0 ontro é Lrinta (Ruido H...am)j.
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Comparacao entre os Testes para Aplicacao em Tempo Real

A Tabela 5.2 mosira o valor comparativo, em up (unidade padrio de tempo), entre os
diversos métodos utilizados para aplicagio em tempo real. O objetivo de se utilizar up
é o fato de que diversos processadores tém velocidades diferentes e é preciso escolher o

computador adequado para a aplicacdo em tempo real desejada, tendo vista o requisito de
tempo.

Tabela 5.2 - Comparacio entre Métodos para Aplicacio em Tempo Real (em up)
N© estados 2 3 4 ) 0
Atualiz. de @ 1| 1,67 | 2,66 | 3,87 1 5,50
Tend. de Laplace 2510 26 1 25 1 256 1 25
Detecgao R. Branco || 47 | 47 47 47 47

Como pode-se observar, apenas a atualizagio de @ (Segdo 5.3) é fungio do nimero de
estados e os demais métodos ndo. A detecgio de Ruido Branco é o teste que demanda
maior processamento porque requer um maior niimero de observagdes para que sua decisao
seja confiavel. O teste de Tendéncia de Laplace, por ser um valor praticamente fixo com o
tamanho do estado (também o de Detecgiao de Ruido Branco o é), vai ficando mais vidvel
(em termos de tempo) conforme aumentam o nimero de estados. De qualquer forma, para
até seis estados, nem o teste de Tendéncia de Laplace, nem o de Detecgao de Ruido Branco,
e nem a atualizacio de $ {Segdo 5.3) apresentaram carga de processamento maior que em
torno de 10 % da carga para a realizagdo de todas as outras funcées do algoritmo.

5.6.3 'Testes Realizados e Consideracgoes

Para efeito de se testar padrdes de séries temporais que podem ser encontradas em
aplicacoes em tempo real, utilizou-se séries fora dos padrées da maioria das rotas testadas,
visando avaliar o desempenho do algoritmo em diversas situagbes. Para isso escolheu-se,
entre 40 rotas disponiveis, uma rota que apresenta uma grande descontinuidade (um salto
abrupto), T6362%%, e uma outra rota que apresenta REQM elevado em relacio aos de-
mais testes efetuados, Rota Bauru Transito para Jaboticabal Transito, T4249. Além disso,
gerou-se, pelo método de Monte Carlo, uma série temporal, Tsim, que apresenta cresci-
mento, decrescimento e um trecho nem de crescimento nem de decrescimento (Apéndice
K). Essa iiltima série temporal procura modelar uma situagio de perfil de irafego comum
durante as horas do dia, em que hi crescimento, estabilizacdo e decrescimento do valor
da carga de trifego. O modelo de Espago de Estados é o mesmo (dois estados) utilizado
anteriormente ¢ adotaram-se os melhores resultados dos testes precedentes com relagio a
estimacio de ;%" @i, D, e v = 0,9. Os resultades indicaram que:

® As trés séries temporais testadas apresentaram EEQM (Figuras 5.7, 5.8 ¢ 5.9) maior
para utilizacio do Fator de Tendéncia de Laplace que pela utilizacio da adaptacao
de @ em tempo real. De fato, o Fator de Tend2ncia de Laplace indica onde houve

3 . . ~ -~
BToadavia para aplicacdes em tempo real, cm geral, niio ocotrem saltos abruptos.
b : ¥ H 8] ' ]
24 Com relacio a estimacio de Ry, as previsoes mais estdvels ocorrem com a ubilizacio da eruacio de
& & : p ¥ ALLN
Fahmeier nas primeiras observacoes e, posteriormente uiilizando a equagdo de Chow, ou de Abraham e
Ledoiter {vide Apéndice B).



mudangas na série temporal ° (quando o Fator de Tendéncia de Laplace indica cres-

. s . 11 e . s

cimento, utiliza-se a matriz ¢ = 611 quando indica decrescimento, utiliza-se
1 -1 - v . . -

¢ = 0 1 | mas quando nao hd nem crescimento nem decrescimento, utiliza-se
1 i - c1 s .

b = 01 ), mas como essa informacao chega atrasada, devido A necessidade de

uma janela de tempo (de tamanho M observacdes; utilizaram-se M = 10 e M = 6
nos testes) utilizada para a sua tomada de deciso, a introducio de uma matriz de
transicdo de estado mais de acordo com a tendéncia apontada pelo teste (cresci-
mento, decrescimento, nem crescimento nem decrescimento) nio apresenta melhoria
nos resultados;

o Além disso, hd vérios pardmetros que estdo sendo adaptados em conjunto pela técnica
de relaxagio e, melhorar um isoladamente (@), nio implica em uma melhoria global.
Isto pode ser observado na série gerada por Monte Carlo, Tsim, em que todos os
pardmetros eram inicialmente conhecidos. O fato do algoritmo ter estimado com
bastante precisao alguns dos parimetros nio implicou em REQM menor do que em
outra situagao em que nenhum dos pardmetros foi estimado com precisio, mas seu
conjunto alcangon melhor desempenho (isto apenas valeria caso todos os parametros
fossem estimados com precisdo). O melhor resultado para a série Tsim (Figura 5.7 (b)
), sem a utilizagdo do Fator de Tendéncia de Laplace, foi com parimetros estimados
com menos precisdo que no teste utilizando Tendéncia de Laplace. Um outro exemplo
é o fato de que o desempenho do filtro depende da relacio % e nao isoladamente de

Q e R ([23] e Apéndice D);

o A verificagdo se a seqiiéncia de inovagbes é branca ndo se mostrou conveniente porque
o algoritmo indica a necessidade de reiniciacao antes do teste indicar a presenca de
ruido nao-branco. Isto se deve & necessidade que o teste tem de possuir um ndmero
siguificativo de valores para poder decidir **. Além do mais, conforme a Tabela 5.2,
o teste para detecgio do Ruido Branco também é o mais demorado;

¢ Ambas as rotas com dados de campo (T6362 e T4249, Figuras 5.9 e 5.8, respectiva-
mente), tiveram indicagio de reiniciagio, a primeira na 272 observacio ¢ a segunda
na 322 observa¢io processada. Essa reiniciacio ocorre, em ambos os casos, tanto para
NIC = 1 quanto para NIC = 2,33 desvios-padroes. Como os valores de projegic

*Virios testes foram realizados apenas para verificar a cficdcia do Fator de Tendéncia de laplace na
detecgdo de mudangas de Tendéncia. De fato, nas Rotas TH362, 14249, 'T4942, na série Tsim, e na série
representando o nidmero de falhas da Central Tolofonica Trépico RA [48)]) as indicacdes de mudanga de
tendencia foram bastante precisas. Fm particular, para a série Tsim, houve indicagio de tendéncia de
crescimento em k = 12, de tendéncia de decrescimento em k = 60 ¢ indicacdo de nem crescimento nem

26 € 51, respectivamente. Os valores dos parametros do Fator de Tendéncia de Laplace que possibilitaram
melhor detecgio foram: M = 10 (tamanho da janela), Ny = 3 (nimero de vezes consecutivas que um
ponto estd fora do intervalo de confianga, todas as vezes para cima ou todas as vezes para baixo), e intervalo
de confian¢a de um desvio-padrio.

#Qutras rotas também foram testadas para verificar a prosenca de ruido branco: Bauru Transito para
Marilia "Uransito, T4244, Botueatu Transito para Bauru Transito, T4042, Marilia Transito para Banrn
Transito, T4442 e Avard Trinstio para Baurn Trinsito, ‘14742, Todos os testes indicaram a presenca de
ruldo branco na seqiléncia de inovagbes.
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obtidos antes da reiniciagdo sdo superiores aqueles (sabe-se que o algoritmo Adapta-
tivo, em geral, inicia com erros relativamente altos devido ao desconhecimento dos
seus pardmetros) que é possivel se obter com a aplicagio do APS Robusto para um
conjunto de rotas com caracteristicas semelhantes, justifica-se a utilizacdo do APS
Robusto apés a reiniciagio do algoritmo (uma observagio interessante é que o periodo
de atividade do APS Robusto coincide com o periodo (nimero de observagdes) que
o algoritmo EM necessita para estimar os parametros do filtro);

Ao se utilizar NIC = 1 em vezde NIC = 2,33 desvios-padrdes, melhora-se a precisao
do filtro na presenca de outliers, no entanto, quando ocorrem eventos deterministicos
nao-previstos, o filtro demora mais para se reiniciar;

O filtro estima os parametros com os valores do termo de inovagao, ry, substituidos

(robustecidos) por I nIC (HP;HT + B;)™, quando este valor é ultrapassado (Secio
5.5). Esse procedimento é fundamental para a estimag@o adequada de Ry, principal-
mente quando se utiliza a equagdo de Chow (5.18), e também para a estimagdo
conjunta dos demais parametros;

Ao se estimarem P, (J; e R; somente quando as observagoes estdo dentro do intervalo
de confianca para o termo de inovagido permite a estimagdo mais precisa de ®; no
entanto, os REQMs globais se mostraram piores ao se adotar NIC = 1 ou NI(C =
2,33;

As Rotas T6362 e T4249 tiveram, apds a 182 observacgio, um desempenho melhor
11
0 1
erros observados é maior do que a ocorrida com a utilizagdo do APS Robusto, o que
justifica sua utilizacdo no inicio;

com ¢ adaptado do que com & == ] Até a 182 observacio, & variancia dos

As Figuras 5.8 (a) e 5.9 (b) para as Rotas T4249 e T6362 mostram, respectivamente,
os valores de trifego observados, bem como as projegdes a seis passos com & fixo, com
a utilizacao do Fator de Tendéncia de Laplace e com a adaptagdo de @. As Iiguras
5.8 ¢ 5.9 mostram os respectivos RFEQMs. Uma conclusdo é que a ufilizagio do Fator
de Tendéncia de Laplace, por apresentar REQM mais elevado, também provoca mais
rapidamente a reiniciacdo do algoritmo. A reiniciagao implica em comegar novamente
com erros mais altos, porém, sob controle (APS Robusto);

Na aplicacio do algoritmo a Rota T6362, ficou claro o compromisso entre otimalidade
e sensibilidade. Devido = esta rota apresentar uma descontinuidade (queda abrupta
no nivel do trafego mensal, que nio € peculiar aos processos de tempo real) neia-se
que um algoritmo mais preciso, que acompanha mais as variages, também cometerd
matores erros. Nesta situacdo, o algoritmo deve se readaptar rapidamente ao novo
nivel ou se reiniciar;

(s valores de média e desvio padrdo, na projecdo para a Rota 16362 sdo, respec-
tivamente, 0,19 ¢ 0,18. No entanto, esses valores foram calculados a pariir da 42
observacio e tanto incluem os altes valores iniciais, que estariam sende iratados pelo
APS Robusto, quanto os valores finais que determinaram a reiniciacao do algoritmo;
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@ Os mesmos valores, com as mesmas consideragoes, para a Rota T4249, sdo, respecti-
vamente, 0,12 e 0,07.

A Figura 5.7 ilustra as projecoes seis passos a frente ¢ os REQMs para a Rota Tsim,
cujo processo de geragao dos dados e valores se encontram no Apéndice K.
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A seguir, algumas consideracoes especificas sobre a Figura 5.7 e a série T'sim:

o As projegoes a seis passos mostram o algoritmo com adaptagio de ® com w = 0,6,
e de outra maneira pela substitui¢gio de @ utilizando a informagio fornecida pelo
Fator de Tendéncia de Laplace. O procedimento utilizando o Fator de Tendéncia
de Laplace, substitii o valor de & quando hé indicagio de mudanga de tendéncia,

_ _ L ) e ‘ 1 -
conforme descrito a seguir: a tendéncia é de decrescimento, utiliza-se & = [ 0 11 } ,

quando ha crescimento da tendéncia, utiliza-se ¢ = { 0 i }, e quando a tendéncia

10
01
projecao a seis passos ¢ 0,03 e seu desvio-padrio é 0,02. Os valores para a utilizacio
do Fator de Tendéncia de Laplace sio, respectivamente, 0,05 ¢ 0,03;

nem cresce nem decresce, utiliza-se ¢ =

. Com ® adaptado, o REQM para a

o A parada ocorrida no processamento do algoritmo ¢, na verdade, uma indicacio da
necessidade de reiniciagio que se deve ao fato de se ter usado NIC = 1 e duas
observagoes consecutivas fora do intervalo de confianga (Secio 5.5). Com NIC =
2,33 e trés observagdes consecutivas fora do intervalo de confianga, o algoritmo nio
acugou necessidade de reiniciagéo, e embora seu desempenho tivesse se tornado pior
apds a 542 observagio, ele logo recuperou seu desempenho anterior;

¢ Com a reiniciagio, o algoritmo nio conseguiu se adaptar com a mesma velocidade que
quando se deixa em funcionamento mais livre (NIC = 2,33 em vez de NIC = 1), ou
seja, nao se justifica o emprego do APS Robusto neste caso. Também na iniciacdo,
nao se recomenda a utilizacio do APS Robusto, principalmente porque para padrées
de trafego muito gerais, do tipo das aplicagdes em geréncia de rede com valores
coletados a cada cinco minutos, ndo se possui uma avaliagio segura do valor inicial
dos pardmetros;

e A Figura 5.7 (a) mostra também os dados gerados pelo método de Monte Carlo
e a curva verdadeira, que ¢ a funcio deterministica suposta. O lado direito da

{1} }}t ], para ¢ adap-

tado com w = 0,6 (ambos com janela de tamanho 6), e para & imposto (& =

A T I RS | 19 : ST
0 lj’ 0 01 1P lg 1 ) com o auxilio do Fator de Tendéncia de Laplace

figura mostra os REQMs para trés situacdes: com @ = {

com janela de tamanho 10;

e A utilizagio de & fixo foi forcada porque se sabla que no inicio os dados foram gerados
. (R A , -

com & — [ 01l Juando o valor da matriz de transicio de estado mudou houve nm

aborto no processamento, que significa que o algoritmo deve se reiniciar. Como era

de se esperar, a utilizagio do valor de ® correto (ja couhecido) possibilitou melhores

resultados nas primeiras observagoes processadas, mas logo em seguida o filtro com

P adaptado superou seu desempenho, mostrando que se adaptou i mudanca no valor
de ¢;

® A utilizacio da informagio do Fator de Tendéncia de Laplace nao melhorou o de-
sempenho do algoritmo e, com a utilizagio da janela de tamanho 8 ainda piora com
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Figura 5.8: Projegdes a Seis Passos e REQM para a Rota T4248
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relagdo & janela de tamanho 10. Isto se deve ao fato deste tamanho reduzido de
janela possibilitar um maior nimero de deteccdes de mudanca de tendéncia, nio
possibilitando a estabilizagio da estimagao do conjunto de parametros;

e O fato do algoritmo utilizando Tendéncia de Laplace ndo ter reiniciado se deve &

utilizagio de NIC = 2,33 e com trés outliers consecutivos permitidos, enquanto
para os outros exemplos que se reiniciaram (marcado aborto na figura), utilizou-se
NIC =1 e dois outliers consecutivos permitidos;

e Como conhece-se os pardmetros verdadeiros (@, R, ®, X, e Py) da Rota Tsim,
obtidos pelo método de Monte Carlo (Apéndice K), nota-se que o melhor ajuste
nem sempre corresponde ao melhor desempenho em termos de FQM. Isso se explica
porque o desempenho do filtro ndo depende de um parametro isoladamente, mas de
seu conjunto. Como exemplo, sabe-se que o desempenho do filtro depende da relagio

(Apendme D) e ndo de Q e R isoladamente. Portanto, a estimagio inadequada de
um pardmetro pode ser compensada pela estimagao do outro parimetro.

5.7 Conclusoes

O APSAM foi aplicado a cinco rotas de trafego, escolhidas aleatoriamente entre 40 rotas
disponiveis, a uma rota que apresenta uma grande descontinuidade (diminuicdo abrupta
da carga de trifego), e a uma série temporal gerada pelo Método de Monte Carlo, e os
resultados se mostraram adequados.

No que diz respeito ao REQM, o algoritmo supera o desempenho do algoritmo EM,
além de requerer menos esforgo computacional. Além do mais, é adequado para processos
com perturbagdes nido-estaciondrias, como a predicao da carga de trafego telefénico em
prazo muito curto. Portanto, pode ser utilizado para aplicagdes em tempo real, e.g., em
Geréncia de Rede.

Pelos resultados das simulagdes, o melhor desempenho foi obtido para o parimetro v da
matriz de observacio H préximo a um, quando todos os elementos da matriz da covariancia
do erro de modelagem sao estimados e também atualizando a matriz de transicio de estado
quando cada nova observacio torna-se dispenivel.

Resultados de simulagio mostraram que os REQMs obtidos por meio da atualizagio
da matriz da covariancia do erro de observagio pela utilizagio de uma equagdo recursiva
(5 16) sao quase os mesmos que aqueles obtidos quando a matriz B é constante e fixa. Isto
¢ devido ao fato que o algoritmo pode estimar convenicntemente a rclagao = (112, 26] e
Apéndice D}, mesmo quando a matriz B nio é convenientemente estinada. E.ntretanto, se
o sistema tiver perturbagdes ndo-estaciondrias, com os parimetros variantes no tempo, a
estimagac da matriz 8 melhora a convergéucia da relagio g

A utilizagio do Falor de Tendéncia de Laplace e os testes para verificar a presenca de
Ruido Branco Gaussiano na Seqliéncia de Inovacies nio resultaram em beneficio adicional
para a melhoria da capacidade de adaptagio do algoritmo, mas ratificaram as se¢des an-
terioves mostrando que o APS Adapiativo é wma ferramenta bastante (il para previsdes
em tempo real.

Devido a este algoritmo ser simples de implementar, ele pode ser itil em Planejamento
de Rede onde requer-se nma grande quaniidade de manipulacio de dados. Além disso,
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dado que utiliza mecanismos de robustecimento, sua aplicacio pode ser interessante onde
ha caréncia de dados ou medigdes nao-confidveis.
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Capitulo 6

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Este capitulo apresenta um sumdrio das conclusdes dos capitulos anteriores, recomenda os
métodos de projecio mais adequados, de acordo com a periodicidade dos dados amostra-
dos, e termina com a proposicio de trabalhos futuros.

A seguir, algumas consideragbes gerais sobre a ntilizagio dos modelos de previsio apre-
sentados no Capitulo 2:

¢ Um modelo complexo tende a apresentar maior precisdo. Porém, esse aumento de
complexidade acarreta aumento da carga de processamento que adiciona outras fontes
de erro ao modelo;

¢ Quando o propésito do modelo é a relagao causa-efeito entre suas varidveis compo-
nentes, os modelos que trabalham com a série histérica vinculada 3 estrutura que

gerou os dados sdao os indicados (exemplo, modelos economéiricos ou com varigveis
explicativas);

s Quando hd poucos dados, os modelos Entradax Saida nio sio adequados, devendo-se
preferir um modelo que leve em conta a estrutura do sistema ou permita identificacao
fisica;

¢ Quando é dificil de seidentificar a estrutura que geron os dados, os modelos dindmicos,
pelo fato de trabalharem com valores passados das observagoes ¢ das perturbacdes,
possuem muaior eficicia (menor nimero de parametros a serem estimados para al-
cangar o mesmo ohjetivo).

Com relacéio aos modelos de Espago de Estados, sua utilizacio se deve aos seguintes as-
pectos principais:

e Identificacdo (determinacao da ordem do modelo) baseada no sentido fisico do pro-
blema e nio apenas no conjuuto de observages disponfveis;

e Versatilidade em se formular intuitivamente modelos aditivoes considerando os efeitos
de tendéncia, sazonalidade e componentes irregulares;

& Manulengio da cstrutura das malrizes para grande quantidade de rotas de trifego
(apenas estimando os pardmetros quando necessirio);
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o Simplicidade para a projecao a n passos;

o Fxisténcia de modelos de Espago de Estado multivaridveis que podem trabalhar com
observagdes faltantes;

* Representam um papel fundamental na busca de uth arcabougo de metodologia uni-
ficada para os modelos de previsio;

e Ao se utilizar o Filtro de Kalman como estimador do estado, tem-se um preditor do
estado futuro e um estimador intrinsecamente incorporado ao seu funcionamento;

® Modelos de Espago de Estados mais simplificados, embora geralmente menos precisos
que os mais sofistificados, possuem maior grau de robustecimento;

o H4a uma tendéncia de utilizagio dos modelos de Espago de Estados em trabalhos
recentes de proje¢oes de rotas de trafego.

O Capitulo 3 apresentou a base em que se fundamentaram os capitulos seguintes, resumida
a segulr:

e Os diversos tipos de modelos de Espago de Estados aditivos;

A forma de estimagio dos pardmetros (algoritmo EM) e do estado (Filtro de Kalman);

Os critérios para avaliagio de desempenho;

As questoes de otimalidade, sensibilidade e robustecimento;

O tipo de aplicagio em fungio da periodicidade das medigdes e do nimero de ob-
servacoes disponiveis.

O Capitulo 3 forneceu também as bases para que surgissem as propostas dos novos algorit-
mos. O Algoritmo Robusto (Capitulo 4) é fortemente baseado na aplicagio do algoritmo
£M como suporte para a estimagio de seu ganho e de sua matriz de transicio de estado.
O APSAM (Capitulo 5) também se utiliza de conceitos gerais e especificos fornecidos pelo
Capitulo 3.

0O Capitulo 4 propée um APS Robusto com:
s Um ganho robuste fixe;
s Uma malne de {ransicio de estado robusta;

# Um intervalo de conflanca para minimizar a ocorréncia de outliers e detectar a pre-
senga de cventos deterministicos nio-previstos.

O APS Robusto desompenha adequadamente mesmo gquando somente poucas obscrvages
sao disponiveis. Quando bd grande quantidade de dados para serem feitas previsdes, o al-
goritmo pode ser faciimente automatizado por sun simplicidade. Também se mostrou que
o Algoritmo Robusto produz resultados estdveis, mesmo com uma grande faixa de variacio
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dos parametros.

O Capitulo 5 propde o algoritmo Adaptativo Modificado, que pode rastrear variagoes
nos pardmetros, evitar erros grosseiros e também ser utilizado em aplicagées de tempo real.
Em relacdo aos valores do erro quadratico médio, FQM, o APSAM supera o desempenho do
algoritmo EM, além de requerer menor esforco computacional. Além do mais, é adequado
para sistemas com perturbagoes nao-estacionarias, como a predicao da carga de trafego te-
lefénico em prazo muito curto. Portanto, pode ser utilizado para aplicacoes em tempo real,
e.g., em Geréncia de Rede. Os melhores resultados, com relagio ao EQM, foram obtidos
quando todos os elementos da covaridncia do erro de modelagem sao estimados, e a matriz
de transicao de estado é estimada a cada nova observacdo disponivel. A estimacio da
matriz da covariancia do erro de observagio melhora a convergéncia do Filtro de Kalman.
Além disso, o algoritmo mostrou-sc adequado para aplicagbes cm tempo real, podendo ser
itil em planejamento de rede onde é requerida uma grande quantidade de dados. Pelo
fato de utilizar mecanismos de robustecimento, sua aplicagdo pode ser interessante onde
ha caréncia de dados ou medi¢ées ndo-confidveis.

O trabalho atingiu os objetivos propostos, tanto no que diz respeito ao ganho em
robustez propiciado pelo APS Robusto quanto em relagao ao ganho em precisao alcancado
pelo APSAM.

Com relacao a periodicidade com que os dados sdo obtidos, e com base nos resultados deste
trabalho e experiéncias anteriores, os seguintes métodos sdo recomendados:

Planejamento de Expansio, onde as previsoes sao de longo prazo, com tempos
entre dois anos a dez anos: Utilizagdo do APS Robusto e/ou algoritmos de ajuste
de fungoes;

Administracaoc de Irifego, onde as previsdes sao de médio praze, com tempos
entre alguns meses a dois anes: Utilizagio do APS Robusto e/ou do APSAM;

Geréncia de Rede, onde as previsoes sao de curte prazo, e se tem aplicagoes em
tempo real: Utilizacdo do APS Adaptativo Modificado e/ou APS Adaptativo.

Varios outros aspectos podem ainda ser pesquisados e os seguintes trabalhos futuros sao
sugeridos:

s DDusca de anmento de precisao:

— Aplicar o Filtro de Kalman utilizando linearizagdo estatistica ao produto $ X,
{utilizar tanto no APSAM gquanto no algoritmo EM).

¢ Busca de aumento de robustez:

~ Kstimagio do ganho por meio de procedimento que minimize {projeto de minima
sensibilidade) os erros em relacao aos parAmetros especificados pelo projetista,
dado o maxime erro com respeito aos parimetros desconhecidos (estimagio rin-

max) [24].

e Busca de anmenio da capacidade de rastreamento:
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- Detecgao de outliers ou eventos deterministicos nao-previstos por meio de testes
de hipéteses.

» Busca de melhoria da estabilidade numérica (precisao):

— Utilizagio de um filiro com fatorizagio ou filiro UD [60]. Define-se P, =
UDU?, onde D ¢ matriz diagonal e U é triangular superior unitéria {(na sua
diagonal). Este filiro mantém as vantagens dos filtros de raiz quadrada em
relagao as questGes de estabilidade numérica, porém, nio necessita de operagdes
aritméticas de raiz quadrada que sobrecarregam o processador.

o Aplicagdo em novos servigos ou em novas tecnologias:

— Aplicagdo dos algoritmos em rede de pacotes, em rede de dados e servicos inte-
grados, etc.

o Comparagio dos tempos de execugio dos diversos algoritmos com base em pardmetros
estatisticos {média e varidncia):
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Lista de Simbolos

A Os simbolos apresentados aqui sdo os que foram consistentemente usados e nao apenas
eventualmente como variaveis auxiliares ou temporarias.

y
p

¢ Y, - Valor da saida observada do sistema;

e Vi - Perturbagbes (ruidos) das observacbes (vi para sistemas univaridveis);
¢ p; - Nivel constante (ou aproximadamente constante) da série temporal;

8 T - Ciclotendéncia da série temporal (ou tendéncia);

¢ 5; - Componente sazonal da série;

¢ T, - Tendéncia estocastica, geralmente representada por um processo auto-regressivo
de ordem p;

o Vp, - Componente de variagao didrio, representado por uma regressao que converge
a valores fixos;

e v; - Autocovariancias de um processo estocastico;

*p;= ;'% - Autocorrelacées de um processo estocastico;

o Yiiuw = Y4, - Projecio n passos 3 frente a partir do instante k;
o Y. - Projecdo um passo & frente a partir de k — 1;

e $(B) - Polinémio em B (operador deslocamento para trds) que representa os coefi-
cientes de um modelo AR (auto-regressivo);

¢ ©(B) - Polinémio em B que representa os coeficientes de wm modelo MA (moving
average);

e £(B) - Polindmio em B que representa os coeficientes das entradas de controle;
¢ X - Vetor de variaveis de estado;

e I - Matriz de entradas (ganhos) associada as entradas de controle;

¢ U - Vetor de entradas de controle;

o ¢ - Matriz de transicdo de estado (ou @, se for variante no tempo);

s T' - Matriz de entradas associada as perturbacdes {ruidos) no estado;

s W - Vetor de erros de modelagem (ruidos no estado);

e H - Matriz de observacao;

s X/ - Vetor do estado cstimado uwm passo a frente a partir de & — I (predicio);
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K - Matriz do ganho do Filtro de Kalman;

P, - Covaridncia do erro de estimacio (associada a MX_;C);
Py - Covariancia do erro de predigdo (associada a X});
i - Termo de inox;;mgéo (residuo);

of - Covaridncia do termo de inovacéo;

Ry = E[V; V'] - Covaridncia do erro de observacio (apenas R se for invariante no
tempo);

Qr = E[W W] - Covaridncia do erro de modelagem (apenas Q se for invariante no
tempo);

=N . . - .

X, - Estado estimado (suavizado) utilizando N observacdes;
=N er o .

P, - Covaridncia do erro de estimagao para o estado suavizado;

5N i a . e .
Py - Covaridncia de transicdo de estado (do erro entre o valor suavizado em k e
o estado verdadeiro e o valor suavizado em k — 1 e o estado verdadeiro);

g, § - Taxas de crescimento real e taxa de crescimento agregado estimaday

cr_g‘ - Variancia do erro entre a taxa de crescimento real da rota e a taxa de crescimento
agregado estimada;

7, - Erro de predicio (residuo} verdadeiro;

gr - Vetor com clementos de @i (estado do subfiltro);

zy - Vetor da pseudo-observagio do subfiltro;

7 - Perturbagio {ruido) da equagio da pscudo-observacio do subfiltro;

M - Matriz da pseudo-observagio do subfiltro (corresponde & matriz H do filtro
principal);

$9 - Matriz de fransi¢io de estado do subfiltro;

Wy - Vetor de perturbacées (ruidos) de modelagem do subfiltro;

of = BEIWI(WHT] - Covaridncia do erro de modclagem do subfiltro;
Pl - Colvaribucia do erro de estimacio do subliliro;

P{ - Covaridincia do erro de predigao do subfiliro;

;. - Valor do estado estimado (filtragem) do subfiliro;

g; - Yalor da predigiio do subfilire (estado estimado um passo & frente a partir de

k—1);

K} - Matriz do ganho do subfiltro.
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Apéndice A

Extensao do Algoritmo Adaptativo
para Multivariaveis

Neste apéndice serdio mostrados os passos necessarios para tornar possivel a utilizagdo do algoritmo para
observagdes miiltiplas — ¥ vetorial — a partir de analogia com o algoritmo escalar apresentado no Capitulo
5. Para tornar o algoritmo adequado para trabalhar com multivaridveis basta adaptar a estimagio de
@, e o intervalo de confianga para deteccio de outhers para rultivaridveis. Inicialmente serd abordada
a estimacao de Qp, ou seja, a estimacio do modelo de Espaco de Estados para os elementos de Q.
denominado de Submodelo de Espago de ¥stados, & o correspondente filteo para se estimar seu estado,
denominado Subfiltro de Kalman.

A.1 Submodelo de Espaco de Estados para os Ele-
mentos de ()

A fim de se obter nm modelo de Espag¢o de Estados para os elementos da matriz @, o erro de predigao
verdadeiro é definido *: A
i1 = (Yepr — HXG4) — (Yegr — HXpp) (A1)

De (A1), (2.13), e (3.31), obtém-se:
Tipr = Thit — Vgl (A.2)

Cancelando os valores Yy .1 em (A.1}, em seguida substituindo X[, ; e X1 por suas respectivas equagdes,
dadas por {3.35) e (2.12) com Uy = 0 (o significado de U}y ¢ discutido no Capitule 1 ao considerar eventos
deterministicos previstos), obtém-se:

i = HI®(X — Xi) + TW;] (A.3)
Portanio:
B (ed ) 1= H(@PT 4 1t HT = HoPo? 1T + AT QI HT (A.4)
De (A2}
':*};47.(?2“)“‘ . ?‘Ic-%lfgﬂ ch"I"le?;.i . Vr‘sﬂ’{f}vlﬂ + HHV;‘Q{;LE (A.5)

Utilizando a hipdtese de consisténcia estatistica (Capitulo B), e devido a Elrey Vigr] = 0 e Repy =
E[Vi 1V ), segue-se que:

g["z--u(”‘}i@.;)r}’] = "‘k+1?‘}{+1 + Ryt {A6)

LA utilizacdo do indice & + 1 nesta secio e na secio que mostra o exemplo de obtengdo das matrizes
& apenas para mostrar a diferenga de instantes de tempo entre Qg (porque Q@goy esta sendo calculada) e
Tkp1, pOr exemplo.
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Definindo o erro observado esperado da covaridncia do erro de predigio verdadeiro, denominado pseudo-
observagio, como:

A z t: ¥ PR o T
2y = E[‘"k-m("kﬁ)P] - b[rk-}-l(rk»}ni)f 1Qr = 0] (AT}
Utilizando (A.6) e {A.4), entao:

i

Zp4i = 7k+xf{+1 4 Rypp — H‘I)}_jk‘}?THT {(A.8)

A equagao da pseudo-observacio é dada por:

Zppr = Maryy + Mt (A.9)

Da hipotese de consisténcia estatistica (Capitulo 5), g, 1(r§ )" = Bl (r2, )7, de (A.4), e de (A.5),
obtéi-se:

Mg = HPQ T HT (A.10)
23

M1 = ThpaVirt + Virsmigs — Vi Vs + B (A.11)

Iissa equagdo é chamada de equagio da pseudo-observagio do submodelo de Espaco de Estados, cujo
vetor de estado geq estima os componentes da covariancia Qg, M é um vetor formado por componentes
de H e de I' ¢ 3y ¢ uma perturbacio de média nula.

Para obten¢io da matriz M, pode-se dividi-la em linhas e colunas. O niimero de linhas de M ¢ funcao
de m, o tamanho do vetor de observagio Yy, Lni%il—l O nimero de colunas de M ¢ fun¢ao do tamanho da
P
2
G € simétrica (ou r, se @y for diagonal). O procedimento para o caleulo dos coeficientes da matriz M é
0 mestne que para o modelo univaridvel, s6 que agora ele é feito por linha. Pode-se utilizar a identidade
matricial 3@ (b} = TR{(6:)Tb;Qr} 4,5 = 1,--+,m, onde HT = B (como H tem dimensio m x n e T
tem dimenséo n X 7, entdo B tem dimensao m x ) e b; ¢ a i-ésima linha de B. Esta forma de abordagem
facilita o cAlculo dos elementos da matriz M. Cada linha de M é formada pelo produto de duas linhas de
B (todas as combinag¢des possiveis sem repeticio de elementos, que fornece fﬂ—’%ﬂl combinagdes). Sejam
b; e b; duas linhas quaisquer de B. O produto (b;)78; resulta:

matriz Qp; como Qy tem tamanho r x v, M terd ﬂ%ﬂl =y p, onde p= ( ) = E-(%:ll colunas porque

bithj;  bibjs - Bibye
bisbji  bigbjs -+ bighye

hirbjr oo o by,

onde by representa o elemento I da linha k. Essa matriz resultante possui todos os elementos de uma linha
de M. Os coeficientes dos elementos Qi e Q4 (que sio visnalizados ao se multiplicar por 2y ¢ fazer o
trago) devem ser somados porque @y € simétrica, A ordem dos elementos na linha é coerente com n ordem
dos clementos para a obtencio de z;“ @ "'7;; 41 ue scrdo apresentadas a seguir. A ordem das linhas da
matriz M também segue essa coeréncia, iniciando-se pelos produtos de Yinhas ignais. Ao final do apéndice
héd nisa secdo com um exemplo para wn modelo bivaridvel.

Dado que o filiro trabalha na forma vetorial, é preciso identifiear cada elemento de 1 (A8), gue
pessul m x m clementos, com o vetor z, 41 4ue possui ""’(";ﬁ-)- clementos:

? Il - -
(%;J,.':)I :5[ 13 222t Zmm Elg 0 Bym Ay vt Egy c - Zm-tym } (A]-Q)

) modelo do estado para este subsisterna é:

gryr — Blgy 4 W] (A1)

- ” - . . - !
*Na verdade, ainda serd preciso colocar tanto Zp s quanto gy em formas vetoriais, denominadas z,
3 .
€ 4, @ SCTEM apresentadas posteriormente.
SExiste uma maneira alternativa de se chegar & equagiio da pseudo-observagio e que é forgando
Elng ] = 0 e rearranjando os ouiros tormos.
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onde @9 é a matriz de transicio de estado, ¢ € ROTPIX(+}. p ¢ o ndmero de elementos na matriz
triangular superior de @ (ou na inferior, porque Qp é simétrica), sem a diagonal principal que possui »
elementos. Devido ao desconhecimento da dindmica para este subsistema, adota-se a matriz identidade
para esta matriz de transi¢cio. W7 ¢ um vetor de ruido branco de média nula com covariancia a'g. Os
valores dos elementos da matriz sdo relacionados 4 precisio do computador. Por exemplo, se o computador
temn d digitos de precisdo, esta covariancia é dada por o7 = 105241, I € RUP)X(+P) onde I ¢ a matriz
identidade.

Um Filtro de Kalman, denominado subfiltro, val processar seqiiencialmente a pseudo-observacio z; 1

A.2 Estimacao do Estado do Subsistema (Subfiltro
de Kalman)

Para se estimar o estado, o Filtro de Kalman precisa conhecer as covaridancias do erro de pseudo-observagio
e do erro de modelagem. A covaridncia do erro de pseudo-observagio é estimada como descrito a seguir.
Como Yy ¢ vetorial, fg41 toma a forma de uma matriz, expandindo (A.11):

21Vy = VE+ Ry mVatrVo-ViVat+ Bia o 1V + Vit — ViV + Rim
: Ve — Vi + Rag : ‘
k41 = )
va'] +VmTI—VmVI+-Rm1 Z'Pme ““V;;i""i"Rmm
(A.14)
onde:
- v Ru Ry - Him
Ly .V;g R . .
Tr41 = . 3 Vk+1 = . 3 Rk+i = 2z
Tm Vi RBur o+ o Ry

como os elementos Ry; = Rj; {i # 7), a matriz geyq € simétrica. Para o modelo de Espago de Estados
. . i
interessa um x4y vetorial, portanto define-se ny

;o v A “
('ﬂ.r.:%)q e [ M1 T2 o Bmm M2 v m W23 00 Wm0 Wme-l)m ] (A.l&)
onde ?;;_ +1 possui m—(f—gj"—il elementos. Portanto:

7??]‘ M2z 0 HMIme—1dm

2t ﬂ%g vt M2fme-1)m
L | ﬂil N - . - a
407 - AL 16
M1 (e+1) Mmfl Mmfz  MmWme1)m (4.16)

]
Mm—1ymMl e T n(m— 1),

r i s
{ AV A . b el airrdatriea . . m(m+1}) m{m+41)
Te1\ W) © WA mabris simétrica de tamanho 5 X "

serem caleulados é:

. portante o wamero de elementos a

{we!nf;-i—l}vn[n;ﬁl? -§—1J 3 £m4+2m3~¥37rbz+2m)
2 - 8

E facil ver que para m = 1 (modelo univaridvel}, basta se calcular um elemento. O nimero de elementos
cresce msito com m e pode se tornar invidvel para m alto.
Sabe-se que o valor esperado de wna matriz ¢ o valor esperado de cada wm de sens elementos. Na
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forma geral, para o valor esperado dos elementos da matriz da equagio (A.16), tem-se %

E{’Tl’jnkf} = ryre Ry + rir R + T;T;;Rﬂ + it Bjg — R,‘ij + E{V,V,V;;%] (A.QO)
onde Ry; = E[VVj], E[ViV;Vi] = 0, quaisquer que sejam 4,5 e k, E[V?V?] = 2R}, + Ri;R;j, E[V?V;] =
3RiiRij, E[V'] = 3R} e E[r}] = 1.

Finalmente, pode-se escrever:
Elmijned = rjre B + ri1 Ry + rie Ryy + vim Rjx + Rin Ryt + R Ry (A.21)
As equagdes do subfiltro séo entio:

¢ Filtrapem

Kgﬂ - P}?:;MT(MPJE-LMT + E['?;c+1(ﬂ;c+1)TD_l (A~22)
us = gign + Kl (ress — Maiy) (A.23)
Pyp = Pfli - Kg-i—IMP»g:"i (A.24)
o Predigio
Gry1 = PG, (A.25)
Pl =P (3" + o} (A.26)

onde —ﬁz +1 € a covariancia do erro de estimacao. Seu valor é normalmente iniciado como “P“?, = 10%7. §,
depende do valor inicial de @y do filtro principal. As dimensdes das matrizes desse subfiltro devem ser
compativels com a matriz M, de dimensio I&(I%:tll x{r+p). Se p= 0, Qi ¢ a matriz diagonal. Com relacio
a notagio e ao significado, as equagdes do snbfiltro sio as mesmas do Filtro de Kalman, apresentadas no
Capitulo 3.

O vetor gi, g € RUHXL & Jado por:

% =[Qu Qu Qv Q2 Qu - Qer-tyr | (A.27)

A montagem da matriz Qy, apés cada processamento do subfiltro, é:

T Qu elementos @1 — Qr2e Q@un elementos
gz — Quz da griz = Gz e @3 fora da

: diagonal : diagonal
ar — ey principal Grp = Qr1yr © Quir—1) principal

Apds esses valores estimados, a matriz Q ¢ testada para evitar que se torne semi-definida negativa

_ [ 0, se o minimo (Qi, Qs5) < 0
o \L @i, caso contrdrio

Qk

Apos essa verificagdo, os @45 do filtro principal que forem zerados devem zerar também os correspondentes
g; do subfiltre, para que a coeréncia seja mantida.

*Para o cileulo dos momentos de Eln, +1(Me1)T], utiliza-se (56);

o ‘.-
....... ﬂa_(g.zmﬂ = (J)“E[Vlof V,f] (A1T)

ondew =@y + b0, J = /=1, e wy, i = 1, -, n 80 varldvels auxiliares da Transformada de Fourier,
Para n varidveis aleatdrias conjuntamente distribuidas, ferm-se:
. J{w Vit o twn ¥ G
plwg, - wy) = Ble! Vb twata)) (A.18)
para n varidvels aleatdrias Gaussianas coujunlamente distribuidas, teme-se:

1 T

wlwy, -, wy) = P A e R (A.19)

onde 0!l =

Wy
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A.3 Robustecimento

A perturbagdo presente na equagio da pseudo-observaciio do subfiltro, n;, nao ¢ (Gaussiana, conforme
comentado no Capitulo 5. Além disso, sabe-se que o Filtro de Kalman produz um estimador nio-polarizado
e de varidncia minima quando a perturbagiio é normalmente distribuida. Entretanto, se hi outliers, este
estimador pode ser polarizado. Nesse caso, um intervalo de confianca é utilizado para melhorar a robustes
do filtro. Esses problemas implicam no robustecimento do filtro principal ¢ na validade do subfiltro.
Portanto, é preciso que haja controle sobre o termo de inovacio, ri.

Quando o ruido da perturbacfio da equa¢io da observagao apresenta uma distribuicio de cauda acen-
tuada (heavy tailed), a equacio da estimagio do Filiro de Kalman ¢ mudada, conforme proposta de Martin
e Magsreliez [39):

Xy = Xg + PLHTTE () (A.28)
onde Ty, é dada por:
Th, = (HP{HT + R4 (A.29)

O valor de T, deve ser caleulado como:
T Tr, = (HP{H' + By)™' = (o)

devido a o} ser uma matriz simétrica, fixa-se um dos elementos de Tg, ¢ calcula-se os demais, Por exemplo,
no caso bivariavel, supondo:
TT — a b
iy c d

a? -+ ac+bd
ce+bd e+ d?

Portanto:
”
TR;;TRJ; = [

Fixando-se o valor de a, calcula-se b (porque i ¢é conhecida), e tendo-se a e b, calcula-se ¢ e d. A fungio
v ¢ definida por [39): o

_ | v il < NIC
W) = { NICsgn(vi), lvi| > NIC

onde vg = T, rg, re ¢ dado pela equagio (3.31), sgn(-) é a fungdo sinal, NIC é o nimero de desvios-
padrdes da distribuicho normal padrao e o indice ¢ de v indica a ordem da varidvel no vetor de varidveis
& a comparagdo deve ser feita para cada uma delas. Por exemplo, no caso bivaridvel, com Ty, calculado

como anteriormente:
a <
Typ —
B b d

V,i = ar) -+ ory e V,f = bry -} dry

(A.30)

entdo:

r
onde rgp = [ rl ]
2

A utilizacdo de ums a dois desvios-padrdes prové robustez para o estimador da covariancia do erro de
estimacio [38).

A.4 Exemplo de Obtencao das Mairizes para um
Modelo Bivariavel

Dado um sistema com duas varidveis de estade (n = 2), duas séries temporais correlacionadas (m = 2
observacoes), matriz da covaridncia do erro de modelagem de tamanho 2x2 (r = 2), e matriz I' igual &
matrlys identidade (n X 7). A equacho da observagao é:

Yij | ki b z | |V
Yo o [ Aoy hoy || ® | | Vo

T *
Tkt — [ "-"',1? " 2 }fqu - II'Xk-I-l

-

o termo de inovacio é:
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Caleulo da matriz M

a1y 1oy _ k3, hyihys
my = h1 hy = { hys [ hii hg ] T hyohyy h%z

onde a; ¢ a i—ésima linha da matriz A, e a;; é o elemento 45 da matriz A. Multiplicando pela matriz

Qx = [ giz g;z }, obtém-se: \

I Qu1h%, + Quihirhis Q12kh% + Quahaihiy
Quhbizhiy + Qaihi;, Quzhiohyr + Quob?,
cujo frago é:

Quihi| + Qaihiihiz + Qushishyy + Qazh?,

Como Q2 = @a1, o resultado é:

@1kl + h13Qa0 + 2hi1h1204s

este mesmo resttado poderia ter sido obtido por HQxHY. Para a obtencio desse resultado ao se
fazer o produto m, @y, deve-se ter:

2 T
my = [ hly hiy, Zhuhi ], eqf =] Qu Qe Qu |
Procedendo-se da mesma maneira para as demais linhas, obtém-se:

hay B3, haihas

By by = [ bz } [har ha | = hazhsr  h3,

portanto:
my == [ hil h%rz 2h21h22 ]
myg ¢ decorrente do produlo:
hih,
portanto:
mg = | hithar  hishos  hiihoy + hiohy |

Desta forma, todas as combina¢des diferentes estio esgotadas ¢ a matriz M &

hi, hi, 2hi11hip
M= h’%l hgz Zha1hyg
hiihar  hishey  hychoy 4 Ryshs

Quando I' for diferente da matriz identidade, basta fazer HT = B e trabalhar da mesma maneira
com as linhas de B.

F ¥
Caleulo de 234 e 2z
Da equacio (A.8), tem-se:

% 1*[ LTt ]+[ Bir Iy ]m{ hir ki b1y Py {E-m ?’;12] ¢ iz | {hu hiy
+ rery P Ryi Hpz | | ko R da1 P Py Py B ¢22‘|,_-‘121 has

Utilizando a mesma vegra de formagio, z, Ly, OO ﬂﬁ‘%ﬂ) clerentos, é:
2
) Ry — -
i " . 2
=120z oz ] o= | b Ry
vy Ryg— -

e 1 ' ) i
Calenlo de gy, 7y, € E{r;k__,_l{nkH)IE
Da cquagdo {A 1), tem-se:

v

, " Ti1'f . ] {Vi Coer g {Rn By
'}'k+1w[rzjipt V;;J*{“!V}:j[r-l rz]-EV2]£y’1 J2]+LR21 Ry



- e Wy W S W R W R T R TR W

portanto:
Meay = 21 Vy Vi -+ Ry i Vy+ Virg — ViVa + Big
k41— T‘2V1 -4+ Vz‘l"; o %VE e R21 27.2‘[2 — V22 -+ Rgg
notar que devido & simetria de Ryyq, Biz2 = Ray e portanto 912 = fo:. Define-se o vetor 77;; 1 de
dimensio & ':H :
(7?&+1")T = [ M1 M2 Mz ]
portanto:

; P ’7%3. Thifzz  ThiThe
TeprMeyr) = | mamy wde mome
Tt Motz Wiy

O valor esperado ‘E{n;cﬂ(n;ﬂ)q'} é o valor esperado de cada elemento de 7?;5+1(77;¢+;)T- De (A.21)
resulta:

Elni,) = 403, Ry + 2R,
E[numesl = 4riroRyp + 2R3,
Elmima] = 2ri{ Ry + 2riraRyy + 2Ry Ry
Elngy] = 4 Raa + 2R3,
Elnaamna) = 2ri7aRoa + 205 Ry + 2Ry Rap
Eln?)) = 2rira Rz + riRyy + 7iRas + Ry Rys + B,

Observagoes Gerais

o Os modelos aditivos apresentados no Capitulo 3 sio validos para cada valor observado do vetor

Y. No exemplo com dois estados, todas as consideragdes feitas para a série univaridvel valem para
Y, e para Y3, e portanto, cada valor medido tem a sua prépria matriz de transi¢do de estado. A
expressio do relacionamento entre as variavels fica evidenciada na matriz da covariancia do erro de
observagdo, que neste caso é de ordem 2 % 2. Q) processo de estimacdo dos pardenetros é o mesmo,
¢ compativel tanto para o modelo univariivel como para o muitivariavel;

Conforme comentérios do Capitulo 2, hd exemplos de modelo de Espago de Estados que sdo {ratados
como maodelos multivariaveis apenas porque se dispde de duas ou mais séries temporais referidas a
mesma variavel observada e as séries apresentam dados faltantes [21]. Nesse caso, o relacionamento
entre as variaveis também ¢é feito pela matriz da covariancia do erro de observaciio, mas a matriz de
transicao de estado é a mesma. Os valores da matriz de observagao H (zeros ou uns} é que definem
que séries tém elementos observados que devem ser considerades em cada instante.

140



Apéndice B

Comparacao entre as Equacoes de

Fahmeier e de Chow (ou de
Abraham e Ledoiter)

A equagdo de FPahmeler é (Capitulo 5):

N
R= =M (Y -HX)Y - HX)" + HPHT B.1
¥ §_j< ) )t (B.1)
onde a colocaciio do instante de tempo k fol omitida por simplicidade. A equacio de Chow para multi-

varlavels é:
N

Ryvy = }%? YN (Y —HX WY - HX Y R(EP'HT + R)™ (B.2)

[
Para se chegar & equagdo (B.2), serd feito o desenvolvimento de (B.1). Primeiro, substituindo X por
X*+K(Y ~HX*)e P por (I - KH)P*:
{Y -HX"+ K(Y - HX*YH{Y - B[X*+ K(Y -~ HX" )} + H(I - KHP'HT =
=Y ~HX - HK(YY - HX*)J[Y - HX" —~ HK(Y —HX )" + Bl - KH)P*HT =
=(I-HEK)Y ~ HX[(I - HEYY —HX"Y" + H(I - KH)P*HT =
=(I-HE)Y -~ HX*)Y - HX" YU - HK)' + H(I - KH)P*H" =

=[I—HPH'HP'H" + R)'WY - HX')Y - HX* Y[ I - HP*H'(HP*H" + Ry "

+ H(I - KHYP*H" (B.3)
desenvolvendo o valor [T~ HP*HY(HP*HY + R)~', ou seja, multiplicando & esquerda e dividindo por
HPHT + R, vesulta:

HP*HT 4 R—HP*HT R
HPH" + R T HP*HT 4+ R
Nota-se que a transposta de (B.4) é a propria (B.4). Desenvolvendo o termo mais & direita de (B.3),
oblén-se:

(B.4)

HI-KH)P'H' = HP'H" + HKHP'H” = (I - HEK)HP*H” =
I—-ApHYHPE" + By HPHT (B.5)
multiplicando e dividindo a equagio (B.5) por HP*HT + R, obtém-se:

(HP'HT" + R— HP*HT)
HPHT + R

Hp HT (B.6)
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substituindo (B.6) e (B.4) em (B.3) e escrevendo recursivamente na forma temporal, resulta;

Ry
HP AT + Rp_y

k-1 1 By
k k

s A > _ * _ wA T
R= =Rt A T pa B [(Yk HXD) (Y — HXD)

+ HP,:HT]} (B.7)

A equacdo (B.2) escrita na forma recursiva temporal é:

k-1 1 . .
Ryv = =5~ Rir+ g [(Y,.. - HXH(Y - HXD)T

T ] (B.8)

HP;HT + Ry_:

Consideragbes

A equaciio (B.8) responde mais rapidamente aos valores observados, e portanto deve convergir mais
rapidamente ao verdadeiro valor R;

s A equagdo (B.7) responde mais lentamente aos valores observados, e embora mais lenta que (B.8),
¢ menos sensivel & presenga de outliers;

s Quando ry ndo estd sob controle, i.e., quando nio se uiiliza wm intervalo de conflanca para delimitar
a faixa de variagdo do termo de inovagdo, (B.8) deve ser escolhida;

e Na condigdo de estado estaciondrio pode-se notar que, quando Rpry — R, entao R -+ R,
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Apéndice C

Estabilidade e Estacionariedade do
Modelo de Espaco de Estados

Este apéndice pretende discutir alguns conceitos ligados & estabilidade entendida e um contexto amplo,
abrangendo também as questdes de observabilidade, controlabilidade e “ suavizabilidade ” (smoothability)
e também aspectos ligados & estacionariedade das séries modeladas. Este apéndice é um conjunto de pontos
pertinentes ao trabalhe de tese, encontrados em trabalhos de varios autores.

e lstabilidade

- Observabtiidade {24]
Seja a equagiio de observagio de um sistema dada por (2.13):

Ye=HXy + Vg

Dada uma seqiiéncia de observagoes Yy, ¥y, -+, ¥, 1 para um sistema de ordem n (n varidveis
de estado), a condigio de observabilidade define a habilidade em se determinar Xo, X 10y Ap—1,
a partir das medigoes. Supondo Xgyq = ®Xj, que é a equagdo (2.12) com Uy e Wy iguais a
zero, © semn a perturbagio Vg, escreve-se:

YQ - HX{)

Y = HX, = H®X,

Yoor= HX, = HO" 1 X,

Portanto,
Yo H
Y H® i
= . Xo=2Z"X,
Ynﬁ . Hen- 1

Para a determinacio tnica de X, 7 deve possuir wma inversa, i.e., ser nac-singnlar, Assim
a condi¢ao de observabilidade para um sistema e ordem n ¢ que:
o= { HT - Tyt A (@T)n—iﬂ"}" ]

seja de posto n. A condigio de observabitidade pode evitar a inclusiio de estados adicionais
no modelo que nio representariam qualquer efeito em termos de desempenho.
~ Controlabilidade [24]

L a capacidade gue o sistema de ordem n tem de alcancar qualquer estado a partir de um
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determinado estado apds n estagios. De maneira andloga i observabilidade, trabalhando com
a equacio do sistema (2,12}, Xg1y = ®Xp + LU, com Wy, igual a zero:

X1 poud @Xg -+ LU()
Xy =®X, + LU, = 92Xy + OLU, + LU,

Xo=®Xy 1+ LUy = " Xo+ " LUy + -+ -+ LU, o + LU,

ou seja, P""1LU, é a entrada selecionada a partir de X para que o sistema atinja qualquer
estado apds n estdgios. Portanto:

92[15 DL e @"“EL]
deve possuir posto n.

— Smoothability (“ Suavizabilidade ”) [24]
O sistema serd “ suavizdvel 7 se puder ser “ controlado ™ pela entrada de ruido, ou seja, dada
a equagao do sistema (2.12), Xp41 = ®X) + I'Wy, com Uy igual a zero, a matriz:

¢

0= [ Lol o Doerlr
deve ter posto n. Um estado constante, por exemplo, nfio é “ snavizavel 7.

1

As condigdes de observabilidade, controlabilidade e “ suavizabilidade ® se verificam nos modelos
propostos no Capitulo 3. Mesmo os modelos que nio tem & definida (® é estimada) satisfizeram
essas condicoes.

Covaridincias nfio negativas-definidas [10]
A forma quadratica:

Fo= 2T Az
onde 2 é um vetor qualquer e A uma matriz qualquer. A ¢ definida positiva se Fip > 0 para todo
& # 0 e é definida negativa se Fy < 0 para todo @ # 0 (semi-definida negativa se Fg < 0 para todo
z # 0 e semi-definida positiva se Fg > 0 para todo & # 0},
As matrizes de covariancias ndo devem ser negativas-definidas (semi-definidas negativas), caso
contrario ocasionam a instabilidade do filtro. Essa condicfio pode ocorrer quando se utilizam
equagbes adicionais para se estimarem as covariancias do filtro em tempo real ¢ se deve & esco-
Iha inadequada de valores iniciais {vide Capitulo 5, que aborda maneiras de evitar esse problema
na aplicagao enfocada).

Estacionariedade

As géries temporais tratadas pelo modelo de Espago de Estados possuem diversos aspectos de nao-
estacionariedade, por exemplo, tendéncia, sazonalidade, ete. O modelo da equacio do sistema
{(2.12), Xep1 = ©Xp, com Ux ¢ Wy nulos, é um modelo auto-regressivo de ordem um, 4R1. Para
que esse modelo represente uin processo estacionario, na forma escalar, @ < L.

Avaliando os modelos do Capitulo 3 (para dimensdo = do estado), pode-se verificar que correspondem
a ter elementos ¢;; da matriz ® unitdrios (quande for o caso, e os demals elementos nulos) modelando
tendéncia, sazonalidade, ete. Isso corresponde a ter zeros sobre o circulo unitario (vide Capitulo
2, porque a equacdo do estado (2.12) é um modelo ARL) ¢, segundo Kitagawa e Gersch {19],
perfeitamente admissivel para a modelagem desses padrdes nio-estacionarios. Além disse, quando
a matriz @ ¢é estimada, pode ocorrer que seus elementos nao estejam nem mesmo sobre o cireulo
unitario, mas correspondam a um padric ndo-estaclonario qualquer. Segundo Shumway e Stoffer
[21], 1sto ¢ admissivel para a matriz de transicio de estado, que pode, portanto, modelar qualquer
processe nao-estaciondrio. Os tesies realizados confirmaram a estabilidade com relagao aos valores
estimados da matriz de lransicio de estado.

Outro tipo de nac-estacionariedade ocorre com os valores das variancias das pertwrbagdes, que po-
dem mudar com o tempo, [18], (conhecido como heterocedasticidade). Este problema é contornado
com a estimacao dos pardametros em tempo real.
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Apéendice D

Avaliacao da Equacao do Ganho do
Filtro de Kalman e Equacao de
Ricatti Discreta

Este apendice objetiva fazer consideragdes a respeito da seqiiéncia de ganhos do Filiro de Kalman Discreto,
bem como apresentar a dedugio da equagio de Ricatti discreta para estado estacionsrio (esta equagio
permite que o ganho de estado estacionirio seja pré-caleulado e armazenado).

D.1 Avaliacao do Ganho do Filtro de Kalman
A equacio do ganho do Filtro de Kalman ¢ (3.32):
Ky = P{HY(HP;H" + R)™!

Multiplicando-se numerador e denominador por HPFHT + R, obtém-se:

‘ prHT
Ky = mmr
HP;HY + R
Multiplicando-se anwerador e denoninador por (Py H 1) “1 obtéme-se:
I
Ky

T H + R(PyHT)

onde I' ¢ a matriz identidade. Multiplicando-se e dividindo-se R(PFHT)~ por Py H”, obtém-se:
. I

S Hy PIRT

K (b.1)

Como geralmente H é fixado, o ganho do fltro depende da relacio wf{% Algumas consideragoes a respeito
k
do ganho:

o P} depende diretamente de Py e @, da equacio (3.36), Poyix = ®Px @7 + Q {evideniemente que
Py também depende de H e ®, geralmente fixos, R e Q);

o No estado estaciondrio (H, R ¢ Q fixos), Py estaciona e o ganho vai depender da relacio %;

e Devido ao desconhecimento do valor do estado inicial, o que geralmente acorre, Py é um valor alto
(por exemplo, com os elementos da diagonal principal da ordem de 108) ¢ portanto Py tem wm peso
relativo bern maior que @ nas primeiras observagoes processadas até que a seqliéncia de ganhos

. . B . . . - &)
estacione. Neste perfodo transiente, o ganho depende mais da relacio fﬁi:

o Avaliando-se (D.1), nota-se que o ganho tende a zero quando Q = f ou quando R fende a infinito
(sao as causas de divergencia do filtro). Geralmente tem-se um controle maior sobre R, inclusive
mais facilidades para sua estimacdo, portanto a questio da divergéncis vai ocorrer para Q@ = 0 (a
excecdo é a regressdo de efeitos fixos, em que o filtro estaciona com @ = 0, Secdo 3.3);
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D.2 Deducgao da Equacgao de Ricatti Discreta
Dispensando o indice k (estado estaciondrio), tem-se (3.34):
P=(I-KH)P*
Mas, de (3.36):
P* = 3POT +Q
portanto:
P* = ®(I - KHYP*®T + Q (D.2)
Mas, de (3.32):
K=pPH"(HP*H" + R)™'
portanto (D.2) se torna:

P =opP*¢" +Q-oP H'(HP*H" + R)"'HP* O (D.3)

que ¢ a equacdo de Ricatti discreta e fornece o valor do ganho de estado estaciondrio, suponde conhecidos
®, H,R Q.

A equacdio de Ricatti discreta pode ser caleulada recursivamente por meio da aplicagdo sequencial de
(Capitulo 4y

Py = 2Px8" +Q (D.4)
Ky = Pf HT(HP;  HT + R)™! (D.5)
Pryr = (I~ Ke H)P; 4 (D.6)
No caso escalar e com estado unidimensional, (D.2) pode ser escrita como:
. Q
Pre= 1921 - KH)

Por questao de estabilidade resulta:

1 fd? -1
K>“j(m®2 )
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Apendice E

Deducao das Equacoes do
Suavizador de Kalman (Kalman
smoother)

No Capitulo 3 foram mostradas as equagdes do Suavizador de Kalman e neste apéndice mostra-se a forma
como elas podem ser obtidas [30]. Este apéndice corresponde a uma organizagio das notas de aula do
professor Shumway.

Antes de comecar com as equagdes do suavizador, deve-se desenvolver algumas funcdes auxiliares. De
(2.12), com Uy = 0 e (3.35), tem-se:
Xip1 —~ Xi = 0Xp + Wipr — X5 = (Xp — X)) + Wiy
¢ utilizando (3.32) :
= P(Xy - Xy~ Kprg )+ Wiy =
w B Xy~ Xp) —~ DK [H(Xy — Xg) + Vi] + Wiy =
=01~ KeH) (X ~ X)) = PEVE + Wiy =
= L (Xp — Xg ) -+ F(Vi, Wigt)
onde Ly = ®(I — Ky H), equagio {3.41) ¢ F(Vi, Way1) = ~PK Vi + Wiy de (2.13) e (3.31), tem-se:
Pegr = HX g + Vg ~ HXg = H( X — X500 + Vigs
mas, usando a equacio anterior;
Treg1 = H{Ip( Xy — X5) ~ PKpVi + W] + Vi =
w HLp{ Xy ~ X))~ HOK Vi + HWigy 4 Viyy =
= HLy( X ~ X3 )+ F(Vie, Wi, Vi) (E.1)

onde F(.Vk, Wk+1, Vk+l) = mnH@ka+HWk+;+Vk+]_. Notar que E{F(Vk, Wk+;)] e E{F(Vk, Wk+;,Vk+1‘)} =
0.

Antes de comegar com as equagdes do suavizador, um conceito que serd empregado na maioria das
dedugées ¢ o de ortogonalidade. Como exemplo de ortogonalidade, supde-se que se deseja a projecio de
X apartir do instante anterior, ou seja, X, A melhor projecio X & serd aguela que fornece o menor erro
entre Xy -~ Xy ¢ X Geometricamente, ao se representar Xy como wm vetor, X} também como wum vetor
representando sua projecio, o menor erro ocorre quando Xy — X for ortogonal a Xi. Como exemplo de
aplicagdo, sabe-se que a covariancia do erro de predigdo é dada poy:

By = Bl{(Xy — X)X - X7)"
dadas as consideracoes acima, Bl{ Xy — X X)7] = 0, portanto:

Py o= E[( Xy — XX]]
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E.1 Deducao da Equacao do Estado Suavizado

Pode-ge partir agora para o desenvolvimento das equaces do suavizador propriamente difo. Sabe-se que
=N . ‘ . ,

X; = B{Xy\"1,Ys, -, Ynl Ao projetar Xj sobre Yy, -+, ¥i, Pap1, -+, P (porque, ao vir de krds para a
frente, ou de N até 1, ao chegar em k serd dependente de todas as observacdes até k& do caminho para a
frente e de todos os termos de inova¢do que ficaram para tris), pode-se escrever:

k N

—N -

Xy =bo-t Y bYi+ Y birg (E.2)
i=1 f=kA41

Sabe-se também que:
k N
B{(Xp = bo—~ Y bYi~ Y br)(¥) =0, w=1,---,k (£.3)
il i=k1

pela ortogonalidade com Y3, -+, ¥i. Entdo, a partir de (E.3), pode-se escrever:

k
B(Xy]=bo+ Y bE[Y]]

fml

ou seja;
k

Xy =bo+ Y bY: (E.4)

i=1

Projetando {E.2) em ry, u=k + 1, -, N, obtém-se:
N
El(Xy — Xy — Z bin)r:{}, w=k+1, -, N
k41

ou seja:

E[XprT] = by Ery ]
lembrando que Elr 7L} = o2 (3.33), pode-se escrever:
buo? = E{Xxrl] - by = BXpr )]
entio pode-se escrever (E.2) como:
N
mef =X+ Z E[Xr! o] '
ikl

mas E{Xkrgl} = Py HT, que é facilmente verificado pela ortogonalidade entre X7 e Xy — X7, Da deducio
(E.1}, pode-se escrever:

E[Xpriy) = BlXe((Xe = XOLTHT + F(Ve, Wear, Vi) = P HT (¥.5)
ja para riiz pode-se escrever:
Phyz = HLpp(Xppr — Xppq) + F(Vipr, Wiga, Vi) =

HLg o1 b X — Xg o)+ F(Vi, Wiet, Vi, Wans Vagz)

portanto: . - -
E[Xkr.{w} = PpL Lk+1H1

B = BT LG
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portanto:
N e N P . wr T T ar T, N
Xy = Xp + PLH (”:zc-n) g+ PULE Lg+.lﬂj (U£+2) "yt
o BLI DL T HT(0R) e
chamando:
Zyo1= H (0p)  're + LY 2, Zn =10 (E.6)
esta é a equacio (3.42) do texto principal. Portanto:
Zyoy = H (oa) oy

Zn-r = H ok ) oo+ Ly HT (03 e = H ok L) o + I By

In-z=H (o4 _;) oy o+ LY 22Ny

Lembrando que o calculo estd sendo feito de trds para afrente (se N3 =k N—-2=k+1, N-1=k+2
e N =k <+ 3), pode-se verificar que:

XN =X, + PrLl 7, (E.7)
o estado inicial & .
XY =Xo+Ppo’ 2, (E.8)

porque no instante k& = 0 nio se possui os valores de P e Lo, que sio substituidos por Py e @ respectiva-
mente.

F.2 Deducao da Equacao da Covariancia do Erro de
Estimacao do Suavizador

Para se caleular a covariancia TPM,‘;V , tem-se:
Py = B{(Xe - X3 (X = X3)7 [0, Ya, -+, Y] = Bl(Xe — X, )X])
porque “5(“? é ortogonal a Xy — X iv, portanto:
Py = B{((X, ~ Xo) - B L{ 2)X]) = Py — P{LL B2 X] ]

desenvolvendo E[Z¢ X7 ], somando e subtraindo Xy , obtémese:

Bz X]] = Bl((Xe ~ K¢ )+ X7 )]
porém como Zg depende de rgiq, 7pqa, -+, vy —+ Zy é ortogonal a X — WXmiV, logo:

Bz X[ = (X)) = Blzw(®s + Py 1] 24)")

como X depende de ¥y, .+ , Yi. também é ortogonal a Z, entio:

ElzkX{] = Bz Z{ | Ix F;, (P{)" = P}
chamando E[Z;Z]] = Sy -

Sk = BB (o)™ 'ria + Lipt B (rlg (08 )7 H 4 Ziga Day)] =
= H" (0} 1)) H + Lisa B2k BFy | Ly

portanto, comae o seavizador vem de tras para frente:

Sgn = HY(e})" Y H + LT S, L (E.9)

esta ¢ a equagio (3.44) do texto principal. Da mesma forma que Zy = 0, também Sy — 0. Finalmente:
By =Py — Pr LIS L Py (E.10)
e oo valor micial: N o
Py =P, - Pyd"5,0P, (E.11)
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E.3 Simplificacoes de Devine

As equagbes (E.T) e (E.10) podem ser simplificadas [30]:
=N B %
Xy = Xp + PLy 2
mas: _
LEZ& = Bg.q— H? (Uz)mlf’k

entao:

Xy = Xe+ P B - F{H (c}) '

poréimn sabe-se que: .
Xy = Xp + PLH (o) 'ri = Xi — Kis

portanto:
XY = Xp 4 PY e (E.12)

esta € a equagdo {3.43) do texto principal. Para simplificar a covariineia, sabe-se que:

LgSkLk = Sp..q HT(O'E)WLH

portanto:

—N — s .

P, =Py~ PLLI L P; =

Py — PiS 1P} + PLHY (6}) *HP} = Py, — P} Sp.1 P} + EyHP;
porém: B
Py =1~ K, H)P
entao: N
Py = (1 — K HYP; — P{Sp_ Py + Ky HP]

finahmente:

P = Pp — PiSe P} (E.13)

esta é a equacao (3.45) do texto principal.

E.4 Dedugao da Covariancia de Transicao de Estado
do Suavizador

co e, s . ~ . . N
Esta covaridncia ¢ fundamental para possibilitar a estimagao da matriz de transicao de estado. Py .y =
=N N =N =N
Bl X — Xy W Xp1 - XY Y1, Yn], mas X é ortogonal a Xy — X, portanto Py _, = E[(X; ~

mfiV)X I .]- Desenvolvendo:
a N : “ P r =F # oyt T kAl
Pra_y = B{(Xy ~ Xi - P{LL Z0)XE_ )] = Bl(Xe — Xa)Xi_1] - PL LT BIZ KT, (E.14)
desenvolvende o primeiro termo do lado direito da equagio (E.14):
y — p ) N p S .
Bl(Xe ~ Xu)X{_] = BUK — X0) ~ Kiro) X[y = Py — KBl X[ |
de acordo com (E.5)
Elre X ) = HLy Pg, portanto B X7 || = HLy_ Py _,

k-1 o
Py = Bl(Xx — XX )

mas:

i~ Xp = LgrlXpr — Xp ) — PR Vi) + Wy
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portanto:
—k—1 R o .
Pk,kwl = LkulE[{»kai - Xle)ngﬂ =Ly 1 Pr_y
finalmente:
Bl Xy - Xi)Xioy) = Lea Py — KpHLg Py = (I~ KeH)Pg,
desenvolvendo agora o segundo membro do lado direito de (E.14):
. - 7 v e Y e P e
E[Ze X 1] = Bl Xpr - X + X))
mas Zy depende de 74y, --+, 7, sendo portanto ortogonal a Xz_q — ngl, entio:

Bz X[ ] = Blzp(Xy_1)") = BZa(Kaor + B L1 B, )')
como Xg_ depende de ¥},--+, ¥i_y, é também ortogonal a Zy. Portanto:
E{Z(XL0)"] = Bl# B\ a1 Pi oy = BBk (ri (0}) ' HT + 2] L) Lir Py,
como Zg é fungdo de 7pyy, -+, ey, 6 ortogonal a vy, porlanto;
E2(X,)" ) = BlZe 2 1 In Ix-1 P,
{inalimente o segundo membro do lado direito de (E.14) se torna:
PL S LyLy  Pp_,

e portanto:
Poyor =~ KeH)Ly Py, — PYLT Sy Ly Ly Py,
sabe-ge que:
L{SkLy = Sjos — HY (@) 'H o Kj = PrHT (a2)!
portanto:
Pryos = LyrPy_y = PySuoi L1 By_y = (I = P{Sk_ )\ Lx—1 Py, (E.15)

esta € a equacdo (3.46) do texto principal. B sen valor inicial:

By * ¥5) - o
Pio={l~ PSP, (E.16)

151



T Rl Ml o e TERee e T Bl o o TR - T TR e Thees e T

e T B ol e T e e S S e— Rl i B R — o T D | — Dl e Rl — o S .

Apéndice F

Desenvolvimento das Relacoes entre
Critérios Empregados na Avaliacao
de Desempenho dos Algoritmos de
Previsao

Desenvolvendo as equagdes (3.61), (3.62) e (3.64):
EQM = E[(Y{{y — Yiun (Vs — Yesn)'] =
VP = BV (V)T - B EY )T
EMP = B[¥{,,] ~ Bl¥isa]
chamando ¥y, | = a e Yiyn = b, ¢ sabendo-se que Ebj=be EibT] = b7, pode-se escrever:
EQM = Elaa’] — E[ab”] — Eba”| + E[bb”]| = Elaa”} — Elalb” — bE{a”] + E[tb7]
porque E¥iin] = E[H Xtin + Vignl = HXg1n = constante. Desenvolvendo E[bbT]:
EBb") = E((HXkpn + Vign)(HXprn + Vien)' | = HXppn (H Xgin) + E[VignVilin] = 86" + Reyn

Da mesma forma:
EMP i E{a] e b

VP = Elaa"] - Ela]Ela”]

Também pode-se escrever:
EMP(EMPY = Ela|Ela”] — Elab” — bE[a”] + bb"

Portanto:

BQM = EMP(EMP)' + VP + Ryy,
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Apeéendice G

Aplicacao do Algoritmo EM aos
Modelos da Secao 3.3

Realizaram-se diversos testes para fing de verificagio da adequagio dos modelos a varias séries temporais.
Além dos testes realizados para efeito de convergéncia dos parametros ¢ também dos testes para ressal-
tar a importancia da matriz de transi¢io de estado na projecio a n passos e apresentados no Capitulo
3, este apéndice vai apresentar outros testes especificos, visando & comparacio entre os varios modelos
apresentados na Segao 3.3.

Para efeito de se ter uma base para discutir os resultados obtides, o Critério de Informacio de Akaike
(Akaike Information Criterion, AIC) serd utilizado. O AIC (Capitulo 3) é definido como:

AIC = —2log L + 2(n? de parametros) (.1

Onde o fator log L é o logaritmo da fungo de verossimithanga (3.59) e 0 n? de parametros é o mimero de
variaveis de estado mais o nlimero de elementos desconhecidos do conjunto de pardmetros, (Ry, ®p, e ),
necessarios ao funcionamento do filiro.

O modelo a ser escolhido é o que possui o minimo AIC. Uma ver definido o modelo, a quantidade
correspondente ao nimero de parametros é um valor fixo e a parcela do fator —2log L é quem vai definir
a superioridade de um modelo em relacio a outro.

0 que se esperaria, ao se aumentar o ntimero de parimetros é que antomaticamente houvesse uma
reducio no fator —2log L, porque deveria ocorrer um awmento de precisio. Porém, isso nem sempre ocorre.
Quande ndo ha a diminuicio do fator ~2log L, a inclusio de novos parametros & rejeitada e trabalha-se
com o modelo mais simples (clare que o AIC também indica o modelo mais simples porque suas duas
parcelas crescem}. Quando a inclusio de novos parametros provoca a diminuicio do fator —2log L, o
critério 47C mostra gual o melhor modelo. No entanto, existem outros fatores importantes que devem ser
considerados. Entre eles podent-se destacar;

¢ O mimero de observagoes disponiveis para a estimacao dos parametros. Como a parcela relativa
ao mimero de parametros é fixa, o AIC varia com o nimero de observacoes. Assim, um modelo
que possul AIC malor, mas um {ator —2log I menor, acaba se tornando vidvel com o aumento do
niimero de observagoes disponiveis;

e A precisiio ¢ estabilidade na projecio n passos & frente (Seqio 3.6). Este falor é bastante
explorado nos Capitulos 3, 4 e 5 do texto principal,

Com exce¢ao da série temporal para testes de Tendéncla, Sazonalidade e Ffeito de Variacio Didriol,
todos os testes Toram realizados com valores reais de medicdo em rotas de trafego no Estado de Sao Paulo.
Estes testes, a titulo de ilustracio, foram realizados com a utilizacio da calculadora HP28S, que possui
recursos de software altamente desenvolvidos con orientagio a objetos e rotinas prontas para trabalhar
com matrizes. No entanto, como a drea permitida ao usudrio é pequena (32 kbytes), nio é possivel

INesse caso foi utilizada a série do [udice de Produto Industrial (TP1}, de Morettin, porque essa série
possui os padroes de Tendencia e Sazonalidade [7]. Além disso, o problema de projecio da carga de Lrdfego
guarda simifaridade com os problemas de projegio de séries economicas.
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testar modelos com muitas variaveis de estado e mmitas observagbes ao mesmo tempo. Estes modelos, ja
testados, vao ser passados para microcomputadores pela Secio de Estudos de Trifego da Telesp. Testes
com a utilizagdo de programa na linguagem BASIC e utilizando micrecomputador do tipo PC haviam sido
realizados em 40 rotas de trafego [45} para o algoritmo EM utilizando o snavizador com Joia. Os testes na
HP285 foram efetuados para ambos os suavizadores e os resuliados puderam ser comparados com agueles
dos microcomputadores tipo PC,

Séries Testadas
1) Rota Marilia 33 para a Central Transito, T44

e Niimero e tipo de observacdes disponiveis: 43 observacdes mensals;
e Numero de observagoes utilizadas nos testes para estimagio dos parametros: 24 observagdes mensais;
e a) Modelo: Dado por (3.10) e (3.11) da Se¢ao 3.3;

— Valores iniciais; Xg, Po e Ry como apresentado no Capitulo 4 (APS Robusto), Qo com
elementos possuindo valores da ordem de grandeza de Rg e @ fixa;

|

Nimero de iferagoes: 15;

!

Suavizador utilizado: De Jong;

— Valores finais:

AIC = 2(n®) de parametros — 2log L = 2(2 + 1 + 3) - 45,66 = 57,66

Evolugao do fator log L:

~26,29 23,13 —22,83 —22,78 —22,77
~22,78 —22,78 -22,79 —22,79 —22,80
~92,80 22,80 -22,81 -22,82 -—22,83

» b} Modelo: Dado por (3.10} ¢ (3.11) da Sec¢do 3.3;

~ Valores iniciais: Xg, P e Ro como apresentado no Capitulo 4 (APS Robusto), Qo com
elementos possuindo valores da ordem de grandeza de Ry e @ fixa;

Nimero de iteracdes: 15;

Suavizador utilizado: com J;

Valores finals:

{

AIC = 2(n2) de parimetros — 2log L = 2(2 4+ 14 3) + 46, 88 = 53, 88

Evolugae do fator log L:
-24,92 23,36 23,38 -23,39 23,40
—23,40  —28,41 23,41 23,41 23,42
-23,42  -23,43 235,43 23,43 23,44

e ¢) Modelo: Dado (3.10) e (3.11) da Secdo 3.3, variante 1 (com ® também estimado);

Valores iniciais: Sdo o8 mesmos que os do modelo anterior;

Numero de iteracoes: 15;

|

Suavizador ufilizado: De Jong;

Valores finals:

‘ . ) 1 0,93
o ‘ ¢ 44 B = B4 K6 o '
AIC = 2024+ 8 4+ 54 4) 4+ 44,506 = 64,506, @ = [ 0,01 0,62 ]
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= Evolugao do fator log I

~26,21 ~22,68 -22,39 22,33 -22,32
~22,31 -22,30 22,30 -92,20 22,29
~22,29 —92,29 -22,28 -22,98 —22 28

s ) Modelo: Dade por (3.8), ou seja, um modelo de tendéncia polinomial com dois estados;

~ Valores Iniciais: Ry, Qg e Py como nos itens anteriores. ® é fixo e dado por (3.8}). Devido a
Xo representar dois valores da mesma varidvel de estado (defasados no tempo), adota-se:

= [ ¥
XOM[Yo}

i

Niumero de iteragdes: 15;
~ Suavizador utilizado: De Jong;

— Valores finais:

AIC =22+ 14 1)+ 45,88 = 53,88

!

Evolugao do fator fog I

~25,82 —23,20 -22,90 —22,93 —22,02
—22,92 ~22,91 22,91 —22,92 922, 92
~22,02 —22,93 —22,93 —22,93 92 04

e ¢] Modelo aditivo conforme a Segio 3.3, com uma parte de tendencia, composta do modelo dado
por (3.10) e {3.11) e uma parte de um modelo AR2, dado por {3.27), com as matrizes:

110 0 10| 0
~ o0 o . lo1]ow
F=[1 010} e= 0 0 | ¢33 ¢a =TT | 1

006 ] 1 0 00 |0

onde ¢hgg e daq 580 08 coeficientes do modelo ARY;

— Valores iniciais: A parte de tendéncia é iniciada da mesma forma que para os modelos dados
por (3.10} e {3.11}, incluindo o mesmo Rp. Os coeficientes do AR2, ¢s3 e das sio iniciados por
0,5 e 0,4 res )uhvazsgenie Repete-se o valor de Qa5 para Qsa (os demais valores da coluna 3
ou da linha 3 de Qp sdo nulos). Repete-se o valor de Pag para Pss e Py (os demais valores

das linhas 3 e 4 e das colunas 3 ¢ 4 de Py sao mulos). Coloca-se zero no terceiro e gquarto
valores do vetor Xg.

— Namero de tteragdes: 6;
— Buavizador utilizado: De Jong;
— Valores finais:

AITC = HAd+ 1+ 4+ 2) + 45,46 = 67,46, @z = 0,48,  ¢aqg = 0,41
= Evolugio do fator log Lt
{ —26,60 ~23,12 -22,81 22,75 —92,74 -22,73 }

e Numero e tipo de observagdes disponiveis: 10 observacdes quadrimesteais:

e Nimero de observagdes ulilizadas nos testes para estimacio dos parametros: 8 observacdes quadri-
mestras;

* a) Modelo: Dado por (3,10} ¢ (3.11) da Secao 3.3,
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— Nimero de iteragdes: b;

Suavizador utilizado: De Jong;

— Valores Finals:

AlC

Evolugio do fator log L:

=22+ 1 3) 4+ 17,90 = 29,90

{ ~16,00 -9,43 -9,02 -8,97 -895 }

¢ b) Modelo: Dado por (3.10) e (3.11) da Secao 3.3, variante 1 (com ® também estimado);

Valores iniciais: Utilizados os mesmos critérios que para o modelo para observagdes mensais;

— Valores iniciats: Utilizados os mesmos critérios que para o modelo com observagdes mensais;

— Nimero de iteragdes: 15;
~ Suavizador utilizado: De Jong;

— Valores Finais:
AlIC = 2(2 4143

— lvolugdo do fator log Lt

~16, 00

~8,68
~8,63

C
A 417,22 = 37,22, @y = { 0101 8:;;}
9,18 —8,80 872 —8 70
~8.67 —865 —8 65 —8 64
_862 —862 861 —8 61

s ¢} Modelo: Dado por {3.7), ou seja, um modelo de tendéncia polinomial com um estado;

- Valores iniciais: Como o modelo é todo escalar, utilizaram-se os elemenios da eoluna um e
linha wm das matrizes dos pardmetros iniciais dos deis modelos anteriores;

—~ Numero de iteracdes: 5;
— Sunavizador utilizado: De Jong;

- Valores finais:

AIC = 2(1+ 1+ 1) + 19,58 = 25,58

— Evolucio do fator log L:

{ —34,40 —-10,42 —9,84 -9,79 -9,79 }

2) Rota Botucatu Transito para Bauru Transito, T4942

+ Numero e tipo de observagdes disponiveis: 43 observacOes mensais,

o Nimero de observagoes utilizadas nos

e ) Modelo: Dado por (3.10) e (3.11) da Segio 3.3, variante 1 {também com @ estimado);

— Valores inicials:

- 22,6 | 5 _ [ 3,94
XO”{Q,%]’PC’“[@,%

- Ndmero de iteracdes: 8;

- Suavizador utilizado: De Jong;

testes pars estimagdo dos parametros: 24;

~0,04

0,061 . _[1 1 T 0,00
9,06 ] ¢ = [ 01 } ) Qo= [ ~0,04 0,05
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- Valores finais:

{ 9:
AIC = 2{2+ 1434 4) + 41,62 = 61,62, & = [ 0,99 1,23 }

0,01 0,48
— Evolugao do fator log L
{ -22,11 -21,13 21,00 -20,91 20,85 -20,8] 1

® b) Modelo: Dado por (3.10) e (3.11) da Segao 3.3, variante 1 (também com & estimado);

~ Valores iniciais: os mesmos que o modelo anterior;

3
i

Nimero de iteracdes: 6;

!

Suavizador utilizado: com J;

Valores finais:

f

) 'l y
AIC = 2(2+ 143+ 4} + 52,80 = 72,80, & = [ 0,99 1,28 ]
¥

0,01 0,69

|

Lvolugdo do fator log I
{ 79,36 ~29,03 -27,44 -26,73 26,47 ~26,40 }

¢ ¢} Modelo aditivo conforme a Segao 3.3, com wma parte de tendéncia, composta do modelo dado
por (3.10} e (3.11) e uma parte de um modelo AR2, dado por (3.27), com as matrizes:

L 1] 6 o L 0o
L N R oo

SRR el R A i ve K kR
00 1 0 00 |0

onde ¢z e dyq 380 os coeficientes do modelo AR2:

- Valores iniciais: A parte de tendéncia ¢ iniciada da mesma forma que para os modelos dados
por (3.10) ¢ (3.11), incluindo o mesmo Ry. Os coeficientes do AR2, daz e ¢haq sio iniciados por
0,5 e 0.4 respectivamente. Hepete-se o valor de Qg para Q33 (0s demais valores da coluna 3
ou da linha 3 de Qo sio nulos). Repete-se o valor de Pyy para Pas e Py {0s demais valores
das linhas 3 & 4 & das colunas 3 e 4 de Py sdo nulos). Coloca-se zero no terceiro e quarto
elementos do vetor Xg;

— Nimero de iteragtes: 6;
~ Buavizador utilizado: De Jong;

~ Valores finais:
AIC = 204+ 14+ 4+ 2) + 51,08 = 73,08, ¢az = 0,57, ¢aq=10,38
- Evolucio do fator log L
{ ~B6,63 —25,00 —25,45 95,51 —25,55 25,54 }
3) Rota Bauru Transito para Botacatu Transito, T4249

s Nimere ¢ tipo de observagdes disponiveis: 43 observacies mensais:
o Numero de observacdes utilizadas nos testes para estimacio dos parametros: 24;

o a)Modelo: Dado por (3.10) e {3.11) da Secio 3.3;
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e T A e T T

~ Valeres iniciais:
o 122,71 w115 0,02 _ . 111 10,43
X““{z,m]’ PO“‘“[G,OQ 1,85}’ Ro=[1 ]fq’“’"{o 1]=Q°’“l~0,4;
- Nitmero de iteracoes: 5;
— Suavizador utilizado; De Jong;

~ Valores finats:

AIC = 2(2+ 1 + 3) + 35,50 = 47,50

}

Evolucio do fator log L
{ ~20,03 ~18,42 -18,10 —17,80 17,75 }
s b) Modelo: Dado por (3.10) e {3.11), variante 1, da Se¢io 3.3;
~ Valores iniciais: Os mesmos que o modelo anterior:
— Nimero de iteragbes: 5;

— Suavizador utilizado: De Jong;

Valores finais:

}

0,56 0,20

AIC = 2(2+1+3+4)+ 33,18 = 53,18, ¢ = [ ~0,20 0,18

Evolugio do fator log L
{ -20,03 -16,78 —16,60 -16,59 —16,50 }
4) Rota Baura Transito para Marilia Transito, T4244

e Numero e tipo de observaces disponiveis: 43 observagdes mensais;
o Nitmero e tipo de observacbes ufilizadas nos testes para estimagao dos parametros: 24;

e a} Modelo: Dado por (3.10) e (S.Tli), variante 1, da Secao 3.3;

— Valores iniciais:

= (8,81 5 [ 45
XO“[:},M]’P”“[{J,UT

Nimero de iteragdes: §;

o T 0,2
0 .i]’QU“[—o,w

i

Suavizador utilizado: De Jong;

Valores finals:

1 24
AIC = 2(24+ 1+ 3+ 4) + 45,90 = 65,90, & = [ 0,99 1,34 }

0,01 0,48
~ Evolucdo do fator log L
{ -30,68 —30,15 —28,66 -28,21 -28,04 -27,85 }
5) Rota Marilia Transito para Baura Transite, T4442
s Numero e tipo de observagbes disponivels: 43 observactes mensals;

o Nuamero ¢ tipo de observaces utilizadas nos testes para estimagao dos parametros: 24;
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# a) Modelo: Dado por (3.10) e (3.11), variante 1, da Secio 3.3;
— Valores iniciais:

= { 30, 10 } =5 [ 16,82 0,16

N B Tt 10,30 0,06
A B P e T R I PR I e e

Niumero de iferagoes: 5,

i

Suavizador utilizado: De Jong;

;

Valores finais:

AIC = 22+ 1+ 34 41) + 56,88 = 76,88, & = [
~ Evolucde do fator log L
{ 126,59 -32,24 29,45 28,62 28,44 }

8) Série Temporal sobre o [ndice do Produto Industrial

s Numero e tipo de observagoes disponiveis: 28 observacgoes quadrimestrais;
e Nimero de observagoes utilizadas nos testes para estimacio dos pardumetros: 7;
¢ a) Modelo: Dado por (3.10) e (3.11) da Se¢io 3.3, variante 1 (também com @ estimado):

— Valores iniciais:

e [ ] 5 [10 0 N ~ e
XU“[TS,’H]’POW[O 1]’%‘[1 1}’R°“[’]’¢“1

Nimero de iteracoes; 15;

{

~ Suavizador utilizado: De Jong,

Valores finais:

{

G4 ]
AIC = 2024 1+ 3 + 4) + 44,18 = 64, 18, ‘f’:[ o ggi]

~0,01 0,

|

Evolucao do fator log I

~457467,5 ~24,33 22,78 -22,46 —922,35
~92,31  -92,28 —22,95 22,93 —292,90
92,18 -22,16 22,13 ~22, 11 -992,09

o b) Modelo: Dado por (3.10) e (3.11) da Se¢ao 3.3, variante 1 {com & também estimado);

~ Valores inicials: Os mesmos do modelo anterior, variando apenas os valores da covariancia do
erro de modelagem:
| 200 200
Q=1 900 200

Nimero de iteragdes: 15,
~ Suavizador utilizado: De Jong;

Valores finais:

|

. o o Lt e e e [ D08 0,34
ATC = 22+ 1+ 3 +4) + 46,78 = 66,78, & = [ oot oL ]
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~ Fvolugdo do fator log I

—-23,28 23,39 23,39 23,39 23,39

—-23,3% -23,39 23,39 -23,30 23,39

—23,3% 23,39 -23,39 -23,39 23,39
e ¢) Modelo aditivo conforme a Se¢dio 3.3, com uma parte de tendéncia, composta do modelo dado
por (3.10) e (3.11}), variante 1 e uma parte de um modelo sazonal, dado por (saz1), com as matrizes:

$1a 2 | 0O O | T |
0 | $21 d22 | O O ~_ 106 1 |0
H=11 011 0], &= |57 e R I
11 6 1 0 90 0 0t 0
— Valores iniciais:
ey o) [
Ro=[1],Q=1 11 01},Py= 0 0 g o0l Xo= 0
00 | 1
¢ 0 6 1 0
- Nidmero de iteracdes: 15;
— Suavizador utilizado: De Jong;
~ Valores finais:
1,01 0,74 | O O
AIC = 24+ 144+ 4) + 40,20 = 66,20, ® = U}?l 0’54 i _01 ~01
0 0 | 1 0

~ Evolugio do fator log L

—-20,4%  -20,36 -20,31 20,27 -20,24

—81162,86 —24,61 -21,56 —20,83 -20,50
-20,21 -20,18 20,15 20,13 -20,10

s d} Modelo: o mesmo que 0 modelo anterior;

~ Valores iniciais: os mesmos que o modelo anterior, apenas variando a covariancia do erro de

modelagem:
200 200 | 0
Qo=1] 200 200 | 0

00 | 200

— Nimnero de iteracoes: 15,
- Suavizgador utilizado: De Jong;

— Valores finals:

05 ~0,58 1 0 0
o

ATC = 2(4 + | 4 44 4) + 42,50 = 68,50, & = U’OG‘) [}(')58 E [}1 91
0 0 | 1 0

-~ Evolugdo do fator log L

~20,63 20,77 -20,96 -2%,10 —-21,19

~24,91 —22,71 —21,65 —20,99 —20,67
~21,93  ~21,25 —21,26 —21,25 —21,25
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s e} Modelo aditive conforme a Segio 3.3, com uma parte de tendéncia, composta do modelo dado

por (3.10) e (3.11)

H=[1 0 | 1 0 | dg dy du]

— Valores iniciais:

Ry

1 1
1L
00

|

B =
0]
0 s X =
1

, variante 1, uma parte sazonal dada por {3.14) e uma parte formada por um
modelo do efeito de variagio didrio, dado por (3.25) e (3.26), com as matrizes:

110 0 |00 @ 1
01 ] 0 0 |00 0 0
007 -t =T T0 0 0 0
0011 1 0o | o000, =170
061 0 0 |1 00 0
Dol 0o o | 610 0
00 0 0 |00 1) | 0
7871 ] (10 0 0 0 0 0 0]
78,71 ¢t 00000
0 0 00080 0 0
0 |, Po=]10 0010 0 0
0 0 6001 00
0 6 0 0 0 0 1 0
0 L 0 00 0 0 0 1|

Neste caso, os valores de H (elementos dyg, dog ¢ dap, que variam a cada observagiio) sio:

'3
ohserv.

ohsery,
observ.
{ observ.
ohserv.
observ.

observ.

\

i
2
3

4
5
6
7

H =
H =
H =
H=
H =
H =

ey ey ey gu—g oo pom—

010
1 0190
10140
610
16140
o190
610

21
21
17
21
21
19
22

15
18
17
16
18
13
17

16
15
16
15
16
18
17

]
]
]
)
]
]
]

R

E

Os valores dy;, correspondem ac niimero de domingos e sibados no quadrimestre, os valores
dyy, correspondem ao ndmero de segundas ¢ sextas feiras no quadrimestre e os valores dij;
correspondem ac niimero de ter¢as e quintas feiras no quadrirnestre. Finalmente, os valores
dix sio obtidos subtraindo-se o niimero de quartas feiras { ks Secao 3.3, Os feriados sao
somados aos sabados e domingos;

Niimero de iteragoes: 15;

-~ Valores finais:

AIC = 2T+ 144+ 4) + 39,28 = 71, 28,

= Bvelugao do fator log L

Suavizador ubilizado: De Jong;

~54612, 99
~19, 69
—19,66

|

e ) Modelo: identico ao anterior;

~30, 05
~19, 68
~19,65
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1,03 0,07 | 0 0 | 0 0 0

0,03 0,001 | 0 0 | 0 0 0

00 [ =1 -1 ] 000

= 0 0 | 1 0 |00

00 [T0TTTT 00

6 0 | 0 0 |0 10

L0 0 10 0o |00 1]
~19,73  =19,72 —19,70
~19,67 —19,67 —19, 66
\\\\\ 19,65 ~19,64 —19,64

fav i B i e ] I ) oo




|

|

|

Valores finails:

AIC = 2T+ 1+44+4)+42,12=74,12, &=

— Evolugao do fator log L

{

Nimero de iteragdes: 15;

Suavizador utilizado: De Jong;

~24,91
—20, 62
~21,13

200 200 | 0
Qo= | 200 200 | ©
T R i
[ 1,056 0,63 | 0 0 00 0
0,05 0,58 0 0 0 0 0
0 0 1T =T | 0 00
0 0 10 00 0
0 i 00 T 00
0 o | 0 0 01 0
0 ¢ | 0 0 00 1
~92,71 ~21,65 ~20,99 -20,67
~90,75 —20,91 —21,04 —21,11
~91,14 —21,12 ~21,10 le,ocs}
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Valores inicials: o8 mesmos que o anterior, com excegio da covaridncia do erro de modelagem:




Apéndice H

Exemplo de Obtencao das Matrizes
do Modelo de Decomposicao Aditiva
da Série Temporal

Uma série temporal pode ser escrita genericamente como:

Vi = px +Te + Si + Vi (H.1)

onde:
* . ¢ o valor de um nivel quase constante, que pode se mover suavemente no tempo:
e T; ¢ o componente de tendéncia da série no instante k;
e S; é o componente sazonal no instante k;
e V} ¢é uma varidvel aleatdria Gaussiana, de média zero e covariancia By,

Nas séries temporais do trifego telefénico, ainda € possivel decompor a média gy como fazendo parte

da tendencia Ty, da sazonalidade S on ainda tendo futuagdes semanais Vp, . A tendéncia também pode
’ ’ Dy
ser decomposta em um tipo de tendéncia deferministica Ty e uma parte chamada tendéncia estocastica,
Tr, que, geralimente, corresponde a wmn processo aulo-regressivo.
B 4 ) B 3 g

Desta forma, no modelo formado por decomposigio aditiva da série temporal, a observacio escalar

pode ser escrita como:

Yi=Te+ 8 +Vp, +Ts, + Vi (H.Q)

onde:
s Y ¢ o valor da observagdo no instante k;
o Tp é o valor tendéncia da série no instante k;
e 5 é o valor do componente sazonal no instante k;

e Vp, ¢ o valor do componente de variagao didrio, representado por uma regressio que converge a
valores fixos:

o Tg, ¢ o valor da tendencia estocdstica, representada por um processo auto-regressivo de ordem p;
o V3 é uma varidvel aleatdria gaussiana, de média zero e covaridncia Ry,
As equacdes gerais do madelo de Espago de Estados linear, supondo as entradas de controle U nulas, sao:

Yy = HyXp + Vi (H.3)

Xipr = $Xp + IWi (1.4)

163



Se o estado X é formado por:

X
_ | X2
K = X3
X4
com
T Si T T,

Xy= . Xy = . Kz = Xq

Yek

¢ X, ¢ um vetor de tamanho ny x 1;
e X,y é um vetor de tamanho ny x 1;
¢ X3 é um vetor de tamanho 6 x 1;

e X, ¢ um vetor de tamanho ng x 1;

O tamanho dos vetores X; e X4 é varidvel dependendo do tipo de modelo adotado (ver Capitalo 3), o
vetor Xo varia de acordo com o tipo de modelo e com o perfodo aquisitive dos dados (meses, trimestres,
anos, ete.) e o vetor X possui o tamanho fixo ng = 6, que corresponde a variagio semanal.

O vetor de observacio Hi é formado por:

Hy=[ Hy Hy Hy Hy|

e H; tem dimensao 1 x ny;

[ 3

H, tem dimensdo 1 x ng;

Hyy tem dimens&o ! x 6 ¢ é variante no tempo,

3

H; tem dimensdo § x ny.

As matrizes H; devem ser tais que:

Hy Xy = Tp + S + Vp, + T, (H.5)

Geralmente Hjp terda apenas o primeiro elemento ndo-nule (iguat & unidade); uma exceqdo sfo os
coeficientes sazonais apresentados no Capitulo 3,
Outra excecdo é a formacgio de Vi, . Se Hg possui os valores:

D dix du dye da der dex |

¢ X3 possui os valores:

.

[ Yk Yk Yak Y4k Yok ‘?’ﬁk]

de tal forma que:
6

Ha Xy =Y dievin = Vp,
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Para que a forma dos efeitos aditivos separados seja mantida, a equagio {H.4) deve ser escrita como:

S T ] [ Tees T
& S
¢ 0 0 0 ; rLb o o o0 Wi
N e _ 0 by o g bevaaaas o Iy 0 0 W
Xe= 1 = 0 0 @ o k-1 | o+ 0 0 5 o Wes {H.6)
g 0 8 By : 0 0 0 Iy Wi
Yok, Te(k-t)
Tk, Ty
onde
Wik
Wk
Wy =
g W
Wy
1) facil ver aue esta forma co1‘respondrzré a ter 4 modelos de Espago de Estados independentes;
Ty | ] B} .
= By : + T Wi (H.7)
[ Sk ] [ Seer ] .
. = @y . + oW (11.8)
Yik Yi(k-1)
: = 3 : + I'3Way (H.9)
Yok Y6k -1}

Este caso possui a particularidade de ter @3 = I (matriz identidade de dimensio 6 x 6) e 'y = 0 {matriz
nula), devido ao terceiro componente ser uma regressio de efeitos fixos, de tal forma que v = Vitk-1)-

TEk ) TEk-l .
: == Wy . "%“ F4W4k (IilO)

Geralmente Wy e Wiy sao modelados por wm ruido branco escalar, j4 Wiy pode ser um vetor de compo-
nentes de ruido branco.

(Jomo ilustragdo, se o modelo para dados mensais possuir tendéncia (crescimento linear), sazonalidade,
tendéncia estocastica (AR de ordem 2) e efeito de vartacio didrio, entdo:

B T _ L1 o | w0y " ry L 10 - {
X,l - { Tk }1 ¢]_ R [ 0 l ]s Wlk - | Wiok ], L{W'i-kwlk] = Qi, [1 w 0 1 y Hi poow O
Ty ¢y b2 | I . 1 ] 1
Xo = [ T]iig } y By = [ lE {]2 | , Wap = wog, E[Wfk} =gy, = [ 0 ] , Hg o 1 . ]
5 e o1 1
St B 2 gL
Xy = . , By = . : , Wy = w.m,EEW%k] =qq, 'y = [ 0 ] , Hy =
Sk-10 [ 0
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X3 ja fol descrito e Ty serd um vetor nule de dimenséo 6 x 1.
O modelo de Espaco de Estados por completo (H,®,1"), corresponde & ilustragiio apresentada no
Capitulo 3.
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Apeéendice 1

Consideracoes sobre a Posicao do
Estado Verdadeiro (Nao-observavel)

no Funcionamento do Filtro de
Kalman

Alguns aspectos observados, relativos ac funcionamento do Filtro de Kalman, sao:

e 1) O ganho do filtro ¢ calculado de forma a minimizar Py = E((Xp — X)Xy — X5)7]. Portanto,
ao ser realizada no instante k, a filtragem X é a melhor informacio disponivel sobre o estado
verdadeiro Xy {supondo que o filtro estd funcionando adegquadamente);

s 2} De (3.30) .
Xy = X; + Kp(Yy —~ HX])
Portanto: +
X=X}~ A

onde A é um valor a ser adicionado ou subtratdo de XL

se Yy > HXy = Xp= X; +A
se Vi <HX, = Xp=X;— A

O ganho K de (3.32) ¢ m{;%, o que implica na norma de Ky menor que um porgue, geral-
mente, a norma do denominador é maior que a norma do numerador.
Para o modelo com dais eslados e H = [ 10 ], o valor do elemento kyy de Ki, para cerca de 50
rotas analisadas, resulton < 1 (com elementos de Ky positivos). Portanto, o elemento F de Xy
serd uma interpolacio entre zj ¢ Yy (X3 = { %: l e Xy = l: :% ]) Desta forma, neste caso, o
valor do estado verdadeiro estd entre o valor da predicio a um passo e o valor observado.

o 3} Para o caso univaridvel e estado unidimensional, tem-se:

_ PH

 PrH? 4 Ry

K

Para Kp <1 ¢ preciso que Py < ﬁ(“ﬁfwm. Para H = 1, Ky é com certeza < 1. Se H = 0,9, é preciso

aque Py < 11, 1R, o que tem ocorrido com os valores da pratica.
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Apeéndice J

Diferentes Formas da Equacao da
Covariancia do Erro de Estimacao

(Pk)

Existem duas formas possiveis para a covariancia do erro de estimacio, (3.34) e (3.66), e portanto, para
uma avaliagio tedrica do EQM. Partindo de (3.66), tem-se:

(I - Ky H)P{{(I — Kx H)T + KxRK]
Mas esse termo pode ser escrito como:
(I - Ky HYP; — (I - Ky HYPLHT KL + Ky RK} (3.1)
Os dois termos da direita de (J.1) podem ser escritos como:
~PrHYKY + Ky HP{HTKT + K RKF = P HTKT + K (HP;HT + RYK]
Utilizando Ky = PrHT(HP; H' + R)™!, obtém-se:
~PyHTET + PPHT(HPHT + R NHPPHT + RK] =0

Portanto, resta o primeiro termo de (J.1), que é (3.34).

A forma da equacdo (3.34), embora mais simples, é computacionalmente inferior a (3.66). A equagdo

(3.66) evita a propagagdo de erros de arredondamento ou de truncamento no céleulo do ganho e é conhecida
como algoritmo de Joseph [24].
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Apéendice K

(Geracao de Séries Temporais pelo
Método de Monte Carlo

K.1 Introducao

A seguir serdo abordados alguns conceitos e definigoes que serfio empregados para a geracio dos dados
pele método de Monte Carlo.

K.1.1 Geragao da Distribuicdo Gaussiana

Para gerar a distribuigdo Gaunssiana de média nula utilizon-se a distribni¢io uniforme, s; ~ U[0, 1],
Bl = %, e VAR[s;] = —L»l) Pelo Teorema do Limite Central, a soma infinita de varidveis aleatdrias de
mesma distribuigiio, qualquer que seja essa distribuiciio, converge para a distribuicio Gaugsiana. Seia;

X:sl+3z+---+sn—§n
X & Gausslana de média; _
E[X]—n;é——;jn::{)
e varifneia: .
VAR[X] = nT3

na pratica, a soma de doze amostras ja é suficiente para garantir que a distribuicdo ¢ Gaussiana. Note-se
que quando se desejar VAR[X] = K, utiliza-se 12K amostras da distribuigio #[0, 1].

K.1.2 Distribuicao Normal Contaminada
Se:
Vi ~ (1. - E)N(U, Rg) -+ 6N(G,ij}

onde 0 <e <0,2e 3> 1; diz-se que Vi é uma distribuicio normal contaminada, de média nula & varidncia
{1 —e)Ry +€jRy.

K.1.3 Estimacio da Correlagao Cruzada entre Duas Varidveis
Aleatorias Gaussianas

Seia Wi, = { Wy Wok ] ;um vetor de variavels aleatdriag normais, geradas como acima. A matriz da
covariancia € é gerada como:

i m
. 2 .
Q=S W,w
m -
i L
onde mm ¢ wn valor suficientemente grande para permitir @ préximo a Q.
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4 ERL

/ \ CURVA VERDADEIRA \\

Figura K.1: Curva Verdadeira (ndo-Observédvel)

K.1.4 Estimacao de X; e Py

Como se conhece o valor da curva verdadeira, Xy, porque é urmna fungio deterministica imposta, estima-se
KXo como:
Yo = Xv, + Vi

onde Vj, & a distribuigao normal contammada. Xy é estimado como:
m
= 1
Xg= — E Yo
m o
i=1

onde m ¢ um valor suficientemente grande para garantir X proximo de Xo. Note-se que os valores de Yy
sao diferentes devido a diferenies valores de V3.
Por sua vez, Py é dado por:
Py = B[(Xo - Xo}(Xo — Xo)']
e entdo sua egtimacio &
L 1 iad e e
Po=— > [(Xv, ~ Xo)(Xv, — Xo)T]

izl

K.2 Geracao das Observacoes

Supondo gue os dados sejam como na Figura K.1, procede-se da seguinte maneira:

e Geram-se os vetores Gaussianos Vg e Wy

-" > - —— . .

s Caleularse Xv, = ¢; Xy, _,;

s Calcula-se Xp = Xy, 4+ Wy;

o Calenlase Vy = HXy, + Vi (H=[1 0 ]).

ande Xy corresponde & curva verdadeira, teoricamente nao acessivel, Xy corresponde & equagio do
sistema e Yy sao os dados ohservados {equagac da observagio do Filtro de Kalman}. Para k < Ny,

{1 10 1 -1
@_;_2[0 ]},pal'a-N1<k§N2,@2${0 ‘],eparak>Ng,‘I>:;f~?{0 1}
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K.3 Exemplo de Aplicacao
Supondo € = 0, 1; By = 2, j = 20, entio:

Vi = (1~ )N {0,2) + eN(0, 20)

50
Ko = { 1,5 ]

kitd 3
Wy = 13k
Wag
onde wig ~ N(0, 1), wag ~ N(0,2), Ny = 25, Ny =50e N =75, os seguintes dados foram gerados como
na Tabela A1,

Tabela A.1 - Da,dos Geradﬂs pelo Metodo de Monte Carlo
k XV;. Xvk XV;; Xvk k Xv
51,96 1@ 72,67 3L 87,36 46 82,57 | 61 | 73,77
2 | 54,94 | 17 | 74,28 | 32 | 85,87 | 47 | 89,65 | 62 | 72,84
315624 | 18| 79,20 | 33 | 88,32 | 48 | 85,01 | 63 | 68,71
4 169,92 1 19 | 76,64 | 34 | 87,46 | 49 | 83,34 | 64 | 65,22
5 152,45 | 20 | 80,36 | 35 | 87,79 | 50 | 81,99 | 65 | 63,53
6 | 60,55 | 21 | 82,88 | 36 | 90,03 | 51 | 88,52 | 66 | 61,06
7

8

9,16 ¢ 22 | 80,93 | 37 | BT,02 | A2 | 86,45 | 67 | 61,16
56,49 | 23 | 82,09 | 38 | 83,77 | 53 | 86,55 | 68 | 60,67
9 | 63,07 | 24 | 8298 | 39 | 85,06 | 54 | 81,40 | 69 | 62,13
101 63,56 | 25 | 86,56 | 40 | 88,91 | 55 | 80,57 | 70 | 57,32
1| 68,77 1 26 | 86,63 | 41 | 87,20} 56 | 74,34 | T1 | 55,51
121 70,62 | 27 1 85,94 | 42 1 86,72 | 57 | 79,06 | 72 | 49,07
13 | 69,66 | 28 | 86,81 | 43 | 84,80 | 58 | 75,11 | 73 | 53,02
14 | 67,37 | 29 | 89,75 | 44 | 88,80 | B9 | 75,39 | 74 | 50,93
15 1 71,65 | 30 | 84,07 | 45 | 85,78 | 60 | 73,91 | 75 | 46,02

Os seguintes pardmetros também loram estimados pelo métode anteriormente descrito:

e [507 5 [1Lit 6,03 5 [1,39 0,19
XUM{I,:}] Po = [0,03 10*3}"9‘“'[0,[9 0,77]

Esta série temporal gerada foi utilizada nos testes do Capitulo 5
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Apéndice L

Lista de Simbolos

Os simbolos apresentados agui s20 08 que foram consistentemente usados e ndao apenas eventualmente
como variaveis auxiliares ou temporarias.

o Y} - Valor da saida observada do sistema;

e Vi - Perturbagdes (ruidos) das observagdes (v para sistemas univaridveis};

e ux - Nivel constante (ou aproximadamente constante) da série temporal;

e T - Ciclotendéncia da série temporal (ou tendéncia);

e S - Componente sazonal da série;

s Tp, - Tendéncia estocistica, geralmente representada por um processo anto-regressivo de ordem p;
o Vp, - Componente de variacao diario, representado por wma regressac que converge a valores fixos;
¢ v; - Autocovaridncias de um processo estocdstico;

e p; = 5L - Autocorrelagdes de um processo estocdstico;
1 vy '

» Y;+n§k =Y, Projecio n passos a frente a partir do instante k;
o Y, - Projecio um passo 4 frente a partir de k ~ 15

o &(B) - Polinomio em B (operador deslocamentio para trds) que representa os coeficientes de um
modelo AR (auto-regressivo);

» O{B) - Polinémio em B que representa os coeficientes de um modelo MA (moving average);
s £(B) - Polinomio em B que representa os coeficientes das entradas de controle;

o X) - Vetor de varidveis de estado;

o L - Matriz de entradas (ganhos) associada as entradas de controle;

o Uy - Vetor de entradas de controle;

e @ - Matriz de transicio de estado {ou @y, se for variante no tempo);

e T - Matriz de entradas associada as perturbagoes (ruidos) no estado;

e W, - Vetor de erros de modelagem (ruidos no estado);

o H - Matriz de obsgervagio;

3

o X; - Estimativa do vetor do estado (filiragem);

s X} - Vetor do estado estimado um passo & frente a partir de k — 1 (predigao);

¢« K

6

Matriz do ganho do Filtro de Kalman;

¢ P, - Covariancia do erro de estimagao {associada a Xg);
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Py - Covariancia do erro de predigao (associada a Xj);

i, - Termo de inovagio (residuo);

o} - Covariancia do termo de inovacio:

Ry, = EVi V] - Covariancia do erro de observagiio (apenas R se for invariante no tempo);
Qr = E[W; W;} - Covariancia do erro de modelagem {apenas @ se for invariante no tempo};
wff - Estado estimado (suavizado) utilizando N observagdes;

=N S . - L .
Py - Covariancia do erro de estimagao para o éstado snavizado;

il - L L :
Py 1 - Covariancia de transicdo de estado (do erro entre o valor suavizado em & e o estado
verdadeiro e o valor suavizado em & — 1 e 0 estado verdadeiro};

g9, 9 - Taxas de crescimento real e taxa de crescimento agregado estimada;

a-; - Variancia do erro entre a taxa de crescimento real da rota e a taxa de crescimento agregado
estimada;

ry - Erro de pfedi@;éo {residuo) verdadeiro;

g - Vetor com elementos de Q¢ (estado do subfiltro);

zy - Vetor da pseude-observagio do subfiltro;

1l - Perturbagio (ruide) da equagdo da pseudo-observacio do subfiltro:

M - Matriz da psendo-observagio do subfiltro (corresponde & matriz H do filtro principal);
PT - Matriz de transicio de estado do subfiltro,

W]l - Vetor de perturbagdes (ruidos) de modelagemn do subfiltro;

oy = E[WH{W! Y71 - Covariancia do erro de modelagem do subfiltro;

Pj - Coivariancia do erro de estimagao do subfiltro;

P . Covariancia do erro de predigio do subfiltro;

§y - Valor do estado estimado (filttagem) do subfiltro;

q; - Valor da predigao do subfiltre (estado estimado un passo o frente a partir de k — Ly;

K{ - Matriz do ganho do subfiltro.
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