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RESUEO: Heste trabalho abordamos questBes referentes zo problema de
autovaloresg e autovetores de uma matriz sipdtrica, otimizacio de
funglies matricials e de robustez de wsistemas dinZnicos lincares
cont{nuoa no tempo.

‘ O Problema de autovalores e autovetores ¢ abordade esegundo
dols pontos de vista distintos: decomposticfo da matriz do sistema onde
gugerimos uma nova inplementacdo para o cdlcule dos autovetores e
otimlzaglo da funcg¥o guociente de Rayleigh onde dots noves algoritnos
bazseados numa combinagdo dog métodos de Hewton e gradientes conjugados
sHo =pregentados.

Para resolver uma clagse de problemas de otinizasco de funcBbes
matrictats, ¢é wsugerido uma metodologia baseada no nétodo dog
hiperplanos de corte e aplicada a doig problemas disponfveis na
ltteratura, o problema do teste educaclional que zparece em estatf tica
e a determinagfo da sgolugldo diagonal positiva da equagZo de Lyapunov,

Sobre a robustez de sistemas dinfmicos lineares contfnuos no
tempo s¥o fornecidas condi¢Bes suficientes para existéncia de uma
matriz constante de ganhos de realimenta¢Bes, de maneira quea o sistema
de malha fechada seja robusto quanto a Inser¢¥o no modelo de
perturbac¢Bes n¥o lineares dependentes do estado. Para determinacio da
matriz de ganho proporos um procedimento numérico.

LBSTRACT: In this work we analyse three problems. In the first, wo
present some algorithims to solve the eigenvector and elgenvalue
problems of the synmetric matrix, 1In the second we analyse the
optimization problems with matricial constraints and finally in the
third some robustness properties of linear continucng timo dynamic
systems are studied.

The eigenvector and eigenvalue problems are analysed using
two methods: the decomposition technique on tho matrix of the syastem
and the optimization of the Rayleigh quotient. In the second one we
propogse two algorithms based on the HNewton method and conjugated
gradient method.

To solve a class of the optimization problems with matrictal
constraints we propose a methodologle based on the cutting plane
technique. Two exemples are treated.

Finally, for a given linear continucns time dynamic systems
we determine sufficient conditions for the emxistence of a constant
feedback matrix such that the closed~loop system is robust in the
genge that the pertubed system 18 asymptocally stable.




introduc¥o Goral

A realizacido deste trabalho fol! motivada pa!olemtuda da estabili-~
dade de sistemas dinBmicoa. Aqui sbordamos algumse questBes que ven
surgindo recentemente na literstura, como consequéneia des pesgulsas
ﬁébra a eptabllidade de slistemas dinimicoes.

Dentre as quesiles que despertaram nosso Interesse, temos aquela
de olimizar uma fun¢¥o matricial sujeito a restric®es matricials do
tipo semidefinidas.

Outra diz respelto a robustez do sistema, através da qual ¢
possfvel eslabelecer condlc¢®es para um sistemas dindmico, sujelto a
perturbacles nio-lineares dependentes do estado, perianecer gstivel,

Imbutdo da vontade de resolver t: s questles, deparamos com a
ﬁecessidada de abordar problemas referentes zo egtudo de autosliplomas
de uma matriz, isto &, calcular seus autoveiores e respectivos
aﬁtovetores.

Ag trés questlesn citadas p¥o o tema principal deste trabalho.
Deste modo, procuramos abordd-las segundo uma ordem que na nossa
opini%3o € a mais adequada para apresentagfo, apesar de diferir
bastante da maneira como elas foram trabalhadas ac longo do tempo.

Asslm, dividimos o trabalho em quatro capftulos. Ho primeiro,
defini¢les, Leoremas e aé notacBes foram sestabelecidos. Podemos
considerar este capftulo, como uma coletlnea de resultados que
fundamentam aqueles que perdo apresentados nos capftulos subsequentes.

No capftulo dols, iniciasmos a apresentac3o daquilo que pode ser
conslderado a esséncia deste trabalho. L& tratamos o problema de

calcular o autosistema de uma matriz real e zimétrica, sob o ponto de




vista slgoritmico. Duas questiles sZo abordadas, Primeiro o problema de
calcular o autosistema completo da wmatriz. Depois um problema
especlial, o de calcular os auta?éleﬁeg € autovetores seeociedos
local fzados nas extremidades do espectro da matriz.

0 terceiro capftulo concerne, ainda sob o ponto de vista algorit-
mico, & solucBo de uma c¢lzese de problemas do otimizac¥o matricial con
restricles do tipo semi el inidas, cujss varidvels est¥o lecallzadag na
diagonal principal da ratriz incognita. Unma metodologla basseada neo
método de planos de corte ¢ proposta para resolver cstes problemas,

Alnda com referéncia a este capftulo, dois problomas existentes na
lteratura s¥%0 resolvidos utilizando esta metodologia., O primeiro diz
respelto a conflabllidade de um exame constituldo de viérlos .ubtestes,
aoce quals um grupo de estudantes ¢ submetido. Este problema aparece na
drea de estatfstlica e & denominado problema do Teste Fducacional. 0O
segundo problema & referente a investiga¢fo quanto a exlisténcia ou nio
de uma solugZo diagonai positiva da equac¥o matricial de Lyapunov.
E#te problema aparece multo frequentemente em ewconomia ¢ mistemas de
controle.

0 dltimo ¢ pftulo deste trabalho é dedicado ao estudo de robustez
de sistemas din3micos lineares contfnuos invariantes no tempo. Condi-
¢Bes suficlientes para existéncia de uma matriz de ganho de realimenta-
Cd0o, tal que = matriz do sistema de malha fechada admita uma solugdo
diagonal positiva da equacé@ de Lyapunov g¥%o apresentadas. Um proced)-
mento numérico, para calcular a matriz de ganho, & proposto.

Finalmente, algumas conclus®es gerais @ novas propostag para

futuros desenvolvimentos encerram o trabalho.




Copltulo ¢

Problema de Rutovelores, Otioizaclo @ Estebiltdade

doe Sistemzs Dinfmicosm: Rerultodos Preliminores

1.8, Introdugto

(0 propéstito principal deste capitulo, ¢ spresentar os conceltos o
defini¢fes utilizados ao longo do trabalho.

Uma coleténea de resultados, obedecendo um encadeamento Idgico,
6 exposta com intulto de tornar a leitura do texto um processo menos
drido., Exempleos explicativos s¥o fornecidos, naqueles pontos onde
acha2mos que era necessérlio esclarecer mals detalhadamente alguma ou
outra idéla que influencliaram, decisivamente, nos resultadog obtidos
nds capftulos subsequentes.

Sobre o problema de autovalores e autovetores de uma matriz resl,
apresentamos resultados que conduzen 3 andlise do auvtoslstema da
matriz, segundo dois pontos de vista, distintos. Primeiro com relacgio
a decompogi¢3o ds matriz e segunde, através de uma abordagen
variacional,.

Em se tratando de um trabalho em que predomina o aspecto algorit-
mico,o8 conceltos de normas:vetoriafs @ matricials n3o poderiam deixar
de ser apresentados, Inclusive com certa extens%c. De imediato, eostes
conceitos foram aplicados para localizag¥%o de autovalores. Com © mesmo
objetivo, apresentamos um resultado devido a Gerschgorin.

Algumas tranformac¢les elementares, como transformac¥o de Househol-

der, rotacBes no plano e a definic¢¥o de sequénels de Sturm, serdo



utiltzadas na elaborac¥o de um algoritmo para regolver o probleme
completo ou parclal de sutovalores de uma matriz simdtrica. Um resumo
dostes conceltos pord fornecido nas ge¢les 5 e 6,

Funglies escalares com sinal defintdo, conjuntos e funcBes convexag
e resultados correlacionados, aparecem nas sec¢Bes 7 e 8,

0 método dos gradientes conjugados para fungBes quadrdticas, &
resumido na seg¥o 9. Ele serve de referdncia para o8 dolg Jdltimos
algoritmos apresentados no préximo capftulo.

Completando o capftulo, na v¥ltima sec¥o, os conceitos de ponto de
equilfbrfo, estabilidade, estabilidade asgintdtica referentes a0
estudo de wsistemas dinémicos, serdo fornecidos. Os teoremas zobre
estabiiida’e de sistemzas dindnicog, discretos e continuos no tempo,
devidos a Lyapunov, serZo também incluidos. Para finalizar temos a

defint¢cdo de matriz estivel e diagonalmente eztivel.

1.2. Autovalores ¢ Autovebores

Um problema que aparece frequentemente nas aplicacBes da Klgebra
Linear, € aquele de encontrar valores de um parfimetro escalar A ,para
os quals exlstem veltores x ,n3c-nulos, do quue satisfazem a equagdo:

Ax =Ax (1.2.1)

onde A & uma matriz de ordem n.

Def.1.2.1 -~ Um par8metro escalarX em (1.2.1), & um autovalor
(valor caracterfstico) da matriz M(nxn) e ¢ correspondente vetor

n3o-nulc ®x é um auvtovetor (vetor caracterfsbtico} de A.




Def.1.2.2 - 0 conjunto Um{(kl,xL) : AL € um escalar e X & R .

i=1,2,.. .n} & chamado autosgistema da matriz Ai{nxnd.

Para um dado valor de » a equa¢¥o (1.2.1) ¢ equivalente a eguacio

linear homogénea
(A -2 1)x = 0 (1.2.23

onde I € a matriz ldentidade de ordem n. Sendo assim, uma condicfo
necesgdria e suflciente para que exista uma solu¢Bo n¥o-trivial de

(1.2.2) é que

det(d -A 1) = (. (1.2.3%
Desenvolvendo este determinante, obtemos um polindmio de grau n em A .

Def.1.2.3 - B equagdo (1.2.3) & denominada equa¢Bo caracteristica
da matriz A e o polindmio de grau n, P(A) = det(A - Al), polindnio

caracterfstico de 14,

Pelo teorema fundamental da dlgebra, sabemos que uma equacdo
polinomial de grau n, P(A )=0, tem n rafzes, nenm todag necessiriamente
distintas. Se uma rafz é contada um numero de vezes igual 3 sua multi-
plicidade, ent3o existem n rafres que podem ser tanto reals como

complexas,

Neste trabalho 2 matriz do slstema (1.2.1) & sempre real e

simétrica. Assim, podemos afirmar que as rafzes do polindmio caracte-

ristico P(A) = 0, s¥o sempre numeros reals e que existe um conjunto




1
completo de n putovelores X, $¥1,2,...,n que forme wume besse do K .

Teo.1.1 t 5S¢ & matriz real A ne equeg¥o (1.2.1) ¢ s@imdtrice, os

auvtovalores de A B0 reals.

Prove: Suponhamos que A & um autovalor de metriz A. Enlio existe

pelo menos um autovetor x tal que

Ax = A x (1.2.4)
Tomando o conjugado complexo de (1.2.4), obtenos
A% = A % (1.2.5)

(A € uma matriz real). Pré-multiplicando (1.2.4) por X', (1.2.5) por

*

e subltraindo membro s menbro tenos:

%
XUAX - x'AX = (™ -2 OIx'K (1.2.6)
dade que X'x = x'x . Como A & simétrica, X'Ax = x'AX e x'% ¢ real e
positivo. Concluimos de (1.2.6) que ™ = EN . sendo asslm um ndmero
real.
Teo.1.2 : Sejam M 1=1,2,...,m, autovalores distintos da matriz

simétrica A. Entd3o o conjunto de autovetores correspondentes «x,

% [

i=1,2,...,m € linearpente independente.




Prova : Vemos supor que o conjunto de asutovetores & linearnmonte
d@p@nd@nﬁa. Entfo existem combinacBes lineares nYHo-nulas deppes
vetores que s%o iguaip =ao vetor zero. Entre copas  comblnegles
lneares, vamog selectonar aquela que ten 0> ndmero minino de
coeficlientes n¥o-nulos. Sem perda de generalidade, pode ser assumi{do
qﬁ@ esses coeflcltentes correspondem aos primeires k autovetores, e que

o primeiro coeficliente ¢ igual a 1. Isto &, a relacio ¢ da forma

W
X, + 3. a x; = O. (1.2.7)
Iy
para algum conjunto de a's, 1=1,2,...,k, a # 0.

Hultiplicando (1.2.7) por A oblemos

A4
Ax, + 3 a hx; = O. (1.2.8)

.
94

Usando o fato que os x's s3¥o autovetores, (1.2.B) ¢ equivalente a
L3
A 4D A A%, =0 (1.2.9)
i=2

Hultiplicando (1.2.7) por A, e subtraindo de (1.2.9) temos

w
Z aét(?\;_~>\1)x; = 0

L=2

Portanto, & uma combinag¢3o linear de somente (k-1) té&rmoz, contradi-
zendo a hipdtese de k ser o numero mfinimo de coeficientes n3¥o-nulos.

Donrde conclulmos, que o conjunto de autovetores X.p 171,2,...,m &

linearmente independente.




Pelo teo.1.2 podemos conclulr que se o8 n autovalorep determinsdos
atravée do polinbmio caracterfstico de uma matriz #imétrica, s¥%c todos
distintos, o© conjunto de n autovetores apegociados formesm uma bage
para o R'. No caso de exlastirem sutovalores r@peiidoa, sinda spoim &

poesfvel determinar um conjunto de n autovetores associados ]inearmen-

te independente [331].

Teo.1.3 : Se a matriz real A na equac®o (1.2.1) é simétrica, o=

autovetores correspondentes a autovalores distintos g%o ortogonats.

Prova: Sejam (X ,%x ) e (n,,%x;) dots elementos distintos do

autosistema da matriz A. Por hipdtese

entZo,

Subtraindo membro a membro estas lgualdades e uwando o fato de X, "Aw, =

"%, 'Ax; ,obtemos

(A, - ™ )% x,

LS

i
o

Como X  # A;, temos que X, % = 0. Logo x,_ e ¥, 8d0 ortogonals,

Em geral, o comprimento de um autovetor nlo & de interesse. Por

conveniéncla, sempre assumiremos que 08 autovetores de uma matriz
gindtrica a%c de comprimento unitdrio, isto &, eles slio normal tzados.

Un conjunto de dois ou male autovetores ¥, normalizados e correspon-

8



dentes @ diferentes sutovelores matisefezem 8 equegho LT &u
Qualqguer conjunto de vetores patiefezendo este equbglio ¢ chemedo um
conjunto ortonormal,

0Os resultados obtidos sté sgore dizem Peapésta gomente a0 numero
de autovalores e sulovetores de uma matriz, no ceso, real e simétrica,
ficando a quest¥o : como determinar cada um deler explicitamente?

Quando & ordem da matriz aspume valores molores eﬁ fgual & 5, en
geral, precipenos usar um método numérico para determinar um, alguns
ou  todos os elementos de seu autosistema. Vérfos enfoques podem ser

dados para resolver este problema. Um deles é através da decomposic¢¥o

da nmetriz do sistema, A, em matrizes mais simples, para efeito de
céleculos, e que teﬁham os mesmos autovalores da metriz original
(matrizes similares).

Outro enfoque que .pode ser dado ao problema de sutovalores &
através do uso de (écnicas de olimizac¥o. Para ver como isto &
poesfvel, vamoe tomar a equac¥o (1.2.1) e multiplicar anbos os 1 .enbros

peloc vetor nZo-nulo x'

X'Bx = AX'X x #0 (1.2.100
temoe entdo
A= (XAXI/(x'X) ®x + 0 (1.2.11)
Def.1.2.4 -~ A func¥o de valor escalar R : B -+ R, denominada

quociente de Raylefgh, ¢ definida por

R(x)Y = (w'3x)/(x'x) ® & 0O, {(1.2.123




Explorendo algumes propriedades, peculfares, do quocliente de
Raylelgh, ¢ poesivel resolver alguns problemss especisis de sutovalo-
reg e autovetores [3&];

Alnda outra maneira com que podemos abordar o problema de autova~
lores, serd através do cdlculo do polindnic caracterfstico da matriz
A, sendo esta abordagem desaconsclhada na waloria dos casos, a nlo ser

em sltuagles multo propfclas.
1.3. Bormes de Velores e Haotrizes

Para fazer uso de processos numéricos iterativos na solucHo de
problemss praticos, precissmos de uma forma ou de outra, examinar a
convergéneia de sequéncias de vetores e matrizes geradas por esces
processog. Daf, concluimos sobre a necessidade de um concelto geral de
dist8ncla. Este concelto se torna mals evidente através da definiclo
de norma de vetores e matrizes.

Def.1.3.1 - Uma sequénecia de vetores do R ,{x(h , i=1,2,...1},
converge para o vetor x, se cada uma das sequéncias formadas pelos
cor:onentes dos vetores x“’canverge para respectiva componente do
vetor x.

Un tipo especial de sequéncia de vetores convergentes, gue vamos
explorar multo, €& aquele de sequéncia de vetores convergentes
direcionalmente.

Def.1.3.2 ~ Uma sequéncia de vetores do R“g{x(’n, i=1,2,...} é dits
ger direcionalmente convergente se a sequéncia de vetores normallzados

i) .
{x /¢, , 1=1,2,...), com €; '8 escalares n3o-nulos,converge como na

10




defintcBe §1.3.1.

Def.1.3.3 - A& norme Rix) =lixil de um vetor x, & ump funcghic

escalar resel que pattefez ss weguintes condicler

€31) - fiwtit 2 O com [ixil = O pomentle parg x = 0O
(2 - tle.xti = fcl.ixtl pera todo escalar ¢
{3) - Pix + w11 £ ikl 4 iyl

Alravés da def.1.3.3, qualquer fun¢¥o escalar que patisfaz a-
condi¢Bes (1-3) pode ser usada como uma norma vetorial.

Exemplo 1: Algumas normas velorials usadas neste trabalho s#o

Ny

2o x| (1.3.1)

I!xlli= et
o, i/
il = ¢S5 1x. Iy (1.3.2)
i el *
il)diwz max kai (1.3.32

[

As normas 1,2 e o s¥0 também conhectdas respectivanmente coro
norma oclaedral,esférica ou euclideana e cibica.

Usando a defin{¢¥o de norma vetorial, dizemos que uma seqguéncia de

vetores do R ,(x‘“ 37,2, ..., converge para x€ R se e somente me
Lim [1x'- %t} = © (1.3.4)
[y
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peres qus

Def

lquer norme erbitréria.

(v .
1.3.4 - VUme sequencia de mebrizes {a SAEL L2, converge

para matrlz A, se cada uma das sequbnelas formedes peloe elementos des

melrizes

Def .

escalar

(1>

{23

3

(4>

Exen

De modo

matrizes

w
A converge para o respeclivo elemento da matriz A,

1.3.5 - A norma H(A) = [{All de uma matriz A & uma func¢o

real que satisfaz as seguintes condigBes

AL O, com VIAlIL = O gomente para A = 0

- Ple A1 = dct 1Al para todo escalar c

i

HIA + B & LAY + 1IBI

FIABIL £ HIALE. 1IBHY

plo 2: Algumas normas matrictas possfvels s3o :

IiAFli = m?x g; la_;! €1.3.5)
at Yy

PIALL, = ¢ 2. qa )" (1.3.6
i,3=d L4

HAII°° = n.max fa i €1.3.7)
i-,.:\ [ )

andlogo ao caso de vetores, dizenos que uma soquéncla

(h“) L 1=3,2,...) converge para matriz A se e somente ge

b 3

de




ti
Tim [HA = A1l = O {1.3.8}

H-

para qualquer norma arbitréria.

Def.1.3.6 - Uma norma ratricial, 1A, & compat fvel com uma
vetortal Iixil se para todo vetor %, se verifica
PIAXTE € 1AL, T int (1.3.93

Def.1.3.7 - A fung¥o escalar real defintda por

HCAY = max 1A= 1/70ixi] = max! Akl €1.32.102
®nfQ Wxiis 4
¢ uma norma matricial subordinada a norma vetorial lx!i.

normnas

Exemplo 3: A norma matricial subordinada a norma vetorial esférica

ou Euclideana & IIA1l = NA(A'A) , ondeika&:é ¢ malor autovalor de
Wo

A'A. Esta norma ¢ chamada norma espectral de A.

2
Para mostrar isso, através de (1.3.2) temos que [iIxll = (x,x) @

por (1.3.10),

2
max | i1Axl}
L STEE R

2
N(A)

max (Ax, Ax)
itxitas £

1t

max (x,A'Ax)
leye §

i3




a matriz A'A é simélrica e positiva semidefintda (ver sec.1.7), desds
que (Ax,Akx) 2 O para todo vetor x. A matriz A'A tem n zutovalores
reasls, n¥o negatfvor A =2 2 A, 2 ... 2A =4, e um correspondente

asistema ortonormal de asutovetores %, , %, ,...,x

. N " Unm vetor qua!qu@t

¥, normado pode ser represcntado por uma combinac¥e linear dos
gutovetores

X = oo tg,x, + ...+ oC o, .

A ortogonalidade dos autovetores produz

Podemos assim, estimar o valor de (x,A'AX)

(x,A'Ax%)

33 H
-~ -~
M N
o a
- ~
-5 X
_ >
Mo
o f¢y
K
' o
. X
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L St

1]
.
M
3 it
o
>
;

N

R
M
rqw

2
>, tal que N(A) = max (x,A'Ax) =2, .
LEAIERN

2]

especificamente, (x ,A"Ax )

14




.4, Locelleeeto de Butovelores

Em &lgune mélodoes numéricos, pars resclver o problems de sulovelo-
reg, hé necesglidade da det@rminac%o de um intervalo gue contenha todos
os ewultovalores da metriz do problemn. Com este objetive, duss formaes
distintes, mes nuito simples, s%o apresentadars. A primeira beseasda na

defliniclo de norma mstriciel & a segunda ugando op conhecidos cireculeos

de Gerschgorin.

Teo.1.4 : Para toda norma metricial, 11211 & um limite superior

para o valor absoluto dos autovelores da matriz Alnxn).

Prova: Seja A uma matriz arbitrdris de ordem n e {o, ,u)  um
elemento de seu autosistema. Por definicHo Ax =25 x. Além disso, seja
I1ATY  uma norma matriclal qualquer e !ixll = correspondente norma
vétoriai compat fvel. Ent¥o

PRAIL = f1axll = I20 .1 ixt! (1.4.1)

De (1.3.%

FEAXED & TIAL) .V Ixtd (1.4.2)
Portanto, temos que
InbLhIxblL £ AT H x| (1.4.3)

Sendo x um autovetor, & n¥So-nulo e portanto Iixil > O. Assim,

>l £ HIALY (1.4.4>

id5




para todo sutovelor de metriz A,
Aintes de prover o teorema de Gerschgorin, veros spresentar  unm

regsuitedo devido a Hademard [36].
Teo.1.5 : (Bademard) Seja uma matriz A(nxn) com
la.l % 2. ta.l 1=1,2,...,n (1.4.5)

entBo, o det(A) & diferente de zero.

Prova: Por contradic¢¥o, vamos supor que det(A)=0. Assim, © slctena
linear
Ax = 0 (1.4.67
admite . um conjunto Infinito de solucBes nZo~nulag. Seja #,a componen-
te de malor valor absoluto de uma qualquer dessas golu¢Bes, isto €,
i

I, 1 > 1x | 14 J=1,2,..n

Da {-é=ima equag¥o de (1.4.6), temos que

i)

i

portanto,

sl n
tat < 2 ta lixi/ixl < 2 ia

i 52% A=t
kY agi

S
h

que contradiz (1.4.5). Assim det(A) ¢ diferente de zero.

Teo.1.6 : (gerschgorin) 0 conjunto de autovalores de umza matriz

A(nxn) estd contido na unifo dos n circulos de centro B, e raios

i6



regpecltivamente

Prova: Pelo tecorema de Hadamard se

ta;; - Al > 1
o det(A -~ Al)=0. Como og autovaslorer ds matriz A s%0 am rafree de
det(h ~Al)=0, cadsa autovalor x;de A esld locallzado no Interior ou no
contorno do cfrculo de rafo r, . Aseim, o conjunto de todos os
autovalores A.'s da matriz A esta contido na uni¥o de todos os cfrcu-

los de ralos r{ 's.

1.5, Transforneclos de Hourcholder e RotecBier no Plone

Def.1.5.1 - Uma matriz (transforma¢Bo) real A(nxn) tal que A'A=s
AR'=] é chamada uma matriz ortogonal.

Hesta definicBc se as colunas{(linhas) daz matriz A forem tomadag
como vetores do ﬁ“,a condig¥o A'A = 1 ( AA'= 1) diz que as colunas

(linhas) de A formam um conjunto ortonormal.

Tec.1.7 : Se B{(nxn) €& uma matriz ortogonal, entZo para todos os

vetores x,y do ﬁ“, temop:

(1) - 1HIAxI] = |Ixli
2) - 1I1All = 3%,
Prova: Vamos tomar o produto

17




(A, Ry )= (%, B hy)
w{x,ly)

(3, y)

fazendo x = y, temos II1AxI| = iixll, o que prova & parte (1), Usando a

def.1.3.7 tenos

PHATYL = max CUVAIEE, Z1ixid, > = 4.

LE UL |

provando assim a parte (2).
Geoméiricamente, o teo0.1.7 afirma que uma trensformacBolmatriz)

ortogonal preserva tanto &ngulo como comprimento Euclideano.

Def.1.5.2 - Uma transformag¥o elementar ¢ em geral representads

por uma matriz da forma
I+ et wy? {1.5. 1>
com e« um escalar, w e v vetores do R e wv' wum produto diddico,
Para o caso de w = v vetores unitarios, (llwll, =1 ) e & =-2 temos
uma transformag¥o (matriz) de Householder ou refletor elementar.

H = I-2uww', Ilwlu =1, (1.5.2)

Teo.1.8 : A matriz H é simdétrica e ortogonal.

Prova: £ {mediato provar que H é simétrica. Para mostrar que H ¢

ortogonal basta calcular o produto

is



=
=
n

(I-2Zww' {1 -2ww ')
= e duw g et

= i,

al
Teo.1.3 : Para cualsquer dols velores do R » h¥o-nulos de mermo

comprimento Euclldeano, existe uma tranformacho de Householder que

transforma um v Lor no outro.

¥
Prove: SeJja x e y vetores do R de mesmo comprimento.  Tomsndo H

comeo em (1.5.2) temos

Hx

it

(1-2wvw')Ix

¥ —2wi{w'x)

=y (1.5.3)

Segundo (1.5.3) o vetor v tem 2 mesra direcgifc que o vetor (x-y).
Note também que o vetor Hx=y, ¢ simplesmente a diferenga entre o vetor
original x e um mdltiplo do vetor w. Consequentemente, o vetor y &
fgual ao velor x em todos as componentes onde o vetor de Householder
v tem compon;ntes nulos. Afnda de (1.5.3), se w'x=0 0 vetor x sers
inalterado pela transforme¢3o de Householder.

Algumas propriedades da transforma¢¥o H s3o facilmente observadas

através da figura (1.1).“VeJa que geomélricamente a transformacio

linear representada por H ¢ uma reflexZo em relagBo ao hiperplano

ortogonal ao vetor w.

i9




fig.1.1

Dutreas transformacBes que usaremos neste Ltrabalho, 580 as

transformacles elementares conhecidas como rotagles planas. A matriz R

que represnta estas transforma¢lies tem & forma

p q
"y -
1
c s P
1
1
-8 © q
1
i 1

onde c=cos® e g=gen® pears algum Angulio 6.
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Geométricamente, a tranagforma¢¥o linear R corresponde a uma
rotag¥o Dbidlimenslonal de fngulo ¢ no plano gerado pelas dire¢les de
fndicea p e q. Pademoslnotar, também, que a transformagBo R serd
equivalente a uma transforma¢fo de Householder H, quando o vetor w que
caracteriza a matrlz H tem elementos n¥o-nulos somente nas posicdes
(p.p?, (p,q),(q,p) e (q,q).

& matriz R, pode ser caracterizada pelo terno (p,q,8) com 1£p<qg¢n

e © o 8ngulo de rotag¥o. Seus elementos s¥o definfdos por

r, =1 i # p,q
Ny = cosé®
rygy = send
<
e = -gend (1.5.4)
Liq = CcOs9
. = 0 outros

Note que devido a estrutura da matriz R, quando pré-multiplicamos um
dado vetor x do R pela matriz R, obtemos um outro vetor que difere do

original somente nas p-ésima e q-ésima coordenadas permanecendo as
outras tnalteradas. Assim, se x & um dado vetor do R  usualmente
escolhemos o© 3ngulo ©, tal que o elemento ,por exemplo, na q-ésima

pesicdo seja nulo. Isto pode ser obtido escolhendo
- _*
8 = = xq/n e C == xe /iy (1.5.5

iz
onde w = (x; + xi) . Em geral,para efeito de uso prético, usamos

somente o sinal positivo.

21



1.6.8equincte de Bture

Def.1.6.1 - Ume sequiincie de fungles reais i% (M},%A(H),...,ﬂn(x))

na varfdvel real ®, é uma sequéncia de Sturr se:

81 - Ae funcbes & (=), $=0,1.,2,...,n 880 continuasr,

S2 - Para x€ la,bl, f (%) n¥o Lrocs de sinal.

53 -Dois termos suceseivos da sequéncia n%o e enulam No  meemo
ponto.
54 - Se f, (X) = 0, X¢ a,bl, entd¥o,
(%) . £ (%) < 0O t=1,2,...,n-1 (1.6.10
-3 L¥ i
5% - Pare £“{§) = 0, x€la,bl e h>0 suficientemente pequeno

Signif, (x~h)/f,_(k-h))=-1 e Sign(f, (R+h)/f _ (R+h)=+1  (1.6.2)

A condigBo 55, significa que em todo zero de f (x), o sinal de ﬁhﬁi(ﬁ}

corresponde ao sinal da derivada de | (xX),em x = X se ela existe.

Exemplo 4: A sequéncta de fungBes (f (%), Q_(x}, f;(x), ﬁg(x)) de~-

finidas por

2
f, (%) = 1 £, (x) = x - 1 £, 00 = % -3x + 1




€ ums requincie de Sturm.

ke condigBes (53 -~ S55), podem sor verificedas etrevés das figura
(1.2,
flx)
4
fig.(1.2)
Ten.1.10 Seja (f, (x), %_(M),...,ﬁn(x)) uma sequéncia de Sturm, e

H{x) o nimero de trocas de sinais nos termos da sequéncia. Ent¥o, paras

um dado valor de x no intervalo £a,b] o nimero de zerog, m, de £“ {x)

neste Intervalo & fqual a:

B = H(a) - H(b) (1.6.3>
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Prove: Coneidere o numero de Lroces de sinpls ha geqabnela
tf, (3, ﬂ_{“}v"*'fm;(”}r . ()} como ume funclo de x, guando ¥ cresce
monotontcamente de & pera b. Pcla continuidade dor funcBee ne gegubn-
cles de Sturm, o valor ﬁ(#) pe modifica pomente e uma ou male funcBoes

pespa  por um zero. Desde que por dofinig¥o f, (x) n%o troca de einal,

dots cesos devem ser ¢ nglderados

(a) Zeroe oriundos somente dag funches "{nternse” da sequincts,
iato & (fi(x), i=1,2,...,n~11%,
Pelar condi¢Bes 51,53 o 54, -omente as combinacles de sinois

mostrzdas na tabela (1.1) serZo possfvels para h > 0 suffcienvemente

pequeno.
® £ x) ﬂ_(x) . (x) 24 fo(x) f (x) £ ()
L4 4 [
x~h 4+ : ~ %-h - * +
® + 0 - ® - 0 +
x+h  + + - %-h - s +
tab.(1.1)

Em qualquer sfituag¢Bo, o numero de trocas de ginals permanece
inalterado. Isto também sers verdade se £, (x) tem um =zero miltiplo.
Assim, todo zero de uma funcBo "interna” da sequénclia deixa o numero
de trocas de sinals invariante.

(b} Zeros de f_ (x).

Pelas condigBes $1,83 e 55, gomente as combinacbes de wminaig
esbogadas na tabela (1.2) ser¥o possfvels para h > 0 suficientemente

pequeno.
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¢ Q‘(x} ﬂ}fx) W fﬁ(%} Qﬂ}x)

- P

®~h + - w-h - ‘ +

® 0 - Y O 4

®+h - - x+h + +
tab. (1.2)

Em swbos og c&sos, uma troca de eina!l € sublrafda com o crescimpen—
to de %x. Assim, todo zero de f_ (x) reduz o nudmeroc de trocas de sinais
de um,

Resumindo temos que m zeros de f, (%) no intervalo [2,b] diminui o
nimero de mudangas de slnais H{xX) na sequénctia de Sturm de m.Portanto,

m & 8 diferenga entre N(a) e H(b), o que conclu! a prova.

- Exemplo 5: Usando a mesma sequéncia do exemplo 4, podenos
determinar o fintervalo que contém algumas ou todas as rafzes da funcglo

Fz(x), tab.(1.3).

x £ (%) £ (%) £ (%) FoGO H(x)

-1 + - + - 3

O + - + + 2

.S + - - + 2

1. + 0 - - 1

3 + + + + O
teb.(1.3)
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Pore moslrar isto, sejan A, e A, doisg

elementos quelsquer de S e ¢

um resl, DL€l Por (1.7.3) ¢A e (1-t3A p¥o elementos de § w  por

conpegulinte A = LA, + (1-t¥A,, ~inds por (1.7.3) poertence a §.

Def.1.8.2 - Un conjfunto § ¢ um cone, se para todo x pertencente s

5 et 20 tx pertence a 5. Se o conjunto

gque 5 ¢ um Cone convexo.

Exemplo 7: O conjunto § dus nmotrizes

negatives semideflinidas € um cone convexo.

A dJemonglragio é trivial, Sers mais
geométrica deste conjunto.

Para n=2, vaomos Lomar a mpatriz

S tenbdm & convexo, dizemos

restis Bindéiricaes de ordem n

Interessante dar uma vic3o

Esbogando enm R3 © conjunto definfdo por essas relacBes, obtemos a

fig.1.3. Observe que as nmatrlzes negativas definidas est¥o localizadas

no interior do cone.
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De  acordo com a tab.(1.3), ne vitime colunas Ltemos o valorer de
Mix}, donde concluimos que para cada intervalo (-1,0), (.5,1 e 11,3]
exipte respeclivemente, um zero de % (x). O conjunto de todas or zeroe

de % (%) estd contlido no Intervale [-1,3).

1.7, FuncBes Fecalires com Sinal Defintde

Def.1.7.1 - Uma fungZo escalar, V ; R — R, definida numa regi o
s Q;Rﬁ, contendo & orilgem, € positiva definida se Vix) > 0 para todo x

nBo~nulo em £ e VO) = O,

Def.1.7.2 - Uma fung¥o escalar V como da def.1.7.1. & negativa

definida se ~Vix) » 0 para todo x n¥o-nulo e V0O = 0.

Def.1.7.3 - Uma fungBoc escalar, V ﬁ““m%’ﬁ, definjda numa regiio
s < Q“, contendo a origem,é positive semidefinides se Vi) 2 0 pars

tedo w€ 5.,

Def.1.7.4 - Uma fung¥o escalar V como da def.1.7.3 & negativa

semidefinida se -V(x) 2 O para todo % €85.

Se uma fun¢¥oc escalar n%o obedece nenhuma das definigles

anteriores ela é dita ser indefinida,

Fun¢Bes escalares com sinal definido, de grande interesse, s%o as
chamadas formas quadréticas., Estas fung®es escalares s3o definidas

explicitamente por

f(x) = x"Ax (1.7.1>
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com x ¢ R e A ume wetriz real simétricas de ordem n.

Ho caso particul:r é@ formes quedrétices, ¢ muifto comum o uso da
seguinte notacdo: A > O, para indicar que 2 fun¢¥o f(x) é positive
definida. Ho caso de f({x) ser positive semidefintida denotamos
gloplesmente por A 2 O, Este notaclo sgerd largemente usada nosg
capftulos subsequentes,

Em virtude de sua definlc%o, o sinal de umes furme quadrédtica pode
ser delerminado atravéds de alguns critérios estabelecidos sobre a sua

matriz. Por exemplo

1. (Critério de Silvester) Se todos os menores principats |{deres

da matrlz A s%0 positivos, a forma quadrética defintda por A &

positiva defintda.

2.{Critério de auvtovalores) S5e todos os autovalores da matriz A
que define a forma quadrética s%oc positivos, a forma quadritica

definida por A e positiva definida.
1.8. Conjuntoe e fun¢Bes convexas

Def.1.8.1 - Um conjunto 5 € convexo, se para dois elementos gualis-

quer,x,, ¥, de 5 e um escalar t com 0¢t{l, o elemento x = tx,+  (1-tix,

pertence a S.

Exemplo 6: O conjunto S das matrizes reais simétrices de ordem n,

positivas semldefinidas (A > O) ¢ um conjunto convexo.
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fi1g.(1.3?

Def.1.8.3 - Um conjunto V € R* ¢ uma vartedade |{near se, para

dois elementos qualsquer X, ,%, de V e um escalar real t, o elemento

x=tx,+ (1-t)x, pertence a V.

Def.1.8.4 - Un hiperplano em R é uma variedade l{near de dimens¥%o

(n-13.
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Exemplo B: Seja & um vetor do R e b um numero real. 0 conjunto
H=(x € R @a'x = b) é um hiperplano no R .

Através da linearidade da equac¥c a'x=b segue que H & uma
variedade linear. Vamos tomar um ponto (vetor) qualquer x, em H.
Transladando H de x-x_,, obtemos © conjunto H que ¢ um subespago lin@af
do R . Este subespago é gerado por todos os vetores do R que satisfa-
zem a'x = O, portanto, teodos os vetores ortogonais ao vetor a. Dafr,

estd claro que H tem dimens3o (n—1).

Def.1.8.5 -~ Um seml-espago fechado positivo (negativo) associado a
um hiperplano H = (x€ R : a'x = b) & um conjunto convexo dado por
b .
H=(x€R : 8'x > b} (1.8.1)
H=(x€R : a'x £ b) (1.8.2)
No caso de desigualdade estrita (> , <) temos semi-espagos abertos

positivos (negativos).

Def,1.8.6 - Um conjunto 5, que pode ser escrite como a Intersecio
de um numero finito de gemil-espagos fechados & denominado um politopo

Convexo.,

Def.1.8.7 - Uma fun¢¥o f definida sdbre um conjunto convexo S &

convexa, 8e para qualsquer elementos x, , x, pertencentes a S5 e um

ES

escalar t, 0<t£1 a desigualdade

f(txi+ (1-tix,) £ t f(x*) + (1-t) f(xz) (1.8.3)
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6 sempre verdadelira.

Fimw

Exemplo 9: A fungdo norma N : R -~ R definida por
H(AY = (1Al

¢ uma funcio convexa.

WO,
Para mostrar isto, vameos tomar doilg elementos A; e A2 do R [

O£t€1. Seja A = thi+ (1-t)A, .Da definl¢Zo de N temos
NCAY = TItA, + (1-t)A 11
$ t Ptale + (1~t)ll&zil
= L NC(A ) + (1-t) N(A,>»,
Donde se concluil que N & uma fun¢Ho convexa.
i.9. Hétodo CGradientes Conjugados

Heétodos gradientes conjugados foram iniclalmente propostos, por

M.R. Hestenes e E. Stifel (251, para resolver sistemas de equa¢Bes

lineares, em seguida R. Fletcher e C.M. Reeves [16] apresentaram unm
algoritmo completo para minimizac%3o de funcles n3o-quadridticas, sem

restricBes. Neste algoritmo, a cada iterac¥o é necessério resolver um

sigtema linear pelo método de gradientes conjugados. O nome gradientes

conjugados, surgiu pelo fato das dire¢Bes de buscas dos métodos acima
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gerem direcbes conjugedar, geredess » pertir doe gredientes da funcho

envolvide no proceseo de mininizaglo.

Def.1.9.1 - Dado uma matriz Alnxn) real e sgimétrica, dois velores,
p e q do Q“, o ditos dire¢Bes conjugadas (A-ortogonal) com relac¥o b
matriz A se

p'kq = O. 1.9.1)
Com esta definic¥o, temos que 2 no¢¥o de direcBes conjugadas &

uma generalizag¥o de ortogonalidade, em cujo caso a matriz A é fgual a

matriz Identidade I.

Exemplo.10: D conjunto dos n sutovetores de uma matriz Alnxn) real
e simélrica € um conjunto de vetores conjugados com beiacﬁo a A.
Vamos tomar dois autovetores quaisquer x,e x,da matriz A. Seja A, 0

autovalor de A assoclado a xn. De (1.2.1) temos

Pré-multiplicando esta tgualdade por x, temos
X, A%, =A%,

Como x,e x,s¥0 vetores ortogonais
X, A%, = 0,

Assim, x,e x,s30 vetores conjugados.
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Teo.1.11 ¢ BSe A(nxn) & uma matriz real, simétrica e positiva

definida e © conjunto de vetores nXo-nulos €a ,% pee e P ) B
A-ortogonal, ent¥o os vetores p's, i=1,2,...,m, 830 linearmente
b

independentes.

Prova: Vamos supor que existem m escalareg a ,1=1,2,...,m tals que
i
Y_a.p = 0. (1.9.2)
-39 *

Pré-multiplicando (1.9.2) pelo vetor p'hA, temos
L

a p'Ap = 0. (1.9.3)
Desde que A é positiva definida, p'Ap>0. De (1.9.3) temos que a, = O
{=1,2,...,m, o que coconclul a prova.

Métodos de diregCes conjugadas, invariavelmente, s3o projetados e

anal {sados para minimizar(maximizar) fun¢des quadréaticas do Lipo

Fix) = (1/2) =x'Ax - b'x + ¢ , x€ER (1.9.4)

onde A(nxn) ¢é uma matrtz real simétrica e positiva definida, b um
vetor fixo do R e c um escalar.

0 gradiente da fungdo quadréatica (1.9.4) num ponto x, 6 o vetor
df (x)/dx = Ax-b. Um ponto critico de f(x) ¢ um ponto tal que

af () /7dx = 0. Assim, %X serd um ponto crftico da funcdo f se e somente

gse x & solucZo do sistema de equacles
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Ax = b, (1.9.5)

Vemos denoter tembém o vetor (b~Ax) como pendo o vetor regfdue, r, do
gistena (1.9.5) em x. Note que r = - df(x)/dx.

Um Importante resultado que relaciona diregBes. conjugades com
minimizacBo de funcBes quadréticas sem restricBes & devido s H.J.D.

Powell [40).

Teo.1.12 (Powell) : Seys {p op +...,p ) um conjunto de vetores
4 z e
ndo-nulos, mutuamente conjugados com relaglo a matriz Alnwn) real,

eimétrica e positiva definida. O ponto do R“que minimiza a fungdo

quadrética (1.9.4) gobre a variedade |inear gerada pelo ponto x, e os
vetores a ,g RN - ¢ obtido fazendo buscas aso longo de cada ums
das direcBes conjugadas somente uma vez.
. Prova: Todo ponto x pertencente a variedade linear, pode ser es-
crito como
X = x1+i‘aip_ (1.9.6)
L= -
com a., 1=1,2,...,m, escalares. 0O ponto minimo requerido serd entdo
v,
X = x + 2 a'p (1.9.7)
[N b
onde oOs a:, 1=1,2,...,m, 8%0 escolhidos para minimizar a funcgio

£Ux) = £(x,+ ?_;a.kpl )

]

e
1 z 4
FOe,) +2[a p' (Ax, -b) + (1/2) a p'AR) (1.9.8)
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Pelo teo.1.11 o vetores &'B geram um subespeco de dimens¥o m. Desde
que, nlo exiepte termos cruzados em & ,isto @, &8 .8; pars t¢3, O aiﬁ,
i=1,2,...,m, Otimos egerlc encontrados resolvendo m problemas  de

minimizag¥o do tipo

. . - £ '
ﬁgn (f(xg + Biﬂ,(ﬁxx b} <+ (1/2) aiplha} (1.9.9

1

Kag (1.9.9) é equivalente s resoclver

min f(x, + & p) i=1,2,...,m (1.9.10)
a‘ L%y .

L

Consequentemente, buscendo o ponto mfnimo nas m direg¢fies conjuga—
das somente uma vez, chegaremos a solucfo Stima ai Si=1,2,....,m e
pobtanto, ao ponto mfnimo de f(x) restrito a variedade linear. Com
isio, a prova estd conclufda.

Fazendo m = n no teo.1.12, podemos ent¥o encontrar o mfnimo da
fungfo quadratica (1.8.4) sobre R, slmplesmente pesquisando ao longo
de n dire¢Bes, n¥o-nulas, mutuamente conjugadas com relaco a matiriz
A.

Quando as dire¢Bes mutuamente conjugadas, R.' i=1,2,...,n, %0 osg
vetores negativos dos gradientes (r=-df(x)/dx) nos pontos obtidos apds
cada pesquisa, temos o chamédo método dos gradientes conjugados [22],

que pode ser enunciado, da geguinte manelira:

Passo inictial. Selecione um ponto x, e calcule

g =71 o= b - Axi (1.9.11)

35




Pessos iterativos. Tendo obtido x ,r e p culcule x  ,r e p
L3 L [y Bed Kot b L ¥

pelaes férmulas

a = (¢ /d. ), d = Rﬁh&, c = Rfﬁ (1.9.12)
X =X + ap, r = r - ajp (1.9.13)
eg 3 (™ g k ¥ o'w
= —- {p'A Y/d .9,
tl Q i41 / " (1.9.14»
=r + b (1.9.15%
Rﬂi iy ¥ PK
EY
Término. Ho m-ésimo passo, m¢n, se llqﬂii = 0, pare. Xx = x , é o©

ponto de minimo da fun¢¥o f.
1.10. Siotenes Dinfmicos: Ectobilideade

Sistemas din8micos ser3o focalizados neste trabalho segundo seus
aspectos de estabillidade. Para um estudo das propriedades, assim como
para efeito de anédlise segundo o ponto de vista de estabilidade,
torna-se necessdrio algumas no¢Bes bésicas relativas ao préprio
sistema.

Todos os conceitos e definicﬁes aqui apresentados ser%o restritos
a classes de sitemas din8mtcos descritos por sistemas de equacBes a

diferengas (sistemas discretos) ou sistemas de equacBes diferenciais

(elgtemas contfnuosg).
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Def.1.10.3 - Um pistema dinsmico invarlente no tempo seré descrito

alrevés de uma das equacBes .

®{L+1) = Fix(L)) ; x(0) = X, t=0,1,... (1.10.13

para o ceso de glstemse discretos e

KLY = FIx(L)) ; x(0) = x t >0 (1.10.2)

para sistemss contfnuos.

0 vetor (.)€ R & o vetor de esgtado do sigtema e f(.);ﬁamw R uma

func¥®o vetorial contfnua que satisfaz as condicBes de Lipschitz [261, -

tsto €, para quaisquer dols estados x e y pertencentes a regifo do ﬁt

S(x) = (Xx€ER : llx - xII<t e It ~ t)<8)
a2 condicEo

Hif(x) - f(y)liS/giix-yli (1.10.3

. € sattsfelta. A constante 7 depende somente de € e & . §

Um caso particular de interesse € quando f(.} & uma fungdo 1inear

com (1.10.1) e (1.10.2) tomando as seguintes formas

X(L+1) = Ax(t) ; x{(O)

i
X

o t=0,1,... (1.10.4)

XY = Ax{t) ; x(0) = x, t >0 (1.10.5)

onde A é uma matriz constante de ordem n.
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Entre os conceltos que conduzem 3 andlise de establlidade de

slstemas dindmicos, estd o de ponto de equilfbrio.

Def.1.10.2 -~ Um vetor de estado %X é um ponto de equllfbrio de um
gigtema dindmlco, ge uma vez que o vetor de estado do sglastema sendo

fgual a X, ele permanece Igual a X {ndefinidamente.
Para o caso dos sistemas din2micos (1.10.1) & (1.10,.2) temos:
x = (%} (1.10.6)
0 = f(XR) (1.10.7)

Hote que quando f(.) & linear como em (1.10.4) e (1.10.5), a
determinagdo de X serd através da soluc3o de um sistema de equagBes
llnéares.

Propriedades de estabilidade caracterizam o comportamento do siste
ma quando ele é iniclallzado prdéximo a um dado ponto de equllfbrio. Se
”o sistema for inicializado num estado exatamente igual ao ponto de
equllfbrio, ent¥o por definic3o ele nunca se moverd. Quando Iiniclalt-
zado proéximo, o estado pode permanecer préximo a ele talvez até
tendendo na diregdoc do ponto de equilfbrio com ¢ decorrer do tempo.

Para tornar a definic3o de estabilidade precisa, necessitamos sa-

ber o que significa um estado estar préximoc de um ponto de equilfbrio.

Def.1.10.3 - Uma vizinhanga S(X,R) no espaco de estados é o con-
Junto de todos os pontos no espaco que satisfazem

ix-%11, < R (1.10.8)
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Segundo (1;10.8), 5(x,R) 6 uma esfers de centro em X e rafo igual
a R.

Def.1.10.4 -~ Um ponto de equilfbrio x de (1.10.1), (1.10.2) 4
estdvel se existe R, >0 para o qual se verifica: para todo R(R_,, existe
un r, O<r<R , tal que se x €S5(R,r) ent¥o x(L) ests dentro de 5k,

para todo t>0.

Def.1.10.5 - Um ponto de equilfbrio % de (1.10.1), (1.10.2) &
assintoticamente estdvel se ele & estdvel e em adicio existe um R, »0
tal que se o estado for iniclalizado em S(X,R), ele tende a x quando t

cregce.

Def.1.10.6 - Um ponto de equilfbrio x é instével se ele nio &
estidvel. Isto e, X é Instdvel se para algum R>0 e qualquer O<r<R
existe um ponto em S(X,r) tal que se o estado do sistema for tniciali-

zadodo neste ponto, eventualmente x move-se para fora de S(%,R).

Com © propdsito de analisar a estabilidade de sistemas din8micos,
o engenhelro russo A. M. Lyapunov publicou dois métodos. O champado
primeiro método ou método indireto de Lyapunov consiste em verificar’a
establlidade através de uma vers¥o linearizada do sistema. Esta
linearizacdo é baseada numa expans3Io em série de Taylor da funcg¥o £(.)
em torno de um ponto de equilfbrio do sistema [32].

0 segundo método ou método direto de Lyapunov [26], consiste em
andlisar a estabilidade do sistema a partir de sua equac¥o sen

precisar resolvé-la.
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Hog Jditimos anog, este segundo método vem recebendo uma atenclo
muito egpeclal dos pesquisadores da drea de sistemas dinlmicoe, pelo
fato de ser uma abordégem multo geral, n¥%c se restringinde a uma

classe particular de sistemas.

Def.1.10.7 - Uma fun¢Zo escalar, V: SCR — R é uma fun¢io de
Lyapunov para um sistema din8mico e um ponto de equilfbrio do sistena
pertencente a 5, se satlisfaz as seguintes condicles:

a - V & uma funcgdo contfnua

b - V atinge seu Unico mfnimo em XK€ S

¢ -V & sgenpre decrescente 2o longo de qualquer trajetdria, do

slstema, contida em §S.

A primeira condi¢do estabelece que o gréfico da fung¥o V,no espago
de estados n¥%o possul descontinuidades. A segunda, que V é minimizada

em X significa que seu grifico tem seu ponto mais baixe em X. A

terceira condig¥c é aquela que realmente relaciona a funcio V com o
sistema. Quando o estado evolul no espa¢o de estados de acordo com as
" lets do movimento, assoclamos com cada Instante de tempo t o corres-
pondente valor da funcdo V(x(t)). O comportamento no tempo da func3o
V & um resumco do comportamento de x{(t). Assim, a terceira condig%o

para uma fun¢3o de Lyapunov é que o valor de V associado com o vetor
de estado x, nunca crescga com o tempo quando o sistema evolui.

As figuras (1.4.a) e (1.4.b) sintetizam as noc¢Ses geométricas de
uma fun¢¥o de Lyapunov para um sistema de duas varlsvels de estado. A

primeira mostra o grafico da fun¢¥o V, no espago de estado. A segunda

¢ um tragado das curvas de nfveis de V, lugar dos pontos onde V &

constante, no espag¢o de estado.
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Note «que estes comentérios s¥o wvalidos tanto para sletemas

discretos como para sistemas contfnuos.

7

(a? _ (b)

fig.(1.4)

Vamos agora focalizar, somente sistemas discretos no tempo do
tipo (1.10.1) junto com um dado ponto de equilfbric %.
| A condig¢¥o (c¢), de que uma fungdo de Lyapunov nunca crescga ao
longo de uma trajetdria pode ser traduzida através de uma relac3o
matematica especifica.

Se em qualquer instante t. o estado do sistema (1.10.1) & fgual a x
entdo, no préximo instante (L+1) o estado sersd f(x). Os valores da
fun¢¥o de Lyapunov nestes pontos s3o respectivamente VI(x) @ V{(fi{x)).

Portanto, a vartag¢3c no valor de V sers

AVIX) = VIF(x)I-VI(x), : (1.10.9
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Se Vo€ ume fung®o de Lyspunov sobre ume regiBo & do  eppago  de
erlados, erta wvartac¥o é nBo-positlive pars todo estado x em $. En
oulras palavras, 2 condi¢¥o de que & fung¢Bo de Lyapunov n¥%o cres¢a so

longo de uma trajelorta se traduz atravée de:
HV(x) = Vf(x))-VIx)I<O (1.10.10)

para todo x€ 5.

PDef.1.10.8 - Uma func¥o V, definida numa regi¥o 5, do espa¢o de

estados de x{(L+1)=f(x(t)) e contendo o ponto de equtlfbrio %, € uma

func8o de Lyapunov do sistema discreto no tempo, se ela satisfaz as
seguintes condigUes

(1) - V & uma func¥o contfnua

(2) - V atinge seu Unfico minimo em R€S

1(3) - A variag¢¥o no valor da func3o é&V(#) = V(f({x)) - Vix) satis-

faz AV(x)I<O para todo %€ 8.

Teo.1.13 : (Discreto no tempo) Se existe uma fungBo de Lyapunov V

numa regldo esférica S(X,R_, ) com centro em X, ent3o o pontoc de

equllfbrio € estével. Se, a2lém disso, a funglo AV € estritamente
negativa (A VIX)<0) en todo ponto (exceto k), ent%o, a estabilidade &

assintdética.

Prova: A prova serd baseada em relac¢Bes geométricas {lustradas na

f1g.1.5. Suponha que Vix) & definida na regi3o esférica S(X,R,). Seja

R arbitrério com O<R<CR,. Seja R, <R, selecionado, tal que se x& 5(x,R)

ent3o f(x)€ 5(x,R ). Um tal R, existe porque f & contfnua. Com ests
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egcolha, se o vetor de estado pertence a S(Q,R$}, ele n3o passa da

esfera mator S(x,R,;) em um passo,

Fig.(1.5)

Agora seja m o valor mfnimo de V(x) sobre a regido definida por
R, £ 1lIx-%x11 (R, . Este valor minimo existe perque V& por hipdtese
contfnua. Também temos m>V(X) j& que V tem um unico mfinimo em X.

Sendo V contfnua, é possfvel selecionar um 0< r <R; tal que para
X € 5(¥,r) temos V(x)<m, porque préximo a X a func¥o V deve tomar
valores prodximo a V(X).

Agora suponha que x(0) é tomado como um ponto arbitrério em
S5(x,r), entdo VI(x(0))<m. Desde que, AVI(x)<O o valor V(x) n3o pode
crescer com © tempo. Portanto, a trajetdéria nunca pode sair de
S{X,R,) e consequentemente ela nunca pode salr de S(%X,R). Assim, para
este arbitrario R>0 encontramos r>0, correspondente as condi¢Bes de
defini¢3co de estabilidade.

Se em adig¥o & V(x)<O0 para todo ponto exceto X, ent3o, V deve

realmente decrescer contfnuamente (ou para todo t,ou enquanto o estado
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alcanga X, =se Isto ocorrer num tempo finito). Assim, V(x) converge
para algum va}or Iimite @. A dnica quest¥o que resta é saber se &
posefvel para B>V, Isto n¥o ¢ possfvel pois, desde que Vix(t))
converge para i, deve ser verdade que A VI(x(L)) converge para zero.
Has A V(x) & estritamente negativa exceto para %. Assim, desde qué
HV (R é‘ccntfnua, %{t) deve convergir para R e V(x(t)) deve convergir
para V(X). Isto caracteriza estabtlidade azssintdtica, o que  prova o

teorema,

Vamos considerar agora, slstemas contfnuos no tempo (1.10.2) junto
com um dado ponto de equllfbrio X, assumindo ainda que f & continua.
Ro caso contfnuo no tempo, o requesito de que o valor da funcglo de
Lyapunov nunca cresc¢a ao longo de uma trajetdria, é expresso em termos
da derivada no tempo. Suponha que x(t) & uma trajetdria. Ent3o V{x{(t))
representa o correspondente valor de V ao longo da trajetdrta. Para

que V n3%o cres¢a, requeremos que VIx(L)I<0 para todo t. Usando a regra

da cadela para diferenciagdo tenmos

VIR(E)) = (BV/a%).x(L) + (dV/px).%x(t) +

+ (dV/ax).x(L). (1.10.11)

Usando a equag¢¥o do sistema original, (1.10.11) torna-se

Vix(t)) = (®V/2x).fiix(t))y + CDV/hxs.ﬂ(x(t)) +

+ BVAx) . [k, (1.10.12)

que pode ser escrito como
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VExCt)) = V(L)) £ (b)) (1.10.13)
sendo ¥ V(x(t)) o vetor gradlente da funcio V.

Portanto, a condi¢¥o de que V n¥o cresca so longo de qualquer

trajetoria do sislema, se traduz stravés de que V(x) =V V(x) £f{x)<0

para todo x€ 5.

Def.1.10.3 -~ Uma funcg¥o V definida numa reglifo S do cgpagoe  de
estados de x(t)=f(x(t)) e contendo o ponto de equilfbrio X & uma fun-
¢do de Lyapunov do sistema contf{nuo no tempo, se ela satisfaz as sge-
guintes condic¢fBes:

(1> V €& uma fung¥o contfnua e tem primeiras derivadag parclais

contfnuas.
(2) V atinge seu uUnico mfnimo em X € S.
£3) A funcgZo 6(x) = VVIx)‘f(x) matisfaz VI(x)<O para todo x € 8.
Teo.1.14 : (Contfinuo no tempo) Se existe uma funcio de Lyapunov
V{xX) numa regi3o esférica S(Q,Ro) com centro em X, ento, o ponto de

equilfbrioc X & estdvel. Se, além disso, a funclo Vix) & estritamente

negativa em todo ponto (exceto %), entZFo a estabilidade & aggintdtica,

Prova: Sim!llar a do tao.lli3.

Exemplo.11: Considere o sistema autonfmo linear contfnuo no tempo

x{t) = Ax(t) (1.10.14)

45




Vamos essociar e este sleteme & o ponto de equilfbrio x = 0 & forma

quadrética

Vixi=x'Py £1.10.1%)

onde P € simétrics positiva definida. Esta fung¥o V & contfnue e tem
primeiras derivadas parcials contfnues. Alén disto, desde qgue P &
positiva definida, a orfgem & o uUnico ponto minimo de V. Aseim,V emn
termos gerale ¢ uma candidata enm potenctial para uma funcfo de

Lyapunov. Resta, portanto, determinar como V() € Influencfada pels

din%mica do gistema.

De (1.10.15)
V(%) = %'Px + x'Px
= X'A'Px + %'PAx
= X'{(A'P + PA)x.
Def inindo
A'P + PA = - (1.10.16)
témcs
Vix) = - x'Ox.

Sendo V uma funcgBo quadratica, a func¥o V sers umsa funclo de Lya-
punov se a malriz Q for posttiva semidefinida. No Caso da matriz Q ser
positiva definida, o sistema (1.10.14) sers assintSticamente estével.

Exemplo.12 : Para o caso de sistemas digcretos

x(t+1) = Ax(t)

a equag¥o matriclal de Lyapunov apresenta a seguinte forma:
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A'PA - P = -Q (1.10.173
com Q e P matrizes reals, sindtricas e posttiva definidas.

Def.1.10.10 =~ Uma matriz real Alnxn), 6 estdvel pe o siptema

(1.10.4) ((1.10.5)) & agsintdéticamente eatdvel.

Através do te0.(1.8) ((1.9)) e da def. 1.10.10, temos que: uma

matriz real A & estidvel se e gomente se a eq.{1.10.17) ((1.10.16))

admite uma solug¥o P positiva defintda para qualquer matriz Q positiva

definida.

Def.1.10.11 - Uma matriz A{nxn) real é dlagonal estdvel se DA &
uma matriz estdvel para qualquer matriz D = (d, , i=1.,2,....n) conm
d; >0.

Teo.1.15 : 5Se existe uma matriz diagonal P, tal que A'P + PR &

negativa definida, ent3o A & diagonal estiavel,

Prova : Se A'P + PA = -Q com Q>0, entio

(AD) 'PD + DP(AD) = - DQD (1.10.18)

para qualquer matriz diagonal positiva D. Desde que, PD e DQD gZo

ambas positivas defintdas, AD ¢ uma matriz estgvel.(Ex.11).

0 mesmo enunciado pode ser dado para o caso da eq.(1.10.17).
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Ceplftulo 2

Froblems Corpleto o Eepeciel de hulovelores

do ume Metriz Reazl o Elmétirica

2.1, Introducto

O problema de calcular o autosistema de uma matriz, pare efeito
didético, divide-se em duas categorias. A primeira engloba osg proble—
mas de achar todos os elementos do conjunto (h %), 1=1,2,..n) onde
>, ®d0 o® zutovalores da matriz o #; o8 autovetores asssociados como na
def.1.2.2, sendo est? @ chamado problema completo de autovaliores e
autovetores. HNa gegunda categoria, est¥0 o8 chamados problemas
especiais de autovalores onde um ocu alguns, mas n¥o todos os elementos
(™i/% ) do autosistema da matriz devem ser calculados,

Indubtitavelmente, qualquer problema da segunda categoria pode ser
resolvido pelos métodos propostos para resclver aqueles da primeira.
Ocorre que os métodos existentes para resolver o problema completo, en
geral, exigem um esférgo computacional muito grands. Daf, o empenho no
sentido de elaborar métodos numéricos -especificos para resolver
problemas especiails.

Heste capftulo, vamos abordar problemas das duas categoriasg,
propondo algoritmos numéricos para calcular o autosistema de uma
matriz simétrica, assim como, resolver um tipo particular de problemas
@specials, que consiste em calcular o menor ou malor autovalor e gseu

regspect.ivo autovetor,
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O priweire slgoritmo a ser epresentado, determing o sutosislena de
ume  metriz real sindirice Al(nxn) de uma formes muito peculler, Ko
célculo individualizedo de ceda elemento (A, %) do sutosistema, ooté
& razdo principel pela qual este algoritno tmrné»we um ferraments
mutto Util na determineg¥o e andlise da estruture de sutoplielemer, L¥o
necespéria na endlise de convergébnela dos procescos de otimizaclo,

A abordagem efeluada por este algoritmo conslste em decompor a
matriz A(nxn) num produto de outrap matrizes, Epta decomposicio &
felta stravés de tLransformactes ortogonais (Householder), sendo que, a

cada nova {teracg¥o, obtemos uma matriz similar 2 matriz anterior,

Este processo de decompos!i¢io continua até se obter uma matriz na
forma tridfagonal, A partir deste ponto, pappamos a trabalhar com a
matriz tridiagonai, calculandoe seus sutovalores e respectivos
autovetores. Hote que os autovalores da matriz tridiagonal g%o o5
mesnos da matriz original, n¥o cocorrendo o mesmo para os sutovetores,

A determinag¥o dos autovalores & feita através de uma sequéncia de
polinbmios, cujo termo de maior grau € o polindmio caracterfstico dsa
matriz tridiagonal. Hostramos que esta sequéncia polinomial, & uma
sequéncia de Sturm . Em seguida, obtendo um intervalo que contenha
todas as rafzes do polinbmio caracterfstico (autovalores) € possivel
através de um processo de encontrar rafzes dé um polinBmio, obter os
autovalores. O processo usado é conhecido como método da bigse¢Ho
intervalar repetida. |

Para obter todos os autovetores da matriz tridiagonal, propomos
resolver n glstemas lineares tridiagonals, usando rotacbes planas.

Em seguida, conhecendo os vetores que definem as transformacbes

ortogonais do processo de tridiagonalizaclo e og autovetores das

matrizes tridiagonaie, completamos a dltima etapa, deste algoritmo,
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deduzindo uma relag®o de recorréncia, para calcular os autovetores da
matriz original A.

Os outros algoritmos propOStoa abordam especificamente um problena
especial. Esta abordagem e felta através do uso de técnicas de otimi-
za¢d0 que exploram as propriedades da fung¢¥o quociente de Raylelgh.

A uttlizac¥o de dire¢fes conjugadas (gradtentes conjugados), com

objetivo de minimizar (maximizar) a fung¥o quoclente de Rayleigh

permlite, que esszes algoritmos sejam aplicados a problemas cuja dimen~
sdo da malriz seja de valor considerdvel: os chamados problemas de
grande porte. Como ewm geral, as matrizes dos problemas de grande porte
apresentam estruturas esparsas, serd perfeitamente wvidvel, através

destes algorttmos explorar esta esparsidade.

2.2. Céiculo do Autozistema de umz Hatriz Simdtrica.

2.2.1 Rlgoritmo

Seja uma dada matriz A{nxn) simétrica. Vamos considerar o problema
de calcular todos os pares (x,,x ), 1=1,2,...,n com x, n3o-nulo que
satisfazem a equag¥o

Ax, =A%, - (2.2.1)

Para resolver este problema, propomos um algoritmo que consfste

baslcamente de trés etapas:

El - Usando transformag®es elementares ortogonals de Householder,

obter uma matriz simétrica tridiagonal T, a partir da matriz original

A.
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"E2 -~ Calcular os autovalcres da matriz tridtagonal T - que por
similaridade s¥%0 os mesmos da matriz A - usando o método da biseeclo
Intervalar repetids.

E3 - Determinar os autovetores da matriz A, associadog aosm seus
regpact{vos autovalores, g partir dos auvtovetores da matriz
tridlagonal T.

Lste algortitmo difere de um inifctalmente proposto por Glvens-House
heolder e posteriormente completado por Wilkinson [53,54). Aqui, o
intervalo iniclal contendo todos os autovalores é determinado usando o
teo.1.6 de Gerschgorin. Os autovetores em E3, propomos  gque  sejam

calculados a partir da solug¥o de n sistemas lineares simétricos

tridlagonals usando rotag¢Bes planas.

2.2.2 ReducHo a Forma Tridiagonal

mntre os métodos disponfveis para obter uma matriz simétrica

tridiagonal T a partir de uma matriz simétrica Al{nxn), o wmndétodo
proposto por A.S5.Householder [50] mostra ser o mats eficiente de

todos, apesar da sua aparente complexidade.

Com o mesmo propdsito J.W.Givens [231, inspirado na idéia inticial
de J.C.Jacobi, sugeriu o uso de rotagBes planas para anular elemento
por elemento da matriz A, fora das posi¢Bes tridiagonals. Mesmo sendo
uma {déta multo simples, no computo geral o numero de operag¢des
realizadas pelo método de Givens, é maior que o realizado pelas
transformacBes de Householder [48], que conslste em anular simultanea-

mente todos os elementos de uma ilinha (colunas) fora das posicles

tridiagonals em apenas um passo.
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Ha verdade, esle procedimento pode wer usado para oulros propéef-
tos, como por exemplo, na decomporicfo de ums metriz retanguler pers

calcular seu valores aingular@ﬁ {50), que & ume generalizeclo de lddia

de mutovalores.
2.2.2.8 - Relrglier que Deflinon o Hétodo

Vamos, agora, estabelecer as relac¢Bes que definem o mnétodo de
Householder para obter a matriz T na forma tridizgonal.
Vamos supor que temos uma matriz simdtrics A={a..) de ordem n, e k

matrizes de Householder (H,,H,,...,H ) taisque

A = (H ,,..,Bk)‘A(Hs,...,HK} (2.2.27

tenha a forma

b x
x X g
X M X

+ o . kxk . (2.2.3)
mmmmmmmmmmm wd
x *
X . . Xinxn

Isto &, A 6 uma matriz formada por dois blocos n¥o-nulos. O superior
¢ uma matriz tridiagonal de ordem k e o bloco inferior é uma matriz

quadrada de ordem (n-k).
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A pertir de (2.2.3), oblemos & matriz na forms tridiegonal quendo
k= (n~2),

Para caracterizar uma iterac¥o, vamos obler A, que & tfpica.
Suponha que queremos eanular ow elementos a, REB,Q,...,n, g por
simetria a,, . Escolhence o vetor w com & primeira componente nuls, ou
seja w' =L0,w ,w,,...,w 3. Isto porque desejamor que a matriz A, tenha
elementos nulos fore des posi¢Bes tridiagenais de gus primeira inha
(coluna). Assim, & malrlz que representa 2 transformsc%o de Houmehol-

der serd;

[ 1 0 0 cas 0 ]
2
v 1 - 2w, -2w,w, ... -2V, W,
H = 0 — 24, Wy 1~2w; P 2w, v, | (2.2.4)
| 0 ~Zww. -2wiw, ... 1-2ul

Para determinar as componentes n¥o-nulas do vetor w, vamog efetuar

o produto H /AHK, = H AH, e representar o elemento genérico deste produto

por &.;. De imediato verificamos que a primeira linha do produto H, A

permanece inalterada e os elementos da primeira linha da matriz A, = H
AH, s3o0:
LV
4, = (1~2w:)am - 2’421‘;'3 27 e T 2ZW W oA
= "2w W oa,+ (1-—2w:)au- cee 2w 0w B, (2.2.5)
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2
LA AW v e, - 2uow B Lt (52w e

Como o vetor v tem 2 primelira componente nula, pelo teo.1.7. temon

que
AN T 2
?., ﬁg'*’?i 8, = B (2.2.6)
J=R IR
Defintndo
f=wa +wa + ...+wa, . (2.2.7)
Temos de (2.2.5) que
gj,,:\:: ai:\”— 2"{3“ ’ szﬁsguu-;no (2:2.8)
De (2.2.6) e ¥,,= 0 para j=3,4,...,n, temos
2 2 )
g,, =8 (2.2.9

Portanto, de (2.2.8B) segue que

a,- 2glf

H
t+
L+

(2.2.10)

Como o objetivo é §x33 0, Jj=3,4,...,n, ainda por (2.2.8)

ali" ijf

"
o)

(e
L
W

"N
bo

(2.2.11%




Hultiplicando (2.2.10) por w,, cede uma des equacles de (2.2.11) pelo

correspondente w;, ediclonando as equacles repultantes e levendo em

conta gque 1iwll=l, Ltemos que
f =3 ws (2.2.12)

De (£2.2.10) e (2.2.12) podemos calcular o valor de w, @ com isto

(2.2.10) permite calcular o valor de . Usando as equagBes (2.2.11)
temos Wi Jj=3,4,....,n.
Resumindo

- if2
{.501. +(a12/a}l) H

£
B

#

w. = .5(a, /) J=3,4,...,n (2.2.13)

Hote que existem duas delerminagBes para o vetor w, dependendo do
sinal escolhido para s. Adotaremos para ®, sempre 0 mesmo sinal de B.pr
NHote também que através das relagBes (2.2.13) podemos determinar o
vetor w e consequentemente a matriz H,.

Resta agora completar a transforma¢¥o de similaridade da matriz A,
usando H, . A matriz produto A, = H/ARH, pode ser determinada sen
encontrar a matriz H, explicitamente.

De (2.2.4) o elemento genérico da matriz H(h ;) pode ser escrito

como

hiy=872v; v $,J=1,2,...,n (2.2.14)
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onde 6ﬂé o delte de Kronecker,

O elementor de metriz H'A = H A p30;

Vamos definir

(2.2.13)

(2.2.16)

Note que de (2.2.7) e (2.2.16) temos f = P » Visto que w, = 0.

Aesim,(2.2.15) pode mper escrito como:

a. .
La

a.. - 2”LH;' 1,J=1,2,...,n

[N 3

Oz elementos 5;3da matriz Ai= H;AHLsﬁca

id

iy
:z; Ca;, = 2w p )¢ 8 ;- 2y v )

(2.2.17)

.

i
" 2w.2 a, W - Ewipj+ 4w, ujz pw .

J sy
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For simetria o da eq., (2.2.16)

> >
ot Y B T gﬁ g Y5 D

*

Definindo o escalar g indepundente de 1, 3 conos

©
[
)
T
£
x

v
= p v (2.2.18)

.. = a .~ 2w5 P, - 2”":. P, + Qwi W. 9

= B, - 2wi(p$ - gw‘s) - 2w, {p. — gw; )
= a;_; - Wqu"'. wdqi i,J=1,2,...,n (2.2.19)
onde
q; = 2(p3 - gws). J=1,2,...,n

Resumindo, temos que o5 elementos da matriz As.(ﬁis ) poden

calcul ados por

Piiy.o )

H
N

£

j 2

£
f

2(ps - Q"’;} H

w7
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B35 8 W Gm wa 1,051,200, (2.2,20)
&

[ [ t

Com wp relacies (2.2.13) e (2.2.20) obtemos e matriz A na forma

desejada;

¥ ® 0 0O 0
¥ X kX % w
O X w X *®
1 T 4 ® b 4 x
QO KX % % . . %

Apbs completar a primeira ijteragfo, realizamos © mesmno procedimnen-

to com a submatriz de ordem (n-1) formada pelas Iinhas e colunas
2:,3,...,n da matriz Ai. O mesmo processo é realizado com ag spubmatri-
zese de ordem (n-2),(n-3),...,2. Na dltima iterag¥o atingiremos uma

matriz na forma tridiagonal.

Hote que, para a k-ésima iteracl3o o vetor de Householder W, Lem

suas primeiras k componentes iguais a zero.

2.2.3 Célculo dos Autovalores dag Hatrizes T o A,

ApSs a reduc¥o da matriz A 3 forma tridiagonal, o proximo passo 6
calcular os autovalores da matriz tridiagonal T. Como T e A& s%o

matrizes similares, elas possuem os mesmos autovalores. Agsim, nenhum

esfor¢go adlcional serd necessirio para determinar os autovalores da

matriz A.
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2.2.3.8 - Henoree Principele da Netriz (A} - T

Seje T uma metriz simétrica tridiagonal. Vamos denotar os

elemnen—

tos da diagonal principel de T por 8., 1=1,2,...,n e o wubdisgonals
por b, t=1,2,...,n"1.
a, b,
b1 a, bg
T = . ) . (2.2.213
b-v\-;. a’ﬂ*.‘. b’“'-k
b'n-L 8
Vamos supor bi¥ O, 1=1,2,...,n-1. Os menores principale de orden 1
até n da matriz (A1 - T) s%o:
e Ry = (% - a)
%
Pz (™) = (& - az)(m“ ai} - b
= (x-a) p () - b?
2
p3 ™) = (W - az) B, (™) - b, pﬁL (=) (2.2.22)
2
= P - -
P, (=) { a } p“_f%) bm_*e‘_z(%)
Def inindo 14 (») = 1, temos a sequénela (p (), p ™), ..., Q‘C%)} CoOm
tormo geral
2
p ) =(>2-a)l)p ™) -b p (»)y 1=1,2,...,n (2.2.23)
i L ) -t Tie2

Hote que Q‘(A) ¢ 0 polinbmio caracterfstico da matriz T.
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A wsequlncia de polinbmios {ﬁ (A, 1=0,1,...,n) gerade pelos
menores principels, conduz & elsboreclo de um método pera calcular o
sutovalores da matriz T.

Antes de epresenter 0. método, precisamos demonsirar alguns

resultados sobre os elementos desta sequéncia polinomial,
Pi. - p ™), 1=0,1, ... ,n %0 funcgles contfnuas.
19

Prova : Pela defini¢3o de menores principais, p (®) s¥o reais e
t

como polinbmios s8¥0 fun¢les contfinuas,

P2. = p &), n¥%o troca de ginal.

&

P3. - Se b # 0, 1=1,2,...,n-1, a5 rafzes dos p (N) s¥o reais e
4

inicas. Para 1£1{n-1, as rafzes de p () separam as raflzes de p ().
L s
Prova : A primelra parte decorre do fato dos p, {(®)'s serem polind-
L
mios caracterfsticos de submalrizes simétricas de T. B demonstracio da

.#egunda parte -~ usando o princfpio da induc¥o finita no fndice { ~ ge

encontra em [48).
P4 - Se p (BA) =0 ent¥op (R).p (R <0 1=0,1,...,n-1.
[ -4 w4

Prova : Pelo princfpic da indu¢¥o finita:
- - e — F
1) Para i=1, se P, (>) = 0 ent¥o 24 (?\).r.; ()= P, {(»3=-b, £ 0,
2) Vamos supor verdadeiro para i=zk-1, isto &,

ge p (M) = 0 ent¥o p (ﬁ).pk < 0.

o W2
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3) Pare i=k, pe P, (%) = 0 segue de P3 que p ‘{&} ¢ 0, ent¥o

R 5 = - By - B
P R).p G P, G - & p B b_p

-k R+ LT S 4

531
4

- ]
=~ o
(b }:;_‘( Yy Yy €0,
F3. - p (&) > 0, gquando ™ —& + 00 {=1,2,....n
[N
Prova : consequéncia direta de (2.2.22)

Com estas cinco propriedades, verificamos que a sequéncia (Q, (),

4 {m),...,p“ (%)} ¢ uma sequéncia de Sturm (def.1.6.1.),

Corelédrio 1. -~ O nimero m de rafzes do polinfmio caracterfstico da
matriz T, R (>, que s¥o mafores que um dado valor A &&, & ifgual ao
nimero de trocas de ginalis A(N) da sequéncla polindmtal (p (=),

L

1=0,1,...,n}

Prova : Suponhamos que, as rafzes do polin®mio caracterfstico

~autovalores da matriz T- estejam ordenados da seguinte maneira:;
Lo die Wi S (2.2.24>

Para qualquer valor b mator que ?\up_L (b) > 0, =0,1,...,n~1, Assimn,

A(b) = O e portanto m = A(>™) -~ A(b) = AA) e a prova esta concluida.
Hote que este resultado permite uma grande flexibllidade gquanto a

determinac¥o dos autovalores da matriz T. Podomos determinar um,

alguns ou todos os autovalores de T dentro de um intervalo prée-fixado.
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2.2.3.b -~ Una Itereglo do Hétodo de Blssecto

Vemos agora caracterfzar uma {terec¥o do mdtedo da blopecio.
Suponhamos que a8 rafzes do polinbmio caracter{stico Q‘(?n) cetejom

ordensdas como em (2.2.24), A deslgualdade estrita ¢ garantlida pela

hipdétese b, # 0, 1=1,2,...,n~1. Como o método localiza uma rafz
(autovalor) independente das ocutras, vemos supor que eslamos Interes-
sado na k-ésima rafz XA _do polindmio p“(%), Eldm dispo, @upomnos

tembém que X pertence ao intervalo [a,bl contendo todas as rafzes.

Pelo corolério 1, A{a) = n e A{b)Y = O, Vamos dividir o Intervalo ao

melo e calcular o numero de trocas de sinals A neste ponto médio,
& -~ (a -+ b)/zu

Duas hipdteses podem ser feites:

1) Se A()

i

m» k, ent%o‘kheiti,bl e > representa um linlte

inferior para %, .

m < k, ent¥o 3\“6{21.53 e M representa um limite

it

2) Se AN

‘superior para X _ .

Em =seguida N substitul a ou b de acordo com © caso 1 ou 2, & ©
processc é repetido.

De um modo geral, no j-ésimo passo temos:

Se A(A) % K com ;= (a.+ b, )/2 fazemos a = (a_ + b)/2 e b = b,
2 o+ atd 3 3 a4 4

Se A(™) < k com’u = {a.+ b. 3/2 fazemos a. = 8
- 3 R

.e b o= (a + b,)2
i & < 3 B ]

*4
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& © procerso continua sté que o tameanho do Intervalo (b, - &) satisfe-
¢& umb tolerfincle pré-estebelecida,
Apés p repeticlies do processo, o intervalo [a,b) ge reduz 8 outro

de tzmanho (b - a)/?p.

€.2.3.¢ - Intervelo Infcisal

=bbre a determinacdo do fntervaleo inicial la,b] gque  BUpoOmos
conhecido a prilori, podemos usar um dos teoremas 1.4 ou 1.6,

Pera o caso de usar o teo.1.4, qualquer norma (1.3.5)-(1.3.7) pode

ger egcolhlda. Por exemplo, sugerimos llTilw'. Fazemos b = 1T, e
a = ~b, Como T & uma matriz tridiagonal
!IT!%D= max(laii+lbil.ibb1!+!ai!+lbLi,lhmdl tla_t) (2.2.25)

Com relag¥o ao uso do teo. de Gershgorin - usado para implementar
este algoritmo - para matrizes piméiricas tridiagonals, os ralos

r, merd¥o determinados por

r, = b, |
rn = *bp;‘ + ib;{ {=2,3,...,n~1 (2.2.26)
r = |1 I

de tal forma que podemos usar os geguintes limites

a = mln(aiw q_} @ b = max(a£+ ﬁ‘).
L i

Em geral, estes limites 880 melhores que o limites produzidos

quando usamos as normas matriclais.
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2.2.4 Celculeo dog kutovetores de Hetriz A

Conhecendo o©s avtovelores da nmatriz A, uma dasg alternativas para
calcular geus asulovetores ¢ através da solug®o de n gistemasg lineares

homogéneos do tipo
(A ~x1Ix =0 1=1,2,...,n. (2.2.27)

Para utilizar essa estratégla, devemos notar gque a eficléncia do
algoritmo globsl esté diretamente vinculada ao fato de podermos usar
toda a informa¢do até agora obtida, isto &, o cdlculo (Individualizado
dos autovalores pelo método da bisseg¢do intervalar repetida, assin
como, as transformagies de Householder utilizadas para obter a matriz
tridiagenal T.

Propomos neste trabalho que, para obtermos todos o8 autovetores
%x., 1=1,2,...,n da matriz A, sejam resolvidos iniclialmente n sistemas

i

Ineares tridiagoenals da forma

(T -2y, =0 (2.2.28)
@& em seqguida, uttlizando as matrizes HL’ t=1,2,...,n-2 da primeira
etapa, calcular os autovetores x, 1=1,2,...,n da matriz A.
A solugdo dos sistemas homogé&neos tridiagonals (2.2.28), serd

obtida atravds de sistemas auxiliares n3do-homogéneos.
Vamos agora descrever como rescolver um sistema tridiagonal do

tipo (2.2.28). Para isto suponha i=k. Temos ent3o que obter o wvetor

ndo~-nulo x. (autovetor de T aszgoclado ao autovalor Ny ).
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Tomendo wum  vetor n¥o-nulo pertencente 8o espago gersdo pelos

colunes da matriz (T -A 1), digemos d , resolvenos o etplema linear

(T ~NDz = d, (2.2.29%

encontrando como Bolu¢¥o o vetor z. D vetor solucdo de (2.2,28) y, €
obtido fazendo Y. © (2"~ 2) onde z & o v&torl coordenada de d em
relag®o &s colunas da matriz (T LAY N

Para resolver o gistema (2.2.29), numéricamente, faremos ugo de
rotaces plenas da seguinte forma;

Para efefto de exposi¢¥o vamos denotar a matriz do wistema

(2.2.29) por

AL

.2

g (2.2.30)

RE 933 EL

0 objetivo é encontrar um sistema triangular superior. Pré-multipli-
cando a matriz aumentada do sletema (2,2.29) ,IG dl, por matrizes de
rotac¥o do tipo (1.5.4), obtemos um sistema na forna triangular,
Usando em seguida o processo de retro-substitui¢¥o, encontramos a
solucdo z de (2.2.29),

Os elementos genéricos da matriz triangular superior.‘asslm comno

os elementos do novo vetor obtido de d serfo dados pelas relacgBes:
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f’

e = + B,
g\..\,u g\,'n; Ltér ned
a

L, ore.g . ot C.g
LA 14y [ 3] LAS ENE

d, “~— c.d. + B'digi
di,, ¢ -s.d + c.d,, 1=1,2,...,n-1 (2.2.31)
onde
- = - £ 2 ;
c =g, /u r B =g u, u »V ] +

0O ndmero de passos necepsdrios para obter o sliptema na forma
triangular superior serd no méximo (n-1), caso en que todos op b£$ 0.
Ho caso de bi= 0, 1=2,3,..,n , n%o efetuamos a transformagio.

Obtide os autovetores da matriz tridiagonal 7T, solucBes dos

Bistemas (2.2.28), vamos descrever como proceder para encontrar os

autovetores da matriz A,
De acordo com a descricﬁo da etapa El, encontramos (n-2) vetores w
que - definem as transformagtes Hi 1=1,2,...,n-2. Através destes

vetores, € possivel determinar todos os autovetores da matriz A. O

processo consiste no seguinte:

Airavés de (2.2.2) para k=(n-2) temos

T =A = (HH,...H_)'AGHH, ...H_) (2.2.32)

e 2

fazendo H = H,H, ...H_,, (2.2.32) fica T = H'MH. Se y ¢ um dos autove-

tores da matriz T assoclado ao autovalor A, stemos
TV = 2%

HTy, = A Hy,
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HTH Hy = N, Hy,

AHy, =X, Hy, (2.2.33)

i
!
~
19
[t
=

portanto, = sutovetor da matriz B asgssocizdse ao autovaior%k.

L.

Seja 35 = [ - 2% w' e u; um dado vetor n¥o-nule do R . EntZ%o
HJ UL ®oug 2&.:3 u;ui
= u‘;" 2(“;“:‘)5{“. (2.2-34’)
Definindo
Sy o= (w u)
de (2.2.34) temos
HJU;“ u:}'— 2/—""1&;‘ - (2.2.35)

Substituindo o vetor genérico uy pelo autovetor Y da matriz T,

atraveés da relacgfo de recorréncia

WooT Uy T 24w, gs(n=2), .. .,2,1 (2.2.36)

obtemos o autovetor da matriz A, que serd dado por x = u

B I

2.2.9 Exemplos

Algumas experiénelas numéricas com matrizes testes foram
realizadas. Apresentaremos somente dots exemplos que comprovam o
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desempenho do
precisdo

casgag decimnalg.

Exemplo 1 (Cdlculo do autosistema completo) A matriz A & dada por:

algoritmo proposto. Oz cdlculos

foram reallzados

simples e o8 resultados finals foram arredondados para

2.0 1.0 3.0 4.0]
.0 ~3.0 1.0 5.0
A
.0 1.0 6.0 -2.0
.0 5.0 -2.0 ~-1.0]
Solugdo:
( X = 7.932905
A, = 5.668864
Autovalores <
3 = ~1.5731390
Ay = -8.028580
\
r
, = [ .560145, .211633, .776708, .195382)
; = {-.378703, -.362419, .9537943, ~.660199]
Autovetores {
s = [ .688048, -.624123, -.259801, -.,675573]
4 =L 263462, .653041, -.199634, -.675573)
.
Exemplo 2 (Cdlculo de dois elementos do autogistema) A
ACa . )} de ordem 11 & defintda por:
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& para i = 4
3 " i - 4§t = 3
aisﬂ ﬁ i i - gl = 2
1 r bt - 41 = 3
0 " y - 41 > 2
Y.
Exceto a = axss; = 5
a-?xt: aii’ - aio,“ = a:u_io = e
Solug®o:
N, F AN, T 14.941B21
Butovalores
Mg o= A = L522zel
.
x' = x = (~1).0[ .105662, .204124, .288675,

. 353553, .384338, .408248,
.394337, .353553, .288675,
.204124, .105662)

Autovetores <«

! = [,105663, -.204124, .22B8673,

14 im

-.353554, .394338, ~.408248,

.394337, -.353553, .288B677,

-.204125, .105663]
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2.3.Un Probleps Eepecial de Autovalorow

Entre os muitos problemss de celculer um elemento do automistena

de wuma matriz simétrice, squele de determinar o par (AW

. ¥ 3 ou

in T

} desempenha um papel proemlinente nos

N8

evaﬁtualmwnt@ o par (X X
algoritmos propoglos nos cepftulos pubpequentes,

Pesra resolver este problema, utilizemos a fung¥o gquoclente de
Rayleigh, Atravée de sua minimlizacBo (maximizacBo) enconblrameos a
solucio depejeda. Esta minimizac¥o é leveda a efelto através de um ou

outro algoritmo que serdo aqui propostos,

2.3.1 Hinioizecto (BarimlzeacVol) de Funcio R.

Vamos wmostrar inictalmente, que para calcular o autovalor minimo
(m&ximo) e seu autovetor associado de uma matriz siméirica A(nxn), &

gsuficltente minimizar (maximizar) a funcgdo quociente de Raylelgh.

Teo. 2.1, : D8 aultovelores de uma matriz slondétrica Alnxn) sg%o

dados pelos pontos criticos da funcio quociente de Rayleigh, R. Os

correspondentes autovalores de A s%3o os valores crfiticos de R.

Prova: De acordo com a def.1.2.4., a func3co R é definida pela

razdo

R(x) = N{x)/D(x) (2.3.1)

onde HN(x) = x'Ax e D(x) = x'x com x # 0. O vetor gradiente de R, no
ponto %,V R(x), serd dado por

VR(X) = [D(x)(dN(x)/dx) - H(x)(dD(x)/dx)>I/[D(x)] (2.3.2)
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Sendo  dRN(x)/dx = 2hx e dDIx)/dx = 2x, pubstituindo eptas ERpPres-

slep em (2.3.2) e simplificando Lemop
VRIxY = 2.[8x% - ROGOKI/(x'K), x ¢ 0O (2.2.3

Como, por deflini¢¥o, os pontos criticos da funglo quociente de

Reylelgh 2%0 squeles pera os qualisUR(X) = O se x # O entBo YRIx) = O
ge e somente ge

Ax = Rix)dx, w O (2.3,4)

Comparando (2.3.4) com (1.2.1), temos que os pontos crfticos da
fungfo R s%0 oa auvtovetores da matriz A @ AN = R(x), seus correspon-

dentes autovalores.

A fun¢¥o R & uma fun¢¥o homogfnea de grau zero, isto &,
Rlax) = R(x), x # O @ a um escalar., Um caso particular de interesse,
parq(os nossog propositos é quando a = 1/1ixtl. Hoste caso temosn:

ROx/11Ix11) = R(x) (2.3.5)

Desde que x/1Ix!l & um vetor unitdrio, 8egue gue o valores da
fung3c R sobre qualquer variedade linear V no R serdo determinadog

pelos vetores unitirios em V.

Lema 1 : Seja V uma variedade linear no espago R' . Existem vetores

unitérios x_, e x, __em V tal que

R(x,. ) £ R(x) & R(x__) (2.3.6)

hiiTh Y

i

R(x ) p¥Yo os

anR,

para todo x # 0 em V. Os valores ™, = R(x ) e ™ o

valores nfnimos e maximos de R em V.
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Provae: Vemos representer por ¥ o conjunto de todos op velores
unitérioe em V. W ¢ um conjunto compacto. Depde que 8 funclio R &
contfnua em W, pegue que R atinge peu valor mfnimm;xwﬁ“ 5 maAxino, A

e F

r@sp@c§£vament9 nos pontos x. . e x_ _ pertencentes a V. Temos desta

maneira que

Anin = RUx, ) € ROO € Rk, ) = Moan
para todo X ndo-nulo en W,
Lema 2 : Os gradientes
VRO = 2% ™ Main Rin )
e (2.3.7)
V RK,.Q © 2(A% ux ™ Max Komox )

de R nos pontos x_. e X como no Lema 1, s¥%o ortogonals a variedade

"
linear V no R .

Prova : Sendo V uma variedade linear no R, o vetor gradiente
VR(x,;, ) 6 ortogonal a V [33], assim como para o vetor VR(x, ). Desde
que fix, .11 = IIx 11 = 1, as expressles para YRix . Y e VR(x_ ., )

decorrem de (2.3.3)

Teo. 2.2 : Um ponto mfnimo, x_., da fun¢¥o quociente de Rayleigh

i

em R (com x # O0) é um autovetor da matriz A(nxn). O valor Rix_ .. 7 da

fung¥o neste ponto é o autovalor mfnimo de A,

Prova : Se no Lema 2 ,V = ﬁ‘, temos que o gradiente VR(x,. ) &

ortogonal a todo vetor x € R e, portanto, VR{x,.? = 0.:Pelo teo.2.1,

Xoiw & um autovetor da matriz A. Pelo Lema 1, temos que Maiw = R(x.,\in ?
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¢ o autovelor minimo de A, o gue prova © teorema.

Un teorema enélogo pode ser enuncisdo para o par (A .

e # KWS&.K

2.3.2 hRlgoriteos

Apts ter estebelecido os resultados que conduzem a formulacio do
problema especlial de autovelores — P.E.A. ~ como um problema de
otimizag®o vamos sgora focalizar a questBo de obter a soluclo deste
problema sob o ponto de vista numérico.

Sendo a solug¥o do P.E.A., os pontos exiremos da fungio guociente

de Rayleligh, € mutto natural que qualquer uma das técnicas usadas para

otimizar fun¢les n¥o lineares seja aplicada para encontrar esta
solug¥o. Entretanto, certos compromissos de eficifncia devem ser
respelitados. Por exemplo, taxa de convergéncia, espago em memdria de

combutadores, precisdo numérica para cltar alguns.

"Entre os métodos disponivels, se a prioridade ¢ a taxa de conver-
géncla, o método de Newion sersd prontamente o escolhido. Ocorre que,
para usar este método, precisamos em cada iteracHo, calcular a matriz
Hessiana - matriz de derivadas segundas - da fung3o R e inverter esta
matriz ou resolver um sistema de equacBes lineares para encontrar a
dire¢do de busca. Por outro lado, se a escolha do método & pelo
aspecto de wsimplicidade, o método do gradiente o6timo - "steepest
descent” - seria o preferido. Contudo, este método apesar de stmples,
apresenta sérios problemas de convergéncia [33].

Tendo em vista satisfazer o malor nidmero de fatores que conduzem a

um eficlente algoritmo de otimizac¥o, propomos, como mostrado a

segulr, para resolver o P.E.A., dols algoritmos bascoados na idéia de

direcBes conjugadas. Além disso, a idéia de aplicar nétodos de
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direqges conjugadas para minimizar (maximizar) fungBes n¥o-quadriticas

= capo da fung¥o quociente de Rayleigh - & fundamentada no princfpio
de que se um algoritmo funciona bem para obtimizac¥%o de funglss

quadraticas, ele pode ser modificado para se obter um eficlente

algorftmo de otimiza¢¥o para fun¢Bes nZ3o-quadriticas.

2.3.2.a Algoritmo Al

Vamos assumlr que a matriz Hessiana da func¢¥%o R -~ denotada por G -

seja positiva definida no domfnio de busca do ponto de minimo.

Assim, podemos enunciar o algoritmo Al.

Passo 1. - (Inlclaliza¢¥o) Selecione um ponto x e h> O. Faca
2, =0, =g e p =71
4Passo 2. - (Ciclo Gradientes Conjugados) Para k=1,2,...,n, faca
1 -~ s = [gix + Q‘E) - gx3/b , h = h/lt%!! (2.3.8)
2 - a = ¢ /dK , c, = &‘m_ , dkx H:sh (2.3.9}
3 - =z =2 + ap P (2.3.10)
%44 3 k *x ; Ers Ki4
2 2
4 - p =r +bp b= i U/tir 1Y W2.3.11)
wii Kid L3 1 3 [ XY '
Passo 3. - (Pare ou Reiniclalize) Faca x = X+ Z,,, . Se

Iig{x*)ll L£€&€,¢e> 0, pare. Se n3o, faga xiwx* e repita o passo 2.
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Cowentérios : 1) O slgorsitmo Al pode per  congldersdo como  ums
vartente do método de Hewton., Vale lembrar que © mélodo de Newton pera

minimizag¥o de fungBewm & defintido pele relsclo

onde Keey & © ponto crftico (mfnimo) da eprowximacto quadrética
i(x) = f(xk) + g;(x =X PP U5 (x - x“)’G(x - ) (2.3.12)

da fung¥o f préximo de X, . Assim, em cada {teracfo, o método minimiza
uma quadrdtica do tipo (2.3.12) e toma este ponto minimo de F, como a
melhor estimativa para o ponto minimo de f.

0 método de Hewton tem a vantagem de convergir, rapidamente,quando
estd proximo a solugHo, apresentando, em geral, convergénc!a
superlinear ou quadriatica QUando 8 fun¢so € de classe Cz. Por outro
léao, 8 cada 1teragBo, exlige um esfdrgo computacional que o tLorns
Invidvel para determinados problemas, como é o caso do P.E.A..

Para contornar esta desvantagem do método de Hewton, sgsem perder
sua excelente taxa de convergéncia, o algoritmo A1, no lugar de
calcular segundas derivadas da func¥o R, usa aproximacles como dadas

pela relagdo (2.3.8). Note que esta relac¥%o aproxima o limite

Lim [g(x,+ th) = g{x, 2l/h = G P -

byt 1

2) HNo paseo 2, resolvemos um problema quadrético eproximactio da

func¥o R, em torno do ponto X -
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2y 0O erscaler a € o Lamenbo do parso, ne direg%c»;L C . € ume

aproxXimeclio de direclo de Hewton. r, € o resfdue, diregdo de degcids.

Pey € @& nova direc¥o conjugada, combinac%o linsar do grediente no
pento x e a direg¥o anterior P - A férmula usada para b, &
@qutvalgnte aquela para o caco guadratico b = - (B;GWA)/GK como  pode

fhet imente ser verificado.
4) No passo 3, temos a reinicializaclo (restart) do cicle de
gradlentes conjugados, fezendo p = ~gk . Hote que isto & uma
Wt + 4

parte fmportante do algoritmo, visto que assegura que um cliclo de

gradientes conjugados aproxima um passo do mélodo de Newton. Além do

meis, mna plor das hipoteses, o algorftmo Al pode ser pensado como

pessos espag¢ados do metddo "Steepest Descent”.

Com relag¢do a convergéncia do algoritmo, podemos dizer que  a
convergénela global é garantida pelo fato de A1, em situacio mals
desfavorsvel, ser considerado um método Steepest Descent.

Com objetivo de garantir que a sequéncia funcional (R, }, seje
Sempf@ decrescente e também acelerar o processo de convergéncia do
algoritmo, no fim de cada ciclo gradientes conjugados, um parémetro
4, & selecionado como sendo o malor & pertencente 2o Intervalo,

¥

O<L L1, pera o qual a desigualdade
Rix, +c£2“*‘) - R(xi) $w1¢_g;z“ , 0O (Y&{l/Z

e verifica.

ApSs a obteng¥o de <, © novo ponto %' & dado por

i W Tl
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E ]
¥ , no caso, Berd a coluglo se o critério de parads for galisfelito o

geré o novo ponto intclal pere meie uma fterescBo do salgoritmo.
2.3.2.b - Algorttmo A2

Algumas modificacBes podem ser feitag no algorttme A1, permitinde
a elaboraglo de outros efetivos algoritmos de dire¢Bes conjugadas.
No luger de aproximar G, p ., vamos fazer
X, OB X, ot oz, (3.2.13)
e substitulr a fdrmula (3.2.8) por

8, = Eg(xk+ hxﬁg) =~ g{x J)i/h (3.2.14)

Temos essim, uma sproximacio de Q‘Q . O nove <ciclo de gradientes

conjugados é modificado para:

s = [g(x + h*a.) - g{x3/h , h = h/ila_li (3.2.15)

a, =c¢/d, , ¢ = Rfm o d, = &'sk (3.2.16)

Xees = %t 2P P T T 79, ' (3.2.17)
Quando k/n ¢ um inteiro, fazemos Q”d.g nwi . Se n¥o

R«; = i;; + H‘E . q(= - {sﬁﬁ*ffdg' {3.2.18)
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Entretento, ® menos que 2 fungho obJetivo Bejs quadrétice, o ponto

K, Como em (3.2.17) n¥o necessériemente minimize 8 funclo na dlrecto

X Eox ot ip o Hovemente modificemor o slgoritmo, de modo que pelecio-
*
nanos t = &, com t mintmizendo & fung¥o de uma varidvel
£ = Rix + tg‘). (3.2.19)

Aesim, & obltenc¥o do tamanho do paEsc a, #erd feita resolvendo um
problema de minimizac¥o de uma vardvel, conhecido como busca unig -

dimenslonal.

*
Se ¢t = a minimiza a fung¥o f, através de (3.2.19), a derivada de

K
*
f no ponto t = a  sers
af, /dt = glx,_ + a p )'p
=9, B (3.2.20}
que & fgual a zero, dado que a,  minimiza f . Assim sendo, e =™ 7 9, &
‘ortogonai a direcso ﬁ; e
L T¥] r;‘+1 = (kM, uF:c ) r%uu
2
= llgﬁiil, (3.2.21)

2
De (3.2.16) e (3.2.21) concluimos gque c. =lir 11 para todo k.

Redefinindo o vetor 8 por

g,= [glx + ap)-gix)l/a (3.2.22)
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temos de (3.2.17) que

g = (r - r Yo ' (2.2.232

=
£
-
L4}

Come no algoritmoa A1, obtenos a, = ¢ /d,

Uma nova express¥o para b, pode ser obtida pols:

i - —
B N, [(rk th}/aKBrkH

Ent%o

2 2
)J/ilﬁ'ii. (2.2.24)

De posse das relagles (3.2.17) e (3.2.24) podemos enunciar o algo-

ritmo AZ.

Passo 1. - (Inictalizag¥o) Selecione o ponto x, . Faga
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r; k-g* N px s::;;

Pasgo 2. - (Ciclo Gradienter Conjugados) Para k = i,2,...
*

1. - Encontre t = a que minimize £, Ly = RUx t% )

2. - X%, + ap » n, F 9., (2.2.25)

3. =~ Se k/n é um Intelro, faga p = r . Caso contrério,

s kad
feca
2 2

4, -~ R ro.t Q«R » b= Gl 11 - r'n, M/ b (2.2.26)

Passo 3. - (Pare ou Reinicialize) Se no k~ésimo passo !ng! LE )

€E> 0, pare. Se n¥%o, com X = X ivolt,e 20 passo 2.

k4
Comentérios : 1) HNo passo 2.1, em cada ciclo de gradientes
”conJugados temos que resolver um problema de minimizag¢%o unidimensio-
nal. Para uma func%o n3¥o-linear qualquer, esta minimizag%o €& feita
através - de rotinas especializadas, por exemplo, interpolac¥o cubica,
seg¥o #furea, busca de Fibonaccl etc.. No caso da fungdo R, ¢ possivel
resolver este problema de forma analftica, como veremos mais &adiante.
2) Assim como para o algoritmo AL, o processo de reinictalizacio &
parte 1mportante de A2, pelos mesmos motivos j4& citados. 3) No passo
3, temos a possibllidade do algoritmo atingir o ponto 6timo desejado,

antes de completar o cicle de gradientes conjugados.
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S0bre a convergéncia global do algoritmo A2, ela & garantida pelo

fato que passos "Steepest Descente” s¥o reallzados toda vew que k/n &

um intelro [323].

2.3.3 ImplementacZo dos Algoritmow Kl o A2

Os algoritmoz Al e A2 foram implementados num computador e expe-

riéncias com algumas matrizes testes foram realtizadas. Alguns pontos

praticos importantes para um bom desempenho =%o a segulr apontados.,

2.3.3.a - Escolha do Pontc Inicial

De um modo geral, nos algoritmos iterativos, como & o caszoc de Al e
A2, a escclha do ponto inicial, a menos de alguns casos particulares,
desempenha um regra muito importante. No caso particular da fung3o

quociente de Rayleigh, R, em que o numero de pontos erfticos & igual a
ordem da matriz, torna-se necessario que a escolha do ponto x, seja
felta obedecendo determinados critérios. Para Isto sugerimos duas
formas distintas de escolher um bom ponto intctal.

A primeira consiste em extrair toda informac3o possivel sbbre a
estrutura do problema a ser resolvido, seja ela de ordem flsica,

econdmica, etc.(ver exemplo 3)

A segunda forma, baseada mals nos elementos da matriz do problena,
consiste no segulnte procedimento (quando o P.E.A. & de encontrar o
par ( D\‘M“, xh.m) )

Use como ponto inictal o ponto assoclado ao vetor da base
candnica, cuja componente diferente de zero & aquela que tem o mesmo

fndice do menor elemento da diagonal da matriz do problema (exem. 4),
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Se existir mals que um elemento na diagonal satlisfazendo csta

condi¢¥o, a escolha serd pelo ponto que fornece a malor norma do

agradiente.
2,3.3.b - Ugo da Homogeneidade da Func¥o R.

Fazendo uso da propriedade de homogenetdade da fungo quociente de

Rayletgh, a cada cliclo do algoritmo A1, © novo ponto  encontrade &
normalizado, No algoritmo A2, a normalizacdo & realizads dentro do
ciclo de gradlentes conjugados.

0 processo de normalizag¢3o, consiste na divis%o de todos os

componentes do ponto (vetor) pelo componente de malor valor absoluto.
2.3.3.¢ ~ Escolha de h no Algoeritmo A1l

No algoritmo Al, o vetor s € calculado através de um quociente
de diferen¢as que aproxima G£3‘° Téoricamente, quando h~= 0, temos o
mét.odo de HNewton como limite do algoritmo Al. Ha pratica, devido a
possivels erros de arredondamentos, n%o podemos permitir a h tender a

-4
zero. Sugerimos wusar o valor h = 10 , quando as operaces forem

realizadas em dupla precis¥o.
2.3.3.d -~ Busca Unidimensional em A2,

O problema de otimiza¢¥o untdimensional que aparece no algoritmo

A2, passo 2.a, em geral & resolvido por uma das muiltas rotinag

especlalizadas para este tipo de problema. No caso do P.E.A., como

dispomos da express¥o analftica do gradlente, & perfeltamente razodvel
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tentar encontrar alguma forma de resolver o problema unidimenslonal

analiticamente. Para isto, vamos usar a condig¥o g° p = 0,
Wis ¥

Sendo o gradiente de R no ponto » dado por

vgilx) = 2.[Ax% - RGOXI/(x'xY  x £ 0

e X =X .+ tg‘ , através de 9;+¢&. = Q0 podemos determinar o valor

t = a que minimize a fungHo £ (L) = Rix + ta }. Este valor de t 4

uma das rafzes da equagdo do segundo grau

at + bt + ¢ = Q (2.2.27)

onde os coefliclentes a,b e ¢ s¥%o dados por

a = (%‘Ap ) x' p 3 - {x;Aa‘) (R:p )

b = (p' )y (x' Yy - (x! {p'
;1 A;:; xkxk xk Axk) ;:L;t; )
c = (X'Ap ) (X'x ) - (x'Ax ) (x'p )
K w LS w ® xw

A rafz positiva de (2.2.27) é usada para determina¢iio do par

o, x . ) e g rafz negativa para o par O ,x_ ).

AT ha1s % et o

3.3.@ - Heinlictallizag¥o Premeztura em AZ2.

Experi&ncias numéricas realizadas com A2 mostraram que: quando a

malor rafz da equac¥o do segundo grau (2.2.27) é negativa a direcgio

p encontrada para busca, é uma dire¢%o de subida e n%o de descida
3
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como € o desejo para 0 ceso de minimizegBo. leto fez com que &
soquéncie de valores funcionais (R ) deixe de ser mondtona decrescen-
te, passendo a oscllar. A correg¥o para este dificuldede fol feits
através do que denominemos reinfclializacBo prematura. Tomamos como
ponto Intcial, para o novo clclo de gradientes conjugsdos, o ponto
gerado pelo algoritmo na i{teraclo snterfor 20 cdlculo da rafz

negativa. A dire¢Bo de busca p seré o negativo do vetor gradiente
neste ponto. Esta loplementagdo pode ser efetuada slravée do teste dos

valores funcionais de R.

2.3.4 Exenplos

Exemnple 3 {Peonto inicial)

1.7 =1 O
A=1-1, 2. -1
0. ~1 2.

Através do exemplo 3, procuramos flustrar a inport&ncia de um bom
ponto Inicial. Este exemplo provém de um problema de mec8Bnica
vibratdria [36]. Pela fisica do problema, sabemos que ¢ autovetor
agsociado a0 autovalor minimo devoe ter todas as componentes com o

mesmo ginal. Escolhendo ﬁara ponto inicial, x = {1.,1.,1.)

L r B
primeira aproximac®o para o autovalor mfnimo de A é igual a ﬁ\ix
-566667. Com duas iteracgBes do algoritmo Al, obtivemos ™, = .5 e

x;h\= [-.833333, -1,, —.666667]). Para uma escolhs arbitréria do ponto

inicial x, = (3., -%., -2.) con R(xx ) = 1.616667 encontramos o nesno

resultadc em Lrés fteracgles.

84




Exemplc 4 (ReiniclalizacZo Prematura)

10. 9. 8. 7. 6,

A = 10, 9 8 7

16. 9. 8.

simétrica 10, 9.

10.
) exemplo 4 {lustra o fenBmeno de relinicializacio prematura,
Aplicando o algoritmo A2, com ponto infclal ®, = (0,0,...,1) encontra-
mos R(x, ) = 10.0. No passo 2 do algoritmo, os valores funcionals

decresceram até o valor .840934, guando subltamente passou a 13.312128
antes de completar o ciclo de gradientes conjugados. Em virtude disto,

assumimos como ponto infcial, para a proxima fterac¥o de A2 o ponto
correspondente ao valor funcional .840934. Apés 10 iteracdes

encontramos a soluglo

%m_(A) = 0.512254284

I

xwﬁfA) = [~0.069862, 0.202875, -0.316027, 0.398190,

~0.441555, 0.441785, -0.3%88697, 0.316527,

-0.203298, 0.700062 1].
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Capftule 3

Problemes do Obinlizac¥o com ResbtricBes

Hatricliale Semidefinidas

.1, Introduglo

Alguns problemas da vida real, gquando modelados como problemas
de otimizacgdo, apresgentam em suag formulagles algumas restri¢fes do
tipo semidefinidas,

Estes problemas de natureza matrictal podem ser, formalmente,

representados por

min £(P)
g.a gi{P) £ 0 (3.1.197
P >0
onde f: R — R, g: R —=R"™™ e P uma matriz real simétrica.

B classe de problenmas definida por (3.1.1), aparentomente
restritiva, engloba um ndmero significativo de problemas de Qtimizac%c
matrictal. Uma dtica, para efeito de solug3o, sob a qual podemos

abordéd-los, €& quanto ao numero e a posigdo dos elementos da matriz P

gque podem variar. Por exemplo, sendo P uma matriz simétrica, o numero

méximo de elementos varidveis serd sempre igual a ni(n+1)/2. QOutro
grupo de problemas do tipo (3.1.1), de real iInteresse para nossos
propésites, €é aquele em que somente o8 elementos locallzados na

dtagonal da matrtz P s¥o variivels, permanecendo os demais fixos.
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Problemas do tipo (3.1.1), com alguma estrutura especial, ser¥o o
tema principal deste caplftulo. Aquil, vamos analisar as restrices
matriclialis semidefinidas, propor uma meotodologia baseada no método de
hiperplanos de cortes para resolver esses problemas, e apllicar esta
metodologla, através da elaborac¥o de algoritmos numéricos, com
objetivo de resolver dois problemas existentes na literatura.

0 primeiro aperece em estatfstica, e ¢ denominado problema do

Teste Educactional [14]. O segundo tem sua origem no estudo da
est.abllidade de sistemas lineares econfmicos [281 e sistemas de
controles descentrallizados, através da soluc¥o da equagBo matricial de
Lyapunov (191,

Express@es para os vetores que caracterizam os hiperplancs de
cortes, serdo fornecifdas. Andlise de convergéncia e alguns exemplos
numericos comprovando o desempenho dos algoritmos propostos, também
serdo fornecidos.

Especificamente no caso do problema do Teste Educaclonal,

determinamos um coeficlente que mede o grau de confiabilidade de um
exame ou teste, constituldo de varios subtestes.

Para o caso de sistemas din@micos lineares invariantes no tempo,

contfnuo ou discreto, além de encontrar a solucfo diagonal positiva da
equagdo de Lyapunov, se ela existir, um parametro que fornece uma

est.imativa do grau de estabilidade 6timo do stistema ¢ encontrado.

3.2, A& Restric¥o Hatriclal Semidefinida

O aparecimento de restric¢Bes matricials somidefinidas em problemas

de otimiza¢3o conduz a um tratamento especial desses problemas, seja

pelo signtficado atrtbufdo A3s restri¢¥es, seja pela dimens3c que
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apresenta quando transformado em um problema na forma padr¥o.
Como definido anteriormente, uma restri¢io matrictal como aquela

de (3.1.1) slgnifica que para todo vetor n3o-nulo ytR , temos

v' (g(PYy £ O.

Na hipdtese de g ser uma fung¢¥o linear em P, podemos sempre escre-

ver (3.1.1) na forma

min £{(P)}
s.a Q€O (3.2.1)
P3O

® vy

A

onde, Q&R
Una fung¥o que estd Intimamente relacionada ao fato da amatriz

ser semidefinida ¢ a fungdo autovalor. Através do critério de autova-

loregs, sendo { uma matriz semidefintida negativa, todos os autovalores

de Q serdo ndo-positivos, isto &,

A(QY £ 0 1=1,2,...,n.

Supondo osg autovalores da matriz Q ordenados segundo

Aw\mxz D\L 2 ’“,z 2’ b >/>‘h='>\m;m

¢

podemos escrever (3.2.1) da seguinte maneira:

min f£(P)
.2 A, (Q €0 (3.2.2)

P > 0.
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Como foif flustrado no exemplo 7 (cap.l), o conjunto das matrizes
simétricas negativas semtdefinldas é um cone convexo. Vamos mostrar
agora que este resultado pode ser obtidoe como consequéncia do

seguinte teorema.

Teorema 3.1 : A func¢¥o autovalor méximo,%wa(Q), definida no

conjunto das matrizes reals simétricas é uma funcio convexa.

Prova : Através da defini¢3o de norma espectral temos que
T

HQry = maxtW'RY . Sendo Q uma matriz simétrica, 1IQI1 = Mo (QY

Segundo o exemplo 9 (cap.l), a func¥o norma 1IQII, & uma fungdo

convexa. Portanto, podemos conclulr que a funglo autovalor miaximo de

uma matriz simétrica & convexa,.

Usando o teo.3.1, podemos facilmente provar que a func¥o autvalor
minimo,X . (Q), de uma matriz real simétrica & cbncava.

- Esses resultados s%o muito significativos para solucfo de proble-

mas do tipo (3.2.1) ou (3.2.2), pois, no caso da funcio objetive ser
uma fung¢¥o convexa teremos ento um problema de obtimizacl3o convexa.

- Este é o caso dos problemas aqui abordados.

3.3. Hétodo dos Hiperplanos de Corte

A abordagem feita aos pfobiemas do otimlzacg¥o convexa atravég do

método de hiperplanos de corte, consliste fundamentalmente em resolver
uma sequéncia de problemas, mais simples, que sdo aproximacgles do

problema original.

A idéta de hiperplano de corte aparece em virtude de que, a medida

que o método val se desenvolvendo, pontos solugBes Stimas dog proble-
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mag aproximados v3o sendo separados do conjunto de factibilidade do
problema ortginal através de hiperplanos oadequadamente escolhidos.
Esta estratdgla permite obter a soluc¢%o de problemas de otimlzac¢Ho
convexa -~ solugBo uUntca - mesmo que o conjunto de factrbﬁlidadg
apr@seﬂte algumas diflculdades n¥o tratdvels por outros métodos.

Rigorosamente relacionada & eficiéncia dos algoritmos que usanm
esta metodologla, para resolver problemas de obtimizacso, estd a
escolha do  hiperplano que efetua os corte. Isto &, desta escolha
depende o processo de convergénecla do algoritmo, assim como zeu malor
ou menor grau de complexibilidade para implementag@o.

Restritos =zos problemas de otimizagdo com resiri¢des matriclals
semidefinidas do tipo (3.2.2), vamos apresentar uma manelira de

escolher os hiperplanos de cortes.

3.3.1 Vetor Que Caracteriza o Corte

Para o caso de problemas do tipo (3.2.2), uma das manelras pela
qual podemos caracterizar os hiperplanos de cortes depende de um vetor

parametrizado <¢(.). Em virtude da natureza matrictal do conjunto de

factibllidade, a parametrizacdo serd felta através dos elementos de um
conjunto de vetores unitarios do R . Para 1Isto, vamos definir o

conjunto
Y = (yER : tiyll = 1)

A determinag¥3o de uma expressdo para o vetor c(.) depende da

forma como se apresenta a funcfo g(P) em (3.1.1). Nas referéncias [19]

e [45), uma expressdo defintindo este vetor & fornecida, =sem malores
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comentarios, Aqul, como tratumos de diferentes problemas, pera obter
as  enpressCes de definf¢¥% de c(.) alén de mostrar como eles =surgenm,
propomog uma regra nuito simples que evita seu célcule direto.

Intclalmente, vamos supor que a matriz Q no problema (3.2.1) pode

serr colecada na forma Q = L{(P)Y onde P & wuma wmatriz ditagonal,

Pmdlag{xk,xz reraa® ) e Louma fung¥o linear de P.

ltravés do conhectmento explicito da exprecsZo que dofine LIP)Y,

odemos calcular o vetor cly)., Por exemplo em [45), para
P

L{P)Y = A'P + PA

onde A ¢ uma malrlz real constante de ordem n, cly) fol definido como

cly)y = 2 diagly, Yay i=1,2,...,n

com YyE€TY,
?ara chegar a esta expressfo de cly), podemos fazer uso da fungXo

autovalor miximo, ou seja

L(P) = A'P + PA £ O

que pode ser substituida por

A (AP + PRY £ O

onde

N (A'P + PM) max y'(A'P + PR)y

WO g Y@

i

= max hix,y)
EX A
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com P o= d!ag(x‘,xa,...,x“) € x = [Ml,x Y

2t »

Celculendo & deriveds da fungtio h e¢m rele¢io 8 %, oblLemop &
ERprespto que define o vetor iy,

A regra que Propomos para determinasr s expressdo do  velor clyd,
evita o cédlculo explticito de gerivedas. htravées de um slmples  arrengo
e  exprosedo que define a funcio N, € porefvel delerniner o vetor
cly). B regra ¢ a peguinte;

Tomamos a funco

hiP,y) = ¢ 'L(P)y (3.3.1)

e fgolanos » metriz P em cada termo do segundo menbro de (3,2.1). Isto
¢ possivel porque esgtamos supondo que L(P) & linear em P. Desse  modo,
g derivada de h en relacfo a P ou x serd obtlida, derivande czda Lermno
no lado direito de (3,3.1). A derivade de cada um destes termos serd o
produlo de uma matriz diagonal, cujos elementos g¥0 85 componentes do
vetor a direita da matriz P, Por um vetor cujas componentes s%o  as
mesmas do vetor a esquerda da matriz P,

Parea {lustrar o uso desta regra, vamos tomar
L(P} = 2'P + Pa.

A fung¥o h serd definida por:
h(P,y) = y'(A'P + PR)y

arranjando  os termos do segundo membro, de modo que & mairfz P fique

fsolede, temosn
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h(P,y) = (Ay) (P)y + y' (P)Ay.

Com isso, a express¥o do vetor cly) gers

cly) = diagly, JAy + dtagl by }y.

Como &€ simples verificar, os dois termos no segundo menbro s%o fguale,

Logo, <(y) serd dado por

cly) = 2 diag(yi}hy f=1,2,...,n.

OQutro exemplo serla para o caso da fun¢Zo L ser definida por

com.A e B matrizes reais fixas de ordem n.

A funco h zers

H

h(P,y? y' (AP - Bly

(A'y) ' (P)y - y'By

e o vetor c(y) serd dado por

cly) = diag{yL}A‘y i=1,2,...,n.

Note que o segundo termo do segundo membro & uma constante em

a matriz P,
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3.4, Probleme do Terte Dducsctiongl

Unm exenplo de prmb!em&s de otimlza¢%o com restricio matriciel, oe
encontra em psicometria (Estetfslica). O problema, na sua forma
orfaglinal, chamado problema do Teste Educacionsal L1471, procura

responder a seguinte guestio;

Suponha N estudentes submetlidos a um exame ou Leste, composio de n
subtostes. Através dog resultados oblldos pelos estudantes, como

eptimar o greu de confiabilidade desses resultados?

Para detserminar um coefici@nte,Ja » que estima o grau de confia-
bilidade, precissmos resolver um problema do tipo (3.2.2), em que a
fun¢do objetivo & definida come o negativo do traco de uma mabtriz
diagonal, f(P) = -tr(P), e as restricBes definides como -0 = A - Pk O,
P » O sendo P = diagix, ,x

-eex ). Portanteo, pars determinar uma

2 - "

estimativa do coeficliente 2 , precisamos resolver o seguinte

problema:

min f(P) = ~tr(pP)
s.a A ~P 20 (3.4.17
P >0

NHo «caso deste problema, =2 matriz constante & & simetrices e

positiva definida, A>0, e seus elementos, a;, s

tabela de dados de ordem HRxn, onde N é o nimero de estudentes subme-

B¥o cobtidos de uma

tidos 20 exame e n o numero de subtestes que constituem o exame [147.
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Representando esta tabela pela matriz B(Kxn), oeg elemontos a,

serdo dados por

a. = caxcrzw))'}f,(bu - byt - b)) C (3.4.9)
soendo EJ = (1/N)§£ Rﬂ @ b.. o recultado obtido pelo estudante | no

£
cubleste J.
Un Hmite infertior Paira o cooflicionle do confiabiiidad@,/O . dop
regultedos, ¢ obtido stravéds de

2
21 o- f, .. 7d (3.4.3

onde d & um cacalar oblido comando todoa o elenentos da matriz A,
Indepondente do 29 originar de uma zplicacio na Aroa do
Foatatfatica, do ponto de vigta matemét i co, podemosn penoar cm (3.4.13

come decorronto da segulnto quostio;

Seja A uma matriz real simétrica e positiva defintda. Quanto pode
ser subtrafdo de sua dtagonal e ainda resultar uma matriz positiva
semidefinida?

Sendo P uma matriz diagonal, P = d!ag{xk,xl,...,x 3, a fungdo

Y
objetivo de (3.4.1), f(P) = -Lr(P), pode ser escrita como
FEx) = - 30 %,
vEL

uma  fun¢do linear das varlévelg X. , 1=1,2,...,n. As restric®es, no

caso, serfo A - d!ag!x;) >0 e .20 1=1,2,...,n.
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Desse modo, o problema (3.4.1) pode ser escrito como:

e
min () = ~ fo e
Lud
£.2a A - diag(x;) 2 0 (3.4.4)
x;);() 532,2, s T3

Llguns resuliados m@téVQis, releclionados B (3.4.1) ou (3.4.4)
podem  ser  deduzidos de imedisto. Sendo £ ums func®o linear nag
vartdvels »; , & uma func¥o convexa. Resim, (2.4.4) & um problena
COnNVveRo, além de que, BENGO A uma malriz positiva definids,
necessarianente a,, - xiz 0, i=1,2,...,n. Portanto, o conjunto de
restri¢ies de (3.4.4) & um conjunto compacto. Com isto, podenos
concluir que (3.4.4) tem sempre uma Unica solu¢lo. Hote tankém que,
sendo {  uma fung¢do linear, a2 solucfo dbina de (2.4.4) e localiza
gobre o contbrno do conjunto de scluclBes facliivels,.

Como  jéd dissemos anteriormente, a metocdologla proposta para
resolver (3.4.1) ou (3.4.4), faz uso do método de hiperplanos de
cortes. Assim, antes de enunciar o z2lgoritmo, wvamos determinar a
expressgo do vetor cly) que caracteriza o hiperplano de corte para

(2.4.4) e demonsirar algumas de suas propriedades.
3.4.1 Express¥o do Vetor cly) e suss Propritededes
Sendo L(P) = A - P, a fun¢So h (se¢.3.3.1) sers definida por:

hi{P,y} = y'(& - Py

it

y'Ay - y'(P)y.




Aplicendo & regre estabelecide enterlormente s08 dois

vegundo menbro da fgusldede, oblemor a expresslo psre o vetor

cly) = ~ diag{yi}y £=1,2,....n (3.4.5)
Duss propridades do velor cly), de tnteresce o¥o;

Fi - Para LoGo X,y € R
clyl)'x = ~ y'Py, (3.4.6)
Prova : Trivial,

Esta propriedade gera util na demonstiragio da propridade

Ltermog

do

Pz,
segulr, e no teorema de convergéncia do algoritno.
P2 - Para todo x€R e Yy €Y
cly)'x + y'Ay 2 0. (3.4.73
Prova : De P1, temos que
cly)'x = - y'Py
para todo x,y € R. Logo (3.4.6) se verifica para todo v€ Y. &dicionan~

do y'Ay aos dois menmbros desta fgualdade, temos

cly)'x + y'Ay

i

“y'Py + y'hy
= y'(B - P)y
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o qut prova Po.
3.4.2. Klgoriteoo

Utilfzando o vetor cly) e suas propriededes podemos  enunciar o

soegulinte algortimo:

3
Pagso 1 - Faga k=n e o vetor y €7 4=1,2,....k fgual 8 Jj-deims

coluna da matrtz identidade 1,

Passo 2 - Resolver o g@guint@ prob. de Progremacg®o Linear (P.L.):

O J=1,2,...,k (3,4.,83
X{, )}»O i=1,2, PR
Seja x*, solucdo otima do P.L.
Pagso 3 - Para x = x*, determine a matriz (A - P) ¢ seu autovalor
minino, A . (A - P).

Passo 4 - Se).wi“(A - P 20, P = diag(xi.xg,..,,x“} & a soluglo

6tima do problema, pare. Se n3¥o, ir para o passo 5,

Passo 5 -~ Determine o autovetor v € Y ascsociado ao autovalaor

K%ESA - P). Faca K <~ k+1, y" = v e retorne ao passo 2,
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Comentértos : 1) Intclialmente, geramos um poelitlipo que contdm o
conjunto de factibilidade do problema a ser repolvido.

2) Ko passo 2, a cada lterac¥o, preciszmos resgolver um problema do
Programac¥o Linear (P.L.). Vamos nos deter um pouco sobre as peculla~
ridades desses P.L.'s, Para {esso, vamos -onglderar uma fteracido k do
slgoritmo. Inmediatamente, verificamos que o conjunto de fact%bii;dade
do P.L., gerado na fterac¥o (k+1), estd contido nagquelse da lleragZeo k.

Isto decorre do corte efetusda no pelitdpo da fterec¥o k, pelo

3}

hiperplanoc

Htd

¥
ey ix o+ Y Maytt = o, (3.4.9)

separando 2 solugdo dtima x do conjunto de factibilidede do problema
original.

Com relagdo ao politdpo gerado na fteracio (k+l1), ele & formado
pela intersecio do politdpo da iteragfo k com o semi-espaco niEo-nega-
tivo gerado por (3.4.9),

Deve também ser destacado o fato de que o P.L. da iteracio k
difere do P.L. da tterac3o (k+1), somente de uma restric¥o. Esta
particularidade do método de hiperplanos de corte, ¢ muito Gtil para
efelto de implementag¥o do algoritmo num computador dligttal.

Tudo que fol comentado até agora sobre os P.L.'s s¥o caracterfsti-
cas gerals do meétodo de hiperplanos de cortes. No caso restrito &
solugdo do problema (3.4.1), acrescentamos uma caracterfstica notsvel
dos subproblemas lineares (3.4.8). Quando aplicamos o método Simplex,
para resolver os P.L.'s, n¥%c se faz necessarioc o uso da Fase 1, igsto
€, temos sempre disponfvel uma solug3o baslica inicial. Alénm disgo, na

passagem de uma {terac¥o para outra, podemos usar como soluc¥o basica

inlcial a solug¥o Stima da {terac2lo anterior. Isto permite uma grande

economia de tempo e espago em memdria de computadores.
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Uma questdo que resta ¢ quanto ao numere de restrigles com as
quals devemos trabalhaer em cada {tera¢¥o. Dedo que este nimero cresce
com © numero de fteraqles, vérias tentatives para resolver essa
quest¥o foram feltas no sentido de trabalhar com o menor numero possf-
vel de restrices. Estratdglias heurfsticas s¥o propostas por vErios
autores‘ mas nenhuma garante convergénecla. Neste trazbalho usamos o
método de hiperplanoce de cortee padr¥o como aparece em [231.

3) Hog passos 3 e 5, temos o célculo de um elemento especifico do
autozslistema da matriz slmgtrica (A-PY, no caso autovalor minimo e
zutovetor assoclado. Esta quest¥o fo! azbordzds, com profundtdade, no
capftulo 2 deste trabalho,

4) HNo passo 4, temos o critério de otimalidade do algoritmo. HNo
exemplo 2, Fig.3.2, tragamos o grifico dos sazutovalores versus
iterag¥o, mostrando o comportamento tfpico da sequéncla de autovalores
minimos gerada pelo algoritmo.

5) HNo passo 5, usamos o zutovetor associado a TKWQ“(A—P} como

parametro no veltor c(.).

3.4.3 Exonplos

Para testar a realizabilidade do algoritmo, ele fol implementado
num computador diglital usando a linguagem Fortran. Alguns exemplos

numérlicos foram resolvidos, tendo sido comprovado que o algoritmo tem

um bom dJdesempenho para og propdsitos que ele foi projetado.

Exenplo 1 ~ (Geometria do Método) Com este exemplo, procuramos

mostrar através da f1g.3.1, as nog¢les geométricas do método dos

hiperplanos de corte aplicado ao problema (3.4.1). Suponhamos que a
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metlriz A seja deds por:

5 3
A =
3 4
Solug¥o:
Tteracio 1.
W= (5.0, 4.0)
N (B-P) = -3,0

cly) = (0.5, 0.5]°

iterscio 2.
w = (2.0, 0,0)
P (B-P) = — 0.162278

cly) = [0.658114, 0.341886)"°

Iteragso 3.

(2.753420, 0.0

-
il

Ny (B-P) = —0.002189

c{y) = {0.640252, 0.35897481"
lteracio 4.
x = {(2.750000, 0.02

Mmin (A-P) = 0.0

A matriz solugBo ¢ P = dieg{2.75, 0.0). O coeficiente de confliabllida-

de tem copmo limite inferioﬁ/a = 0,904,

101



P

Pt

RARS

o @

fig.3.1
Exemplo 2. (Comportamento de %hﬁéhmp)). Negte exemplo procuramos,

através da fig 3.2, mostrar que a sequéncia de autovalores minimos &

monctonica crescente. Suponhalque a matriz A & dada por:
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Solucto

ITER X A O(E-P)
roem
1 (3, 50000, &, 00000, 8.00000) -~ 3.35889
Py (3,50000, 6 .00000, £.53578) - ¢ .00000
3 {3.500600, 2. 00000, 3.7B923) - 1.59925
4 {(1.518962, 3.98058, 3.78936) - Q,14003
5 {1.58560), 3.91440, 3.47985) - (0, 58014
6 (1.49E86, 4.00114, 3.50529) - Q,00274
7 (1.50031, 3.59569, 3.50029) - 0.00030
tab.3.1
min
ol ! 2z 3 4 % s 7 e 10
" itery
...I_
...2__
-8
-4_‘
fig.3.2
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Exemplo 3. (llustra¢¥o do problems (3.4.43) Pore o ceso de  uma
matriz A positiva definlda, quento podemos sublreir de sua diagonal e
ainda reter uma matriz positiva semidefinida 7

Suponha que B seja dada por:

Soluco:
P = diag{0.35?76 » 0.30805 , 0.0000 , 0.00000 , 0.50042

0.00000 , ©.50012 , 0.0000 , 0.50000 , 0.00000}

3.4.4 - Convergéncla

A convergéncia globel do algoritmo serd estabelecida pelo seguinte

teorema.

Teorema 3.2 - Seja (xu)) uma sequéncia de pontos do R » cerada

pelo algoritmo. EntEo, se A ¢ uma matriz positiva definids, qusalquer
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ponto limite desta sequénclia é ume solugZo do seguinte problema

max F{x) (3.4.10)
e § .
onde F & definfda por F(x) = -f{x) do problema (3.4.4) e

S = (xER clyd'x 3 ~y'Ay vy eY).

Prova: Note que, pela propriedade P2 do vetor cly), o problemna

(3.4.10) ¢ equlvalente zo problema (3.4.1), Vamos supor que ® ceja  um

1)

ponto limite da sequéncia (%) (ou qualquer subgequéncia de (x''' 1),

Assim, podemos obter a metriz (A-P), com P = dlag{x1 %, AP T
Vamog agora definir, o conjunto de restricBes |ineares
S, =(xeR: cly')'x » -yt Ayh, 1= 1,2,..., k) (3.4.11)

e Ltomar o problema de

max F{x) (3.4.12)
x€ G,

Por construc3o, temos

5,28, D ...Ds (3.4.13)
e

FFYE. % ...»F° . (3.4.14)
Além disso, a dltima restri¢3o gerada pelo algoritmo para | = k, &
dada por

ety )t >~y ™Ayt (3.4.15)
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Pels propriedade Pi do vetor cly), temor

cly* y'x* = - y“ P oyr (3.4.16)

De (3.4.15) o (3.4.18) obtemos

WP = B (3.4.17)

Natura]m@nt@, (3.4.17) deve ser satisfelta pera gualquer interacio

subsequente j > k, implicando que

¥

ALLB S PO > iy (k™ -
2oey™ i xS - xt g, (3.4.18)

Desde que fic(y)i) & limftado para todo YE€Y, o lado direito de
(3.4.18) iré para zero quando j e k tendem ao infinito. 0O 1lado
esquerdo tende paraikwth - P), RﬁshnﬁwmjA~P) 20 e x & factfve] para
(3.4.10), 1sto 6 x¢ &S,

Se F' & o valor Stimo de (3.4.10) ¢ pera cada k temos ﬁjz Fix* ),

ent¥o, stravés de (3.4.14) e devido a continuidade ds funcBo P

Portanto, x & uma solucio Stima, o que conclui a prova do tecrema,
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3.9, Bolucto Diesgonel Poritive de Equecko de Lyvepunov

Ho estudo de condicBes de estebllidede em Economia £28), neo
estudo de ortabilidedeo de mistemas interconectedos [59] g algumas
clesses de wistemas n¥o-)ineares (191, uma questio que  frequentemnente
aperece, ¢ aquela de Inveslliger gobre s exlelénels de uma Bolucfo
diagonal positiva, P = diag(xi P¥y ey ), da sguac¥o metricial  de

Lyapunov, seja para o caso discreto

B'PEL - P+ Q=0 , Q=0 o, (3.5.1)
seja para o caso conbfnuo
A'P + PA + Q=0 |, Q7 =0> 0. (3.5.2)

Ras referénclas (28] e [19], essa questBo é modelada como  um
problema de otimizacldo do tipo (3.1.1), onde a restri¢g¥o matricial

semidefinida ¢ dada por
L(P) = &°P + PA,

Aqui, usaremos o megmo procedimento aplicado ao problema do Teste
Educacional Para resolver este problema. A!ém‘digso, determinamos uma
estirativa do grau de estabilidade Stimo do sistema dinSmico.

Do ponto de vista formal, temos dois p?ObI@Qaa para resolver. Unm,
relative a equacio (3.5.1), para sistemas din&micos discrstos e o
outre referente a equacdo (3.5,2), associada aos gictemas dindmicos

cont fnuos. Como o8 resultados para ambos %0 muito seme lhantes,
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deduziremor  aqueles referentes eos slstemas dininicos discretor e,

simplesmente citaremos 0 pour correcpondentes pars o cepo continuo,
3.5.1 ~ Express¥o do Vetor cly) ¢ puse Propriedsdes

Antes de obler uma express%o para o vetor clyd), vamos defintr o

conjunto das mwmatrizer que adwitem umas soluclo disgonal positive da

equagwo de Lyapunov.

Def.3.1 - Seja A uma matriz real nxn, xe‘ﬁhe ?mdiag€xi,x2,ﬁ,ﬂ;x }
com %, t=1,2,...,n componentes do vetor x. Definimos o conjunto
D= (A€R ": existe P, sol. da eq. A'PB - P+ Q = 0, Q'= 0> 0.

Uma defini¢Bo endloga, existe para eq. B'P + PA + Q = 0, Q'= Q >0.

A expressdo de definic¥%o do vetor cly) para o casgo de
L(P) = A'PA - P

& facilmente obtide fazendo

H

h(P,y? y'{(A'PA ~ Py

(Ay) " (P)Ay - y'(P)y

Aplicando a regra da s5e¢.3.1, temos

cly) = diagl (Ay); Ay - dlag(yi)y i=1,2,...,n, (3.5.3)
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Para o capo contfnuo, L(Q) = A'P + PA, cly) ¢ dado por:
cly) = 2 dtag{yi}hy {=1,2,...,n {3.5.43

Fate Wdltimo roesultado fol obtido anterformente, quando da
aprosontac®o da rogra para o cdlcoulo do vobtor (),

Com base cm (3.5.3) ou (3.5.4) podemon demonpbrar duan propricda-

des do vetor c(y).

P3 ~ Para todo x,ye;ﬁn

cly)'x = y'(A'PA - Ply. (3.5.5)
Prova : Triwvial.

P2.a - Para todo x,yezﬁ“

cly)'x = y'"(A'P + PA)y. (3.5, 5a)

P4 - Existo uma matriz P, com § = ~(A'PA - P) > 0, so o gomoente so

existir xe R factfivel, com ct(y)'x & -1, para-todo ye€ Y. -

Prova :=>) Por hipdteso, oxtzste uma matriz P, com Q>0. Azstm, para
todo yeY temos y'(-Q)y < 0. Pela propricdade P3, y (-Qly = cly)'x < 0,
Portanto, existe um &eﬁﬁ"tai que cl{y)'x, < -£,£> 0. Fazondo x = (x_ /&),
temos que cly)'x £ -1, o quec prova a condiclo =>).

<= ) Por hlpdtose, oxlsto xeR, com clyl'nw £ -1, para todo

y € Y. Conscquentemente oxiste x tal que cly)'x < 0. Pela propriedade

P3, cly)'x = y'(-Q)y < 0 para todo y ndo-nulo poertonconto ao R“e, om

particular para todo ye Y. Sendo -Q = A'PA - P com A uma matriz f'ixa,
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a exigténctis de P & prontemente verificeds o que conclul & provas,

P4.a - Existe uma matiriz P, com Q = ~(A'P + PAY > 0, e ® ponente

pe existe x€ R com c{y)'x £ -1, pere todo ve Yy,

2.5.2 -~ Grsu de Eptablltdede

Utilizendo as propriedades P3 (P3.a) e P4 (P4.a) do vetor ¢c(y) e
definindo um critério para encontrar p diagoenal, se exigte uma,
soluc¥o da equagHo de Lyapunov, chegaremos a um problema de otimizaco
do tipo

min £ {x) (3.5.6)

rE S
com £f; K -+ R @

S & (X€R : cly)'x & ~1 para todo y€7Y).

Uma fun¢Bo critério pode ser determinada através da tentativa de
se obter o grau de establlidade do gistema.

Seja o sistema linear invarlante no tempo, autBnomo

wi{t+1) = Aw(t) t = 0,1,2,.., (3.5.72

assintoticamente estdvel. Tomando V(w(t)) = wit) 'Pult), w € R" & P

diagonal, como uma fung3c de Lyapunov para (3.5.7), temor

[

Viw(t+13) wt+1) 'Pw(t+1)

WL)Y'A'P Auw(i)d t

1
1]

0,1,2,... «(3.5.8
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Subtratndo (3.5.7) de (3.5.8) temos

Vw(t+1)) - V(w(t)) WIL)Y "L PRw(L)Y - w(t)‘Pw(tj

4

il

WL ' (A'PA ~ Plw(t) L= 0,1,2,... (3,.5,9)

Se P = diag(xi,xz....,xhj estd restrite 8 rser celculads tal gue x € S

como em (J.5.6), entio
VIw(t+1)) - V(w(t)) = (L) "B PA-PYw ) IVIWw(L) ) /Tw(t) 'Pult)]
€ = 1./ (PY). V(wi(t)) (3.5.10)
sendo P uma matriz diagonal
Moo P miz?ia;i (x;}

=min {z : 2 > x. ,i = 1,2, ...n). (3.5.11)

Rosga meta serd minimizar?\“u(P) sobre o conjunto §. Portanto,
k.3

através de (3.5.11), isto & equivalente a

min {z - ®, £51,2,...,nl. €3.5.12)
wES, >
Resolvendo v problema de otimizac¢Bo (3.5.12), obtemos

P = diaglx, ,x,...,x,) soluc¥o da equagdo de Lyapunov (3.5.1).
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Pare ovetimar o grau de eslabilidaede dlimne do pistema (3.5.7), veja

z' o velor étimo da funcéo objetivo em (3.5.12), De (3.5.10) temos

Viw(t+13) - V(u(t)) & ~ (1./27 ) viw))

logo

VIiw(i+1)) & (1. - (1./2%)) viwiLy),
Lesim,

Viw(t)) € (1 - cz,/z‘>f V(w(0)), (3.5.13)
Hag,

2

2
AL P)Y eyl £ VIw(L))) e V{w(0) <‘Awgf) Hw(OX1 (3.5.14)

Ly

Logo de (3.5.13) e des relocBes (3.5,14) temos

2 % 2
Plw(t)1l £ (2 (P)/?MN(?)) (1. - (1./72")) 1iw(od 1y
Traiye W,

o

L] 1
Hwltd It £ u (ﬁaéf)/ﬁmé?)).!!w(O)il .V (1 - (1./2") )*é t=0,1,...

Conclulmos assim, que a melhor estimstiva para o grau de estabill-

dade do sistema (3.5.7) sers;

Ve xv (1. - (1.72")», (3.5.15)
Fara o caso de um sistema llnear contfnuo no tempo, autbnomo

®(bL) = BAx(i) t >0 (3.5.16)
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assintoticamente estével, a funcgio de Lyszpunov terd a mesna forma
dagquela para o caso discreto (ver ex.10 - cap 1). Os passos pera
determinac¥o do grau de estabilidade étima , § ., ger¥c og mesmog. Sus

exprecsdo serd dada por:
G = 1./2.z
3.5.3 - Blgoritno

Passo 1 : Fag¢a kK = n e os vetoresg yﬁ € Y, J = 1,2,...,k, iguals a

J-€slma coluna da matriz identidade.

Paszo 2 : Resolver o seguinte P.L.
min =z
a8, a8 c(yj)'x L -1 J=1.,2,...,k {(3.5.18»
- 3 { = 1,2, n

N

Se o conjunto de factibilidade é vazio, entio Aé&ﬂ, pare.5e nio, ssja

x* a solug3o Stima do P.L., ir para o préximo passo.

Passo 3 : Para x = x*, determine a matriz Q = -(A'PA -~-P) ou
Q = =~(A'P + PA), de acordo com o caso, e seu autovalor minimo,
Amin (A

Passo 4 S@?hwu$Q) 2 1 ent3o ACED. Calcule a estimativa étima do

grau de estabillidade do slstema,/b  (Caso discreto) ou |, o ,

{(caso contfnuo), pare. Se n¥o, vé para o passo B,
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1

Peeeo 5 0 Pere ve¥, com v sulovelor aserociado b Mo (LY, fwca
vy

k «— kti, v = y" e volte so passo 2.

Comentirios. Este algoritmo difere levemente daqﬁe!e propocto parea
recsolver o problema do Teste Educacional. Vemeos Lecer alguns COmEn™
térios sobre escas peéuenas diferengne.

Ho passo 2, o probleme de Progremac®o Linear (3.5.18), cge aprecen-
ta numa forma mutto adequeda pare ser resolvidoe por uma roblina
dual-glmplex [45],

Ainda no passo 2, temos a verificag®o quanto a extfgténcla ou n¥o
da solugto disgonal da equagdo de Lyapunov, o gque n¥o era preciso no
caso do problema do Teste Educacional, como fof mostradeo. Essa
verificagBo & levada & efelto stravés da golug%o d¢ P.L.. Ho caso do
conjunto de factiblilidede deste problema ser vazio, o slgoritme péra e

a conclusZo € que o slstema dindmico n¥%o &€ diagonalmente egtivel.

Ro c¢ritério de parada, passo 4, a mudanga para ESRAND > 1, é uma

consequénclia de que peara todo vevV, temos yv'Qy 2 1. Portanto, § 2 1.

3.5.4 Exenplos
Exenplo 4. Para o sistema discreto

W77 0.0

x{t+1) = x(L)

577 577

a matriz sol. diagonal da equa¢®o de Lyapunov , fol encontrada apés 6

tteracles:
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P = dilag(4.287  2.309)

D grev de estabilidade Stimo estimado €: 2= (B76
B figura 3.3 mostra o comportamento de z e 2, . (Q) en fungio deas

fterasolon,

3“
zmin
‘E.O" mwwmwm"'“”w
.
[]
. £
° &
/
& o
{
7- /
§
Fi
61 ¢
¢
$
L% &
A -
G
X— curvg iter x z
2
@ — curvo iter x Amin
RE
T T T T " ] T -
1 2 3 4 5 6 7 iter.
fig 3.3
Exenplo 5. Para o caso do sistema contfnuo

*x{t) = Ax(i)

onde a matriz A & dada por:
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1.4 1.0 1.0 2.0 0.0 0.0
1.0 1.8 1,0 0.0 1.0 0.0
A= (-1)(1.0 1.0 2.0 0.0 0.0 2.0
0.0 0.0 1.0 6.0 0.0 0.0

1.0 0.0 0.0 0.0 9.0 0.0

0.0 1.0 0.0 0.0 0.0 iz,

a matriz sol. dlagonal da equacio de Lyapunov fof obtida apdés 13

{teractoes:

P = difag (1.17 1.17 1.17 1.17 .669 1.17 )

0 grau de establlidade 6timo estimado &;: &

il

427

Exemplo 6. Para o gislema continue, com a3 mnatriz do exenplo
anterlor tendo seus trés primeiros elementos da diagonal principal

alterados para

a,=s ~1.04 a,= -1.08 a,* ~1.10

apos 17 lterac¢Bes, verificou-se que o sistema n¥co admite solucgHo

diagonal da equag3o de Lyapunov.
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Cepftulo 4

Hobustez de Sivtonzs Dinfp{cos

Linoaros Contfnuos no Tonpo

4.1, Intredugto

Uma propricdade muito importante o descjada non sistomas dinfmicon
% a propriedade de robustez, no soentido que o sistema  pormanoga
cptdvel mesmo quando nujoito 3 perturbac@cos,

Fste capftulo ¢ dedicado ao probloma do Invostigar a robustoz do
sfistemas  dinSmicos  lincarcs contfnuos no tempo. A quest®o a  oor
abordada di= respoito 4 oxisténcta o 3 dotorminacio de uma mabtris
constante de ganho de relimentaco para um dado  sigstema do  tipo
%) = Ax(L)+Bult),

Um resultado importante para o cstudo da propricdade de  robustez
de gistemas dinSmicos 4 dovido a Porstdiskitd (39}, olo ostabeloco que,
5e uma matriz A€ R™™™ admite uma solug¥o diagonal positiva da aqungho

de Lyapunov

AP + PA+ Q = 0O (4.1.1

ont¥o o sistoma x(b) = Ax(t) & robugteo, Izto &, onsob hipdstosoon
adicionais o alstema perturbado x(L) = Agix) ¢ assintdticamente

ostdvel para toda nd3o~lineartdado 9 (x), 1 = 1,2,...,n no gactor

positivo, Vale recordar que no capftulo anterlor j& tratamos a questdo

do doterminar uma soluclo dlagonal positiva da oquagio do Lyapunowv,
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Alnda zgobre o resultado dovido a Porstdiskii, paodoemos conclulr quo
mesmoe gob Influlncta de perturbagio nie )lenarce dependenten do eptado
o olstoma dinSmico pormancco aszintdticamonto outdvel. Isto &
Importante, pols caracteriza uma propricdade cgtruiural da malriz do
sitotomna [27,357,

Dopoln &cﬂmam conpfderagion podemon dar um enunclado mets  formas)
para a questdo aqufl abordada,

Para um dado  sistema dinfimico  lincar conifnuo no Loempo
®(t) = Ax(t) #F Bult) comxe R o uwue yg” , teotorminar uma mabris
conantante de ganho de realimentacfio K € R (fig. 1.3} tal que con
noo= -Kx, a matriz do sistema de malha feochada (A - BK) aatiufacs o

Ltecorema do Peorsidiskii.

L] " )1
TN | e Ak Bu >

- ¥ ——

fig.4.1

Para resolver csta questio, fornecomos condic®en zsufictontoes pars
cxloténcia de uma solugBo o um  algoritme numdrice para sua
deteminagio. 0 desenvolvimento deste cap{tulo sogue a meosma linha da

referéncta E?l].‘

4.2, CondigBes Suficientosm

Para cotabelecer as condigBes snuficiontesn para cxisténoctia da

matriz de ganho do rallmentagio, vamos congiderar um gistema dinimico
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tinear contfnuo no tempo

®%(t) = Bx(L) + Bult) (4.72.1)

YL
onde x € R 4 o votor das vari{idvoels de estado ¢ u € R & o votor dag

varidveta de controle., Supomos que o par (A,B) ¢ completaponte

controldvel (321 o B ¢ a matrtz do posto  complete, {sto é,

Rank(B)Y = m £ n. Vamos Lambdm, definir on aequintes conjunton:

X = (xe R : lixll = 1)

T = WER™™: Wrdiaglu, ,w, o .au w05 wi> 0 151,2, ... ,n3. (4.7.2)

&4

DEBY={AER " : %' 8(Wx < 0 V x€ Ker(B')A X para algum WeT') (4.2.3)

onde S(W) = AW + WA'. O conjunto DIB) tem alguuas Interprotacies

fnteressantes,.  Por exemplo, me B=0, ent3o Ker(R' )M X - X, como  um

regultade, 0(0) & o conjunto de todas az mabtrizes do ordom  nxn  quo

admitem uma solucg¥o diagonal positiva da cquagdo de  lLyapunov. [Note

que A€ D(O) se o somente se A'eD(O)]. Noeste caso so A' € DOy, ontio
(4.2.1) satisfaz o teorcma de Poroidiokid,
Para resolver o problema cnunciado antoriormento podomos  ubtligar

© conjunto ND(R) da seguinte mancira: cncontrar uma matriz congtante de

ganho de realimentaclo K do modo qu

(A - BK)Y'eD(O) (4.2.4)
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Rote que este enunciado ¢ absolutamente cqulivalente  a  encontrar
uma  matriz  de realimontacdo K ta) qua o glstema do malha fochada
(4.2.1) com v - ~Ku admite uma solugHio ponitiva diagonal da equacHo de
Lyapunov.

A consequbncia de (4.2.4) é realmonte Importante para robustez do
ﬂiatema‘ de malha fechada, con reapettao a porturbacBon dopondonbos  do

cotado, Realmente, oo (4.2.4) & verdade, ont¥o o plolema
ML) = (A - BK)g(x)

¢ assintdticamente cstdvel, Para provar cetec fato, vamos considerar a

funcio de Lyapunov [271,(0391.

S

¢
Vix) = E ”L‘/ g. (z)d= (4.2.5)
i

[
@

i
onde g (.) & a (-&sima componente  da fung¥o g : R — R quae por
1

hipdtese pertence ao sctor posltivo. BAssim, VI(x) ¢ positiva definida o

Vix) = %'Ug(x)

i

T {1/72)g(x) 'S Wig(x)

< 0 (1.2.6)

onde a dltima desigualdade & uma consequéneia do (4.2.4) o (4.2.3).

Antos de prossegulr, 6 necessdrie o aoguinte rogsultado,

lLema 1 Se A &€ D(B), ont¥o existe uma matriz peaitiva definida

bl e W

R - R'€CR , £al quoe x'S(Wx < x'BE' B'x v x ¢ X,
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Prova : Vamos escolhor a matrls R = o (B'B) ondo « &R dove ser
determinado. Fotéd claro que, temos que voltar nospa dloengfio oomonte

para x € R que portonce tambdm ac cone

C# (x€R : %' S(Wx 3 0), (4.2.7)
Dofintndo
- i,
¥ = min x'B(B'R) R'x (1.2.8)
xeonx
& fdcll ver que ¥ > 0, desde que ¥ = 0 se ¢ somento so a solugo  dtima

de  (4,2.8) x € Ker(B'), o que ¢ {mporsfvel, pols A€ D(R) Implica que

CNEor(8') = (03¢ X, Em adi¢Xo vamos tambdm dofinir

T omax X S(Wx (1.2.9)
xe CAX

que satisfaz O LM CA G (5. Note que se A = 0, entdo S(U)  sord

™G

negativa semidefintda ¢ para qualquer « > 0 o recultado do lema | se

vorifica. Portanto, considoramos & > 0. Para conclulr a prova, &
-4

suficiente notar que a matriz S(W) - BR  B'¢ negativa definida e ¢

somente  soe ¥ (5{W) - BR BIX <0 ¥x&€ CNX que com (4.2.8) o

(4.2.9) produz
-4
x'5(Wix CH<y) <L x'B(B'B) B')x, ¥V x€ CNYX (4.2.10)

Impondo que &£ > (U/Y¥). FntAo, com O < R < (¥ /4388 o leoma 1

catd provade,
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Nota: Em primoira tnstincla, parece ser diff{cll obbtor uma matrie R tal
que Sy - HRWiB' < 0 deede que os paramctros ¥ o Moedo fornecidon
pola solug¥e dtima do dols problomssz n¥o-convoxos. Contude, se ™, do-
nota qualquer autovalor n¥o-ncgativo de  S(W) - ﬁﬁd'ﬂ' anpoct ado ao

autovaetor X, € X, temos [6]
=4
dr/dd = - x'RB(R'R) B'x, (4.7.11%3
.
@ AE€DIB) i(mplica quo x+E.C(W X. Fnbtio através do (4.2.8) conelufmos
que

“1. & dN/dag -¥

Isto nos poramtto conclulr quoe aumentande obtomon

- &
S(W) - < R(B'B)Y " RB'< 0.

4

Estamos aptos agora a estabelecor o principal resultado Jdeste

capfitulo.

Teorema 4.1 : Se AEN(R) ¢ R ¢ uma matriz simétrica positiva
- -4 -4
defintda tal que S - BR "B' < 0, ont¥ com K = R°B'W ", tomos

(A - BK)'c DO,

Prova : Deade que A€ D(B), oxiste Ue 7 o R > O tal que

5 - BR ' B’ < 0, Temon que provar o existéncia de uma matriz P

tal que

4 U
(A~ BR B'W )P+ PG-PR Bul <o (4.2.12)
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-4
Fecolhendo P = W € 1, o lado caquerdo de (4,.2,12) pode rer reocserfto

LOmo

i

(€ N 1120 KR M M TR G W

v lesay - 2R Byw?

3]

< - wlerltpet
= - K'RK
<0 (1.2.13)

o qua complota a prova,

Al¢m deo dar uma dercricdo oxata da condiclo nob a qual exinte uma
matrlz do realimentacHo tal que o sistoma do malha fochada admito uma

solugdo da Fguagio de Lyapunov, o teo.4.1 mostra tambhcm que, tomando
Q= W BR B - S5WHE > 0 (4.2.11)
a matriz P = WeT resolve a cquagifo de Riccatt
A'P + PA - PBR " B'P + Q = 0, (4.2.15)

Consequéntemente o controle u + - Kx = mﬁd‘H'Px ¢ polugBo  &tima

do problema linear-quadritico

@
m&n/(x'(&x + u'Ru) dt (1.2.16)

o

A existéneta de PET , gsolugio da cquagio de Riccatt (4.2,.15), 4

suffciente para garantir que o sirtema de malha fechada apregseonta uma

propricdade do robustez adicional, com relagio a Insorgd¥o no modelo do
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porturbagfes nYo-lincares, depoendentes do oatado,

Para um dado piotema dinfmico (4,2,1) que aoja completamente
caractorizado polo par (4,B), rouwta dotorminar so oxlisto uma matriz Wl
que  nos  permita saber oe DE D(B)., Na préxima m@qﬁé analfgamos cote
problema e  propomos um algorttmo, similar agquelo aprosentade  no
capftulo  antortfor, para obtoncfio da soluclo diagonal posoitiva da

cquacio de Lyapunov,
4.3, Andlise Humdrica do D(B)

0 segunde algorftmo apresentado no cap.l1l, fol decenvelvido para
verificar so uma dada matriz quadrada (nxa) pertonco  ou  nfMo  ao
conjunto DO . Ho que scgue, geoneralizamos esto algorftmo de modo &

trabalhar com o conjunto D(B).

Primcliro, vamos rocordar quo as colunag da matriz ?fItL,...,tHM“J
" -5

ende ti e R, j = 1,..., n-m, 5%c o3 auntoveteres do I, - BEB'MB
agpoc! ados  aocs  autovalores Aj =1, j=1,...,n-m, defincem uma basc
ortogonal para Kor(B') o t.. podo zor normalizado tLal que T'T = 1T, _ .
Fnt3o

® €{Ker(H') N X) <« x < X, (4.3.1)
ondoe X3 > (xe_ﬁn: X =Ty , llylt = 1}. Do mesmo modo que na sc0¢.3.5.1
para o sitema x(t) = Ax(t), temos o vetor

cix) = 2 d!ag(x*,xz...,,x“lh’x (4.3.2)
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o dovido ao fato do S(W) sor uma funco lincar do W, o caonjunto DR

pode mer recscrito como
s
= : c, 0w L1, W ara algum e G
D(R) (heR - ¢ BOW LT, W e X, p Ky} e} (4.3,.3

Dove  sor notado quo o votor c(x) dofinido acima tem a fmportanto

-propriedade (cap.111)

il T
YL 00w = xS W %XER (4.3.1)
XS
onde Ci(x) It = 1,....,n denota a {~&aima componente de c(x) € rR"
4.3.1 Algoritmo
Papgo 1 : Faga p = n-m, ge p ~ 0, faga w o I {matriz fdentidade)

. L8
e vd para o passo 5. Caso conbtrirto, faga x = Lo . kK=1,2,...,p

Pagso 2 : Rewsolva o probleoma de Programago Iincar

min 2
1, a 1 w( =z i 1.2, ) 1
< L8
?;?C'L“‘ Jwi & -1 k=1,2,...p. (4.3.5)

Se (4.3.5) ¢ infactfvel, contlo AéLﬂ(H). Caro  contirdrio, =ncja
b
W = diagl u:,w:,..‘,q:) sua solucio Stima,
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sk
Passo 3 ¢ Para W = W, calcule o autovalor miximo do T'SUT o

(3}
Y o correspondente autovetor com norma fgual & um,

Pagoo 4 ; So)xn€T'S(w*)T) £ -1, ont¥o AE€D(B), v4 para o passo 5.
1233

P
Cago contrério, faga p =+ p+tl ®x = Ty® ¢ retorne so pagno 2,

& ~i
Passo 5 : Dotermine R > 0 tal Gue S5(W ) - BR B' < 0O (R soapro
-d D -
oxdiote -~ Jema 1) © a matriz de realimentagcdc K = R Rt )i Pelo

Loo.1 (A - BK)'€ D(OY,

Comontdrios; Fste algoritmo ¢ uma generalizagdo daquele  proposto

noe capftulo anterior (geg.3.5.1)., Note que NOY € jgual so conjunte D
da def.3.1. Para evitar ropebicios desnecessidrias, vamos nog  debor
somente nessas generalizagles,

1Y F fdci] verificar que, ne WET © x'S(Wix £ ~7 v xeXy ,ent¥o o
MosSmMo OCorre com/SU,VQGE:Ei,%CD]. Como resulbtado, a restricio w1,
= 1,2,....,n, om (4.3.9) n%o cauaa qualquer outro cofetito do que bom
condicionar o probloma. Em adic¥o, a rostricio w, £ =2 1=1,2,...n
quando 2z ¢ minimizado, correﬁponde a miﬁimizar o  autovalor méximo
éo We 17,

Se A< D(B), o algorftmo cncontrard GE;T‘ que ¢ L3o préxima  quanto
possfvel da matriz tdenttidade. Este fato conbtribul para ter no passo 5
uma matriz de rcalimcntacfo K€ R com norma pequena.,

2} & prova da convorgdncia do algor{tmo soguo o3 mosmog padrdos

daquela reallzada para o teco. do converg@nela do capftule anteorior.
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4.4, Exvuplop

Hesta peglo, dofs @Rempion aordo apresentadon, Flen foram
resolvidos pelo algorftmo doscrite,

Ne ‘paspo 2, uma verso vspccfal do  métedo dual-nimplox ol
taplenontada para  trabalhar mata oflclentomento o probloma iy

Programac®o l.incar (4.3.5),

Fremplo 1 ¢ Para o sistoma dinfmico (4.2.1) concidere nt6, m~0 ¢ a
F

matriz & dada por:

1.0 1.0 1.0 0.0 1.0 0.0
1.0 1.0 1.0 6.0 0.0 1.0
1.0 1.0 1.0 1.0 0.0 0.0
A = (~1)]2.0 0.0 0.0 .0 0,0 0.0
0.0 3.0 0.0 0.0 9.0 a.0
0.0 0.0 2.0 0.0 0.0 12.J

A tab.4.1 fornece og resultados mals Importantes de cada {teracto.

Conclufmos quo A ¢ NCO).

itor > %maiT'S(u 3T
1 1.000 0.200
2 6.813 0.397
3 14.211 0.7156
q 152,511 119.545
5 +m Infaceivel
tab.4.1
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Exemplo 2 1 Considore o aistoma dinfolco (4.2.1) com n-h, m~ 2, 5

&l
matriz A como no oxemplo anterior ¢ BER , dada por:

[ 0.0 1.0
0.5 0.5
1.0 1.0
R = 0.0 0.0
~1.0 0.0
0.0 0.0]

A tab. 1.2 fornece os resultados mals (mportantes para a  converc®ncta

do algorftme. 0 paramctro de parada que satiafaz X (T H5(W IT) <-J+€

L o

fot tomado como € = 10 |, Conclufmos ento que A €D(R),

ttor v ™N LTT50W O
i 1.000 -, 31k
2 1.833 -, 869
3 1.8383 -0, 936
4 1.851 -, 995
5 1.853 ~{), 93983
& 1.6854 ~-0.4999
tab.4.2?

A matriz UWE T fol oncontrada sor:

i
W - diag(1.854, 1.854, 1.000, 1.854, 1.000, 1.515),
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No pareo 5, a matriz R fol determinada,
1.125 0.625
0.625 1.125
Finalmente, a matriaz ganho do roalimentacio ¥ QRQXQ ¢ dada por
-0.385 0,154 0.571 0,000 -1.706 0L 000
0,693 0.154 0.571 0. Q00 0.714 0.000 |
@ pelo tecoreoma 4.1, temosz (A - BK)Y'€D(O).

Fateos cxemplon. ¢ outros que foram resolvideos pelo algoritmo
proposto aqui, permitewconcluir que o niumoro de iteracBos necossirias
para atingir a solu¢%o parece ser aproximadamente 1incar dependondo da
diforeng¢a ontre o nimoro do varldvotls de ostados o controlos (n-m).

Fm adig¢¥o, com muitos problemas prattcon, & posgfvel mudar a malriz
B mudandeo a locag¥o dos atuadores do sistema om considoracio.

Para tals sisteman, o algorftmo pode ser usade para  determinar
(por tontativa e erro) a matriz B tal que o sistoma de malha fechada
pertenga a D(O), rersultando que a let! de controle de recalimentagfo
calculada, no passe 5, ¢ tal quo o sistoma do malha fochada sors Gt imo
com respelto ao critério quadrédtico (4.7.16) ¢ robusnto com reapeito a

perturba¢Bes nio-linoares depondonteos do ostado.



Conclueles Gerelp

Este trabalho foi desenvolvido com o propdsito de sbordar algumas

quesiBes referenles 8o estudo do problema de sulovalores e autovetores
de ume maltrlz real simndirica, oltimizac¥o de {funcBes malricials e
robuster de sistemas dinémicos.

Sobre o problema de autovalores de uma metriz real simnélrica nosrea
contribui¢¥o refere-se a duas questes existentes neste Importante
remo da andllse numérica.

Com relagBo a primelira, socbre a det@fminagﬁo do espectro conplelo,
apresentamos uma nova forma de calcular og auvtovelores baseada em

transforma¢les  ortogonals que sdo numéricemente simples e estivels.

Isto completa um algoritmo & existente, devido a Glvens e
Householder, para determinacio de todos os auvtovalores de uma meiriz
simétrica, de forma individualizada. Quanto a segunda, para resolver

um problema especlial de calcular o sutovalor minimo ou méximo e sgeu
respecﬁlvo autovetor, apresentamos dols algoritmos que comblinam o
método de Rewton e gradientes conjugados, e que minimizam ou maximizam
a fung¥o quociente de Ray}eigh. A existénecla desses algoritmos
Justifica-se pela necessidade de calcular somente um autovalor e seu
regpectivo autovetor.

No capftulo sobre otimizac¥o matricial contribuimos propondo uma
metédologia baseada no método de hiperplanos de corte para resolver
uma classe de problemas cujos elementos vartdveis est¥o localizadog na

diagonal princlipal da matriz Incognita. Fol! elaborada uma regra

para determinar a express3o do vetor que caracteriza o corte e dois

problemas de aplicacles foram resolvidos: o problema do Teste
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Educsctional, ogue aparece em estatfistica, e a determinecfo de wmolucho
diesgonal positive de equec¥o de Lyaspunov que surge no estudo da
optabilidede de glestemar dintmiceos, De wcordo com o resultados
obtidos nos exemplos nunérices espa wmelodologla wlém de simples
moglrou-se meito eflclente pars o tratamento de probleras de
otimizecdo com reslricler do Lipo malricial, pemidelinides,

Ko ditimo cepftulo um procedimento de sintese de controle fof
fornecido, lsto &, pera um dado sisteme dingmico linear conlinuo no
Ltempo determinamos ume melrils constante de reslimentecio, Lal que  a
matriz do sislema de malha fechada admite vuma soluglo diagonal
pegltiva da equagdo de Lyapunov,

sob  a mesma condic®o, foi mostredo que € popsfvel definir una
equasc¥o de Riccati que também admite uma solugo diéganal positiva, Co
mo resultesdo, o sistema de malha fechads & robusto com respeito a  unma
larga <lasse de perturbagles nfo lincarcs, no senlido de permanccer
zapintdticanente ostdvel.

Un procedimento numérico para sintese automdtica da le! de contro-
le de realimentagfo ol também fornecido.

Considerando que questfes muito recentes foram aqui tratades,
segundo um ponto de vista novo, acreditamos ter contribuido de alguma
forma para o desenvolvimento dessa linha de pesquisa.

Para dar continuidade a este trebalho, podemos enumerar =alguns
problemas que podem ser focalizedos seguindo a mesma linha aqui
proposta:

a - knélise estrutural da matriz hessiana, que apsrece nos métodos
de otimizag3o que wusam condli¢les de segunda ordem, através dos

elenmentos de seu sutosistema.
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b - hplicec¥o does algoritnos do tapftulo dols aos problemss cujs
malriz do sistema seje de dipenrfo grande e BEpArea.

¢ -~ Apliceclo da melodologlia proposta no capftule Lrés pera
resolver o problems de modificac3o matricia)l gue aparmcw nosr milodor

de otimlze¢¥o de funcles sem restric¢¥er tipo Newton [157,
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