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RESUMO

Este trabalho constitui uma contribuigdo para a reduclo do iLempo
necessaric ao desenvolvimento de modelos de robls e para a otimizagdo
da expressic analitica destes, minimizando o seu tempo de célculc. Os
modelos que se tem em vista s8c o© modelo geométrico, o© geométrico

inverso & alguns desdcbramentos da geometria na modelagem dinamica.

A finalidade principal da utilizaglo do modelo geoméirico & o
controle de trajetérias @ obtengio do modelc dindmico, A finalidsde
principal da wutilizagdo do modelo inverso & a coordsnagic de

movimentos,

Estes modelos s3c de grande complexidade, e sua obteng%c manual,
além de demorada, & extremamente arida e bastante sujeita a erros. Por
sste motivo, implementamos um sistema para geragio mimbslica
automatica de modelos geométricos e das equagdes de auxilic & inversdo
do modelo.

Neste trabalho & proposto um método de obtenc3c para o modslo
geométrice Stimo, onde sao tratadas de forma separada as informagdes
de rotaglc e translaglo; & feito um estudo exaustive das situagbss
onde aparecem simplificacles trigonométricas nas expressdes do modelo;
e & proposta também uma extensac do método analitico descritoc em [PAUL

81] para de inversi3c do modelo geomé&trico.

PALAVRAS-CHAVE: Robética, Modelagem Geomdtirica, Coordenagiiec de

Movimentos, COtimizagfo de Modelos.



ABSTRACT

This work is a contribution to the efforts for reducing the robot
models development time, as well as optimizing its analytical
expressions, SO minimizing its calculation time. The models we're
looking to are the geometric model, the inverse geometric model and

some geometric resulis for dynamic modelling.

OQur main purpose is to enable the generation of models suited for
the use in trajectory control and dynamic modelling, in the case of
the geometric models; and for the use in movement coordination, in the

case of inverted geometric models.

These are guite complex models and their manual derivation is
tedious, costly (Lime—-consumming? and often error-prone,. Se it  was
implemented a system for automatically generating symbolic geometlric
models, and automatically generating symbolic auxiliary expressions

for geometric models inversion.

In this work it is proposed 2 method for obtaining optimal
geometric models, which treats in a separate way Lhe rotation and
translation informations; it's alsc proposed an extension for tLthe
anralytical inversion meithod described by [PAUL 811, and the situations
where the model expressicons have trigonometric simplifications are

exaustivel v studied.

KEYWORDS: Roboltics, Geometiric Moedelling., Movemesni Coordination.

Model Optimization.
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CAPITULO 1

INTRODUCAOC GERAL



1.1. HISTORICO

Este trabzalho faz parte de um conjunto de esforgos para
construgdoc de ferramentas para modelagem e simulagdo de robds cuja
motivaglo bésica € a ‘“queima”™ de etapas no desenvolvimentio de
trabalhos na Area. Com relagSc b obltenglo de modelos analiticos, o
desenvolvimento manual destes consistia numa estapa Ardua, com
resultados de baixa confiabilidade, dal a necessidade de ferramentas

para geragfo répida de modelos confidveis.

Esta motivagclo ganhou espago a partir do I1€ Encontro Argentinc -
Brasileiro de Pesquisa e Estudos Avangados em Informdtica, realizado
durante a II&# EBAI (Escola PBrasileiro-~Argentina de Informé&tical em
fevereiro de 1887, dentro da elaboragac do projeto SIGMA-I, onde foram
propostos o desenvolvimento de uma ferramenta para geragic de modelos
e simulagldo de robds & a realizagdc de um Laboratéric de Automagido
Industrial & Robdética, com utilizaglo desta ferramenta, nc espago da

IlIa EBAI a ser realizada um ano depois.

Uma primeira versdoc desta ferramenta — GMSIR —- foi desenvolvida
ne ano O 1987 por pesquisadores do (eniro Tecnoldgico para
Informidtica e alunos de mestrado da UNICAMP (IFERREIRA 88] e [SILVA
8810, sendo o Laboratdrio de Automag8o Indusirial & Robética coorde-
nade pelc professor Edson de Paula Ferreira, da Universidade Federal

do Espirite Santo.

Foram premissas de desenvolvimento a possibilidade de wulilizagio
do GMSIR de forma didética e verséiil na formagio de pesscal, aldm da
utilizag8co por pesquisadores da &rea, bem como a sua implementagdo em

maiguinas de peguenc portie.

De resultado pritico dos Laboratiérios de Automagdc Industrial e
Robdtica das 17112 e IVe EBAL, tLemos:

- Difusio da ferramenia nas universidades brasileiras @ argenti-

nas
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- Evolucio da ferramenta para o GMSIE versio 2,

- Desenvolvimentioc de sistemas auxiliares em validagio de modslos,

simulac8o grafica e oultros, no &mbitc dos Laboratérios.

Nosso trabalho s insere no ambito do desenvolvimenioc de métodos
% ferramentas parsa a modelagem geomédirica & geoméirica inversa, sendo
que © passco inicial foi a implementagdc destes aspectos no GMROB
(Gerador de Modelos de Robés, um dos médulos do GMSIRD, prosseguindo
com a énfase no desenvolvimento de métodos de obtengdoc de modelos
Stimos, e finalizando com proposigles para extensio do prépric GMROB

para contemplar estes Gltimos aspectos.

1.28. CONTEXTO E ORBJETIVOS

Nessa proposta inicial, dentreo do universo da geracio de modelos
era de obtengdo de uma ferramenta para geragdc completa do modelo
inverso analiiico, automatizando procedimentos até onde fosse

possivel, assistindo o usulrio no restante.

Para construgdo de uma ferramenta com estie propésite, seria
necessaric o levantamento do conhecimente C(em forma de heuristica,
estudos de casos, estudos das simplificagdes irigonométiricas,
desenvol vimenic de mélodos, etclh, etapa completamente inexplorada e de

grau de complexidade com dimensic incompativel com um Gnico trabalho,
Nossa contribuigio nesta area se deu nos seguintes aspectos:
= Desenvolvimento de uma ferramenta automaiizande a stapa 4rdua
de preparagioc das expressdes para a inversdo, utilizande uma
extensidc do método descrito em [PAUL 811
- Estudo analitico exaustivo das simplificagdes Lrigonomdiricas
constantes nestas eoxpreossdes, estabslecendo com precisic a

ocorréncia destas;
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~ Bstudo sobre wvalidagdo do modelo inverso de uma robé®, constituy-

indo um embridoc de ferramenia genérica de validagio.

Ao longo do desenvolvimento do nosso trabalho, uma outra guestio
ganhou relevincia: a otimizagloc dos modelos geoméiricos para céllculo
em tempo real e para obtengdc do modelo dinfmico, além da otimizagioc
em relaglo aco aspecto de melhor visualizagdoc das eoxpreossdes para

auxfilioc & inversio do modelo.

Nesta 4&area se situa & melhor parte da nossa contribuiclo

original:

- BEstabelecimento de critédrics para a otimizaglc do modslo

geométrico;

- Desenvolvimento de algoritimoc para geragdo das segiléncias de
multiplicagioc das matrizes elementares para escolha do melhor

model o geoméirico;

= Desenvolvimentoc de um mélodo de cbhblencic das matrizes interme—
disrias, sendo oz termos de rotaglc ¢ Ltranslacio gerados inde-—

pendentemente;

~ Determinagic das situagdes onde aparecem simplificagdes trigo-

nométricas ¢ sua resoclusio,

1.3, ESTRUTURA DO SISTEMA PARA GERAGAD AUTOMATICA DE MODELOS

Como o desenvolvimento do GMROB fez parte da primeira etapa do
nosss trabalho, j& itendo side descrito em publicac®es anteriores,
consideramos adegquado apresentar sua estruturza no capitule introdutéd-

rieo.

No eixo de desenvolvimento do GMROB, este trabalho contempla a
geragidc automatica de modelos geométricos e auxilio 3 modelagem inver-—
sa, sendo que a geragdo autlomitica de modelos dindmicos & um dos obje-
tivos da dissertacic [SILVA 801.
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0 sistema para geragdo de modelos & constituido funciocnalmente

dos seguintes mdédulos:

- Gerador Automitico de Medelo Geoméirico Direto:

—~ Ferramenta de Auxilic & Obtenglio do Modelo GCGeomé&trico

Inversco;

~ Gerador Automdtico de Modelo Dindmico;

A estrutura do sistema estéd implementada da seguinte forma:

- Supervisf8o: coordena © usc da Inicializagdc e Modelagem.

= Inicializaglo: permite que sejam introduzidos parlmetiros gecomé—
tricos e dinamicos de robds, ou gque sejam manuseados os pars-
metros que jA tenham sido introduzidos anteriormente. As opgdes
existentes na inicializag¢8o s8oc: criar ou apagar um arguivo,
modificar o seu conteddo, visualizar o contelddo de um arguivo
ou o contelddo do direléric de argquivos. No casoc de se itentar
criar um arquivo cujo nome j& exista, serfco oferecidas as
seguintes copgdes: modificar o nome ou conteddo do arquive ou
simplesmente utilizad~lo como dado. Quando se deseja apagar umn
arquivo de inicializaglc, © sistema auxilia o usudric no senti-
do de apagar todos os arquivo=s gue s8o resultantes da geraglo
de modelos & que usam estie arquive de inicializagio. & desirul-
g3o dos arquivos € feita um por wum, mediante autorizagloc do

usudrioc, de forma a apagar apenas os arqulvos desejados.

~ Modelagem: permite a geracioc de modelos geoméirico direto e
dindmico em sua forma simbdélica a partir dos parfmetros geomé-
trices e dindmicos do robd. Gera sxpressdes de auxilioc i obien—

cé&c do modelo geométrico inverso.

A figura (1.1.37 apresenta um esquems dos mddulos descritos acima.
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SUPERVISAD DO
SISTEMA GERADCR DE MODELOS
INICIALIZAGAO . . MODELAGEM
- = progm AuxirLio A
PARAMETROS PARAMETROS MODELAGEM MODELAGEM MOD. GEOM.
GEOMETRICOS DINAMICOS CEOMETRICA DINAMICA INVERSA
(%) OPGOES: (%%, OPQOES:
- CRIAR ARGQUIVOS ~ CONVENGAD PENAVIT-HARTENBERG
- APAGAR ARQUIVOS U CRAIG-KHALIL
- MODIFICAR ARQUIVOS - MET. 1 ~ DIRETO
- WISBUALIZAR ARGUIVOS - MET. 2 -~ DIRETCO-/ORTONORMALIDADE
~ VISUALIZAR DIRETGRIO -~ MET. & -~ JFNVERSO
- MET. 4 =~ INVERSO-ORTONORMALIDADE
- MET. 5 - DIRETO/SIMPLIFICAGOES
TRIGONOMETRICAS

Figura €1.1.2: Estrutura basica do Sistema Gerador de Modelos

No item 2.23., & feita uma descriglc complementar do médule de
geracioc do modelo geomdirico do GMROE (SIS _MGDD, sendo apresentados os

cinco métodos de montagem do modelo que aparecem na figura (1.1.3.

Os métodos de montagem do modelo nic se restrigem aos wutilizados
no SIS _MGD, sendo este assunto trabalhado pormenorizadamente no capi-
tuleo dois, que trata exatamente dos objetive e técnicas para

otimizaglo do modelo geomeirico.

Como motivacio para leitura do caplitulo dois, vamos apresentar na
tabelsa (1.1.2, a grande variaglc do niumerc de operagdes em  fungio do
use de diferentes métodos de montagem do modelo {(para ilustragio sio
mostrados apenas os niimeros de operagcdes correspondentes aocs cinco
métodos implementados no SIS MGD, com ou sem utilizaclc de wvariédveis

auxiliares, tendo sidos usados os parimetros do robd Puma B80 para

s



geracio dos modelosd,

METODO VAR, AUX. NUMERO DE OPERACOHES
D-H [V o] * - - FOT AL BEN-"COE
i s 70 z5 14 100 12
1 " 205 40 a7 zB82 12
2 L] i 3 £33 107 12
2 n 1299 IOC 475 i780 i2
3 o 70 zo 14 104 iz
a N 131 % 1 s 2086 12
<+ = L=+ 19 i12 o3 i2
4 n 253 S 7o z5a 12
= - 532 24 o7 &4 i4

Tabela 1.1 - NGmero de operagfes versus Método Implementado

1.4. ESTRUTURA DO TRABALHO

Aldm da introducdo, nossa dissertagio tem mais Lrés capitulos,
constando, no segunde capitulo, oS resul tados pertinentes -
cltimizaclo do modele direte; no tferceire capitule, o3 resuliados
pertinentes i inversic do modelo: no quarto, a sintese dos principais

resultados e apresentagfo de algumas perspectivas de evolugio.
0 segundo capitulc esti dividido em seis itens:
- O item 2.1. intreoduz o leitor em alguns conceitos e ferramentas

transformagdes homogéneas, as malrizes de itransformacdc elemen-

tares ¢ o modelo geomdirico direto.

- HNo item 2.2. sic apresentados os diversos critéricos de

i



otimizagio para © modelo geométirico com vistazs a sua utilizagio
em controle de trajetérias, obtengdoc do modelo dinamice e
auxilic & inversioc do modelo geoméirico. Sic levantadas as
possiveis formas de obtenclo do modelo com vistas a otimizagido,
om relacic a: seqliéncia de multiplicacido das matrizes elemen-
tares, a0 uso de equagdes auxiliares, simplificagbes
trigonoméiricas @ © uso de propriedades de bases ortonormais

das expressfes de rotagdo das matrizes de transformagio.

No item 2.3. é apresentada uma ferramenta (SIS_MGD DO GMROBD
que gera automaticamenie © modelo goomélrico de vinie maneiras
diferentes, executando os primeiros passos em diregdo & otimi-
zagdo do modelo. Os deois ilens subsequentes fornecem subsidios
para a proposigdco de uma metodologia mais genérica gque a

contida no GMROB para geracioc de modelos Stimos.

No item 2.4. & apresentado um método de obtsngio para as matri-
zes intermediarias, desenvolvido com dois objetivos basicos:
facilitar a identificacdo analitica das simplifica¢des trigono-
métricas e permitir o estudo da contraposigio enire estas e as

equagdes auxiliares.

No item 2.8. & identificado wum elenco de situagles das
expressbes do model o onde aparecem simplificacdes

trigonoméiricas, e sdo deduzidas as expressdes simplificadas.

No item 2.8. sdc sinlestizados os passos para obiengic dos mode—
los &timos, dentro dos criiérios estabelecidos no item 2.2., e
discutida a aplicaglo destes modelos na otimizacfo do nodelo

dindmico.

terceiro capitulo também estd dividide em seis itens:

O item 2.1, & utilizade para introduzir o leitor no conceiico de
coordenacio de movimentos ¢ npa complexidade da invers3o do

modal o geoméirico,
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- No iitem 3.2. sio detalhadas azs dificuldades da inversio do

modelo em relagdo a: existéncia & ntmerc de solugdbes, generali-
dade dos méitodos, singularidades, redundincias, escolha da
representagio do modelc direto mais apropriada & inversdo
(quande a inversao ¢ analiticad, & cédlculc do modelo em tempo

real Cguando a inversioc & numéricad.

No item 3.3. & apresentada uma breve comparagio entre métodos
numéricos & analiticos para cbtencic do medelo inverso, o apre-
sentado © método descritoc em [PAUL 811, bem como a justifica-

tiva de sua adogdoc neste trabalho.

No item 2.4. & apresentada uma ferramenta C(SIS_INY do GMROBD
que gera automaticamenie as expressdes de auxilio 2 inversio
segundo © métode de [PAUL 811, inserinde uma extensic ao
mé&todo, para proporcionar em alguns casos melhor visualizacdo

das variaveis nas expressdes.

No item 3.5. & apresentada uma extensioc do método de oblencio
das matrizes intermedidrias descrito no item 2.4., que consti-
tui também uma extensic do mélodo apresentado em [PAUL 81) para
inversao do modelo, que tem por finalidade ampliar o elence de
maneiras de apresentacic do modele geométrico para estudo
sistemadlico da correspond®ncia entre a estrutura do rob8 e os
elementos das matrizes mais adequados a explicitagioc das coor-

denadas generalizadas.

O item 2.8, tem por objetivo mostrar a Jjustificativa da neces-
sidade de validag¢l8o dos modelos inversos (por simulagdol & a
apresentagio dos esforcos feitos nesse sentido pela equipe do
Laboratério de Automagdo & Robdética da III2 EBAI.
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CAPITULO 2

OTIMIZACAO DO MODELC GEOMETRICC DE ROBOS MANIPULADORES



2.1. INTRODUGAD

Neste capfitulo trataremos da otimizaglo do modele geoméirico para
uso em controle de trajeldria e da otimizacglo dos modelos geoméiricos

intermediirios para usc na obltengfo do modelo dinfmico.

Com este objetivo, introduziremos neste item o= conceiios bisicos
necessarios ac entendimento do restante do capitulo; no item 2.2
apresentaremos uma discuss8c scbre os acritérios de otimizagldo
aplicidveis; no item 2.3, faremos uma breve descriglioc da ferramenta
implementada para geraglio automdtica de modelos geoméiricos simbédlices

e utilizada para testes nos desenvolvimentos tedricos apresentados nos

itens seguintes; no item 2.4. descreveremos um novo método para
geraglo das matrizes intermediirias, wvisando sua simplificagl3o; no
item 2.8. trataremos da reduglc do modelo por simplificagdes

trigonométricas e finalmente no item 2.6. trataremos do cdlculo dos
modelos geomé&tiricos 4timos aplicado b obteng3o do modelo dindmico e
proporemos a construglo de uma ferramenta de geracio de modelos mais

adequada a otimizagio.
2.1.1. CONCEITO DE MODELO GEOMETRICO DE ROBO MANIPULADOR

Estamos neste trabalho tratando de robés manipuladores (RMD cuja
estrutura mecinica seja constituida por um conijunto de elementos (con-—
siderados? rigidos, denominados corpos, reunidos em cadela através ds
elementos gue permitam um movimento relative entre os corpos, denomi-

nados ligagBes ou juntas.

Existem wvarias ligacdes possiveis enire dois corpos, porém &
suficiente considerar somentie o tLipos de ligacdes gque permitem
rotagdoc em Lorne de um eixo (R ou a que permite tranzlaglic ac longo

de um eixe (P2 [FERREIRA B7].

No caso de um REM, chama-se modele geométrico as expressdHes
mateméticas da posigio e orientacios do &érgio terminal ou
mBo—ferramenta do RM descrites em relacio a um sistema de coordenadas

fixo em sua base, em fungidc do movimento de cada elemento de sua

20



cadeia cinem&tica, rotag3c nos casos de ligagies rotacionais,

translagdo nc caso de ligag¢3c prismatica.

A partir daqui, &s coordenadas que descrevem a posigdc & orienta-
cio do érgic terminal do RM denominaremos coordenadas operacionais @
aos movimentos de cada elemento de sua cadeia cinemdtica denominaremos

coordenadas generalizadas, conforme uso corrente na literatura.

As expressfoes matemiticas do modelo geomédtrico podem se apresen—
tar de varias formas, de acordo com a ferramenta matemitica adotada na
sua obtengiic, sistoemas de coordensdas utilizados, posicgles de eixos
arbitradas, parametros escolhides ¢ outras opgfes gque serdc ainda
cbhbjeto de andlise. Porém, neste item nos deteremos nos conceitos
bisicos para representacio do modelo por produtos de matrizes de
transformacic (ou passagem’ homogéneas, posicicnamento dos eixos @
sscolha dos parametros segunde a convengdo de Denavit-Hartemberg
[DENAVIT B8], gue foi ulilizada na maior partie dos trabalhos gque deram
origem a esta dissertagéoc, escolhido de acordo com critérios de
simplicidade de representagio, facilidade de manipulacgio simbdlica,

facilidade de sistematizagio etc.

2.1.2. A TRANSFORMAGAO HOMOGENEA E O MODELO GEOMETRICO

Além do Modelo Geométrico, gue relaciona somente a posigidc e
orientacio do 6rgic terminal com as rotac®es e deslocamsntioc das
ligacles, € necessiric também conhecer—ss as reslagles entre os
diverzsos elementos de sua cadeia cinemdtica © esnire a cadeia e os

cbijetos do ambiente.

A transformagic homogénea € uma ferramenta matemitica que permite
a descricglo destas relagdes pela forma matricial, facilitande a
obtengio das equagdes cinemdticas do manipulador, com a propriedade
gque gualguer composigio de iransformacdes & obtida pela -multiplicagio

das matrizes de transformagdoc homogéneas correspondentes.

Em sendo wutilizadas transformacdes homogéneas podemos entio

redefinir o Modeloc Geomdlrico de um robd come sendc a mablriz gue
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relaciona o sistema de coordenadas solidiric ac Srgho terminal c<com o
sistema de coordenadas solidério & base do robd, cobtida pele produto
consecutive das chamadas matrizes de transformagio homogéneas
elementares. matrizes que relacionam o sistema de coordenadas de um
elemento com © sistema do elementc imediatamente anterior. Obser vamos
que estas Gltimas matrizes cada uma é funglc de uma tUnica coordenada

de ligagio.

Outra definigio importante que serd muito utilizada aoc longo
desta dissertacio & a de Modelo Geométrico Intermediirio, representado
pelas matrizes de transformacio homogéneas intermedisdrias, obtidas de
multiplicag¢lo das elementares consecutivas enire os sistemas de
coordenadas de dols elementos gquaisquer da cadeia cinematica. Para
ressaltar a diferenca da matriz de transformagio intermediiria

chamamos de matriz de transforma¢io final a representagic doc Modelo

Geométrico.

Para compreensiio das transformagdes homogéneas vamos conceltuar
coordenadas homogéneas o derivar as transformages de rotagio e

translacio.
2.1.3. COORDENADAS HOMOGENEAS, TRANSFORMADAS DE ROTAGCAO E TRANSLAGAC.
A representagioc de pontos em um espago n—dimensional através de

coordenadas homogéneas ¢ uma entidade espacial de n+l dimensdes, sendo

que esta dimensdo adicional pode ser vista como um fator de sscala.

Seja um velor E = px? + py? + pz?, onde 1, ? e k sdc vetores
unitdrios nas diregdes "k, "y e "z" respectivamente.
Ou em notagdo matricial p = [px py pz}f onde "L dencta transpo-

sigio

A sua representacic em coordenadas homogéneas € 2 uma matriz

coluna do Lipo:

P =[0I vy =z 931 {2.%2.2
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onde px =MD, py = wre, pz = ZO9, @ = fator de sscala.

L2 #4

P,
il
que sdo apenas representacdes diferentes para o mesmoe wvetor. Também

E importante ressaltar a equivaléncia entre os vetores P e

cbservamos que a representagioc de um vetor em coordenadas homogéneas
ndc ¢ uUnica, pois o fator de escala pode ser gqualguer {(diferente de

zerol.
Ha trés observaghes importantes a fazer neste ponto:

12 Na representacic de um wetor nulo o fator de escala pode ser

qualquer fator nioc nulo:

p, =L 0 0 0 e e % O cz.2.

2) Uma diregio pode ser representada por um vetor do tipo:
P, = [ x0 00 3t' Crepresenta & diregioc "x*2. (2.2.2
20 N3o se define o vetor:
phmEOOOOEt (2.4.2

Embora a representacglo através de coordenadas homogéneas seja
interessanie por permitir representagio matricial. ndc interessa na
representacgic geoméirica de robds introduzir nenhum fator de escala.
Assim, se for escolhido um fator de escala unitérico, as préprias
coordenadas fisicas do vetor poderioc ser consideradas como coordenadas

homogéneas.

Este tipo de representacdo de pontos em wum espago Euclidiano
tridimensional & Util na cbtengio de matrizes de transformacico gus
incluam transformagdes. de. . . rotaglo,. .  translagic,. . . escalamento =¥

perspectiva.

L3 na e, BT

Para © nosso caso, simplificaremos a2 notagac de = para o7,

usando as coordenadas homogéneas com e = i, o =i P, py P, i 3{“.
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2.1.3.1. TRANSFORMAGSES DE ROTAGAD

Considere um vetor “p” definido sm um espagoe Euclidiano tridimen-

sional através de um sistema de coordenadas dito de referé&ncia.

Suponha agora gue este vetor efelue uma rotagho de um angulec e

ao redor do eixo 'z’ do smsistema C(Figura 2.1.D.

4

Figura (2.1.0: Rotaglo de um Vetor “p*

A matriz 3x3 gque permite determinar as novas coordenadas do vetor
pt = p_em fungic das anteriores & uma matriz que ¢ chamada de matriz
de rotacgio. Ela opers (produitc matriciall scobre as coordenadas

antigas gerando as novas. Assim, chamando de “R™ a matriz de rotagioc:

P = Ep (2.8.3
Supondo agora que o vetor "p” represente um ponto fixe de um
corpe tridimensional, podemos definir dols sistemas de coordenadas com

origens coincidentes:

12 Um sistema fixo em relagdoc ac espago tridimensional, chamado

de sistema de referéncia 4P, com eixos ', "yl Mg

2> Um sistema fixo em relacdo ac vetor “p%, o portanto em relacio

[ 2] 11 as [1] 2% L

ac corpo, chamado do sislboms do corpo (P, com eixos “u”, w s, W
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Neosse casc a rotagleo do wetor P corresponde & rotagle do
sistema "Pi"” em relagic ac sistema "Po®, @ a matriz de rotagidc “R”
pode ser interpretadsa como a que descreve & rotagiio de um sistems em
relagdc ac outro. Esta segunda interpretagdo &€ mais conveniente no
caso de cadeia cinemtices, peois elas sic constituides de dJdiversos
corpos aos guais sdo atribuidos sistemas de coordenadas fixos em
relagio a cada corpo. Assim sendo, a movimentagdo de um corpo em
relagio ac outro pode ser vista simplesmente como o movimento de um

sistema de coordenadas em relagdo a outro.

As matrizes de rotagic que expressam as rolagdss bisicas sdo:

1) Rotag¢ioc de um &ngulo "™ om torno do eixo “x':

1 O O
Rot {(x, &) = 9] cos (8D -sen (8D C2.8.2
G sen (O3 cos (82

2> Rotagioc de um &ngulo 8" em tornoc do eixo “y':

cos (82 o sen (&2
Rot Cy, 8 = O i 8] L2, 7.3
~gan (&) O cos (82

LI |

32 Rotaclo de um angule "@" em torno do sixo "z

cos (82 -sen {87 0
Rot {z, 82 = zsen (82 cos (82 O C2. 8.0
O o 1

No casoc de aplicaglo de sucessivas transformac®es de rotacio & um
sistema, © efeito resultante pode ser obtido através do produto

sucessive das mailrizes de rotagdo elementares, na ordem sfetiva em que

se sucederam as rolacles. Assim sende, a2 matriz de rotaglio que
expressa rotagcdes sucessivas ac redor dos eixos “y7, Yz e Ux" seri:
E = Rot (v, 813 Rot (=, 623 Rot (x, 93) (2. 8.2

onde Rot (v, 8;} significa rotagloc de “8;" em torno de “y*.
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2.1.2. 2. TRAMSFORMACAO DE TRANSLAGAC

Dado um vetor:

p = ) px py pz ]t, {2.1¢.2

uma transformagio de translacdo correspondes a efetuar deslocamentos em

uma ou mais das diregleos de seus olixos. Assim uma translago de "a“
na direcic "x", de "b" na direglc “y" e de "¢ na direg¢lo "z" gera o
vetor resultante “pt“ (translaglico de “p*; nio confundir com a notaglio
de transposigdod:
p, = [ p+a p +b p+c3t 2.11.2
1 b3 v z

Observando-se este vetor fica evidente que uma itransformacido de

translacic corresponde a somar um vetor de deslocamento do tipo:

d=( abe b cz2.12.>

E portanto:

ptzp-t"d (2.13.2

2.1.4. MATRIZES DE TRANSFORMAGAO HOMOGENEAS

Para repressntar de forma conjunta as transformacbes de

translagdo e de rotagiic deve-se observar que:

p = R.p & p = p+ d (2. 14.0

portanto:
P, = B.p + d €2.18.2
A representagic desta transformagdo conjunta como uma matriz &€
possivel casc oS yelores selam representados através . de - coordenadas
homog@neas e "R” ¢ "d" sejam elementos de partigdo de uma matriz, da

seguinte forma:

&S



P - P - R 3 d P - R.p + o
--LI. R A R RS b e e T e S €2.18.2
i 1 o i 1 i
P, P i
Onde |——= ) ~-—~| sado os vetores "pw" e "p" representados em
1 1 f
R €3x3 , di{3x1d
coordenadas homogéneas, e T 5 |————cee— | ——————- & a maitriz de
O Cix3> " 114D
transformagdc homogénea, O = [0 O 0 & um vetor-linha nulo e 1 & o

fator de escala unitario.

Na wverdade a forma mais geral da matriz de transformacdoc

homogénea & a seguinte:

Matriz de rotacgio Vetor de transl.

i
(3x30 H
B e it C2.17.2
Transf. Perspectiva | fator de escala
C1x3D ! CixdD
Embora dteis pars outlras aplicagdes, as transformacdes de

perspectiva & de escalamentoc n3oc nos sic convenientes. Para cancelar o
seu efeito @ preservar a representagio homogénea ¢ gque fazemos nulo o
vetor das transformacdes de perspectivas e, como j& ol dito, unitério

o fator de escala.

A matriz genérica de transformagds homogénea fica entic da

forma:

Cz.48.0

o © O 1

T = ny oy ay pvy = n o a p
nz ©z az Dz

© & ¢ 1

De acorde com esta representaglo as matrizes que representam a

translagic e as rotag®es bisicas sio:

Rotagio de um angulce 8" em torno do sixo "X
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