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RESUMO

Este trabalho apresenta o uso da técnica de decomposigao de Benders
para resolver o problema de planejamento de sistemas de transmissao a
longo prazo. E mostrada a teoria da decompaosicac de Benders localizada
no contexto da programagao matematica de grande porte e aplicado ao
modelo de transportes e ao modelo de fluxo de poténcia DC. Apresenta-se
também a 1déia de planejamento hierarquizado e o conceito de rede ficticia
para contornar o problema de nao convexidades e rede inicial desconexa
préprios nos sistemas elétricos usados em planejamento a longo prazo. Sao
apresentados resultados obtidos num sistema de seis barras.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

O planejamento a longo prazo da expansio de redes de transmissio de e-
nergia ¢léirica tem por objetivo determinar onde, quando e gue tipos de
equipamentos devem ser instalados ao longo de um periodo, de modo a
satisfazer as necessidades do mercado de energia elétrica com certas espe-
cificagoes de quahidade nos servigos e ao menor custo possivel. Neste caso
usamos a técnica denominada Sintese Conceitual de Redes de Transmissao
que permite fazer os estudos iniciais para o planejamento a longo prazo de
sistemas de transmissac baseados em técnicas rdpidas e modelos simplifica-

dos.

Uma das primeiras técnicas de sintese de redes de transmissao usadas
no planejamento a longo prazo é o Modelo de Transportes de Garver |3
que resolve o problema da rede desconexa e sobrecarregada de uma rede
inicial com cargas futuras que nao pode ser resolvido por métodos de analise
como ¢ fluxo de carga AC. No modelo de transportes sé é representada a
Primeira Lel de Kirchoff no modelo da rede. Depois foi usado o Método
de Fluxo de Poténcia Linearizado DC [2]que une as vantagens de resolver
o8 problemas que o modelo de transportes resolve e além disso, forneceria
resultados mails precisos nas fases de planejamento em gue ja estiveram
removidas as sobrecargas mais pesadas, nas quais o modelo de transportes
pode ser pouco preciso. No método de fluxe de poténcia linearizado sao
representadas as duas leis de Kirchoff no modelo da rede. Uma técnica
alternativa é o Modelo Hibrido [5] que combina os dois métodos anteriores.
Neste caso o modelo DC ¢ aplicado & rede atual instalada e ¢ modelo de
transportes € aplhicado & “ rede de sobrecarga ” para os sobrecarregamentos
nos elementos ficticios ou artificiais da rede.
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Nos tiltimos anos iniciou-se a aplicagao de técnicas de decomposicao ma-
tematica [4,7] como uma ferramenta atrativa para a resolugdo do problema
de planejamento da expansao de sistemnas de transmissao. Esta técnica apro-
veita a decomposigio natural do problema da expanséo de sistemas de trans-
missao em duas partes: um subproblema de investimento e um subproblema
de operagao. O objetivo é minimizar os custos de investimento regueridos
para um fornecimento adequado da demanda.

Neste trabalho usamos a decomposigio de Benders para fazer um plane-
jarnento hierarquizado do sistema de transmissio para atingir a otimizagao
global dos custos de investimento e requerimentos de fornecimento adequa-
dos, através de uma solugao interativa dos subproblemas separados de in-
vestimento e operagaoc.

No Capitulo Il fazemos uma anélise geral dos métodos de solugao usa-
dos no problema de planejamento especialmente o modelo de transportes e
o método de fluxo de poténcia linearizado que sdo importantes no desenvol-
vimento posterior deste trabatho.

No Capitulo I11 desenvolvemos a técnica de decomposigac de Benders
especialmente no que tem a ver com a validade teérica do modelo, critérios
de convergéncia, carateristicas dos subproblemas de investimento e operagao,
modelo da rede e os Cortes de Benders.

No Capitulo IV apresentam-se os testes efetuados e resultados obtidos
com umn sisterna de trés barras e outro de seis barras sob diferentes condigoes
iniciais.

No Capitule V o problema de planejamento de sisternas de transmissao a
longo prazo ¢ formulado no contexto do planejamento hierarquizado visando
contornar algumas dificuldades na implementagao do modelo para grandes
sistemnas especialmente em aspectos relacionados com uma rede inicial des-
conexa e & diminuigao do esforgo computacional.

Finalmente no capitulo V1 sao feitos comentarios dos resultados obtidos
e as perspectivas de desenvolvimentos futuros.



Capitulo 2

ANALISE GERAL DO
PLANEJAMENTO DE
SISTEMAS DE
TRANSMISSAO

2.1 Introducio

Neste Capitulo apresenta-se as carateristicas mals lmportantes de alguns
métodos de sintese aplicados ac problema de planejamento a longo prazo
de sistemnas de transmissio mencionando as vantagens e desvantagens de
tais métodos. E apresentado o modelo de transportes, o método de Auxo
de poténcia linearizado, o modelo hibrido e uma introdugao 2 técnica de
decomposicdo de Benders, amplamente desenvolvida ro seguinte capitulo.

Os dados inicials no problema de planejamento da expansao dos sistemas
de transmissio sao: a rede do ano inicial, injegbes liquidas de poténcia
ativa {geragdo menos a demanda) para o periodo que val do ano inicial
até o ano final do planejamenio e o conjunto de linhas de iransmissao e
transformadores {circuitos) que podem ser instalados nesse periodo.



2.2 Meétodos de Solugdo do Problema
de Planejamento

2.2.1 Modelo de Transportes

O meodelo de transportes inicialmente formulado por Garver [3], foi proposto
para resolver situagdes em que os programas de fluxo de carga AC tradicio-
nais nao forneceriam solucio devido ao fato da rede ser incapaz de transmitir
as poténcias desejadas. Situagdes como esta ocorrem tanto quando se liga
umna nova barra ao sistema, e portanto ainda nao existem linhas, e também
guando os carregamentos sao muito elevados que exigiriam aberturas angu-
lares acima do limite estatico. Ambos os casos se verificam no planejamento
a longo prazo de sisternas de transmisso, quando para se determinar as ne-
cessidades de acréscimos na capacidade de transmissio, pretende-se resolver
um problema utilizando a rede inicial ou atual e as geragdes/cargas futuras.
Em situagbes como esta simplesmente nio existe fluxo de carga.

O modelo de transportes estd baseado na programagao linear, através
dos quais a rede de transmissio é representada associando-se custos e capa-
cidades as linhas, sendo os fluxos determinados de tal forma a otimizar uma
fungao objetivo especifica. 56 € levada em conta a Primeira Lei de Kirchoff
no modelo da rede.

O modelo de transportes permite que a expansio do sistema seja feita
passo-a-passo, adicionando-se uma linha por vez nas areas de maior sobre-
carga. Entio o modelo considera dois tipos de ligagoes:

e Ligacies Normais : Com capacidades de transmissao maximas iguais
4s linhas reais e custos de transporte iguails as reatancias dessas linhas.

e Ligagies de Sobrecarga: Sao ligagoes ficticias com capacidade de trans-
missao ilimitadas e custos de transporte muito superiores (10 vezes por
exemplo) aos das linhas normais; estas ligagbes sao colocadas entre to-
dos os nés ou barras nas quais sejam permitidas a construgac de novas
linhas.

Na solugio do problema de transportes todo fluxo que nao puder ser
transportado pelas ligagdes normais, fluirdo pelas ligagoes de sobrecarga,
pois estas tém capacidades ilimitadas, e $6 passarao através das ligagoes de



sobrecarga quando for impossivel transporté-los pelas ligagdes normais, ja
que estas tém custos muito inferiores.

O algoritmo originalmente apresentado no modelo de transportes de Gar-
ver € o seguinte:

1. Formule as equagdes de fluxo de poiéncia como um problema de mi-
nimizagao linear.

2. Use programacao linear para resolver o problema de minimizagao para
transportar os fluxos de poténcia necessarios. Este resultado é conhe-
cido como Fluzo Linear Estimado.

3. Selecionar o circuito a ser adicionade baseado na localizacao da maior
sobrecarga no fluxo linear estimado.

4. Repetir os passos (2] e (3) até eliminar todas as sobrecargas no sistema.

O fluxo linear estimado pode ser obtido resolvendo o seguinte:

Min Z= 3 5], (2.1)
{i.7jen
8.4.
stifi=P
ii% S :{Lim
onde:

1 - Conjunto formado pelas linhas atuais e as linhas candidatas.
S - Matriz de incidéncia ramo-ns.

zi; - Reatancia na linha 3.

fi; - Fluxo de poténcia ativa na linha 3.

P - Vetor de poténcia liquida {geragao menos carga).

O fluxo linear estimado pode também ser obtido a partir do seguinte
algoritmo:

1. Determinar uma arvore que ligue todos os nos da rede.

2. Arbitrar os fluxos nos ramos gue estio fora da arvore:
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® Zero nas linhas de sobrecarga.

& Zero ou o valor limite para as linhas normais.

3. Calcular os fluxos nos ramos da arvore a partir das injegdes nodais e
dos fluxos nos ramos que nao fazem parte da arvore. Usar linhas de
sobrecarga se necessario.

4. Calcular os potenciais nodais tomando-se um dos nds como referéncia
e calculando os demais potenciais atraves da drvore, considerando-se
o custo de transporte {z;;} como a diferenca de potencial entre os nods
terminais do ramo ij. Os fluxos circulam no sentido dos potenciails
decrescentes.

5. Recalcular os fluxos nas linhas que nao estdo na arvore de acordo com
a seguinie regra:

» Se a diferenca de potencial for menor que o custo z,; correspon-
dente, o fluxo deve ser zero.

e Se for maior que z;; o fluxo deve aumentar até a capacidade ou
até que um dos ramos da malha correspondente tenha seu fluxo
igual a zero ou ao seu valor limite; neste iltimo caso o ramo saird
da drvore.

6. Se todas as diferengas de potenciais estiverem coerentes com o fluxo
estimado o processo estd terminado.
Se no passo anterior ocorrer mudancga na arvore deve-se voitar ao passo
(4).

Considera-se custos de transporte z;;:

= O valor da reatdncia para as linhas de transmissio normais.

e Para as linhas de sobrecarga, z;; € igual a cinco vezes o valor da
reatancia da linha normal paralela.

Como é mostrado no algoritmno as adigdes de novas linhas sao feitas
baseando-se na sclugac do problema de fluxo linear estimado descritoc ante-
riormente adicionando uma linha em paralelo com a ligagao de sobrecarga
gue transportar o maxime fluxo.

Como ja foi dite, o principal argumento para justificar a adogdo de um
modelo de transportes no calculo dos fluxos na rede de transmissao, é que
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no planejamento a longo prazo os niveis de geragao/carga estdo muito acima
da capacidade de transmissao inicial do sistema e ndo é possivel usar um
modelo AC para o célcuio de fluxo de carga. Além disso, existe o probiema
da existéncia de rede inicial desconexa quando novas barras sao ligadas ao
sistemna.

Em relaco aocs outros métodos de sintese de redes de iransmissao o
modelo de transportes tem carateristicas atrativas como o fato de ser um
problema de programacao linear. As possiveis desvantagens ficam relaciona-
das com a precisdo da aproximagao. Como o modelo de transportes nao
representa a Segunda Lei de Kirchoff, ele pode “ encaminhar 7 os fluxos
dos circuitos a vontade. Assim o modelo € ¥ otimistico ” e pode produzir
um investimento menor. Também foi notado que, ainda na solugio inicial
{quando ainda nao foram feitas adigbes) o modelo de transportes pode In-
dicar adequado fornecimento de carga guando na realidade o sistema estd

sobrecarregado {1
No Apéndice A mostramos um exemplo resolvido com o modelo de trans-

portes .

2.2.2 Método de Fluxo de Poténcia Linearizado

No meétodo de fluxo de poténcia linearizado a distribuigao dos fluxos obedece
as duas leis de Kirchoff e pode ser estimada aproximadamente através de
um modelo linearizado (DC), representado pelo sistemna linear |10},

Bg =P (2.2)

onde:

B - Matriz capacidade de transmissao.
# - Vetor dos Angulos das tensbes nodais.

P - Vetor das injegoes liquidas de poténcia ativa.

Os elementos da matriz B sao dados pelas relagoes:

Bij = ~vij (2.3)
B;; = Z Yij
FISEX

onde:



~i; - Capacidade de {ransmissio no ramo ij.

{J; - Conjunto das barras que se ligam & barrs k.

Com = solucio 8 de {2.2) estimam-se os fluxos de poténcia ativa nas
linhas a través da relagao:

Py =v;(0: - 6;); 7€0 (2.4)
onde:

P.; - Fluxo de poténcia ativa no elemento 1.
77 - Capacidade de transmissac do elemento 17.
8, - Componente { do vetor §.

1 - Conjunto formado por todos os circuitos do sistema.

Neste modelo a dificuldade de desconexdes, entre dreas do sistema na
fase inicial da sintese, é superada adotando-se superposta & configuragao do
sisterna, uma  rede ficticia 7 constituida de ligacGes com capacidade de
transmissao igual a, por exemplo, 1074 vezes dos valores normais, colocadas
em todos os ramos onde sio permitidas a construgido de novas linhas. A
baixa capacidade de transmiss@o da rede ficticia fazemn que estas s6 sejam
utilizadas quando nio houver possibilidade de transporte de poténcia pela
rede real. O valor das capacidades de transmissao da rede ficticia tem que ser
de tal forma para garantir a nio singularidade da matriz B em situagoes de
desconexidade e, em situacdes normais, nao afetar de maneira significativa
a distribuicio dos fluxos.

O fluxo de poténcia linearizado € a soluggo do problema de otimizagac
(18},

. i ~1 2 .
HETae

> Pi=Fh

FELL

1=1,2.3,...,(N=-1)
onde:



Z - Funcao objetivo correspondente 4s perdas no modelo resistivo
associado.

Assim, (2.5) obtém o minimo de uma funcao quadratica dos fluxos sujeito
as restrigbes correspondentes as injegoes de poténcia nas barras (Primeira

Lei de Kirchoff ).

A solugdo 7 dado por {2.2) corresponde a uma distribuigéo de fluxos que
¢é a solugio do problema de otimizagio {2.5). Consequentemente, a proprie-
dade descrita anteriormente mostra que a distribuicao dos fluxos calculada
atraveés do método de fluxo de poténcia linearizado se da de {forma a mini-
mizar as perdas associadas a0 modelo resistivo (DC) correspondente. Em
outras palavras, a distribuigao dos fluxos numa rede segue uma lei de
“ minimo esfor¢o ¥ que minimiza ¢ produte da inversa das susceptéancias de
cada circuito multiplicado pelos respectivos fluxos ao quadrado.

Entzo, a variagao da funcao objetive Z em relacdo a um aumento na
capacidade de transmissao dos circuitos candidatos podem ser usados como
indice de desempenho do sistema de transmissio. Esse critéric consiste em
determinar os ramos que sofrendo aumento na sua capacidade de transmissao
acarretam as maiores perturbagtes no valor étime Z° da fungao objetivo,

.1 12
7 = §Zqﬁ Py (2.6)

Admitindo-se uma variagdo na capacidade de fransmissao da rede pela
adigao de um novo componente no ramo 13, obtém-se o seguinte critério de
desempenho (2],

. . ..
onde:

Oy - Capacidade de transmissao do componente que pode ser
adicionado no ramo ij.

AZ;; - Valor aproximado da perturbagao em Z° causada pela
adigio de um novo componente no ramo ij.
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Com este critério os ramos candidatos a receberem um novo componente
sao aqueles que tém os maiores valores de AZ;;. As adigoes selecionadas com
este critério corresponde aqueles que, se fossem efetuados, provocariam os
maiores impactos na distribuicdo dos fluxos da rede.

Urn algoritmo bésico para ¢ método de fluxo de poténcia linearizado € o

seguinte [{10]:
1. Obtém-se a solugdo do fuxo de carga DC para a rede atual aplicando

Bf=F

2. Com a solugio do fluxo de carga DC obtido em (1) estimam-se os
fluxos de poténcia ativa em toda a rede aplicando,

Frij = i (6; - ;)

¢ Se houver algum elemento da rede sobrecarregado ou desconexao
de dreas entre os quais exista a necessidade de transmissao de
poténcia, indicada pela grande utilizagdo da rede ficticia, passa-
se ao passo {3).

e Se a rede nAo apresentar elemento sobrecarregado o processo ter-
mina.

3. Com a solugio da rede atual estabelecem-se as componentes de um
vetor gradiente de Z~ em relagdo a 7, cuja componente 17 é dado pela

relagio,
8z 1 2
o — B — B 2.8
17 € {1

e assim determinam-se as variagoes AZ; correspondentes as possivels
adigdes, representadas por Av;;, nos rames em que sao permitidas, do
seguinte modo,

EYA
s e A 2.9
AT o 0 (2.9)

1y €01

i0



4. Adiciona-se um novo elemento no ramo correspondente ao maior valor
de |AZ;;| e volta-se ao passo (1).

O método de fluxo de poténcia linearizado foi usado com sucesso em
aplicacdes praticas com sistemnas brasileiros; embora seja conveniente lem-
brar que a formulagio de minimo esforgo da equagio {2.5) so € equivalente
ao modelo de fluxo de poténcia linearizado da equagao {2.2) se nao existem
circuitos sobrecarregados {11].

No apéndice A mostra-se um exemplo resolvide com o método de fluxe
de poténcia linearizado.

2.2.3 Modelo Hibrido

O Modelo Hibrido combina o uso do modelo de fluxo de poténcia DC e o
modelo de transportes . O modelo de fluxo de poténcia DC, que obedece
as duas leis de Kirchoff, é aplicado s6 & rede atual e o modelo de trans-
portes ¢ aplicado & rede de sobrecarga ou ficticia constituido pelas linhas
de sobrecarga obedecendo a primeira lei de Kirchoff. O modelo de rede de
sobrecarga é s6 uma ajuda matemaética usada na selecdo de novas linhas e
fica de fora quando as adigbes sho completadas e ndo existe mais sobrecarga.

Assim, neste modelo resolvemnos duas redes: uma constituida pela rede
atual instalada no sisterna de poténcia e outra constituida pelas linhas de
sobrecarga onde somente podem ser levadas as sobrecargas do sistema. A
rede de © sobrecarga ” contém informacoes dos caminhos a serem consi-
derados enguanto minimizamos o investimento no processce de expansao da
rede. Nio existe restricdo no fluxo de poténcia transmitido por uma linha
de sobrecarga. A poténcia transmitida pelas linhas de sobrecarga indicam
onde devemos construir novas linhas para evitar sobrecargas no sistema.

¥

O algoritmo é essencialmente o mesmo do modelo de transportes e a
inica diferenca é no calculo do fluxo linear estimado. Neste caso o modelo
hibrido resolve o sistema [5], '

i1



Min Z = Cplfp! (2.10)

B4 - 8tfp=P

%f% S j-Lim
onde:

Z - funcho objetivo.gue minimiza o investimento de capital.
Cp- vetor de custos das linhas de sobrecarga.
fp- fluxos nas linhas de sobrecarga.

St matriz de incidéncia né-ramo.

Depois de cada solugao de (2.10) adicionamos um nove circuito aoc sis-
termna onde a linha de sobrecarga esta mais sobrecarregada.

No modelo hibrido as linhas de sobrecarga sé atuam quando temos barras
desconexas e/ou existem linhas sobrecarregadas como acontece no planeja-
mento a longe prazo de sistemas de transmissaoc. A técnica de solugao ideal
é a programacao linear.

O modelo hibrido mantém as vantagens do modelo de transportes e além
disso, na solugao inicial {quando ndo foram adicionadas novas linhas) a-
presenta resultados adequados onde o meodelo de transportes poderia ter
dificuldades. As desvantagens ficam relacionadas com a precisao da solugao
final que pode ser aliviada através de uma aplicacio repetida do modelo
como é mencionado em [1].

2.2.4 A Decomposicio de Benders

A decomposicao de Benders é uma técnica matemadtica atrativa para se
resolver o problema do planejamento da expansao de sistemas de trans-
missao formulado como um modelo de transportes ou um modelo de fluxo
de poténcia DC.

A decomposigao de Benders explora a decomposigao natural do problema
de planejamento da expansio de sistemas de transmissao em duas partes:

i2



1. Um subproblema de investimento em que escolhe-se um plano de ex-
pansac candidato e calculam-se os custos de investimento associados
a ela.

2. Um subproblema de operagdo onde é testado o plano de expansao can-
didato em termos de adequado fornecimento de carga.

A otimizagio global é atingida através de uma solugao iterativa das
solugdes separadas dos subproblemas de operagao e investimento .

As vantagens da utilizaggo da decomposicio de Benders € que a solugao
separada dos subproblemas de operagao e investimento permite a aplicagao
de algoritmos de solugdo diferentes em cada caso. Também, tem-se em
cada iteragdo, os limites superior e inferior da solugéo, e, as solugoes dos
modelos aproximados podem ser usadas como solugao inicial dos modelos
mais elaborados. Assim por exemplo, a solugao obtida de formulagdes com
varidveis continuas podem ser usadas como referéncia inicial para obter a
solucio de uma formulagio do problema com varidveis inteiras {7}

O problema de minimizar os custos da expansao dos sistemas de trans-
missio pode ser formulado assim {7,

Min z = ¢{z) + d{y) (2.11)

Alz} > b

E{z)+ Fly) > k

onde as varidveis X representam decisdes sobre a capacidade de trans-
rissdo e as varidveis v representam decisoes de operacao (fluxo em linhas,
niveis de geragdo ou corte de carga, etc). A{z} > b representam as restrigoes
de decisdes de investimento e E{z)+ F{y) > h representam as restrigoes de

Operagaoc.

O problema (2.11} pode ser representado como um processo de decisao
em dois estégios:
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e No primeiro estagio determina-se uma decisao de investimento factivel
.

e No segundo estigio, dado z°, o sistema é operado da forma mais efi-
ciente, isto é, minimizando os custos de operagao d{y):

Min d(y) (2.12)

F{y) > h— E(z")

O objetivo é minimizar a soma dos custos de investimento e de operagao.

A metodologia de decomposigao ¢ baseada nas seguintes observagoes:

e Os custos de operagdo d(y™) , onde y* é a soluco otima de (2.12),
pode ser visto como uma fungdo &(z) da decisao x, isto &,

a{z) = Min d(y) {2.13)

Fly) 2 h - E(=)

e O problema da expansao da capacidade do sistema de transmissao,
{2.11), pode ser escrito em termos das varidveis x, assim:

Min ez} + afz} (2.14)

Alz) > b

onde afz) é a solugdo de {2.13) para algum x.
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A fungio a{z) fornece informacgio das “consequéncias” das decisGes de
investimento x em termos de custos de operagdo. O esquema da decom-
posigao de Benders ¢ uma técnica para construir o{z) com alguma precisao
requerida, baseado na solugdo do subproblema de operagao (2.12) como ¢
mostrado na figura 2.1.

O esquema da decomposigao de Benders em dois estigios € resolvido
iteraiivamente como segue:

1. Iniciar com uma aproximagao de &(x) que é um limite inferior de a{z).

2. Subproblema de investimento:

Resolver uma aproximacio do problema (2.14),

Min c(z)+ &(z) (2.15)
s.a.

Az} > b
que tem somente varidveis em X.
3. A solugio étima do problema (2.15),

Z = c{x")+ &(z7} (2.16)

é um Hmite inferior da solugao étima do problema geral (2.11}.

4. Subproblemna de Operacdo:

Resolver o sistema:
Min dly) {2.17)

5.8.

Fly) 2 h— E{z7)

onde z° é a solugao de {2.15). {2.17) tem somente variaveis y.
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5. Seja y” a solugdo de {2.17). Entdo (z”,y") é uma solugao factivel do
problema geral (2.11) mas nao necessariamente o 6timo. O valor da
funcao objetivo:

Z = elz") +d{y")

¢ assim um limpite superior da solugdo 6tima de (2.11).

6. Se Z ~ Z < ¢ o processo termina e (z”,y") é a solugao étima. Em
outro caso, gerar uma nova aproximagio &(z) da solugho de (2.17)
que ainda ser4 um limite inferior para a(z). Voltar ao passo (2).

O ponto critico neste esquemna de decomposigao é a mudanga de &(z)
a partir da solugdo de (2.17). Associado com a solugao do subproblema de
operacio existe um conjunto de multiplicadores de Lagrange que avaliam as
mudancas nos custos de operagao do sistema causados por mudangas mar-
ginais nas capacidades das linhas de transmissao. Estes multiplicadores sac
usados para gerar uma Testricio linear em termos das variaveis x. Estas
restricdes conhecidas como Cortes de Benders siao incorporadas ao subpro-
blema de investimento gue uma vez resolvida apresenta uma nova tentativa
de solugac.

A derivagio dos cortes de Benders e toda a teoria relacionada com a
técnica de decomposicio de Benders aplicada ao problema de planejamento
da expansio de sistemas de transmissao a longo prazo sao motivo principal
deste trabalho e eles sio apresentados nos seguintes capitulos.
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Iniciar com uma

aproximagao de &(x)

Resolver um problema

aproximado de investimento

Dado um investimento
resolver um problema

exato de operagac

Use os resultados para

construir uma melhor

aproximagao de &(z)

Figura 2.1

Esquema de Decomposigdo de Benders
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2.2.5 OUTROS METODOS UTILIZADOS NO PLANE-
JAMENTO DE SISTEMAS DE TRANSMISSAO A
LONGO PRAZO

Existemn outros métodos ou formulagoes propostas para resolver o problema
de planejamento da expansio de sistemas de transmissao a longo prazo.
Fxistern na literatura métodos heuristicos e aqueles que usam técnicas de
otimizacac matematica ou ainda métodos hibridos, ou seja, uma combinagéo
de otimizacao matematica e alguma heuristica geralmente com a intervengao
do planejador [25].

Quando no problema de planejamento de sistemas de transmissac o
sistema ¢é representado por um modelo de fluxo de poténcia DC, pode-se
ainda escolher formulagdes alternativas para resolver o problema de plane-
jamento. Na presente tese usa-se a decomposigao de Benders, alternativa-
mente também se pode usar um algoritmo de lagrangeano projetado. Uma
outra alternativa promisséria é usar o modelo de restrigoes disjuntas [1] cuja
;déia basica é contorpar as nio linearidades introduzidas na representagao
das duas leis de Kirchoff através de restrigdes lineares disjuntas, obtendo-se
uma formulagao linear do problema. Neste caso seria usada um algoritmo de
PLI com branch-and-bound ou a decomposi¢io de Benders. Na UNICAMP
recentemente {oi desenvolvido um outro trabatho |22 de planejamento de sis-
temas de transmissao onde as leis de Kirchofl do modelo de fluxo de poténcia
DC ¢ representada de maneira implicita. O problema formulado como um
modelo de fuxo em redes inteiro-misto ¢ resolvido usando um algoritmo de
enumeragac implicita.
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Capitulo 3

A DECOMPOSICAO DE
BENDERS NO
PLANEJAMENTO DE
SISTEMAS DE
TRANSMISSAO

A LONGO PRAZO

3.1 INTRODUCAO

Neste capitulo apresenta-se a teoria basica necessaria para o desenvolvimento
da decomposigao de Benders tentando localizéa-lo num contexto mais geral
da programagcac matemaitica de grande porte. Assim apresenta-se, resumi-
damente, os conceitos de projecio, linearizagdo externa e relaxagao. Serac
necessarios também os conceitos basicos de dualidade em programacao naoc
linear e as carateristicas mais importantes da fungao de perturbacao.

Na segunda parte desenvolve-se a teoriz da decomposicdo de Benders
para o caso geral e depois é ampliade para o caso nao-linear. Neste estagio
aplica-se a decomposigao de Benders para o problema de planejamento da
expansao da transmissao a longo prazo usando o modelo de fluxo de poténcia
DC. Faze-se uma analise detalhada da obtengio dos indices de sensibilidade
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0;; com respeito a uma variagao da susceptancia do sistema elétrico.

No capitulo V é aplicada a técnica de decomposicao de Benders para o
maodelo de transportes dentro do contexto de planejamento hierarquizado.

3.2 ELEMENTOS DE PROGRAMACAO
MATEMATICA DE GRANDE PORTE

Os métodos de decomposigao, segundo apresentado por Geofrion {13], podem
ser classificados dentro de um esquema padrao pelos conceitos fundamentais
usados para o desenvolvimento de cada método . Estes conceitos fundamen-
tais podem ser classificados em dois grupos: manipulacio de problemas ¢
estratégias de resolugao.

Manipulagao de um problema é reformuld-lo de uma maneira equiva-
lente com a vantagern de que o problema resultante é mais manejavel para
resolver.

A manipulacdo de um problema é usada para obter o problema mestre.
As principais manipulages sao: Dualidade, projecao, linearizagao interna e
linearizagao externa.

A estratépia de resolugdo ¢ usada para resolver o problema mestre de
maneira iterativa. As principails estratégias de resolugao sao: Otimizagao
por partes, restrigao, relaxacao e diregoes factiveis.

A decomposigao de Benders usa projegdo-linearizagdo externa/relazacdo
como manipulagao e estratégia de resolugdo. Assim descreveremos breve-
mente estes conceitos.

3.2.1 PROJECAO

Projegae, frequentemente também conhecido como “partigao” ou “parame-
trizacdc”, é um mecanismo que leva vantagem em certos problemas que
torname-se relativamente simples quando algumas variaveis sao fixadas tem-
porariamente. Na decomposi¢ao de Benders o conceito de projecao é usado
para isolar problemas com estruturas especiais que estdo integrados num
problema mailor, ou seja isolar a parte linear ou continua de um problema
“serni-linear”, por exemplo.
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Seja o problema

MazzéX,er f(zay) {31)

Glz,y)2 0
que implica otimizagao no espago definido pelas varidveis x e y.
Defini-se sua projecdo no espago das varidveis y como,

Mazyey |Supzex f(z,y)] (3.2}

Glz,y) >0

o maximizando de {3.2), entre colchetes, chamado v(y)}, ¢ calculado para
cada vy fixo como o valor supremal de um problema de maximizagao “interna’
nas variaveis x. Definimos v(y) como — oo se o problema interno ¢ infactivel,
A tnica restrigdo para y em (3.2) é que deve estar em Y, mas para ser
candidato a solucio 6tima v deve ser tal que o problema interno seja factivel,
ou seja, y deve ficar no dominio V de v, onde

V= {y:vly)> ~oo} = {y:G(z,y) > Oparaalgum z € X} (3.3)
Assim {3.2) pode ser escrito como,

Mazyeyrv viy) (3.4)

O conjunto V pode ser visto como & projegao das restrigoes £ € X e
G{z,y) > 0 sobre o espago das varidveis y somente.

Projecio é uma manipulagio muito geral sem suposigoes especiais para
X.Y.f ou G. Quando assumimos convexidade o seguinte teorema mostra que
(3.2) é um programa convexo.
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Teorema 5.1

Assumir que X e Y s8¢0 conjuntos convexos e que { e cada componente de
G sao concavos sobre X x Y. Entio o maximizando v(y) em (3.2) é concavo
em Y.

Projegao é extremarnente 11l quando um problema ¢é significativamente
simplificado ao fixar temporariamente os valores de certas varidveis. Na
decomposicao de Benders é um programa linear com valores fixos de y.
Projegao pode ser aplicada sequencialmente por uma primeira projegio sobre
um conjunto de variaveis, depois sobre um subconjunto destas varidveis e
assim sucessivamente.

3.2.2 LINEARIZACAO EXTERNA

Linearizagdo Fzierna € um mecanismo que objetiva induzir linearidade em
urn problema parcialmente nao-linear, via aproximagao para depoils, usar
poderosos algoritmos de programaco linear. A linearizacdo externa im-
plica aproximagaoc tangencial para funcdes convexas. Um importante uso
de hnearizagao externa ¢ na manipulagio das nao-linearidades introduzidas
pOr Projecac.

Linearizacio externa € aplicada a conjuntos convexos e fungoes convexas
ou concavas,

Quando usamos linearizagao externa o epigrafe da func¢ao de otimizacgao
contém o epigrafe da fungio aproximada. Linearizagdo externa geralmente
subestima o valor da fungdo convexa e inclui além dos pontos do conjunto
convexo outros pontos fora dele.

Linearizagao externa lineariza um programa convexs da forma,

Minzex f(z) {3.5)
Gz} <0

O principal obstaculo que se tem com linearizacio externa é que pode
requerser um nuimere excessive de aproximacdes, para obter resuliados ade-
guados, especialmente para conjuntos com mais de duas dimensoes e fungoes

[
o



com mais de uma variavel. Esta dificuldade é contornada desde que e-
xista uma estratégia de solugio aplicavel a problemas com linearizagho ex-
terna que manipule “aproximantes” para que sejam gerados economicamente
gquando sejamn necessarios, sem ter que especificd-los antecipadamente. Esta
estratégia de resolugio é relaxag¢ho. O efeito nato é que a ranipulagao de
linearizacao externa ¢ feita 86 implicitamente.

“ Aproximantes” : usado para denominar umn conjunto convexo contendo
ou suportando um semiespaco e também para uma func¢io limitante linear
ou suporte linear de uma fungao convexa.

Existem trés estratégias de resolugdo: otimizacio por partes, restrigzo e
relaxagao.

3.2.3 RELAXACAO

Relaxacao é 1til para problemas com muitas restrigdes de desigualdade .
Assim, a relaxacdo reduz um problema a uma segiiéncia recursiva de proble-
mas onde muitas das restrigbes sio ignoradas.

Relaxacao é usada principalmente para problemas com um grande nime-
ro de restricoes de desigualdade, alguns dos quais podem estar disponiveis
sO implicitamente. Tals problemas ocorrem, por exemplo, como resultado
de uma linearizagao externa.

A 1déia basica de relaxagdo é a seguinte: resolver a versao relaxada do
problema ignorando alguras restricoes de desigualdade; se a solugdo resul-
tante nao satisfaz todas as restrigoes ignoradas entao gerar e incluir alguma
ou varias restrigbes violadas no problema relaxado e resolver novamente;
continuar deste modo até obter uma solugao do problema relaxado que sa-
tisfaca todas as restrigdes ignoradas, nesta situagao foi obtida uma solugéo
Htima do problema original. Um refinamento importante envolve suprimir
ou eliminar restrigbes amplamente satisfeitas no problema relaxado quando
nao altera o cardter finito inerente ao processo.

Seja f,91,. - .,9m fungdes concavas sobre um conjunio convexo nao vazio
A C A" O programa concavo,
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Mazzex flz) {3.8)

g{z)>0; 1=1,...,m

¢ resolvido através de uma seqiiéncia de problemas relaxados da forma :

Maz,cx [(z) {3.7)

gilz}) >0, 1€8
onde 8 é um subconjunto de {1,...,m}.

Algoritmo de Relazagdo

1. Fagzer f = o0 e S igual a algum subconjunto de indices tal que o cor-
respondente problema relaxado (3.7) tenha solugao finita.

2. Resolver (3.7} e obter urna solugdo 6tima z° se existe, se nao existe {ou
seja, se o problema relaxado é infactivel) entao terminar, o problema
¢ infactivel. Se g;(z*) > 0 para todo ¢ € 5, entao terminar (z° é 6timo
para o problema dado); em outro caso ir ao passo 3.

Fazer V igual a algum subconjunto de indices de restrigoes que inclua
pelo menos uma restrigao tal que g;(z°) < 0. Se f(z*) < f substituir
fpor f(z*) e Spor EUV, onde E = {i € §: g;(z*) = 0}; em outro
caso {ou seja se f{z*) = ?) substituir S por SUV. Voltar ao passo 2.

2]

Um critério que permite selecionar V € gue seja igual aos indices das
restricoes mais violadas.

Em algumas aplicagdes somente uma ou algumas das restrigdes mais vio-
ladas estdo disponiveis cada vez que o problema relaxado é resolvido e serao
usados se eles satisfizerem algum critério particular. Em outras aplicagoes,
tal como a decomposigao de Benders um critério tal como “a restrigio mais
violada” ¢ obtido via implementacao de um problema de programacao linear
subsididric.
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3.2.4 DUALIDADE EM PROGRAMACAO
NAO LINEAR

Apresentamos os conceitos e definigdes basicas da teoria da dualidade em
programagao nao linear. S&o mencionados s teoremas mais importantes
mas sem demostracao; eles sdo demostrados em {23].

Seja o problema de programagao matemdatica, chamado de problema

primal (P),
Min f(z) {3.8)
s.a.
g(z) <0
ze X
onde:

z € R, X T R",féumafungiodefinidaem Xeg(z) = [g1{z), ..., gm{z)V
é um vetor de funcoes definidas em X.

Associado ao problema primal definimos uma fungéo lagrangeana defini-

da em R""™,

Liz. v} = f(z} + ug(z) (3.9)

onde o vetor u € R™ é chamado vetor multiplicador de Lagrange gene-
ralizado.

Um par {z°, y°) satisfaz as condicées de otimalidade {CO) do problema
{P} se e somente se,

e r° minimiza L{z, "} sobre X.
(z} <0

P g n) e

e u7 >0

Teorema §.2. As {CO) sdo condigdes suficientes para que z° seja solugao
Stima de {P).



Um vetor u° que satisfaz as {CO) para algum x serd chamado vetor
maultiplicador étime {VMO). Qualquer (VMO) caracteriza todo conjunto
solugao de (P).

Um par (z°,u°), z° € X e u® > 0, é um ponio de sela (PS) restrito da
fungado lagrangeano se e somente se :

o L{z®,u%) < Lz, u’};Vz e X

o L{z°,u") > L{z°,u);Yu >0

Teorema $.5: As {CO) sao equivalentes & condigao de (PS}.

Define-se como fungao dual (FD) o infimo de z € X da fungao lagrange-
ano para cada u > 0,

h(u}) = infrex L(I, u) = "nfzéxif(x) +u 9(1)1 (3'10)

A funcdo dual é concava pois € o infimo ponto a ponto de uma colegao
de fungdes {uma para cada z € X) lineares em u.

Jmportante: A avaliagdo da fungao dual A(u} num ponto v = u” fornece
automaticamente um hiperplanoc de suporte dado por:

H(u) = f{z") 5 u g(z7)

o 7nfimo de uma fungdo é seu maior limitanie inferior. Se a fungao for
ilimitada o infimo serd —ooc. Urmna fungao pode néo ter minimo mais tem
infimo. A definicao da funcdo dual em termos de infimo e nac de minimo
eviia a necessidade da definicdo de um dominio especial.

Associado ac problema primal (P) define-se um problema dual que con-
siste na maximizacao da fungao dual sobre seu dominio de definigao,

Maz,>o h{u) = Mazysolinfrex f(z) + u glz)] {3.11}

Teorema 8.4 O valor da fungao dual é um limitante inferior do valor da
fungao primal, ou seja,
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h{u) < flz);Vu>Oze X, g(z) <0

Assim se existir um z° factivel em (P) e u° factivel em (D) tal que
F{z9) = h{u®) entdo z° ¢ solugdo étima de (P} e u® é solugho otima de (D).
Isto permite definir as condigbes de dualidade {CD):

e x°c X

* 9(z°) <0

e u? >0

o f(z°) = h{u")

Tearema 3.5: As {CO) sdo equivalentes as (CD).

Assim as condigoes de otimalidade (CO}, de ponto de sela (PS) e de
dualidade {CD) sao todas equivalentes entre si. Um par (z,u} que as sa-
tisfaca resolve os problemas primal e dual independentemente de hipdtesis
de convexidade, diferenciabilidade, etc.

Métodos de otimizagao cuja estratégia de solugio baseia-se em satisfazer
estas condigdes trabalham com uma seqgiiéncia de problemas de otimizagao
chamados problemas lagrangeanos (PLA),

Min,ex {£(x) + wg(x)} (3.12)

onde u” é um parametro dado. O conjunto solugdo do (PLA) €,

Xl y={z" € X/.z' minimize L{z,uv")}

A resolugdo de uma segiiéncia de {(PLA), que corresponde a diversas
avaliacoes da fungdo dual A{u) converge para a solugao dtima de (P) e (D}
Por outro lado, cada resolugao do problema lagrangeano (PLA) esta asso-
ciada & solugio de um problema similar ao problema (P} que ¢ apresentado
no seguinte teorema.

Teorema 5.6: Se r° resolve o {PLA) para v > 0 entac 7”7 resolve ¢
problema perturbado (PP},
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Min f{z) {3.13}

onde:

yi = gi{z"}; se ul >0

¥ = g:{27); se u =0

Relacionado com {PP) define-se uma funcao de perturbagio (FP),

vly) =inf.ex flz); sa g{z) <y {3.14)

gue associa a cada vetor de perturbago y o valor 6timo do problema per-
turbado {PP). O dominio de v{y) é dado pela condigdo de factibilidade do
problema perturbado,

V={y/3lz € X: g(z} <y}
O valor da fungéo de perturbacio para y == 0 é o valor étimo de (P).

Teorema 3.7 A funcio de perturbacio é nao crescente.

Teerema 3.8 v{y) é convexa sobre V convexo se f{z} e g{z} forem con-
vexos sobre X convexo.

Teorema 8.9 z° minimiza L{z,v") sobre X onde v~ > 0 se e somente se

o{y) 2ol )~ v {y—¥"); Yy€Vi,onde y = g{z"}

Do teorema 3.9 pode-se deduzir uma importante interpretagio geomé-
trica gque relaciona a funcko de perturbacie, a funcio dual, o problema
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lagrangeano e os problemas primal e dual. Este fato ¢ apresentado grafica-
mente na figura 3.1.

Resolver o problema lagrangeano para u™ > 0 significa geometricamente
determinar o hiperplanc de suporte a fungio de perturbacio com inclinagao
~u”. O ponto suporte é dado por {g{z"), f(z")] onde z” € solugdo do pro-
blema lagrangeano . A equagfo do hiperplano é dado por:

w(y) = —uy + f(x) + ug(x’) = L(x",u’) —uy  (3.15)

A intersegao do hiperplano de suporte com o eixo y = 0 fornece o valor
da fungao dual para v”,

w(0) = L{x",u") = h{u")} (3.16}

Assim o problema dual pode ser visualizado geometricamente, como cal-
cular a inclinacao ~u® do hiperplano de suporte 2 funcao de perturbagio
gue Imaximiza & intersegdo com o eixo y = 0. Para essa inclinagfo a solugao
do problema lagrangeane z° € solugao do problema primal.

A fungdo de perturbagao e sua interpretagao geométrica joga um impor-
tante papel na compreensao dos métodos de otimizagao por decomposigao
e coordenacao.

Coroldrio: Do teorema 3.9 se deduz o seguinte: Seja z° a solugdo Stima
de {P). Entdo existe um multiplicador u” > 0 tal que 2° minimiza L{z, u°)
sobre X se e somente se a funcdo de perturbagdo admite hiperplano de
suporte no ponto v{0) com inclinagdo —u°.

Para a existéncia de hiperplanos de suporte a fungao de perturbagao, em
todos os pontos y € V (e portanto em y = 0}, uma condigdo necessaria e
suficiente € que v(y) seja uma fungdo convexa, ou seja, {P) tem que ser um
programa convexo. Caso contrario pode nac existir hiperplano de suporte
em v{0). Neste caso temos o chamado “gap de dualidade” dado por

h{u®) < J(z°)

Sé convexidade, portanto, € uma exigéncia ainda insuficienie para garan-
tir a existéncia de vetor multiplicador étimo (VMO)}. Isto porque mesmo que
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v{y) seja convexa é possivel que o hiperplanc de suporte no ponto y = 0 te-
nha inclinagao nac finita. Assim precisa-se definir o conceito de estebilidade
de (P}.

O problema primal {P) € estdvel se e somente se v(0) é finita e

] v{ay) — vid
ismﬂﬁg-s{%ﬁ&)} > —oo; Vg€ V,y#0 (3.17)

ou seja, a derivada direcional no ponto y == 0 nac € oo em nenhuma diregio.

Teorema 8.10: Se {P) tem soluglo 6tima z°, é convexo e estavel entdo
existe (VMO) u® tal que {z°, u°)} satisfaz as (CO}.

No caso de problemas naoc convexos onde ha “gap de dualidade” nao
existe {PS) do lagrangeano e nao se aplicam as {CO) ou (CD). Entretanto
nestes casos a inclinagdo da funcdo de perturbagao no ponto y = 0 {que
obviamente nao define hiperplano de suporte} permite caracterizar uma
condicao de otimalidade alterpativa. Isto leva a obtengfo das chamadas
condicées de Khun-Tucker (KT) desde que { e g sejam de clase C;. E possivel
mostrar que a inclina¢io da fungio de perturbagio mesmo quando ndo de-
fine hiperplanc de suporte € dado pelo vetor multiplicador de Khun-Tucker
para e g de classe C.

Na andlise tedrica da decomposicao de Benders serd visto que é necessario
assumir condigbes de convexidade e estabilidade para o problema de plane-
jamento de sistemas de transmissao a longo prazo.
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3.3 TEORIA DA DECOMPOSICAO
DE BENDERS

O método de decomposigao de Benders proposto originalmente por Benders
{24}, se mostra particularmente atrativo ou interessante para problemas de
programagaoc mista, ou seja, para problemas de programagao linear inteira
mista. Nos iltimos anos, entretanto, os avangos na computagao paralela
{fazem gue a decomposicao de Benders possa ser usado num coniexio mals
geral, até para decompor problemas de programagao linear de caracteristicas
especiais . Posteriormente o método de decomposigao de Benders foi esten-
dido para o caso nao-linear por Geoffrion [15].

O método de decomposigao de Benders consiste na combinagao Projegdo-
Linearizagdo Ezterna/Relazagde como manipulagio e estratégia de resolu-
¢ao. Inicialmente a analise é feita para o caso semi-linear e depois ¢é estendida
para o caso nao-linear.

3.3.1 A DECOMPOSICAQ DE BENDERS

Seja o seguinte problema linear ou semi-linear (P},

Min cz+ f(y) (3.18)
Az + Fly) <y
z>0,yeY

O algoritmo de Benders para este problema pode ser considerado como
a aplicagho de projecho, linearizagao externa e relaxacas. Concretamente,
projetamos (3.18) sobre o espago das varidveis y, efetua-se a linearizagao
externa da fungao de valor supremal resuitante no minimizando e depois
aplica-se estratégia de relaxagao para as novas restricdes que aparecem como
uma consequéncia da linearizagao externa. Assume-se por simplicidade que
(3.18) é factivel e tem Stimo finito.

Projecao sobre o espago das variaveis y leva a,

Mingev{fly) + infsolex; sa, Az <b- fly)]} {3.19)

onde



V={yeY/Jiz > 0 com~ Az < b - Fly}}

O infimo dentro do minimizando é o valor dtimo do programa linear
parametrizado (PLP),

Min cx {3.20)

Az < b~ Fly)
x>0

cujo programa linear dual {DLP) ¢,

Maz ulb- F(y)) {3.21)
s.a.
ud < ¢
u<i
Sejam < ul,...,u” > os pontos extremos e < uPt! .. uP*? > 0os raios

extremos do poliedro
S={u<0/. uA <c}

Se S é vazio (P} nao tem solugio factivel ou tem valor étimo ilimi-
tado. Afastando estes casos triviais pode-se garantir pela dualidade de pro-
gramacao linear que se (DLP) em {3.21) tiver soluggo ilimitada para algum
v entdo o {PLP} serd infactivel. Assim pode-se caraterizar o conjunto V
como:

V={yeY/ v(b-Fy)<0 j=p+1,...p+4q} (3.22)

Assim projecao aplicado a {3.18) leva a (3.19) sujeito as restrigdes (3.22).
Por outro lado linearizando externamente o infimo de (PLP), ou seja,
lernbrando pelo teorema da dualidade em programacao linear que seu valor

€,

33



Moz {u'(b~ F(y))} (3.23)
1<3<p

Substituindo (3.23) em (3.19) e tomando em consideragio {3.22) tem-se
que,

Mingey {f{y) + Mangjspuj(b -~ Fly))} (3.24)

Wb~ F(y)<0; j=p+1,...,p+gq

e sabendo que 0 maximo é o menor limitante superior, {3.24} pode ser escrito
da seguinte forma equivalente,

Mingey e {f(z)+y°} (3.25)

Wb~ FP{y))<0; j=p+1,...,p+g

que é o problema mestre (PM) a ser resoivido. O problema mestre {3.25)
é equivalente a (3.18) obtido depois das manipulagdes de projecio e Ii-
nearizacao externa.

E claro que relaxagio é uma estratégia natural para resolver o {PM)
pois evita determinar anticipadamente os vetores {v’};7 = 1,2,...,p+ ¢q.
O problema mestre relaxado {PMR) fica,

Mingey o fly) +y° {3.26)

W (b~ F(y)) < y°; para alguns ~1<j<p

W (b= F(y)) < 0; paraalguns ~p+1<j<p+g



Algoritmo de Solucdo:

1. Resolva o {(PMR}. Seja (¢,%°) a solugo.

2. Resolva o (DLP) de (3.21) ou o {PLP) de (3.20) com y = ¥ para testar
a factibilidade da solucio (¥, ") obtida anteriormente,

¢ Se o valor 6timo for menor ou igual a §° pare: (7,¥°) é factivel
do {PM) e portanto étimo. A solugdo 6tima de {P) sera (§,%)
onde ¥ ¢ o vetor multiplicador de (DLP} ou a solucéo de (PLP).
e Se o valor 6timo for superior a §° entao uma restrigao violada de
{PM) é produzida do tipo :
(2) w/(b— F(y)) < y° se o valor Gtimo for finito (onde v/ é o
ponto extremo solugdo) ou
(b) w/(b ~ F(y)) < 0 se o valor 6timo for ilimitado {onde v/ é o
raio extremo).

Voltar ac passo {1).

Na figura 3.2 apresenta-se graficamente a fungéo de perturbagao do pro-
grama linear parametrizado {(PLP),

v{y) = infoso {cz~sa. Az < b - Fly)}

A curva cheia representa a linearizagao externa da fungao de perturbagao
de {PLP). A curva tracejada é a sua relaxagao. A solugao de (PMR] for-
nece um par {3,7°). Se a solugdo de (PLP) para y = ¥ (obtida através
de seu dual ou diretamente dele} fornecer um valor 6timo nao superior a
%, o processo iterativo termina. Caso contrario melhora-se a precisao de
(PMR) introduzindo uma nova restrigao ¥ (b ~ F{y}} < ¢° quando (PLP)
temn solugio factivel ou em outro caso serd introduzida uma restrigao do tipo
w (b~ F{y}} < 0 que reduz o dominio efetivo dos y.

A inclusdo no algoritmo, do fato de omitir as restrigbes amplamente
satisfeitas requer consideragbes de convexidade para {, F e Y.

As hipéteses de convexidade paraf, F ¢ Y garantem a convergéncia do
processo ao assegurar que {P) e (PM) serao problemas convexos. Entretanto
o método ainda é valido para problemas de programacao linear inteira mista.

O método de Benders é estendida permitindo nao linearidade também
ern x. Isto é apresentado na seguinte subsegao.
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Linearizagao externa
<+— da funcao de
perturbagio do PLP

w7

Relaxacao de \
linearizagao
externa

L
v{y)

/ @ (b~ F(y))

L T

b - F(y)

Figura 3.2 Fungao de Perturbagao do PLP
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3.3.2 A DECOMPOSICAO DE BENDERS
GENERALIZADA

Geoffrion generalizou a técnica de decomposigao de Benders para ser usada
em programas onde o subproblema parametrizado, pelas varidveis y fixadas
temporariamente, Ja nao precisa ser linear. A teoria da dualidade convexa
nao linear é usada para desenvolver a decomposigao de Benders para o caso
nao hinear.

Seja o problema,

Maz,, f(z,y) {3.27}

Glz,y)20; z€ X, yeY

onde:
y é o vetor das variaveis que serao fixadas temporariamente. G € um

vetor de m restricbes funcionais definido sobre X x Y C R™ x R"2 .
Temos em mente situagoes particularmente como:

e Para y fixo, {3.27) é separdvel em um nimero de subproblemas de
otimizacao independentes, cada um deles envolvendo um subvetor de

X.

e Paray fixo, {3.27) assume uma estrutura especial onde € possivel apro-
veitar técnicas de solugao muito eficientes.

e O problema (3.27) nao é um programa convexo em conjunto, mas
fixande v o problema resultante € convexo em x.

A projegdo de (3.27) sobre y €,

Maz, v{y} {3.28)
s.a.
yeyYnv
onde:
viy) = Sup, flz,y): s.a. Glz,y) 20, € X {3.29)
e
V= {y:Glz,y) > 0; para elgum z € X} {3.30)
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Note gue v{y} é o valor 6timo de {3.27) para um y fixo e, por nossa
definicao de y como varidveis complicadas, calcular v{y} é muito mais facil
de resolver que o problema {3.27).

Denote-se novamente o problema de otimizagéo (3.29), v(y),

Maz.ex f(z,y); s.a. G{z,y)>0 (3.31)

V € o conjunto de valores de y para os quais (3.31) é factivel. ¥ NV
pode ser considerado como a projecio da regido factivel de {3.27) no espago
de v. _

O problema projetado {3.28) € equivalente ao problema original (3.27).

DERIVACAO DO PROBLEMA MESTRE

O problema mestre é obtido de (3.27) através de uma seqiiéncia de trés
manipulagdes:

1. Projecdo de (3.27) sobre y para obter (3.28).

2. Invocar a representacao dual natural de V emn termos da intersegao de
uma cole¢ao de regides que o contem .

‘Q\‘)

Invocar a representacio dual natural de v em termos do infimo ponto
a ponio de uma colecao de fungoes.

O seguinte teorema mostra que (3.27} e (3.28) sdo equivalentes para
nessos propositos e compreende z manipulagio (1) j4 mencionada.

Teorema 3.11 Projegao:

O problema (3.27) ¢é infactivel ou ilimitado se o mesmo é certo para
(3.28) . Se (z",y") é Stimo em (3.27), entdo y~ é 6timo em {3.28). Se y~ ¢
6timo em (3.28) e 77 atinge o supremo em {3.29) com y = y", entdo {z°,y")
é otimo em {3.27). Se § é ¢-6timo em (3.28) e T é £5-6timo em {3.31), entdo
{Z,7) € {e1 + ¢3)-dtimo em (3.27).

Prova: Ver [15
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A manipulagéo {2) baseia-se no seguinte teorema:
Teorema 3.12 Represeniacdo de V:

Assurnir que X ¢ um conjunto convexo nao vazio e gue G € céncava sobre
X paracada y € Y fixo. Assumir depois que o conjunio,

Zy={z€ R™: G(z,y) > z; para algum z € X}

¢ fechado para cada y € Y fixo. Entao, um ponto ¥ € Y estd também no
conjunto V se § satisfaz o sistema (infinito )

[supremo A'G(z,y)] > 0; YA€ A, (3.32)

onde:

12
A={A€eR™: X2>0,¢ > A=1}

]
Prova: Ver [15

A manipulacado (3) baseia-se no seguinte teorema:

Teorema 8.18: Representacdo de v

Assurmir que X é um conjunto convexo nao vazio e que { e G sio céncavos
sobre X para cada y € Y fixo. Assumir também que, paracadaje ¥V NV
fixo, pelo menos uma das seguintes trés condicdes sio satisfeitas:

1. v{y) € finito e {3.31) possul um vetor multiplicador étimo.

2. v(¥) ¢é finito, G{z,7} e f{z,¥} sho continuos em X, X é fechado, € o
conjunto solugao ¢-6timo de {3.31} é nio vazio e limitado para algum
€ > 0e

3. v(y} = +oo. Entdo o valor étimo de {3.31) é igual a seu dual sobre
Y NV, isto é,

v(y} = infuzolsupzex f(z, y)+ “tG(x: Yivyevynv (8.33)
Prova: Ver |15

A condigao (1) verifica-se mais frequentemente.
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Assim dos teoremas 3.12 e 3.13, as manipulagdes (1)-(3) aplicadas =
{3.27) leva a0 problema mestre equivalente:

Mazyey {infu>olsupex f(z,y) + uiG(:z:;y)}} s.a. {3.32)

e, usando & defini¢do de infimo como o maior limitante inferior, temos que,

Maxb‘ﬁyiy{syo (3‘34)

8.8,
Supgex{/{z,y) + v'Glz,y)} > y,; Yu > 0 {3.35)
Suprex{A'G(z,y)} > 0; YA e A {3.36)

RESOLUCAO DO PROBLEMA MESTRE

A estratégia mais natural para resolver o problema mestre (3.34) é relaxagio
pois eie tem um nimerc muitc grande de restrigdes.

Inicia-se resolvendo a versao relaxada de {3.34) ignorando todas ou algu-
mas das restrigoes (3.35) e {3.36); se a solugio resultante nio satisfaz todas
as restrigoes ignoradas, entao gerar e adicionar ao problema relaxado uma
ou mais restrigbes violadas e resolvé-lo novamente; continuar deste modo
até que a solugao do problema relaxado satisfaga todas as restrigdes igno-
radas {neste ponto foi achada uma solugao 6tima de (3.34}), ou até obter
uma solugao de precisao aceitdvel de acordo com algum critério de parada .
Temos ainda que resolver o problema crucial de como testar a factibilidade
da solugao da versdc relaxada de (3.34) em relagao as restricbes ignoradas
e, no caso de infactibzlidade como gerar uma restricao violada.

Supor que (¥, ) € uma solugio étima da vers3o relaxada de (3.34) assim:

¢ Do teorema 3.12 e da definicho de V tem-se que ¥ satisfaz {3.36) se
(3.31} é factivel.

e Se (3.31) tem solugdo factivel, o teorema 3.13 implica que (¥, Uo) sa-
tisfaz (3.35) se 3, < v(3).

40



Assim (3.31) é o subproblema natural para testar a factibilidade de (%, ¥, )
no problema mestre.

O problema (3.31) no 86 é apropriado para testar factibilidade de (%, %,)
emn {3.34); uma soluglo de {3.31) também fornece um indice das restrigdes
violadas no caso que (¥,Y,) seja infactivel. Um indice de uma resirigdo
violada significa:

¢ Um vetor 1 > 0 tal que
G0 > supsex{f(2,5) + 7'G(z,9)} (3.37)
se (3.35) é violada, ou
» Um vetor A € A tal que
[Supsex{XG(z,9)} < 0 (3.38)
se {3.36) é violada.

Se {3.31) ¢ infactivel obternos um A. Se {3.31) ¢ factivel e tem um valor
Stimo finito obtem-se um vetor multiplicador Stimo, que satisfaz {3.37) se
algum existe e §, > v{¥}), como um subproduto da solucdo de {3.31}). A
nao existéncia do vetor multiplicador étimo esté relacionada com um étimo
ilimitado.

Entao {3.31) para y = ¥ fica relacionada com um algoritmo dual a-
degquado pois ele produz: Um vetor A € A que satisfaz (3.38) se (3.31) ¢
infactivel para y = ¥ ou um vetor multiplicador @ que satisfaz (3.37) se ele
existe.

Assim {3.31) para y = § pode ser usado para testar a factibilidade de

gualquer ponto (¥,¥,) no problema mestre (3.34) e gerar um indice (5\ ou
1) de uma restrigio violada no caso de infactibilidade.

RESUMO DO PROCESSO DE SOLUCAOQ

O processo de decomposigao de Benders generalizado agora pode ser esta-
belecido formalmente. Assume-se que se cumprem os teoremas 3.12 e 3.13
e, por simplicidade, assume-se que {3.27} tem valor 6timo finito.
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Define-se as seguintes expresoes:

L{y;u) = Supeex {f(x,y) -+ u'Gx,y)}; y€Y; uz0  (339)

L.(y;2) = Supyex {M'G(x,¥)}; veVii>0 (3.40)

Algoritmo de Solugdo:

1. Seja ¥ € Y NV conhecide. Resolver o subproblema (3.31) e obter
um vetor multiphicador 6timo ¥ e a fun¢éo L™ {y;4}. Fazer p = 1,
¢=0,u! = u, v(§) = LBD. Escolher um parametro de tolerancia de
convergéncia € > 0.

b2

Resolver o problema mestre relaxado atual,
Mazyeyy., Yo (3.41)

5.8. )
Ly 2 ye; 7=1,...,p

L{y;A)>0; j=1,...,q

Seia {§,9.) a solugo &tima; %, € um limite superior do étimo de
{3.27). Se LBD > ¥, — €, termine.

3. Resolver o problema revisado (3.31) com y = §. Pode acontecer o
seguinte:

{a) v(y) é finita.

e Se v(y) > Yy, — € termine.

» Em outro caso, obter um vetor multiplicador étimo 4 e a
funcao L*(y; ). Fazer p— p+1euf = i Se vfy) > LBD
fazer LBD = v(y). LBD é um limitante inferior do étimo de
(3.27). Voltar ao passo (2).

(b) O problema (3.31) é infactivel. Determinar A em A satisfazendo
{3.38) e a fungdo L.{y; A). Incrementar ¢ — g+ 1 e fazer A7 = A,
Voltar ac passo (2}.
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CONVERGENCIA TEORICA

Existern diferentes condigbes para as quais a decomposigao de Benders ge-
neralizado converge. Apresenta-se dois teoremas de aplicaghes concretas.
O primeiro aplicado quando Y é um conjunto discreto finito e portanto
adequado para aplicagOes em programacao nao linear inteira mista. O outro
teorema é aplicado quando Y é de cardinalidade finita, ou seja Y convexo.

Teorema 8.14 Convergéncia Finita

Seja Y um conjunto discreto finito e so satisfeitas as hipdteses do teo-
rema 3.12 e as hipSteses do teorema 3.13 com a condigio (b} omitida .
Entao, o processo da decomposicio de Benders generalizada termina num
numero finito de passos para algum ¢ > 0 e também ¢ = 0.

Prova: Ver |15
Teorema 3.15 e-Convergéncra Fintla:

Seja Y um subconjunto compacto nao vazio de V, X um conjunto con-
vexo compacto ndo vazio, f € G concavos sobre X paracada y € Y fixo e
continuos sobre X x Y, e que o conjunto U{y) de vetores multiplicadores
Stimos para (3.31} € n3o vazio para todo y € Y e uniformemente limitado
numa vizinhanca de cada tal ponte. Entdo, para algum ¢ > 0, o processo
de decomposicio de Benders generalizado termina num numero finito de

pPassos.

Prova: Ver {15]
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3.4 DECOMPOSICAO DE BENDERS E
FLUXO DE POTENCIA LINEARIZADO

Aplica-se a decomposicao de Benders ao problema de planejamento da ex-
pansao de sisternas de transmissao por trés motivos:

+ A decomposigao de Benders fornece uma ferramenta natural para de-
compor o problema em duas partes:

1. Determinagéo do investimento étimo na nova capacidade do sis-
tema.
2. Determinagao dos custos de operagio e confiabilidade do forneci-

mento de energia associado com a construcao desta nova capaci-
dade.

e A decomposi¢ao de Benders é atrativa neste caso particular pois per-
mite a solugdo de um problema dificil através de uma sequéncia de
solugdes de problemas simples,

o Além disso ja fol aplicada com sucesso em problemas relacionados com
sistemas de poténcia.

A expansiao da transmissao usando o modelo de fluxe de poténcia Ii-
nearizado {FCDC]) ¢,
Min Z cfjn,-j (3.42}
{s.7)en

Si+g=d
Jij = (kings + kjyni;)(8; — 6;) =0

7Ty i
[fis] = kimig < king;
0<g<y m; €{0,1,...,}
Vi{i,7)e 1
onde:
{1 ~» Conjunto de todos os ramos defimidos pelas linhas existenies e as
alternativas de expansio. A ampliacio ou duplicagio de uma hinha existente
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tammbém é considerada uma alternativa de expansao. Supomos que {1 é
sempre coOnexo.

g ~+ vetor de geragoes.

g ~ Vetor de limites de geragao.

& ~+ angulos das tensdes nodais.

5 ~» matriz de incidéncia ndé-ramo.

f ~ vetor de fluxos.

ny; ~» nimero de linhas existentes no ramo (¢, ) € Q.

n;; ~» numero de novas linhas a serem instalados no ramo (1, ) € 2.

k}; ~» susceptancia da linha no ramo (¢, j) € 2.

kfj ~» capacidade maxima de transmissao da linha no rameo
(i,7) € £

¢}; ~ custo da linha no ramo (¢,7) € (.

As varidveis n;; sao inteiras, contudo relaxando esta restri¢ao e defimindo
uma nova varidvel x, z,; igual 2 nova susceptancia a ser instalada no ramo
{i,7) o problema (3.42) tem a seguinte forma:

Min Z 5 s (3.43)
{i, 710
s.a.
S§f+g=4d

fis = (v + 2i) (8 = 6;) = ©
|fisl — ﬂ?s‘g‘gg‘;‘ < ’3‘2‘5.‘5

D<g<yg =z,; 20

v{i,j) €0
onde:
Zij = Kfjn,-j



Considere-se também o seguinie problemna:

Min Z cijzij + oe'r {3.44)

{i.7)e0
8.8,

Sf+g+r=d

fij = (3 + zi ) (8 - 6;) = ©
isl = zi %0 < 10
0<g<g 0<r<d; 2,20
Y(i,5) € 0
onde:
e=11,...,1

ry ~ corte de carga na barra k.
o ~» parametro de penalidade associade com o corte de carga.

Note que o problema (3.43) pode ser considerado como um caso parti-
cular de (3.44) quando o € grande.

Os problemas de otimizagao {3.43) e (3.44) tém fungoes objetivo lineares
mas algumas de suas resirigbes sio nao lineares. Tambem a regido factivel
pode ser nac convexa.

3.4.1 APRESENTACAO DO MODELO

Uma das dificuldades na aplicagdc do método de decomposigao de Benders
padrao ao problema de planejlamento da expansao de sistemas de trans-
missao formulado nas equagdes {3.43) e (3.44), € que as varidveis de operacao
e investimento nac sac linearmente separaveis uma da outra. Por exemplo,
as equagodes,

Jii = (W + zi W8 - 05) =0 ;¥ (i,5) € O (3.45)

contém produtos de variaveis de investimento z;; {suscepténcia das novas
linhas) e variaveis de operagao (diferenca de angulos de tensio de barras
& — 8;).
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E possivel, contudo, re-escrever o problema para fazer essas varidveis
separaveis. Por exemplo, pode-se escrever [3.43} assim,

Min Z Cif Liy (3.46)
{3,730
S.&.
Sf+g=d
Jij
G5, 0

\fil = ¥ijbi5 — ziéy; SO
0<g<gz; 20
Vi, 7)€

Este problema transformado é nao linear nas varidveis de operagio. A
nao linearidade vern dos termos f;;/(6; —6,) . Assim o problema é adequado
para a aplicagdo da decomposigdo de Benders generalizada gue resolve pro-
blemas de programacgao nao linear e a convergéncia ¢ garantida sob certas
condigoes. No contexto da decomposicao de Benders generalizada ainda é

possivel definir cortes:

w* + oz - 2*) < 8 (3.47)

onde ¢* ¢ o vetor de indice de sensibilidade com respeito 2 susceptancia das
Iinhas.

3.4.2 A DECOMPOSICAO DE BENDERS
GENERALIZADA

Considere o seguinte problema de otimizagao:

Min  f{z,y) (3.48)

Gz, y)=0

z& X yeV



onde x € o vetor de varidveis “complicadas” ou que apresentam carateristicas
diferentes das varidveis x que justifiguem um processo de resolugao separado.

No problema da expans3o da transmissio x s3o as variaveis de inves-
timento e y as varidveis de operagao. G(z,y) = 0 para x fixo expressa,
portanto, as restri¢oes do problema de minimo corte de carga (3.44). Os
conjuntos X e Y expressam as restricoes especificas para as varidveis de
investimento e operacao respectivamente.

O problema (3.48) pode ser escrito em termos de x através de uma
projecao nas variaveis y:

Mingcx v(z) {3.49)
onde:
v(z) = Min f(z,y) {3.50)
s.a.
Gz,y)=0
yeV

Sob condigoes de convezidade € estabilidade, sabemos que para algum
Z € X existe 7{Z) tal que:

v(E) = infyey {f(Z,y) - 7'(2)G (T, )}

v(@) = sups{infyey | f(Z,y) ~ 7'G(Z,y)]} (3.51)

Assim, tal 7(T) € a solugdo Stima dual do problema {3.50) com z = Z.
isto implica que (3.48) pode ser escrito da seguinte forma,

Min B {3.52)

ze X
infyey {f{z, ¥} —7'Glz,y)} < B ; ¥n

Desde que o probiema mestre (3.52) tem muitas restrigdes a estratégia
mais natural para resolvé-lo é relaxacho. Seja:
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Li(x,n)= innyY{f(x:y) . #t(;‘(x:y}} (3'53)

Algoritmo de Decomposicdo de Benders Generalizada:

1.

6.

Sejaz € X concavo. Resolver o problema (3.50) e obter v(%) , ¥ = n(F)
e a fungio L™ (z,n)}

v(Z) é um limite superior do valor étimo pois T ¢ factivel. Seja z =
v{Z). Inicializar: J = 1; #! = #. Definir a tolerancia «.

Resoclver o problema relaxado:

Min 8 (3.54)

ze X
8> L”(:ct?rf'); Vi=1,...,J

Seja A a solugio 6tima do problema {3.54}. Como {3.54) é uma versao
relaxada de (3.52), B é um limite inferior do valor Gtimo. Seja z = ,{?.
Se z ~ z < ¢, pare. Em outro caso ir a (5).

Seja T a solucao de (3.54). Resolver {2.50) e calcular v(Z}, 7 = n(Z) e
L {z,7). Seja z = Min{%,v{(Z}}. Se 7~ z < ¢, pare. Em outro caso ir
ao passo (6).

Seja J = J + 1; n7 = 7. Ir ao passo (3).

O passo mais dificil no algoritmo é a solugao do problema mestre {3.54)
pols no caso geral nao é facil obter explicitamente as fungdes L™{z,x7).
Assim, a decomposigac de Benders generalizada é normalmente usada em
problemas que tem a chamada propriedade {P). A propriedade {P) significa
que o infimo de f(z,y) — #'G(z,y) sobre Y pode-se tomar essencialmente
independente de X, assim a fun¢ao L™(., 7} sobre X pode ser obtida exph-
citamente com pegueno ou nenhum esforge adicional que o requerido para

calculd-lo para um vetor simples x.

Um caso importante em que se cumpre a propriedade (P} é quando { e
G sao linearmente separdveis em X ¢ y; isto é:
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flz,9) = filz) + f2ly)
G{z,y) = Gi(z) + Galy)
NMeste caso:

L (x,7) = infyey {f2(y) - #'Ga(y)} + fa(x) - 7' Gy (x)  (3.55)

3.4.3 DECOMPOSICAO DE BENDERS:
ALTERNATIVA 1

Para aplicar a decomposicao de Benders generalizada ao problema de plane-
jamento da expansio de sistemas de transmissdo temos que formular nosso
problema, separaveis nas variaveis de investimento e operagao como em
(3.46). Nestes casos sera possivel obter uma expressao geral do tipo

G.{z) = —z. Assim supor que Gi{z) = ~z em nosso problema (3.50) e o
minime de,
w(z) = Min f(y) (3.56)
5.a.
Galy) =2
vyevy

¢ atingido para algumr € X.

Agora, para algum (¥, 7) que vem da solugdo de {3.56) com =T,

L™ (x,7) = 13(¥) - 7' G3(y) +i1 (x) - 7' Gy (z) (3.57)

e assim obtern-se,

L (x,7) = f2(F) + f1(x) + 74 {x ~ %) (3.58)

Com estas consideracdes, o problema de otimizacao geral {3.49) pode ser
escrito como:

Min {fi{z)+ w{z)} {3.59)
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re X

e o problema mestre relaxado como:

Min {fi(z)+ 6} (3.60)
8.8,
re X
witnltr—ziy< g j=1,...,J.
onde:

w?! ~+ ¢ a solugao 6tima do subproblema (3.56) com z = 27. #7 é a
solugo dual do subproblema (3.56) com z = z7.

Se w(z) » 0; ¥z € X entao pode-se adicionar a restrigao ,

B=20 (3.61)

ao problema {3.66). Isto é importante na pratica para evitar solugdes ilimi-
tadas indesejaveis no problema mestre,

Para aplicar a decomposicao de Benders generalizada, deduzida ante-
riormente, ao problema (3.44), reescreve-se {3.44) para que as variaveis de
investimento e operagao sejam linearmente separdveis, assim:

Min { z ciZi; + e’} (3.62)
{1.7)0
5.4
Sf4gir=d
fij

s
fi—g, =0

[fisl - ’Tg'ggj — 2450, <0
0<g<g 0<r<d; 2520
v{i, ) e 2

Entao o subproblema de operacgac é:
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Min w= aér (3.63)

Sf+g+r=d
fis

S — 0"’-‘"' ‘s
b, — g, T

il - 73‘6{3; < xe‘jgzj
0<g<g:0<r<d
(i, 1) e

gue é equivalente ao problema de programacdo linear seguinte:

Min w= aér (3.64)
5.8.
Sf+g+r=4d
fij = (s + @i )6 = 6;) = 0
il < (8 + zi5) @4y
O0<g=g O<rsd
v(i,7) €0

e ¢ problema mestre ou subproblema de investimento é seguinte:

Min { Z C§J’${3’+ﬁ} (3.65)
{i,7}E0
s.a.

zi; 2 0; Vi, 7)€

wha 30 aflmy - al) < B k=1,

{1,734
20
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onde:

w¥ ~s é o valor 6timo de (3.64) com zy; = zf, (1,5) € Q.
a{‘j ~» é o indice de sensibilidade de (3.64) com respeito a z;; com z;; =
zE; (1) e Q.

3.4.4 DECOMPOSICAO DE BENDERS:
ALTERNATIVA 2

Para aplicar a decomposigdo de Benders ao problema {3.43) deve-se levar
emn consideragdo situagdes onde o subproblema seja infactivel nas iteragoes
do algoritmo. Para se {azer isto, considerar:

Min f(z) {3.66)

e X
Gz{y)——xr:{}
yeyY

a forma geral do problema {3.43). Dermostra-se que sob certas condigdes
estes problemas tem a propriedade de que existe um vetor h e uma matriz
H tal que o problema:

v(z) = Min ¢€'s (3.67)
s.a.
Galy)+ Hs =z
yeV
0<s<h

¢é sempre factivel e limitado para algum z € X. Isto implica que o conjunto
C, ={y& Y/ Galy) =z} € vazio para um = = T se e somente se v(z) > 0.
Sob certas condigoes de convexidade e estabilidade, para algum ¥ € X existe

um A = A{Z) tal que:
v{E) = infyey oc.cn {€°8]Cao{y) + Hs ~ z]}
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v(F) = supy {infyevo<s<n {€'s~ A[Gay) + Hs — z]}} (3.68)

Isto implica que (3.66) pode ser escrito como,

Mingx flz) (3.69)

infyevocach{€’s — A'[Galy) + Hs— 2]} <0 VA
Como antes a estratégia mais natural para resolver o problema mestre

(3.69) é relaxacdo. Seja:

L.(x,}) = infycvocech {e's - AGa(y)+ Hs -x]}  (3.70)

Algoritmo de Decomposicdo de Benders Generalizada:

O algoritmo para a resclugao deste tipe de problema € o seguinte:

1. Seja T € X. Resolver o subproblema (3.67), calcule v(Z}. Defina e
calcule A = A(F) e L.{z,A). Inicialize: J=1; A =

&

Resolver o problema mestre relaxado

Min f(z) (3.71)
z&e X
Lz, 2)<0 j=1.....J

2. Seja T a solugao de (3.71). Resolver (3.67} e calcule v(Z). Se v(Z) < «
pare. Em outro caso, calcule A = A() e a funcdo L.(z, A). Ir ao passo

{4).
4. SejaJ=J+1; M = X Ir ao passo (2).



Como antes, supor que o minimo do subproblema (3.67) ¢ atingido para
algum (7,5, A} que vem da solugdo de {3.67} com z = T,

L.(x,3) = ets — X'[Gy(¥) -+ Hs - x| (3.72)

Mias como
Ga(y)+ Hs=% (3.73)

tem-se que
L.(x,3) = e's+ X' (x - %) (3.74)

Isto implica que pode-se escrever o problema mestre {3.71) como,

Min f(z) (3.75)

ze X
w4+ Mz —2)<0 j=1,....J.

onde:
w? ~» ¢ o valor étimo do subproblema (3.67) com 7 = 27,
A ~» é o indice de sensibilidade de (3.67) com respeito a x em T = 27,

Para aplicar a decomposi¢ao de Benders generalizada ao problema {3.43)
reescreve-se ele de tal forma gque as varidveis de operagdo e investimento
sejam linearmente separaveis uma das outras,

Min { Z C;‘jﬁ?{j} (376)

{7168
sf+g=4d
Jij o
o7, T

i : o] =
idigl ’i‘ij(ﬁ:'j - Zij; < 0
0<¢g<y 2520
Vi, 75} 0

entao o problema a ser resolvido é:
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Min w= ¢'r (3.77)

5.&a.

Sf+g+r=d

¥ (1,7)en

que é equivalente ao seguinte problema de programagio linear,

Min w= ¢'r (3.78)

Sf4+g+r=4d
fis = (s + 2)(8: - 6;) =0
Uisl < (30 + 2i5)04,
0<g<g 0<r<d

YV (i,7) €82
e o problema mestre:
Ain Z Cii&yy (3‘79}
{1.7)eq
s.a.
SC!'J: 2 0
wk + Z of;-{z,-}- ——:zrfj-) <0 k=1,...,K.
{1,75e0
onde:;

w* ~» valor 6timo de {3.78) com z;; = xfj, V{i,7) el
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k.
¢
zi; = xk; (4,5) € 0

o;; ~ indice de sensibilidade do problema (3.78) com respeito a z;; em

Note que (3.78) é sempre factivel e limitado para qualquer z > 0. Note
que a diferenca entre as formulagdes (3.65) e {3.79) fica por conta de 5.
Ambas formulag¢bes sdo iguais quando 8 = 0.

3.4.5 CALCULO DO INDICE DE SENSIBILIDADE o;;

Na aplicagao da decomposicdo de Benders & expansio 6tima dos sistemas
de transmissao com o modelo de fluxo de poténcia DC, o problema mestre
e o subproblema sao resolvidos através de programacio linear e os indices
de sensibilidade podern ser obtidos da solugio étima do subproblema de
operagao.

Considere-se o problema de programacao linear,

Min w= ¢'r (3.80)

Sf+g+r=4d
Jig = vz (0 ~ 8;) =0
izl < ’3‘:‘3‘&;
0<g<yg 0=xr<d
Yi{i,7)e
onde:
1 ~» conjunto de ramos definidos pelas linhas existentes e alternativas
de expansao.
g ~ vetor geracdo, (N x 1).
d ~+ vetor de carga, (N x 1).
S ~» matriz de incidéncia né-ramo, N x |02,
f ~ vetor de fluxos, |0 x 1

O problema (3.80) ¢ o problema de minimo corte de carga (MLS) e tem

relagao direta aos subproblemas que aparecem na aplicagio da decomposicao
de Benders aos problemas (3.43) e {3.44). {3.80) pode ser escrito assim,
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Min w=—¢r {(3.81)

Bi+g+r=4d (3.81a)

Yii(fi — ;) < vy (3.818)

=i (0 = 8;} < w9 (3.81c)

0<g<y 0<r<d (3.814)
v o {i,5)eq

onde B é a matriz de susceptancias (N x N):

B = (bj;)
Vks se (k,s)eQle k#s
bks = - E:jgﬁk Tk; S€ kE=gs
0 em outro caso

Qe ={s, {k,s)el}

Observe-se que se 7;; > 0; ¥(¢,7) € Q, entdo o problema (MLS) {3.81)
temn a seguinte forma:

Min w= ¢r {3.82}
5.a.
B+ g+r=d (3.82a)
(6: - 8;) < ¢ (3.82b)

—{f; - 6;) < gg‘j {3.82¢)
0<g<g 0<r<d {382d)
V{i,7)€ 01



O problema (MLS) nos formatos {3.81) e {3.82) é sempre factivel pois se
y=0; # =0 ;r=d obtem-se uma solugao factivel.

Os seguintes resultados estiao relacionados com o “Teorema da Com-
pensacao” da teoria do modelo de fluxo de poténcia linearizado. Quando
a geragao ¢ fixada, o efeito de uma mudanga na susceptancia de uma li-
nha £ equivalente a manter a susceptancia constante e fazer uma mudanca
adequada nas cargas das barras conectadas a essa linha.

Seja P(v,d,#) ~ a expressio que denota o problema (3.81} com vetor
de susceptincias de linha v e carga d. 7y = {(hy; = '7,-_5@}—}; hy = (haiy =
ViiPis)-

Sejam:m _
2(7.d, $) ~+ a soluglo bésica Stima de P(v,d, ¢).
w(~y,d, ¢) ~» o valor étimo da fungio objetivo.

Note que z(v,d, ”«5) coniém as varidvels 4.

- . e - .
Se v¥ > 0, d%, ¢~ sdo os valores iniciais de ~, d, ¢ e o vetor x definido
em R® tal que

4220
definem-se os vetores d{z), hi{z}, ha{z) tal que:

difz) = di+ 3 zalbp(r® + 2,8, 8) - 6:(+"+ 2,8 8)]  (3.83)
H=H Y

k=1,... N

hiiglz) = by ~ zi[0:(7° + =, d°%,8°) — 8;(7° + z,d¢") - 52:} (3.84)
v{1,7) €

%, 5)

, -4 iy
hois(z) = hyy = @ip{~16:0" + 2,d°, 8 ) ~ 8;(3" + 2,8 &) - dy} (3.85

V{i,7) €0
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Além disso, sejam:

nii(z) = (27~ 7)) 67" + 2,d°,8") - 0,(+° + z,d°, ")) (3.86)

Y{1,7)€ 0

Mij(z) = A {870+ 2,d°,F) — 0,(1° + 2,858 )] - F;}  (3.87)

Y({i,7) e
Aaijl(z) = A {=10:(1° + 2,d%, ") - 6;(x°+ z,d% 3| - i} (3.88)
V(1,5
onde:
k?:‘j = hgij = 7?582‘: V(i,j) €

6(~% + z, d@,fég) ~+ vem da solugdo étima z{v" + z,d°, 30)
7%, X%, A ~ s@o as varidveis duais Gtimas de P{+%,d°, 5{}) associados &s
restrigdes (3.81a}, (3.81b) e {3.81¢) respectivamente, no problema {3.81).

Seja P(7Y, d(z), h1{z), h2(x)) a expressio que denota o problema
P('y",dﬁ,?j com o lado direito substituido por (d(z), hi{z), hz(z)). Seja
w{~", d{z), h1(z), ha(z)) o valor Stimo de P(7°, d(x), hi(z), ha{z)).

Nota: As proposicOes e lemas apresentados aqui estdo desenvolvidos em
4]

[

Proposigdo 3.1:

Sejam ~% > G,de,g:ﬂ os valores iniciais para v, d, ¢ respectivamente e o
vetor = € R% tal que v* + r > 0. Entdc a solugdo 6tima z{y° + z, d{gﬁ)
de P{y%+4 z,d°, zo) é factivel para P{~% d(z), ha{z), ho(z)). Além dis-: seu

valor 6timo é:
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wr'+2,d8) 2 w(r®, &%)+ Y (mis(2) - Apislx) — Anis(z)) 7 (3.89)

(i.)e0

Prova: Ver apéndice B.

Lema 8.1;

Sejam 4% > 0, &7, EG valores iniciais para v, d,e ¢ respectivamente. Existe
um ¢ > 0 tal que para algum 7y > 0, ||y~ 7% < e se H(v) é uma. base Stima

para P(y, d°, qu ), entao H{~%) é um étimo para P(+°, d° f;b }. Além disso,
para algumaz diregio v sobre R/®! existe um 8, > 0 e um conjunto fixo H{v)
(possxveimente dependente de v) tal que H,(v"+ tv) é uma base 4tima para

P(4Y + tv, d°, gﬁ)paraa}gumt 0<t<é,
Prova: Ver apéndice B,

Um dos resultados da seguinte proposigao é a férmula para o indice de
sensibilidade com respeito as susceptancias de linha.

Proposigas 3.2:

Seja 4¥ > 0, d°, '50 vafores iniciais para v, d, . Existe um ¢ > 0 tal que
para algum z € Rl Hzll < ee vY+ z > 0, a solugho basica étima 2(v% +
z,d%, ¢) de P(y"+ =z, & gb) é uma solugso 6tima de P{~°, d(z}, h1(z), hg(z))
O valor dtimo satisfaz:

w(’yg+:c,d0,${}) = w('yggdﬁ,?})"~:L

+ > (mi(x) = Aslz) ~ Agij(z))zi; (3.90)
{i,7)e02

Além dzsso as derivadas parciais pela esquerda e pela direita de
wiy, d, é ) com respeito a v;; existe em ¥ e ¢ igual a:

i = mi5{0} — Ayi;{0) ~ A2i5{0) (3.91)

&1



- - e N -
Se, em adigBo, a base dtima de P(v%,d% ¢ } € tinica ¢ ndo degenerada,

w(y,d, an) é diferencidvel na vizinhanca de ~°.
Prova:

Assumir ¢ > 0 como no lema 3.1 esejaz € R |jz]] <eey+z > 0.
Seja z(v" + z,de,gg) uma solugéo basica 6tima de P(v" + a:,dﬁ,go} e
H{4° + z) sua base associada.

Entéo do lema 3.1 H{+") é uma base 6tima para P('yo,de,aﬂ). Em
particular ele é dual factivel para P(+°, d(z), hi(z), h2(z)). Por outro lado,
. da proposigio 3.1, z{y° + z, de,?i?e) é factivel para P(+",d(z), hi{z}, he(z)),
entao ele é 6timo para este problema pois é factivel e sua base associada é
dual factivel. Isto implica que:

w(v®+ z2,d% 3) = W(1°, d{z), hy(z), ha(z)) (3.92)

Agora, como P(%, d(z), hy{z), hz(z)) e P(7°, d&°, EG} tém uma base 6tima
comum H{y%) ,

Wy, d(z), hi(z), ha()) > w(y®, &, ) +
+ 37U zal0e (7 + 2,d%,8%) — 810+ 2,4, 8")

£ i
Z }‘igzulgl{’?GT z, dgsgﬂi - 8}(»}{}_;_ x, doage} - ao j
{s,7160)
=3 Mz {-8:(7° + 2, d° & )= 6;(7" + 2, &3 Y- ¢ ,3}(393}
{i.7}e0

Entao tem-se:
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w(x’+2,d%9) = w(x%d,F)+
+ > (mijlz) = Mijlx) — Aailx))ai; (3.94)

{i,7 30

Para calcular as derivadas parciais pela direita e pela esquerda de
-0 . ~
w{v,d% ¢ ) com respeito a v;; faz-se v = € ou ~e; no lema 3.1. Entdo
existe um 8, > 0 e H, tal qgue H, (7" + tv) é uma base Stima para
-0
P(4% + tv,d%, ¢ ) para algum t, 0 < t < §,. Usando o mesmo argumento
como anies,

w(y’ +10,d°8) = w(r%d,¢)+

-+1 Z ffr{j(iv) - Ah'j(iv) - )\zgj(iv)évg}'(&gﬁ)
{t,7)e0

Como o conjunto de colunas que define a base 6tima nao muda,
0<t<é,

Ot tv,d @) - w(v,d% 3
L:‘mg_,e{wh + tv, ,<§>!) w(y ,J,¢)}:

> 1w (0) = A1i5(0) = Agi(0)] v (3.96)
{i.jjen

Em particular, as derivadas parciais pela direita e pela esquerda de

w(y, d°, 5@) COm respeito a y;:

aﬂ*‘ JdGEWQ

_.__ﬂ%_”.ﬂ}qzvu = g = 7:,-:.;({3) - )‘13';’(0) —_ )\2:'3‘(0} (3.97)
i

3" w(y,d°, 8.

Mé"fﬂ“f“ = 0y = 735(0) = A3i5{0) — Az45(0) (3.98)

3’?:5
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Note que se a base 6tima de P{+", de,"ég) é naoc naodegenerada ou nao
unica, as derivadas parciais pela direita e pela esquerda de w{v,d°, E{}) em
~° podem ser diferentes porque as varidveis primal e dual que aparecem nas
expresoes anteriores podem vir de bases diferentes. Porém, se a base étima
H(~") é dnica e ndo degenerada, existe uma vizinhanza de 4° tal que H{v)
é uma base 6tima unica e nao degenerada para P(y,d", E{}) para 4 nessa
vizinhanza. Isto implica que w(y, d¥, q_éﬁ) ¢ uma fungao diferenciavel sobre 7
nessa vizinhanza.

Proposicao 8.8

Sejam 7 > 0, d°, 5{} valores iniciais de 4,d,é. No problema (MLS),
(3.81},

ol = m5(0) V(i j)eq (2.99)

Prova:

Da proposigao 3.2,

off1? = 75(0) — Aui; (0) - Agi5(0) (2.100)

Agora:

: -0

Ay (0) = A{;ﬁ{w"{709 dss 50) - 8 {73’ d()’ é)) - ¢’gj] (3.101)
A2ii(0) = A1 (6:(2°, &, ) ~ 6;(+°, %, 8°)) — &5y] (3.102)

onde A, A sio valores 6timos duais associados com as restricdes (3.81b) e
{3.81c) no problema {3.81), entao:

A (0); = © {3.103)

Agi}:(O}"y?}- =0 {31{)4)
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pela condigio das folgas complementares. Por outro lado, se ";?j = 0, entao
para que a base seja nao singuiar, a correspondente variavel de folga dessa
restricaoc ficara na base. Isto implica que se ";f;» = {, entao

A1ii{0) = Agi{0) = 0

Portanto, no problema (MLS):

o}t = 7,;(0) (3.105)
Assim tem-se que:
o5 = 7;(0) = (= — x3)(6: - 65) (3.1086)
Y(i,7) e 0

quando usamos o subproblema (3.81),0u,

ot = m5(0) = (x ~ w0l — 65} (3.107)
v{i,7) €0

guando usamos o subproblema {3.82}.

Quando o sistema é desconexo a matriz basica da solugdo dtima pode ser
singular e a proposicac 3.2 nac se cumpre. Entio, para sistemas desconexos
nao necessariamente sdo verdadeiras as equagdes (3.106) e {3.107) como pode
ser mostrado facilmente com exemplos préticos [26].

Assim o desenvolvimento apresentado, para atingir uma solucio Stima
global, tem que considerar un sistema elétrico conexo € a maneira de se
contornar este problema seréd apresentada nos dois capitulos seguintes.



Capitulo 4

TESTES E RESULTADOS

4.1 INTRODUCAO

Neste capitulo, para avaliar o desempenho do método apresentado, sio tes-
tados dois sistemas: um de trés barras e ouiro de seis barras.

Na aplicagao da técnica de decomposi¢ao de Benders aplicado ao pla-
nejamento da expansao de sistemas de transmissio a longo prazo usando o
modelo de fluxo de poténcia DC, neste capitulo, foram feitas as seguintes
consideragoes:

» Assume-se uma rede inicial conexa. Se existirem barras desconec-
tadas no sisterna inicial elas sio conectadas ac sistema através de
susceptancias iniciais pequenas permitindo a obtenciao de uma rede
inicial conexa. Como os indices de sensibilidade o;; s3o somente apro-
ximagoes de primeira ordem para uma mudanga do valor étimo do
objetivo com respeito aos v, que nac leva em conta as mudangas
angulares nas barras 1 ¢ ) devido 2 mudanga correspondente da sus-
ceptancia, este fator poderia ser muito importante no caso de sistermnas
desconectados e, eventualmente, levaria a solugdes Stimas nao globais

[4]. O problema de se resolver sistemas iniciaimente desconexos sera

avaliado, em maior detalhe, no capitulo seguinte num contexto mais

geral de planejamento hierarguizado.

e Foiusada a alternativa 1 da formulacio do capitulo anterior com o = 1;
entretanto, é necessario mencionar gue ¢ processo de resolugao e o0s

66



resultados obtidos sao equivalentes aos que seriam obtidos se fosse
usada a alternativa 2 pois sempre obteve-se § = {,

e Ipicialmente relaxa-se a integralidade das linhas de transmissao isto
é, pode-se investir fracoes de linhas de transmissdo. A maneira de se
obter uma solucdo com variaveis de investimento intei ras sera ana-
lizada depois, neste e no seguinte capitulo.

e Assume-se uma tolerancia de convergéncia para o minimo corte de
carga ¢, = 0.01.

O processo iterativo do algoritmo foi descrito no capitulo anterior e para
resolver os subproblemas de investimento e operagdo, gque sio problemas
de programacao linear {PL), fol usado um programa de PL normal do tipo
simplex revisado.

4.2 SISTEMA DE TRES BARRAS

Este exemplo fot usado em [18]. A figura 4.1 mostra a configuragao inicial
do sisterna . A tabela 4.1 mostra a capacidade de geragao e as cargas, e na
tabela 4.2 sdo mostradas as carateristicas das linhas de transmissdo. Pode-se
adicionar linhas de transmissao através de duas barras quaisquer.

Na figura 4.2 é mostrada a solugao obtida em 2 iteracgbes do algoritmo
de decomposicao de Benders obtendo-se os seguintes resultados:

Otimo da funcio objetivo:

v=(L.75
Investimento (suscepténcias):
EAVES 5"15
Minimo corte de carga:
w=20
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Tabela 4.1: Niveis de Geragdo e Carga

Barra Geragio Carga(MW)

1 80 0
0 60
2 0 20

Tabela 4.2: Carateristicas das Linhas

Linha Custc Reatancia{Ohm)} Capacidade

1-2 3 3
1-3 2 2
2-3 2 2
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Figura 4.1 Sistema de Trés Barras
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_ 1
f1z2 = 13

43.75 —»

Figura 4.2 Sistema de Trés Barras
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4.3 SISTEMA DE SEIS BARRAS

Este sistema fol usado em [3]. A figura 4.3 mostra a configuragdo inicial
do sistema. Pode-se ver que a barra 6 estd inicialmente desconectada do
sistema. A tabela 4.3 mostra as caracteristicas de geragao e carga e a tabela
4.4 as caracteristicas das linhas de transmissgo. Pode-se adicionar linhas de
transmissdo através das barras do sistema indistintamente.

4.3.1 SISTEMA DE SEIS BARRAS: CAS0 1

Neste caso foram assumidas as seguintes consideragdes inicials:

¢ Os nivéis de geragao em cada barra sdo fixados (MW):

g1 =50 gz = 165 g¢ = 545

e conecta-se a barra 6 ao sistema através de uma susceptancia inicial
~vyae = 0.1,

A figura 4.4 mostra a solugao obtida em 07 iteragdes do algoritmo de
decomposicao de Benders. Foram obtidos os seguintes resultados:

Otimo da funcio objetivo:

v= 180.313
Investimento {susceptancias):
Ta¢ = 11.6878 rzs = 4.2032 T4 = 6.4789
Minimo corte de carga:
w = 0.006

Na tabela 4.5 sao mostrados os investimentos feitos através do processo
iterativo.
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Figura 4.3 Sistema Inicial de Seis Barras
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Tabela 4.3: Niveis de Geraedo e Carga

Barra Cap. de geragao Ger. Atual

03 DD e

xR

Tabela 4.4: Carateristicas das Linhas

Linha

1-2
1-3
1-4
1-5
1-6
2-3
2-4
2-5
2-6
3-4
3-5
3-5
4-5
4-6
-6

150
0
360
0
0
600

40
38
60
20
68
20
40
31
30
59
20
48
63
30
81
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Custo Reatancia(Ohm)

0.40
0.38
0.60
6.20
0.68
0.20
0,40
0.31
0.30
0.56
0.20
0.48
0.63
(.30
0.61

Carga(MW)

80
240
40
160
240

Capacidade

100
100
80
100
70
160
100
100
100
B2
100
100
75
160
78



240 ® B0
‘L...s Yy 4
--— 550937
x3r = 4.2032
gs = 165 184.063
3
40 51.062/’
V\ﬁg.()ﬁ?
240
. 34.374 T
2
w = 0.006
v’ = 180.313
0.001
796 = 11.6878 /
350.627
194.2367 —
5] T4 = 6.4789 e 4
160

 gc = 544.994

Figura 4.4 Sistemna de Seis Barras: Caso 1
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Tabela 4.5: Investimento por iteragdo

INVESTIMENTO

No. Iog T35

11.3125

10.7508 5.3333
10,7960  3.2700
11.5767 4.1801
11.5878 4.2032

L B B S - U )

=T

14.582
5.4514
5.8048
7.2707
6.4900
6.4789

0
131.228
150.876
171.234
175.680
179.360
179.413

Condigao imicial: conecta-se a barra 6 ao sistema

ceptancia inicial de y9g = C.1.
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OPERACAOQ
W

542.0
308.790
116.663
42.332
22,530
0.308
06.008

airavés de uma sus-



4.3.2 SISTEMA DE S5EIS BARRAS: CASO 2

Neste caso foram assumidas as seguintes consideragOes iniciais:

¢ Somente sao fixados os lirites de geragio em cada barra (MW):

g; = 150 gy = 360 G = 600
e a geragao em cada barra é obtida no processo de otimizagao.

e conecta-se a barra 6 ac sistema através de uma suscepténcia inicial
e = 0.1.

A figura 4.5 mostra a solugao obtida em 10 iteracdes do algoritmo de
decomposigao de Benders. Foram obtidos os seguintes resultados:

Otimo da funcio chjetivo:

v= 899.0
Investimento (susceptancias):
T2z = 0.8090 Tog = 3.4243 zz5 = 5.0800 T4p = 4.9001
Minimo corte de carga:
w = 0.0003

Na tabela 4.6 sac mostrados os investimentos feitos através do processo
iterativo.

Neste exemplo aconteceram algumas dificuldades de convergéncia (o
ndmero de iteragoes de Benders ¢é relativamente alto}. Este fato pode-se
explicar, provavelmente, pela presenca de solucdes Stimas miltiplas alter-
nativas na solugdo do subproblema de operagio no processo iterativo. E
Iégico que soluges Gtimas alternativas no subproblema de operacao leva a
obtengao de cortes de Benders alternativos. Estamos assim, na presenca
de uma base Otima nao naodegenerada ou nao Unica e nestas condigdes a
proposicac 2, que justifica a metodologia adotada, pode nao ser satisfeita.
Se o corte de Benders escolhido, neste caso, nao é o adequado o problema
pode convergir a um o6timo local como foi verificado em testes feitos no
laboratério.
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g1 = 150

240 PR,
.ﬂ-—” r 4
’ < 38 1R 1
x5 = 5.0809
gz = 359.008 201.818
’ 19.091
40 /
118.180
295 = 0.9090 AN
240
' 12,727 i
2
w = {.0003
v7 = 99.000
00 -
Tog = 3.4243 / .
102.729
147.273 —»
6 Tas = 4.9091 ] |,
b g — 250.002 "

Figura 4.5 Sistema de Seis Barras: Caso 2



Tabela 4.6: Investimento por ileracdo

INVESTIMENTO OPERACAOQ

No. T3 Tae Tac Z4c v w

1 - - - - 0.0 367.0
2 57026 51.326 210.110
3 12.6978 1.7566 66.601 194.302
4 29827 6.4767 1.7566 86.031 154.221
5 3.0081 5.4087 4.3253 05735  17.049
6  1.2791 35070 4.5084 4.7263 97.250 12.140
7 0.8914 3.3105 50817 4.9220 97.992  0.768
8 09108 3.3266 5.0872 4.0068 908.092  0.094
9  0.9074 3.3248 5.0021 4.9085 08.098  0.030

10 09080 3.3243 5.0909 4.9081 0O8.0995 06.0003

Condigao inicial: conecta-se a barra 6 ac sistema através de uma sus-
ceptancia inicial de s = 0.1.
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4.3.3 SISTEMA DE SEIS BARRAS: CASO 3

Neste caso foram assumidas as seguintes consideragdes inicials:

+ Somente saoc fixados os limites de geragac em cada barra (MW):

e a geragao em cada barra ¢ obtida no processo de otimizacio.

e conecta-se a barra 6 ao sistema através de uma susceptancia inicial
a6 — 0.1.

A figura 4.6 mostra a solugzo obtida em 06 iterag¢oes do algoritimo de

decomposicao de Benders. Foram obtidos os seguintes resultados:

Otimo da funcio objetivo:

v=99.0
Investimento (suscepténcias):
To3 = 2.1176 Z35 = 3.8824 Z4s = 8.3333
Minimo corte de carga:
w = 0.0025

Na tabela 4.7 sao mostrados os investimentos feitos através do processo
iterativo.

Neste caso a convergéncia foi atingida rapidamente. Pode-se observar
também que o 6timo obtido, neste exemplo, e 1gual ao obtido no caso 2 mas
a solugao obtida no dltimo caso e “melhor” no sentido que adiciona-se um
numero menor de linhas de transmissido (somente 3 linhas). Esta situagao
de obtengdo de solugbes Stimas alternativas € devida, em grande parte, a
gue o0s custos das linhas 2 — 3 e 3 ~ b s&o iguais e 0 mesmo acontece entre
as linhas 2 -6e 4 - 6.
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- §$2.352

zgs5 = 3.8824

gs = 359.008

142.351

9y = 2.1176
23.528 T
w = (.0029
v” = 899,00

249.999 —p

——~f—-{-e T46 = 8.3333
gc = 249.999 160

Figura 4.6 Sistema de Seis Barras: Caso 3
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Tabela 4.7: Investimenio por ileragdo

INVESTIMENTO

No. Tog

18.350
6.000
2.3225
2.1191
21176

o T JER-NERE JUR N

I35

3.6775
3.8809
3.8824

T4

8.2333
8.2333
8.2333
8.2333

v

0.0
73.400
98.100
98.100
98.100
98.100

Condicio inicial: conecta-se a barra § ao sistema
ceptancia inicial de y46 = 0.1.
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OPERACAO

367.0
247.0
65.406
3.198
0.023
0.0025

através de uma sus-



4.3.4 COMENTARIOS DOS RESULTADOS OBTIDOS

Os resultados obtidos sfo, em geral, satisfatérios. Assim a decomposigao
de Benders mostra-se atrativa para ser usada no planejamento da expansao
de sistemas de transmissiao a longo prazo. Nos exemplos desenvolvidos a
convergéncia fol atingida rapidamente, entretanto, é necessario lembrar que
a formulagio tedrica s6 garante a convergéncia de um problema convexo e
estavel. Poderia entdo se apresentar, eventualmente, problemas nao conve-
xos e/ou instaveis com convergéncia lenta ou mesmo divergéncia.

No método usado antericrmente, ainda existern duas dificuldades que
merecem um tratamento especial:

1. Como obter uma rede inicial conexa de maneira 6tima, isto é, as linhas
escolhidas para fazer o sistema conexo devem ser aqueles que fazem
parte do investimento Otimo final. A analise da obtengao de uma
rede inicial conexa, tomando em conta estas consideragoes, é feita no
capitulo seguinte,

2. A integralidade da solugio final. As linhas adicionadas, para ter uti-
lidade préatica, tém que ser inteiras. Isto ¢ analizado brevemente neste
capitulo e ampliado no seguinte.

4.3.5 SOLUCAO INTEIRA NO SUBPROBLEMA
DE INVESTIMENTO

Nos exemplos resolvidos anteriormente foi relaxada a integralidade das li-
nhas de transmissdo. Porém, no mesmo algoritmo pode-se manter a integra-
lidade das linhas de transmissao. Neste caso o subproblema de investimento
é um programa linear inteiro {PLI}, contudo n#o é adequado resolver um
PLI1 em cada iteracio do subproblema de investimento.

Neste capitulo adotou-se a seguinte estratégia:

e Foi relaxada a integralidade das linhas de transmissio ¢ obtida uma
solucdo relaxada como nos exemplos anteriores.

e Com a solugao otima do sistema relaxado iniciou-se um novo pro-
cesso de resclucao desta vez mantendo a integralidade das linhas de
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transmissao. Este novo processo fol iniciado considerando os cortes de
Benders obtidos no processo relaxado anterior. Neste caso, em cada
passo do processo iterativo deve-se resolver um PLIL

Com a estratégia anterior foi resolvido o sistema de 06 barras para os
casos 1 e 3. Para se resolver o PLI correspondente ao subproblema de
investimento foi usado o algoritrmo de Dakin [21].

Para o caso 1 do sisterna de 08 barras fol obtida uma solugdo inteira
sem necessidade de cortes de Benders adicionais. Os cortes de Benders
obtidos anteriormente foram suficientes para obter uma solugao inteira no
subproblema de investimento que a sua vez levou a uma solugac sem corte
de carga no subproblema de operagio. Assim o resultado obtido somente
comn uma iteracao adicional, que é 6timo global, é mostrado na figura 4.7.

A solucao 6tima inteira obtida € seguinte:

Otimo da fungao objetivo:

v= 200
Investimento (suscepténcias):
T2 — 13.333 Naeg =~ 4
Ing == 5.000 figy = i
T4 = 6666 Nign = 2
Minimo corte de carga:
w = 0.00

Para o caso 3 do sistema de 06 barras o critério adotado fol 0 mesmo
que no case anterior. Usando os cortes de Benders do problema relaxado
foram obtidas duas solugdes inteiras no subpreblema de investimento. As
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solugdes inteiras obtidas e os correspondentes cortes de carga produzidos no
subproblema de operagio sao:

1. Primeira solugao inteira:

Otimo da fungio objetivo:

v== 110
Investimento {susceptancias}:
x3s = 5.0 ngz; = 1
Tae = 10 Nnge = 3
Minimo corte de carga:
w = 0.00
2. Segunda soluglo mteira:
Otimo da fungio objetivo:
v= 110
Investimento {suscepténcias):
Iog = 3.333 Nag = 1
Tap = 5.000 ngg = 1
T4 = £6.666 fige = 2
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Minimo corte de carga:

w = 5.752

Assim a primeira solugio inteira obtida leva ao 6timo global do sistema
de seis barras, solucdo obtida como no caso anterior somente apos uma
iteragac adicional. Os resultados sao mostrados na figura 4.8.

A dificuldade principal do método anterior € a resolugio de um PLI
correspondente ao subproblema de investimento em cada passo do processo
iterativo. Isto traz grande dificuldade em sistemas grandes. Uma maneira
de se contornar esta dificuldade é discutida no seguinte capitulo.
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#1 = 50
240 ¥ B8O
15_5 ¥ 4‘
- 57 999
ngs = 1
gs = 165 187.001
3
40 51.251/4
\\EEQ.GG}
240
31.748 T
2
w={_
vt o= 200
3.630
nge = 4 /
356.882
188118 —
6 ngs = 2 e 4
ge = 545 160

Figura 4.7 Sistema de Seis Barras
Solugas Inteira: Caso 1
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- 7 879

nzs = 1

gz = 312121 172321

38.788 ?

207.879 —»

—T_L6 s = 3
gs = 297.879 150

Figura 4.8 Sistema de Seis Barras
Sclugao Inteira: Caso 3
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Capitulo 5

PROPOSTA DE
PLANEJAMENTO
HIERARQUIZADO
DE SISTEMAS DE
TRANSMISSAO A
LONGO PRAZO

5.1 INTRODUCAO

Neste capitulo apresenta-se uma maneira de se contornar o problema de uma
rede inicial desconexa além de melhorar a convergéncia do processo. Nos
exemplos desenvolvidos no capitulo anterior o problema de rede desconexa
foi resolvida de forma “heuristica”, ou seja conectandc a barra desconexa
a uma barra do sistermna através de uma susceptancia pequena. Entretanto,
guando o sistema ¢ muito grande e existem muitas barras desconexas esta
“heuristica” nao funcionaria adequadamente.

Visando resolver este problema de maneira mais adequada apresenta-
se neste capitulo uma proposta de planejamento hierarquizado iniciando o
processo de solugio do problema de planejamento de sistemas de transmissao
a longo prazo, com um modelo de transportes {para o gual nao existe o pro-
blema de rede inicial desconexa). A solugdo e os cortes de Benders obtidos no
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modelo de transportes sao assumidos como investimento inicial para resolver
o problema usando o modelo de fluxo de poténcis DC com varidveis de
investimento continuas. Esta solugio agora é assumida como investimento
inicial para resolver o problema usando o modelo de fluxo de poténcia DC
cormn varidveis de investimento inteiras gue € o objetivo final no processo de

sojugio.

Uma formulagio alternativa é usar o conceito de rede ficticia gque consiste
em usar uma rede ficticia superposta a rede inicial como uma maneira de
contornar o problema de rede inicial desconexa. Também s&o apresentadas
sugestoes para resolver adequadamente o subproblema de investimento, que
¢ um PLI, para o caso de sistermnas grandes. Porém este problema é consi-
derado como uns dos tépicos para desenvolvimento posterior a este trabalho

de tese.

5.2 MODELO DE TRANSPORTES

5.2.1 FORMULACAO NORMAL

O problema de planejamento de sisternas de transmissdo a longo prazo ba-
seado no modelo de transportes pode ser formulado como [4] :

Min v= Z €if Tij (5.1
{i.))en
s.a.
S f+g=4d

Jij = @it <05

= fij = $£j¢i_j < ’ij@';‘



onde:

O problema (5.1) € um problema de programacio linear inteira (PLI)
e quando se relaxa a integralidade das linhas de transmissao (ou seja sdo
permitidos adigdes de fragdes de linhas) {5.1) é um problema de programagio
linear normal (PL).

Para efeitos de ilustracgfo resolve-se o sistema de seis barras para os casos

1 e 2 desenvolvidos no capitulo anterior. Neste caso foi usada uma subrotina
de PL desenvolvida no laboratorio.

SISTEMA DE SEIS BARRAS: CASO 1

O sistema é o mesmo desenvolvido em 4.3.1.
Limites dos geradores (MW}):

7, = 50 §s = 165 G = 545

Este problema apresenta solugSes Gtimas alternativas. Nas figuras 5.1 e
5.2 sao apresentadas duas solugbes dtimas alternativas, Ambas as solugbes
produzem um investimento étimo de:

v=171.5

E facil mostrar que este sistemna apresenta solugbes Gtimas alternativas
pois as linhas 1-5 e 3-5, fornecedores de carga a barra 5, tém custos de
investimento iguais, e as linhas 4-6 e 2-6, que transmitem a poténcia gerada
na barra 6, tém custos de investimento iguals,
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g1 = 50
240 ® 380
. v 4
2 «— 115
zy5 = 0.75
Zzs = 1.25
ga = 165 125
3 .
M 1&9//1
)
240
s}
2
w = 0.00
v” = 171.5
0
rgs = 11.3333 7
340
205 g
6 T4p = 6.8333 L i

g — 545

Figura 5.1 Sistema de Seis Barras: Caso 1
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g1 = 50
240 ® &0
¥ 3 ¥ é
5 < 140
Ty = 2.0
gz = 165 100
3
i 90 /
> 25
240
80 ?
-
w = 0.00
vt = 1715
zgi
Z96 = 6.8333 i
05
340 —p
6 Z4c = 11.8333 3 i
ge = 545 160

Figura 5.2 Sistema de Seis Barras: Caso 1
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SISTEMA DE SEIS BARRAS: CAS0 2

O sistemna é o mesmo desenvolvido em 4.3.2.
Limites dos geradores (MW }:

g; = 150 gy = 360 Fe = 600

Neste caso também existem solugbes étimas alternativas devido aos mes-
mos argumentos do exemplo anterior. Nas figuras 5.3 ¢ 5.4 s30 apresentadas
duas solugdes timas alternativas que levam a um investimento 6timo de:

v = 99

5.2.2 DECOMPOSICAO DE BENDERS E
O MODELO DE TRANSPORTES

Considere-se o seguinte problema de planejamento de sistemas de trans-
missao usando o modelo de transportes:

Min v= z €i;Ti; + ae'r (5.2)
{i.7)e0
s.a.
Sf4+g=d

!fz‘jf - zx‘ja‘j < '}‘fja‘j



O0<r<d

z;; = O V(i,j)éﬂ

Para aplicar a decomposicao de Benders generalizada, deduzida no capi-
tulo 3, ao problema (5.2) no existe maior dificuldade pois neste caso as
variaveis de operacio e investimento s&c linearmente separaveis, ou seja, o
problema (5.2) é um problema de programagao linear. Em outras'palavras,
o problema (5.2) é convexo e neste caso a decomnposigdo de Benders leva a
urna solugio muito rapida e segura [16].

Assim o subproblema de operagao é:

Min w=ac¢r (5.3)

Sf+gt+r=d

%fﬂ L v €z (5.3.2)
4]

v(i,j) e n

que & eguivalente ao problema de programacao linear seguinte:
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gy == 150
240 ® 80
A_s v 4
@ 100
Tes == 2.0
gz = 360 140
3 30

40

10
Tyz = 4.0

240
0
2
w = 0.000
v = 99
0
T25 = 3.0 7
90
160
6 T4s = 5.3333 b
gg = 250 160

Figura 5.3 Sistema de Seis Barras: Caso 2
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240 ® 80
& ¥ 4&
—3 G0
Tag — 2.5
g3 = 360 150
3 0
40
170
_ N
Zoz = 3.5
{ 240
| 20 T
2
w = 0,000
v o= 89
0
Top = 2.3333 2
70
) 12110 S——
H Ty — 60 b 4

Figura 5.4 Sistema de Seis Barras: Caso 2
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Min w=qc¢r

Sf4+g+r=4d

|fis} < (’Yf;' + Zx‘j)¢‘ij (54.2)

e o problema mestre ou subproblema de investimento é seguinte:

Min v= Z ci;iTi; + 3
[i,7}en
s.a.
wk -+ Z afj(z,'}- — z:‘}} <A
{1,7 )02
&Iy 2 0
=20 V{i,j) € Q2
onde:

&

ig:
ok

i; " € o Indice de sensibilidade de (5.3) com respeito a z;; com
Ty = zfj; Y(1, 5) e 1.
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w* ~» ¢ o valor 6timo de {5.3} ou {(5.4) com z;; = z¥; ¥(i,7) € (L.

(5.4)

(5.5)



o}; pode-se obter diretamente dos multiplicadores simplex de (5.3.2) mas

geralmente resolve-se a equagido (5.4) e assim of; é obtido dos indices de
sensibilidade de (5.4.2) através da seguinte relagao:

Tij = ﬁija{j (56)

v{i,7) € O

onde:
g;; ~ é o Indice de sensibilidade com respeito a ;.
75 ~ € o indice de sensibilidade obtido de (5.4.2) V(1,7) € 1.

5.2.3 SISTEMA DE SEIS BARRAS

Nesta parte foi resolvido o sistemna de seis barras usando a decomposigao de
Benders e o modelo de transportes para representar o modelo da rede.

SISTEMA DE SEIS BARRAS: CASO 1

Neste caso tem-se 0 mesmo sisterna resolvido em 4.3.1.
Limites dos geradores (MW):

g, =50 Gs = 165 g = 545

Neste caso a solugao foi atingida rapidamente depois de trés cortes de
Benders. O sistema apresenta solugdes étimas alternativas. Foram obtidas
as seguintes solugdes:

1. 96 = 13.8333 z4e = 4.3333 zy; = 2.0

2. Tee = 13.8333 zag = 4.3333 T3z = 2.0
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s Ipvestimento otimo: v = 171.5

Assim verifica-se que este sistema apresenta solugbes Stimas alternativas
quando € usado o modelo de transportes. Os resultados sao mostrados nas
figuras 5.5 e 5.6.

SISTEMA DE SEIS BARRAS: CASQ 2

Neste caso temos o mesmo sistema resolvido em 4.3.2.
Limites dos geradores (MW ):

g; = 150 G =360 G, =600

Neste caso também a solugao foi atingida rapidamente depois de trés
cortes de Benders. O sistema novamente apresenta solu¢oes étimas alterna-
tivas. Foram obtidas as seguintes solugoes:

1. T23 = 4.0 Zas == 2.0 T4p = 8.3333
2. Zoy == 2.0 x5 = 4.0 z4s = 8.3333
3. x93 = 4.0 x5y = 2.0 Zye — 8.3333
4. Tgg = 2.0 z3; = 4.0 Tas = 8.3333

e Investimento 6timo: ¢ = 99

Assim verifica-se a presenca de solugbes 6timas alternativas ja detectadas
na segao anterior e uma convergéncia muito rapida pois estamos resolvendo
umn problema convexo. Os resultados sao mostrados nas figuras 5.7, 5.8, 5.9
e 5.10.
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Figura 5.5 Sisterna de Seis Barras: Caso 1



91 =50

240 80

“——5 4 4

<+ 100 _

Xzy = 2.0
gs = 165 140
3
DA 100 %
>~ 15
240
i 30 T
2
w = 0.00
v = 171.5
80
Z96 = 13.8333 7 -
415
130
6 746 = 4.3333 | 1
160

ge = 545

Figura 5.6 Sisterna de Seis Barras: Caso 1
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Figura 5.7 Sistema de Seis Barras: Caso 2
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Figura 5.8 Sisterna de Seis Barras: Caso 2
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Figura 5.9 Sistema de Seis Barras: Caso 2
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5.3 PROPOSTA DE PLANEJAMENTO
HIERARQUIZADO

Nesta parte apresenta-se uma possibilidade de se fazer o planejamento de
sistemas de transmissao a longe prazo de maneira hierarquizada, ou seja
iniciar a solugdo de um problema relaxado e aproveitar esta solugao como
referéncia inicial para obter a solugao de problemas mais restritos até atingir
a solugio &tima geral desejada.

5.3.1 PLANEJAMENTO POR ETAPAS: MODELO
DE TRANSPORTES-FCDC COM VARIAVEIS
CONTINUAS-FCDC COM VARIAVEIS
INTEIRAS

A idéia de um processo de solugzo por etapas do problema de planejamento
de sistemas de transmissao a longo prazo € a de contornar trés fatos funda-
mentais carateristicos em sistemas elétricos grandes:

e Resolver adequadamente o problema de rede inicial desconexa que
acontece quando novas cargas e/ou geradores devem ser incorporados
ao sistema. Assim o processo de solug@o é iniciado usando o modelo
de transportes que nao apresenta problemas ao tratar com rede inicial

desconexa.

# Facilitar a convergéncia do processo de solugdo. Isto é possivel ao re-
solver inicialmente um problema relaxado como é 0 modelo de trans-
portes para ¢ qual se pode atingir uma solugdo rapida e segura pois
ele é convexo. Os Cortes de Benders obtidos no modelo de transportes
sao aproveitadas como solugao inicial ao resclver o problema usando o
modelo de fluxo de poténcia DC com variaveis de investimento conti-
nuas que é um problema nao convexo. Agora, os cortes de Benders dos
processos anteriores sao usados para resolver o problema geral usando
o modelo de fluxo de poténcia DC com variaveis de investimento in-
teiras, assim é obtida a solugao 6tima global. Se o processo de solugao
é iniciado diretamente com o modelo de fluxo de poténcia DC usando
a decomposicao de Benders, em alguns casos, pode-se atingir a con-
vergéncia a uma solugao étima local 4.
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# Usar um algoritmo de PLI para resolver o subproblema de investimento
somente na ltima etapa do processo, em geral perto da soluggo. Re-
solver um PLI1 em geral leva muito tempo de computador, assim nesta
proposta somente seria usada na tltima etapa quando, depois de algu-
mas iteragbes adicionais, pode-se atingir a solugao 6tima com varidveis
de investimento inteiras a partir de uma solug@o com varidveis de in-
vestimento continuas.

O esquema geral do processo de solugao, via decomposicao de Benders é
seguinte:

1. Resolver o problema de planejamento de sisternas de transmissao a
longo prazo usando ¢ modelo de transportes. Esta solugido € conside-
rada como mvestimento inicial e os cortes de Benders obtidos sio adi-
cionados como restrigdes ao resolver o subproblema de investimento
para o seguinte passo. Este passo é em geral muito rapido.

2. Resolver o sisterna usando o meodelo de fluxo de poténcia DC com
variaveis de investimento continuas usando os cortes de Benders obti-
dos no passo anterior para iniciar o processo.

3. Obter a solugzo 6tima global usando o modelo de fluxo de poténcia
DC cormn variaveis de investimento inteiras. Somente neste caso usa-se
um algoritmo de PLI para resolver o subproblema de investimento. O
processo ¢ iniciado usando os cortes de Benders, obtidos nos passos
anteriores, como restricoes no subproblema de investimento.

O esguema proposto ¢ justificado devido a que o modeio de transportes
& uma versao relaxada do modeio de fluxo de poténcia DC com varidveis de
investimento continuas gue por sua vez ¢ uma versio relaxada do meodelo
de fluxo de poténcia DC com variiveis de investimento inteiras. A proposia
anterior é testada com o sistema de seis barras.

SISTEMA DE SEIS BARRAS: CASO 1

Para avaliar o esquema de planejamento hierarquizado € resolvido o mesmo
sistema de seis barras de 5.2.3.
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Limites dos geradores (MW}

gy = 50 §s = 165 Gc = 545

Foram obtidos os seguintes resultados:

¢ Modelo de Transportes

Este passo corresponde 4 solugao obtida com trés cortes de Benders
{ver figura 5.6) que é seguinte:

T9g = 13.8333 Xgg = 2.0 Ty — 4.3333

v=171.5

e Modelo de Fluxo de Poténcia DC com Varidveis de
Investimento Continuas

Foram necessarios 4 cortes de Benders para atingir a convergéncia
desta etapa, obtendo-se os seguintes resultados:

Top = 11.6876 Tazs = 4.2030 L4 = 6.4791

v =180.312

Os resultados sdo mostrados na figura 5.11 e, na realidade, é a mesma
solugao obtida na figura 4.4 quande o sisterna foi resolvido assumindo

um 5, = 0.1.
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» Modelo de Fluxo de Poténcia DC com Variavels de
Investimento Inteiras

Nao fol necessario nenhum corte de Benders adicional. Ao resolver o
subproblema de investimento com varidvels inteiras, aproveitando os
cories de Benders obtidos nos processos anteriores, atingiu-se a solugao
global. A solugao 6timna global € a seguinte:

ngg = 4 naz = 1 Ngg = 2

v = 200

que, na verdade, é a mesma solugdo apresentada na figura 4.7. A
tabela 5.1 resume os resultados obtidos passo a passo.

SISTEMA DE SEIS BARRAS: CASO 2

Neste caso foi considerado o mesmeo sistema de seis barras de 5.2.3.

Limites dos geradores (MW ):

g, = 150 G = 360 e = 600

Foram obtidos os seguintes resultados:

e Modelo de Transportes

Usa-se a solugao obtida com trés cortes de Benders {ver figura 5.10)
gue € seguinte:

Tog = 8.3333 Tag = 2.0 Igs = 4.0

v = 08
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s Modelo de Fluxo de Poténcia DC com Varidveis de
Investimento Continuas

Foram necessarios 6 cortes de Benders para atingir a convergéncia
neste caso, obtendo-se os seguintes resultados:

Tog = 0.9088 Tag — 3.4245 Tzg = 50812 zy4e = 4.9088

v = 99

Os resultados sio mostrados na figura 5.12 que, na verdade é prati-
camente a mesma solucao obtida na figura 4.5 quando o sistema foi
resolvido assumindo um 35, = 0.1.

¢ Modelo de Fluxo de Poténcia DC com Varidveis de
Investimento Inteiras

Nao foi necessario nenhum corte de Benders adicional. Ao resolver
o subproblema de investimento com variaveis inteiras aproveitando
os cortes de Benders obtidos nos processos anteriores fol atingida a
solucao global. A solugdo Stima global é seguinte:

nge = 3 ngs =1

v = 110

que ¢ a mesma solugio apresentada na figura 4.8. A tabela 5.2 resume
os resultados obtidos passo a passo.

Assim os resultados obtidos com o sistema de seis barras mostram que a
decomposicao de Benders, adequadamente usada, pode ser uma ferramenta
rmnito util no planejamento de sistemas de transmissad a longo prazo.
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Figura 5.11 Sistema de Seis Barras: Caso 1
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Tabela 5.1: Investimento por iteragio

26

18,1667
13.8333
13.8333
13.8333
10.0056
11.7212
11.6462

11.6876

40
3

INVESTIMENTO

Ias

2.0000
2.0000
2.0000
4.1316
4.1542
4.2030
5.0

T46

4.3333
4.3333
4.3333
8.1610
6.4454
6.5205

6.4791
20
3
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163.500
163.500
171.500
171.500
171.500
180026
180.117
180.312
200

OPERACAO

545
130
40
0
95.114
52082
2.227
1.163
0.004
0
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Figura 5.12 Sistema de Seis Barras: Caso 2
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No.

[ S

Gy U b 03 RS e |

Tabela 5.2: Investimento por ileragdo

INVESTIMENTO

T23

18.500
6.000
2.0
2.0
4.0
0.9788
0.7967
0.9116
0.9088

26

83333
8.3333
8.3333
4.7591
4.7704
3.5818
3.5011
3.4265
3.4245

T3g

4.000
4.000
2.000
6.000
5.0212
5.2033
5.0884
5.0012
5.0

il4

[ Y N U ]

5743
6630
7515
8322
8069
.B0RE

20

74
99
g9
99
99
99
89
99
99
99
110

OPERACAO

370
250
40

43.637

67.535

27.434
3.354
1.967

0.0635

0.0066
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5.3.2 CONCEITO DE REDE FICTICIA

O modelo de fluxo de poténcia DC com a decomposigac de Benders pode ser
usado ainda em situagdes especiais como uma rede inicial desconexa. Neste
caso se usa o conceito de “rede ficticia” para contornar o problema de rede
desconexa. [18].

O conceito de rede ficticia, usado para resolver uma rede inicial des-
conexa, consiste em adotar uma rede ficticia superposta a configuragao do
sisterna. Esta rede ficticia é constituida de ligagOes com susceptancias iguals
a, por exemplo, 107* vezes dos valores normais, colocados em todos os ramos
onde sao permitidos o acréscimo de novas linhas de transmissao. Pode-se
ainda considerar que os fuxos maéximos de poténcia transmitida por es-
tas linhas de transmissio sejam varias vezes maior que o fluxo maximo de
poténcia permitida &s linhas normais, por exemplo de 2 a 10 vezes.

Este artificio evita ter uma rede desconexa na fase inicial do processo e,
na fase final, quando os investimentos feitos permitem ter um sistema com
capacidade de transmissac compativel com os niveis de geragio/demanda
apresenta uma distribuigdo de fluxos com razodavel precisao fornecendo ele-
mentos suficientes para avaliar o sistema. Com estes critérios foi testado o
sistema de sels barras.

SISTEMA DE SEIS BARRAS: CASO 1

Neste caso temos o mesmo sistema resolvido em 4.3.1.
Limites dos geradores {(MW}:

)

[+
il
[543
19
ot

gy = 50 gy = 165

Na solucao deste sistema fol usada uma rede ficticia cujos elementos sao
todas as ligagdes que unem as barras do sistema onde nao existe urna ligacao
real. As susceptancias da rede ficticia sio iguais a 107 vezes das normais
e o fluxo de poténcia maximo que pode levar uma ligagao ficticia igual a 2
vezes 4 de uma ligacdo normal. Foram obtidos os seguintes resultados:

Lo = 11.8752 Ezn = 4.1938 Tag — 4.3333 w = 0.0018
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» Investimento &timo: v = 180.139

obtidos em 9 iteraches de Benders e que s3o praticamenie 08 mesmos mos-
trados nas figuras 4.4 e 5.11. Os resultados, em detalhe, sac mostrados na

figura 5.13 e na tabela 4.3.

SISTEMA DE SEIS BARRAS: CASO 2

Neste caso tem-se o mesmo sistema resolvido em 4.8.2.
Limites dos geradores (MW):

g; = 150 gs = 360 g = 600

Na solugio deste sistema fol usada uma rede ficticia cujos elementos sao
todas as ligagoes que unern as barras do sistema onde nao existe uma hgagao
real. As susceptancias da rede ficticia so iguais a 107% vezes das normais
e o fluxo de poténcia maximo que pode levar uma hgacao ficticia ignal a 5
vezes a de uma ligagao normal. Foram obtidos os seguintes resuitados:

Tog = 0.9109 Taog = 3.4190 Izz — 5.0868

T4g = 4.9042 w = §.006

s Investimento &timo: v = 98,8997

que foram obtidos em 15 iteragtes de Benders e que sao praticamente os
mesmos resultados mostrados nas figuras 4.5 e 5.12. Os resultados, em de-
talhe, sdo mostrados na figura 5.14 e na tabela 4.4. O nimero elevado de
iteragdes de Benders neste casc, deve-se provavelmente & malor nao lineari-
dade introduzida no sistema pele uso da rede ficticia.
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Figura 5.13 Sistema de Seis Barras: Caso 1
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Tabela 5.3: Investimento por iteracdo

T2g

5.9654
18.1538
15.9924
B.6712
11.7551
11.5698
11.6752

INVESTIMENTO

I35 T46

- 9.0729
- 4.2237
- 2.1613
- 9.4826
4.0060 6.3963
4.0700 6.5816
4.1538 6.4761
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81.656

81.701

163.384
163.384
168.384
179.371
179.675
180.139

OPERACAO

w

544.376
272.097
238.940
148.497
1906.145
101.400
5.616
2.970
0.0018
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Figura 5.14 Sistema de Seis Barras: Caso 2
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Tabela 5.4: Investimento por iteragdo

18.4636
6.2126

5.28381
2.9488
0.7305
0.9351
0.9518
0.9267
(.9103
0.8109

INVESTIMENTO
T26 T35
7.0551 -
0.0066 -
3.4997 -
1.1640 10.8282
26464 2.0819
- 5.5641
1.7636  5.3558
3.4324 51587
3.3028 4.9776
3.4115 5.0657
2.4030 5.0887
3.4184 5.0846
3.4190 5.0868
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T46

2.4566

2.0648
3.0653
6.3035
52219
5.0331
4.8545
4.9276
4.8871
4.9005
4.8055
4.9042

0
22.109
63.496
73.914
74.930
81.377
BB.BTT
90.426
94389
98,139
98.534
08.757
O98.873
98.895
08.850

OPERACAO

368.479
295.840
157.815
249.308
139.020
126.603
85.501
92.797
46.369
4.437
2177
0.794
0.396
0.058
6.006



5.3.3 OUTRAS ALTERNATIVAS

Das alternativas propostas, o processo iniciado com o modelo de transportes
e continuado com as duas {ormulagdes do modelo de fluxo de poténcia DC ao
que parece apresenta resultados mais importantes especialmente no relativo
ao ntimero de iteragbes para atingir a convergéncia do processo, contudo é
necessario continuar testando redes de maior tamanho para avaliar o desem-
penho de ambas propostas. Entretanto, pode-se ainda ampliar o processo de
planejamento por etapas. Uma alternativa poderia ser, em sistemas grandes,
iniciar o processo de solugao de um sisterna com um modelo mais relaxado
ainda como o método de cerca ou o método de transferéncia entre grupos

[19].

A solugao do subproblema de investimento usando um algoritmo de PLI
pode levar muito tempo de trabalho computacional. Isto leva a pensar em
formas alternativas de resolver este problema de programacao inteira e uma
maneira pode ser procurar solugdes boas nao necessariamente Stimnas mas
com uma redugio significativa de esforgo computacional.
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Capitulo 6

COMENTARIOS E
DESENVOLVIMENTOS
FUTUROS

A decomposicio de Benders permite tratar o problema de planejamento de
sistemas de transmissio a longo prazo dentro da filosofia de se usar modelos
de otimizacio cada vez mais sofisticados, realizando a expansao do sistema
de transmissio de maneira automatica diferente portanto dos métodos inte-
rativos através dos quais o processo é feito com a intervengao do planejador.
Entretanto a decomposicio de Benders precisa de algoritmos especializados
para resolver os subproblemas de operagio e investimento especialmente no
caso de sistemas grandes. Neste trabalho o maior esforgo foi orientado a
mostrar a viabilidade do método na parte da formulagac matematica e na
parte computacional foram implementadas subrotinas relativamente simples
apenas para realizar testes em sistemas pequenos. A implementagao de pro-
gramas computacionais especializados serd feita como um desenvolvimento
futuro da presente tese. '

Baseados emn argumentos puramente matematicos nao existe garantia de
convergéncia do algoritmo a uma solugao étima global pois ¢ problema é
nao convexo e as nao convexidades, eventualmente, poderiam levar a uma
solugdo 6tima local. Nio obstante, esta dificuldade pode ser contornada
usando um processo de planejamento hierarquizado ou por etapas. lIsto
permitiria gerar cortes de Benders adequados, contornando melhor as nac
convexidades, e assim é possivel atingir a solugao étima global. No processo
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de planejamento por etapas foi atingida a solu¢io étima global sem maiores
dificuldades, porém nossa experiéncia se limita ao sistema de seis barras.

No sistema de seis barras o planejamento por etapas iniciando o pro-
cesso com © modelo de transportes e continuando com o modelo de fluxo de
poténcia DC com varidveis continuas e inteiras se mostrou mais eficiente que
o processo iniciado com uma rede ficticia, porém ambos métodos levaram
a uma solugdo 6tima global a diferénga portanto, limitou-se ao ndmero de
iteragOes necessarias para atingir o 6timo. Deste modo os resultados obtidos

foram satisfatorios.

Assim é viavel a implementagao de um algoritmo para resolver o pro-
blema de planejamento de sistemas de transmissao usando a técnica de de-
composi¢ao de Benders. Tem-se ainda véarias perspectivas de desenvalvi-
mentos futuros tanto na formulagao matematica, onde se pode reformular
os subproblemas num contexto mals geral, como na implementacio com-
putacional, onde em vez de procurar uma “solugio 6tima global” pode-se
desenvolver algoritmos computacionais para atingir solugdes boas mas com-
putacionalmente mais rédpidas.
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Apéndice A

EXEMPLO DE UM
SISTEMA DE TRES
BARRAS

Al USANDO O MODELO DE
TRANSPORTES

Modelo de Transportes aplicado a um sistema de trés barras. Os dados
do sistemna de trés barras sao apresentadas nas tabelas 4.1 ¢ 4.2,

e Usando o algoritmo original de Garver.

1. Escolhemos os ramos da arvore: fi; e fi3

2. Arbitramos os fuxos nos ramos fora da arvore:

a. Ji2=0

b. f12=0 fiz=40 [fa3=40
3. Fluxos nos ramos da arvore:
fig =40 f25=20
4. Calculamos os potenciais nodais com V; = 0 como referéncia:

Vi=0 Vo=-20 Vi=-10
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. Distribuicao de Buxos:

fluxo |AV] x

f13 10 2
J1z 20 3%
fu3 10 2

i, 20 15

O fluxo em fq12 tem que aumentar até seu limite. No processo fi,

asume o valor zero e deve sair da arvore.

6. fis deve sair da 4rvore e fy3 Ingresa na arvore.

. Potencials nodais:
Vi=0 Vo=-12 Vz=-10
. Distribuigao de fluxos:

Fluxe JAV] x
f13 102
f12 12 3
fl, 12 15
f2a 2 W

Agora todos os fluxos estao corretos.

. O processo de estimagao de fluxo linear termina.

Adicionamos uma nova linha entre as barras 1-3: fi,.

obtemos novamente o fluxo linear estimado.

1. Ramos da drvore: faz e fis.

. Fluxos nos ramos fora da arvore:

fi2=0 fiz=0 f12 =35 fiz =40
. Fluxos nos ramos da arvore:

fiz=5 [33=25

. Potencials nodals:

Agora



5. Distribuicdo de Huxos:

Fluxo AV  x
f13 2 P
f12 4 3
o4 1
fis 2 10

6. Todas as diferengas de potencial estao coerentes com os fluxos
estimados. Termina o processo de fluxo hinear estimado.

Todas as sobrecargas foram eliminadas e desta maneira foi atingida a

solugio geral.

e Usando a Formulagao Matematica Descrita na Equagao (2.1)

1. Usando (2.1} o sisterna de trés barras pode-se formular,
Min Z = 3|fi| + 2| f1sl + 2| f2a] + 15{f12] + 10 f15] + 10| f2]

s.a.

fiz+ f2a+ f1a+ J23 = 60
f13— faa+ fi3 — f25 = 20
Tiz+ fiz+ fig + f13 = 80
fi2l <35
|fi3] €40

|f23] < 40

fis, fiss [z ilimitados.
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Resolvendo o sistema obtem-se o fluxo linear estimado:
f12=385 f15=40 f13=25 fi3=5 [i;= [53=0
Com valor da fungao objetivo:
Z = 285

. Adiciona-se um circuito pos extremos das barras 1 — 3 e entdo
obtem-se o sistema:

Min Z = 3|fiz] + 2| f1a] + 2| fas] + 151 15| + 2 f1s] + 10 f23]
5.&.

fi2+ fas+ fiz + f23 = 80
f1z3 = faz+ fis— fi3 = 20
frz+ fis+ fiz + f13 = 80

|f121 < 35

|f13] < 40

[f23] <40

|fis] < 40

fiz, fa5 ilimitados.
Resolvendo o sistema obtem-se o fluxo linear estimado:
f12=35 f13=40 fo3=25 [j3=5 fi3= f13=0
com valor da fungao objetivo:
Z = 245

No sistema obtido nfo existe sobrecarga e o étimo global foi atin-
gido com uma linha adicionada em 1-3.
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1 reatincia A 4" Limite de fluxo 9
(3.35)

possiveis
adigoes

ramos da
Arvore

Figura A.2 lteragao 1: passos 1-4
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ST ——— LSRR

ramos da
arvore

Figura A.4 Solugao do Modelo de Transportes



A.2 USANDO O METODO DE FLUXO
DE POTENCIA DC

Resolve-se 0 mesmo sistema de trés barras do exemplo anterior.
s Usando o algoritmo apresentado na tese.

1. Aplicando a equagao {2.2) temos:

5 1
692H§931—69
}9 + gy = 20
25 I

que produz a seguinte solugac:
by = —120 fz = —80
2. Célculo dos fluxos:
fi2 =40 [13=40 f23 =20

3. Avaliamos [AZ;;

Linha |AZ;]
1-2 2400
1-3 1600
2-3 400

4. O maior valor de |AZ| acontece no circuito 1-2 assim adicionarmos
um circuito em 1-2 ¢ obtemn-se o seguinte sistema:

7 1
682 - 593 = B0

H
——f; + 8y = 20
2 1 vz

que produz a seguinte solugao:

840 640

g, = oY _
2 11 11



5. Calculo dos fluxos:
fia=fip = 2545 [3=20.00 [fa3= 9.09

6. Nio temos circuito sobrecarregado entao o processo esta termi-
nado com uma adigao feita em 1-2.

sobrecarregado
» 60

40 —

g = BO

40 20

20

Figura A.5 FCDC: Distribuicao Inicial de Fluxos
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1 25.45 -+ 2

2545 —>»

Figura A.6 FCDC: Configuracdo Final



Apéndice B

TEORIA DE
DECOMPOSICAO DE
BENDERS

Proposigde 3.1

Sejam +% > {Ldo,gmz’»ﬁ os valores iniciais para ~v,d, ¢ respectivamente e o
vetor z € R tal que 4% + z > 0. Entdo a solugio 6tima 2{v" + z,d@,&}‘))
de P(~°+ z, dﬂ,}}?@) é factivel para P(+9, d(z), h1(z}, h2{z)). Além disso seu
valor étime é:

w(7°+2,d% ) 2wl & )+ Y (miy(z) = A (2) = Aais(2))zi; (B.1)
{i,7)en

Prova:
Seja z{v%+z, degﬁqgﬂ} uma solucio béasica 6tima de P{yY+z, dOESO} Nosso

caso , z{(vY + x,d{’,g’ﬁ) inclui as variaveis 6, g, r.
Tomando a equagado {3.81a) na barra k e as equacdes (3.81b) e (3.81c)
nos ramos (1, j} tem-se:

I3 0%+ w0k (0 + 2, d% )+ 3 (A 2l (v 2, d%, B ) =

€01, t€11;
gk{70+x._d°:5§}+rk(»yo+ z,dg,;ﬁ(})ma’g (B.2)
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(1% + 2010 + 2,8 F°) — 0;(+°+ 2, &, )] < (4 + ;)8 (B.3)
e (7 4 2ig) 070 + 2. d% ) — 0507 + 2,d% 8 )] < (4 + 2;;)8; (B.4)

Depois de algumas simplifica¢bes obtem-se o seguinte:

—1 D> viklBe (3 + z,d%8) + > 1001 + 2,d°, &) +

1e41; 1={l,
ge(7° + 2,8 8) + re (A0 + 7,d% 6 ) = di() (B.5)
V8107 + 2, &%, 8°) = 8;(+° + 2,d%,8°)] < hyij(a) (B.6)
— 21610+ 2, d% B ) ~ 6;(1° 4+ 2,d% 8] < hais{z) (B

onde di(z); hi{z), ha{z) foram definidos antecipadamente. Isto implica que
z{v%+ z,d°, a{}) é factivel para P{4°, d(z). hi(z), he{z)) entdo,

—{ _
w(v’+z,d8°% ¢ ) = By, d(x), hi(z), he(z)) (B.8)
Pela teoria da dualidade em programacaoc linear temos:

W(n°, d(z), hilz), ha(z)) > w(1%,d% ¢ ) +
+ > m{ D> zalbe(7 + 2,d%8’) — 6:(r° + 2,d° )]

k 1=4l;
____0 1
= > AyEilb( 2, d )~ 8,(30 + I’dg’ao) B gi”
{£,7)e0t
. “__() N A
- z »\g:‘jzz‘j{*iﬁi(’?g +x,d% 4 )~ 93'{'7'0 + z’dQ’EO)E a 253} (B.9)
(.5}
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Portanto faz-se:

ST migla) = S a3 00+ £, F) ~ 8;(2"+2,d%, )]}

{i7}ent F3 el
Mig(2) = A%A10:0° + 2,8 8) - 8;(1°+ 2,8, 8"} - By}

haij(z) = M {=18:(1° + 2,8, 8°) - 8;(1° + 7,8, )] - iy}
onde: 4

wij{z) = (nd - 'ﬁ?)gég(’}'ﬁ +zx, dg,éf}) - ﬂj('}'e 4z, dO,E,;D)E

£

Das expresbes anteriores e as equagdes {B.8) e {B.9) tem-se gue:

w(y" + I,JG,@G} > w('yﬂ,cfo,;bﬂ) +

+ Y (mij{z) — Aig(E) = Aaii{z))zy (B10)

{1.4)ent

Lema §.1:

Sejam ¥ > 0, d%, ¢ valores inicials para 7, d, ep respectivamente. Existe

um ¢ > 0 tal que para algum v > 0, ||y — ¥°l| < € se H(y) ¢ uma base étima
para P(*}*,do,_g}), entao H{~") é um Stimo para P(~°, d@,zﬁ{}). Além disso,
para alguma diregiao v sobre R!?l existe um 6, > 0 e um conjunto fixo H{v)
{posivelmente dependente de v) tal que H, (7" + tv} é uma base 6tima para

P{yY zmdﬁ}liio) para algumt, 0 <t < §,.

Prova:
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Para a primeira parte, se H{~") ndo é primal ou dual factivel para
P{5°%,d°, 50), entdc existe uma vizinhanca de «° tal que para algum -y nessa
vizinhanga H({<) ndo é primal ou dual factivel para P(«y,(fe,g)). Como o
nimero de bases possiveis para P{77, do,q_i»ﬂ) ¢ finito, tomando a intersegao
das anteriores vizinhangas obtemos o ¢ > 0 desejado.

Para a segunda parte, observe-se que se Hy{t) e Cy{t) é a solugdo basica
e o custo reduzido associado com a base H{+" + tv) de P(+0 + tv,do,gﬂ),
entdo cada um de seus componentes é uma fungio racional de t. Isto significa
que ele muda de sinal ou torna-se singular , no méximo, num nimero finito
de pontos. Agora supor por contradigdo que nao existe 8, > 0 e H, como
estabelece o lema. Entao para cada conjunto fixado H e algum 6 > O existe t,
0 < t < 6 tal que H(+%+1v) seja uma base nio 6tima para P(7"+1v, dﬂ,”é;“).
Por tanto, pela observagdo anterior existe um éy > O tal que H (70 + tv) é
uma base nao 6tima para P{y" + w,d“,?;ﬁ” para algum t,
0<t< 6§H. Agora seja

6% = ming {6y}

Como o namero de possiveis conjuntos H ¢ finito, §Y > O e
. Gy . . , _—
P(++tv, d®, ¢ ) nao tem base dtimapara 0 <t < 5%, que é uma contradigao

nesse caso.
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