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Model amos um problema de alocagldo de cargs em ferrovias sujeito
& um conjunto de restrigdes. Esse Lipo de problema 6 enfrentado
diariamentie pelas companhias ferroviarias.

O objetive do problema ¢ encontrar quais s8e os melhores
caminhos a serem seguidos pelos produtos. O modelo prevé o caso da
impossibilidade de se tranportar todeos os produtos, devido as
restricBes impostas, criando uma estrutura de caminhos alternatives
para se iLransportar os produlos em excesso.

A& model agem envolve restiricBes de tracBo dos irechos de linha,
de limitag3o das frotas de tlipos de vagdes e de balanceamento de
produtos nas estacBes.

A utilizaclo do método Simplex para a solugdoc de problemas reals
se Ltorna inviavel devido as proporgfies que © problema toma e por isso
devemos buscar novas allernativas para resolvé-lo.

Fazemos um estudoe dos métodos existentes na bkibliografia para
problemas com a estrutura do nesseo modelo. Dentre estes, escolhemcs um
método de multifluxe em rede. Basicamente, este ¢ uma especializagio
do método Primal -Simplex Revisado aplicado a uma rede de arcos ¢ nés.

Mostramos o algoritmo do método e resuliades de alguns exemplos

=imul ados.




W M WS B SR R MO I ML A e . SN L DA SUES WO S

Introducio

I . 1. Apresentagic do Problema

¢ transporte ferroviaric de carga € um importante meio de
transporte, sendo o mais adequado para produtos pesados e volumosos
tals como grios, minerios,. elc.

FPor estar em constante concorréncia com os demais melios de
transporte existe a preccupaglo em melhorar a sua produtividade e
racionalilzar suas decisSes de planejamentao.

A rede ferroviaria consiste de varias estagles e trechos de
linha. Os produtos chegam nas estagBes para serem Lransportados para
o5 seus destinos.

Nas Gltimas décadas tem aparecido diversos modelos voliados para
os problemas das ferrovias. Basicamente existem modelos de OlimizacZo
e Simulacic. Os dolis tipos de modelos s8o importanies pols um pode vir
a complementar o ocutro, ou mesmo trabalharem Jjuntos.

Existem varios artigos scbre o assunto na literatura e alguns
ClAssad, 19801 e [Haghani, 198712 {Llrazem uma sinopse dos melhores
artigos sobre modelagem de problemas das ferrovias.

‘Os modelos de similagic visam testar a eficiéncia e &




factibilidade de novas politicas antes de implementé-las e fazer uma
andlise de solugBes aliernativas no casc de imprevistos no sistema
ferroviério. Esses modelos sHo compostos por férmulas matematicas e
regras légicas especificadas pelc model ador baseado em dados
concretos.

A longo prazo pode-se utilizar modelos de simulag8o para prever
locais de melhoramentos. Esses modelos servem também para melhorar as
decisBes de planejamento da ferrovia.

A médio prazo tem-se buscado modelos que simulam linhas ou
estagBes. Os modelos simuladores de estagBes esllo preccupados em
encontrar os pontos criticos nas operagles, tais como  custio
operacional da estagio e pontos de congestionamento. Esses modelos
simulam as operagles da estagfo.

As linhas merecem também modelos para simular movimentos e
atividades de despachos. Esses simuladores investigam a capacidade das
linhas, relatam pontos de congesticnamentos e avaliam regras de
prioridades em cruzamentos na linha.

Para as tarefas do dia a dia, muitas wvezes s3c ublilizados
modelos de otimizacZ%oc. Essas tarefas diarias s8o roteamento de vagfes
pela rede, determinagfic da melhor alocag8Sc dos vagBes vazios, elc.
Esses modelos procuram apresentar o sistema da forma mais real
possivel, Os cobjetivos almejados podem ser minimizagio do custo do
transporte, maximiza¢io do lucre ou minimizag@ic dos atrasos,
dependendo do modelo.

Os modelos de oLimizag3o para rede =30 de especial interesse para
esse Ltrabalho, pois este focaliza um modele de otimizaglEo voltado
para minimizaglBo dos cusios de rotesamento de vagfes.

A minimizagBoc do custo ¢ conseguida alocande da forma mails
econdmica os recursos da ferrovia, por exemplo escolha dos melhores
~caminhos para os trens, melhor distribuicio dos vagBes vazlios para as
estaces que precisem deles, melhor utilizaci3e da capaclidade das
estagles, etc.

Na literatura encontramos modelos gque tratam de diferentes
aspectos do problema, tals como modelos para distribuigic de vagSes
vazios ([Mendiratta, 18821, [Glickman, 1885} e [Philip, 1597713,
modelos para classificag8io de trens que chegam numa estagdo

intermediaria ([Bodin, 19801 e ([(Turnquist, 198212, etc.



O modele de [Mendiratia, 19821 & representado por dois modelos:
rede e estoque. © objetive da rede ¢ maximizar seus lucros, estando
sujeita as restri¢des impostas pela demanda e © suprimento de vagfes
vazios. O modelo de estogue apresenta demandas estocésticas e prazos
de entrega dos vagles vazios. bEsses model os sEo resol vidos
alternativamente até encontrar a soluclo. O modelo da rede ¢ {ormul ado
come um problema de muliifluxo.

No modelo de [Glickman, 19851 uma melhor distribulg¢io dos vagbes
& tentada para um grupo de ferrovias que compartilham os seus vagdes.
Esses modelos tém duas abordagens : a primeira, distribuir os wvagles
visands minimizar os custos (=] a8 segunda, beneficiar cada uma das
ferrovias individualmente. A scolucdo proposta ¢ uma decomposigico o um
algoritmo para problemas de fluxo de custo minime numa rede.

Philip (19772, aplica um modelo de controle de estogque para
distribuir os vagles vazios,

O modelo de [Bodin, 19280)] procura determinar a melhor estratégia
de classificacic para todas as estac®Bes de classificacfo no sistema
ferroviario em um prazo de tempo. O modelo pode ser wvisto como um
problema de multifluxo n¥o linear com muitas restrig@es laterais.
Milizou~se um grande pacoite de programag®o linear para resolver o
problema.

No modele de [Turnguist, 1882] sdo propostos diversos modelos de
filas para melhorar a eficiéncia das estagBes de classificagfo. O
cbhjetivo & dimimuir os atrasos que advém dessas elapas.

Os modelos de oblimizac3o de problemas de roteamento Lém uma
formul ac8c de multifluxos. Encontramos em [ Assad, 1878] um estudc dos
principais algoritmos de multifluxo lineares e n3o linsares. Outlra
fonte de informaglo para ¢ assunto & [Kennington, 19801 gque também
traz algoritmos de muliifluxo.

Duas abordagens basicas (ém sido empregadas para desenvolver
técnicas especializadas em problemas de multifluxo, particionamento e
decomposi¢io.

A abordagem de decomposigio coloca o problema de multifluxo numa
forma onde um problema mestire de otimizagHo coordena a solug3o de
sub-problemas & cada um dos quais & um problema de fluxoe de custo
minimo numa rede.

A abordagem de particionamenic ¢ uma especializagioc do mélodo




simplex revisado ([Bazaraa, 1977] e [Kennington, 1898B0]> onde a base
atual ¢ particionada para explorar sua estrutura especial bloco
angular.

Um dos pionelros na abordagem de particionamentico para problemas
de multifiuxe foi [Hartman, 1872}, Ele desenvelve um algoritmo que
esté baseado em problemas do tipe GUB ( Generalized Upper Bounding 2,
cue s3o problemas gue Lém uma estrutursa bloco angular e um conjunto de
equacBes de acoplamento.

Cutro trabalho importante sobre < assunLo é ol de
[Kennington, 1877],. gque se baseia no algoriime de [Hartman, 187a1 pars
aplic4d~lo a um problema de transporte com muliifluxc. Kennington(la775
propte um algoritmo para um problema de transportes muliifluxo,
coment.a a estrutura de dados a ser wutilizada, mostra quais
simplificacBes podem ser feitas nas operagBes basicas do método

simplex. revisado e traz resultados computacionais para alguns

exempl os.
Mais recentemente [Kenningion, 18801 aborda o seu algoriimo de

uma forma geral, podendoc ser aplicado a uma rede qualquer.

I . 2. Definicio da Tese

Irataremos com um modeloc gque osté precocupado eom encontrar os
melhores caminhos para os vag@es de carga numa ferrovia sujeita a
restricBes adicionais. O modele trabalha com varios produtos que
precisam ser levados para os seus destinos. O custo do transporte de
um determinado produto por um determinado trechoe da linha recebe um
valor por tonelada transportada. Esses custios podem variar de produto
para produto,

A frota de vagBes & constituida de diversos tipos C(por exemplo.
tipo tangue, frigorifico, fechado e cuirosl. A frola de cada um desses
tipos ¢ limitada em numero de vagles,

A cada trecho de linha associamos uma capacidade maxima de cargsa
que pode ser tracionada.

Estamos considerando que a rede ferroviaria & estatica, ou seja,

ndoc haveréd variagiio nas demandas de produtos e nfo existe preocupacio




com a duragio das viagens.

O objetivo desta tese & criar wum modelo para representar o
problema de roteamento de vagles de cargae numa {errovia com restricBes
laterais.

Nos nos restringiremos na abordagem particionada, dada a extens3o
do Lrabalho envelvideo na andlise e desenvolvimenltso de cada método, mas
os interessados na abordagem de decomposigdoc podem obter maliores
informacBes em [Assad, 19781 e [Kennington, 138807.

C outro motivo que nos levou a escolher este algoritmo em relacio
a outros existentes fol que esse sSegue os mesmos passos do bem
conhecide algoritme primal-simplex. Além disse o algoriimo trabalha
muite com grafos, realizando gquase gque exclusivamente operacBes
aditivas.

Segundoe [Helgason, 18771 =a abordagem particionada ¢ ¢ melhor
meio de estender oz limites no tamanho dos problemas de multilifluxo
que podem ser resolvides. No nosso itrabalhe, objelivamos implementar
algoritmos em microcomputadores, sem no entantoe perder essa

caracteristica.

No capitule 11, apresentamos a model agem do problema, introduzi ~
mos a fungfio objetivo & as restrigfes do modelo.

Apresentamos ¢ méiodo primal -particionado & a adaptacio do mesmo
ao nosso modelo no capituloe I11.

O algoriimoc e o diagrama de bloces do programa sfo mostrados no
capitule IV,

No capitule V, mostramos dois exemplos de problemas de multifluxo
que ilustram o modelo & o algoritmo em Lermos computacionais.

Colocamos nossas conclusBes ffinais e propostas futuras no

capitulo VI.
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Model agem do Probklema

I1 . 1. Introducdo

Nosso objetiveo é resolver um problema de escoamentc de varios

produtos numa. mesma malha ferroviaria. A cada wum dos produlos
associ amos  uma origem, um destinoc e a gquantidade gque se deseja
Ltransportar.

O transporte dos produtos ¢ realizade por meic de vaglBes de
carga, que compartilham a mesma malha ferroviaria. Existem diferentes
tipos de vagBes para levar os produtos. Cada tipo de vagdo leva apenas
determinados tipos de produtos.

Pode haver mais do que um caminho para se transportar um produto
. da sua origem para o seu destino, de forma que <o mais vantajoso é
escol hido.

Além do problema de definir as rotas a serem tomadas pelos
produtos, inserimos dois tipos de restri¢Bes: restricdes de tragio e
de frota.

Modelamos o problema como um problema de otimiza¢do linear.



I1 . 2. Fung8oc Objetiveo

A Tung®o objetivo do problema é minimizar o cusioc do transporte

dos produics pela malha.
Associamos um custo por tonelada a cada produto transportado em

cada trecho da malha.

Analiticamentie essa fungllo pode ser escrita como

X g
; k
min E i c. X
k=g ‘7%
xf . ct z O . para V¥ i,k

onde:

¥ : nimero de produtos

nimero de trechos da malha:

@

¢ custo do transporite de uma tonelada do produte k

no trecho i

x :. fluxo de carga (em toneladas? do produte k pelo

trechso i

Alternpativamente, ne lugar de minimizar o custo do transporte dos

produtos, podemos maximizar o lucro do transpérte dos produtos.

II . 3. Restrigbes

S8c trés os tipos de restrigdes enval vidas no problema: de




bal anceamente, de limitac3c de frota e de limitag8o de trag3c. Essas

restrigcfes sio descritas e analisadas nos ftens seguintes.

1I . 3. 1. Equagbes de Balanceamenio

G balango de fluxos de um preoduto numa estagfc ¢ a soma dos
fluxos que chegam e saem da estagio, Convencionamos gue os fluxos gque
chegam & estag¢foc recebem um sinal positivo & os fluxos gque deixam &

estacio recebem um sinal negativo.

O resuliado do balanco de Tluxos de um produto numa estaglc tem
apenas trés possibilidades: + g, - g ou zerai onde g ¢ quantidade do
produto transportado na malha,

Resulta em +gq quando a esta¢¥o for a de origem, em —q quando a

estaclo for a de destine e zero guando nEo for nenhuma das anteriores

( ss=tacio de passagem 3.

Essas equaclBes garantem o balango de cada um dos produtos nas

estagles,

O exemplic 1 ilustra o balanceamento dé filuxos para uma malha

ferroviaria.

Exempla 2.1

Vamos tomar.como exemple uma malha ferroviaria com apenas 4
estacles e 4 iLrechos de linha. Deseja-se transporiar 100 toneladas de
ago da estagBio-l para a estaglo 4.

A figura C3.12 ilustra a malha C sﬁpchha que seja possivael

transportar o produto apenas no sentldo indicadeo pelas setas 2.




treche 1

¥
+ 100 > 1 = o
toneladas de toneladas de
o ago
Lt recho 8 trecho 2
4 +
trecho
....*
O 2 4 =3 -~ 00
toneladas de toneladas de
ago ago
fig. 3.4 -~ malha ferrovidria

As equagBes referentes aocs balanceamentos de fluxos

estaglies sHo:

estagdo [ x‘f’o + x‘:}o = +100
estaglc £ - x:@°+ x:go = O
estaglo 3 - 0% x:?(’ = 0O
estaglic 4 - x:go - x:go = -~100
x‘:’gc’ = ¢ ,  9para i=1, S 4
Escrevendo as equacBes obtidas no exempleo 3. ¢

matricial, temos:

1 o 1 o ] ] x‘f° ] | 100 |
-1 1 c 0 x‘:"“‘"" - o]
o © -1 1 x;“9° 0
o -1 O - x:“‘;" ~100

nas

nums {orma



que podemos representar da seguinte maneira:

A x¥° = p°
onde:
A : matriz dos ceoeficientes
xF° vetor coluna dos fluxes de ago pelos trechos
Ao .
r : vetor coluna dos reguerimentos das estagles

Suponha que temos mais um produto para ser transportadoc na mesma

malha ferroviaria do exempleo 3.{. Desejamos transportar 200 toneladas
de café da estaclo 3 para a estagio 4. As equacdies referentes aos

bal anceamentos dos fluxos de café nas estacBes sHo:

estacgdo 1 ‘:"“ + x:"‘fé - o
estacdo & - :“’M‘ + xzam = o
estagdo Z - :“fé + xzam = 200
estaclo 4 :aré - xiafé = — 200
xfc'fé = O . para i=1, . s 4
Colocando também na forma matricial Ltemos:
1 ¢ 1 © x‘:""é o
4 1 © © S5l o
o o -1 1 2ot 200
© -1 o -1 x:"‘“ —200

10



De uma forma mais compacta:

café café
x = T

As equagBes dos balanceamentos desses dois produtos nas estaglies

da malha sHo:

caf é calé
X = r

afé
age @

Notemos que a matriz A ¢é comum nas duas equactes de

bal anceamento.,

Podemos generalizar as equacBes de balanceamentc dos fluxos nas

estaglies, para uma malha ferroviaria com ¥ preoedutos.

x* > 0 , k=1, ..., %
onde:;
A : matriz comum As equacBes de balanceamento
xk : velor coluna ( xk,...,xk >
L R
rk : veltor coluna dos requerimentos das estac@es do

11




produto k

Ezse velor tem a seguinte estrutura:

+qk » se for estacio origem
produto k “qk » se for estagio destino
G v Caso conbrario
qk : quantidade ¢ em toneladas 23 do produte k' gue se

quer transportar

IT . 3. 2. RestrigBes de Limitacg8o de Tragio

Um outro tipo de restricio que aparece numa malha ferroviaria &
a limitacBo de trac3o nos irechos da malha. Os par&metros que entram
no cidlculo da maxima tragcBc num trecho de linha s8o: a poténcia
da locomotiva que vai puxar os vagdes, caracteristicas topograficas
do irecho, etc. Usamos toneladaes como unidade de medida para a maxima
tragdo num trecho.

Associamos um valor para a maxima traci3o em cada um dos trechos
da linha, valor esse dado em itoneladas. Devemos garantir gque a soma
dos fluxos dos produtos em qualguer trecho nfc exceda a sua capacidade
de tracic. Cada trecho de linha gera uma resirigdo de itracgio.

Tomamos a malha do exemple 3.1 para exemplificar come s8o
montadas as restricBes de traglc para ‘os trechos da malha. Nesse
exemplo temos quatro trechos de linha, © que implica em guatro
restrigfes de tragdo.

As equagBes de limitag¢3o de Lrecho s&o:

xfgo + x?ﬂé < b1 Citreche 12
3FT 4 xaﬁé = b Citrecho &2
z 2 2
afé
»FC 4 x> < b Ctrecho 32
) ] !
af é
X 4 x° < b Ctrecho 42
< % <

1&




cmnde;

B maxima trag¢io do trecho i R N
i

que pode ser colocado na forma matricial dada abaixo:

"4 0 O O ol 1 0 O O ‘x‘:“’é“ " b, ]
c 1 0 © *x5° o 1 6 © xS b
& + 2 < 2
c 0 1 © xOF° 0 60 1 © ki b
& 3 -
o 0 0 1 » 5 o ¢ O 1 woafé b
1 i 5 4 i . i 5 4 ] 3 -5 i

De uma forma mais compacta:

A

I ) ago 1 ) xcafé b

I‘: matriz identidade de ordem 4
b : vetor coluna dos limitez de tragl8o dos

trechos da malha ferrroviaria

Podemos generalizar as restrigBes que garantem gque a soma dos
fluxos dos preodutos que passam por um trecho da linha n3o excede a sua
capacidade de tragl3c, para uma malha ferroviaria de %K produtos e &
numero de trechos.

Temos as seguintes equages:

12



onde:

Ig‘: matriz identidade de ordem &
b : velor coluna das capacidades de tragiio des trechos
Para trabalharmos com apenas equacBes de ligualdades, inserimos

varisveis de folga em cada uma das restriglies de tragdo. Denotamos
e@ssas variavels de folga por ft , para i=i, ..., %, e por f o velor
coluna dessas varlavels de folga.

Precedends desta forma oblemos:

w
R
)

»

IT . 3. 3. Eguac¢Bes de Limitag3c de Frota

A ouira restric¢Zo gue aparece no modele é a restrigdc de frota.
Criamos equagSes gue garantem gue para nenhum dos tipos de vagGes

seja ultrapassada a sua frota mésdma.

Existe uma variedade de tipos de vagBes & normalmente cada um dos
produtos pode ser levado por mais do que um desses tipos.

Na nossa model agem supomos que cada produto & levado por apenas
un Lipo de vagic. Mas cada Lipo de vaglo pode levar varios produlos.
Numz situacloc real, um produtc pode ser levade por varios lipos de
vaglies.

Marcamos o trechos que saem da estaglo origem de cada wum dos
produtes. E bom enfatizar gue cada produtc tem apenas uma eslagio

origem e uma estagico destino.

Na figura (3.2) ilustramos uma malha ferroviaria com as estagles
e os trechos de linha. Os trechos marcados est3e representados pelas

linhas duplas.
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morcado

rmwyan%

~}

! origem

produta marcado
“ &3
4 # > gﬁ » gﬁg w
@ desiine do
produto
ac
fig. 2.& — wmalhe ferrovidria com trechos marcados

De mode andlogo, marcamoes todos os trechos que deixam a origem
dos demais produtos. Para um determinado tipo de vaglio, somando todos
os fluxos dos trechos marcados dos produteos gque ele leva, estamos
calculando a quantidade de fluxo levada por esse Lipo de vaglo, qgue &
~aquilo que procuramos. Devemos impor que essa gquanbtidade de fluxe seja
menor do que a capacidade de carga da frota desse Lipe de vagio. Essa
capacidade de carga pode ser calculada muliiplicando-se & frota de
vagBes desse tLipo pela capacidade de carga de cada vagio. De modo
andlogo, podemos enconirar as restri¢Bes de frota para todos os tipos
de vaglies. Existe a possibilidade de considerarmos a diferenga no
volume de cada produto que ¢ levada por um tipo de vagdo, se

atribuirmos coeficientes relativos a cada um dos produlos.

O exemplo 3.2 ilusira o equacionamento de limitacio de frota de

uma malha ferroviaria.

Exemplom3.2 :

Suponha que temos apenas dois tipeos de vagBes: vagdo tipe 1
e vagioc tLipo 2. Desejamos transportar +irés produtos pela rede:
petrédlec, milho e arroz. Petrdleo & levado pelo vagio tipo 1, enguanto

gque milho e arroz sd3o levados pelo wvagdo tipo 2. A figura 3.3

15




ilustire um malha ferroviaria.

¥ i E
treche 2 i irecho o
e treché z 3
fig. 2.2 - wmalhoa ferrovidéria

O guadro ! mosira dados a respelto doz produtos: origem do
produts, destino do produteo e lLipo de vagdc uwutilizado pelo produto,
O guadre & mostra dados a respeito dos vagBes: frota e capacidade de

carga do vagio.

produtio origem desiine Lipo de vagdo
petréiec 1 I 1
milho i 2 &
arroz 2 1 P
guadro {
tipo de vaglo frota capac. do vaglico jfrota x capac. do vaglo
Cunidades? Citoneladas? Cloneliadas>
1 20 45 SO0
e 25 BG 1250
guadre £

Como assinalado acima, os irechos gue deixam a estaclo origem de
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cada produte sfoc marcados e somados com 0§ demals Lrechos marcados dos
outros produtos gue também sHo levados por aguele Lipo de vagdo.
A figura (3.40 esboga Lrés malhas ferroviarias, uma para cada um

dos produtos, com oz spus respectivos arcos marcados,

malha pelrdlec malha milho malha arroz
v  origem + Grtgem 4 destiino
N P N el > g1
¥ E‘.&, ¥ Eif ; ¥ 11,
areo 9 arco & arco
marcado marcado marcaddo
2 ¥ {EE 4 # 2 b F ¥ 535
. . ; AT C o
destino g destine g origem marcado
fig. 2.4 - arcos marcados

As eguagBes de limita¢8o de frota s8o:

OX: + Gx; + ix; = Q00 Cvaglo 12

2

Ox° + O%° + 1x° + 1%° + 1x° + Ox° < 1850 (vagic 20
£ z 8 4 2 ]

O gsistema de eguaglBes acima pode ser colocade na seguinte forma

matricial:
£ & 5
x > x
i i 4
o o0 1 : o o 0 2 o 0 © 3 SO0
-
[o 0 o]' *2 ""{o o 1}' %2 "'"[1 1 o}' % “[msoj
i z -
X b x
a 2 &

Colocandse numa forma mais compactita:
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onde:

F©' : matriz dos trechos marcados do produte k.,
k=1, & , 3
d : vetor coluna do limitante de carga de cada umas

das frotas de tipos de vagdes

A Torma geral para as eguagBes de limitacic de frota pode ser

obtida da segulnte maneira:

X k k
E F 2 =4
k=t
x>0 , k=1, , X
Cuande inserimos as varidvelis de folga t o i=1, ..., =% ., onde

X & o numero de tipos de vaglbes, ac sistema acima convertemos Ltodas
~as desigualdades em igualdades. Representamos estas variaveis de folga
folga pelo vetor coluna t, 1 = iti* ce s tﬁ Jt, onde t 2 0. Apds a

adiclc destas varisdveis de folga ifemos:

II . 4. Modelo Mateméiico do Problema

Definida a fungic objetivo & itodas as suas equaglBes de restricgio
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e balanceamentc, o modelc matemético deflinitivo gue representa o nosso

propiema fica sendo:

fungdo objieltive

Essas equacBes Lornam—s& mals elucidativas

forma abaixo:

ig

guando

col ocadas na




II . B Comentéarios

Nos exemplos mostrados nesse capiiulo, o trechos de linha estio
orientados em apenas um sentido. ou seja, estic permitindo a passagem
de fluxo em apenas wum sentide do trechs. HNa préatica, os trechos de
linha s8¢ bidireciovnalis, istc &, permitem o iransporte de fluxo nos
dols sentidos. Quande formos resclver probblemas praticos, devemos
levar 1sso0 eﬁ consideracio.

A formulagcio final do nossc problemsa tem iLrés caracteristicas

interessantes a considerar:

Ca> a matriz de restricBes apresenta uma parte bloco angular
CequasSes de balanceamenis? e uma parcela retangular {(restrigies de

frota e de capacidadel;
Cb) a matriz de restricdes & bastantle esparsa:;

(> a matriz de resiriges cresce rapidamente com a dimensic da

rede e do nimero de produtos.

Estas trés caracteristicas sugerem gque sejam utilizados métodos
de decomposicio para resocluco deste problema, procurando explorar bem
a caracteristica (b2 acima citada.

Além disso, comoe o problema ¢ formulado sobre ums rede
ferroviaria, com trechos e estagles, € conveniente utilizarmos a
Lteoris dos grafos. Estas duas sugesiSes podem ser enconbradas na
literatura ( [Kenningion, iestl., [ Azsad, 19781, aetc., X, que em

particular, recomendam os seguintes trés métodos:

- primal particionado;
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~ "price—directive”;

- "“regource—directive®™.
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Mé&todo de Resolucio

I1I. 1. Apresentagio do Método

III. 1. 1. Eguacionamento

A forma gue [Kennington, 1880 e outros equacionam matemalicamen—. ..

te um problema de multifluxos numa rede sujeita a restrigles de

capacidade nos arcos é a seguinte:

< 4 k k
fungio objetivo min 2 S
- E Lo

k=41

i

Ba&

ae




onde:

K numerc de produlos

& . numerc de arcos da rede

ct: custo de transporite de uma unidade do produto

kK no arco i

xk: vaelor dos fluxos do produte k pela rede

A : matriz nd arco-incidéncia da rede

Dk: matriz diagonal do k-—ésimoc produto

b velor capacidade mitua dos arcos

rk: vetor requerimento do produto k

uk: vetor capacidade do produto nos arcos da rede
Esta formulagdo € semelhante & do nosso problema. Portanto,

inicialmente analisamos o método primal -particionade aplicade a este
problema e no fitem II1.Z2 fazemes a adaplagio para o nessc problema.

Para obtermos apenas restrigdes de igualdade, inserimos variadvels
de folga nias restri¢gBes de capacidade mitua dos arcos.

A fim de +trabalhar com as matrizes de né-arco incidéncla dos

Foorodutos com rank completo, inserimos um arcoc artificial em cada

matriz. Esse arco é& chamado de arco raiz da matriz.

Apds executar essas alteragBes, nossas equagbes icam:

*®
‘ & v x
fungfio objetive min E: o, 3,
kgﬁ - L %
k L k
Sa A X + oge = r (.4l
X
k k
E D x + 5 = b (.2
kK= 4 )
k ¥
O<x =<=u , s 20 y, O s 0 |, k=1, s K

o3




onde:
s : vetor das variaveis de folga das restrigcBes

de capacidade mitua dos arcos

@ : arco raiz ., vetor coluns com 1 na l-&sims
poziclo e zero nas demals

o variadvel associada a0 arco raiz do produto k

O valor da variavel o ¢ mantideo enire zeros para que ss5a nio

afete o problema.

As restrigBes (3.1 e (3.80 podem ser colocadas numa forma

matricial, comoc segue:

A et AT rt
o
.......... LAY N P
......... e e
A el BEo - r%
.S I T
p* o p* o I s b
filg. 2.1 - Forma bloco angular das restrigbes

I1T. 1. 2. Caracterizacic da Base

Segunde [ Lasdon, 18701, qualguer base para um problema com uma
estrutura bloco angular, mais especificamentie para o problema com &

estrutura da Ffig 3.7, pode ser colocado como na forma da fig. 3. 2.
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fig. 2.2 =~ Base para o problemo de multifluxe em rede

A& matriz M representa uma matriz composia de outras malrizes na
sua diagonal. Cada uma dessas matrizes representa uma base para cada
um das matrizes nd-~arco incidéncia da matriz restricfSes. A dimensdo de
cada uma delas € 2 mesma, & ¢ dada pelc mmero de nos da rede.

Uma base para a mabriz nd-arco incidéncia recebe o nome de aArvore
enraizada. Muitas simplificacBes decorrem dessas bases serem. arvores
enraizadas. Denotamos essas drvores enralzadas por ¢?, k=%, ..., &

A matriz N represents também uma matriz com matrizes em sua
diagonal. Essas matrizes ndc s8c bases. mas representam caminhos
alternativos de transporte dos produtos pela rede. Chamamos eosses
caminhos alternativos de arcos corretores. NEo necessariamente ifodas
as arvores Lém arcos corretores. Os arcos correlores aparecem das
limitacSes mGtuas dos arcos, quande se deseja levar mails do gque a
capacidade do arco permite ([Tavares, 188412,

Denctamos essas matrizes de arcos correlores por wk, k=1, ..., %

Reescrevendo a fig.B‘ﬁ com as matrizes ¢k & wk . obtemos 2

Fig. 3. 3.

oo




Fig 3.3 ~ Particicnamenlic da base

As matrizes C e E representam as restrigdes altivas. FReslrig@es
ativas representam restricBes gque estdo no seu limile superior e com
sua wvariével de folga fora ds base. No caso representam arcos Jue

estio chelos.

As matrizes H e K representam as restrigfes ndoc ativas.
RestricBes n¥o ativas sio agquelas que tém sus variavel de folgs na
base.

A soma do numero de linhas ativas e n3o ativas & igual ac nUmero
de restrig¢Bes de capacidade dos arcos e de frotas,

G ntmero total de arcos corretores de Lodas as &rvores € igual ao
ntimerce total de restricefes ativas ({[Tavares, 1908410,

Particionamos cada uma das matrizes €, £, ¥ ¢ K em novas mairi-

zes, & fig. 3.4 ilustra essa nova partledo.
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@ﬁ wg{
......... ;,:....u.w...-..-...-_........;;y.{_..—.-é....;.;...-..n.n...._.-..-.-;‘;{.‘..é.-.m.,.-m....-........-.
H* W Kt x ’ 1

Fig 3.4 ~ Nowo pariticiornuamento da basze

A fig. 3.4 ilustra a forma definitiva da base para se aplicar a

especizalizacio do método primal simplex.

III. 1. 3% Especialirzacglo do Método Primal Simplex

A especializaclo do método acontece nas eltapas do cilculo das

varidveis duals ¢ na atualizaclo da coluna da variavel a entrar na

base.
Explicamos nos dois itens seguintes as modificacSes que podem ser

feiltas para explorar a estrutura da base.

I¥I. 4. 3. 1, Célcule das Variabdvelis Duais

Parsa saber se a i~ésima variavel ndoc basica €& candidatas & 2 entrar

na base, =la deve satisfazer uma das equacles:
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= O e Moo PR NCID < O tF. 8)

L [
ou
N N W B o -4 .
W, = u, e o o~ ¢ B T NRCiZ » O $B. 43
i % L
I . . . - .
onde o : Pluxo da i-ésima varidvel ndHo bésica
%
N . . ,
o, custo da i-~ésima varigvel nic Dasica
| 9
B . . , .
C : vetor linha do custie das variaveis basicas
Do — & .
B inversa da bazse

NCiD: velLor coluna da i-ésima variavel nio basica

u ;o valor do limitante superior da 1-@&sima variavel

n3c basica

Fazends n = cB.B“i, e pré-multiplicando ambos os lados por B
temos:
. B
n.B = ¢ {E. D
onde 7 : velor linha das varlévels duals

Substituinde na eguagioc (3.5) a base da fig 3.5 e particionando

os vetores © e ¢° nos seguintes vetores ( nii n2§ ¥ 3 e € cié Cz§ e >
temos:
i
YA R RPY
¢ nzg w2 C {§ £ gg = { ng czg L 3. &
Kok i1

=8




B C ,
Oz vetores 7 e ¢ sHo particionados segundo a estrutura da base.
% ; . ‘ .
O velor ¢ representa o custo dos arcos das arvores enraizadas, ©
i z
veLor ¢ o custo dos arces corretores e o velor nule € o custco das
varléaveis de folgs.
4 . . , ;
C vetor n representa as varidveis duals das arvores enralizadas.
2 , . , £ s .
n as varidvels duais dos arcos correbtores e n oas variavels duals das
variaveis de folgs.

Fesolvendo (3. 62 encontramos as segulnbtes eguacdes:

nf=cef -t MNDCE - ¢ Mt TR @. 7
rz" = £ cﬁ - nzﬁ" 2 h’“i ‘ 3. 6
na = { 3. o
Fazendo & matriz ¢ E - C‘PJ1N§ = &, onde @ recebe o nome de base

itrabalho ou matriz ciclo.

TII. 1. 3. 1. 1. Cailculo da ParticZo n°

Substituinde & na equa¢dc (3.7 oblemos uma nova equagdo para o©

z
veaelor no.

2 2 1 -4 -4
n ={ ¢ -~ MTNIGQ 3, 10
1 z L i1, . 4%
O wvelores c e < sHo particionados em (c ... ic 3 e
21 . v 2K ik zk
Ce i, ic 2. Os velores c e ¢ , k=i, ..., ¥, representam ¢ custc

dos arcos da &rvore k & o cusio dos arcos corretores da arvore k

respecti vamenle.

Substituindo essas duas particles na eguacHo (3100 oblemos:

=29



no= L (e 1. e ‘3 - e Y~ > Ny et (s, 1t

( -1 . . .
A matriz M iem & propriedade de ser a inversa de suas maltrizes
diagonals , come mostira a fig. 2 5.

23 7 VTR F e : .
¢ @
............... F TR SO ----------------------é--.—---.---;;;--.--..u--u—-—---.-.
W= -
................ SRS S SOOI JOUPRN A SO
: i
H 9{ j :3 9{
i@ i@
L : i iy 3 i i B
fig. 2.6 - Matris M °
Substituindo as mairizes M e N na equacdce (3,115, & fazendo

as devidas multiplicacBes obtemos a equaglc (3.120.

at = [ - cui(ﬁi)”ﬁty&;. .. §czg{ - foi‘i Cqé»g(}“iw% > 1 et 8. 12

O chiculo do produto Cqﬁk)—iwk . k=t ..., %, & realizadc sem

precisar ter de calcular a inversa de ékm Esse calcule & realizado
utilizando-se da Aarvore gue a malriz qbk representa & 0% arcos
corretores, que sio as colunas da maltriz wk.

A matriz que resulta do produtc dessas  duas meatrizes &
simplesmente uma matriz que representa as orientagdBes dos arcos
da arvore em relagio aos arcos correlores,

O particionamento da equagic (3.120 & referenciade da seguinte

. z 2% . :  Zm
maneira: 7 = (g {...i 2.

III. 1. 3. 1. 2. Caleulo da Particlo n'

A eguaglioc (3.8) & reescrita de uma {forma particionada guando

substituimos as partigeBes de ct e nt.
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2 =0 el ict™ - P iRy it

Pealizando as devidas multiplicagc@es enire as partigles chegamos

. - %
na seguinte egquacio para n

B T Y S S B S S S Y e Ml @ 12

O particionamentc da esquagio (3,137 € referenciadoe da seguinte
4K
n

maneira: w = Cﬂf‘%...g 3.
Onde cada uma das parti¢fes n*k. k=1, ..., ¥, equivale ac sistemsa
dado abaixa:
oF o= ¢ atho nzCk)C¢k3—£ 3, 14

Pés-multiplicande ambos os lados da eguagdo (3.142 por ék Lemos:

n£k¢k - aik_ ﬁzCk
Chamande o velor dk = cxk— nzCk , temos
ﬂ”’”kq&k - dk
Para se oblter o valor de nik devemnos resolver o sistema acima,

que pode ser resclvido utilizando-se do fato que & matriz ¢k
representa uma arvore.
Poritante deve-se calcular as variiédvels duais de K =zistemas,

para se obter o valor completo do vetor =t

2




III. 4. 3. 2. Atualizacic da Coluna gue entra na Base

Cutra especializacio do método é & atualizacio da coluna gque vai
entrar na base. A coluna & dividida em irés partes & sBo
desenvolvidas férmulas para se atualizar cada uma das partes de modo
mais eficiente, explorando a estrutura da base.

4 operacio de atualizar ums coluna ¢ pré—-multiplicar essa coluna

pela inversa da base, ou seja precisamos resclver o© sistema abal xo:

p =B p 2. 18>
oncder:
p vetor coluna da variavel nic basicastualizado
p : velor coluna da variavel n8o basicaa ser atualizado

Pré-multiplicando a squagloc (3.182 em ambos o5 lados por B,

Ltemos:

BEp=p F. 4G

Subrsstituinde a base da [fig. 7.2 e os vebores pariticionados na

eguacio (3.160 , temos:
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MoHIN
2
IO Bt SO B
¢ |IE pT| =
_____________________
B
HoLilk [il 1
fig. 2.6 -~ Atualizacdc da coluna p

O particionamento é feiic de modo adeguado ao particionamento da

base.

Resolvendo o© sistems da fig. 3.& chegamos as seguintes equagles

s z E
para os velores p ., p e p .

P = QiCP "Cﬁipg:’ 3. 47

E’_,i: Mo pt - N Ea > 3. 18

Eﬁa’” p° - M Ei - K Ez 3. 20
z

ITII. 1. 2 2. 1. Cilcule da Partigdo p

O vetor pz, dado pela equagdo (3.172. € particionade novamente

para obtermos uma forma gue explora as caracteristicas das matrizes M

e O,
O vetor ﬁz e p° sHo particionados em € pzi ng{ > e
¢ ptiLLL pzfﬁ. > respectivamente.
Do mesme modo particionames p° e p° em ( pﬁ pﬂx} &
t1, o 1K ! - . -
Cp L. ip 2 respectlivamente.

EntEc reescrevendo a equagdco (3.172, usando oz pariicionamentos:




-~ - - - e 4 £f=
E?i pzﬁ -
= ot} -t
""" 2K TR | YK
p p

Fazrendo as operagBes obtemos a seguinte equacioc final para o©

velor pz.

- 24 ] . 24 7
P p
=t : - [ Cedh it v L gy }
""" 2K UK
P 2
III. 1. 3. 2. 2. Célculc da Partig¥e p
Escrevendo =& eguagcio (3. 183 utilizando o pariticlonamentoc J&
definido obtemos:
r -
- ek ; - - — -
A od . i - 4 4 - 2=
3 ¢ P v p
............................ Jreeranemasnfreerreneomesmcraoes SUvsuaiit SURUINN SRS I S
....... i_ ..9..(. ..,.«..................4..-.....-..i-‘--..-.-.-....-.:;.s.' ..-;-i-é-(- B Rl I LA e e FEREEEETTR PN ......E.g.g
.l % % o
L - i ¢) e - RS L .
- - b =
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Fazrendos as multiplicacSes oblemos a egquacdco final de pﬁ:

III. 1. 3. 2. 8. Célculo da Partiglo Eﬁ

Reescrevendo a eguacio (32,180 obtemos:

Fazendo as multiplicagcBes acima itemos:

ITI. &. Adaptagio do Método

Adaptamos o método descrito acima para o nosso modelo. O nosso
modelce se encaixs inteiramente ac método sugeride por [Kennington,
19801, parza preoblemas de multifluxe em uma reds.

Os irechos de linha sS8c associados aocs arcos, sendo gue ocada

trecho de linha & representado por dols arcos, um arco num sentido e
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outro em sentidoe contrario, pois um trecho de linha pode lrangsportar
cargs nos dois sentlidos.

bes eslacfes sHo assocliadas aos nds da rede.

Desse modo tode malhs ferrovidria fica associada a um rede de
ArCcos & nds.

O modele matemdtice do nosso problema e o sguacionamenic de um
problema de mulitifluxe em rede sfo bem semelhantes.

A funcio objetivo de ambos os probl emas & a mesma, oOu seja,
minimizar o custc do iLransporie dog produtos pela reds,

As resirigBes de balanceamento dos nés continuam iguais, nao
existem mudancas adicionals.

As restirigBes de trechos s3o compativels com as restrigfes da
capacidade dos arcos. Trabalhamos com matrizes identidades ac inves de
t.rabelharmogs com as malrizes Dk, ou seja, as unidades de transportie
sHo todas iguais, nic h& necessidade de se trabalhar com coeficisntes
diferentes de um na matriz ﬂk‘

As restrigBes de frota ndo aparecem no eguacionamento de
[Kennington, 19801 e nés devemos inserir esse nove tipo de restrigdo
ao equacionamento,

Basicamente a insercic desse nove tipe de equagio n3o altera o
método desenvolvido, apenas o algoritimeo que implementa o métodoe €
alterado, pois devemos criar uma nova esirutura de identificagdo dos
elementos dessas eguacdes tanlo &2 nivel de elementos na base, quanio
de elementos fora da base (ver apéndice A2,

As farmulas previamenie desenvolvidas continuam validas apesar do

nove Lipo de resirigioc que aparece.

IIT. 2. Apresentaci3c de Diagrama de Blocos

C diagrama de blocos &€ basicamente o do mélode primal simplex
revisade [Kennington, 18801. O fFfluxograma 2Z.{ ilustira as etapas do

m&todo.
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CaprPitTUuL O IV

Algoritmo e ImplementagZo Computacional

IV. 1. Algoritme

O azligoritme ublizado para resclver o problema esté baseado no
algoritme Primal -Simplex—Revisade ClKennington, 1880)3,

Az diferencas gue ocorrem neste algoritmo, em relagdco  ao
algoritme de um problema com apenas um produto na rede, eslio no

célcule das variadvelis duais e na atualizago da coluna que entra na

base.
Utilizamos as fdrmulas deduzidas no capitule I1I para efetuar

essas alleracSes.
O Algoritmo 4.1 ilustra todos o passos a =serem seguidos pelo

novo algoritmeo.
Algoritime 4.1 - Especializagdo do Primal-Simplex—Revisado
Passo 1 Inicializagde —p» [INICIO

Gera~-se uma soluglo bisica factivel para o problema.
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( B, N o i s
Seja [x x '] essa solucdo inicial.

~

Passo &  Célculo das varidveis duais : m=(n’inli0)

Calcular no, utilizar a equagfo (3.183.

Calcular n', utilizar a equacio (3. 132.

Seja IZFi & IP“Z dolis conjuntos come definidos na eguacio

C4.40:
F, = { i %X =0 e Cc - mNDDILO }
1 1S
. £
F_ = { i XN =dY e M- mnNCi> D> 0 }
K4 " i L
Se F;U Fé = O entio Ltermine © algoritmo: =0l ugHo
atual & Stims i .
Caso contrario, escolha um elementco periencente aoc

conjunto fFiU ﬂ-"z, digamos k, para entrar na base.

e k peritence a Fs entio associe o valor +1 & variivel
Y, casc contrario associe o valor -1. A& wvarisgvel 3 guarda o sinal da
variagdo do fluxe da varié&vel nZo basica k, +1 indica gque o fluxo

serd aumentado e —~1 diminuldo.

Passo 4 Atualizagdo da coluna da wvaridvel Que  enira na

3g




- obler pz pela equacio (32172
- ulilizar a equagdco (3,182 para calcular pﬁ”

- calcular pa pela equacio (X182

A& mixima variagio, &, & o wvalor minimo entre as

seguintes vari&velis 61, 632 & 83, onde:

- a variivel G: representa a masxima variacio das
variéveis da base que teric o seu fluxo diminuido.

- a variavel ez representa & méxima variag@o das
varliidvels da base que terfc o seu fluxoe aumentado.

- A variivel @’g representsa a méxima wvariagio gue pode

ser dada na variével k.

As varibsveis que teric seu fluxs diminuide sio aguelas
gue tém & sua variavel p com o mesme sinal gue . O méximoe valor

possivel dessa variagdo é&:

Az varlaveis gue teric seu fluxe aumentade sHo adguel as
que Lém a suas variivel p com sinal contrarie a p. O méximo valor

possivel dessa variagio é&:

- . B B
ez- min {Cui-« XLD/EE{! }

A wvariavel eg recebe o valor do miximo de incremento
caso a varidvel ni3o basica esteja noe seu limite inferior {zerod, ou

recebe o© méximo decremento caso a wvariavel esteja no seu limite
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S 1 Or uk

O fluxos das wvariavels bésicas si3c stualizadas do

seguinte modo: para cada elemento i da base fazemos

. . N e - ..
Be o valor de & for igual & v enldc a wvariawsl

: N &
Inazics x, ndEo entra na base, valle ac passoe &
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F = { i =y e o sinal de p difere ao de }

i % i,

Seleciona-se um elementc periencente as conjunto EEU F%
para deixar a base. A coluna desse elemento ¢ substituida pela coluna
do elemento gue enira na base.

Retorne ao passo 2.

IV. 2. Implementacic Compuilacional

Baseando-se no algoritme 4.1 impl ementamos S DIrOgrama na
linguagem Pascal, mais especificamente em Turbo Pascal -Vers8o 4. 0.

Chamamos © nosso programa de Mullipro. O programa Multipro &
constituido de um programa principal e varias sub-rtotinas.

Oz dados do problema s3o criados por programas gue geram os
devidos arquivos para serem lidos pelo programa principal. Esses

arguivos s8o criados anteriormente ac se executar O prodgrama

Multipro.

IV . 2. 1. Estrutura do Programa Muliipro

Como j& mencionamos o© programa Multipro ¢ constituide de um
programa principal e de varias sub-rotinas. Descreveremos a seguir o

programa principal e suas sub-rotinas.

Iv . 2. 1. 1. Programa Principal

Essa parte do programa & responsédvel pelo gerenciamento de iLodas

ag elapas do algoritmo, desde a cria¢fo de uma sclucSse inicial
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factivel até o Leste final de otimalidade.
O fluxcgrama +4£4.f representa o programa principal e wliliza as

seguintes sub-rotinas:

-~ Artificial

- Céliculo_do_fluxe das variédvelis de {folga
- Ehcantra“ﬂz

- Ehcontra_ng

~ Encontra_candidato_a base

- Encmntrawpz

- Encontra_pi

- Encantrampa

~ CAlculo_do_acréscimo_maximo

- Atualiza fluxo _das varisveis na base
-~ Variidvel a_sair_da base

- Regestruluragic_da base

A seguir mostramos os fluograncs dessas dessas sub-~rotinas e

de oculras que s3o utilizads por elas.

Iv . 2. 1. 2. Sub-rotina : Artificial

Essa sub-rotina € responsavel por varias tarefas: duplicacBo da
rede, inicializa¢io das varidvelis, criacio dos arcos artificiais &
sobretudoe pela geragio de uma sclugldc basica facltivel para o problemsa.

Os arcos lidos inicialmente s8o duplicados ou seja, para cada
arco existente criamos um nove arco Ccom  mesme  custo e 0 mesmna
capacidade, mas com origem & destinoe conirarios.

Cs arcos artificiais s8o criados do seguinte modo: primeiro
criamos um nd artificial, entfc para cada né i da rede criamos dois
arcos artificiais, um com origem no né i e destino no nd artificial e
outro com origem no nd artificial e destino no néd 1. Dessa Tarma
estamos inserindce na rede mals duas vezes ¢ numero de nds aroos. A
capacidade e © custo associados a esses arcos s8o bem malores do gue

as capacidades e os custos dos arcos reais.
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A solugdo basica e Taclivel que geramos tem a eslrulura mosirada

na fig 4.1.
- " ; -
¢
&
I
Fig. 4.1 ~ Base inicigal
. 8 : .

As matrizes ¢ . i=l, ..., %X, representam arvores enraizadas
formadas apenas com arcos artificiais. A matriz I representa as

variidvels de folga das resirigfes., Como as aArvores sdo formadas por

apenas arcos arificiais ndc existe gqualguer slementos sob as maltrizes

1

@ .

A forma pela gual geramos as Arvores para cada produtc € a
seguinte: ligamos o nd arigem do produto ac né artificial pelo arco
gue item origem no né origem do produteo e destine no né artificial;
ligamos o né artificial ao nd destino do produto pelo arco gue tem
origem no néd artificial & destine no né destinoe do produte e ligamos
todos os demais nés da rede com ¢ nd artificial por meio de arcos com
origem nos nds e destino no nd artificial. Associamos ac fluxeo dos
dois arcos artificiais que ligam © né origem ac néd destino do produteo
a quantidade total de carga que se deseja transportar e fluxe zero aos
demais arcos artificiais da 4rvore.

As arvores geradas e a base s8o guardadas da Torma explicada no

apéndice A.
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O fluxogroma 4.2 mostra a segléncila das tarefas execuladas pela

sub-roblns.

IV . 2. 1. 3. Sub-rotina Caloculo_do_ fluxe _das_varisveis

de folga

Esta sub-rotina € responséavel pela inicializagclo dazs variavels de
folga das restriges. Além disso, Lesta se o fluxo gerado para os
arcos das arvores esté& correto. O fFfluxogramae 4.3 mostra as etapas da

sub-rotina.

IV . &, 1. 4. Sub-rotina Encontramﬂz

Calcula as wvariadveis duais associadas aos arcos corretores dos
produtos. Segue basicamente a equacia CE.1285, mas COT as
simplificagles decorrentes de estarmos trabalhando com grafos. ©
Fluxograma 4.4 mostra as etapas da sub-rotinsa.

, o o z ..
Outras 4 sub-rotinas gue sHo utilizadas para encontrar n° s3o:

IV . 2. 4. 4. 1. Sub-rotina :  Inter

Encontra o primeirc né comun dos caminhos gue partem da origem e
do destino do produto em diregfio ao nd raiz. ¢ fluxogramo 4.5 examina

essas etapas.

IV. &, 1. 4. 2. Sub-rotina : Arvore_vezes_ un_arco CQ x>

ilizada para gerar < produto C@%—i,s, onde & € um arco

corretor do produtc k ou um arceo gque vai entrar na base. C fluxograna
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4.8 mostra come calocular.

IV . 2. 1. 4. 3 Sub-rotina Verifica leva

Simplesmente verifica se o produto k € levads pelo tipo de vagio

i. Flwograma £.7.

IV . 2. 1. 4. 4. Sub-rotina Inverte

Esta sub-rotina inverte a matriz Q@ Cmatriz ciclod., Hilizamos um
processe de escalonamento para gerar a mabriz inversa., Fluxogramo

£, 8.

IV . 2. 1. B. Sub-rotina : Encontra_n'

Calcula as variavels duals de K arvores. Antes de caloular =t &
necessaric ter calculado ro. © Fluxograma 4.9 dé& maiores detalhes de

1
come calcular w .

Iv. 2. 1. 6. Sub-rotina : Encontra_candidate_a base

Eszsa sub-rotina procura por candidatos & base, escolhe enire
todos os arcos e variaveis candidaltos a base gqual é © que apresenta o
custo relaltivo em mdduleo maior. (Casc nBo encontre nenhum candidato o
programa Ltermina, a soclucie atual ¢é SLima. O fFluxcgramo 4. {0

represanta o5 passos para obier o candidato.

45




Iv ., g 1. 7. Sub-rotins Encﬂntrawpz

Atualiza uma parie da coluna p, gue & candidata a enirar na base
e & referente as restricBes ativas da base. O Fluxograma 4.1§1 detalha

o calculo de p .

IV . 2. 1. 8. Sub-rotina : Encontra p’

Atualiza outra parte da coluna p » gque £ candidata & entrar na
base e & referente as arvores dos produtos. O Ffluxograma 4.18 mosira

£
come calculamos p .

IV . 2. 1. ©. Sub-rotina : Encontra p

Atualiza a terceira ¢ Gliima parte da coluna p, gus ¢ candidatsa

a entrar na base ¢ & referente as eguagdBes nd3oc ativas da base. No
fluxograme 4. 13 colocamos of passos no calculo de ps

IV . & 1. 10, Sub-rotina Calcul o_do_acréscimo_maxi mo

Calcula o acréscimo maxime ne fluxo dos arcos de itodas as &rvores
para determinar o fluxe da wvarlisvel gque guer entrar na base, G

Fluxograma 4. 14 mostira coms determinamos esse acréscimo maximo.

IVv. 2. 1. 11, Sub-rotina Atualiza_os fluxos das

variivels na_ base

Atualiza o fluxo de todas as varidvelis da base com o valor da
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mAxima variacio. O Ffluxograns 4. 158 posirs come atuallzanos o luxo ae

]

tLodas as variaveis de bhase.

Iv . & 4. 1Z. Sub-roltina Varidvel & sair_da hase

Procura por uma varliaével para deixar a base. Quando sncontra ums
a sub-rotina volia para o programa principal. O §fluxograne 416

ilustra comoe & feita essa DUsca.

Iv .. 2. 1. 13, Sub-rotina Regsiruturagdo_da base

Apds identificada a variével gue val salr e & varidvel que val

entLrar na base & preciso {azer a devidas alteracBes na base. Mo
Fluxograma 4£.17 relatamos todo os possivels cazos de allsracles de
entrada & salda de variavels e as principais alleragles.

ependende do caso , mals duas sub-rolinas podem vir & ser

chamadas, 3o «las:

v

Y
FN

12 1. Sub-rotina REesstruturas _&rvore

Essa sub-rotina ¢ utilizada para fazer a iroca de um arcoe por

oultro na arvore. O fluxogroama 4£.18 mostra a alieraclo gue & Telia.

Iv. 2. 1. 13. & Sub-rotina Encontra_arco_correlor

Eessa sub-—rotina € ultilizada guando preciszamos encontrar um arco
corretor para inseri-lo na arvore no lugar de um arco qug gal dela. ©

Sluxograms 4.1 mosira o procedimento para enconirar esse  arco

corretoar,
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Flurograma 4.1 - Frograma Frincotpal

inicia}

1

L& arguive Frobta,arquive gue guarda
tnformagdes sobre numero e Lipos de
vaghes ,guais produlog cada tipo Leva
e o arcoe marcados de cadoe produto.

|

b

Lé

argquive Rede,arguive que guarda informagles
gobre ndmero de ndés, numergo deé arcos & ortgem,

deslino,capacidode ¢ cusic de cada arco

[Sub-rotina Artificial ! gera um solucdo intcial |

[Sub-rotina Calculo_do_fluxo_das_variaveis_de folga)

Sub-rotina Encantramﬂa
e ,

. 1
Sub~rotina Encontra_gm

®

3

[Sub=-rotina Encontra_candidato_a_base|

ar

49

Imprime relatdrie o
: ' solucle Stimae obtidarfluxos
Encontrou
um jdos arcos das &rvores , dos
. larcos correiores, dos arcos
candidalc o ;
. - ’ no Limitie superior e Jdos
i varidéveis de folge,
fim




Sub~-rotina Enamntra“gz

y

Sub-~rotina Encamtrangi

é

Sub~rotina Encantraﬂga

[Sub~rotina Calculo_do_acréscimo _maximo |

ISub-rotina Atualiza fluxo_das_variaveis_da_base |

_ O

acréscimo
méxi me

- & igual

" ac limite superior

da varibvel

candidata

& base
7

|Sub-rotina Variévélwawsair_dambaae}

[Sub-rotina Reestruturacso_da_base |
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fluxograma 4.2 - Sub-rotina Ariificial

puplica o8 arcos lidos
do arquivoe Rede

Lé arquive larefa , arquive que guarda
ag informacdes dos produtos a serem
transportiados origem P deatine @
guaentidade (tons}

:

Initcializa o flLuxo em todos o= Arcos
com zeroc. Inicializa o {(ndice que guarda
a sttuagdoc de cada arco em O , que indica
que © arco estd fora da base

]Qrta 0% ArCos arttficiqiﬁf

:

Fixamoes © nédé 14 come nd raiz

para todoe os produtos

:

Criamoe uma solugldo inicial para cada
um dos produtos utilizande LY arcos

artificiats
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Ffluxograma 4.3 -~ Sub-rotina Céleulo_do_fluxo_das wvariduveils_de folga

GD

Inicializa o fluxo dos wvaridveis
de folga das equacles de Lrecho
com o capacidade do Lrecho

:

verificar quais arcos tém flusxo
diferenie de zero em cada uma das
drvores doa solugde inicial -

subtrair o respecitivo fluxe da
varitdvel de folga associada a

I

Inicializa ¢ fluxo das varidvelis

SasEe Arcoe

de folga das equagBes de frota

com a cargae da frota




fluxograne 4.4 - Sub-rotina Enﬁantrahﬂz

nuprod = ndamero de produtos

ideltalil= nimers de arcos corretores
do produto i

HZL[j] = variavel dual associada aoc

arco corretor j do produlo

i

Suhwrotin? Invertaelgera a«
matriz

Sub~rotina Inter i encontra o né noi,
primeiro né comum dos caminhos que
partem dog nés origem e destino do

arco corretor j para ¢ néd raiz.

.

a2t j1=0

!

Partindo do né origem do arce corret?r i
geguimos até o nd noi. A varidvel 7T 11

recebe o custo associado a cada um dos # caminho
arcos hesse caminho para o produto L. Se # orientagdo
a orientagdio de um aree no caminheo

coincide c¢coem a eoritentaglc do arceo

corretor j ., entdo a wvaritdvel T Ltj3
recebe maie o custo do arco . CABa

contrdrio menos © custo.




Partinde agora do ndé destino do ArCo
corretor j seguimos atéd o ndé noi. Repelimos
o rocesso anterior de oageociar o varidvel
13 [j1 o custo doe arcos no caminho com o
devido sinal.

.

. . 2y
Inverte o sinal da varidwvel 7 [j1 & soma
ela o custo do arco corretor assocliado o

produto i.

iomega = numerco de equacles
ativas de arcos

omegalkl = k-ézima equagcio
aliva de arco

sim

Procura no caminho entre ¢ né origem e o
néd destino do arco corretor j pela drvore
do produteo L , um arco que pertenga <
equagdo omegalkl.

Qik,q1 recebe a
orientaglio desse
arco aem relagdo g
ac arceo corretor
J o +4 ou -4
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igams = nUmero de eguacdes
ativas de frota
gamalkl) = k-ésimo tipo de
Vagac COMm SLE
equacic de frotas
ativa

sim _

|Sub-rotina Arvore_vezes_um_arco

Sub~rotina VYerifica_ leva iverificae ese o
produte i é levado pelo Lipo de vagiio
gamal ki.

nHo

le——| QL k +iomega, gl =0

duto i
vaux = variavel asuxiliar

sim

A vartdvel wvaux recebe & wvalor de todas
as orientagBes dos arcos marcaedos do
caminho entre os ndés origem e Jdesiino

do arco corretor j.

.

Inverter ¢ sitnal de wvaux. Verificar se

o arco corretor j & um arco marcado .
case afirmativo some £ a varidvel wvaux

[Qlk +iomega, gl =vaux|]




fluxograma 4.5 =~ Sub-reotina Iinter

variavelis de passagem de

parametro:

i:produte
Jrarco corretor do
produto i

Inicializa com zero o varidvel

fagliwl , w&i,..,nNn

I

I
o

&,
£
ot
It

08 nés do c¢aminhe do né  destino
do arcoe corretor j até o nd ratz
té&m suas varidveis flag marcadas
com 1

.

Partindo do né origem do arco

corretor | procdrar © primeiro
nd que posaUaE a BUG varidvel
flag com valer iguasl a

:

Esse primeiro né encontrado

é& o né itntermseglo procurado,

néd no

numerc de ndés
da arvore 1
variavel flag
associadas ao
w—aésimoe né da
arvore



fluxograma 4.6

variivels de passagem de
parémetro:

:

i :produtc

Sub-roting Arvore_uvezes_um_arcc

nimero de
arvore

Otk

X

a
k ~&simo

rarco gque multiplica
a arvore

J

noi: ver Sub-rotina

Inicializa com
ae varidveis Oik?,
k=% ,...,m~4%

o

em relacdo

Inter

:

arcoc

Encontra o caminheo partinde
do né corigem do arco |
o ndé noi.
caminho
ortentagdo

J

até
e
de

Lo K}

O®
recebem o sinatl

Arcos

em relaglic

‘

variavel que guarda
orientacio
arca
arvore do produto i

arco fora da base

Encontra o caminho partinde deo

né destine do arco j até o né

not, A varidvel de crientagdo
de cadao um dos AT COR Nnesee
caminho é atualizada &m

relaglc ac arco j




Fluxograma 4.7 - Sub-rotina Verifica leva

variavels de passagem de

arAmeLro: leva = varivel booleana
P ' que recebe a
i:produto . resposta do iLeste,
j:tipo de vaglo - itrue ou false

llavaﬁfalsel

Determina se¢ © produte L &
Levado peolo tipo de vaglo |

sim

positiv0 = 1leva=true]

fluxograma 4.8 -~ Sub-rotina Inverte

IQ = matriz identidade
de ordem igual &
matriz @

IGora a matriz 1Q}

:

Efetua operagdes de escalonamento
na matriz Q até tornéd—-lta uma matriz

identidade . Todas as operagdes de
eacalonamento s#io efetuadas em L

A matriz QI obtida é a matriz
inversa de Q procurada
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Fluxograma 4,9

Sub~rotina Encontramﬁﬁ

m: namero de nds da
) N Arvorea
finicio .
Y L% - . .
: : alfa [kl:varibvel auxiliar

assaciada aco k—édzino
arco da arvore i

iomega: ndmero de equagles
de trechos alivas

sim

As varidveis auxiliares alfqttki
k=4,...,m~4 , 880 inicializadas com
o custo do arco que cada uma delas
esté associada

*

sim
&
e existir arco da ddrvere pertencente
a equagdo altiva | ele & dnico e a
t
varidavelt alfa desse arco recebe © valor
da waridvel duat cseociada a egudcdo
ativa |
L .

igama: ndmerco de equagles
de carga ativas

O,




amal j
leva pro-

duto i
?

Os arcos marcados dg &rvore i
Buas varidveis alfat subtraidas deo
valtor da varidével dual associadae «
equagldo de carga ativa J

t &m

. . . £t
Ae varidveis duais 1 adio

custo dos arcos da arvore
varidveis auxiliiares alfia

*

calculadas
utilizando a &rvore i e tomande come o©

as

& LE GLEk

&0




fluxograma 4.10 -

produto i
&

a base

Sub-rotina Encontra_candidato_a _base

valor ;varlével auxiliar

nupred numero  de produtos
transportados )
nuarcoe numero de arcos da
rede
pocand : variavel auxiliar
cli,j2 : custo do transporie do
produto i noe arco
ﬁiLOCj} : variédvel dual  do nd

origenm do arco 3,
produto i

niideD : wvariavel dual do né
destine do arce J .

pocandﬁn*Lde) -t

produto 1

‘ol > + cCi, 3>

iomega : nuimero de equages de
trecho ativas
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<

~ativa

arco |}

a equagio de
trecho

K

neqtlk>

A varidvel pocand é subtraida

do valor de 7 eqt (k>

amalk

nio

leva pro—
dutc i

se j for
varidvel
do valoer
T oeqedlks

um arce marcadoe ,a
pocand é subtralda

da variével

o dual

lkmigama}

varibdvel dual referente
a egquagic de Lrecho
ativa k

numero de equagles de
carga ativas

k-#simc tipo de vagido
cCOm sua equac8c de

carga ativa
variavel dual referente

a k-édsims equacio de
carga ativa



"pocand{O
"o fluxo do arco j

sim

i

produto i1 é

A varidbdvel pocand

recebe seu valor

em médulo

pocand>C
e

o fluxo do arco j'
produto i eita-

» LT & Limite
Superior

Arco J ndo 6 um candidato

a base

arco j & o actual
candtdate ¢ base

{valor=pocand i

iomega +
igama

sim

Nic existem mais

caondidatos a base

i

A atual coandidaia a
entrar na bage & o
arco ou varitdvel de

iolga que team o
maiLor wvalor @m
médulo da RS

varidvel pocand
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fluvalkil:

A variével pacaﬁd recebe o valor
da wartdével dual assoctada @
k-ésima equagcioc atiwva

varisdvel que guarda
o fluxe da k-—ésima
varliavel de folga
fora da base

pocand<l0
(=

A varidvel pocand
recebe meu valor
em mbéduleae

fluvalk]=0C

.nﬁo

pacand> O

&
luvalkl=LE

nIoc

A varidvel de folga k
& o atual candidata o

entrar na base

[valor=pocand |

¥ ¥ fk=fomega+igama |
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Fluxograma 4. 11

Sub-roitng Encon&raﬁpz

,: Ezikl : k—ésimo alﬁm@ntm
% ' do vetor p
Ini¢ializ; o vetor
E‘ com zTeroe
nFo varil Avel
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filuxograme 4.18 -~ Sub-rotina Encantra”pi

(i)

Inicialtiza o velor

B com zearoc

nuprod @ pdmero de produtos
ideltalil @ ndmero de arcas
carretores deo

produto i

:: sim

sim

&

ideltalil >

. = .

deltai[kj : k~ésimo arco
corretor do

produto i

MAX

>

rmatriz auxiliar que

armazena as orientagcdfes
da  do produte i em
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corretores

delta [k3

Sub-rotina Intertencontra o né nat
da Q do produte L1 com o @ corretor

:

Sub~rotina Arvore_vezes_um_arcotencontra

a orienta¢cdo dos arcos da Q do_ produto i
T
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L
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i 2%

‘= - Max‘.
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nio vari&vel

arcanc

candidata a
base & um
' procand

arcand

Sub-rotina intertencontra o né noi
da Q do produte procand com © arco

:

arco candidato &
base

produto no  qual
arcand perience

Sub-~rotina Arvore_vezes_um_arcot enconira
6 orientaglic dos arcos da 9 do produto

procand em relog8fio ao arco arcand

:

Somamocs [ R vaetor j 2

iprocand

as orientoagdes dos seus arcos

em relacdio ao arco arcand
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fluxograma 4.12 - Sub-roiina Emanarcxmﬁg

igicialtzar o veltor
o com Zero
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Se exisiir algum arco do Q do produteo i
que pertenca a egitritl ele & Qntcf , @
p oLt éiaubtraida do valor de p Ejéﬁin
onde p tji & o elemente j do wvetor p

e eslé associado ac arce gue p&r‘t&hC:; @
eqitritil

Sub-rotina VYerifica i1 verifica se o
produte i & lLevado por eqcalt-ruegitri

nic
J
verifica gquais slo os arcos marcados da Q
do produte i parg poder subtrair de p [L12
e s

b ) -
os valores de p [ j! associados aos Arcos

marcados
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naoc

ideltalil

v zerc
sim
verificar se existe algum arcoe corretor
do produto i em egqtritl . Caso exista é
dnico & subtratae do varidvel g L1 o
H Lt
valor da wvaridvel 17 £§3 . ande @, i
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_ ndo
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?
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nao
-

verifica gquais siic o8 arcos corretores
marcados do produto i para subtrair dao
vgfidvol p Itl os valores das varidveis p—1f
P iljl associados aos arcos <corretores
marcados do produte i
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“wvaril avel

nio .
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. base & um
sim
& Y
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A& base
nioc
i
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sim
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Fluxograma 4. 14 -
azD

f e P =]
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arco corretor
do produlto k

fluldelta [ §11: fluxo
do arco corretor

sim

capldelta®[j11: capacidade

- “ideltalk] >4
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o maximo acréscimo
atual
nuprod @ nuamero de produtos
transportados
ideltalkl namero de arcos
corretores do
e produto k
sig varlbvel que guarda
a direcio da wvariacglo
do fluxe da variéavel
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incr=capldelta®[j11-fluldelta®[j11 R
p2¥1 1
incr=fluldelta’f 13
» - >
| 7033
W
o maxincr=incr |

&
Para cada arco da 9 do produteo k estimar qual é& a
maximoe wvariagdo possivel no seu fluxo . Procedemos
de maneire igual o anterior. Verificamos o wvalorpr
do varidavel sig , verificamos o valoer da vartdvel
do vetor pi associado oo arco & calculames o sua]-—eopy

méax L ma va?tagao pola férmula correta. Sempre que o©
valor da wvaridvel incr aasociada ac arceo for menocr
gque o valor da varidvel maxiner, atualizar o wvalor
da varidvel maxiner com o valor da varidvel incr
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ama 4. 15 ~ Sub-rotina Atuaiiza_oaufLuxogmdangaridveiﬁmnawﬁasa

(i)

Fluxogr
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sim
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@ do produte i
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L, P, . . 1i
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=im
& . s .
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fluxograma 4.16 -~ Sub-rotinae Varidvel a sair da base

sim i=nuprod

achei : wvaridvel asuxiliar
que ¢ colocada em
true guando umé
variavel candidata
a deixar a base &
encontrada

(e8] r X
acheil =true,”
' 7
Procura um ¢ahdi.d<x.o para dJeilxar &
base entre os arces da Q do produtoe
Be encuentrar um candidate ,a varidvetl
achei recebe true
O candidato o sair doa base deve satisfazer
uma do quatre resirigdee
1. flularcc'l[j11=0 , sig=+l e p' larcc’'[jl11>0
2. flularco'[j11=0 , sig=-1 e p''larce [j11<0
f~ flularco'ljlli=caplarco‘ljl , sig=—1 e p'‘larce’j11>0
S ¥ flu[arcoLEjIlzcap arcoL{j] y Sig=+l e Q“Earco‘[ji](@
»
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sim

i=nuprod
o
achei =true

A=ideltalil
O

. achei=true

Procura um candidato o base entre
o arcoe correlores do produte i.
Se encontrar um candidato o base, o

varidvel achet recebe true

O candidato a sair da base deve satisfazer

uma das quatro restirigdes

:

fluldelta'ljl1=0 , sig=+l e p° [J1>C
fluldelta‘[j11=0 , sig=—1 e p° [JI<0
fluldelta'l jll=capldelta‘fjll , sig=—1 e p~ [j1>0

fluldelta‘ljll=capldelta‘fjil , sig=+i e p>-[31<0

el

: 2
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" nuegtr .
+ npuedgea

ou
\, achel =trus

Procura um candtdato & base antre
as wvaridveis de folga noa base.
e encontrar um candidato , a wvaridvel
achei recebe true

0 candidate o sair do base deve satisfazer

uma das gqualro restrigdes

Ll A

flulvarfollkl1=0 , sig=+l e p° L[k1>O

flulvarfollkll=0 , sig=-1 e p° [kI<O

Jrk1>0

flulvarfollkll=caplvarfollkll , =sig=1 e [
e p°LkICO

o1t

fluflvarfollikll=capivarfollkll , sig=+1

'
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fluxograma 4.17 - Sub-rotina Reesilrutura a base
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fluxograma 4.18
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Ffluxograma 4. 16 - Sub-roting Enconira _arco _corretor
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CarPrliTUL O v

[rerRp———_—_ AR it el d

AplicagBes

V . 1. Definic¢io dos Exemplos

Resolvemos a segquir dois exemplos gue ilustram problemas de
multifluxos numa malha ferroviaria, sujeitos a restrigfes nos trechos
e nas frotas de vagdes, utilizando. .onprograma Multipro.

Aocs dois arcos que representam cada trecho da malha associamos o
Fratiedsd (ile valor de capacidade, n3o haveria problemas em considerar
_=wroacidades diferentes.

Os dois exemplos diferem no tamanho de SUAS redess, ntmero de
pr~utos a transportar e numerc de tLipos de vag@es.

O primeiro exemplo trabalha com um rede de 10 ndés e 48 arcos,
tr: sporta 20 produtos e trabalha com 2 tipos de vagbes. O segundo
@xe-nlo tem uma rede de 89 nés e 358 arcos, transporta 10 produtos e
tralr:lha com 4 tipos de vagles. Ja estie incluidos os arcos
artiriciais e o néd artificial nas redes dos dois exemplos.

A rede utilizada no segundo exemplo representa  a malha
ferruviaria de carga do Estado de S3o Paule, obtida na Fepasa.

£ necessaric definir diversos tipos de dados para cada um dos

exemi 7s. Representamos esses dados por meico de tabelas, algumas
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delas estio colocadas no apéndice.

A forma na gqual mostramos a resposta de cada um dos exemplos nBo
representa a forma obtida na saida do programa Multipro, optamos por
uma forma mais didatica para facilitar a compreensio das mesmas. As
soluges cbtidas s3c colocadas scbre a prépria rede, de  forma
individual para cada produto. Na solu¢lio para cada um dos produteos s3o
indicados o nd origem, o nd destino, o custo do transporte, a carga
que ¢ itranpostada e a carga que n3c ¢ transportada. © caminho &timo do
produtc ¢ marcado de forma destacada na rede. As soluglBes obtidas
também estic colocadas no apéndice.

Apds a entrada dos dados, o programa cria os arcos artificiais =
o nd artificial para gerar uma solugio inicial e factivel para o
problemsa. Essa solugio inicisal representa uma base para o problema e
& composta pelas variaveis de folga das restriglies e por arvores.
FEssas arvores sio enraizadas e compostas por apenas arcos artificiais.

O nmiamero de Arvores ¢ igual ao mimero de produtos transportados.

No exemple 1 mostramos como ficam as arvores criadas pelo
programa para gerar uma base. O custo gque deve ser associado a cada um
dos arcos artificiais precisa ser maior do que gualquer ouire caminhe
gque leve o produto de sua origem ao seu destino, caso coniraric o
programa escolheria um caminho artificial. A capacidade associada a
cada um dos arcos artificiais ¢ um valor que ultrapassa a soma total
das quantidades de produlos que se quer transportar, para evitar o
problema de saturag8o de um arco artificial.

A segquir definimos os exemplos 1 e =.

V. 1. 1. Exemplo 1

O problema consiste em itransportar 20 produtos diferentes por uma
rede limitada, de maneira a transportar a maior guantidade de
produtos possiveis e com o menor custoe. A Tabela 8.1 fornece os dados
scbre os produtos a serem transportados: numerc do produto, estacBo
origem, estaclo destino ¢ a quantidade do produlc que se deseja

transportar.
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produto v v CcCarga produto L0 né COr R
origem destinoe Clons.” origem destino (tons.?
i =] i 50 11 % 5 30
bt 2 6 40C iz = € &0
3 5 2 7O 13 & g 40
4 3 1 60 i4 e P 30
5 4 1 20 iB L 7 20
& 1+ ] 8 30 16 5 7 20
7 4 8 20 17 4 i 40
8 3 1 70 i8 4 &8 30
o 5 1 50 19 5 & 80
10 5 7 30 =0 g 2 30

Tabela 5.1 — Origem , destino e carga dos produlos

A tabela com os dados de todos os arcos reais e arcos n3o
artificiais & a Tabela 5,.2. Esses dados sBo: origem do arco, destino

deo arcoe e capacidade do arco.

TR, né ne capas. nRlm. Tels G CALAC .
arco origem destinag J(tons.2 arce origem destino (tons.2
1 1 L2 100 16 ¥ 1 100
2 3 1 80 17 1 3 80
3 4 1 100 i8 1 4 100
4 5 z 100000 19 b 5 1 00000
LS = 2 50 20 b 3 50
& 3 & Qo 21 £ 3 S0
7 4 & 70 22 £ 4 70
g 4 2 B8C 23 8 4 i
9 LS 8 40 24 & & 40
10 g 7 850 25 7 5 S0
11 g L] 40 26 5 e 40
ig 5 a8 8C a7 8 ® 20
13 g & 7O 28 85 g 70
14 2 & 70 29 8 o 70
15 2 7 10000C 30 7 g 1 00000

Tabela 5.2 - Dados dos arcos redis do exemplo I

A fig. 5.1 ilustra a rede do exemplo 1 sem os arcos artificiais e
o nd artificial, Nio existe orientagio nos arcos porgque Lodos

o5 arcos s¥o bidirecionados.
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fig. 6.1 — Rede do Exemplo {

Existem apenas dois tipos de vaglies para transportar os produtos:
vagdo tipo 1 e vaglBo tipo 8. A Tabela 5.3 mosira os produtos levados

pelos tipos de vagl@ies e a capacidade das frotas de vagles.

tipo de produtos capacidade da
vaglo levados Ffrota Clons. 2
1 1 a7 zZa0
= 8 a 20 8510

Tabela 5.3 — Capacidade e produlos levados pelos tipos de vagdes

Se somarmos a gquantidade de carga necesséria para transporiar os
produtos que utilizam o© vagdc tipo 1, wverificamos que existe um
excesse de 10 unidades em relaclc a capacidade de carga da frota. Esse
axcesso vali ficar nos arcos artificiais de algum produtoe e significa
que ¢ carga que nio vali ser transportada, no casa; por falta de frota
do tipo 1.

O custo do transportie de uma unidade de carga de um determinado
produtc por um arco varia de produto para produto. A tabela que contém
o custo de cada produto em cada um dos arcos da rede esta na Tabela
5.4,
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custos dos produtos (S0
E 3 4 B 6 7 & @ 10 i 12 13 i4d {5 16 {7 18 i@ 20

1

4%Qnmmwﬁ4xﬁsivya“uﬁumaiﬁaegﬂmmvﬁeAﬁkxﬁtBﬂaﬁumaaﬁ
3@&5;&5,45ﬁaﬂqx4uu9au@ﬁu8mwému4mw2ﬂa444“M9au9
4nq44¢4.4QHQ.4ﬁu3MNQnfv.ém«&,;Aﬁéﬂmavéﬂaﬁqmman?
94;37453~a8AuQwa;43¢19.13Mf3n§3ﬁnQhalmwéawi
228642&7351%482888648473&1%428
Ad4ﬁw8huanda4;8muMﬂaQmu3‘w9ﬁaﬁaagmaiﬁaauuaﬁwﬁ
TOHONOOFOND«DDDOOEFTONOONTENED DO O N
NSO TO D FODSODDLOO0NN DO
DA NFONOPOOIDDNCOO A NLONONNOINENOD
DVNQOOOOMDNIN DDV OOQOO NN O
NODODLUVNOOUIIINUNDMDINNCON TS I~
D PUD AN At VA FLOH SN A O e
NOANOTROGRVRUNT DU OITODOUAS 0w
3wf8ﬁd7.8qv8hGEHwa:erSwr8“§v,8m58ﬂaEAwEv:mn(
FRXADOCLAOONONONUTONOONUOONON QNN
WTOMDUFLIFOND QOO NDNF LSOO @O
A A DDLU AV OOV A D OFLD W QDN
AN DDOOONONNSLFOURNDDDOOOM
MLPAMFONOFNOWOFDEN S OO LXAOAND ¥

DONNUR A TOOFODDODOIUUNRAFONFIOND OO

nemere

do arco

NOIDOM VOO NNAINONRDO N IDON QDO
i R e it R R RN R R R R R

Tabela 5.4 - Custos dos produtos nos arcos reais da rede

Para cada um dos tipos de vagfes precisamos identificar quais s8o

os arcos marcados dos produtos que eles levam, OUs arcos que devem ser

Por

marcados de um preoduto s8c os arcos gque saem do nd origem.

SeuUs

gue & levado pelo Lipo de vagdo 1.,

tomando o produte 1,

exempl o,

arcos marcados sZo os seguintes arcos (fig 5.80:
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fig. 5.2 ~ Arcos marcados do produto §

Repetindo o processo de marcagio dos arcos para todos os produtos

chegamos a Tabela &.5.

Lok o anfior 7 Qaroos
produto marcados produta marcados
1 11,13,14,15 i1 2. 7, 8
b4 2, 5, B iz 11,13,14,158
3 4, 2,10,12,26 13 11,13,14,158
4 &g, 5, & 14 o, 8, 6
5 2, 7, B is 11,13,14,186
& 11.13,14.186 18 4, 89,10,12,286
7 2, 7. 8 17 3, 7, B
e 2, 5, B 18 3, 7, 8
& 4, 8,10,12,286 i 4, 8,10,12.86
10 4, ©,10,12,26 20 4, 8,10,12,26

Tabela 5.5 ~ Arcos marcados dos produtos

Ao todo s8o inseridoz na rede 18 arcos arbtificiais e um nd
Tartificial, © nd de nimero 10. A tabela 5.6 mostra o numera, a origem
o o destinoe de cada um desses arcos. A fig. 5.3 ilustra a rede com o nd

“artificial e os arcos artificials.

e, (Y] o nwn. s neé
arco origem destino arco origem destino
31 i 10 40 iC i
32 2 10 41 10 z
ICIC 3 10 42 10 3
24 4 10 43 16 4
35 5 16 44 10 o]
38 & 16 45 10 &
37 7 10 46 10 td
38 8 1¢ 47 10 £
30 e} 10 48 10 o]

Tabela 5.6 — Arcos artificiais do exemplo 1
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1o, né artificial

arcose artificiais

fig.B5.3 ~ Rede com o nd artificial e os arcos artificiais

A solucBco inicial gerada pelo programa Mullipro esta colocada
rrma forma grafica no apéndice, fig.B.1. Temos 20 arvores com apenas
airv-.< artificifais que geram uma soluglo factivel para cada um dos

produtos a serem transportados.

V. 1. 2 Exemplo 2

Esse nove exemplo tem uma rede de dimensSes maiores, mas

trabalha c¢om um numero menor de produtos, 10 produtos. A Tabela 5.7

fornece -o- numers do produts, sua origem, seu destinoe e =& guantidade

de carga que se quer iransportar.

produte estacdo eslaglo carga

origem destino (ltons..?
1 i f24 108
koA 7 3 FO
3 1 = 44
4 40 14 40
5 13 a7 =200
& ie &e 120
7 5] is 55
8 13 z28 201
L= 2 7T a8
10 4 80 i8

Tabela 5.7 — Origem , destine e carga dos produtos
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A Ltabsla com os dados de tLodos os arcos reais eslté

Tabela B. 1.

A fig.B. 4 ilustra a rede do exemplo & sem 08 arcos

o néd artificial.,

ne apéndlce,

artificiais e

lag
| &
JI-T ;
42
les
45 44 i
ee o Y :
f W
b 57 54 85 ‘
338 _{ @ L
i 4,
_ a2 | 53
R.Prétﬂ
w2 el
-1 3,
SaW g
54 80 _
G
4 6%
. 2z 22
k Araraguara = R:1 P
15 !
ac oie
4
} I .- £ &
441 350G 78 BGuUry 34 I /
L (s
: GG
-t} b
7z o
' 70
81 ;
p b b ampilnas
24 S8 74 3% 42 SS9 7 2 S2 |Botucaltu oz
28 %
87 ' X ) ‘E] ., 2 5
B7? 56 10 26 &7 36 '
1z
Z5
56
5 Bz
zv 5 _ -z
e
& - - g -4
i® 21 2Za 74 17 Santos
fig. 5.4 - Rede do Exemplo &
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G numero de tipos de vagSes € 4,

carga gque pode ser levada pelos tipos de vag@ies ¢ dada pela Tabela

5.8,

os produtos

tipo de produltos coapac i dacts  dea
vagio levados Ffrote Citons. >
1 1,8,3 180
Z 4,3 200
3 8,7 370
4 8,9,10 200

a quantidade de

Tabela 5.8 — Caopacidade e produtos levados pelos tipos de vagdes

O custos associados aos produtos que passam por um determinado

arce da rede estio tabelados no apéndice, Tabela B.{.

Devemos fornecer os respectivos arcos marcados para cada um dos
produtos gque queremos transportar. A Tabela 5.¢ fornece o©s arcos

marcados de cada produto.

arcos arcos

produteo mercados produto mareados
i 1. 2 : & 34
= 11 , 12 ; 7 iC
3 1, 2 24 28, 968
4 61 .138 : 2 2, 4
5 es ., 96 10 32, 4

Tabela 5.9 — Arcos marcados dos produtes

Neste exemplo precisamos inserir na rede 176 arcos artificiais e
1 né artificial. A lista
Tabela B.E&.

completa desses arcos estsd no apéndice,

A solugioc inicial gerada pelo programa Muliipro consta de 10

Arvores com apenas arcos artificials que s8o solugBes Tactiveis para

cada um dos produtos.
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V . 2 Apresenlacio dos Resullados

A scluclo dos melhores caminhos para cada um os produtos ests ne
apéndice. Representamos a solugfio dos produtos de forma individual e
na prépria rede.

Indicamos o nd origem do produto por uma sets entrandoe no nd & o©
né destinoe por uma seta deixando o néd. O caminho que deve ser seguido
pelos vagles estd representado de forma mais destacada e com & devida
orientagic nog arcos. Indicamos ao lado do primeiro arco ne caminho,
a quantidade do produte que estla sendo transportada. Alguns produtos
podem ter mais do gue um caminho para escoar os seus produtos, Isso
ocorre porgue algum arco da rede estéd com a sua capacidade tomada,
obrigando os produtos a escolherem caminhos alternativos para sscoarem
uma parte ou toda a sua carga. Quando isso ocorre, indicamos também ao
lado a quantidade de carga que estd sendo levada.

Cuando um produto possuli um quantidade de carga que ndo pode ser
levada, por esgotamento de caminhos alternativos ou por falta de
frota de wvagles, essa guantidade €& desviada para um caminho
artificial. A quantidade de carga é indicada ac lado do primeirc arco
artificial desse caminho.

Na solug3c de cada produte apresentamos o custo total do
transporte e as quantidades gque devem e que n3o devem ser

transportadas,

V. 2. 1. Resultados do Exemplo 1

A soluclo obtida para o exemplo { & constituida pelos melhores
caminhos na rede para os produtos gque tém a sua carga Lransportada.
& Tabela 5,10 ilustra a carga que cada produte deve transportar e

custo total do seu transporte.
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carga carga Lransg. Ll d o Lw B £ ¥+ Wor) cusio
produto total Ctons. 2 iransg. (tons. D 4 )
1 50 50 - 300
=4 40 40 - 180
<1 70 70 ~ 280
4 &S0 50 1¢ 130
5 20 20 - 120
& 30 30 - 210
7 30 30 - 240
8 7O 7O - 8530
o 850 50 - 300
106 30 30 - 180
11 3C 30 - 30
iz S50 &0 - 300
13 40 40 - 320
i4 30 30 - &0
1s 20 20 - 100
16 20 20 - 850
17 40 40 - 120
ig 30 20 - 270
ig 850 50 - =250
a0 30 30 - &0
total 800 790 10 4110
Tabela 5.10 -~ Cargas transportadas pelos produtos do exempleo |

A solucBc com os caminhos gue devem tomar as cargas estad no

apéndice e os dados computacionais do exemplo estiic na Tabela &.11.

, custo . .
oS arcos produtos total CED tierogdes tempo mAguina
10 48 20 4110 142 ' 42 seg PC-AT

Tabela 5. 11 -~ Dados computacionails do exemplo

v .. 2. 2. Resultados do Exemplo Z

Como no exemplo 1, construimos uma tabela com & carga Lransporta-
da e n3o transportada de cada produto juntamente com o seu custo. A

Tabela 5.12 ilustira esses dados.
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carga cargae Lransg. carga nio cusio

produto total (tons, > transp. Ctons, 2 CE>
1 1086 106 - 27168
2 70 30 40 14370
3 44 44 - 171860
4 40 40 - 13400
=3 200 160 40 73780
& 120 120 - 40020
7 88 855 - 18480
=] 201 184 47 130800
L= o8 8 - 18004
10 18 18 - 5670
total 882 785 127 380852
Tabela .12 - Cargas transportadas pelos produtos do exemplo &

A solucBo para o exenmplo 2 esti esbocada na fig. B .3 do apéndice,

os dados computacionalis do exemploe estBo na Tabela £.13.

custo . .
nés arceos produios total ¢8> tieracdes tempo maQuirg
a8e 358 10 359852 850 20 min PC-AT

Tabela 5.13 - Dodos computacionais do exemplo &

V . 3. Comparacgdes

Para podermos verificar se os problemas testados com o nossoe
programa eram confidveis utilizamos, um pacote de programagdoc linear
para microcomputadores para resolver os mesmos problemas: utilizamos
o Hiperlindo., Além de wverificar se as sclugles colincidiam, pudemos
também comparar outros parametros entre os dois programas,. tails como:
tempo para preparar os problemas, lLempos de execucdo e o ndmero de
iteragdSes.

¢ pacote Hiperlindo resol ve problemas de programagfo linear,

o5
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inteira e quadratica. A wversic que ulilizamos pode guardar ate
B2000 variaveis diferentes de zero respeitando © seu nUmero méximo de
linhas e colunas (39982 colunas & 1898 linhas>.

WLilizamos esse pacobe para resolver o exemplo 1. A forma de
entrada das expressles foi pelo mode direto na tela. Tal forms
& bem didatica, mas cometido um engano na digitagBo de um dado
torna-se dificil encontré-lio, fazends com que ¢ tempo para preparar o
problema aumente. © exemplo 1 equivale a um preoblema linear de Z33
linhas (1 linha da fun¢lo objetivo, 200 linhas de egquagBes de
bal anceamentos dos nds, 30 linhas de equagdes de treche e Z linhas
de equacBes de froitad e 892 colunas (8680 arcos e 32 variavels de
folga). O tempo de sexecugfo fol de B0 segundos & teve 139 iteragdes,

C valor do custo total coincidiu com o resultado oblido com o
programs Multipro, de todos os caminhos dos produtos apenas um ficou
diferente. Para o produto 9 obltivemos uma solugBo um - pouco diferents
em cada um dos'pragramas, Izso mostra gue a socluclo desse problema

nfSc & Unics.

Reescrevemos os dados de ambos os programas na fabela 5.14.

. cusitc tempo de )
programa L teracdes total C$> execucdo méguing
Multipro 142 4110 42 segs. - PO-AT
Hiperlindo 138 4110 60 segs. PC-AT
Tabela 5. 14 Comparacbes entre os programas Muliipro

e Hiperlindo parae o exempio 1

C exemplc 2 equivale a um programa linear de 1077 linhas (1
linha da fung3o objetivo, 890 linhas de equagfes de balanceamento de
négs, 182 linhas de equagBes de trechos e 4 linhas de equaglies de
frotaly e 3768 colunas (3880 arcos e 188 varisvels de folgal.

Né&s n3o preparamos o eexemplo 2 para © Hi perlLindo, pois
{Sharda, 1986], que fez um estudo comparative entre os pacoles de
programagio linear para micreocomputadores, incluinde o HiperLindo,
raelatou que problemas do porte do exemploe &€ tomam um tempo

computacional de 1 hora ou mais, gque ¢ superior ac lLempo obtido




utilizando © programa Multipro (20 minutosd. Culiro motive gue nos fez
abandonar & simulagZc foi gue necessiltlariamos muitas horas para

prepararmos esse problema no Hiperlindo.
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CapiTUL OO Vi

———— e OV W W b oy o A AN T GO D S BT . -2

ConclusBes Finais

Vi, 1. ConclusSes

Ao final deste trabalho, chegamos a algumas conclus@es importan-
tes sobre o método primal particionade aplicado a uma rede <om
multifluxo e restricBes adicionais ac fluxo.

A listagem do programa ficou extensa, tLornandoe-se dificil fazer
alteracBes, pois cada alteragdo compromate um numero grande de partes
do programa. Gasta-se muite tempo para se fazer tails alteragbezs e,
portanto o programa exige uma boa documentagio.

O método foi implementade na linguagem Pascal, Turbo-Pascal
vers&o 4.0 e rodado num microcomputador PC-AT com DOS. Neste caso, o©
nimerc maximo de bytes que © compilador reserva para as varibdvels
globais ¢ de 85520 byles, pois quando o programa & “linkado™, as
variidveis globals usadas pelo programa s8o colocadas no segmento de
dados, que tem um tamanho miximo de 65520 bybtes. Este fato limitou o
teste do programa para problemas maiores. Num ambiente sem estas

restric@es, ¢ possivel resolver problemas bem malores em micros.
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Vil . 2 Propostas Fuluras

Para garantirmos que o nosso programa seja mais confiavel,
deveriamos simul ar uma grande quantidade de exemplos, dos  mais
variados, para gque o© programa passe por todas as situacles

possiveis.
Podemos citar algumas partes do programa Multipro que se

melhoradas, diminuirSco o tempo de convergéncia parsa a solugdo Stima:

Calculo da inversa da matriz ciclo € Q 2,

i

i

Geraciio de uma melhor soluglo inicial;

Estudar um melhor processo de escolha de candidatos a

base;

}

Simplifica¢Ses em algumas sub-rotinas do programa.

O problema de melhorar o método de calcular a matriz inversa da
matriz ciclo ¢ tratade em [Kennington., 1880} e [Helgason, 18771. Eles
sugerem um método de atualizagBio da matriz ciclo utilizando a matriz
i wversa da iteracSo anterior. O mélodo cria casos e sub-casos para as
atteracdes na matriz cicleo, dependendo das wvariaveis gue entram €
—~nam da base. Poderiamos entfc adaptar esse mélodo ao NOSSc programa
para melhorar sua eficiéncia. Kennington ia800 declara gue & de
extrema importéncia que o algoritmoe possua uma boa forma de inversso
da matriz cicle gquande os problemas possuem matrizes cicleo com
dimensfes grandes.

Para melhorar a geragic de uma solu¢lo inicial poderiamos criar
um método para gerar caminhos com arcos da rede ao invés de
utilizarmos oS arcos artificiais, muitoc embora, seja necessarioc
introduzi-los na rede para garantir o seu balanceamento. Programas
utilizando inteligéncia artificial seriam uma boa aliernativa.

Kennington (19772 relatou trés diferentes maneiras de estimar os
candidatos a base: o primeiro candidato a base, o candidatoc gque
apresenta o malor valor em médulo do seu cusieo relative & o candidato

que apresenta © maior valor em médul o em uma certa gquantidade de

e




candidatos. Das trés opeBes s gue obteve melhores resultados foi a
segunda, ou seja., verificar entre todos os candidatos & base o gue
apresenta © maior valor em médulo de custo relative. A primeira opgdoc
foi a gue apresentou piores resultades, levando o autor a descarta-la
para problema grandes. A terceira e Ultima opgido apresentou resultados
quase t3Ho bons gquanto oz da segunda. Acreditamos gue deveriamos
adotar a terceira opglico para buscar resul tados, porgue conforme os
problemas aumentam de dimensic fica custosoc procurar entre todos os
candidatos a base.

Uma melhor reestruturagZc nos algolitmos pode aumentar a
velocidade das iteragdBes, pois muitas operacles desnecessariasz sdo
‘realizadas em cada uma das iierag¢gBes. Por exenplo, no calculc das
variiveis duais nio precisamos recalcula-las todas.

Abordamos uma das tLécnicas de resolvermos o problema. EntHo
seria-importante implementarmos outras metodologias para resolugdo do

w--lema em questdo, mais especificamente os métodos baseados na

ey

aposiclo, e resolvermos problemas de dimensBes e caraclteristicas

di--tintas, procurande ressaltar as qualidades de cada metodologia

para cada caso.
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Ap&ndice A

Forma de Armazenamenitco da Base

A formza de armazenamentio da Base para cada uma das iteracg@es do
método tem uma caracteristice importante: nSo ¢ necessario armazenar
todos os elementos da base. Se tLivéssemos gque guardar todos os
elementos da base, ndo teriamos espago suficiente na mémoria do

computador.
A fig A1 ilustra a forma estrutural de uma base.

- " " -
¢ L
&m wm
Cl Cm Es. ... Em
e . A RS Tl U F I
Ffig. A1 — Estirutura de wna base
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Apenas os blocos da fig. 4.f s8oc armezenados. Cada um desses
bloces Lém caracteristicas que sic exploradas para representa-los da
forma mais compacta possivel na memdria do computador.

As principails caracteristicas dos blocog sEo a grande quantidade
de zlementos iguais & zero, linhas e colunas com no maximo um

elemente diferente de zero.

Apresentamos a seguir como cada um dos blocos da base s3o

armazenados no computador.

Blocos qb" y 1=1, ..., m

O bloco ¢vL representa uma Arvore enraizada para o i-ésime produlc
a ser Lransportads. Utilizamos apenas trés indices para caracterizar
uma arvore, s8oc eles FUX, KLF e FlA.

0O indice FUX armazena Ltodos o nds da &rvore em pré—cordem a
comecar pelo néd ralz.

O indice PIA ests associado a cada um dos nds da &arvore e
armazena © primeireo nd do caminho do nd em questdo ac nd raiz.

O indice KLP também esti associado a cada um dos nos da arvore e
armazena o arco gue liga o nd em quest8Sco com o né PIA desse no.
Associamos um sinal a esse arco para indicar a sua orientaglo: + se

ele tom origem no seu nd PIA & - caso contrario.

A fig. A.2 ilustra wuma Arvore enraizada e a sua respectiva

caracterizagio nos indices FUX, FIA e KLP.
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FUXE1l=
Fuxial=
FUXLL3]=
FUX[41=
FUXLS]l=
FUXIGI=
FUX[7i=
FUiLg)=
FUXIS)=

fig. A& -

RELD~NOOASE

Arvore enraizada e sua representaglo por indices

PIA[1]}=
PIAL41=
PILALB)=
PILAIGI=
PLAL3]=
PIAL7])=
PLA[G) =
PILALB]=
PIALZ2]=

R VRS VR

né roiLE
arce 24

KLPL1l= O
KLP[4])= 11
KLPIBl=~ 8
KLPIG)= &
KLPLZ]= 30
KLPL7]=—30
KLPIGI= 4
KLPigl= 22
KLPLE)= 21

Notar que todos os arcos da &rvore estio armazenados nos indices

¥i” e se desejarmos verificar se um determinado arco esté na &arvore

“asta verificar nos indices KLP.

Oz indices FUX permitem obter todos os arcos que estio na

& forma ordenadsa.

identificagio

referéncia
Ocupa

toda a mat

dos elementos dos blocos Cie Hi’

de colunas.

mos

riz

estrutura de indices.

Blocos w' , i=1,

Essa ordena¢io de arcos &

né—arco incidéncia de cada produto unando

LUSaAmoOs

arvore
importante para &

e & utilizada como

apenas 13 da membria que seria utilizada para armazenar

esnss

O bloco ¥  representa os arcos corretores do preodute i. Em vez de

guardar todos os elementos da matriz vp‘” guardamos apenas oOs arcos

corretores

do

produto

i.

Essa
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caracterizar a mabriz w‘.
A cada produlo 1 associamos um indice idelta’ que guarda ¢ numnero
de arcos corretores do produto i e o indice delta%ji que guarda ©

CJ-ésime arco corretor do produto L.

Bloco €%, i=1, ..., m

O bPloco CL armazena os elemenitos das equacBes ativas referentes
aos arcos que estBe na Arvore do produto 1. Trabalhamos com dois tipba
diferentes de equagles ativas, de trecho e de carga.

As matrizes Ci tém poucos elenmentos diferentes de zero e esses
s8o todos ilguais a um. Guardamos nos indices iomege & igama © numero
de equacBes de trecho e carga ativas, respectivamenie. E nos indices
omegal j1, j=1, ..., iomega e gamalkl, k=1, ..., igama as equagles de
trecho & carga gque est¥o ativas.

Com esses novos indices e com os indices FUX e KLP de cada
&rvore, as matrizes C‘L astio caracterizadas.

Para identificar og valores dos elementos de uma linha da matriz
Ci referente & Jj—ésima equagio de trecho ativa, devemos comparar o
indice vmegal jl com os arcos da Arveore do  produte i, wutilizando os
indices FUX & KLP para obter os arcos de maneira ordenads. Caso
encontre um arco gque pertenca a equacio de Lrecho ativa. a posigdo
desse elemento recebe o valor 1, case contraric recebe ¢ valor zera.
£ importante lembrar que essa linha tem no maximo um elemento
diferente de zero, pols uma &rvore nio pode ter dols arcos iguais.

Para identificar os valores dos elementos de uma linha da matriz
Ci referente & k—ésima equag3o de carga ativa,., procedemos de uma
forma wum pouco mais complexa. Primeireo, deve-se verificar se Lol
produto i pertence a equagio de carga gamalkl. Caso ¢ produte i nZo
peritenga a essa equagBo, todos os elementos dessa linha s3o zero.
Case contrario, wverificar gquais s8o os arcos marcados da arvore do
produto i, para associar—lhes o valor 1 eom suas posigdes @ =Zere nos
demais.

Dessa forma, as matrizes Ct s3o guardadas e lidas na memdria do

computador.
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Blocos E' , i=1,....m

Nenhum findice novo precisa ser criado para armazenar os elementos
das mairizes Ei, apenas com os indices anteriores J& temos os seus
elementos representados.

Oz indices de equacles ativas sHo os mesmos do que os definidos
para as matrizes Ci.

Para identificar os valores de wuma linha da matriz Et,
procedemos de maneira aﬁéloga & forma de identificagio da.
matriz Ci. s gue agora utilizamos os arcos corretores ac invés dos
arcos das arvores.

A idenlificaclo da Jj-ésima linha de eguagdc de trecho ativa da

matriz EL

& felta verificando-se entre os arcos corretores do
produtc i, gual est4 na equaglio de trecho ativa para associar-lhe o

zleor 1 e 2T O nos demais. No méximo, & linha Lersd apenas um
=i ento diferente de zero e igual & 1, pols um produte ndo
;v ' ter dols arcos corretores iguais.

Para identificar os elementos da k—ésima linha de carga ativa da
matriz Ei, verificamos se o produtc i € levado pela equagsio de carga
gamalkl. Se o for, associe o valor 1 acs arcos corretores marcados
do produto i e zerc aocs ndo marcados. Casc conlrario, associe zero

a todos os elementos dessa linha.

Bloco HL » 1=1, ..., m

Dois novos indices =zfc definidos para se& poder representar as
matrizes Hi. Esses dois indices s3o nuegbr e nuegca. Eles guardam
e namer o de equagSes de trecho & Carga fol gadas
respectivamente. Precisamos de mais dois conjuntos de indices para
guardar cada uma das equacles folgadas: os indices eqgtrijl.

j=1, ..., nuegtr e o8 Iindices eqgcalkl, k=1, ..., nueqca, que
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repregentam respeclivamente as equacBes de trecho e carga folgadas.
Para lidentificar elementos nas malrizes Ni, procedemos como no
caso dés el ementos das matrizes Ci: utiliramos o indices FUX & KLP
de cada produio e em vez de se wutllizar os indices das equaglies
ativas, utilizamos os indices das equagBes folgadas. Todas - as

observaclBies feltas para as Matrizes ' continuam validas.

Blocos K , i=1, ..., m

Também aqui nEo & preciso definir mais nenhum indice, com os ja

definidos, as mairizes H' estio representadas.

Para fazer a identificacloc dos elemenlos dessas matrizes,

. i \
procedemos como no caso das matrizes £, sé que agora utilizamos os

indices das eguagBes de trecho e carga folgadas.

Bloco I

Esse blocs fica representado pelo conjunteo de indices das

equacBes de trecho e carga folgadas.
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Apéndice B
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fig.B.{ ~ Arvores iniciais geradas pelo programa Mullipro para
o exemplo I, capitule &

FProduto f Froduto &

Pl

+ 4 - €Y

Produte 3 Produto 4

Frodule &

Produto 7 FProduto &

Frodute & Produle 10
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centinuacdo da fig. B. ¢

FProdute 17

Produto 12

Produte 15

Produto 17

Froduto 1¢
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Frodute I8

Produtoe 6

FProduto 18

FProdute &0



Ffig.B.2 - Solugdo dtima obtida pelo programa Multipro para o
exempio 1 , capituic &

Produte I

né origem:e

né destino:?

carge transportadarSo
carga ndoc Lransporiadai
cuelo!l 300

tipe de vagdo:rs

z
&
1
3 &
Produte &
né origem:3 néd origem:s
né destine o néd destinoc:2
carga trangportada: 4o carga transportada:?o
carga ndo transportada:o carga nde transportada:o
custa 120 custiol 2RO
Lipo de wagdo)i tipe de vogio:d

né origem:s né oerigem:d

nd destino: i né destino:t

carga transpoertadaibo carga { ransportada 2o
carga ndo transportadaiio carga nde transportadalio
cugio: 180 custo!l L1220

tipo de vagloli tipo de wvaglo:lt

to@y, né artifictal
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Continuacdc dos resul tados do exemple { programa Hultipro

Produto &

néd origem:

nd destinoc:i s

carga transportada: 30
carga hdoc transportada:o
cuata:210

tipo de wvoglo:lid

2
<%
3

=2 =]
rrodute 7
né origemi4 né origem:®
nGd destino: 8 néd destinoc:ii
carga transportada:3c carga transporiada:?o
coarga ndo transportada:o carge ndo transporiada:o
cust ol 240 custo ! SEO
tipo de voagdolt tipo de wvagdo!z

né origem:s nd origem:s

rné destino: i né desiino:?

carga transportada:so carga transportada:do
carga ndc transportadalo carga ndo tronsportadaic
cust o300 cusio 180

tipo de wagliolZ tipo de vagho!g

p 5
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Continuaclo dos resultados do exemplo 1 programa Mul tLpro

Produto 11

né origemid

né destinc!d .
carge Lransportada:3o

carga ndoc tLtransportadaic

custol B3O

Lipo de vaglorz

2
2
o dute & Produto 13
nd origem: @ né crigem:e
wd destino:d né deatino:@
carga transportada: o COrga transportada: 4o
cargoa ndo tronsportadaio cargae nio transportada:o
cust ol 3O custo 820
tipo de wvaglio:2 tipo de wvaglo:Zz

né origem: s né origem:$

nd destinoelz wd destino:!?

carga transportada:3c cargda transporiada o
carga nido transportadao carga ndce trpansportada:o
cust ol 20 cus ol LO0

tipo de vaglo:z tipe de wagloc:z

11e



Continuaghe dos resultados do exemplo ! programa Mulitipro

Froduto i

né ofigem:ﬁ

né destino: v

carga transportadaiza
carga ndoc transporiado:o
custol s

tipoe de vaglio:z

&
&
1 <
* S

produto 17 Produte 18

né origem:4 né origem:4

né destino: g né destinoc ! §

carga transportada: <o carga trensportada; 2o
carga ndo transportada:o caorga hio transpoertadaio
cuslo 120 CuBlo 27O

tipe de vagdo:z tipe de vagdo:z

Produte &

né origem: S né origem:s

nd destino: o né destince: g

carga transportada:So carga transportadaso
carga ndo transportada:lo carga nds transportadalo
custo 1 250 : cunt ol GO

tipo de vag@ioiz tipo de vagldoll
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Ffig. B.3 =~ Solugdo Stima do exemplo & , capitule & , wuiilisande
o programe Mul tipre

Frodulte f

ndéd oritgem @t
né destino: 2
carga traneportada @ 10

carga nfoe Lransportado @ O
cumsto ! Z71468
tipo de vagldoc @ 1
Melhor caminhco
77 @ '
EX-T ST 54
y B oy
g1 sz &
4 K.Preto]l
o i
) S5
&4 g
% B

e Araraguarac
15

o , X e & ©
41 5O TELOO) -

{ Gy

: L 7o
L F 1 &

z4 OB 74 35 42 59 ? 5z §Botucatu

§7 o
a7/ 3G 10 Z& &7 B8
)
25
1
27 = 5

Pt oF

.:a‘

- . 4 & XF
1o Zz4 20 Vi 17 Sanios
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Frodute &

rné origem 7

ndé destina: B

carga tramnsportada : BC
carga ndo transportada [ 4G
custo | 14370

Lipo de vaglo | 4

Melhor caminho

% := =

| st
G4
46 AL

7@
4% | | a5

sa@ 57 | 54

&

758 sz @
i R.FPretog

e
_ 5D
Py ) &

4 8%

i ATaraguardao
4% _

21

14 Bg

41 50 78 | 34 AT
} Baurug

\ 66

7z 2

+<991 43* N TFO

7z4 o8 74 35 42 504 7 52z RBotucatu

Campinas

b e SR S

e 63

123 A T TR I o2t on

(nd artificial
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Produtc 2

néd erigem @ 1

né destinoe: Z

cargao transportada [ 44
carga ndc transportada ! O
custo @ $£74180

tipo de vagde @ i

Melhor caminho

L

oo G4
8
i
LA IR

7@

EEL 57 S4

sl &z / ’
| & B.Preto]

row
55
G4 3

4 ATAraguUaAr e
4% .

14 &G
L

41 5CG 76 24 ' 47
Bauru i

g o5

- oo
(44! B 51 e, .
&% 77 o

. _ %I
74 OO 74 35 42 B ¥ 52 PBotucatu
: p7 3

z25

Zzv
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Froduto 4

nd origem : 40

né destinoc: 14

carga transportade [ 40
carga nlde transportada @ O
cusie | 48400

tipo de vagloc @ 2

Melhor caminhe

|ae

&

j43

les

4 _. 4

e 450 4

38@ 5 54

-
754 sz / &
- R.Pretol

- 5N
cde &

48%

i Araraguara

?14 B st
— : : & & &
41 SO 78 | o4 47 &
E Bauru f

GO

W 7 2 4
A \ 7O

34 .
’ Campinas

Z4 6B 74 B5 42 B9 7 52 JBotucatu

73
87 £

I T
iz
25

T

Rkl
i 13

& e
1 &4 FX ] 71 47 Boanitos
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Produte &

né origem @ 13

né desiino: 27

carga transportade ;| 460
carga ndc transpoertada @ 40
custe I ?EVBCG

tipo de vaglde @ Z

Melhor caminho

45
77 g
33§ 5T O
S PY

a1 a2 &

b R.Preto]

7OW 1

LA
G4 W P
oGl
<5
i Araraguara
4% ) |
14 Bs ®16
4 oy Q P ) &
41 DO 7EH B4 ~— # 7 3
L=
ﬁsz .
NG 72 ¥
i v
_ 5t g, )

i b ’ } I - N, GompL NS

24 <GB 74 3T 42 B9 7 52 Botucatu é-

58
[ RTs 7
i 13
ag & & 4 e
E 3 -4 = 4 & Fi 7 Bant os

ind artificraly’
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Produte &

né origem @ 4%

né destino: o

carga transportada | 120
carga ndo transportada @ O
custe | 40920

tipo de vaglo [ 2

Melhor caminho

451 |40

33 57

75 sz /

rg:d o /

" Aroraguards BO S
15 _ ;
14 8c nie
b b ) ” & !
41 BHO 78 34 £7
) Bauruy

S

TE ';p
7O

" ; % . > ! Gampinos
24 GH V4 3% 4AZ [ TV 52 Botucatu }

2 B
73
av_/ 83 5 ¥

87/ 86 10 26 &7 38

31

812
zs5_

Ise
z7, : 5

1i@



Produte 7

né ortgem &

né destino: 45

carga transporiade @ 5o
carge néce transportaoada @ ©
custo ! 418480

tipo de vaglic @ 8

Melhor cominho

44 B0 78

81
Botucatu
7 3

24 OB 74 BT 42 5S¢ 7 5z

e ? I ;. b R
80 10 26 67 e

27

120




Froduto &

nd origem @ 4B

né destino: 26

carga transportadae @ 154
carga ndo iransportads I 47
custo : 130900

tipo de vagdo :© 3

Melhor caminho

=&

3o

4Gm '
e ] artifictal
3z 57 g
G
_ & R.Pretof
70% :
.. 55
PPy .
je X e B8G
% ©
B Araraguarc G
15>
14 B
41 5O P8 24
: . _ . . = E3
Z4 o8B 74 B5 42 B¢ 7 B2 |Botucatu

73
87

sv/ 386 10 26 G©7 38

&7
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Froduto &

nd origem @ 2

né destino: 77

carga transportade ! 28
cargae ndo transportada @ ©
ausltlo ¢ 180CGs

tipe de vagdo : 4

Melhor caminho

3

la
Y 44
&% T f o 52
33& 5 '
82
55 /
Araraguarac
14
41 SO 7B Bauru 24
51
N, TZ
- . i 31
Z4 OB 74 3% 22 5O 7?7 %52 |Botucatu
@73
87y 36 10 26 O7F
@1z
i B8

27, & .5

iz2




Produto 10

nd origem : &
80
cargae transportada @ 48

nd dasiino:

carga ndce transporiada @O
SOFO
tipo de vagldo @ 4

custo

Melthor caminho

| e

45 | @
2 2 S
a8 Lo gy 5 Lg%
‘l ]
758 sz / 3
B R.¥Preto
7o%
- m
iy o
© & aa ~ g
i e
4 5% ’ ‘
| 23 27
ArAraquara Bae & —
45 DO T8 Bauru <
o 5
LS4
’ & 7o
=13 e )
24 &8 T4 3L 42 LG9 7 52 Boilucatiu (13}2
v
a8 _ . . y
a7,/ 3G 10 Z6 v 386
Fi1 2
25
| S8
27 .. 5

1e3

4
Bant s

& G
fed s 74 7




fig. B. 4 -
o programna Hiperlindo

Produto 7

né origem:$

né destino:?

carge Ltransportada:se

carge nido transportoda:o

custo:aco
Lipe de vaglo:s

Solucho Stima do exemplo |

capltiule £ , uiilizande

D

carga transportada: 4o

Produto &
né origem:d
né deatino !

carga ndo transportadao
custo 120
tipo de wvaglio:d

<465'é
Produte 4
né origem: s
né destinoit
carga transportadasc
carga nido transportada:do
custol 130
tipe de vaglo:t

(A
né artifictial

124

né origem: s

nd destinoe: 2

cargsa transportada:?o
carga nidc transportadao
custo 28O

tipo de vagldori

né origem:a

nGé destineri

carga transportoada:2o
corgae ndo troansportadao
cuUustl o420

tipo de wvagdo:ls




Continuagaco dos resul tados do exempleo 1 programa Hiperlindo

Frodute ©

NG orvgem: s

nG destinoe 8

carga iransportadal 3o
carga ndo transporiada:o
custe 2410

tipe de wvagdo:@i

Produte 7

né origem: 4 né origem:s

né destino:e né destinoid

Cargo trdhapcrtadq:ﬁﬂ carge transpertadar?o
carga ndc transportadoaio carge ndo trensportadao
cust o240 custolSRo

tipo de vagloit tipo de vaoaglo:z

Produtoe &

né origem: s né ortgem: s

né destinos nd desline:?

carga transportadaso carge transportadc! 30
carga ndc transportada:o corga ndo troneportadoa:c
cust o Io cuato ! L8O

Lipo de vaglio:2 tipe de vagdo:d

. vs




Cont inuag do

Produteo &

né origem: s

né destino:d¢
carga transport

cargao ndioc trane
cust ol IOC
tipo de vagsio:rz

dos resultados do exemplo § programa Hiperlinde

Froduto 11

né origem:4

né destinc!s

carge transporiacdaso
carga nde transportode:re
custo o

tipo de wvagdo:z

zZ
¥
{HCQY
2 [+
Frodute 13
né origemie
rné destina:g
ada: s carga transportada 4o
portada:o cargao ndoe transportodais

cuslo ! 82¢
Lipe de waglo:Zz

né origem:®

né destinoc:z
carga transport
carga ndic Ltrans
custo: oo

tipe de vaglo:z

4

né origem:$
né destine:I?
ada:zo carga traonaportada:zo
portadalo carga n&o transportada:o
custe !l 1O0
tipe de vagdo:z

-

{30 4
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Continuacdic dos resultados do exemplo 1 programi Hiperiindo

produto 16

nd oritgem: s

né deastinol?

cargae transportadar2d
carga nfo iransportada:o
custol GO

tipo de vagdio:!Z

2
<
1

kS <
Produto {7
né& origem: 4 né origem:4
né destino:d néd destino:&
COrga transportada:40 Carga transportada:da
carga néoc transportada:o cargae n&c itransportadad

cust o 120G
tipe de vaygliol®

cusla tB2VO
tipo de vagio:@z

né ortgem:S
né destinoe:! o

nd ortﬁam:ﬁ
nd desiinei: g

carga transportadaiSBo . carga transportadal’o

carga ndo transportada:o

custo 1250
tipo de vagdo:z

carga hic transportadalo
custol S0
Lipe de vaglo!z
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Tabela B.1 - Doados dos arcos do Exemplo & . capitulio &
. no né capac. custos dos grodutos (§2
arce origem dest.{(tons. 2 i e 3 ] & & 7 & & 10

1 1 14 10% 11 1+ 01 1 1 1 1 11

2 1 51 10% 10 13 21 21 21 10 2t 10 20 &1

3 z 2o 10* 51 45 B7 B6& BB 47 57 45 57 56

4 2 70 10* 100 78 88 101 102 102 102 103 104 103

S < 132 10% 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
& 3 17 10% 21 23 283 23 283 23 23 23 23 23
7 3 632 10° o 0o 0 © © © © ©0 © o
& 4 16 10* 4 4 4 4 4 4 4 4 7 4
o 5 58 10% 650 556 55 BE B85 58 76 45 88 76
10 & 84 10* BI 54 B4 B4 B0 B1 45 B1 45 61
11 7 B2 10* 30 3 27 32 3 B2 3> 32 32 32
12 7 50 10* 32 32 28 22 3@ B 32 Iy I3 33
13 8 39 10* 100 111 111 116 119 118 110 109 108 100
14 8 &1 10* 30 B4 45 45 48 BB 56 85 Be 48
15 el 16 io* 16 18 18 2 17 1B 16 18 10 1G
18 o &6 10* 11 17 13 10 13 13 14 12 14 16
17 g 70 10* 4 4 2 4 5 B B 5 B B
18 10 a6 1 0% 2 11 12 2 1z 12 iz 12 12 12
19 10 36 10% 7 11 12 7 10 11 10 12 12 12
20 11 32 10°* B3 3C 30 B2 43 43 B3 3¢ B3 B3
21 11 53 10* 1 1+ 1 9t 1 1 1 1 1 1
ez 11 84 10° 77 121 121 1281 1280 1283 183 1283 187 184
23 12 25 10* 120 123 121 1283 132 132 132 130 132 130
24 12 a7 10% 33 3 34 32 32 3= 28 32 34 38
25 13 82 1 0* 45 B85 65 21 61 65 54 65 B0 65
26 14 24 10* 33 B3 43 B4 63 BY B3 63 B 61
=7 14 78 104 100 123 123 123 121 123 123 123 1283 1223
o8 15 A8 10* 18 41 32 42 42 42 32 42 42 34
20 15 80 10* 1@ 38 21 32 32 32 32 34 34 34
30 15 86 10* 61 BO 77 67 85 8BS 67 87 86 65
31 16 18 10* 43 48 45 43 45 40 45 43 BO 34
32 17 71 10* BS 72 74 B4 70 T4 71 B4 TR OB
33 18 8 10* 43 30 B4 34 40 43 43 43 42 32
24 16 21 10* 23 42 A3 44 43 43 45 4B 45 21
35 26 21 10* 21 32 20 30 3 21 32 32 30 2t
36 20 71 10* 18. 76 80 BQ 78 76 76 B8BC 78 56
a7 ze 23 10% ¢ 8 © © @ © © © ¢ o
38 23 88 10* 63 B4 58 5S4 BY 54 53 54 63 54
3¢ 24 58 10% 23 23 102 102 101 103 102 100 88 100
40 25 58 10% t 1+ 1 1 1 1 1 1 101
44 26 27 10* 3 8 7 @ =8 © 2 @ © o
4z a7 58 10* 85 B8 7O 7&E VO 7B 70 B8 B5g 76
43 28 30 1&2 37 B0 55 B4 B4 54 B0 B4 53 55
a4 28 40 10 & B 65 B B B 6 B 6 4
45 2a 65 1@1 4 3 4 2 4 4 4 4 4 4
45 30 65 10 & & 3 1 =3 4 =3 3 =B 3
47 30 83 10: 54 54 B9 B0 B0 50 54 54 B0 56
48 31 52 107 133 183 134 134 134 140 145 130 143 144
4G 31 e 10 32 32 2¢ 32 32 32 32 32 32 32

1e8




Continuvacdo da tabela K. i

T, s né capoc. custos dos produtos (%2

arco origem desi.{ions. 2 i & =3 P & & 7 8 & i0
50 31 73 10* 132 110 111 111 80 110 119 108 119 110
£51 32 76 10* 55 65 56 71 46 74 7O 6% 54 B
52 as 75 10* 7 TE 78 71 7C B9 7T 76 78 7O
53 33 7 10* 135 151 140 132 1382 134 150 147 145 1851

* B4 34 86 100 12 100 88 104 108 OO 100 102 104 109
55 35 4z 104 22 23 13 =23 B2 238 23 83 21 &3
56 35 74 10* 14 10 8 12 13 13 13 12 14 14
57 36 87 1 0% 12 21 11 21 16 21 =21 12 21 20
58 37 87 132 17 13 18 14 12 13 14 13 13 186
59 38 &7 10 7 &8 4 4 B 7T v 4 6 7
B0 38 83 10% T 1 4 1 01 1 1 1 11
&1 40 B0 10* 2 4 3 B 3 2B 4 4 3 4
62 41 B0 10* 120 120 89 ©C 120 117 120 121 112 113
63 4z 50 10* 23 24 23 21 82 23 23 23 23 23
64 43 &1 10: 3z 37 3[4 B4 B4 B2 B2 3z 34 34
65 43 81 10 ¢ 7 11 © @ £ 8 © @ 10
&6 44 490 10% 12 © 17 1& 14 12 14 12 13 12
&7 44 81 10* 23 21 28 23 23 28 23 21 83 22
658 45 46 10* B4 B4 40 54 48 4B B4 34 45 B4
59 45 57 10* 34 3= 86 34 IS 32 37 23 32 34
70 47 66 10% 31 3 20 3B 32 B2 3B 24 33 33
71 47 86 10* 57 B3 30 56 BO 54 53 56 B4 58
7z 48 56 10* 10 19 17 19 18 17 17 18 19 19
73 49 a5 10* 3z B4 43 43 B4 43 45 43 B3 40
74 80 78 10: 100 11€ 117 87 108 87 118 108 180 180
75 51 e 10 40 38 35 B4 34 Zz 38 3G 40 32
76 53 85 jo* ¢ © © © € & © © @ 10
77 54 57 10* 20 B4 28 28 &7 21 24 25 2z 23
s 54 85 10% 27 27 31 27 30 30 28 24 21 21
70 55 B2 102 13 14 14- 13 13 13 13 18 12 13
80 55 80 10 3¢ B8 3G 41 41 28 40 41 38 23
81 56 64 10% 44 48 4B 34 B1 48 BO 43 45 51
a2 57 62 10“ 18 21 21 21 &1 21 21 &2 21 2
83 BO 659 102 8 4 4 4 1 4 4 4 4 4
84 64 17 106 15 13 1% 13 13 15 14 13 12 13
a5 68 74 10% 176 180 165 160 176 170 176 132 176 178
86 69 82 101 47 42 32 41 B8 38 32 32 42 32
87 73 a7 10 21 26 23 23 &7 22 24 23 23 24
88 76 70 10 65 5 4 3 4 B B 4 B &
80 76 84 10% 181 176 134 177 176 175 176 176 167 183
oo 76 a8 10* 43 42 B4 B34 42 43 44 32 32 44

* o1 8 83 100 B4 65 B7 7B S8 87 67 88 43 OO
o2 14 1 1 0% 1 1 1 11 1 1 1 5 1
o3 51 1 10* 10 13 21 21 21 10 21 10 20 21
o4 2a 2 10% 51 45 57 B8 BB 47 B7 45 57 56
o5 70 2 192 100 78 88 101 102 102 102 102 104 103
o6 13 3 107 i 01 1 1 1 1+ 1 1 11
o7 17 3 10% 21 B3 23 83 83 =23 23 23 23 23
o8 63 3 10 c © © ©o © ¢ o6 o o 0

l1ae




Continuagéo da tabela B.1

. no i Capac. custos dos produtos ($2

arco origem dest.(tlons. 2 i & k] 4 & & 7 & & io

.

oo 16 4 10 4 4 4 4 4 4 & 4 3 4
100 58 5 10* B0 56 B5 56 685 H8 76 48 B8 75
101 84 & 10° 51 B4 B4 B4 B0 B1 45 61 48 81
102 52 7 10* 3 = =27 32 2L ZE I 3= 3B 3R
103 50 7 10¢ 32 3\, 28 23 B2 I 3@ 32 33 33
104 3¢ 8 10* 100 111 111 116 11€ 118 110 109 108 109
108 &1 & 10* B0 B4 45 45 45 56 B8 56 56 45
1086 16 o 10* 10 19 18 23 417 18 18 18 19 19
107 &6 o 1o: 11 17 13 10 123 13 14 12 14 18
108 7C = 10 4 4 =2 4 B B B B 5 &
100 26 10 10: 2 11 12 2 12 12 12 12 12 18
110 36 10 10 7 141 12 7 410 11 10 1z 12 12
111 32 11 102 23 30 30 B2 43 43 B3 30 53 53
112 53 11 107 + 1+ 1 1 1 1+ 1 1 1 14
113 84 11 10% 77 121 121 121 120 123 183 123 1287 124
114 25 12 107 120 123 121 123 132 132 132 130 132 130
115 37 12 107 33 3G B4 B[ B2 32 28 3& 34 32
1186 82 13 10 45 65 65 21 61 65 B4 BS B0 65
117 34 14 10* 33 B3 43 54 63 By 63 63 61 51
118 78 14 10% 100 123 123 123 121 123 123 123 12823 123
110 48 158 10 18 41 32 42 42 482 3= 48 42 34
120 80 153 10: 18 32 21 312 32 32 32 34 34 34
121 86 15 10 BL 80 77 67 85 86 67 &7 865 685
122 18 16 10* 43 48 4B 43 45 40 45 43 BO 34
123 71 17 10* 85 72 74 B4 7O T4 71 B4 73 75
124 88 18 10* 43 30 B34 34 40 43 43 43 42 32
125 21 16 10* B3 42 43 44 43 43 45 45 45 21
126 21 20 10% 21 3 20 R 32 &1 32 38 30 21
127 71 20 10% 18 76 80 Sg e 6 746 80 78 BB
128 P 2z 10: ¢ € ¢ © e &8 @ & © @
129 as 23 10 63 64 58 54 B7 B4 63 B4 63 B4
130 B8 24 10% 23 23 102 102 101 103 102 100 88 100
131 58 25 1oj 1 1 1 1 i1 11 11
132 27 26 10 2 8 7 © & © 2 © & €
133 58 27 102 65 B8 70 THE TO T6 7O BS B8 76
134 30 28 107 37 B0 B8 54 B4 B4 BO B4 53 55
135 40 20 10 & 5 & 6 6 6 6 6 6 4
136 B5 2¢ 10: 4 3 4 2 4 4 4 4 4 4
137 655 30 107 2 2 2 1 3 4 3 =3 3 3
138 83 30 107 54 54 50 60 B0 B¢ 54 54 60 56
13g 52 31 107 133 123 134 134 134 140 145 130 143 144
140 7 31 107 3z 32 29 32 35 82 32 32 3B 32
141 yac) 31 107 132 110 111 111 89 119 119 108 118 110
142 76 32 10% 55 65 56 71 49 74 70 6% 5S4 50
143 75 33 107 76 7B 78 7L PO B 77 P& T8 79
144 77 33 10 135 151 140 132 132 134 180 147 145 151

*1 45 865 34 100 12 100 88 104 100 OO 100 102 104 109
146 42 35 10% 23 23 13 23 23 23 23 23 21 23
147 74 35 10 14 10 8 12 13 13 13 12 14 14

130




Continuagdo da tabelo B i

C oy neé Tuls COLAC . custos dos produtos (B2

arce origem dest.{tons.2 b & = &4 5 & 7 = LI B
148 a7 36 10% 12 =21 11 &1 1@ 21 21 12 21 20
149 87 37 10: 17 12 18 14 12 13 14 13 13 16
150 67 38 10 v 6 4 4 B 7 7T 4 & 7
151 3 38 10* 1 1 1 1+ 1 1 11 11
152 o) 40 10% 3 4 3 3 3 3 4 4 3 4
153 50 41 10* 120 120 8¢ 9O 1280 117 120 121 118 113
154 59 42 10°¢ 23 24 23 21 23 B3 283 =23 23 23
155 &1 43 3z 37 B[4 B4 B4 B2 32 32 B4 34
156 81 43 e 7 11 © @ 8 8 © 8 10
157 40 44 12 © 17 12 14 12 14 12 13 13
188 a1 44 3 2l 23 23 23 23 23 21 22 a2
150 4B 48 T4 B4 40 B4 45 45 54 34 45 54
160 57 45 34 32 365 34 IS B2 37 23 32 34
161 66 47 21 3 B0 31 32 32 35 34 33 33
162 86 47 B7 Bg 30 56 8O B4 53 55 54 58
163 56 48 1¢ 19 17 19 18 17 17 18 19 19
164 a5 49 32 B4 43 43 34 43 45 43 B3 40

100 119 117 87 108 87 118 108 120 120
46 38 3B 34 34 32 30 368 40 32
> G & 1> & g @ o g 10
20 24 2B B8 27 21 24 2B 23 23

188 78 50
166 72 51
167 85 53
168 &7 54

16¢ 85 54 2¢ 87 3 27 3 30 28 24 =21 21
170 &5z 855 13 14 14 13 13 13 13 18 12 13
171 80 55 B 38 3G 41 41 38 40 41 32 223
172 64 56 44 48 4B 34 81 48 BOC 43 45 ©l

ig8 |81 a8 21 21 21 &1 &#r a1 &4
C: 4 4 % i 4 4 4 4 4

172 &6z a7
174 BG &0

%‘MldhigzgpféF‘HFQP*HPAPiMIAFJP*%*HrébéPiéle
OO CO D000 s ReNeNe
&a&&&bﬁ&&&%%&&%A%%ﬂ%%%%ﬂ%ﬁ%

175 17 G4 1% 13 13 13 13 18 14 13 12 13
176 74 68 176 180 168 160 176 170 176 132 176 178
177 8z 850 42 42 BE 41 38 38 32 3@ 42 32
i17e g7 T3 21 26 B3 23 87V 23 24 a3 23 24
17¢ 7E 4= £ L& 4 3 4 5 & 4 & &
180 84 Fds 181 476 134 177 176 176 176 176 167 183
ig1 2a G A3 42 34 34 42 43 44 3Bz 32 44
%] 82 83 8 100 54 65 67 78 8 87 67 88 43 OO

Tabela B.& — Arcos artificiails gerados para o exemplo £ , cap. B

e, no ré . nG nd LU s ridh
arco origem dest. arco origem dest. arco origem dest.
182 1 gy ied =] 8O 19 17 859
184 2 89 1oz 10 89 200 18 a2e
188 3 89 193 i1 28g =01 19 89
186 4 8 1894 i2 89 =02 =0 2o
187 5 289 198 i3 820 203 21 LE
i88 s 8g 196 i4 89 204 =2 20
igeg 7 80 197 18 89 208 =3 280
180 & 8 198 16 89 208 =4 80
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Coniinuacdo da tabela B. £

LU e né LU, ne T TV e 7o)
arco origem desi. arce origem dest, arco origem dest.
207 =8 =1e] =58 TE =20 30% a0 i
=08 26 84 280 77 84 310 82 40
208 27 84 260 78 89 311 8 41
=210 28 89 261 7S 80 3z 82 42
211 28 29 262 8C 89 213 B 43
212 30 82 263 81 89 314 8 44
212 31 89 =684 22 80 28 86 C48
=214 32 89 =65 83 86 216 89 46

; 218 33 80 266 84 29 a7 80 47

% 216 24 89 267 85 Ba e 80 48

: g 38 B8S 268 86 1] 3le 20 49
218 36 86 269 87 L3 1o 320 820 50
219 37 89 270 8 89 321 20 54
220 38 2] =71 849 i 3=E 280 852
=21 3 89 =7 20 o 323 280 5z
PPl 40 85 =273 B2 3 324 20 B4
=23 41 a8 274 20 4 325 8C 58
ek 47 84 =75 8% 5 326 89 Lol s)
pte] 43 80 =7E 89 & 227 8¢ BT
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