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Apresentacao

bEste trabalho apresenta um estudo das
diversas variacSes de métodos de ponto interior para
programac3o linear surgidas a partir da divulgacdo do
algoritmo polinomial desenvolvido por Karmarkar. Discute
também os aspectos mais importantes para uma implementaclo

eficiente destas idéias.

0 trabalho original de Karmarkar deixa
conceitos como variadveis duiais e canalizaglo em aberto e,
principalmente, o que diz respeito a implementagio
computacional do método. Posteriormente, estes pontos foram
desenvolvidos independentemente por uma grande gquantidade de
autores., Parte destas pesquisas - & aqui com: i1ladza e

comentadsa .

E dada éEnfase ap estudo da variante
denominada afim, destacando-se diversos pontos relevantes
entreluﬁ quals varidveis duais, canalizadas, solucl3o inicial
e criteério de convergéncia. Esta variante .foi implementada
em suas formes primal e dual, uti}izanéd técnicas modernas
na resoluc8o de sistemas lineares tais como: representaclo
esparsa das matrizes, decomposicio, reordenamento da matriz,

atualiza¢3o da decomposi¢3o e métodos iterstivos.



Uma compavacio com o todigo MINDS para virios
problemas mostrou que este método compete favoravelmente com
¢ algoritmo simplex e, nas concliusbDes, aponta-se tipos de
problemas onde pode ser wantajoso utilizar o simplex ou um

método de ponto interior .
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Capitulo i

Historico

1.4 Introduclo

As técnicas de otimizagsSo vém sendo cada wvez
mais utilizadas como ferramentas auxiliares nos processos de
tomada de decisBes. Estas técnicas buscam a solu¢lo de
problemas nas mais variadas areas, atraveés do
estabelecimento de um modelo matemdticeo que contempla ums
fun¢3o objetivo e, em geral, um grupo de restrigdes. As
tungbes objetivo proturam minimizar custos, maximizar
lucrqs, aumentar a eficiéncia e obter melhores pontos de

operac3c para o sistema, entre viarias outras.

A programacidc linear e a técnica de
ptimizacdo mais utilizada {(uma estatistica da IBM de 1970
estima o tempo de utilizacBo de computadores em aplicacSes
cientificas &é programacic linear e técnicas correlatas em
25% do total [471) devido a robustez e eficiéncia. de seus
algoritmos e ao grande numero de problemas que podem ser
modelados desta forma. Os campos de aplica¢So desta técnica
s80 tantos que ela chega a ser considerada como um dos mails
destacados avangos cientificops da segunds metade do século

{471. Come exemplo de dreas de aplicaglo, pedemos citar:



transporte de materiasis, atribuigio, alocs¢do de recursos,
planejamento da operacio de sistemss. caminho minimo, {Fluxo

maximo e otimiza¢Bo de mistura [98,2413].

Outro ponto a ressaltar sobre as técnicas de
programa¢3o linear é a facilidade de se exercer uma andlise
de sensibilidade na solu¢Bo otima, mostrando a wvariagdo no
comportamento da solucBo em funcio de alteracbes em qualquer

pardmetro do problema.

Um problema de programac3c linear (PL) pode

ser estabelecido matematicamente na "“"forma padric”:

(P Min ¢x
& a. fx = b
K28

Onde A € uma matriz de m linhass por n colunas

& 0os vetores u, ¢ e b tEém as dimensdes correspondentes.

& forma psdrio € a maneira mais usual de
apresentar um problema linesar, inciusive por ser esta a
representacio com a gual trabalha o algoritmo simplex. No
entanto, aliguns dos noveos algoritmos de ponto interior

trabalham com outvras representagbes.



1.2 Algoritmo Simplex

Desde o inicio, o meétodop simplex tem sido
utilizado como a vprincipal ferramenta de resolugioc de
problemas de programag3o linear, devido a suz extelente
performance ¢ a facilidade de anadlise de sensibilidade do

resultado quando € modificado algum componente do problema.

0 conceito tedrice por traz do simplex @&
expresso pelo teorema fundamental da PL: Dado um problema na

forma padr3oc (P), onde & tem posto m, entfo:

(i} Se existe uma solugdo Ffactivel, entBc existe um
vertice {(solucio basica) Ffactivel;
(ii) Se existe uma solucioc otima factivel, ent3o existe

uma solucio basica Stims factivel.

0 metodo simplex foi desenvolvido ;cﬁ bage ne
teorema fundamental da PL [243, da seguinte forma: a partir
de uma soluglo bdsica factivel, o método passa para outra
soluc3o bdsica vizinha com valor de fung8oc objetivo melhor,
até que a soluclo dtima seja encontrada. DescricBes mais
completas do metodo, com discussdo de detaihes de
implementacdo, podem ser encontradas em inumevos bons livros

{e8,58,721.



Embora o simplex tenha um bom desempenho na
média £58,728], ele tem complexidade exponencial, neo pior
casc, parm toda regra de escolha da variavel aque entra na
base conhecida [73,841. ¢ preciso lembrar que um algoritmo
com complexidade exponencial no pior caso nic é
necessariamente menos eficiente que um algoritmo de
complexidade, no pior caso polinomial, em situagles que nBo
o pior caso. Em geral, a complexidade no caso médio fornece

mais informaclo, porém ¢ mais dificil de calcular.

0 método simplex é citado na literatura £923]
como um bom exemplo do cuidado exigido na interpretac8o da
anilise de complexidade de algoritmos. Embora ele tenha
complexidade expoéencial no pior caso, a sus performance
média (empirica) € aceita por muitos autores como polinomial
[{58,783. Recentemente foi demonstrado que o simplex tem
conveg@ncia média polinomial c&m o nidmero de colunas e

linhas . Um levantamento destes resultados € feito em £73.923.

A dimensEo dos problemas onde se aplica a PL
vem crescendo ac longo dos anos, degradando o desempenho
médio do simplex. Este fato., aliado a sua complexidade
exponencial no pior caso, Jjustifica =2 procura de um
algoritmo de PL que seja polinomial no pior caso e, aleém
desta caracteristica, tenha ums convergéncia média capaz de

competir com o simplex.



1.3 Método dos Elipedides

0 primeiro algoritmo onde se¢ demonstrou  que
0% problemas lineares podem ser resclvidos com complexidade
polinomial. no pior caso, foi o metodo dos elipstides
desenvolvido por Khachixdan [543 No entanto, gste algoritmo
teve pouca receptividade por ter obtido resultados piores
que o simplex nos testes realizadous por wvarios grupos
independentes, além de apresentar problemas de instabilidade

numerica [i2,731.

0 método de Khachiyan, apesar de Seus
resultados pouco ahimadores, tege o mérito de despertar a
polémica da existéncia, ou n3p, de um algoritmo de resoluco
de problemas de PL, com cemplexﬁdade polinomial, gque tenha

performance na pratica competitiva com o método simplex.

1.4 Pontos Interiores

Em 1984, Karmarkar [52] divulgou a existéncia
de wum algeritme, baseado em pontos interiores, de
compliexidade polinomial, no pior casoc, ainda @menor que o
meétodo dos elipsdides. Na mesma ocasifp, mencionou que =

implementacio por ele wutilizada teris uma performance

superior ao simplex.



Pouco depois [53], o método foi publicade,
embora deixasse muitos pontos em aberto e fizesse algumas
hipdteses para o cdlculo da complexidade, que dificultavam a
implementacio. A reserva na apresentacloc dos resultados
tedricos e detalhes de implementacSo, foi justificade pelo
fato do programa ser propriedade da ATET ~ mas nEo s6 ele,
como também a suposta propriedade sobre os teoremas
matemdat icos. Recentemente, tornou-se corrente que uma das
versBies deste método jd era conhecida desde 1947 (2461 e
mostrou~se que esta wvers3o pode ser vista como uma
especializacio de meétodos nio lineares {"homotosy

techniques) para problemas lineares [643.

Vidrizs implementacBes, feitas a partir das
idéias de Karmarkar, n3io conduziram de imediato 2 resultadoes
conclusivos sobre a eficiéncia do algoritmo. No entanto, a2
discussio sobre a eficdcia do método incentivou o surgimento
de uma grande quantidade de pesquisas sobre métodos de
pontos dinteriores. Alguns destes métodos serSc discutidos no

provimo capitulo.

Gill e outres {343 apresentam 28 primeiras
experi@ncias computacionais indicativas de que as idéias de
Karmarkar poderiam levar a algoritmos t&o {ou mais?

eficientes guanto o simplex. Logo em seguids, Adlier,



Karmarkar, Resende e Veiga [01] desenvolveram uma wvariante
do metodo de pontos interiores, que trabslha com a3 forma
dual e usa transformadas afins para reescalar as variaveis
do praoblema. Juntamente com o algoritmo, foram apresentados
resultados de testes realizados com uma série de problemas
classicos que permitem comparar o desempenhe do meétodo
implementado com o© coHdigo simplex Minos 4.0, Estes
resultados confirmaram a competitividade do método que

gbteve melhor desempenho na maioria dos probliemas testados.

Mais recentemente, Vanderbei [8@] mostrou Gue
muitos dos metodos, inclusive o tratazmento de variaveis
canalizadas, poderiam ser obtidos de um algoritmo baseado em
uma formulac8o mais geral de PL. Diante do grande nimero de
variacBDes de metodos de pontos interiores surgidos, foram
feitas algumas tentativas de classifici-los, considerando a
transformagdo, fun¢ldo objetivo e calculo da direc3o [490,487.

A taxionomia wutilizads € 2 meswma proposta por Hooker [4873.

Barnes, Chopra e Jensen (@71 propuseram a
utilizac3o de centragem como um objetivo de diminuir o
numero total de iteracbes dos meétodos de ponto interior. A
utilizac3o de iteracdes continuadas proposta aqui também se

zplica dentro da linha de tentar obter um menor ndmero de

iteragBes.



Além das diferencas conceitusis, existem
inumeras alternativas aquante a0 perfil tecnoidgico da
implementacioc, tais como tratamento da esparsidade,
estrutura de dados e decomposicB8o usada na resoluglo do
sistema linear (LU, @R, LLt, Loy, atualizscio da
decomposigic, reordenamento, métodos iterativos (gradiente
conjugado pré~condicionado), ou ainda o calculo aproximado

da direcao. Estes aspectos serio discutidos no capitulo 3

deste trabalho.



Capitulo 2

Métodos de Ponto Interior

2.4 MotivagBoc Ceométrica

0 método simplex pode ser visto como uma
SucessSo de passos sobre as arestas do politopo gerado pelo
conjunto de restrigfes. O fato de caminhar pelas arestas
determina B sua possivel performance exponencial no pior
caso devido ao ndﬁero combinatorial destas. Parece 1ldgico,
portanto, que um método eficiente baseado en pontos
interiores deva trabalbhar t3o 1longe das arestas quanto
possivel para realizar um passo de bowm tamanho (figura 1). A
idéia bdsica dos wmétodos de pontc interior, surgidos a
partir do caminho apontado por Karmarkar {533, consiste enm
fazer uma transformacdo que leve o ponto atual ao ‘“centro”
{no sentido que todas as varigveis faﬁhgm o mesmo valor? do
politopo de restricSes factiveis. Para realizayr esta
transformacio, € necessdric que o ponto seja estritamente

interior ao politopo.



N\
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Figura 1.

Uma vez feita a transformacBo para um ponto
central, determina-se uma diregio factivel (gradiente da
funcdo objetivo projetado no espago nulo da matriz de
restri¢des) de melhora da fung3o, a partir do vetor custo do
problema. Encontrada a direcBo, € feita a transformacio

inversa para obter a nova solu¢foc no problema original.

€ necessario que o novo ponto também seja
estritamente interior ao politopo para que = proxima
iterecBo seja realizada. Paras isto, a2 maioria dos métodos
gncontra o tamanho méxima do passo para manter o ponto
factivel e o encurta em uma peguena percentagen. ﬁa pratica,
trabalha—se com passos da ordem de 90X do passo mEximo.
Também € necessdario para 0 calculo da direc3oc que o posto da
matriz de restrig¢des Amxn seja m. Esta condigBo € suposta

verdadeira 20 longo de todo este trabalho.

£.2 Métopdo Primal Afim

i@



2.2.1 Desenvolvimento do Algoritmo

Este n3oc foi o método desenvelvido por
Karmarkar, no entanto, optamos por apresentd-lo inicialmente
por dois motives: primeiro, por trabalhar com a forma padric
(P) de um problema de PL; segundo, porque a deducioe, aqui
utilizada, permite uma vislo unificadora do método simplex
com diversos métodos de ponto interior. 0 fato deste wmétode
trabalhar com a forma padrio também mot ivou 2 sua

implementacio.

Este met odo foi desenvolvido
independentemente por wvidrios autores [046,18,19,24,8B13. A
deducB30 vista a seguir foi feita primeiramente por Dikin

C2é1.

0 método € fundamentado na minimizac3o dos

desvios da condigic das foligas complementares. Considere o

PL .
{P} Min ¢x e seu dusl (D} Max by
58 Ax = b saﬁtsi‘-‘c
%z e ¥ livre
FPelo teorems das folgass complementares, 5@

. 3 . & L . .
existirem dois pontos X e w , respectivamente primal e dusl

. i . * = Ll + va .
factiveis, teris que x (¢ - ﬂ%s} = @, entBo u g otimo dgo

11



® L,
primal £ ¥ e otimo do dual .

. R -3 L.
Vamos definir y o wvetor que minimiza

rt(s).}'(s) onde ¥{y) € o vetor dos desvios da condic3o de

folgas complementares:
Y{uy = Ble -~ ats) Onde D = Biag(xi,...,xﬁ>

e X um ponto factivel do primal.

No ponto dtimo, pelo teorema das folgas comp lementares,

t 3
xi)a—bﬁi5=ct e xif-'ei—&.&s(c.‘

assim, {(4) = @ na otimalidade.

0 gradiente de rt.r = {Dg - Dﬁtsk"{{)c - Dﬁtsk ¢ dado por:

2¢-Dat ' (ne -paty)

No ponto dtimo, ?(ytr} = ® ; logo:

-a0®c + ap®a'y = @

y = (ADPA )Y anc

& partir da estimativa das wvarisdveis duszis,

k “ L t
¥ , talcula-se o vetor "custo relative” © = ¢ - Ay e uma

direciao descendente factivel obtida por um reescalamento

(Factivel) e troca de sinal (descendente) do vetor custo

relativo:

A partir da direcBo calcula-se ¢ novo ponto

ig



de maneira anidloga a utilizada pela maioria dos métodos nio

iineares

k+i k
o = w4+ &gz

Esta direcio € descendente pois:
e e = (b - gapcc - Ay =
c't’c - 'DPA'y + yiar®c - apA'y)
Substituindo peloc valor de y obtido acima, vem
rtw}-r(s) = c‘m"c - sfa‘sa = ctnt? = -r:g'ttx
cowmo ytcg).r(s) > 0, cldx ¢é negativo e

t k+i k t t k+i t k
C(x ~x) = acde { @ = ¢ » { ¢H

€ fdcil também, verificar que dx & ums

dire¢8c factivel pois:

Adx = -AD°c + AD°A'w = -alfc + Alc = @

Encontrada 2 direcBo, o© tamanho wmiximo do

passc € dado pelo primeiro componente de x 2 s2 anular, ou
sgja.
. x 3 k
o = f2 Min ( ~xj/dxjt.q. dxj { @ 3 7€ (¢,1)
Dikin [26]1 mostra que a = § / HBd=i SEMETE

manteém o ponto factivel, embora este procedimento enm geral
obtenha valores muito longe do passoc maximo permissivel na
iterac8o (nossos experimentos mostraram que isto aumenta, em

muito, o numero de iteracBes). Dikin também mostra um

i3



algoritmo baseado nos wmesmos principics discutidos neste

. . . . g - -
item para minimizazr funcdHes guadraticas.

A partir dos conceitos acima, pode-se recumir

o zlgoritmo primal afim {A4) apresentado & seguir:

Seja xo. um ponto inicial factivel,
e e (@,1)

faca k « @

e Repita
B <« ﬁiag(x*,...,x“) AL 1
g « cap"a) *an’c AL .2
Tec - ay a1.3

Al dx « - D¢ | a1 .4

a e Min U - /dx toa. de €@ ) ALS
W E 4 adx AL 6
k « &k + 1

 até convergir

Deve- se observar que dois pontos ainda estio
gm aberio com vrelacd3o a este algoritmo:
1) Obtenc30 de um ponto interior inicial;

2) Critério de convergéncia;

Chandru & Kochar £i9] sugerem, como critério

de convergéncia, a wverificacio das condi¢Bes das folgas

i4



complementares, ou seja, C 2 ® e iy) = @ Existeem, no
entanto, outras possibilidades de critério de convergéncia.
Estes critérios serfo discutidos em item especifico. Note
que, como estamos em um ponto estritamente interior, os
¢ritérios devem ser atendidos em uma dada tolerfncia. O
aspecto de obtencic de um ponto inicial factivel também sers

discutido em um item especifico.

Embora 8 dedug3c do algoritme nSc tenha
utilizado o0s conceitos geométricos vistos no item anterior,
€ fdcil wverificar que a wutilizac3o das idéias ali
apresentadas leva ao mesmo algoritmo, [811. Em particular, a
direcdo obtida no algoritmo € a projec8o do gradiente da
fun¢3oc obJjetivo do probiemé transformado no espago nuloc da

matriz (Adx = &) .

2.2.2 Uma Vis3o do Método Simplex

Chandru & Kochar [19] mostram gue este método
com uma pequena altera¢lo, quando aplicado a uma solugio

inicial basica, equivale 20 método simplex.

, k .
Eeja » uma soluc8o bdsica {logo, nio
interior) e considere a parti¢io I,J entre as variiveis

. ” . . k r Ey 7
basicas e ndo basicas, assim x = [ ,x J e A = [A fa” 3

i5



Utilizando também a partigBo I,J em D, tem-se
lfe
D= [@ﬂ"} onde O = @

Calculando as variaveis dusis wutilizando =
$érmula desenvolvida em £.2.1 (passo a1.2) do algeritmé
temps:

y = (A'O D" + a’em":‘)‘"m’sfc’ + aec”s

gy = (A D% (A )"A‘ﬂfc‘

A aplicac¢So direta de A#4 2 uma base fornece

uma diregdo (dx) nula portanto, escolhe-se uma variavel Xy

~ *
com ¢ { © para entrar na base, fazendo _Q” = & (numero

. Pequeno positivo) assim, aoc aplicarmos o algoritmo, teremos:

i

o R ~4 . e b -
. € B 's - 2 .
e Ty R T T e £a Elcz + £ cgﬁ 3

i + & (4 B "4
1.2 5
Onde B = @& Bxﬁ , também foi utilizadas a

formula de atualizac3o de "rank” 1 da inversa (apéndice A).

f partir da formula acima, pode-se mostrar
que, com algumas simplificacles temos:
y = (A e + o A"
onde & = e = Ts { @, pois 2.( 0.
1 + &2a") p A" 4+ tzypt

ié



do recaliculzrmos © tom 0 0 novo wvalor de 2y

teremos -

A direcio dx fica:
dut = gze{gx}"’g'
dxam -&'ze
Jes

g = @, Poisﬂg=ﬁparajﬁd.j*s

Note também que novamente Adx = @.

Utilizando 2 = § para o cdlculo do tamanho do
passo teremos um procedimento andloge ao pivoteamento no
passc Al .6 do algoritmo pois, apenas uma varidvel nSo basica
se modifica'(dz ) @) e o tamanho do passu ¢ determinado pela
primeira wvariavel biasica a se anﬁlar (bloqueic) levando a
uma nova solugfo bdsica. Note gue a redefinig3o de D: altera

I

L3 +
‘d*Ae d_mas mantém as outras componentes nulas. Observe

também que a direcio taiculada nic depende de D:. De fato

poderiamos escrever d: = i e di = ~<ézf1é'.

Pode-se concluir que tanto o método simplex
quantoc o primal afim procuram um ponto dtimo através da
minimizag¢@o dos desvios da condiglo das folgas
compiementares. 0 simpiex wvia solugBo bidsica; o© método

primal afim via pontos interiores.

i7



2.3 Métade Dual Afim

0 algoritmo primal afim tem umz desvantagem
do ponto de vista computacional: o cdlcule da direclo (d=}
implica necessariamente em erros de arredondamento,
resultando que a relaclo Ax = b nlo seja estritamente

verdadeira. Isto pode causar problemas de convergéncia.

0 método dual afim proposto por Adlier
Karmarkar, Resende e Veiga, (011 busca resclver este
problema. A dedug3o do método em [01] ¢ diferente da
apresentada  agqui, novamente baseada na minimizac3oc dos
desvios das folgas complementares. No entanto, Adler e
outros (@13 assinalam alguma semelhanca no cilculo das
varidveis duais em seu trabalho, com o utilizado por Chandru

& Kochar [19].

Considere novamente o0s problemas (P} e (D).
Supondo que ambos tenham soluglBo dtima finita, sabe-se que o
velor da soluglo dtima seri o wmesms, e <que qualquer delas
pode ser obtida a partir da gutra (xﬂ,s*). Portanto, basta
resclver um dos problemas para obter a solugloc de ambos. No
item anterior vimos um algoritmo que resclve o problema (P).

Veremos agora 2 versio deste algoritmo que resolve (0}

ie



Primeiramente introduzimos

8% varisveis de
folga v, obtendo uma formula¢So equivalente para o dus?l.
Bssim,
2 .
{D} MAX by + b'v
sa A}3 + Vo= g
vz2e
Y livre
onde b’ = @
Peia condi¢30 das folgas complementares, no Ppnto otimo:
K’(c - ats‘) = @ ==h x‘v"—- e
Seja y(x) o wvetor dos desvios das folgas
compiementares:
y = D'k onde D = Diag(1 / v,,...,1 / v )

A definig30 de D desta forma (Bi = 4 / v,) se
deve a uma padroniza¢lo de notagBo, pois no resultado final
teremos novamente um sistema lineay com 3 metriz nz  forms
ap®a’ (com a definiclo ﬁ: = v teriamos an ety .

Analogamente 2o primal afim temos:
w =

i
ArgMin ¥ (xy ()

sa Ax = b

19



ou seja,

k -
X = ArgMin |b 'x|®

sa Ax

i
v o

0 Lagrangeano deste problema é dado por:

2

Lix,2) = (B 50 ™ x) + b =~ and

a solugBo Stima & dada pelo sitema:

{ a0t hE - At = o

k
Ax = b
ou seja,
k iz 1
X o= 'é'ﬂ a A
A = 2(aD%aN 7y

lego,

X = pPatcar®al) iy

0 custo relativo € dado por:
£ =b - fw = @
&

]
©
i
=
x
i

¥

Reescalando B’ temos:

L .
Uma vez que v = ¢ - A4 temos também sue
calcular a direc8oc das varidveis duais % ge¢ forma a menter a

factibilidade, assim:

Vv + Qdv = ¢ - 9‘(3 + Ody)

2e



dv = —Qiéy
"szx = *—’Q{ﬁy
K o= ﬁzﬁtay
Substituindo x por seu valor obtido acima temos:
D*a (ar”a b = DRatay
an’a' (an®a' )y *p = AD”A‘dy
b = an’a'dy

dy = (apta'y *p

Pode-se verificar que a direc3o dv ¢ ascendente, pois:

r'r = 0% = branta )y artn i rR et (antet )y M
r'r = btartah) s = bldy > o

i . . ,
uma vez que b dy € positivo podemos concluir que -

btsk*a} btuk

Meste caso, sendo as varisveis Y irrestritas,

o tamanho maximo do passo € dado pela primeira varigvel de

folgs 8 se anulasr:

awﬁﬁin{-vifé\f:&.q. ﬁvi;(e} Be (9,1)
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0 algoritmo dual afim (A2) pode ser resumido

da seguinte forma:

. L% .
Seja y wum ponto inicial factivel e B € (8,1)

k « @

pnc: Repita
v ec - Ay AR .1
I ¢ Biag(i!v‘,...,ifvn) a2 .2
dye ¢AD A b Az . 3

AZ. [ x ¢ D a'dy ] Az . 4

dv « -a'dy AR S
a « 3 Min ( —v’;fdv}; tq. dv’; cer a2.é
¥ s ady AZ 7
k « k + 1.

L ate convergir

Neste algoritmo, o «c¢salculo das varidveis

primais (AZ. 4}, entre colchetes, nSc ¢ necessarioc a8 cads
iterac3o, exceto se o valor da fungSo objetivo primal  for

utilizado como critério de convergéncisa.

0O algoritmo é de facil implementacSc e numa
comparacdoc com o cddigo Minos 4.0, para a resolucic de
varios problemas cldssicos, obteve uma performance superior

Ee11.
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Observe que a transformacic afim nas
varidveis de folga (D 'v) leva o ponto atus!l ao centro do
rolitopo do problema dusl (no sentido que =3 distincis do
ponto a @qualquer restri¢8o € igual), pois as varidgveis duais
4 s8o irrestritas. Assim como no algoritec primal afim, a
dedug3o poderia ter sido feita pela visualizac®20 geométrica
do método. Neste caso, aplicada a restricBes de desigualdade
e variaveis irrestritas (que ngo necessitam ser

reescaladas) .

Cavalier & Schall T[173] adaptaram o método

primal a¥im para o seguinte problema:

Max ox
22 A < b
®x 2z @
Esta forma difere do problems dual (D

somente pelas restrigles « 2 @ determinando um algoritmo
diferente. A vantagem deste méltodo em relaclo 30 primal afim
estd justamente nas restrigles de desigualdade que evitam
eventuais problemas numéricos, pois as varidveis de folga
podem ser calculadas em Fung3oc do ponto atuasl = cada

iterac8o, como no algoritmo dual afim

Uma cobservacBo interessante é gque o© método

dual afim resclve o problema duzl {0, ag contrario do
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método dual simplex que trabalha no problema primal (P). e
fato, como sera visto mais adiante, o algoritmo dual afim &
O proprio algoritmo primal afim aplicedo » varigveis

irrestritas e restricBes do tipo Ax < b

Um algoritmo primal-dual € proposto por
Megiddo 613 e estudado por Kojima e outros £S571. 0
algoritmo se baseia na aplica¢lo do método das barreiras com
funcSo logaritmica. Ele necessita de uma s0lucB8o inicial
. , 0 O
primal & dual factivel (x ,y ). Dbserva-se no entanto que o
método de inicializacB0 proposto invibializa a utilizacSo do
algoritmo em problemas esparsos, pois acrescenta uma c¢oluna
: , . ? L
densa na matriz A, tornando 3 matriz AD A completamente
densa. Metodos de inicializac3o para os algoritmos primal
afim ¢ dual afim que evitam este problema serdc vistos no
item sobre inicislizac3o. Monteiro e Adler [963 modificaram
o tamanho do passc neste algoritmo e cbtiveram uma
convergeéncia melhor no pior casoc. Em [913, os mesmos autores
mostram que este algoritmo generalizadeo para probliemas

gquadraticos convexos mantém a complexidade no picr caso.

Gay [323 mostra uma forma de obter uma
sequéncia de solucBes primais e dusis factiveis em uma
variante do metodo proposto por Karmarkar [£537 para a forma

padrio.
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2.4 Método Primal A%im Canalizado

Uma das grandes vantagens do método simplexn &
a possibilidade do tratamento das varidveis caznalizadas
implicitamente, sem aumentar 3 dimensio da wmatriz de
restricDes. Neste item serd desenvolvido um algoritmo primal

afim que trabzlhs com wvaridveis canalizadas, sem aumentar =3

dimensS0 do problems.

0 problema de PL canalizado pode ser escrito
genericamente como:
(PC) Min cn
58 AX = b
@ < x=<u
Se uma wvariavel %, tiver um limite inferior li # @ basta
fazer uma mudanca de variavel x; = x- 1 e o problema tomsa

a forma (PL) apresentada acima.

0 problema (PL) pode ser reescritb ' da
seguinte forma:

) . »
(PCI Min [c @1 w

AolIxl _ b

II“N_ u

1z e
hw-

Vanderbei £86] apontou gque, aplicando~se o

aigoritmo primal afim a (PC)' obtém-se uma modificaclc no
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algoritmo que nio auments a dimens3oc das matrizes envolvidas

na solu¢do do problema ndc canalizado; apenas altera o

calculo de matriz diagonal D.

Para o problema (PCY a matriz QE?At fica:
a o] o 1[a 1] _ [a o,1[e'1] _ |axial! ax®
I 1jle Wjle: wlle 1 ol I

z_ el ., _ .. .
Onde D= [ 2], X = D1ag(x1,...,xn? e W = Qzag(wi...,wn)

As variaveis duais (y,z) e300 dadas por

(AL 2) .

o] - A W - [

Temos portanto o seguinte sistema de equacBes:

(i) axtaty + ax® z = akc
iy Xaty + Fafiz = e
de {(ii) temos.
z = (CHH M Ofe - ety
Substituindo z em (i) temos:
Aty + axt O+ ™ e - Baty) = e
AOC-XE O Rty = AP a0 e

a expressio XE-xEOF ) R pode ser

H

reescrita como:

X2 O+ O+ - O ) P

2é



ou seja,
RPN = B FaE R =
Portanto
AD &'y = AD € ~ y = (aD & *an’c (iii)

No caso do algoritmo primal cansalizado, a direg8o € dada

por:
o] - [ 0 - [ AED
] - <[5 &0 - [ D
[o] - <[ X s - ¥
Da definic¢3o do problema (PCY x + w = u,

logo, dx + dv = @ == dx = ~-dwv. Isto pode ser verificado
facilmente usando a relacdo (ii) e a direc3o dx acima.

Portanto:

dw = Uzz
gx = *NFz

Sabétitaindc novamente peloc valor de 2 ,temos:
4
- 4 = g
dx = -WOEHE) T (e - A'y) = -0 (e - Ay

‘ * . L -
Uma vez gque D & simétrica temos:

* £
dx = -0 (c - A 4) {iv)

*® i .
Uma ver que I ¢ uma mairiz diagonal, podemos gscrever:

* 2 2z 2 2 2 z 2 z
D .= xw /7 O + w ) = » (g~ )27 (& + (=1
5 % Y * % kS T ES t 9

As relagdes (iii) e (iv) mostram que o
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calculo da matriz diagonal D & a inica alteracle no
algoritmo primal afim para a obtencgSc da divecS3oc dx & das
varidveis duais y. Este resultado € muite importante pois
simplifica bastante o tratamento de wvaridveis canalizadsas.
Naturalmente, deve-se também mudar o teste de bloaueio para
impedir que as variaveis canalizadas ultrapassem o limite

superior. 0 novo teste fica:

a =3 Min { Max({ -x/ dx, (u- x) 7/ dx )2
3 3 % + t %

Anteriormente Vanderbei e outros £gi3
sugeriram a utilizag3o de ﬂi = Min (xi’tk* ﬂ} que e mais
facil de calcular e tem o mesmo comportamento do resultado
cbtido quando ﬁltende 2 um dos limites (Bi - @) Nossos
experimentos iniciais mostram que o resultado deduzido pode
levar a uma convergéncia mais rapida que este método embora
nos testes realizados nﬁo. obtivéssemos uma reducio

significativa no numero de iteracBes.

A utilizac8o de particionamento de matrizes e
canaliza¢8o permite a obtenclo de muitos resultados
interessantes. Em particular, no proximo item, VETeREDS 4ums

nova dedu¢ 3o do algoritmo dusal afim.

2.3 Uma Vis3c Conjunta

Vanderbei [8@] deriva varios algoritmos 3
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partiv do primal afim tomando certos limites em wvarigveis
tanalizadas e aplicando o resultado em diversas formulacBes
de PL. ﬁeste item veremos © algoritmo geral, a partir do
qual todos os outros serfic derivados. Em particular, veremos

a derivac8oc do método dual afim a partir do primal afim.

Seja o PL na forma geral:

. ®
(PG) Min {cc clj[xf]
sa [A 1%l = 5
cé\. x: =
@ = x 2 ou

[

xl irrestrito

As variaveis " 530 livres. Para a derivaclo

.dc algoritmo, Vanderbei as tonsidera inicialmente

canalizadas (-r % W.S r} tomando o limite r »+ ® na forma

final da equa¢do. Serd utilizado aqui o limite inferior -r

(diferente de zero). Para considerar limites inferiores

diferentes de zeru basta substituir x por x~1 {1 o limite
inferior) no cdiculo de O. QOu seia-

DL, = O-10%Cu -2 s COx =107+ Cu~u %)
Mais adiante, quando for calculado e limite

{r » > ., toda depend@ncia do limite inferiar desaparecersa.

Serio utilizadas na demonstragio, as

seguintes identidades matriciais (uma deducic_ formal pode
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ser vista no apéndice A) .

3 4

ARy Bamy e (gt meRt )y 'we (11)

gty Blary - g - R (Wt mER'Y B2 (12)

tsando a3 fdrmula simplificada para I, temos:

_ D 8
- o]

D= Diag!{ Min{ % ,u - » })
L= o Lo
E)Lm Diag( HMin{ v + Mparo Kl})
Lembrando gue as variaveis duais s3oco dadas
2t -1 2
por 4 = (AD A ) AD c e que A = EAG Atl, temos:

* Alﬂfcﬁ
)"i

N

2.t 2.t -1
4i{r) = (A¢D¢A¢ + Alnial) (ﬁaﬂ.c

e
¥

Seja H

i

(A At + aD
EulN o o]

Eadil ]
-

WD A

Temos ent3o dois termos na equacao de w(r) .
2 2
Hﬁcﬂccc e Hﬁli)lﬂ:l
{Jsando (I2) em H com:

z L -4 i >
DA =8, 6 =8B, 0 =9, temos:
c e o L L

(a 0’8 - (a azm‘f’ﬂlm“% arca e e teta Pt
e o ¢ c o o« 1 1 e ooe i L [ R
4

Seja B = (A DAY, Substituinde em HA Dc
LR o [l o o4

temos:

~Z {4 -1 & z .
[ B BAL(IJL + ﬁelﬂﬁtl} QLB ]ﬁcﬁcﬁﬁ 033

Usando (11) em (Hﬁli}fai} O

2 4 -4 z
Alla =4 , a4 = &, 1" = ¥, p segundo termo

cc o 1 L
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fica:

(a p*aty a (p s Alca PR T e
oo o 1 L i oo 5 i

Substituindo B = (A D°a )™, temos.
O O L0
— i % ..
EAl{DL + AlEAl) £, {11
Substituindo (i) e (i1} em yi{r), temos:

A i -4 & 2 —2 L ~%
yilrl)= [B - Bv&l’(Dl + &lBﬁt) ﬁiﬂ]ﬁeﬂacc%f EQL(DL + QIBQL> =

g dnico termo que depende de r nesta formula

; 2 . . -
e D7, que se anula para v » ® Seja vy = lim 2{r} entio:
ram

y = [B - Balm:'sal}"‘ate]aenicJ Bﬁi(ﬁtBﬁl’—lﬂ
2 4 —% t -4
¥ o= Bﬁgﬂccc - Bﬁhiﬁlﬁﬁll (ﬂlﬁﬂ¢ﬁﬁc¢+ CLP

Note que o primegiro termo € exatamente o

mesmo do algoritmo primal afim, que n3c tem variaveis

livres .

A direg3o dx & dada por: dx = {33&
L

Yl

& -

P4
dx_= ~D_(c_- A

yir})

-

2
dx!'(r) = “DL(C%.M
z t -2 £ 'y { 2
de{r} = “QL[I - ALBQL(E)t + QlBﬁl) J[ct”‘ ﬁlﬁﬁc:[}m{:ﬁ]

Escrevendo I = (D74 ﬁiBAL) (0, a;ml)”‘, temos
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2 - - 13 -5 i 2
R |t T | R,

Novamente, somente ﬂ;z depende de r .

Portanto:

. 1 -1 L z
Tim ﬂxi(r) = dxl = -*(Alﬁﬂl) {ct-— Alaﬁnﬁccc]
Y40

Resuwmindo, dado um problema na forma (PG,
pode~se abordéa-lo com o algoritmo A3 abaixo: seja xn, um

ponto inicial factivel e 3 € (0,1)

k « @
gz Repita
i 2 2 a2
ﬂi’ MR AN R B A i (e € x ) A3 1
B + (A Dbyt A3 2
< € ¢ .
& -4 t 2
dxlé- -(AlBAl) [cl-— ALBchf:cc] A3 .3
2
Y « BA_D_c_- BAdx 3.4
2 t .
A3. dx_ ¢ -D_(c_- A u) A3.5
a f3Min [Max{-x /dx ,{u —x Y/dx 33 A3 &
=l * % % * %
W 3E 4 agx a3 7
k &« k + 14
_ até convergir
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Consideremos novamente o problema (DD dual da
forma padrio:
{o Max by
i
8 Ay + v = ¢
¥ irrestrito, v @
Para aplicarmos o algoritmo A3 acima, teremos-

AE1; ¢ = 0; A= ﬁi; €= b;: ent3o B = Diag(i/vi, .. ,1/vn)
invertendo o sentido das direcSes, Ja que (D) ¢ um
problema Qe maximizacio, temos:
dy = ¢ap“ah) s
W o= Dzﬁtdy
dv = -D°x = -—{-\td)’
Estas s3o0 as direcBes (dy,dv) deduzidas para o salgoritmo
dual utilizando a minimizac3o dos desvios da condigdo de
folgas complementares . Ou  seja, conforme haviamos

antecipado, o algoritme dual afim e’ na verdade, o préprio

algoritmo primal afim aplicade a variévels irrestritas.

2.6 Meétodo Dusl Afim Canalizado

0 algoritmo A3, deduzido no item anterior,
abre caminho para dedu¢Bes de algoritmos validos em wuma
grande quantidade de problemas particulares de (PG) . Neste
item, veremos como obter o algoritmo duszl afim com varigveis
primais canalizadas sem aumentar a dimens3c das matrizes

envolvidas na soluc8o do problema. No priximo item, VEremos
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a aplica¢®o do algoritmo para o processo de inicializrscfo.

Seja o PL canslizado (PL) e seu dual (D)

(PC) Min Ce_ clz[:{] (DC) Max by - uz
f~
acta a1 = b Ay - z + =
s Al [ K¢ - sa [ 3 z VC - CC
t
o< -
@ = Ay o= g
e = *= u 9 irrestrito;e,v 2 @

A matriz de restri¢Bes de {(DC) € dada por:

Aplicando (A3) novamente com:

[
1
O -
@
[ ]

] . = L.
{‘Zlm b CCE E-u @ 93 KL- Y QI= A ; Ac

e ol-1 ¢ . 2 -1 @
onoe - [ E )T [ 2w
e ¢ V| o1 . ]l e 1
ent3o, -
s 7+ e
B = { ec\’:]j

v ‘ * .
Seja D= B, uma vez 9gque B e umz matrigz

*»
*
diagonal, D pode ser escrito na forma D = [gcgﬁ],
!

onde D' = diag(1 / (v + 2233 e D'= diag(1/v®)
[ 1 i i %

invertendo o sentido das diregSes (pois o problema 6 de

maximiza¢do) e lembrando que dy = ﬂﬂﬁ temos -
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e
dy = mn“a‘:-"‘{b - m}‘g é é ?} [@
o

S

- ; z ~u
dy = (ap & Yip - 99"{ é g: 3:] p
1l e

- - -
dy = (AD A > ¢y - A D_Z'u
Para encontrarmos as varidveis duais de (DD,

substituimos x por vy em A42.4. Assim:

ol 2299 - "
x=n[é;§]{g gzsf][g}+sa‘dy

L
* 2 - » &
x]1 _ o e J[-2° V' e o e ]]|%
R ] | R R [
- 1 ] L
L t
X-—Bc(Zu'*écdy}
» 4
X, = Biﬁﬁv
Para o© cdlculo da direcl3c das varidveis
restritas, utiliza-se A3 .5 com

dz dz
{d } = fgdv lodo,
v c
ﬁcl

s

H

P—
o 0 0
n £ M
= 0
L’M
H
reccceecceony
S SN
]
@nc"m
o &
N
| S— |
M
t
& B
|
i
& et
S
rnmm—y
XX
~ N
| MO
‘h—-—n}

gz = —Zz{u - ¥_)
dv = —sz
c C
dvi= -V{x

a5



Resumindo, dado um problemz na forma (0T,

<g°,zﬂ> um ponto inicial factivel e 3 &€ (8,43, faca-

Kk =« @
P Repita
vc‘. c - ﬁtg + F
¢ Y
NE & Ay
&
D e diag(l / (Vi+z))
< 3 1 8
- 2 &4 2
Blm diag(i/vi)
® ot - =
dy ¢ (AD &) (b - A_D.Zu) A4 3
b
X+ D (Z°u + A'dy)
o < <
- ad 4
H
A4 x ¢ D A dy
gz = Zzixc - u} f4. 5
dv = —Vﬁx a8 b
a « 2 Min (Min(-v. /dv. ,~2 /dz. )3 Ad .7
+* t EN % %
k
= ¥ 4 agy A4 8
zkﬂ-~ zk + Qg As .9
k « k¥ + 14
| até convergir
Assim como acontece no primal  afim

ctanalizado, agui também n3oc k3 aumento na dimens3o do
problema. O algoritmo A4, e o primal afim canalizado Fforam
impiementados e testados numa a2rande quant idade de
problemas. Detalhes sobre as implementacSes serSo vistos no

capitulo 3 e os resultados apresentados no capitulo 4.
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2.7 Inicializaclo

€.7.1 Chute Inicial

Até aqui, todos os algoritmos apresentados
assumem como dado de entrasda um ponto inicial factivel.
Neste item discutiremos os meétodos mais eficientes pars

encontrar uma solu¢do inicial.

Vale lembrar que encontrar um ponto
estritamente interior € mais ficil, em geral, que encontrar
uma soluc8o0 basica factivel necesssria para aplicac3oc do
simplex. Varios autores apresentam meétodos de inicializag¢lSo

para o algoritmo.

A idéia por tris de todos os éétﬂdoa de
inicializag¢d0 vistos aqui €, num certo sentido, a mesma dos
metodos aque procuram uma soluclSoc bssica factivel - no
algoritmo simplex, ou seja, modifice-se o problema de tal
forma que se possa aplicar © prdprioco meétodoe ao problema
modificado, para encontrar um ponto interior factivel do
problema original . Assim, analogamente a0 simpiex,
denominaremos o© processe de inicializac3o de fase I.
Ancstreicher (872 apresenta um algoritmo que procura  uma
solucdo factivel ao mesmo tempo que busca a solucfo Stima do

problema. Este método acrescenta uma coluna densa na matriz.
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O problema modificado necessita também de um
Fonto interior factivel. A sugest3o dada por Adler ¢ outros
[e1] para o método dual afim tem ocbtido bons resultados. Ela
consiste em chutar uma solug8o inicial (para s Fase I} em

fun¢Bo dos dados do problems, da seguinte ¥forma:

3°= h icl ln"bﬁ

Se 3° ndo for interior ao politopo dual (V° < o),
€ proposto um método semelhante ao M grande (“big M) do
algoritmo simplex, que sersd descritoc mais adiante. Note aue
!ﬁtgog = Hclh .

Estendemos esta idéia a outras formas de PL.
Ressalta—se que o numero total de iteracBes das fases I e I
€ sensivel ao ponto inicial calculado. Nas heuristicas de
inicializac3o abaixo, procura-se obter pontos que fornecam
um bom valor inicial da ?uncéc objetivo. Neste sentido,
adotamos as inicializagBes apresentadas a seguir:
Para o problema primal (P}. SE ai('e >f+ -t ing / §Q¢€

SF cia 9 xFi— bl , dack

S

[a]

Primal canalizado (PLC): SE ci> %) & U o Epd , Bach

a e

SE tiﬁ e Kot ou - bl /7 fack

-

c
No caso de x = @, fazemos: xzt Il 7 Bach,
No caso de )f z u, , fazemos: >f* By, ; £ =
Dual canaliizado (DL} 3°= b B8 s Kﬁhi

2= 1/ u
% %
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Um resultado importante, que pode SeT
deduzide do algoritmo dual afim canalizado, ocgrre guando
todas as variaveis primais sHo canalizadas. Neste caso,
sempre podemos encontrar wm  ponto dual factivel sem
necessidade de fase I . Para tanto censidere as restrigles
matriciais do problems dual canalizado:

%
iy — 7 + v = ¢
. . o .
atribui-se um wvalor para vy , por exemplo, através da

heuristica proposta por Adler e outros descrita acima.

Lt o c t o .
Guando ﬁis Z 5 faz-se Z ¢ #&3 -, o+ 1 / u garant indo que
o . Lt o <
v } @. Caso contrario, guando ﬁﬁ; { c. E ¢ 1 7 u, como

sugerido acima, ou gualguer outro numero positivo.

Outra forme de inicializacBo, que evita a
fase I no dual (com variaveis canalizadas ou nio), oCorre

quando ¢ » &, Neste cazo, farzemos 3°= @, za » @ {gqualquer

. o K> ) T
valor maior que zerol, v, = cc+ 2, & v = <,
Exceto nos Casos acims, ou em certas
aplicacBes especificas de PL, n3c € garantido «que o ponte

inicial calculado seja estritamente interior ao politopo de

restrisdes, sendo necessiria a fase I.

Estudaremos 8 seguir duas formas de fesse I -
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as baseadas em métodos de M  gorande, ¢ as baseadas em

varidveis livres.

2.7.2 Método M Brande Para o Algoritmo Primal &fim

Este meétodo foi proposto por viarios autores
com pequenas alteragdes L[17,34,.811. Ele consiste em
acrescentar uma variavel artificial (Kwﬂa 2 com um custo
"infinito” <Cnu= M) e a3 respectiva coluna na matriz de
restricdes A" = p - ax" . Fazendo-se x:u= i, temos:

A

Ax °

el
+ A X = b.
n+s
fo aplicarmos o0 algoritmo primal afim a este
- problema, a variavel artificial deve se anular no 6timo,
caso contrario o problema original serd infactivel. Quando a

varidavel artificial for igual a2 zero, teremos uma soluclo

factivel inicial para o problema original.

Este método causa um séric problema em
implementacles que levam em conta a esparsidade das matrizes
2.t ,
A e AU A, pois, 80 acrescentarmos ums coluna densa na
) , 2.4 . .
matriz A, a matriz produto resultante AD°A n3o tera nenhum

elemento estruturalmente nulo (vide capitulo 33, qualquer
que seja a distribuicio dos elementos ndo nulocs da matriz &
No capitulo 3, veremos que a considerac3o da esparsidade das

matrizes € fundamental na implementac3c de um =algoritmo
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eficiente . Portanto, este metpds de inicislizacio deve ser

evitado em implementacdes que levam em conta a esparsidade .

Mostraremos mais adiante que sers possive]
evitar este problema através de consideragBes tedricas

adicionais.

2.7 .3 Método M Grande Para o Algoritmo Dual A&fim

Este método, proposto por Adler e outros
{13, e bastante semelhante ao método M grande para o primal
afim. Ele consiste em acrescentar uma wvarisvel artificial
dual (sm+1> irrestrits com custo "indtinito (bm“= ~-M), e a

m+s -

) . t
respectiva coluna na matriz transposta ((A ) ~e}, onde e

€ o vetor com todos elementos iguais a 1.

Em £@11 é sugerido y° = -2 Min (v),
m+i 1

o o
M o= ulby | s Mg # uma constante grande.

Aplica-se entdo o algoritmo dual afim até aue
3m+$( 2 (ou seja, v ? @) ¢ o algoritmo pas=sa pars o que

chamamos de fase 11, i.e., para a busca da solucSo dtima. Se

o problems convergir com 3mﬂ> 2, o problema dual ndo tem

solugio factivel.

Note que neste caso estamos introduzindo uma
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linha cheia na matriz e ndo uma coluna como no problema
anterior, portanto, a estruturs da matriz Qﬁzﬁ' 8 alterads
"apenas’ no acréscimo de uma linka ® uma coluna densas, o
que nioc € t3o prejudicial, em problemas esparsos, Ccomo &
perda completa da esparsidade que ocorre com © wmeétodo M

grande para © algoritme primal afim.

Uma desvantagem deste método € que a linha
acrestentada na matriz A pode ser }inearmente'dependente das
linhas originais. Por exemplo, em um problema de transporte
o método ni3o pode ser usado na forma descrita, pois o vetor
~@ € linearmente dependente das outras linhas. No entanto,

nEo & dificil contornar este problems.

Sugerimos uma alterac3c para o cdiculeo do
tamanho do passo. Quando wverificarmos que y ficara

med

negativo, testa-se a diregio dy antes de

. ., m"
efetuarmos o passo. Se for de crescimento para a2 funclo
objetivo original, este n8c € alterado. Caso contrario,
faz-se¢ o passo t30 pegqueno quanto possivel para que 3mu< g .
fssim, a fase 11 seri iniciada com um valor de funcio
objetivo melhor. Em nNosSsas experiéncias, observamcs

problemas em «que esta abordagem diminui o numers de

iteragOes da fase II por mais da metade.

Uma observaclc importante € que a dnica
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alterac8o necessiria nos algoritmos AL, A2 e &4 para =
aplicag@o dos métodos de M grande, & o criterio de

convergéncis.

Existe uma forma de calcular a direc8o das
variaveis duais sem aumentar a dimens8o do sistema a ser

resolvido, tonsiderando & linha da wvarigvel artificial

implicitamente.

Considere para tanto o seguinte vetor custo

para a fase I: b = [(® -11 e a particioc da matriz [_2*—].

O sistema a ser resolvido € o seguinte:

Al» t dy _ ¢
B L P R
m+5

L &

AD AT -AD e [dy ]
L)

'Etﬁ ﬁt et E}’e dym-ﬁi

"
:
—y

an”atdy - Aﬁ"eaym = @

+4
L % ¢ R
~g D Adyr + @@ edymﬂﬂ -1

Do primeiroc sistema de equacBes obtemos:

»* 4 *
AD a'dy = aD 1a'chr'mM

# componente dym“ deve ser negativa, pois a

fun¢8o objetivo [@ -11 deve ser maximizada. Podemos
portanto, adotar qualquer valor negativo para dym*z’ por
exemplo -1. Assim a dire¢3o das outras varidveis sers-

* *
AD A'dy = -AD e
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Veja que ao calcularmos dy desta Forma, nSo
hd necessidade de acrescentar ums linha densa na matriz A e,
devido ao blogqueio, o passo efetuado € o wmesmo calculado

anteriormente com M + -m.

Uma desvantagem de usar M + -m &€ que em
problemas que nio tém pontos interiores, este método de
inicializa¢Bo ndoc 1leva ao ponto otimo. Isto pode ser
contornado, fazendo-se uma “fase II”, arrescentando a
varidvel artificial, assim que for detectado heuristicamente

que o problemas ndec tem ponto interior.

2.7.4 Método da Varidvel Livre Para o Primal Afim

Este meétodo desenvolivido por Vanderbei (80D
evita o problems das perda da estrutura esparsa da matriz
ﬁBzét, que ocorre no método de M grande para:a primal afim.
Ele e baseado no algoritmo geral A2 ﬁeséﬂvglvida no item

.5,

Considere o0 seguinte problema.

(P1) Min x
»
sa (A =
e[ - o
% K= u
x livre
k k
Onde p = b - Ax ; @ £ x =< u
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Observe que xk € factivel de (P1) com X

L
s

X " k .
Se encontrarmos um par (x ,x) tal gue ¥ = @, entzo M e

factivel de (PLC). Se encontrarmos o dtimo de (Pi) um z“ y @

¥

entio (PC) & infactivel.

0 método consiste em aplicar o© algoritmo
geral A3 a este problema até que o passo encontrado leve a
um x» ¢ @. Quando isto ocorrer, basta utilizar um passo (&)
tal que x = @, determinando um ponto factivel inicial para
(PLY. Se o algoritmo convergir com y » @, o problema (PC) é

infactivel.

Veja 4que o© problema difere do método M

grande, quando M + o, apenas no fato de x ser irrestrito.

fiplicando A3 em (P1), temos:

. 2 1 -3
C = @; Ei.“—-: L QCE a; ﬁlﬁp; B = (AaD A ;K!.E'X; »E K;

i.ogo, dado um problema na formas (PL, 5 1

ponto inicial factivel & /2 € (8,1} faca:

435



— Repita
E:: € xw / (xf + {}z/g AS 1
B e (A D°ah)™ AS .2
£ €« b - ax a5 4
dx « -(p'Ber 'y AS.5
8 « - Body a5 6
dx « p°a'y AS .7
AS. @ ¢ Min (Max(-x /dx , Cu-x)/dx )  AS.8
e St a (pﬁap}
xk“-: xk + (ptap> gx AS .9
« Fase 11
~— Sendo
a e fia AS 10
- Vi xk + Otgx ﬂS,ii'
k & k + 1 -
ateé convergir
Froblema Infactivel.
Note gque (ptapﬁ_i € um escalar, portanto n3o

envolve a resolucSo de um sistema dado que B i3 esteja
calculado. GQuando a = {p}gp) o produto ody € igual a2 -t & @
variavel artificial y vai a zero determinando uma solu¢io
factivel para (PC). Observe aue a cada iterac3p, o problema
se altera (p = b -~ ﬁxk) e X sempre vale . Vanderbei {803

sugere fazer dy = -{ e calcular os ocutros valores de acordo,
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esta sugestdo simplifica as operacles.

A vantagem deste método € gque, ao ser x
i . . 2.4 - ,
irrestrito, & estrutura da matriz apa nao e alteradas,

preservando-se todas as propriedades do problema griginal .

Mostraremos agora que o método de M grande
visto no item 2.7.2, gera a mesma sequéncia de passos {(quando

M +» ) que o método visto neste item.

Neste caso temos ¢ = [@ 17 ¢ a matriz [a 553;

as varidveis duais s8o dadas por (note que x = 1y

v 0% ella Sy
ta ety ][E]s = ea s[5 9]

* . 1A t
£Aap =
=) JL:lﬁ F
*»
(AD At + ptpf)s = p‘
Adplicando a atualizac3o de “rank’ 1 (apéndice A) na matriz

da equacioc acima, temos:

| - L3 — * - 3 - " & -
(AD A"+ p'2) = (aD A Tr - (ap A ot (1 + pian”ah o ocan ot

-

Aplicando (It) com I = ¥, p = s

* -
; (AD A = &, temos.
* ¢ X - * t - L Y i - » -
(D A+ o) "= (AD &) '~ (aD at+eler iotoant Aty
pos-multiplicands por p} vem:

w4 4 g ® L o-g 4 ¢ . ® 1 -zt
(AD A+ pe) p'= (Al AT - (A At+eler e e canT Al e
ou seia,

£

8 =y - ypy'
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B oo g

onde y’= (ap*at) 1,
Finalmente isolando 3 -
(1 ¢+ pyry - o’

¥ =y /oy + Py’

A diregio gx € dada por-

[T - <67 901 - 194

Como Pode-se yer, 8S  varidveis duais podem
Ser obtidas sep acrescentgr explicitamente uma ca%uga na
matriz A Maie ginda y o g’ Calculados acima g3g vetures
Prororcionais as variaveis dusis 4 Calculadas no passp éﬁ.é,
e, censequeﬂtemente, 8s diregfes geradas s%p ‘praporcionais
tambem, o que determing Uma mesma Sequéncia de Passos para

ambos gps met odos

4

Como ng situag3o anterigr, €ste métodp &
baseado na introducfo de UmE varidvel ljvre X © na aplicacio
90 algoritmo A3 [Be31. Considere O seguinte Problems dusai

Canalizady.
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Min x

55 At - + +
R A Ay
i

ﬁcs vt e x

]
L]

n
[l

¥, livres; z,v2 9

C At +
Onde ‘o L TE TR

i
rar
VL
A
"

t
€ -Ay -

< o o

Aplicar o algoritmo A3 a este problems

equivale a3 aplicar o algoritmo A4 com:
t %
b =[0 13, u =90, A=A el;
logo, lembrando que € necessirio inverter o sinal das

direcOes pois o algoritmo A4 & de maximizacdo, temos {(passo

aD"a' ap*p [dy] . [e]
p'D 8" p'p*p) Lox 1

uma vezr que, pelas dimensBes dpo problema, dx € um escalar,

A4 .3

rpodemos escolher seu valor comoc -1i. Assim o primeiro
conjunto de equagBes fica:

(aD"a'rdy - aD"p = o

dy = (aD & *an"p
Obviamente esta ¢ uma direg3o de factibilizacZo pois dy = -1
As outras direcBes ficam:

dz= 7°D_caldy - o)

dv = ~*p*(a'dy - &)
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. N (=] L& G
Resumindo seja (v ,z ,wv ¥,

factivel e R e (8,1)

AG.

un

Repita

t
*+- o -
p; tc acs 4+ 27 v

t
PLe - Ay -y

D¢ diag(t + (F4221)
< % *
D = diag(1/v?)

dy « (ap A *an"o

& = 20 (Aldy - p)
v = -*p (atdy - o)
[+ S

Min (Min(~v. /dv. ,-2 /7dz })
E" 1 1 % 3
o SE o > 1

¥ =y 4+ dy

L3

ady
odv

Ciglz

k &« k + 1§

até convergir

Problema dual infactivel.

5e

poanto

inicial

as .

Ab .

Aas .

ad.

Ab .

As

A .
AL

Ad .

Ad .

As .

Ab.

Ab

O 4 - B )

3

ie

11

iz

.13



Novamente este algoritmo tem =& vantagem de
ndo modificar a3 estrutura das matrizes & e ﬁﬁ‘ﬁt, mas, pPor
outro lado, tem duas desvantagens: primeiro, leva em geral
mais iteracdes para encontrar um pontoe factivel que o
algoritmo M grande para o dual afim, além disto nbservampos
problemas numéricos no calculo das varisveis de folga para o

inicio da fase II (quando y = @).

2.7.6 Diminuic3o do Erro de Arredondamento no Primal Afim

Jdé foi levantado o problema de preservar a

. a } 3 N X .
condica30 Ax = b no algoritmo primal afim. Chandru & Kochar
[2@¢] sugerem um meétodo para diminuir o) erro de

arredondamento 8 cada iteraglo.

Considere novamente p ='b - Ax e SE€JB dx a

direclo definida como dx = -D°A (AD A ) %0, entZo.
k+a k 3 i -4 k
P = b - A+ o pPatcan®at) ")
K1 x zt 24 -
P = b - Ax -~ a aD’A" (arfal) ok
* k k
Pt b - At~ a_ o
k*—i_: k - a i
e P P
Note que se Ax' = b = p"= o 1 ¢
ks &
£ = {1 - am)p
Vamos procurar o aque minimiza (;3*1fp?dtal gque @ < ;fﬁ u
kK+4 4 k42 2z k i1 k -
(¢ "3p "= (1 - Gm) (£ yp , ent3in.
d @ ) " = a0t - e () = s = 1,
da m ™
™
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finalmente « = Min ( &, 3 Hax(vxifdxi, hﬁ-xi}iéxi> 3

. k+g
Observe que quando a4 = { o0 erro vai a © {p'e= @

Veja que o cdlculo de dx pode ser obtido

aproveitando a resovlucdo do sistema da prdpria iteracSo pois
Uz t + L4 r o d r

Al"A Jja esta calculado. Como a resglucio e o passe que
absorve © maior esfor¢o computacional em cada iteraglo, o
fato de se usar a mesma wmatriz para o cdlculo de dx e
extremamente conveniente. Isto sera visto em detalhe no

capitulo 3.

Outro fato interessante € que a3 diregSo
definida € a mesma obtida no algoritmo de inicializa¢lo para
o primal afim com uma varidvel livre, AS. Neste contexto &
como se aplicdssemos uma iterécﬁn da “fase I a cada
iterac3lo da fase II. Aplicar mais de uma iteracl3o de fase I
na fase Il implica em calcular novamente AD*A" . Note que

4

k+ . . .
apenas com um passo de tamanho 1 (o = &) a variavel livre

se anula.

Embora o esforco computacional para o cilculo
da direc3o seja pequeno, a utilizacSo desta idéia em tods
iterag3o € desnecessdaria. Em uma grande gquantidade de

k . , . -
problemas, o erro de A = b ¢ insignificante, mesmo B8O
final da ultima iterac8c. A nossa sugest3o & avlicar o

algoritmo de diminuicl@o do erro apenas quando Epl > &£, Em
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muitos problemas esta condic8o ndo serd necesssria, porém,
em outros, ela mostrou-se fundamental para a convergéncia do
algoritmo primal afim. Note que esta direcioc pode ser de

piora da fung8c obietivo.

2.7.7 Reduc80 da Infactibilidade

Chandru & Kochar [20] também sugerem um
método de reduc3o da infactibilidade p = b - Ax°. Ele deve
ser aplicado antes da fase ] do algoritmo erimal afim. G

método proposto n3o necessita resolver um sistema linear a

cada passy, que £ 0 ponto critico dos aigoritmos ja vistos.

A idéia do método é a seguinte-

. k k k
Seja p = b -~ Ax € sejs dx xﬂzﬁtp

k
P = b - and+ a ')
k t k
pt= b - A- a _an’a'p
k k
P f* p - o _an’a'e
, k-i-i, i k+s .3
Vamos procurar o gue minimiza (o ) p tal que & = xS gy
k 4 ke« 2 L k [ k ) -
{p ﬂ)p i (o - AD AP Y (p - a ﬁDzApk> entao:
k.t k k
W = (oE - o (o) an"atct ol (o' cana"H%p
ES
e e s cp X taralss + oo caD®a %" = o
e
entio:
o = (p y'ap®ats® = (Prtadx = dx'p Zdx
("t ap®at r2 " dx ' a”adx dx ' a adx

finalmente o = Min ( a_, BMax{-x /dx , (u -x }/dx ) 3
m % % % 2 i3
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z, k t ] "
Observe que d (p Q':) =] TE o Zdx dx > @, portante = giregzo

gol
m

gx & ums dire¢loc descendente

Este algoritmo nio garante s cobtenc3o de uma
soluc8o factivel para (PC), mas consegue uma reduc3oc do
nimerc de iterac8es da fase I. Chandru & Kochar [203 afirmam
que o algoritmo pode ser usado em até O(m) iteracSes. Nds

adotamos como critério (ig*l - 155 lpbdﬁ { &

2.7.8 Passo Inicial

Murty L6333 sugere efetuar um passo (cujs
direg¢8oc € muito facil de calcular) antes da primeira
iteracdo para o problema no formato dual. A direc3o consiste
apenas no gradiente da fung3o objietivo:

b~ 30 + b
portanto,
| dv ¢ -a'dy = -a'b

logo, temos

. c
a = 3 Min —v, / ﬁvi,» i. g. dvi { 97
€ possivel verificar que a funcio objetivo

z
cresce de alpf”
Em nossos experimentos verificamos que este

procedimento n3oc melhora significrativamentes o© wvalor da

fun¢Bo objetivo, e em alguns casos piora a3 convergéncia do
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algoritmo, provavelmente, por aproximar o ponto inicial de

uma restrigio.

2.8 Criterios de Convergéncia

Sempre vale 3 pens lembrar gue os métadca. de
ponto interior nd3oc levam a um ponto na fronteira go politopo
de restrigles. Uma vez gque a3 soluc3o dotima de um PL & .um
ponto de fronteira, é necessdrio definir um critéric de
convergéncia que determine uma splucSo com valor proxime  do
otimo e que detecte esta proximidade sem a necessidade de um
numero muito grande de iteracBes nesta regido. Veremos a

seguir varies critérios propostos.

Adler e outros L0131 proplBem um criterio
baseado na variag8c da fung3o objetivo (note que eles
trabalham com o duzal afim?-

k-5

3bsk— by | 7/ Max € 1, ibﬁbﬁiB { & €iD>

Baseado no desvio da condi¢cBo das folgas

complementares, eles sugerem outro critério de convergéncia:

k k ¥ k 3 k
./ Ixl 2 g, I v |7 Il B8 5 & (2D
3 % 3 3 z .

Mos problemas com varisveis canalizadas,
deve-se considerar também a varisvel de folga da
canalizagdo, w, = u - x .

§ i H
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A extensBo para o problema primal € trivial:

k k-4 k-4
jex — ex T/ Max € 1, lex 13 ¢ e (4PC
ke ~k kak k ~Xk
c. 7/ lcl 2 - ; x.c. / ixlh lcl 5 ¢ (ee)
i 1 i3 z
. -~
VEIR QUE T = v,
Novamente, quando houver varigveis
canalizadas, deve-se testar tambeéem uj - ®.. Pars tantg @
3

necessdria uma estimativa da varidvel dual associada &
canalizac8o {(2). Esta estimativa pode ser facilmente obtida

através da vrelagio dwv = —sz deduzida no item 2.4

Substituindo dv por -dx, temos z = W 2dx .

Note que o critério (PPC) € a condigl8c otimas
'para o problems primal afim com £ + @, como foi wvisto no

item 2.2 D193

Em nossas experiéncias, o critérioc (4PCP nlo
funcionou pars alguns problemas. Houve casos em gque ele
convergiu para uma solu¢c3o muito longe da soluclo oStima

16> 0 critéric (1D teve

quando consideramos &£
desempenho melhor, apresentando problemas em apenas um ¢aso
de todos os testados. Nos parece.que o criterio mais sequro
€ o baseado na c¢ondi¢3oc das Folgas compiementares, pois

utiliza as prdprias condigSes de otimalidade do problema .
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Um outro critério foi prorosto por Cavalier &
Schall U173 Ele faz uso da dualidade e pode ser usado tanto
para o algoritmo primal suanto pars o dual O critérioc agui
apresentado tem uma pequena alterac3c para cobrir O caso

k
onde lex | ¢ 1
k k k
(ex - by ) / Max Ci,lex |3 ¢ £
Deve-se usar a melhor estimativa factivel da

funcio objetivo ate a iteracBo k.
A extensBo dos critérios que wutilizam a
fun¢lo objetivo dual para © caso de varisaveis primais

canalizadas € trivial, bastando substituir by por by - uz.

Vanderbeli e outros {843 desenvolveram um

. * - ’ . » .
criterio que garante: ¢x - ¢x £ £, Este critéric tem a
lew] + 1

desvantagem de realizar mais operagdes aque o criterio

baseado na condiclo de folgas complementares.

Outra abordagsem guanto &0 criterip de
convergéncia € a obtenc3o de uma soluc3o basica Stima Este

ca2s0 serd visto no proximo item.
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2.2 Sclugle Bésica

Os métodos de ponto interior n3o encontram
uma soluc¢do bdsica, pois trabalham com pontos estritamente
interioves ao politopro. A soluc¢So dtima € obtida sarz uma
certa precis8o, como visto no item anterior. Por outro lado,
existem algoritmos que, dada uma soluclo factivel interior,
encontram uma solugBo bésica com um valor de funclo objetivo
melhor. Esta abordagem pode ser utilizada com oOs seguintes
propositos:

=~ Encontrar uma solugBo bdsica Stima “exatamente’;

- Utilizar o método simpiex como um Ffinalizador para o

metodo de ponto interior.

O esquems abaixo ilustras estas ideéias:

Ponto Interior

Salu¢do Basica

Simplex

i alternativa de URRT wum “$inalizador
simplex” pode ser interessante, pois os algoritmos de ponto

interior, tipicamente, tém uma boa convergéncia inicial e, a

=1



medida que se aproximam do ponto otimo, consggue-se
variacOes cada vez menores na fungSo objetive. Resultados
preliminares cobtidos por Gill ¢ outros £34] mostram aque esta
metodologia pode ser wmelhor que cada um dos meétodos

ispladamente {ponto intericor e simplex)

Fica, no entanto, uma quest3o interessante em
relag8c aos meétodos mistos “ponto interior-simplex”: o0s
métodos de ponto interior surgiram dentro do contexto de
encontrar um algoritmo polinomial, no pior casoc, para a PL.
A abordagem mista prople uma forma de acelerar os métodos de
ponto interior wutilizando ¢ algoritmo simplex aue &

exponencial no pior caso.

A seguir mostramos em linhas gerais um
algoritmo, eproposto por Benichou e ocutros 093, gque a partir
de um ponto interior, encontra uma solug8oc bdsica com wvalor

de funcBo obietiveo melhor,
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Escolha as wvaridveis bdsicas e niEo-bisicas =&
encontre a inversa da base;
Todas as varidveis n8o bdsicas tem "status”
intermedidrio;
- REPITA
Escolha uma variavel (s) intermedidriz;
A7. Atualize a coluna da varidvel pela inversa da
base (;s);
Encontre a dire¢8c de melhora da funcio
objetivo para esta varisvel (x8» @ ocu X b @)
Podem ocorrer dois casos:

(i) Troca de base (encontra-se um pivd);

{(ii) Varisavel *, atinge um dos limites;

| ATE ndo existirem varidveis intermedidrias;

Observacles .
~ A vers8c do =algoritmoc para obter umsz base dusl
factivel pode ser facilmente obtida a partir do algoritmo

A7 . Neste caso seria utilizado apds a obtenglSo dsa base, o

algoritmo dual simplex.

- Note que cada passo do lago diminui uma varisvel

intermediaria, portanto o laco € repetido n-m vezes.
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-~ A nossa sugest8o para escolha das varidveis basicas
no primeiro passo, € wutilizar o conjunto de colunas
lingarmente independentes formado com aquelas que estio mais
distantes (relativamente) de seus valores extremos (§ e u,
quando existir limitante superiror). Em [49] é mostrado que

este problema pode ser resolvido pelo método guloso,

tim Ffato interessante ocorre- quando um
problema tem soluclo miltipla. Neste casoc os algoritmops de

ponto interior n3o se aproximam necessariamente de ums

s0luc8o basica.

Kojima [(56) desenvolveu um método, baseado no
algoritmo de Karmarkar, que determina se uma wvaridvel tem
valor diferente de zero (@) em toda soluc3o Otima. Este
métaés- pode determinar as wvaridveis basicas durante o
andamento do algoritmo e a vpartir delas obter a soluglo
otima do problema. Observa-se, no entanto, gue o método pode

nic funcionar para problemas com sclucBes miltiplas.

2.1® FuncBes n3o-Lineares

Este item considera brevemente algumas das
diversas variagdes de meétodos de ponto interior. as
variacOes aqui tratadas tém em comum a utilizac3o0 de funcSes

ndo lineares como auxilio na obtenc8oc das diregbes de
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melhovra da fung8o objetivo original (linear) A seguir sio

mostradas algumas das funcBes ubtilizadas.

a) Fung8o Potencial

[?(x} = n loglcw) - S }ogh%P]
izt

Esta fung3o foi introduzida por Karmarkar
£333. Para sua utilizac3o ele assume que o valor da Funclo

- . -
obijetivo no ponto Otimo vale zero {(¢x = @) .

Todd e Burrel (781 sugeriram a utilizac3o das
variaveis duais para uma estimativa do valor otimo a cada

passo. Assim, a funcl3oc potencial seris reescrita:

[Nxa = n 1oglex-v) 45 lsg(xj}}
%1

onde v € © melhor limite inferior para cxk obtido wvis #ma
estimativa factivel das wvariaveis duais. Eles demonstram
também que a estimativa das varidveis duais & exata no ponto
otimo. Anstreicher £041 calcula um limite inferior para o
valor otimo da fﬁncﬁo objetivo atraveés de mot ivacEo
geometrica. Mais tarde, Goldfarb e Mehrotra L3462
desenvolveram uma variante polinomial do algoritmo que nS3o

) »
necessita do valor exato de cox |
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b} Fung3o Barreirza-

[fix)= oK ~ yi

iog{x)]
i 3

i

onde ¢ € conhecido como parlmetro de barreéira e pode ser

demonstrado que ¢ » @ quando x se aproxima do ponto Stimo.

A funglo barreira foi proposta por Gill e
outros [343], inspirads no método das barreiras £33.583 para
problemas ndo lineares. Eles concluem que wutilizando um
pardmetro p apropriado, as direcdes obtidas com este metodo
580 idénticas as do método projetivo [537. Além disto, eles
utilizam uma heuristica para o cdlculo da matriz diagonal D,
quando houver variaveis canalizadas. Em [3537 & desenvolvido

o método das barreiras para o formato dual (D).

€} Fung83c0 Potencial Logsaritmica

{?(x)z -] iag€cx~v}—s log{gﬁ}
iT1

Em {421, Gonzaga demonstra que esta fungio
para 92 n + ¥n tem compliexidade polinomial no  piory caso.
Note gue para a = n & fun¢3o & a mesma utilizada por

Karmarkar.
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Diversas outras formas tem sido utilizadas
come pPor exemplo meétodos de penalidades L5@,64113. A
utilizacSo de funcBes nd¥oc lineares torna necessirio um
cdlculo mais sofisticado no tamanho do passo. A idéia que
tem ganho maior corpo € a utilizac3o de busca unidimensional

nestas fun¢es,

Gonzaga [49] demonstra que todos os meétodos
surgidos geram direcfes que s8o uma combinagSe linear das

seguintes diregdes:

onde P = I - DA'cap®a'y"*ap,

e = (1,1,....%

A partir desta demonstraglo ele sugere um
algoritmo baseado em busca bidimensional, que encontra =
melhor cnmbinacib destas duss diregtes. Os algoritmos
baseados em fungdes lineares esstudados nos itens‘ anteriores
{primal afim e dual afim) utilizam apenas a direcio <, pois

”~ —%
€t = 0 ¢ + Qe
£ ] F
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2.11 Centragem

£.11 .1 Ponto Central

O conceito de centro visto até agora foi
definido como o ponto onde o valor de todas as varidveis n3o
negativas € o mesmo. A obtenc8o de pontos centrais & feita
através de transformacBes que modificam o problema,

transformandoc-o em um problema equivalente.

Neste item wvamos usar outro conceitoc de
centro, ou seja, o centro de um politopo € o ponto que

n
maximiza © produto das varidveis n¥o negativas [ i] &J, Por
(T |

conveniéncia, € preferivel trabalhar com a func3o que
maximiza o somatdrio do logaritmo das variaveis:

Max Fix) = [ i

=1

log(xii]

€ possivel mostrar que as duas funcBes tem o

mesmo ponto otimo.

A partir deste conceito, definimos trajetdria
central como o conjunto de pontos do politopo que satisfarem
esta funglo a custo constante. Isto & ilustrado pela figura

B Seguir:

45



N

L]
@
@ & @ ¢
Trajetdria Central
Barnes e cutros te7l Propuseram um
procedimento nos métodos de pontos interiores, que permite

manter a sequéncia de pontos gerados pelo algoritmo proxims
da trajetdria central, preservando o valor da fungio
objetivo obtida a cada iteragdo. A utilizacSo deste ronceito
evita gque os pontos se aproximem da fronteira do politopo de
restricBes. Desta forma espera-se que as direcBes geradas
sejaﬁ melhor aproveitadas, podendo reduzir o numerc total de
iteracBes. Em alguns problemas a wutilizac8o de centragem

reduz o numero de iteracdes a menos da metade .

Existem duas abordagens para a2 aplicac3o da
centragem: utilizé-la antes ou depois da iterac3c do método
de ponto interior, sendo a segunda delas a mais wutilizada.
Outra ideéia consiste em realizar mais de uma céntragem por
iterac8o. Isto pode aumentar muito o tempo da iteracio, wmas
espera-se que este aumento seja compensado por uma reducloc
mais significativa no ndmerc total delas. Em [ 98571 vEMOS uma
comparac8o do numero de iteracBes de vdrios métodos e sey

comportamento em fungl0 de centragens.
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Uma cobservag8o interessante € aque a funclo
barreira, wvista no item anterior, & uma combinacio da funclio
objetivo com a fun¢cBo de centragem definida acima. Na
verdade, o©0s metodos baseados nas funcdes barreira e

potencial, visam manter o ponto proximc da trajetdria

central, por este motivo, tais métodos s35o0 polinomiais.

2.11 .2 Centragem Para o Método Primal Afim

Definida a fung¢8o0, é preciso determinar uma
direc3o para a centragem. Uma vez que a centragem sers
utilizada em conjunto com o método de ponto interier primal
afim, uma direc3o natural € obtida wutilizando o proprio
algoritmo primal afim para a centragem, substituinds o vetor
custo ¢ pelo graﬁienté da fungido (Vf(xi)‘ {em {6?3 [
utilizado o meétodo projetivo). Desta forma teriamos-

dx_= DT+ = A'y)

onde dx_ € a direcSo de centragem;

y = ap”aH ar* v Go

e Vf(xi) = 1 / Y

D nimeroc de operacles para a obteng3c desta
direcdo € o mesmo para o© cdlculo da direc3c normal do
meétodo. Por outro lado, se utilizarmos 0 mesmo  fator de
escala 8:, a decomposic8o0 da matriz AD A seria aproveitads

para a obten¢8oc de ambas as diregdes, tornando menos caro 0
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esforgo computacional do cdlculo das duss diregfes.

Para evitar que o valor da funcSo objetive
piore no processo de centragem, projeta-se a direcEo de
centragem na curva de nivel da fungBo obijetivo. Isto pode
ser obtido facilmente fazendo uso a dire¢lo dx, utilizada
pelo método de ponto interior no dltimo passo:

cdx

W= B Taxs o

€ fdcil verificar que cdx! = @.

2.11.1 Centragem Para o Método Primal Canalizado

A deduc8o a seguir € muito semelhante &
utilizada no deaenvolvimento do algoritmo eprimal afim
tanalizado. Considere novamente o problema:

{PEH Max cx

sa fAx = b
H 4+ W = y
.wZ @
Para este problema, a funcBp de centragem
fica: Mam Fim,w) = S logix 3 + S lgg{%}
¥ * = 4
Aplicando u algoritmo primal com c

substituido por V#i{x,w), temos:
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A0 el 96 - 1Al «ks]
aonde Vi‘xi = 3 / x.‘ © ??w.‘: 1 7 ‘“s,

Realizando-se as operacdes, tem-se-

ot 9 - o

Logo,

(i) Acaly + afz = aVix
(ii) Xa'y + oF+ Wz = PV + WV
Isolando z em (ii), temos:
z = X+ WO+ W - Faty
‘ Substituindo z em (i) temos:
axaly + AX O WP 4 Wi - Xatyy = AT
Definindo D° como no item 2.4, ou seja:
I%*m nia§<xfwf ff{nf+ u?)) vem:
AD A’y = AD Vix - AD Viv

* - L3
Y = (AD A PAD (Fix - Vw)

A direc3o de centragem fica:

o] - SR - [ 9ED
dx_= X9 - Xa'y - Xz
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dwct W rw - wzz
lembrando que dx = -dv, temos:
de_= -Te + Wz
dx_= -Wh + W OF WO + e - Faty)
dx_= -D V&v + D'V - D Ay

dxcm [}*(V}‘x - PP - ﬁlg)

0 cdlculo da projecio de wg na curva de

nivel ndoc se altera com relac3o aoc problema n3o canalizado.

Portanto, a centragem para o problema
canalizado pode ser feita sem o aumento das dimensBes das
matrizes envolvidas, assim como no algoritmo primal afim
canalizado. € importante o fato da matriz diagonal D ser a
mesma na centragem € no célcﬁlo da direcdo do método primal
afim. pois permite a obten¢lSo das duas direcSes com um

esforco menor.

2. i1 .4 Centragem Para o Algoritmo Dual Afim

Sera considerado apenas o problema com
varidveis primais canalizadas. O problema n3o ctanalizado e
andlogo. Para o algoritmoc dusl afim canalizado, a funcio de

centragem € dada por: Max f(v,z), onde-

Flv,z2)= S 199(%} + S log<2i>

L5 4 iEA

Note que as wvaridveis y nlo aparecem na
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funcBo de centragem, por serem irrestritas.

Para obtermos a dire¢8o de centragem, vamos
aplicar © algoritmo geral A3 (item 2.35) a0 problema dusl
canalizado (DC), substituindo o vetor custo pelo gradiente
da func3o de centragem e trocando o sinal das direcBes, pois
o algoritmo A3 € de minimizacH3o. Desta forma, o algoritmo
tem uma dedug3o semelhante ao algoritmo dual afim canalizado
A4. A diferenca estd no vetor custo: IVfz,Pivi e b = @ (poig

¥y ¢ irrestritp). Assim, temocs novamente:

. [0 o ol SVl e
D= © » = ©
¢ D o vz

A direcdo das varisveis livres sers:

# & -4 _*
ﬁytz - (&40 A& 2 " AD [ afvag

—ZZV fz 4 U:? ?vc}

# estimativa das wvariaveis primais € dada

pOoT !
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» 2 i
x = ~<D_(-Z9F + Vv _+ Aldy_)
*
K= -D VIV E, ¢ aTdy )
Assim as direcdes de centragem dz_e dv_
ficam:

dz = Z°(Vfz - %)
& <

dv_= v + 0

E necessario projetar as direcBes a3 custo

constante. Gonzaga L4313 sugere {para o dual sem

canalizaclo):

v, _ bdy
dycw dy_ bay" dy

analpgamente para dz: teriamos:

. udz
4= o Ga =
Pode~se verificar que bdy;~ udz; = @

& direcio dvc ¢ calculada de acordo, logo:

dv' = dz' - A'dy’
cc < < <

L t ’
dvi - ﬁldyc

L=

#2.41.5 Busca Unidimensional

A funcBo de centragem @& n30 linear, portanto,

€ necessario utilizar um método de busca unidimensional pars

determinar o passo que obtém o melhor wvaleor da funglo de

centragem na direc3o calculada. Em [05) é sugerido o metodo

de Newton pela sua velocidade de convergéncia.
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Para simplificar 8 notacio, definiremos o
conjunto P de todas as varidveis n3o negativas Qﬁ z @y
Deste modo, a funglo de centragem para todos o©0s casos

(primal, erimal canalizado, dual e dual canslizado) pode ser

escrita como:

Max ¥fi{p) = Z logi{p. )
L
P P

Desejamos encontrar o passc o que maximiza

flp + ade? no intervalo (@, miniwpif dpil-q. 6pi< 2.

A derivada de ¥ em relaclio a a é:

dfta) _ Z dp, _ Z g
do P P P, + adp o€ P piédpi+ o

A derivada segunda &

g Ffla? - - Z 4 2
daz F’%_ e (§i+dpi+ o

Portanto, & equac3o de recursividade do

método de Newton (583 sersd-

-
P P d? + ﬁk

-I-
pz (p dp-l-d}

Q2
[
Q
&
Jﬁ

O wetode de Newton tem uma tonvergéncia
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riapida, mas efetua muitas operacBes por iteracdo. 0 método
da falsa posicdo [58) converge mais lentamente porém efetua
mencs operacdes, pois so utiliza a derivada primeira, sendo
mais wvantajoso na maioria dos problemas testados. A equacio

de recursividade deste método € mostrada a seguir:

“% T %y
TN T N GG E A TS

2.11 .6 Centragem na Fase I

A simplicidade na deduc3o da direcloc de
centragem para vdrias formas de PL utilizando o algoritmo
A3, permite a sua aplicacdioc em muitas situagdes.  Em
particular, aplicamos a centragem nos problemas utilizados
para encontrar uma soluglo inicialrfactivel para os meétodos
primal e dual. 0Os resultados obtidos ¢80 semelhantes 3

centragem na fase I1.

0Os métodos de inicializacBo vistos no item
2.7 consistem em resolver problemas de PL modificados em
relac8o ao problema original. Portanto, 2 idéia de centragen

também pode ser aplicada a estes métodos.

No algoritmo primal afim, desejamos maximizar
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a mesma fungdo de centragem do item 2.11.3, pois a varigvel
artificial x @ irrestrita. Utilizando novamente o algoritmo
geral A3 para o problema de inicializaglop de (PC), chega-se
a0 seguinte valor das varidveis dusis:

y = (AD aH*AD (Vex - Vi - pdxd

onde ¥ € a varidvel artificial ep = b - Ax

Determinando uma dire¢So arbitrariaz para dx

(que € um escalar), por exemplo dx = ~1i, temos:

W o L
9 = (AD 6 'AD (P4x ~ Vv + p)
Portanto a dire¢3o0 de centragem sera:
¥ t
dxc‘-= -D (Vfx -« Vv - ay)
Projetando esta direcSc na curva de nivel da
fungdoc objetivo na fase I (c = [@ 13), obtemos:
' - dz ’
dxc‘ dxc dx dx
Uma vez que dx foi arbitrado em -1, = direcso
dxc pode ser descendente em relacgloc a funcio de centragem.
Se for o caso, basta inverter o sinal da dire¢3o. Outra

opgd3o € fazer a busca unidimensional permitinde valores

negativos para o passo O,
0 calculo da direc8o de centragem para o

algoritmo dual € semelhante aoc desenvolvido no item 2.411 .4,

bastando acrescentar uma linha (-g) na matriz A. Assim:
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* i = . 2

AD Ady + AD (~eddx = - AD (VViv - 7.V §z)
*

“etﬁgétd‘f + at’i} edy = - -einﬁfvz?{-‘v - )

Novamente, fazendo dyxy = -1 temos.

*
AD A'dy = - AD (VViv - 7298 + &)

Assim:
™ t
X = “EC(U:V;Vc" 242 4 Ady + &)
*
X = 'Btwfvf"t + p‘t"y + el
As direcfes ficam:
dz = Z2(V$z - x )
& =3

dv_= V(P + 0

As consideragles sobre a proje¢3o na curva de

nivel feitas para a centragem na fase 1 primal aplicam-se

também na fase I dual desenvolvida acima. Vale lembrar que a

func3o objetivo na fase I dual & b = [0 -11.
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2. .12 Iteracdes Continuadas

Uma forma «gque wutilizamos [£33 psra obter
valores melhores da funcB8oc objetivo em uma iterac3c do
método dual afim, consiste em eliminar a componente da
varidvel que bloqueia, atualizar a direc3o dv de acocrdo e,
se a direc8oc atualizada ainda for de crescimento, real;zar
novo passo. A Operacao € repetida enquanto for possivel ou
ate um.ndmerc limite de vezes [231. Assim como a centragem,

a idéia aqui € reduzir o numero total de iteracdes.

Em exemplos de pequeno porte, esta idéia
produziu resultados melhores gque o© algoritmo basico. Em
problemas maiores, obtivemos resultados melhores ou piores,
conforme © numero de iteragdes confinuadas (variaveis
bloqueio eliminadas) permitido e a quantidade de iteracOes

onde esta abordagem foi utilizada.

Dutra forma que pode ser adotads seris o

aproveitamento da centragem, Neste caso, realiza~se a
centragem ao final da iteracio e, feito isso, caminha-se
novamente na mesma direc8o utilizada antes da centragem. 4]

procedimento pode ser repetido algumas vezes dentro de uma
mesma itera¢3c. Esta abordagem ¢ utiiizavel para ambos os
métodos (primal e dual). Ela obteve os melhores resultados

das varia¢Oes do algoritmo bdsico testadas no capitulo 4.
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2.13 Transformacdo num Problema com RestricBes de Desigusldade

Gonzaga U431 prople um método de transformar
problemas na forma padr3o (P), de maneira que as restricles
do problema sejam escritas na forma de inequacdes. Considere
novamente o problema na forms primal:

(P Min ¢x
83 Ax = b

X Z @

Escolhendo-se m colunas de A& linearmente
independentes e denominando o conjunto correspondente de
variaveis bdsicas £xn} € o conjunto complementar de
variidveis ndo bdsicas (xN>, temos as partigbes
correspondentes EcN S La, A,d. O problema (P) pode ser
reescrito da seguinte forma: ,

b4

, 1
(P41 Min ﬁcN cs]

b4
N
sa EQN ﬁ,J XB} = b

wZEe

. R _ -4 ) .
Seja B = Q‘ QN e b = AB b. Multiplicando o

conjunto de restrigfes do problemas (P1) por ﬁ;i, temos -

78



substituindo L

considera¢lo da matriz identidade como parte

restricbes,

(P23

X 2 8
. . 5
Definindo y = ®, temos x= b - By,
em (F2) com:
X = CuXut Cp¥,= € 8 + c,(B - Byl
~ )
Ex = (c"—c‘B)s + cnﬁ = g9 + Sy onde
. o~
€.~ €, B = T; css =T, temos
(P3 Min (Ty - é‘o)
+ =
s5a By xn £
4 2 9
>
xn_ ©
Deixando implicitas as varidveis x temos:

(Ps

ou sSeja:

(P5)

) Min (Ty
sa By
~Iy

A

T
Y

@

Min (?s - T

sa [

B

J+ = [l

I

&

Esta ¢ a mesma formulacldo do problema dual. A

permite

tratar
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“irrestritas’, e as variaveis M farem o pape] de variaveis

de folgsa.

Uma vantagem desta formulac8o € que ela torna
possivel relacionar as diregBes nos problemas (PY e (PS)
L43]. Uma comparacido do comportamento do método para varias

funcBes € feita em [651.

Outro fato a destacar é gque o problema (PS)
trabalha com dimensBes de matrizes diferentes das matrizes
de (P). 0O sistema a ser resolvido em (P), ou no algoritmo
dual que resoive (D), tem dimens30c m. Em (P5) a dimensSo ¢
{n-m). Portanto esta abordagem pode ser interessante para
n-m { m, isto &, n { 2m. Porém, guando n > 2m n3o parece ser
aconselhavel . Outro problema que pode ocurre% e 3 diminui¢8o
i

é

da esparsidade do sistema ao calcularmos B = é; L

2.14 Complexidade do Algoritmo

2.14 1 Hipoteses Sobre o Problema

A demonstrag8o utilizada por Karmarkar £53]

requer um formato especizl pars o problema e, também, faz

algumas hipdteses que seric depois relaxadas. O formate do

problema € © seguinte:
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(F@) Min ex

$8 Ax = @
etx = 1
X & @

Supbe-se ainda que

e = @; ¢
cx* = @
Além disso € necessdrio que a regifio factivel
seja limitada. Note que a restric3o Re = @ implica que o
ponto interior x = %e seja factivel.
Existem varias formas para se converter um
problema da forma padr8o (P) para a forma homogénea (P@)
£53,25.36,78,791. & forma propoéta por Karmarkar £531
aumenta muito as dimensdes do problema. Vimos no item 2.10
que € possivel tratar Prab}emas com:va}or otimo de Ffuncgio
cbjetivo desconhecido, por exemple, através de limites
‘inferiores obtidos via estimativa das varidveis duazis. Gay
£32]) e Ye & Kojima [83] apresentam wvariantes do algoritmo
que trabalbham diretamente com a forma padr3o (P). Rinaldi
£L711 apresenta uma especializacio do algoritmo & partir de
uma transforma¢Soc do problema na forma padrio com wvaridveis

canalizadas.

2.14 .2 Tamanho do Problema

Necessitaremos, para o cialculo da
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complexidade, de alguns resultados intermedidrios que
relacionam grandezas do probiemz com © sgu tamanko em
"bits” . Para tanto, formularemos outra hipdtese: todos os

dados de entradsa (elementos de A, b e ¢’ sEo ndmeros

inteiros.

Seja a fungio comp({F) o comprimento em "bits"

de uma matriz com coeficientes inteiros. Lcgo:

comp{A) S S log, €!Ai + %)

i¥Fs J=d

compi{b) = i logz(lbi! + 1)

complc) = ) log (ic'l + 1)
T=1

O comprimento em bits de um PL ¢ ent3oc:

L = comp(A) + comp(b) + comp(c) + compi{mn)

Seja P = [ TT Maxtib | {TT Hax(ias 1) }]

i=4
e fdcil ver gque P ) ldet tﬁ” bll ¥ conjunto B de m colunas

linearmente independentes de A e ¥V j € B. Logo:

B-j L
idet L& ' b1 (P ¢ 2
Com estas definigdes podemops mostrar &S
seguintes afirmacOes [413. dado x = [k M1, uma solugdo

» 3]

basica factivel de um probliema na forma padrao (P} com valor

da fungdo objetivo no ponto dtimo nulo e regilo factivel
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limitada, ent3o-

. i :
(i’ X = @ ou ® >R ¥V ie (4, ,m)

$ii) cx = @ ou oM 3 E“L

(1ii) ¢cx = EL, e%«ﬁ EL ¥ x factivel de (P)

Demostragcio-

(i) A = b
E N _
A "y + A Xe = b . (KN = &)
- —
) Ka b
B-j
®y = ldet Ca bl / det(a)) |
i
». 2 ldet CA° "’ b3l 7/ P
i
%, 2 |det ta"’ b3 2"
}
B-j . . B~j
ldet [A b1l € inteiro, portanto se ldetia b3l = @
.entio X, = @, caso centrério'xn P-4 E—Ln
3 i
(11} Se x = @ ent3o cx = 6
.. ) &
Caso contrdric cx 2 @ pois, £ = &, logo:
Cu”w = @ ., Cu¥p Z @, mas como os eliementos de ¢ s8o0 inteireos
> =7 & > =
e Ky = b » entao: cx 2 g2 ou Cx em

il

{1ii) sejas x {xk KNE entao

etcompic) ¥ comp{A) + compi{b)3 Et

ex = ‘
eix < nﬁxﬂm < ngtcomp(ﬁ} + compibh)]

+
eﬁx < Eﬁcomptﬁ) comp (b} + compi{n)3 ) EL
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Uma vez gue a regifo factivel ¢ limitamda,
qualaguer ponto factivel € uma combinacio convexs dos
vértices, portanto:

M < EL

. ¢ ¥ % factivel
ey { P o

Consequentemente, se encontrarmos uma soluc3o
com custo wmenor que.amt, ela é otima (ii). Vimos, no item
2.9, um algoritmo polinowmial que obtém uma solucSo bidsica
com valor de fun¢c3o objetivo melhor, a partir de um ponto
interior (algsoritmo de purificaclo). Portanto, um método de
ponto interior polinomial, associado a um algoritmo de
purifica¢8o, pode encontrar uma so}ucgo_bésica otima em um
tempo polinomial. Por ocutro lado, o0 critério ex ¢ EﬁL ndo e

.y L o -L . . , ,
pratico pols © e um numero mullec pequeno. Na realidade

adota-se tolerdncias meies Flexiveis,

£.14.3 Polinomialidade do Metodo Projetivo

Neste item veremos que o algoritmo praoposto
por Karmarkar‘tﬁéj para resolver (P@) @ polinomiazil nYy pior
caso. A seguir reproduzimos os passos go algoritmo para B

demonstracdo: dados (P@), B & (0,1), v = 1 / Y nin-17, faca:
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k « @

e Repita

B e [2?] a0 .1

€ ¢ (I - B (BBH 'BiDc a0 2

AO. e " - Bre_ s gcpg AR .3
e D'/ et A® . 4
k « k + 4

Até convergir

Para a demonstracio, utilizaremos uma

combinac8o de teoremas propostos por vérios autores.

Lema 1 (Teorema 5 [533, Teorema 2 L&53)

O ponto x’' obtido no passo A48.3 & otimo do

problema
Min chx
sa £§ N B(xo,ﬁr)
onde O € o politopo formado por Faﬁkx = @& e ex = i;

o , ‘
Bix ,PBr) € a esfers com centro em e/n g raio fr.

Demonstrac8o: A intersecio Ble/n,Br) 0 o~ é
uma esfera (para fir £ 1 / Ynin-1) onde 1 7/ Ynin-1iv & © raio
de maior esfera contida em e‘x = 1); o minimo de uma funcio
linear sobre uma esfera, pode ser encontrado partindo-se do
centro da esfera e movendo-se na direclo contraria ao

gradiente até a superficie da esfera [651;, o passo A®.3
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traduz este procediments. D

Kersarkar [531 apresenta uma demonstracio

algeébrica.

Corolario: O ponto wb“ obtido no passo AD 4

e factivel de (P2).

Lema & (Lewa 2 £11], Lema 4 [&7 1)

ch'x < n (L - BE%T}cxk

Demonstrac3o: Uma vez que o valor otimo de

(P@) é assumido ©, existe um x 2 @ tal que AD'N = @, e = §
. - 1l
e chx =0 (x = 0
e (O »

A norma maxima:

1 2
Mz E){ -_— ;ea
%] egx = 1
X2 @
€ dads pelo ponto * = 1, Koo, = eV i, togo:
rn—1

Ex—%eﬂz-“-:(i—ifﬂiiz-&Z{tfn}z
A

3

fx - %ﬁﬂz S in - 1Y/ n
portanto, a esfera de menor raio que contém ;ﬁ =4, xZ @ ¢
R = ﬁ%i - Logo o ponto x = (1 - ﬁ%)%@ + ﬁ%; esta contido
na esfera B<%e,ﬁr) (pois x ests contido em e}x = 1; w2 Q).
Portanto:
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k3
e < oD x
. . o i ok
pois x' minimiza Bige, ffr) n O,

k L. 3 | v k—
< - E i
chD'x = (1 PgrcD fe + PBrch x
. . r i
substituindo ﬁ POY H:T
| 2

* < -

cD x" = (% pro 1)&8

vem:
k

k , i _ - k
chx = (1 —(?';‘-:?3;; ct¥e = n (1 -ﬁﬁ)cxﬁ

Lema 3 (Lema 4 (111, Lema S [&7 1)
Se Jx - 2efl = Atntn - 1 o o'k = 4
entSo T »xZ n (1 + B;é;)""{: - 8.
i=1

Blair I U O | apresenta uma demonstracio
algébrica, e Padberg L&7l demonstra utilizando

multiplicadores de Lagrange. Veremos aqui outros argumentos.
' "

0 ponto oOtimo deste problema (Min T X ) & dado pela
iz4

. " * ” i . . ;
combinaci0 convexa x = {1 - 5?;9 + fx{(i) onde x(i) & a
. - t i } .
intersec8o de ex = 1 com fjx - ;eg no hiperplano x(i), = @

. i
L2433, Logo K‘Kﬁgg”;tg- Fortanto:

* 1-7 & 43 _kn-10U4-B) + 03 _ -1 i
X0F TR Xt T ani - nin-1) =hn (1 ﬁn—1}
Portantg:
n T
bl - i s
ITixi = (1 o+ =) (1 - ) S II:ﬁ'm

Lema 4 {(Teorema 5 (111

FOCT s - atoTa s A0 TG - Bl
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—

onde f(x) = (ckx) 7/ *,
1 =1

H

Observac8o Karmarkar (53] utiliza = funcio
potencial hix) = In(f{x)}. & funclo utilizada por Blair [41]

simplifica as demonstracdes.

No passo A@ . 4, temos: xkﬂz Skx' 7 eiﬁkx' .
portanto:
™
k+1 k , t_k , L X,
£0 ) = (eDx /7 e D x "7 TTao s 7 et tfw
iwd
™
k41 k , k , k
FOC = e " 2 TT % = #85x
i=g
pelo Lema 2, o numerador € limitado por:
¥ - k
(eDx" ) S n (1 - ﬁ-ﬁji_-g)n(cx "
o denominador pode ser escritec da seguinte
forma:
ol ™ ™
Kk, k
]T (D% TT ®, TT ®
1=% L -3 § =3
e, pelo Lema 3.
k1) ™ 2l
k k. -n i n-t
-~ . -
TT % TT » 27T x n "4 A e R S W ¢ )
y= 4 =8 L%
portanto:
k
FGETh S 01 - a0 e /}T TR AL -

iz

Fox ) S (1 - ﬁ;;—i—;;"cz + ﬁn“if“

(1 - r0d

k
<
‘E-;-(O__ (giﬁ;n)) , onge

a(3,n) = (4 - ﬁ-;;%—i—)(i + ﬁ;}é—i—f’c(z + B;-}—{wu -

Demonstrac8o:
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Do lema 4 obtemos:
k i k
PO 2 gy £GSYT

k
EF™) £ 505 TS 908, 0

E£6E) 7 0TS (9B ok

ou seja:

k 3 4
(ex ) IT =,

A

o

=3 k
: = (g(fF.n))

n
k .
{ TT xi]n Cex
iz

cxk ki x ; ' X
<
SO S ll ®, (gi{f3,n¥)

i=13
Utilizando a relac3o entre as médias
aritmetica e geométrica,
b i" 1
1T . < o K. temos
i=4 t=41
M 1 : k
< 2
oo =N - S X, (gi{f3,n3)
i=3
cxk k
<
ol = {(g{fi,n)} o
Teorema ¢ (Teorema 1 {533, Teorema dnico

L&7 1)

Em O(np) passos, o algoritmo A® encontra um
ponto x Factivel tal que:

4
¥ -
— %2 P
Lol 21

Para obter uma estimativa de gi{f,n),

utilizaremos alguns resultados obtidos da série de Tayvlor
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(para (4] < 1)

1"3 - = _ﬁ_
in 75 £ -2y, portanto (para y n—i)’
1 - LB
in n-1i < -~ (i)
{ o+ i) n-1
nmi

e da relag¢lo eS 2 1 +y, temos (para 4 = IR

=1
£ 2 1n (1 + £ (ii)
-t n—1i
n-4
€ para ¥ = -2 temos:
B+ In(t - B) £ @ (iii)d
tomando o logaritmo de g(2,n) temos:
L - O
Incagn = 1n —020 L 4y gy B, L0 gy
3 n n—1 n
. i + m"'

usando (1) e (ii) vem:

lﬂ(g(ﬁ.,n) = - {gi - r‘-?i + - m—{g-ﬁ— - %ln(i - ﬁ}

n— n

- B _1 -
Intg(B.n) < -~ Lo - 2B + In(1 - )

usando (iii)} temos:

Intga,ny < - B8 . “Linct -

k

< .
k In(g{(f2,n) = ey

(gﬁ”+1;n§:11?(§i . 00U seja k = O(np) temos:

(23 + Indt - 33}

para k 2
k Indg(Z,n) £ -p 1n(2)
(a¢pB.n))* < 7P

pelc Lema 5 temos:

k
X < 27Ps
X

Note que 27 + In(i - 3) deve ser estritamente
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positivo ums ver que p deve ser positivo. 0s validos valores

de 3 est8o no intervalo: @ ( 3 < 0,7968. .. [471

Do Teorema 1, temos:

k - 0
cCx = p pcn

No item 2 .14 2 wvimos «gque cx

iA
EY)
«
x

factivel, logo:
cxk = E“p 2?
para p = 2L temos:
o < b
Portanto, em k > O(nL) iteracBes, no pior
€aso, encontramos a solu¢3o dtima. Como cada iterac3oc tem

complexidade polinomial {isto sera wvisto em detalhe no

capitulo 3), o algoritmo A® ¢ polinomial no pior caso,

£.14.4 Qutros Métodos Polinomiais

Apds a divulgac3oc do trabalho de Karmarkar
L5373 surgiram outros métodos baseados nas mesmas ideéias.
Demonstrou-se que esses métodos tém convergéncia polinomial

no pior Ccasoc.

Renegar [70 3] propds outro algoritmo baseado
no método de Newton e na idéia de trajetdria central vista
no item 2.11. Ele demonstra que este método converge em

O(Yn+mL) iteragles no pior caso.
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Baseado na fun¢lo barreira, pode-se chegar a
algoritmos com complexidade ainda wmenor «que o meétodo
projetivo [393, 0(¥n L) iteragBes no pior caso, escolhendo
valores apropriados para O parametro de barreira a cadsa
iteragdo. Estes métodos tém a vantagsem de nio necessitar que
o valor da fun¢c3p objetive no ponto otimo seja nulo ou de
forma equivalente, que o0 valor Otimo seja conhecido. Poreém,
tem a desvantagem que, para manter a complexidade tedrica,
deve-se efetuar passos peqﬁenus, 0 que aumenta © numero
médio de iteragdes [37]. Recentemente, Gonzaga (88,891
cbteve a mesma complexidade realizando passos longos  para

as fungoOes barreira e potencial .

Os métodes' baseados na funglo potencial
logaritmica [42.44] <{(que resolvem o problema em O(nl)
iteracdes) podem realizar pPassos maiores, sem: ﬂerder SUBS
propriedades teoricas {371 Estes algoritmos, assim como o
projetivo, necessitam conhecimento prévio do valor 6timo da

fungio objetivo, ou uma estimativa a cada iterac3o.

0 algoritmo primal-~dual proposto por Kojima e
outros £57] tem complexidade da ordem de nl iteragdes no
pior casoc. Monteiro ¢ Adler [9€,91] chegam a wum resultado

melhor O¢Yn L3, para um metodo primal-dual com fung¢lo

ye




obijetive linear ou guadritica.

N30 se conhece até o momento um limitante
superior para o numeroc de iteracBes do algoritmo afie
estudado nos itens anteriores. Por outvo lado, ele tem as
vantagens de n3o necessitar conhecimento prévio do wvalor
otimo da func3o objetivo, n3o necessitar dos métodos
iterativos para a busca unidimensional e, no caso do dual
afim, ni3o apresenta problemas numéricos por trabalhar com
restricdes de desigualdade. Por outro lado, os testes
reaiizaéos [@1,62) até agora parecem indicar que este método
tem convergéncia média proxima dos outros metodos .
Recentemente Barnes e outros [@7) mostraram que o algoritmo
afim com centra§em tem complexidade polinomial no pior

Caso.

93




Capitulo 3

Conceitos Tedricos Para Implementacio

3.1 Introducio
2.1.1 Objetivo

Vimos no capitulo 2 metodos de ponto interior
que procuram encontrar a solu¢lo de problemas lineares em
um nuimero razoavelmente pequeno de iteragdes. No entanto,
uma iterag¢do de um algoritmp de ponto interior tem
complexidade (regquer um esforgo computacional) maior que uma
iteragS0 do simplex, o metopdo tradicional para solug3o de
problemas lineares. QOu seja, na realizac8o de cada iterac¢io
os metodos de ponto interior s3o mais lentos do que o

simplex.

Nio entrando em detalhes, wuma iterac3o do
simplex envolve uma atualizaclo de "rank 1" de uma matrig
(pivoteamento), enquanto que uma iterac¢io de ponto interior

envolve a resolu¢do de um sistema linear.

Em linhas gerais, no capitulp 2 nos
prepocupames em desenvoelver métodos gue diminuissem © 2numero
total de iteragdes, mesmo ao rusto de encarecé-las

(preservando sempre que possivel a complexidade polinomiall.
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Neste capitulo nossa preocupacio serd a diminuic3o do custo
de cada itera¢80, mesmo que isto possa aumentar {(um pouco) o

numero total delas.

3.1.2 Sistema Linear

A passagem mais cara, em termos de esforco
computacional, dos métodos wvistos no capitulo anterior,
envolve a resoluglo do seguinte sistema linear:

(DA P* = o
Observac¢des:

- k refere-se ao nidmero da iteracdo;

- Conforme o método utilizado e o tipo de problema a
ser resolvido, pode ser necessarioc calcular qk antes de
resolver o sistema, de gualquer forma, o cdlculo de qk e
pelo menos uma ordem menor que o calculo de QB:ﬂa

- A matriz AB:&'é simétrica definida positiva ¢ a cadsa

. - . . *
iteracB0 somente a matriz disgonal Bk se Bltera.

A resolugdo de sistemas lineares aparece em
dreas cldssicas da matemdtica aplicada, n8c sendo portanto
um problema novo. Existem, no entanto, muitos avancos
recentes em relagio a eficiéncia na resoluglo deste tipeo de
problema. A maior parte das técnicas que ser3o vistas neste

capitulo, tem aplicac8o na resoluclo de sistemas lineares

25




genéricos. Qutras levarSoc em censideracio o fato que o

sistema a ser resolvido faz parte de uma iteraclo de um

método de ponto interior para programac3oc linear.

3.2 Esparsidade

0 aspecto que leva aoc maior ganho no tempo de
cada iteracdo (além da economia em memdria) é a considerac3o
da estrutura esparsa das matrizes A e ﬁB:At. Em problemas de
pequeno porte (com cerca de 2@ linhas), chega-se a diminuir
o tempo de cada iterac8o em mais de 10 vezes, conforme o
grau de esparsidade das matrizes. Problemas de meédio porte

podem chegar facilmente a ganhos de 100 vezes,

Guase todas as  técnicas apresentadas neste
capitulo tem em vista o melhor aproveitamento da estrutura
esparsa das matrizes envolvidas. Em resumo, todas as
técnicas buscam um Unico objetivo: realizar o menor ndmero

possivel de operagbes por iteraclo.

3.3 Decomposicio

3.3.1 Motivagio

A resoluglo do sistema através do cdlculo

explicito da inversa estd fora de cogitagS3o, pois, mesmo que

Y6




* i . - .
ﬁﬁkﬁ EE}a ESpPBrSa, O WMESMO nNao oCorre necessariamente com =&
sua inversa. Portanto métodos gque nBo calculam a inversas da
matriz s3o preferiveis. Uma das formas mais populares de se

resolver um sistema linear € a decomposic3o da matriz.

. L IR . . .
Uma wvez «que a matriz ﬁDkA e simetrica
positiva definida, o sistema pode ser resclvido com =3

decomposicio de Cholesky (LELt ou LLt), onde L @ triangular

inferior e E € diagonal. Esta decomposicao utiliza
aproximadamente metade do esforgo computacional da
decomposicio LU (veja gue sendo LEU dnica L'= U). Além do
mais, ela @ intrinsicémente estdavel quando a matriz

decomposta € positiva definida, o que dispensa avaliac¢Oes

numéricas na escolha do pivd [281.

A segunda delas- (LELY) ¢ preferivel, em
principio, pois ao contrdrio da tL' n3c necessita da
operacdo ralz guadrada {que € cara em algumas méquinas}_bara
o calculoc da matriz L. Isto porque os elemenfa# das
diagonais de L e U (Lt neste caso) s&0 wunitdrios na
decomposicio LEU [735), o que traz ganhos também na resolucio

dos sistemas triangulares, a fase seguinte apos a

decomposicio.

Obtide a2 decomposic8c, o sistema fica ds

seguinte forma:
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1
LEL'p = g
este sistema pode ser facilmente resolvido por substituicio

em dois passos:

Outra forma de buscar a solu¢Bo do sistema no
método primal, € aplicar a decomposi¢c30 OR [75,381 no
sistema:

(aD” a)y* = ap"c
Tomlin L[C791] déscreve uma implementacio desta forma e
apresenta resultados comparativos do método projetivo com o
simplex. Ele conclui que o metodo projetivo tem dificuldades
de superar o simplex devido ac elevado esforco computacional

de cada iteracio.

Ainda € possivel resolver o sistema através
3 . L t At § i r »
da fatora¢doc da inversa obtendo (AD A ) "= UL, este método e

conhecido como forme produto da inversa [857.

A resolucio do sistema via “loop-free code”

[45] & provalvemente o método mais rdpido de implementar a

decomposi¢do, erincipalmente no caso do sistema ser
resolvido vidrias vezes com a3 mesma estrutura. Por outro
lado, © tamanho do <c¢ddigo gerado inviabiliza a sua
utiliza¢do na maioria dos ambientes computacionais
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existentes. Em [B46] ¢ feita wuma implementacSc baseada em
gerac3c simbolica que € um meioc termo entre o codigo com

"leop” e © "loop-free code’ .

3.3.72 Decomposicio de Cholesky

A decomposi¢l30 pode ser feita de wvarias
maneiras, conforme os elementos da matriz L s8o calculados.
Vamos estudar a decomposi¢d@o gque calcula os elementos da
matriz L por coluna. Em £30] é feito um estudo detalhado da

implementac8o da decomposigio na versSo linha.

Veremos a seguir o algoritmo de decomposicilo
por foluna B = LELt com atualiza¢c8o por coluna. Este
algoritmo € uma especializa¢lo do procedimento apresentado
em (7503 para o caso ndo simétrico. Eles apresenta# vantagem
camputacibnal_scbrs 05 algoritmos propostos recentemente em

{383, embora a ofdgm de complexidade seja a mesma.

Para a apresentac¢B8c do algoritmo e o calculo
da complexidade, usaremos a seguinte notaclo (78,453

Seja Bm‘ ums matriz gqualguer, entio:

3m)

<.
"

Eilemento da linha i, coluna j de B;

2.
0

j-ésima coluna de B;

B = i-ésima linha de B;

9



. Q@ se B? = @;
R

i caso contrario;

B= z %: = : Numero de elementos nlo nulos
154

da j-ésima coluna de B;

§i= z 'ﬁ‘.:*-: Numero de elementos nSo nulos da
iz

i-ésima linha de B;

ﬁ= z z ﬁ: Numero d= elementos n3o nulos da
iS4 §jTs

matriz.

0 L d t ) o d
Decomposig¢ao LEL por coluna, atualizac8o por coluna
e Para i=1 ateé m
E' ¢« B Ag 1
1 % *

= Para j=i+i até m

L: « B / B :
AB. | ; ¢ B /B A8 .2
= Para k=i até m
i i i
Bk * Bk - Lj E& A8 3

ODbservacoes:
- & matriz B € alterada durante o processo.
- 0 algoritmo pode ser facilmente modificado para que

i . Y
os elementos de LEL sejam guardados na mesma Posicgao de B.

3.3.3 Complexidade da Decomposic830 para Matrizes Cheias
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Para o cdlculo do nimero de operagdes, ser3o

usadas as seguintes formulas [38,767:

™

Ekz = (n+iinl@n+i) (1)
k=1 &

™

Ek = (n-i)(n+i+1) (2>
kzi+1 é

0 somatdrio (2) pode ser deduzido do resultado:

%

1 = pin+i) definindo 1= k-i.
121 2
Mo desenvolvimento 3 seguir, serao
consideradas somente as operacoes de multiplicacio e

divis3io. A partir dos resultados finais, & f3cil obter a

complexidade, levando em conta as outras operactes.

Somente o0s passos {AB.2) e {AB.3) dos
algoritmos tém operacBes de multiplicac3o ou divis3o.
Veremos primeiramente o numero de operagdes do passo (AB.2),

que € comum as duas versles:

Seja Op(AB . 2) o0 numero de mﬁltip1icacﬁes e

divisBes do passo AB.2. Temos:

m k2 4] ™m
Op(AB.2) = 2 z t = 2(«1-1’.)

tEd4 jmy4d (- 1
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Usando o resultado (2), temos:

Op(AB.2) = m(m-1) -~ (m-Udm = mlm-1) = m2

Para o passo (AB.3), temos:

™m

m ™m m m
Op(AB.3) = 2 2 21 = z I (m-j+1)
12 j=es kT imt j=Uag
m
Dp(AB.3) = E {(m+i){m—i) - (m~i}(m+i+i)]
i=1 e
m
Op(AB.3) = ¥ (m-i)(m-i+1)
iTs 2

Desenvelvendo a fdrmula acima temos:

m m
0p(AB.3) = ) (m-i)(m-is1) = 1 ¥ [ mim+1) - (2mei)i + zz]
] 2 2 i '
Aplicando as fdrmulas (1) e (2), temos:
Op (AS 3) = %[ mim+idm — EMrd(mridm  (m+idIm(@m+1) ]

2 [

N

(mz+m)(m-1) _ m -

2 é 3 - é

Op(ag . 3) = M tm [ dm-4m~3+2m+1 ]

Assim, considerando os passos (A8.2) e (AB.3)

verificamos que o

nimero de operacoes de multiplicacio e

iez



divisd3o do algoritmo (Op(aB) = Op(AB.2) + Dp(AB . 3)) €& dado

POT

m- m m° -
Op(AB)= Z + 5

3.3.4 Complexidade da Decomposi¢3c para Matrizes Esparsas

Na decomposicio de matrizes esparsas, podem
surgir elementos nd3c nulos em posicBes onde existiam
elementos nulos na matriz original (fill-in). A andlise sera
feita considerando~se estes elementos.

Para o passo (AB.2), temos:

™m m m m ™
Op(A8.2) = z Z £t = }: fh- 1y = Et‘- 2 1= € -m
LE4 jurled 3 PE ' 174 1E¥4

Para o passo (48.3), temos:

AR

+3i k

Op(aB . 3) =

INA 3

izi =

Observando que se L; e L; forem diferentes de
L 1 . i’ L . ' T ;
zero, entao L; # @, pu seia, t.==f; = 4 implita ﬁ; = 4.
3 .
Portanto, o numero de vezes que o passo AB.3 & executado n3o

e funclo de fi, logo:

Op(AB . 3) =

L% E
N E

AN 3
w2
o2

I

S E!
W
M2
N1 3
2

-
[
i
-
&
-
»
11
=)
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"
1 3
b~ 3
2
2

onde J = {£3j,..,m).

0 termo ﬂ; t; € a combinac3o de cads elemento

% . . - .
tj com ele proprio e com todos elementos n3c nulos abaixo

™
dele, portanto, o somatério } g C; vale {1 quando j € o
j'=;+1
indice do dltimo elemento n3o nulo da coluna i, wvale 2
quando J € o 1indite do pendltimo elemento € assim

sucessivamente . Comgc o somatdorio € feito para todos

elementos da coluna i exceto o elemento da diagonal, temos:

m tii
N M N R S ST T TR
i=sv+1 ) 1= c
portanto:
m
Op(AB.3) = (L -1t
i=a e
Ou seja, para cada slementoc ndo nulo de ume coluns, exceto

na diagonal, atuslize 3 coluna correspondente.

Finalmente, podemos ghter o total de
operacoes .
m
Op(AB) = Dp(AB.2) + 0Op(AB.3) = 2 [t‘(t"—n] + L - m
iT1 z
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m
Op(AB) = ): {t“ct“ﬂ)} - m

Pode-se verificar que para matrizes cheias
(= m - i+ 1), B8 substituiclo destes wvalores na férmuls
acima obtém o resultado deduzido no item anterior 2.3 3
para Op(AB). Também € fdcil verificar que a resoluclo dos
sistemas triangulares realiza m operagdes para matrizes

cheiss e 2L-m operagbes para matrizes ESPATERS .

3.3.5 Complexidade no Cilculs de AD A

Antes de resolver o sistema, € necessarioc
, * i R
obter a matriz B = AD A . Neste item veremos qual o esforgo

computacional que seu cdlculo exige.

= Para 1=1 até m

s Para =1 ate i

B: « 0 P a9 1
Para k=1 até n
i j Xk k. _k. *
A9. _ B « B + AR (D) A% .2
B ¢ P | a9 3
3 i
L . .
Supondo que Gﬂk} Ja esteja calculado, a

quantidade de operacfes realizadas € duas vezes o numero de

execucies do passo (A9.2).

ies




onde I =

Matriz cheia

e
Op(A9) = B z

Do resultado (2) venm:

Dp(A®) = 2nim+1dm = nm{m+1)
——

Matriz esparsa

m
Op(A9) = az

€1, . .,

¥

Analogamente aop caso anterior, ﬁf@t e &

combinacdo do elemento 3? com ele mesmo e com todos os

elementos ndo nulos acima dele. Portanto © somatdrio pode

sey reescrito da seguinte forma:

- 2
QAR = T

LT LE4

ke

a

™ T )
Op (A9 = 22 z 1 = g 2’&*(%"4» 1) = E’A"{ﬁ’% 1
k=1

k¥4 1¥% 2 k=
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Adler ¢ outros [8&6]1 e Monma & Morton L&zl

k k n . , s
armazenam O produto Qiéj que nao varia com 8 iterscBo e,
desta forma, conseguem metzde do esforgo no cadlculo de

LI, . e e k k
AD A, desconsiderando outras operactes e a obtencio de Aiéj

que & feita apenas um ver. No entanto, esta forma pode criar

™
- * B 3"
problemas de armazenamento pois necessits {(a + 1)
k= z
posigles de memoria para armazenar tada produto

individualmente,

3.3.6 Complexidade do Método Projetive

No capitulo 2 vimos a demonstrac8c que o
método projetivo converge em O(nl) iteracBes, onde L e o
tamanho da entrada em bits. Vimos no item anterior que cada
+ b d b 2 . -~ El L4 s
iterag3o © da ordem de m n operagdes caritmeticas, uma vez

3 .
que m = n, podemos escrever 0(n ) no pior caso, portanto, a
. ¥ . . - Ed ‘

complexidade do metodo projetive no pior caso € Oin L)

operacBes aritméticas.

Segunde [ @21, cada operac¢Sc aritmética pode
ser resolwvida em um tempo de ordem O¢L-log{L) 1og{log (L))

em uma maquina de Turing.
No proximo item veremos que este valor pode

ser reduzido utilizando atualizac3o de “rank 1" Veja que os

resultados obtidos neste item para a complexidade da

ie7



iteraciico vale para todos os metodos de ponto interior

estudados, pois eles resolvem um sistems da mesma forma.

3.4 Atualizac3o das Matrizes do Sistema

A cada iterac8o, apenas a matriz diagonal do
produto B = Anﬁﬁ'se modifica. Karmarkar (%3] demonstrou
para o método projetivo que se algum elemento de D que Ffoi
modificado “significativamente" nao for alterado, a
convergéncia do método nio fica comprometida; alem disto,
demonstrou que o numero de elementos que variam muito &, na

média, pequeno (0(Yn) em m passos).

Usando o resultado acima, 0 produto QD*A
pode ser calculado mais facilmente-

ap"at = ap*a' + Zf‘cmi)ﬂ (@ catt
i

Onde ¢ € o conjunto dos elementos ds diagonal

» B - - . r . . " ‘
sue variaram significativamente na ditima iteracl3o e D e =a

matriz diagonal da iteragl3oc anterior.

3.4. 2 Atualizacio da DecomposicBo

Shanno [74] utilizou esta ideéia para
atualizar as matrizes L e E diretamente, COmMoO VEeremos &

Seguir.

ies




Seja ¢ o conjunto de glementos que
modificaram “significativamente” . Entfo 2 nova decomposiclo

& dada por:

LEL' = LeLt «+ ;a‘[ (ah)? - 49?‘;?(&‘)‘
- ——— i, i N —c

Filetcher € Powell [313 apresentaram um
algoritmo de atualiza¢io da decomposicEo para a forss:

LELt = gggt + azzi

Este algoritmo pode ser aplicadeo |¢| vezes
(cardinalidade do conjunto ¢) para se obter a nova
decomposiciao. Eles também levam em conta o problema de

instabilidade numérica na atualizag8oc e o fato da matriz B

ser definide positiva.

tima vez que na priatica |[¢] varié muito para
os métodos primal e dual afim, podendo inclusive ser maior
que m por wvariae iteracgfes, optamos pela ztualizagio
proposta em L3511 e [493, que € mais rapida e aplicdvel a uma
matriz genérica, embora n3o leve em consideracio a
instabilidade numérica (isto n3o traz inconvenientes para o

problema em estudo) .
Tanto a atuaiiza¢So de (313 como a de (513

foram adaptadas da proposta em [101, que € mais geral,

podendeo inclusive atualizar a decomposicio para todo o
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tonjunto ¢ simultaneamente utilizando a particlo A¢B§¢(é¢)i,

Vemos a seguir o algoritmo de atualizacBo da

matriz de [513 e [493.

Atualizac8o da decomposiclo [543, (497

= Para i=4{ até m
a e e:: A10 1
E, « o + azf ate 2

Para Jj=i+1 ate m

i
A10. Zj - zj - ziLj A16 .3
L ¢« U + 022/ " 610 4
3 3 3 L
o eoa s e:: A10.5

Neste alaoritmo 2z representa =B toluna gque

estd sendo atualizads.

Fizemos uma pequens alterag3o no =zlgoritmo
AL® para reduzir o nUmerc total de operagoes. A seguir

vEMOS O a}goritma alterado.
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Atualizac8o da decomposic3o com a alteracio

p: Para i=1 até m

& < Ef: At .1

£ e a+ o022 ALY 2

* 19

— Se 1 = m
¢ Fim

g «o / Ei AL1.3
Al Y « fz at1. 4

o & o AL .5

Para Jj=i+1 até m

Z ez -zl Aty 6
J ]

L

~

L;: « L:.' + 2y ALl

3.4.3 Complexidade da Atualizac3c da Decomposiglo

Matriz cheia

Para o passo (Ali.2), temos:

Oe{Aail 2) =R

i

i = Bm
1

it 3

Para os passos (Aa11. 3), (A1l . 4 & {A11.5),

temos -

me 1

Op(A11.3) + Opl(Ali 4) + OptAll S) = 3 z {

i®d

3{m-1)

ii1



Para os passpos  {(Ai1 &) e (a1L. 71, temos

(utilizando o resultado Op(AB.2) do item 3.3.3):

m- 41 m

3

dpiaill &) + Op(alil.?)

i
i

™
1maz i = mo- m

1EL jmi+d LEL jEUe L

0 numero total de multiplicacles e divisBes e

dado por:

Op(A11)= Op(ALL 3)+0p(A11 . 4)+Dp(AL1 . S)+0p(ALL &6)+Dp(ALL . 7)

Op(A11) = 2m + 3(m-1) + m* -~ m = M2+ 4m - 3

Matriz esparsa

Considerando o vetor z n3p esparso, o calculoe

para os passos (A11.2), (A11.3), (A11.4) e (A11.5) n3o se

alteram.

Para os PRSSOS (ALl . &6 e (ALY .7, temos

{utilizando 9 resultade Op(AB.2) do item 3.3.4) .

m— 4 ™

™m m
Op(AL1l . &) + Op(A11.7) = P ™ =p =2 -m
z 2 | izl ;=Z+ﬁ

iTL jEved

Total de operacdes:

Op(attd= 8m + 3(m-1> + 2¢C - my = 20 + 3(m-17

Comentario: N3c estd sendo levada em conta, a esparsidade do
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vetor 2 rno algoritmo. Pode-~se verificar que 05 primeirgs k-t

elementos tal que z , = © nEo alterzm a decomposicio.

Levando isto em consideragdc o© numero de

operacdes dos passos (Al11.6) e (A11.7) Fica:

m ™m m
Op(Atl.6) + Dp(AlL.7) =a§k 2t}=22k€‘~— (m ~ k + 1)
iE =44 iw

0 nudmero de operacbes no passo A11.2 fica:
™m

Op(Aii.2) = B zkx = 2(m - k + 1)
T =

Oz passos (A11.3), (A11.4) e (B11.%) Ficam:

m—1

Op (ALYl 3) + Op(ALtL.4) + Dpi{Al1: . 5y = 3 zki = 3(m -~ k
L=

Finalmente, o total de operagbes e dado por:
m

optatey =2 5 - 3(m - 1O

[

Note que para o0s metodos de ponto interior, k
representa a linha do primeiro elemento nao nulo da coluna

que esta sendo atualizada.
A complexidade da itera¢io no pior caso com a

atualizac3o da decomposicic fica, portanto, reduzida a

@ 2.5 R A i R
mYn S n . logo o metodo projetivo tem uma complexidade no
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) B. 5 - . .
pior casg de Oin L) operacles aritmeéticas.

3.4.4 Escolha entre Decomposiclo e AtualizacSo

A cada iterag8o0, é possivel escolher qual o
caminho que faz menos operacdes, uma nova decomposicio ou
i¢] atualizagGes. Uma nova decomposicio necessita do produto

. 4 '
AD & .
0 ponto de corte

I¢ic0{atualizac§o) = O(multiplicacBo)+0(decomposicio)

e dado por:

Matriz cheia

Usando o©s resultados do item 23 4 3 Fara

matrizes cheias temos:
nmim+1) + ma~ m o+ mz* m
Wl(ﬁ e & 2

(m*+ &4m - 3

Fara se ter ums ideia qualitativsas, considere

m e n grandes, ent3o:

z 2
nm+_r_13
1¢§c= ] é > Od{n)
F 4
m
Ou seja, para wmatrizes cheias suficientemente grandes,

sempre vale a pena fazer-se as atualizacSes. Esta e a
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situagBo0 (sem esparsidade) estudada por Shanno [747

Usando o5 resultados do item 2. 4. 3 para

matrizes esparsas temos:

el

m
Ea*m’u 1) +2t“<£"+1; - m
jol = x=4 3 - 2
€ m
2 Z‘t‘ - 3(m - k(N
TEK(}) ’

Onde k(j) & a linha do primeiro elemento n3o nulo da coluna

3.

Portanto,

Quando ¢l » !¢§c, decomple-se a matriz.

Quando |¢| < E¢ic, atualiza-se a decomposic3o.

Veja que !¢ic pode variar a cada itera¢3o em

fun¢do das colunas a serem atualizadas. Iste ni3o ocorre

quandc a esparsidade das colunas ndo € considerada.

Note que do ponto de wvista de diminuir o

numero total de ocperagbes, sempre vale a pena atualizar
* i . -

AD A auando for realizads uma nova decomposigac. Por putro

lado, isto pode produzir problemas numéricos, sendo

. . LR . .
recomendavel um novo calculo de AD A pericdicamente.
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3.4.9 aAtyalizacBo da Hessiana

Este tipo de abordagem se aplica nos métodos
de ponto interior baseados em fun¢des n3o lineares. Alguns
destes foram comentados brevemente no capitulo 2 (item
2.10). A abordagem consiste em calcular a nova direc¢lo
utilizando uma aproximacdo da Hessiana da fung3oc n3o linear,

a partir da Hessiana da iterac3o anterior.

Em [351 € sugerida 3 utilizac30 por algumas

iteracHes da mesma Hessiana, modificando apengs o lado
. I ~e k f 4 ‘

direito da egquagio g9 gue € funclo de Dk (neste caso, o

algoritmo utilizado € baseado na fun¢3o0 barreira para o

problema dual (D) permitindo a manutenc3o da factibilidade).

Esta idéia aproveita a decomposicBo da iterac3o anterior.

Em [25]) a Hessiana € calculada pPoOY  uma
formula de atualizacio, 'utilizéhdo diferentes fungles
(potencial e barriera). Neste caéo. a factibilidade é
mantida. Uma forma similar de atualizaci3o € proposta por

Martinez [é6€1.
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3.3 Reordenamento da Matriz

J3 observamos que apenas a matriz diagonal E‘
se altera a cada itera¢3o. Logo, a estrutura de éﬁ‘&t fica
preservada durante todo o processo. Este fato permite que se
faca um pré-processamento simbdlico da matriz, para
identificar quais os elementos s8p estruturalmente nulos, ou

seja 30 iguais a zero em todas as iterac8es.

E preciso também considerar que o processo de
decomposi¢8o € capaz de modificar radicalmente a esparsidade
estrutural do sistema atraves da ocorréncia de “fill-in”
(enchimento), que s8o elementos estruturalmente nulos em

LI o~ ~ .
AD A" e n30 s8o nulos (necessariamente) em L. Neste caso,
uma matriz esparsa pode resultar em uma matriz cheia apds a

decomposicd0, 0 que € indesejavel.

0 nimero de "fill-ins" que surge & fung3o da
ordem em que estio ﬁﬁincadas as linhas # colunas de AE’Q‘
{que por suz vez € func3o da ordem das linhas de‘ A). Logo,
se pudermos encontrar a8 ordenat3c que garante o minimo

“"fill-in"', o numero de operacOes por itera¢loc sera menor.
Infelizmente, o preblemes “wminimum global

fill-in" é NP-completo [B23, o que torna sua soluglc mais

dificil do 4aue o problema original. Entretanto, VEarias
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heuristicas tém sido usadas para reordenar matrizes de forma
3 Preservar, mesmo que parcialmente, a esparsidade durante a
fatorac3o [28B3. Duas delas, “minimum degree” e “minimum
local fill-in" foram testadas com bons resultados para
matrizes originadas de problemas de programaci3oc linear [141].
Note que, sendo a matriz definida positiva, o reordenamento
pode ser feito levando-se em considera¢3o apenas a estrutursa
da matriz (sem consideracd3oc de aspectos de estabilidade

numérical.

0 numero de operacdes na decomposicio n3o é
func3oc apenas da guantidade de “fill-in" gue surge, mas
tambeém da sua distribuic3o nas colunas como foi visto no

item 3.3.4. Carvalho [14] apresenta um exemplo simples em

que o© esfor¢o da decomposicio e diferente pars duas
ordenacdes que geram o mesmo nudmero de “Fill-in" - ele
comenta que € dada muita atenc3oc ao numero de “fill-in" e

nenhuma ao esforgo da decomposicio. De fato, como vimos no

item 3.3.3, a funglo a minimizar @ Sfﬁ(fi+1) - m. Esta
) + =% 2

funcio depende do nimero total de elementos n3o nulos de L e

também da sua distribuicSo pelas colunas.

Descrevemns a seguir a heuristica que
wtilizamos ("minimum degree”). Em [283] varias outras

heuriticas s30 descritas em detalhe.
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0 método “minimum degree”, para matrizes
simétricas, foi proposto por Tinney & Walker (7731 (esquema
2). Ele recebe este nome devido a sua interpretacSoc em
teoria de grafos. A estratégia conciste em escolher o nd com
menor grau no grafo associado a matriz. Isto corresponde a
selecionar a8 linha (e coluna pois a wmatriz neste caso &
simétrica) com menor nimero de elementos nio nulos como a
proxima linha do pivd. Apds a escolha do pivd, repete~se o
processo para a matriz resultante, no esquema 4§ [771, sem
atualizac8o da matriz resultante €, no esquems & Com
atualizac3o incluindo os “+fill-in" que eventualmente surjam.
0 esquema 1 € mais ripido, porém, em geral produz resultados
piores em termos do numero de "fill-ins”, o0 que justifica a

utiliza¢8o do esquema 2 [77731.

D ponte critico do reordenamento “minimum
degree” € a atualizac8o do grau dos nds resultantes apds uma
eliminac¢8o0, pois € precisc levar em conta n3o sd os
"fill-in” que surgem nesta eliminac3o0 mas também em todas =<
anteriores: Apds a escolha de um pivd (nd), apenas os nds
adjacentes a ele antes da sua escolha tém o grau alterado.
Deve-se subtrair uma liga¢30 referente ao -né retirado e
acrescentar as ligacBes referentes aos novos "“Fill-ins" . No

grafo, um "fill-in" aparece quands dois nds adjacentes ao

pivd n30 s8o adjscentes entre si.
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O reordenamento pode ser feito sem utilizar
posi¢Ses de memoria para representar os "fill-ins”
utilizando o conceito de clique [PB8) (clique € um grafo
completo). Neste caso, a localizacSo dos "fill-ins” & feita

em uma fTase subsequente £307.

3.6 Métodos Iterativos

3.6.1 ConsideracOes Iniciais

A utilizacdo de decomposiclo para resolver o

- . - . + *t 7
sistema linear e interessante quandes a matriz &0 4 e
esparsa. Em algumas situacBes, mesmo que a matriz A seja

. . , * 4 n .
esparsa, € PoOssivel que 38 matriz AD A naoc s=eja, por
exemplo, quando a matriz A tem uma coluna ctompletamente
. . ® 4 . B}

cheia, 3 matriz AD & serd completamentes rcheis. Em Casus
como este, a utitiza¢lo de metodos iterativos de
convergéncia rapida tende a ser mais eficiente gue =
decomposi¢cao. Esta abordagem tem vantagens & desvantagens em

relacio aos meétodos diretos.
VYantagens:
- Ds metodos iterativos n3o geram "fill-ins";

- N30 necessitam reordenar a matriz;

Desvantagens:
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~ Os métodos iterativos geram solucSes inexatas rodendno
comprometer a convergéncia do método primal (Ax = B e, no
metodo dual, obter uma estimstiva ruim para as varidveis
, N * 4
primais (x = D Ady);
~ As extensdes aque necessitam resolver mais gde um
sistema linear por iterag3o0o com 3 mesma matriz, como a

centragem, podem se tornar muito caras.

3.6.2 Gradiente Conjugado Pré-Condicionado

Um dos métbdos iterativos mais eficientes
para a resolugdo de um sistema linear € o gradiente
conjugade pré-condicionado (GCPC) [38,446,581. A utilizaclo
de um algoritmo de otimizag3oc pode ser feita poraque
encontrar a soluc3o de Be = q equivale a minimizar a funclo

2t i
;Pﬂpupq.

A seguir apresentamos o algoritmo GCPC  com

uma matriz de condicionamento genérica O

o L
Dados p um ponto inicial

e Egc uma tolerincia;

faga k « 0O

+« ¢ — Bp H10 . ¢
T e 0 ALe. 2
ds’e T° AL2 .3
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e Repita
s & dek fi2 . 4
a e (5, 7wt s YR
p*ﬂ@ pk + adpk Ale &
AR e X - oas ate.7
?h”f- Cwirk“ ALE.B
SE (7t 7M1, € . RETORNECGN™)  ate.9
B e (75, KT, ALZ 10
dp* e T L pep" AtR. 14
k « k + 1

DbservaciBo:

- 0 passo A12.7 pode ser feito desta forma pois

k k+d

Y - s = g - Bp
. ‘ . 2 ‘
assim, © custo do GCPC ¢é da ordem de kme (kB com
esparsidade) operagcdes aritméticas, tonsiderando gque o

r -3 [ . . ] >
calculo de € 'r ndo exija um esforgo maior que m , que @ o

raso das implementacrtes praticas .

Heath (441 apresenta varias formas de
pré-condicionamento atraveés da escolha da matriz C. Adler e
outros [@1] usam uma fatorizag¢8oc de Cholesky incompleta como
pré-condicionamento. A idéia deles & a seguinte: seja N o
conjunto de colunas de A que contém menos que um certo

numero de elementos nfo nulos fixo, e L a decomposic3o de
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t
Cholesky de QNDZAN . 0 sistema linear Bp = q pode ser

reescrito da seguinte forma:
~4_ -4t -
L7BL 'L'p = L ' q

ou sela,
g -t 4
onde B = L 'BL ; P’ = Lp;, e q =1+ gq.

0O algoritmo gradiente conjugado (C = I} @&

aplicado ao sistema resultante.

Eisenstat ([291 propde uma implementacio
eficiente para o GCPC com a matriz C = (E + LE™E +
onde B = L + E + Lt; L € estritamente triangular inferior; €
e £ s3c diagonais positivas,:E}e regscreve o sistema linear
da seguinte forma:
(E + LTBE + L™E +» L'p = (F + L)y
ou seja,
B'p' = g
onde B;,;p’ e q° sdo definidos de forma andloga a de Adler e

cutros L@1] descrita acima.

A aplicac3o do algoritmo A12. em Bp = q com,

~ PP t , ) .
£ = (E + L 1(E + L} € equivalente a aplicar o mesmo
algoritmo em B'p’ = ¢ com £ = Eﬁ e (E + Lf? = p’' . BSe

atualizarmos p no lugar de p’ no algoritmo Aai2, vamos obter

o seguinte algoritmo:
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) . .
Dados p  um ponto incicial
e egc uma tolerincis;

faca k « @

, 0 -~ -1 o

v e (E+ L) (g - BpT) AL3 4
™% e Er'° AL3. 2
dp’ e 1 ° | A13.3

Repita

s « B dp'" AL3 4
a e 5 s e, st A13.5
P e p¥ 4 acE L) e A13.6
AR, r*ie pr R L g A13.7
?,%n* Er,kn A12 B
SE (e XY Rk, e (RETORNE( ™)  a13.9
B e (pe ¥t ek, ek ek A13 10
dpr Mo PR | pyk A13.14

K « k + ¢

Este algoritmo € eficiente pois B dp’ pode
ser calculdado facilmente na forma descrits a seguir: 7
" - e~ ~ -~ [ -4
B dp’ = (E +L>‘{<E+L) + (F + Lt - (PE -E;]<E+L> dp’

B'dp’ = (E + L) 'dp’ + (E + u“"[dp' - K(E + u"‘dp']

onde K = 2E ~ E. Seja t = (E + L) 'dp’ , entSo.
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B'dp’ =t + (E + L) "(dp' - Kt)

Portanto o maior esforgo deste algoritmo estad

na resoluc3oc de dois sistemas triangulares (8 + em

operagoes). Veja que t pode ser wutilizado no passo A13.6

~

k+1 . . e .
para calcular dp . A utilizaglo de E = 1 economiza 2m

divisfes. Qutra escolha interessante, utilizadsa na

implementacSo, ¢ £E = € 0 que leva a K = E.

3.7 Redu¢8o0o da Dimensio do Problema

Uma das formas que tem sido utilizada por
diversos autores para reduzir o esfor¢o computacional de
cada iterac3o ¢ a reducSo, mesmo que temporaria, da dimens3o
da matriz A eliminando linhas e/ou coclunas através de

critérios heuristicos. Veremos a seguir algumas delas.

Cavalier & Schall (171 propBem uma heuristica
para a reducl3o de restrigSes para problemas no seguinte
formato:

Max ¢ox

1A

sa Ax

Para transformar este problema na forma
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padr3o, basta acrescentar as varidveis de folga s 2 @ A
heuristica proposta consiste em formar um tonjunto A das
restricBes em que a varidvel de folga correspondente teve
seu valor diminuido na iterac¢So anterior. Assim, a dimens3o
. 2.t . - ;
das matrizes QA e ééB QA e menor que a dimens3c das matrizes
originais. O conjunto A pode crescer quando alguma restrig¢io

ndo considerada for violada.

Uma heuristica que diminui © ndmero de
colunas de A foi proposta por Lustig [5%9]1. Ele propde
eliminar as varidaveis que atingem um valor muito pequeno.
Esta heuristica ndo tem o mesmo efeito da anterior pois
diminui o numero de colunas de A e, portanto, a matriz AQ’At
n3o tem sua dimens3o alterada, embora seu calculo Fique
menos trabalhoso. Note que uma heuristica semelhante pode
ser usada no algoritmo' dual, neste caso, eliminando as

variaveis de folga v que se aproximam de zero.

Gill e outroe [£343 peropdem um esquems
semelhante para restricfes desprezando aquelas que na
decompositio geram elementos wmuitoc pegquenocs na matriz

diagcdal (Q’S €

Observag3oc: Esta também € uma forma de tratar linhas

redundantes na matrigz QD*Qt.
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Uma forma de diminuir o numero de colunas da
matriz A no algoritmo dual € considerar apenas as wvaridveis
de folga que diminuem, de forma similar a wutilizada na
implementacio de Cavalier & Schall C[1731. Esta heuristica
pode ocasionar situagBes interessantes quande o nudmero de
variaveis de folga consideradas em uma iterac3o for menor
que © numero de linhas da matriz. Neste caso, pode-se tratar
o problema da mesma forma proposta por Gill e outros (341,
ou escolher linhas da matriz que sejam mais interessantes de
se trabalhar, por exemplo, as 1linhas <que tém os maiores
produtos bi%'<ande Y, € a variavel dual). A extens8o desta
heuristica para o algoritmo dual afim canalizado € +acil,
bastando considerar as varidaveis duais z, além das variaveis
de folga. Um levantamento do ndmero de variéveis de folga
cujo wvalor aumenta por iteraclio mostra que em alguns
problemas, a redug3o do esforgo computacional por itera¢3o

no algoritmo dual afim podé sey significativa.

3.8 Estrﬁtura de Dados

& considerac3do da esparsidade exige estrutura

de dados sofisticadas para o armazenamento das matrizes A,
- g 1 ~ .

AD A e LEL . Uma vez <que as operacoes realizadas pelas

matrizes sac diferentes, a forma de armazenamento também

pode ser diferente.
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fs operacOes efetuadas pela matriz A& s3o as
seguintes:
- MultiplicacBo0 por um vetor;
- Multiplicag3o da transposta por um vetor;
- Reordenamento das linhas;
L Y
- Montagem de AD a .

As operagles efetuadas por AD A €30 as

seguintes:
-~ Cdlculo dos elementos;
- Decomposic¢io;

- Multiplicacldo por um vetor (método iterativo).

As operacbes efetuadas por Lect s3o0 as

seguintes:

Calculo dos elementos {(decomposicior;

- Resoluc8o de sistema triangular inferior;

Rescluclo de sistema triangular superior;

I

Atualizac3o da decomposicio.

Por medida de economia de memorisz, optou-se
. L t .
pPOorY armazenar as matrizes AD A e LEL nas mesmas pousigoes.
, * L,
Da matriz AD A sBo armazenados somente o0s elementos da
. . . t ) .
diagonal e da parte inferior. De LEL a matriz L e

armazenada no tridngulo inferior e a matriz E na diagonal de

ap”at .

ies




Observagcles:
-~ €& possivel armazenar E na diagonal porgue os
elementos diagonais de L valem um.

. t , . L.
- A matriz L fics armazenads implicitamente.

0 armazenamento de E na diagonal facilita a
execuc3o de alguns prccediment&s. pois garante que sempre
havera algum elemento nio nulo armazenado em toda linha e
coluna. A matriz L pode ter mais elementos aque AD‘Qt
(fill-ins), portanto e necessario diferenciar estes
elementos na matriz. A presenga deles n3o prejudica a
resolu¢ci3o do sistema, pois, como eles precisam ser zerados
antes da égccmposicﬁo, isto pode ser feito no calculo de

AD"A'

Esta claroc que © esquema de armazenamento
deve permitir percorrer as matrizes por linka e por coluna.
Optou-se pelo esquema de armazenamento proposto por Knuth
{531 que tem estés facilidades. Poreém, adotou-se uma
invers@o de apontadores na matriz L (figura 1-2) que permite
resolver o sistema triangular superior mais faciimente.
Qutra vantagem desta estrutura é o uso de apontadores que

agilizam © atesso & memoris.

Esta estrutura pode ser desvantajosa em
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aplicacSes que necessitam retirar ou acrescentar elementos
da matriz. Este n30 € o casc do algoritmo estudade, pois =
estrutura da matriz € a mesma durante toda a resoluc3o do

problema .

Além das matrizes, s3c utilizados dois
vetores de apontadores com © objetivo de aumentar a
eficiénecia da implementacSo: um vetor cujos elementos
apontam para as cabe¢as de linhas da matriz A na ordem
obtida pelo algoritmo de reordenamento; o outro vetor ¢
utilizado para acessar rapidamente os elementos da matriz

diagonal E.

- ‘ t -~ - V
Os elementos da matriz ab A tém ainda um
. , . X, k.
.campo a mais que contem o numero de pares 91“; diferentes de
‘zero para sua formacdo. Note que quando o elemento for um
fill-in de L, este campo contera o valor zero, desta forma,
k k . .

se¢ todos 0s pares aiaj € o0 aindice da coluns k forem

® {
armazernados em um vetor, a montagem dos elementos de AD A

pode ser feita com a metade das multiplicacdes (item 3.2.5).

Existem muitas outras formas de armazenamento

de matrizes esparsas que tém sido utilizadas com sucesso,
algumas inclusive em implementacles de metodos de pontos

interiores [(28,30,48,851].
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Capitulo 4

Resultados

4.1 Descrig3o da Implementacio

l.inguagem

Optou-se por utilizar a linguagem "C" devido
a sya facilidade na utilizacdo de apontadores,
versatilidade, portabilidade, flexibilidade e velocidade de

execugdo.

Algoritmo Bisico

Foram implementadados os higoritmos primal
afim e dual afim, com as seguintes caracteristicaﬁ em comum:
canaliza¢3o, variac8oc da funcioc objetivo, énnéicﬁﬁ de folgas
complementares como critério de convergéncia e reordenamento
da matriz A pelo método “minimum degree”. A montagem de
AB‘Q‘ € feita aproveitando-se o© produto QQQE sempre gque
houver memdria disponivel . Quando nfo for o caso, o niumero
de multipliicacBes na montagem da matriz fica duas vezes

maior.

132



0 sistema linear & resplvido na primeirs

- ol . fd t » -~
i1teraceoc por decompopsitac LEL e nas seguintes pels OpCac

que realize menos operacoes, ums nova decomposicio ou
atualiza¢3o da anterior, conforme o item 3.4.4. Linhas
redundantes e erros de arredondamento, na decomposicio, s3o
detectados quando E: { Ep. 0 ponto inicial @ talculado

conforme as heuristicas do item 2.7.1.

A fase I utilizada no algoritmo primal € o
meétodo da varidvel livre descrito no item 2.7 . 4. Na fase 11,
€ utilizado o método de diminuigc30 do erro de arredondamento

descrito no item 2.7 . 6.

Para o algoritmo dual, a fase I utilizada & o
meétodo do M arande com M 3 - descrito no ite# 2.7.3. Porém,
a fése I & evitada quandnvc > @ (5°* ®), ou quando todas as
variaveis primais forem canalizadas, conforme as heuristicas
descritas no item 2.7.1. Se a varidvel de folga, ao final da
fase I, tiver um valor muito pequeno (n3o existe ponto
interior), utiliza~se um valor grande para M em conjunto com
o vetor b original do problema € a “"fase II” encontra um

otimo deste problema modificado.

Testes Realizados

Foram feitas algumas experieéncias comparando
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a implementac8o com o simplex (MINOS 2.5) e com variacdes da
implementacio biasica envolvendo: centragem, iterz¢bes
continuadas, n8o tratamento implicite de canslizaclo e

elimina¢8o de colunas.

Parémetros
Os parametros de implementac3c utilizados s3o
os seguintes (N3o foi realizado um estudo sitemitico para

observar o comportamento do método em funclBo dos parimetros):

- Tamanho do passo na fase I 2.99
- Tamanho do passo na fase II: .95
~ Tamanho do passo na reduclo de infactibilidade: .95
- Precis3o na variac¢Ho da fung3o objetivo: 107°
- Diferenc¢a relativa da varidvel de artificial: 107
- Precis8o nas folgas complementares: | 107>
- Major erro de arredondamento {(primal afim): 10>
- Pre#isﬁﬁ na variac3o da funcio objetivo na reduclo: %

- Variag3o relativa de ﬁ:para atualizag3o: 0.4

~ Valor da variavel de folga no final da fase I 107>
~ VYalor do menor pivd <€:): 1972
- Precis8o na busca unidimensional (centragem): 107>

4.2 Descriclo dos Problemas

0 estudo teorico do comportamento de um
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algoritmo é fundamental para obter implementacles
eficientes. Por outro lado, € necessario nestes estudos
fazer simplificacOes e, em particular para os algoritmos de
nosso interesse (ponto interior e simplex) n3o se conhece
nenhum resultado teorico de sua complexidade média. Em vista
disto, comparacbes entre implementacbes diferentes para
diversos problemas s3o dteis para a avaliac3o dos resultados
tedricos obtidos e tambeém para indicar caminhos para estudos

posteriores.

A maioria dos problemas testados formam o
primeiro conjunto de problemas utilizados em [@131 (NETLIB
problemas testes de programacdo linear [2713). Além destes,
foram utilizados quatro problemas, que tém a caracteristica
de trabalhar com varidveis canalizadas. 0s problemas sio os

seguintes:

1) CSF3
Problema de planejamento da operacio de
sistema hidrelétrico aplicado ao sistema do meédio Sio

Francisco [43.23].

21 ENER1Z2G
Problems de coordenac3oc da operagic de um

sistema multisetorial de suprimento de energia {(problema de

grafo generalizado) [21.221].
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33IEEER4
Problema de despacho otimo de sistemss de

poténcia aplicado ao sistema IEEE24 (grafo generalizado cam

restrig®es adicionais [15,161).

4) CANTAR
Problema de operaclo otima de um sistema de
reservatorios aplicado ao sistema Cantareira {(problema de

fluxo de custo minimo) [©31.

4.3 Resultados Obtidos

Os resultados mostrados a seguir, para o
conjunto de problemas NETLIB, foram obtidos em um VAX
" 11/785, sistema operacional VUMS v4 .7, utilizando os
compiladores VAX C 2.3 para o0 método de ponto interior e Vax
FORTRAN 4.6 para o MINOS, em ambos 0% casos, as opgdes
"default’” s8o utilizadas incluindo a otimizacB0 do cdédigo.
Os pardmetros do MINDS s3o os usuais exceto: rows= 1500,
colunns= (000, elements= 50000, . iterations= 7509, log
Ffrequency= 200 e solution= NO. G outro conjunto de problemas
foi testado em um microcomputador compativel ao I1BM/PC,
Cobra XPC +3.€2 com coprocessador 8087, B MHz e compilador

Turbo C 1.5.
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capitulo 3.

137

PROBLEMA LINHAS | COLUNAS A T FILL~IN
Afiro 27 51 ieg 167 17
AlLitE le 56 138 424 4114 27
Scagr”/ 129 185 4465 747 138
Scees ceos 3417 665 1472 514
Shareeb 24 i&e 777 ie4¢ 1469
Shareib 117 253 1179 1383 3Be
Scorpion 388 444 1534 2359 458
Scagred 474 571 1725 2981 o288
ScTap1i 300 &H&6Q 1872 2420 P34
BrandY 220 303 2202 3450 689
Scsdi 77 740 2388 1392 259
Israel 174 3146 2443 115%¢% 372
BandM 305 47 2494 44664 P49
Scfywmi 330 -1 2732 4715 1482
E22A 223 478 2748 3687 Bé&4
ScreBd 499 1275 3288 b&44 4448
Beacon ¥d 173 295 3408 evel 59
Scsdé 147 i35¢ 4314 2545 444
Ship@4s 462 1504 4400 3654 349
Sctfwm LYY i12¢ee 5449 94647 3141
Ship@4l 462 e ¥ Y- 6389 483¢ cee
Ship28s 778 2447 7194 4e3s 732
ScTapf 10990 2560 7334 14895 geie
Scfxm3 29¢ 1860 8206 14567 4828
Shipi2s 1151 2849 8284 7576 1080
Scsd8 397 2750 8584 5879 1599
ScTap3 i48¢ 33409 G734 18843 L9977
CzProb 529 3542 10708 B394 399
25Fv47 g8e1 1876 19705 3478% 2egee
Shipe@B81 778 4343 izBee 9714 424
Shipizgl 1151 5533 16276 ie3e8 504
Tab 4. - NETLIB

Os dados referem—-se aos problemas na forma

padrio. 0 elementos n3oc nulos da matriz L incluem a

diagonal . O numero de “"fill-ins” foi obtido utilizando o

metodo de reordenamento "minimum degree” descrito no



*® g TEMPO DE
PROBLEMA opl{AD A op{Dec) REORDENAMENTO (seg)
dfiro 183 254 2,e4
AL ittle 1241 19e7 @,419%
Scagr7 1e71 2977 @,37
Scees 11464 4071 @,464
Sharetfb J7eé 6528 &,47
Shkareib 4232 19581 @, 48
Scorpion 4532 12338 1,48
Scagr2d 4161 12175 1,94
ScTapi 4728 16919 1,79
~Brandy 17611 51419 2,59
Scsdil 5334 1508 @,7¢
Israel 47379 Se873e 7,84
BandM 13944 472782 3.73
Scfwxmi 1449 49160 3,30
Eazs 17648 43946¢ 2,87
Scrs8 6651 F707¢ 5,73
Beaconfd 346358 36155 £,53
Scsdé e7ee 24853 1,35
Ship@4s 8844 26252 2,61
Scfxme 28883 182431 8,03
Ship®4] 12884 35080 3,98
Ship@Bs 14487 434346 5,19
ScTap2 18848 287149 18,44
Se Fxm3 43337 185734 13,59
Shipifs 49430 144605 7.79
Scedg ivees 47863 3,29
ScTap3 e5e18 3eB744 £5,98
CzProb 21638 56323 20,04
23Fuaz 133083¢ Se74p 53, 88
Ship@8l 298463 735460 2,08
Shipizl 32393 29349 11,85
Tab. 2 - AD" &
A coluna QP(QB‘Ql) conteém o nimero de
multiplicacBes necessdrias para calcular AB‘Q‘. & coluns

op(Dec’) mostra o numero de multiplicacSes e divisdes para
. » 4 . .
decompor a matriz A0 A D tempo de reordenamentos inclui 3

. 0 . Ll o ‘
identificacdo dos elementos n3o nulos de AD At a partir de 8,
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0 tempo medido,

o da sub-rotina DRIVER,

dos dados .

obtida peio MINDOS esta muitoc distante do

Tambeém como em [ @17,

a soluglo do

otimo. DOs

FASE 1 TOTAL DE TEMPO FUNCAD

PROBLEMA ITERALOES ITERALBES SEGS . OBJETIVD

afiro 7 @ ©.20] ~4,6475315e0p
ADL1ttle 34 89 4,23 2,2549495e05
Scaagr?/ 57 134 2,21 -2,3313B97e06
Sczes i14 268 21,37 ~5,2P02057e01
ShareZb 77 114 B,25] -4,1573227e0P
Shareib 129 2é6c 22,72 -7 ,4589298:04
Scorpi0on 21 148 18,45 1.8781247e¢3
Scagred 256 &80 144,35| -1,475343Pe@7
ScTapt 188 £a9 34,17 1.412250003
BrandY 234 388 350,93 1,.5185¢98:03
Scsdl 110 24g 21,59 B, 665665066200
Israel ieg 331 47 ,41] -8,946448P 05
BandM 258 555 106,35] -1,584PB01e@P
Sc¥fwxmi 239 429 54,07 1,84146758e 04
Eees 127 599 B87,18] -1,163892%e01
Scra8 182 563 125,68 ?,042%9493202
Beacon¥d 13 48 &,4% 3,3592485e04
Scedé 183 4505 Q&,63 5,0500000e@1
Ship@ds o7 240 43,11 1,7987144e04
BSc Frm2 587 P47 249,83 3,66602461004
Shipo4dl 58 345 77,98 1,7933245e 64
Ship@Bs 71 3e7 98,73 1, 9200P8Pe®é
ScTap? 459 8oY 357,06 1,7248071e03
Scfxm3 B74 140¢ 519,01 5,49@1P53e@4
Shipils kg 504 242,79 1,48923461e04
ScsdB 763 164 &22,85 ?.052000002
ScTap3 479 i1e7 589,99 1,4240000e0€3
CzProb gev 1656 &627 .03 2,1851%967e¢4
2SFV47 iese 35445 4338, 3% 5,5018440e 03
Ship @81 1464 561 2ee, 41 1,909¢55Pe 64
Shipitfl 577 1347 720,99 1,470187%e¢4

Tab. 3 - MINOS 2.5

da mesma forma que em [017,

que exclul a leitura e interpretacio

problema E2246

tempos

dos métodos primal e dual a¥fim incluem o reocrdenamento,
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complementares nio € realizado nos problemas BrandyY e

pOilsS,

obtido para o problema BrandY

nestes casops,

0 teste de convergéncia

ocorre

“overflow'

esta

FAsSE 1 TOTAL DE TEMPO FUNEAD

PROBLEMA ITERALGES ITERALSES SEGS OBJETIVD

Afiro i ce @,43] —-4,4647531&c02
ADLitt e 1 £4 2,20 2.25494925:05
Scaar? 3 cé 3,441 -2,3313897e06
Scees 5 3¢ 4,27 -5,2C0C0460e014
Shareéb 4 es 4.,65] -4,1573PF7eb?
Shareib 8 38 12,95 ~7,4658929%e04
Scorpion 5 44 2,04 1,8781477e63
Scagr2s 3 29 17,6Q| —1,475343Pc07
ScTapt & 38 ee, 89 1,412249%e@3
BrandyY » & £33 388,74 1.3424202e03
Scsdi ) 300 143,88 B,46564660c00
Israel @ 39 423,43 -8,9646448005
BandM 7 ae -45,00] ~1,584P801c0P2
Scfxmi io 39 60,417 1,8416758e04
Eceé ie 51 646,371 ~-1,8751931e01
ScrsB * i4 43 114,860 T, 04295%4e 02
Beacon fd 9 _31 42,49 3,.3592485e04
Scsdé @ co 18,94 5,0499998e201
Ship@4s 5 3¢ 31,99 1,.79871446ep4
Scfxme 10 43 142,04 3,66595146004
Ship@4l 5 3e 44,454 1,7933243e04
Ship®8s 5 33 39,98 1,9200982e06
ScTape 7 34 a272,8¢e 1,724807 1063
Scfum3 12 47 214,44 5,4897951e04
Shipilfs 5 40 84,89 1i,4892361ed4
ScsdB ] 21 39,66 ?,049999%90p2
ScTapl 7 36 341,32 1.423999%e3
CeProb 3 53 i42,e% c,i825283e04
eSFu4r i§ ' 5¢ 19@4,30 5,591841?903
Ship0gl 5 35 14,85 1. 99055204
Shipt2l 5 31 118,37 1,47218B7%e04

Tab. 4 Método Dual Afim

Por

distante

baseado

nas Ffoloas
Scrsg

iss0, o wvalor
do otimo. O

numero maximo de iteracBes em cada fase foi limitado em 3900

i40



0 metodo

Primal

solucio factivel pars os problemas

iteracdes e,

iteragSes na fase II,

Ocorreu

para diversos problemas,

141

afim

“gverflow”

FASE 1 TOTaAlLL DE TEMPD FURLAD
PROBLEMA ITERACBES | ITERACSES | SEGS. OBJETIVO

Afiro 3 2 @, 514 —~4,44753P¢ed?
AbDLittle 13 343 £3,05 C,P40447 %05
Scagr? 7 188 31,43 -2,3315P04e04
Sca2eb @ 173 35,931 -5,200P0B&ed
Sharech ie 319 71,79] -4,108588%e62
Shareilb VA2 399 95,87 -4,340P8BP%c04
Scorpion 15 315 153,23 1,B7812¢2e23
Scagreéd i9 319 239,59 ~1,4721441e07
ScTapt e’ 90 38,681 1,4122495e03
BrandyY 18 318 £3@e,37 1,5194868903
Seesdi 1 301 £15,8¢ T, 3812P2C=00

Israel * — - - —

BandM * 300 - 199,72 -
Scfumi g6 3ré 369,29 1,8417387e84
E2eé 9 329 41B,10] -1 ,P847733p61

Scrs8 * 366e - 673, 31 -—
Beaconfd. i6 39 53,78 3,3527123e04
Scaddbd 1 301 311.85 7,8557848e69
- Shipo4ds 15 315 352.34 1.798B4837e04
Sc¥fxm? 34 334 866,43 3.45466044204
‘Ship@4] 14 314 442,07 1,7933217e04
Ship@8s i7 1286 e36,90 1,920103%eds
ScTap? 21 188 13e9,76 1,724807Pe03
Scfxm3 35 335 1333, 44 5,4901P 1304
Shipifs 18 197 414,94 1,489288Pesb
Scsdf i 301 &11,614 1,33892400¢
SecTapl3 i9 183 1556, 49 1.,4239999=03
CzProb 36 £B4 828,44 £,1B35727e0s
23FV47 23 323 7917 ,417 5,5023944063
ShipeBl 15 315 844,40 1,.9069188B3e04é
Shipil 17 129 494,10 1,4702400e04

Tab. 5 -~ Método Primal aAfim

nao

BandM g

atingiu

encontrou

uma
Scrs8 em 300

o limite de

no probiema Icrael



FaBE 1 TOTAL DE TEMFPDO FUNLDAD
PROBLEMA ITERACSBES | ITERAGCSES | SEGS. OBJETIVO
aAfiro i 2o Q.77 -4,46475315e82
AL 1ttle i e 3,61 e,0542495e05
Scagr? 3 28 5,941 -2,33138%7e04
Scegd 5 3¢ 19,087 -3,220P0640201
Shareh 4 e’ .28 -4,18732P7 e
Sharetb a8 41 18,58] -7, 4658927804
Scarpion & 35 23,63 1,B7B1723e63
ScagreS 3 32 27.83] ~1,4753433e07
ScTapi 7 37 33, 34 1.,412249%e03
BrandY 7 249 333,50 4,801054%9062
Scedi @ 13 11,74 B,464464633000
Israel ie 43 481,521 -8B, 9646448Pe 05
BandM 7 38 64,23} -1,5B42801e02
Scfxmi i1 45 84,57 1,8414758e04
Er2é 13 35 B5,346] -1,8751931e01
Scrs8 * i35 -— e —
Beaconfd 19 41 &7 ,37 3,359P4846c04
Scedéb @ 2c 34,28 5,8499998e@14
Ship@4s B 4z 65,83 1,7987147e06
Secfxme 11 51 199,9¢ 3,64640P56004
Ship@4l 7 49 84,47 1,7933P44e04
ShipoB8s 7 40 1e2,58 1,920028Peda
ScTap? 8 3 359,33 1.724887 1023
Scfxm3 11 51 307,15 5,40901P%e 04
Shipils 7 43 134,86 1,48%238104
ScedB @ 21 &8, 78 F,049999007
SEcTap3 8 41 444 .74 1.,4239992%9e¢3
CeProb 2 &3 201,93 Z.18253283=4&
esFyaz i3 &9 £e291,56 5,3¢1845%e03
Shipegl 7 42 174,36 1,70%99035Pe 04
Shipi2il <@ 42 c32,1%9 1,470187%e04
Tab. & - Metodo Dual Afim com Centragem
A centragem e utilizada nas P¢ primeiras
iteracles das fases I e II O critério de cbnvergéncia
baseado nas folgas complementares nio € utilizado. Ocorreu

"overflow” no problema ScrsB. -
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FASE T TOTAL DE TEMPO FUNGAD

PROBLEMA ITERACSES | ITERACBES | SEGS. OBJETIVO

afiro 1 17 @¢,73] ~4,447331%e0p
ADLittle 1 ci 3,50 2,2549495e05
Scagr?7 3 2e 5,22 -2,33138%97e04
Scees S 26 ?,871 —-5,220065%e01
Sharecb 4 24 H,481 ~4,1573227e0P
Sharelb g 38 17,251 -7,46589078e04
Scorpion 5 28 21,70 1,8781611e03
ScagreSsS 3 23 £3,8@| ~1,4753433e67
ScTapi & 31 28,93 1,41P249%9203
BrandY & e ?8,63] -1,42042302e03
Scsdi ) 12 11,490 8,4646500200
Israel 9 38 425,801 -8,946644B2:05
BandM 7 3r 393,251 ~1,.584P801e0p2
Scfrmi 10 40 74,466 1.,84146758e04
EPE6 ie 45 70,4661 —1,8751930e01
ScrsB 14 44 137,88 9., 0427681e0?
Beaconfd 9 33 55,30 3,3592485e04
Scsdé @ i8 31,76 5,049992%9201
Ship04ds 5 34 56,12 1,79871446004
ScFfxmP 1o 446 18¢,26 3,64460241604
Ship04] 5 34 ge,57 1.7933245e046
Shipols 5 as 106,43 1.920098B2206
ScTap? 7 34 3i2.%94 1.,7248@7 10223
Sctfwm3 10 43 261,14 5,4901253e04
Shipits 5 37 117,88 1,4B92361204
Scsd8 ) ig 65,18 Q,049999%:0p
ScTap3 7 34 394,30 1, 4P39999e03
CzProb 3 @3 32¢ .84 £,1825175e04é
25FV47 i4 &0 gez2,85 5,5818411e03
Ship2B1 5 39 148,29 1,909055P004
Shipi2l 5 37 209,37 1,470187%e04

Tab. 7 -~ Iteragdes Continuadas com Centragem

iteracso.

Apods uma iterac3c da fase

n3o e utilizado.

i43

0 processc é repetido nas 20 primeiras

i1,

e feita uma

centragem e vealirado novamente um passo na mesma direcdo da

iteracdes .

0 critério de convergéncia baseado nas folgas complementares




FasE 11 TOTaAL DE TEMPO FUNCAD

PROBLEMA ITERACSES | ITERACBES | SEGS. OBJETIVO

Afiro 1 ci @,.46) —-4,46487531{5e0?
AbDLittle i 35 3,04 1,741442Pe05
Scagr? 3 e8 3,971 -2,3313897c04
ScPes 5 32 b&,86] -5,22€265%e01
Sharefb 4 33 7,79} ~4,1873227e0P
Sharelb B 42 14,25 -7,6589P98ef4
Scorpion 5 2b 14,04 1.878143403
Scagrzb 3 49 23,871 ~1,4753432e07
ScTapi & 35 gec,69 1,412250003
BrandyY & 32 389,06 1.,2245177e@3
Scedl @ 33 146,55 B8,466446510000
Israel 9 48 422,271 -8,94564483e05
BandM 7 34 47,671 —-1,5842B01ie02
Scfxmi 10 &3 23,40 1.834703204
gees ie 51 67,171 -1,8751931e014
Scrsg i4 44 118, ¢4 ?,042954%9062
Beaconfd 9 36 47,98 3.359P485204
Scsdé 17 20 19,82 5,049999%e01
Shipéds 5 31 33,99 1,798712%e04
Scfxm? 10 38 114,33 3,59463547004
Ship04l b 34 5¢,93 1.7933231e04
ShipoBs 3 55 ¢4 ,52 1.,9200%9Bleds
ScTapld 7 39 23,24 1,724807 103
Scfxm3 1¢ 7& 361,66 9,48%9705504
Shapis 5 40 Bé, 44 1,4892361204
ScsdB ] ee 43,1415 G, 0499999002
ScTap3 12 39 448,28 1,403999%03
C#Prob 3 &8 161,18 8,188588499§
25Fyv47 i4 55 1796, 44 5,5018B45%e63
Shipogl 5 42 124, 64 1,9¢2035Pe04
Shipi2l 3 3¢ 147,43 1.47818B7%e 04

Tab. 8 — Iteragbes Continuadas

Apos a iteraclo, anula-se as componentes da

dire¢3o das variaveis duais dy que diregio da

formam a
variavel de bloqueio e realiza-se outro passo. O processp &

repetido nas 2@ praimeivras 1teracbes. 4] critério de

convergéncia baseado nas folgas complementares n3o & usado .
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FABE I FaseE I1

PROBLEMA TOTAL]T ECIM. | MEBIA 1T T0TAC T ELIN T MEDIA
Afiro i ] 1) e 1 8
aDLittle i 9 @ a5 & 133
Scagr? 4 i 425 25 2 41
Sc2es 5 2 52 27 2 27
Shareh & i 1778 5 i i62
Shareib 9 i 1697 34 1 705
Scorpion & 2 485 iB i 293
Scagr2d 4 b i941 24 z 56
ScTapi 4 2 1938 31 i 1088
BrandY 8 1 4719 132 i 7487
Scedt @ ] 0 12 3 2917
Icrael 9 1 154641 31 i 44702
BandM * 3 1 5245 —_ - -

Scfxmi i1 1 5399 3¢ i 7327
Eg2eé 13 i 7988 a9 1 7943
Scrs8 15 i 2244 31 1 S3e2
Beacon fd = 3 i 1830 — — —

Scsdé @ @ @ 2o 4 5387
Ship@4ds & 1 54860 24 2 1189
Scfxme i1 i 1898 33 i 14347
Ship041 & i " B@e7B 26 2 1723
Ship@®8s & i 296 34 3 443¢
ScTap2 8 i 59351 31 1 4379
Scfxm3 11 i 146432 33 i 204872
Shipi2s 6 1 10329 36 1 3749
ScsdB 2 (7} 9 ze 4 10386
ScTap3 8 i 736@ 35 1 5670
CzProb 4 i 183589 55 5 B249
25FY47 13 i 24433 '55 ;3 2ed448
Shipo@gl & i 158479 29 g 4594
Shipi22l & i 19932 25 1 &£405

Tab. ¢ - Elimina¢80 de Varidveis

As colunas cuja variavel de folga tiveram o

e e L. , * i
valor aumentado nd3o s30 utilizadas no cdalculo de AD A da
proxima iteracdo. 0 processo € repetido nas 15 primeiras

iteracOes das fases I e II, ou até uma variaclio da Ffunclo
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obretivo menor que @.,1. Us tempos nB80 s80 comparados porgue 3
w4
montagem de AD & € feita por linha (de A) e ndo por coluna,
que € a situacioc onde devers haver ganho no tempo. Portanto,
a comparacio utilizada sera a economia no numero de operagoes.
A coluna ELIM mostra o nimero de iteracdes em que houve
elimina¢c80 de variadveis. A coluna MeEDIA contém o© numero
meédio de multiplicacBes economizadas nas iteracBes em gue
houve eliminac8o de variaveis. 0 método n3c encontrou

solu¢cio factivel para os problemas BandM ¢ Beaconfd.

PROBLEMA LINHAS | COLUNAS A T FILL-IN
CSF3 148 294 566 779 205
Eneri2G 440 684 1337 1792 403
1EEER4 91 114 257 364 30
Cantar 178 . 249 498 &47 - 12@
® TEMPD DE

PROBLEMA op(aAD A" ) op (Dec) REORDENAHENTO (seg)
CSF3 1045 papp 2.25
Ener12G PR&6 4953 7,47
IEEE?4 560 918 1,04
Cantar B&B . 14468 2,e3

FASE 1 TOTAL DE | TEMPOD FUNCA0
PROBLEMA ITERACBES | ITERACSES | SEGS. OBJETIVO .
CSF3 1 24 29,93 -4,3000000e002
Eneri?2s 2 25 64,42 -0,0000100200
1IEEER24 1 2o 11,81] ~1,94P0000e03
Cantar 1 £4 23,621 -2,0930501e0p

Tab. 1€ -~ Canalizacdo na Matriz

144



A tabela 1€ mostra o0 dados € resultados
obtidos com o segundo subconjunto de problemas considerando
as restricdes de canalizac8c como parte da matriz A. A
tabela 11 mostra os dados considerando implicitamente =&

. "~
canalizatCaoc.

PROBLEMA LINHAS | COLUNAS A T FILL-IN
CE8F3 &3 189 asé 414 o5
Enerici 155 379 7e7 Sosé 403
IEEEZ4 34 57 143 1464 3¢
Cantar 57 128 2548 cB4 120
* i TEMPD DE

PROBLEMA op{al A ) op{Dec) REORDENAMENTO (seg)
{8F3 373 14673 1,21
Enerifi 1075 3545 3.4
IEEER24S 303 472 @,44
Cantar 384 863 ¢,82

: FASE I TOTAL. DE TEMP(O FUNGAD"
PROBLEMA ITERACBES | ITERAGSES | SEGS OBJETIVO
CSF3 1 37 2P, 22 —-4,3080060Pe@P
Eneries e 21 38,83 ~@,000012000
IEEEZ24 @ ee 7,85 ~1,94P0001e83
Cantar 1 £3 14,231 ~-2,e93e501el?

Tab. 11 - Canalizacio fora da Matrig
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Capitulo 5

Comentarios ¢ Conclusdes

Os resultadeos obtidos no capituloc anterior
mostram que o método de ponto interior dual afim concorre e
até supera o método simplex em viarios problemas. Isto vale
principalimente para problemas esparsos de maior porte. Dois
fatores s3c particularmente importantes para a boa
performance do metodo:
- 0 pequeno numero de itera¢Bes para a convergéncia e seu
crescimento lento (o numero médio de itera¢Bes obtido esta
muito abaixe do valor calculado para o pior caso);
- A facilidade de encontrar uma solucio factivel inicial (em
alguns problemas n8o € necessaria a fase I). Muitas vezes o
processo de inicializacBo € o que’ toma a maior parte do

tempo utilizado pelo simplex.

Por outro lado, em algumas ciasses | de
problemas o meétodo simplex ainda € o© mais indicado. Por
exemplo, problemas com a presenca de colunas densas Come € o
caso do problema ISRAEL . A utilizac3o de métodos iterativos
para 3 resolucBo do sistema linear, melhora em muito a
eficiéncia do método de ponto interior com colunas densas
L0133, porém isto nSo parece ser suficiente para superar o

método simplex. A impliementac3o do gradiente conjugado
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pré-condicionado utilizada obteve resultados inferiores em
relacio a decomposic30 mesmo no problema ISRAEL, porque, na
maioria das iteragles, 0 metodo do gradiente conjugado

demorou a convergir. 0 pré-condicionamento usado em [@11

obteve melhores resultados.

0 método duzl afim mostrou-se mais robusto
que © primal afim, obtendo melhor performance na grande
maic%ia dos problemas (a3 exce¢3o € o problema BrandY). O
método primal afim mostrou também maior dificuldade para
encontrar uma solug3o factivel inicial, assemelhando-se
neste ponto ao simplex. Outra desvantagem € a dificuldade de
manter um ponto factivel a cada iteragio (ﬁxk = b)) com uma
precisdo aceitdavel. A utilizac3o de um passo de “fase 1" _na
fase II, aproveitando a mesma decomposig8o resolve, em
alguns casos este problema ao pre¢o de aumentar o numerc de
iteracBes e tornar a iterac3o do método primal mais cara em
relacdo ao metodo dual. Ainda assim, os "resultados obtidos
pelo método primal afim n8o foram  s§tis?at6ri0s para uma
grande maioria de problemas, sendo sua performance inferior

ao MINOS.

0 problemas de "overflow” podem ser
suprimidos utilizando uma opgdc para representacio de
numeros reais mais preciss. Isto pode ser evitado no dual

afim, pois o problema ocorreu no calcule da norma para o
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teste da condig3c de folgas complementares, assim, basta
dividir 0s elementos do vetor pelo elemento de maior valor,
ou ainda utilizar uma outra norma, por exemplo, norma 1 ou

norma infinita.

Os resultados obtidos por Gill e outros [34),
com o metodo das barreiras na forma primal para um
subconjunto dos problemas testados, s3o muito wmelhores gque
os obtidos pelo método primal afim. Por outro lado, o
critério de convergéncia utilizado em [347 é menos rigido.
Uma das causas desta boa performance parece <er um melhor
tratamento de linhas redundantes e pivds de pequeno valor na
decomposicdo, através da eliminacio das linhas

correspondentes .

Os problemas que nZ2c tém ponto intérior na
forma dual (BrandY, Scfxmi, E2P6S, ScrsB, Beaconfd, ScfxmP,
Scfum3 e 25FV47) tiveram seus tempos aumentados devido a uma
“fase II” para a determinac8o da solugSo dtima. Iste n3o
ocorre nas implementagdes <que wutilizam o metodo de

inicializa¢30 sugerido em [@1], gue encontra, nestes casos,

a sclugBo dtima na fase I. Por outro lado, ¢ tempo das
iteracdes na fase I nesta implementacSo € menor por
trabalhar com as dimens3es originais do problema, portanto,

hd ganho em tempo nos problemas que tém ponto interior.
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0 método dual afim obteve resultados ruins
para os pProblemas Scsdi e BrandY. A realizac¢30 de um passo
com 90X do valor miximo consegue resultados muito melhores
para o problema Scsdi. 0 mau comportamento do método para o
problema Brandy também estd ligado a2 existéncia de linhas

redundantes.

Das sofisticagbes testadas, a atualizagc3o da
decomposic¢8o € indicada sempre que for menos cara que uma
nova decomposi¢do (o que depende das condi¢gBSes de cada
iterac3o0), pois a atuslizac3o diminui o tempo da iteracio
sem comprometer a convergéncia do método dual afim. A
centragem e as iteracdes continuadas nZo parecem
interessantes de serem usadas sistematicamente, pois, em
muitos casos, o numero de iteragBes pode aumentar. Elas
parecem mais indicadas em problemas que realizam passos
muito pequenos, ainda 1longe da solucSoc dtima. Destes
meétodos, © que parece mais promissor, € a centragem com mais
uﬁ passo na iteracldo, pois, ele obteve a maior reducSc no
numero total de iteragBes. Umal melhoria na eficiéncia do
procedimento de centragem talvez torne esta variaclo mais

rapida que o algoritmo bdsico.

é eliminag3o de restrigBes por sua vez, sers
mais util em situacSes especificas onde se conhece melhor a

estrutura do problema tratado. Nota-se pelos resultados que
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ndc é recomendavel utilizar a eliminaclo de wvarisveis na
fase I, pois como o objetivo desta fase @& diminuir o wvalor
da wvariavel artificial, as wvariaveis de folga tém a
tendéncia de crescimento e a sua eliminac3o em uma iterac3o
tem como consequéncia o aumento do total de iteragBes na
fase I, ou até mesmo a conclusio equivocada que © problema &

dual infactivel.

& reduc3o de infactibilidade melhora a
performance do método primal afim para alguns problemas,
reduzindo o numero de iteragdes na fase I, mas em muitos

casos compromete ainda mais a convergéncia do método.

a utilizag3o de varidveis canalizadas
implicitamente resultou em um ganho efetivo no ndmero de
operachDes por itera¢do, confirmado pelos tempos obtidos nos
casos teste, onde, em alguns casos, a versio canalizada
obteve tempos inferiores mesmo quando convergiu em um numero
maior de iteragBes. A diferenga do ndmero de iteracdes
nestes casoé (canalizacdo implicita ou explicita) se deve =0

ponto inicial ser obtido de forma distinta.

Uma observacio interessante & que as
restrig8es de canalizac¢3o colocadas na matriz A& ndo geram

. v * L P
novos Fill-ins” em AD A, se for utilizado o reordenamento

“minimum degree’”. Isto pordque no grafo associado a matriz
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* g # x Ll - bid
AD A, o nod gque representa uma restricio de canalizagao

forma um subgrafo completo com seus nds adizcentes. Neste
subgrafo, ou o nd dessa restri¢So é escolhido primeiro (e
ndo gera "fill-in" pois pertence a um sréfo completo) ou
algum outro nd, que pertence a este grafo completo, 6
escolhido primeiro. Neste caso, o grau deste nd & igual a0
do nd que representa a restric3o de canalizac3o, ou seja,
eles est8o ligados aos mesmos nds e a escolha de qualquer
deles ndo gera "fill-ins'. Finalménte, a escolha de um néd
que n3o pertence ao subgrafo nfo gera “fill-ins” adicionais

com a linha de restri¢3o0 de canalizaglo.

0 tempo de solucio para problemas de custo de

fluxo minimo, grafo generalizado e grafo com restrigBes

adicionais sS30 muito superiores 0% obtidos . por
imp lementacbes especificas do simplex ' [1&,.2P1]. Uma
especializacio do algoritmo de ponto interior e

principalmente a resolug¢3o de problemas de maior porte podem

reduzir esta diferenca e talvez, em alguns £asos,

reverté—ia.
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Futuros Desenvolvimentos

Os proximos passos a serem desenvolvidos a

partir deste trabalho sBo:

- Elimina¢3o de varidveis ¥ixas;

- Aumento ds esparsidade da matriz A;

-~ Implementacdo de variantes do método baseadas em funcBes
n3o~lineares;

- ImplementacSo de outras heuristicas de reordenamento;

- Desenvolvimento e implementac8o de métodos para estruturas

especificas;

Estudo de um metodo primal-dual;

Estudo da aplicac3o do método a funcBes nlo lineares;

Integracdo da implementac30 com uma rotina simplex;

- Eliminag3o de linhas redunﬁante5;

~ Incorporacio de aspectos de anilise de sensibilidade a0
metodo;

-~ &Algoritmo perametrizado;

- Integrac3o com um algoritmo tipo "Branch and Bound™.
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Apéndice A

Alguns Resultados de Algebra Matricial

0 objetivo deste apéndice €& apresentar =a
demonstracdo de algumas identidades matriciais utilizadas no
texto. Uma vis3o mais completa do assunto pode ser

encontrada em varios livros, por exemplo, [3B,461].

As demonstraces a seguir assumem que as
dimensdes das matrizes envolvidas sEo compativeis, e que as
matrizes que necessitam inversa sioc <quadradas e nao

singulares.
Ident idade (I1)

SR 8yt = (s BER ) inE

pré e pos-multiplicando pela matriz identidade, vem:

(ot Bes" ™ (' mest) gr gy slyr)t =

(' Be8' )y 'me. (27 Bur) (g Syt

(s BER (8 4 mEs'am) gty 2lymyt -

(s BBy (B o+ ReR‘'H®) (8 s gyt
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(o7 szt me gty 2tamy gty Blesyt -

(gt BEE Y (gt 4 mest i e e iy stam)yt

(#'s Be3' )38 - g8(2ts stexn f‘m

Identidade (I2)

(g7 B9 = € - et (st BER' ) se

pré-multiplicando por (8%+ 2'48), vem:

(€t By (g 2w (7' 2B (8 - 3t (ot 3E3t e,
I =1 - 2 883" ) '8e + 2'use - s'uzest oty sest) ine
I =1 - 3o 2885 - o 4 gzt mes'y 22
I =1 - 81 + #8e2" ) (s 2e8*)™ - 438
I =1 - g™y sesly oty mestyt - 432

zzzmss"mmm.semxw

Atuslizaclo da Inversa
{(Formula de Shermann-Morrisson-Woodbury)
(f + BRY* = A - e ra?

Onde X = I + Reo g
pre-multipiicando por (& + BR), vem:

(HF + ERY(H + BRY = (o + ERY (A - e ivgt,

I =1 - 8K '®a™ s R - ERA EH iR
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= I - B(~(1 + R s pHra?
= 1 - (-TX 'y DR
ful
A =stualizag3c de “"Rank 1 {formula
Shermann—Morrison) € um caso especial da atualizag¢lo

inversa onde ¢ e r s3o vetores.

- -
(o + ery = g% - W
1 +ra "¢

Resolugdo do Sistema Modificado

Seja #x = b, entBo:
(M + ER)x' = b
X' = (A + BRY b
W o= (s K Ry

SV #ﬁiﬁﬂ‘fdﬁ.x
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