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Resumo

Este trabalho é dedicado ao projeto de filtros de ordem reduzida para sistemas lineares continuos
no tempo. A utilizacdo tanto da norma H, quanto da norma H., do erro de estimacdo como critério de
projeto é discutida e um novo método, baseado em LMIs !, é proposto para o projeto de filtros reduzidos.
Diferentemente de outros métodos disponiveis na literatura, a nova proposta consiste na aproximacao
do problema original, de natureza ndo-convexa, por um problema convexo através da escolha prévia de
uma certa matriz associada a restri¢ao de posto do filtro, dispensando com isso a aplicacdo de algoritmos
numéricos de programacgao nio-convexa. Para tanto, uma estratégia de escolha dessa matriz € proposta,
visando minimizar o grau de sub-otimalidade introduzido pela aproximacao. A eficiéncia do novo método

€ comprovada através de exemplos numéricos.

Abstract

This work addresses the reduced order filtering design problem for continuous-time linear systems.
Either H, and H.. norms of the estimation error, used as performance criteria, are discussed and a new
LMI-based method for reduced order filter design is proposed. Differently from other methods available
in the literature to date, the one presented here does not solve the associated nonconvex problem by an
optimization numerical method. It is based on the a priori determination of certain matrix related to the
filter rank constraint. A strategy for the choice of this matrix is proposed, in such a way that the problem
to be solved is approximated by a convex one whose solution presents a reduced degree of suboptimality.

The efficiency of the proposed method is tested by means of numerical examples.

Do inglés - Linear Matrix Inequalities
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Capitulo 1

Introducao

O problema de filtragem de sistemas dinamicos lineares consiste na determina¢do de um filtro
linear capaz de estimar os estados, ou uma combinacdo linear deles, de um dado sistema linear a
partir da observacdo de sua saida. A qualidade da estimativa produzida pode ser avaliada através
da norma do erro de estimagao resultante e, normalmente, as normas H; ou H., sdo utilizadas com
essa finalidade. Para ambos os critérios de desempenho adotados, o erro de norma minima pode
ser obtido através de filtros com ordem igual a do sistema original, que podem ser facilmente
determinados através de algoritmos de programacao convexa com restricdes matriciais lineares
(Colaneri, Geromel e Locatelli 1997).

O projeto de filtros com ordem reduzida, por sua vez, € um problema em aberto, pois nao
existe na literatura um algoritmo com ordem de convergéncia polinomial que seja capaz de de-
terminar um filtro de ordem arbitréaria para o qual o erro de estimagdo apresente norma minima.
A restricdo da ordem do filtro torna o problema ndo-convexo e, portanto, bem mais complexo. O
problema pode ser resolvido através de técnicas de programacao ndo-convexa, como método do
gradiente, método de proje¢des alternadas ou branch and bound. A aplica¢iao destes métodos,
no entanto, é muitas vezes invidvel devido ao grande esforco computacional exigido. E normal-

mente preferivel a utilizacdo de métodos mais simples, porém sub-6timos.

Uma estratégia bastante usada para resolver esse problema de forma sub-6tima € através da
adog¢ao de métodos indiretos de reducdo de ordem. Pode-se, por exemplo, calcular o filtro 6timo
de ordem completa e reduzi-lo a um filtro de ordem menor através da aplicacdo de algum método
de redu¢do de modelos, como o popular truncamento balanceado proposto por Moore (1981).
Outra opcao, menos usual, € aproximar o modelo do sistema a ser filtrado por um modelo de
ordem menor e, a partir dai, calcular o filtro reduzido. A Figura 1.1 ilustra essas estratégias de

redugdo. Esses métodos, no entanto, podem ser considerados como de malha aberta, uma vez



1.1. Apresentacao da Dissertacao 2

Sistemade | __reducdo __ - Sistema de
ordem n ordem ny
fil i h fil i
trallgem o trallgem

| N 1
Filtrode  |_._reducdo ___- Filtro de
ordem n ordem ny

Figura 1.1: Redugdo direta x redugdo indireta

que a reducdo € feita sem qualquer consideracdo em relagdo ao resultado da conexao do filtro
reduzido resultante com o sistema original.

Este trabalho se dedica ao estudo do problema de filtragem reduzida em normas H; e Ho ,
tendo como objetivo a defini¢do de um novo método em malha fechada, baseado em LMIs, para

a obtencao de forma direta de filtros com ordem menor que a do sistema original.

1.1 Apresentacao da Dissertacao

Esta dissertacdo estd dividida em seis capitulos e um apéndice. Este primeiro capitulo serve
de introducdo ao conteudo do trabalho, seus objetivos e sua organiza¢do. Os demais capitulos

estdo estruturados da seguinte forma:

Capitulo 2: Neste capitulo, € feita uma breve revisdo sobre os principais fundamen-
tos e resultados em anélise de sistemas lineares que foram utilizados no
decorrer do trabalho como estabilidade, critérios de desempenho de sis-
temas dinamicos, calculo das normas H> e H.. , € 0 método de reducio

de modelos por truncamento balanceado.

Capitulo 3: Neste capitulo, o problema geral de filtragem € introduzido e sdo apre-
sentadas as formulacdes para a obten¢do do filtro 6timo H, de ordem
completa. Em seguida, o problema de filtragem reduzida em norma
H; é formulado através de LMIs e um novo método para a obtencao de

filtros reduzidos em norma H; é apresentado.
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Capitulo 4: Neste capitulo, sdo apresentadas as formulagdes para a obtengao do fil-
tro 6timo H., de ordem completa. Em seguida, o problema de filtragem
reduzida em norma H., € formulado através de LMIs e um novo método

para a obtencao de filtros reduzidos em norma H.. é apresentado.

Capitulo S: Neste capitulo, os novos métodos propostos sao avaliados através de
exemplos numéricos e comparados a outros métodos disponiveis na lit-

eratura atual.

Capitulo 6: Por fim, neste capitulo, € feita uma breve discussdo das principais

contribui¢des e possiveis extensdes do trabalho apresentado.

Apéndice A: Neste apéndice, sdo apresentados alguns lemas e fundamentos
matematicos utilizados no decorrer do trabalho, cujas provas nao sao
imprescindiveis para a compreensao e interpretacdo dos resultados apre-

sentados.
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1.2 Notacao e Simbologia

Ao longo do texto, procuramos manter uma notacdo homogénea e coerente com a literatura

da area:

Conjunto dos nimeros reais;

Transposi¢do;

Respectivo bloco simétrico;

Espaco vetorial de fun¢des complexas, racionais e analiticas no semi-

plano direito em sistemas continuos;
Variavel complexa da transformada de Laplace;

Respostas ao impulso de sistemas a tempo continuo;

Norma £, de uma fungdo continua z(¢). ||z(¢)||? = [ tr (z(t)'z(t)) dt;
Transformada de Laplace da funcao continua z(z);

2(s) calculado em s = j;

Transposto conjugado de Z(jo);

Representagdo compacta de uma fung¢do de transferéncia através de uma
realizagio no espaco de estados, sendo H(s) = C(sI —A)~'B+D;
Funcdo de transferéncia entre a entrada w(s) e a saida Z(s). Generica-

mente pode ser representada por H(s);
H(s) calculado em s = jo;

Transposto conjugado de H(jo);
Quando aplicados as matrizes significa positividade (negatividade) de

seus autovalores;
Soma dos elementos da diagonal principal da matriz (.);

Construcao de matriz bloco diagonal, cuja diagonal principal é com-

posta pelas matrizes A e B;
Autovalor maximo da matriz (.);

Valor singular maximo da matriz A, 6(A) = \/Amax(AA’);
Fim de prova;

Operador de convolugao.



Capitulo 2

Fundamentos em Controle Moderno

Este capitulo apresenta alguns conceitos basicos da teoria de controle moderno que servi-
ram de base para o desenvolvimento deste trabalho. Discutiremos as condi¢des necessarias e
suficientes para a estabilidade de um sistema dinamico, espacos e normas H; e H. , o célculo
via LMI das normas H, e H.. de um sistema e a redu¢do de modelos através de truncamento

balanceado.

2.1 Definicoes Preliminares

Considere o sistema dindmico a tempo continuo, linear e invariante no tempo descrito no

espaco de estados

x(t) = Ax(t)+Bw(r)
z(t) = Cx(t)+Dw(t), 2.1

onde x € R" representa o vetor de estado, w € R? representa a entrada exdgena e z € R? € a saida

de interesse. A matriz de transferéncia desse sistema serd dada por
A|B
C

A funcdo de transferéncia (2.2) também pode ser mapeada em funcio da inversa da variavel
1

H(s)=C(sI—A)"'B+D = , (2.2)

onde s € a varidvel complexa da transformada de Laplace.

complexa de Laplace s, como mostra o seguinte lema.

5



2.2. Estabilidade 6

Lema 2.1 Considere a fungdo de transferéncia assintoticamente estdvel H(s), definida como

em (2.2). A funcdo H(s~') pode ser descrita pela realizacdo no espago de estados

AV | AB
—cA' | D-cA'B

H(s Y=

Prova: A prova desse lema vem da substituicao da identidade

1

(s'1—-A)T=-ATT(s1-A"") AT A",

resultante do Lema A.4, na expressio H(s™ ') = C(s~'1—A)"'B+D. [

2.2 [Estabilidade

O sistema (2.1) € dito assintoticamente estavel ou internamente estdvel se e somente se a
solucdo de
x(t) = Ax(1), x(0) = xo, t>0 (2.3)

tender a zero quando ¢ — oo, para xo arbitrario. Analisando a solugdo de (2.3), dada por x(z) =
eA'xp, podemos concluir que um sistema é assintoticamente estdvel se e somente se todos os
auto-valores de A possuirem parte real negativa. A estabilidade assintética (ou interna) pode ser

testada através da defini¢do de uma funcdo de Lyapunov, como mostra o lema seguinte (Kailath

1980).

Lema 2.2 O sistema (2.1) é assintoticamente estdvel se, e somente se, existir uma fungcdo
quadrdtica

v(x) :=x'Px >0 Vx#0eR",

com P =P, que seja sempre decrescente, ou seja,
v(x) =X (A'P+PA)x<0  Vx#0ecR"

A fung@o v(x) descrita pelo Lema 2.2 é denominada fun¢@o de Lyapunov. Como conseqiiéncia

direta do lema anterior, define-se a condicao de estabilidade de Lyapunov, descrita pelo seguinte
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corolario (Kailath 1980, Kwakernaak e Sivan 1972).

Corolério 2.1 A matriz A é assintoticamente estdvel se, e somente se, para qualquer Q = Q' >0
existir uma P = P' > 0 que seja solugdo nica da equacdo A'P + PA+ Q = 0, conhecida como

Equacdo de Lyapunov.

2.3 Normas de Sistemas

No projeto de sistemas dindmicos, a determinacao de um critério de comparacgado entre dois
diferentes sistemas € imprescindivel. Através da definicdo de normas, torna-se possivel realizar
essa avaliacdo de forma quantitativa. A escolha de qual norma utilizar em um determinado
projeto deve ser feita conforme a aplicacdo desejada. Nesta secdo, dois critérios cldssicos de
desempenhos serdo discutidos, as normas H, e H., . Maiores detalhes sobre normas de sistemas

podem ser encontrados em Colaneri et al. (1997) e Zhou e Doyle (1998).

2.3.1 Norma H,

O sistema descrito pela fungdo de transferéncia (2.2) pertence ao espaco H, se e somente se
/_ o;tr (H* (jo)H(jo))do < .
Nesse caso, a norma H, do sistema é definida como
I#(5) 3 1= 5 / r(H* (jo)H(jo)) do. 2.4)

Utilizando o Teorema de Parseval (Lema A.1), € possivel expressar a defini¢io da norma H; no

espaco temporal

HWI3 = [ (W On) dr @3
onde y
o Ce''B, t>0
o) = £ [H(s)]—{()’ by

Pode-se notar, através da substituicao de (2.2) em (2.4), que a norma H; de um sistema descrito
pela funcdo de transferéncia (2.2) € finita se e somente se a matriz A for assintoticamente estavel

e a matriz D for nula.
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O quadrado da norma H, , como pode-se observar em (2.5), coincide com a energia total da

resposta do sistema a entradas impulsivas e unitérias aplicadas em cada um dos canais de entrada.

2.3.2 Norma H.,

O sistema descrito pela funcdo de transferéncia (2.2) pertence ao espaco H.. se € somente se

sup  G[H(s) ] <o,
Re(s)>0

onde G[.| é o operador valor singular mdximo. De acordo com essa defini¢do, o espago H.. é
constituido apenas por fungdes proprias e assintoticamente estiveis.

A norma H.. correspondente € definida como
1H (s)]|o- :=sup G[H(jo)]. (2.6)
(O]

A norma H.. pode ser interpretada fisicamente como a razdo maxima entre a energia do sinal
de saida e a energia do sinal de entrada, ou seja, 0 ganho médximo do sistema. Tal interpretacdao

serd justificada no decorrer desse trabalho (Lema 2.7).

2.4 Calculo de Normas Via LMI

Definidas as normas que utilizaremos, apresentamos nesta sessao métodos para o cdlculo das
normas H, e H. através de problemas de otimizagao envolvendo restricdes matriciais lineares.
A formulacdo de problemas via LMIs desperta cada vez mais interesse no estudo de sistemas
de controle, pois possibilita a utilizacdo de algoritmos convexos com tempo de convergéncia

polinomial na obten¢ao da solugao (Apkarian, Tuan, e Bernussou 2001).

2.4.1 Calculo da Norma H,

Para o cédlculo da norma H, via LMIs, definimos primeiramente as matrizes conhecidas na
literatura como Gramianos de observabilidade e de controlabilidade a partir do resultado do

seguinte lema.
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Lema 2.3 Dadas as matrizes A, assintoticamente estdvel, e Q = Q' > 0, a matriz P =P >0

que resolve a equagdo de Lyapunov A'P+ PA + Q = 0 pode ser calculada como

P= /0 T A0 Mt

Prova: Como os auto-valores de A tém parte real negativa, e*’ — 0 quando t — oo. Portanto,

AP+PA = / A0 Mdr + / A0 MA dt
0 0

° d / / R
- / S (Mo et) dr= || = -0
o dt 0
[
A partir do Lema 2.3, define-se como Gramiano de observabilidade a matriz
P, = / AC'CeMdt <= A'P,+P,A+C'C =0 2.7)
0
e como Gramiano de Controlabilidade a matriz
P.:= / BB Y dt < AP.+A'P. + BB =0. (2.8)
0

Definidos os Gramianos, podemos calcular a norma H, conforme o lema seguinte.

Lema 2.4 Considere a matriz de transferéncia real (2.2), com A estdvel e D = 0. E correto
afirmar que

|H(s)|)5 = tr(B'P,B) = tr(CP.C"),

onde P, e P, sdo os Gramianos de observabilidade e controlabilidade, respectivamente.

Prova: Como H(s) é estavel e estritamente prépria (D = 0), temos que

CeA'B, t>0

h(f)=L_l[H(S)]={ 0 20
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Substituindo A(z) na defini¢do temporal da norma H, e utilizando a equagdo (2.7), temos que

O3 = [ @n)d

= / tr <B’eA"C’CeA’B> dt
0
— (B’ / AC'Cel d B)
0
= tr(B'P,B).

Alternativamente, utilizando a propriedade comutativa da funcao traco e a equagao (2.8), temos

1h()|% = / z tr (h()H (1)) dt = tr (CP.C') . 2.9)

Portanto, a norma H> pode ser calculada a partir de um dos Gramianos. Para converter este
problema, cujo esforco consiste na resolu¢do da equacao algébrica matricial que determina o

Gramiano, em um problema de otimizacao restrito por LMIs, utilizamos a seguinte propriedade.

Lema 2.5 Se as duas equacdes de Lyapunov

A/P1+P1A—|—Q1 =0 (2.10)
AP,+PA+Q, = 0 (2.11)

sdo satisfeitas, entdo P) > P, < Q1 > Q).

Prova: Podemos verificar esse resultado subtraindo da equagao (2.10) a equacao (2.11)
A,AP + ApA + AQ =0,

na qual Ap = P — P, e Ag = Q1 — Q2. Supondo Q1 > Q», temos que Ag > 0. Como A € estdvel,
Ap > 0 pelo Teorema de Lyapunov e portanto P; > P». Isso conclui a prova. [ ]

Utilizando essa propriedade das equacdes de Lyapunov, torna-se possivel calcular a norma
H, através de problemas de otimizacdo convexa restritos por LMIs. Se observarmos o lado

direito da equacdo (2.7), por exemplo, podemos concluir a partir do Lema 2.5 que qualquer
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matriz P = P’ > 0 que satisfaga a inequag@o

A'P+PA+C'C<0
obedecera a relagdo

P>P,>0.

Portanto, a norma H, pode ser calculada mediante a resolu¢do do problema de programacgao

convexa
|H(s)||3 =tr (B'P,B) = inf {tr (B'PB) : AP+ PA+C'C < 0}.
P>0

Note que a desigualdade utilizada como restricdo faz com que a matriz P nunca seja igual ao
gramiano de observabilidade P,. No entanto, a distancia entre essas duas matrizes pode ser
arbitrariamente pequena, a depender do algoritmo utilizado no cédlculo. Isso nos garante que a
norma obtida por esse método seja tdo proxima quanto se queira da norma H, do sistema.
Analogamente, utilizando a equacido do gramiano de controlabilidade, podemos calcular a

norma H, de um sistema através do problema
|H (s)||3 = tr (CP.C') = inf {tr (CPC") : (PA"+AP+BB <0)}.
>

Uma das grandes vantagens de se lidar com as restricoes de desigualdade estrita € a possibil-
idade da aplicacdo do Lema A.2, conhecido como Complemento de Schur, para a obtengdo de

uma formulagao alternativa do problema, como no lema seguinte.

Lema 2.6 Com relacdo ao sistema linear (2.1), as seguintes afirmagdes sdo equivalentes

i) ||H(s)|I3 <u

ii) Existem matrizes P=P e W =W’ tais que

r(W) <u (2.12)
W B'P
>0 (2.13)
PB P
A'P+PA ('
<0 (2.14)

C -1
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iii) Existem matrizes P =P e W =W/ tais que

tr(W) < u (2.15)
W CP
>0 (2.16)
pC’ P
AP+PA B
<0 (2.17)
B I

O valor da norma H, de H(s) pode ser calculado resolvendo-se um dos problemas de otimiza¢do

convexa

|H(s)||3 = min {u: (2.12-2.14)} (2.18)

IS
ou

|H(s)|3 = min{u: (2.15-2.17)} (2.19)
u,W.P

Prova: A equivaléncia entre i) e ii) é provada da seguinte forma. Aplicando o complemento de
Schur (Lema A.2) a desigualdade (2.13), temos que W > B'PB < tr (W) > tr (B'PB). Aplicando
o complemento de Schur a equagéo (2.14), temos que A’P + PA + C'C < 0 implicando, segundo
oLema 2.5, em P > P, > 0, para qualquer P factivel. Utilizando a equacdo (2.12) e o Lema 2.4,
temos que

|H(s)||3 = tr (B'P,B) < tr (B'PB) <tr(W) <u .

Portanto, ao minimizar g, o valor de tr (B'PB) se aproxima tanto quanto se queira de tr (B'P,B),
jadque P = P,+¢€l, com € positivo e infinitesimal, € factivel. Dessa forma, ao final da otimizacao,
a fun¢do objetivo de (2.18) assume o valor da norma H, do sistema com precisdo determinada
pelo algoritmo de otimizac¢do utilizado. Analogamente, por dualidade, mostra-se que i) e iii) sdo

equivalentes, concluindo a prova. [ ]

2.4.2 Calculo da Norma H..

Para realizar o célculo da norma H., através de LMIs, faremos uso do seguinte lema.

Lema 2.7 Com relacdo ao sistema linear (2.1), as seguintes afirmacdes sdo equivalentes

D) [IH(s)llz <v
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ii) ||zl <viw()ll3
e a norma H., de H(s) pode ser calculada como

2= sp 1200

(2.20)
()0 (D) ]

SYSILSS

Prova: Pelo item ii, temos que
/O " 0)2()dt = /O “Wwd < 0.
Utilizando o fato de que z(¢) = h(t) xw(t) e aplicando o Lema A.1 (Parseval), temos que
| o) (o) (o)~} jo)do < 0, @21)

0 que equivale a dizer que
H*(jo)H(jo)—vI <0 Yo, (2.22)

uma vez que W (jo) € arbitrario.

A equivaléncia entre (2.21) e (2.22) é provada da seguinte forma. Se a inequagdo (2.22)
for satisfeita, o integrando da inequacdo (2.21) serd sempre negativo e portanto (2.21) também
serd satisfeita. Por outro lado, se a condicdo (2.22) ndo for satisfeita para uma determinada
freqliéncia ® = M, o integrando da inequacdo (2.21) sera positivo nessa freqiiéncia. Nesse caso,
é sempre possivel escolher uma entrada Ww(j®) que faga com que o valor desse integrando seja
suficientemente grande na freqiiéncia ®, fazendo com que o resultado da integracdo seja maior
do que zero e que a inequagdo (2.21) deixe de ser satisfeita.

Portanto, a afirmagdo ii) é equivalente a dizer que todos os autovalores de H*(j®)H (j®) sdo
menores que 7y para qualquer valor de ®. Isso significa, de acordo com a definicdo (2.6), que
|H(s)||2 < 7 e, consegiientemente, que i) e ii) sdo equivalentes. Minimizando Yy, fazemos com
que as desigualdades i) e ii) se aproximem tanto quanto se queira de duas igualdades, justificando
(2.20). [ ]

De posse do Lema 2.6 disso, podemos calcular a norma H., de um sistema via LMIs através

do lema seguinte.

Lema 2.8 Com relacdo ao sistema linear (2.1), as seguintes afirmagdes sdo equivalentes

D) [IH(s)llz <v
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ii) Existe uma matriz P = P’ > 0 tal que

A'P+PA PB C(

BP —yl D|<0 (2.23)
C D —I
P>0 (2.24)

iii) Existe uma matriz P =P > 0 tal que

AP+PA' B PC
B -1 D|<0 (2.25)

CP D —y
P>0 (2.26)

O valor da norma H. de H(s) pode ser calculado através de um dos seguintes problemas de

otimizagdo convexa

| (5)]% = min{y: (2.23—-2.24)} (2.27)

ou
|H(s)II% = min{y: (2.25-2.26)} (2.28)

Prova: Esta prova pode ser encontrada em (de Oliveira 1999). A equagdo (2.23) pode ser

reescrita, utilizando o complemento de Schur (Lema A.2), como

A'P+PA+C'C PB+C'D

<0. 2.29
BP+DC  DD-—vI (229

Pré-multiplicando e pés-multiplicando a inequagdo (2.29) por [x' w'] e [X' w']’ respectivamente,

temos que

X' (A'P+PA+C'C)x+x'(PB+C'D)w+w (B'P+D'C)x+w (D'D—yl)w <0 (2.30)
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Definindo a funcao de Lyapunov quadrética
v(x) :=x'Px
com P > 0, temos que

v(x) = &Px+x'Px
= (Ax+Bw)' Px+x'P(Ax+ Bw)
= X'(A'P+PA)x+wB Px+x'PBw
< —(Cx+Dw) (Cx+ Dw) +yw'w

A tltima passagem vem da equagdo (2.30). Como z = Cx + Dw, podemos dizer que
v(x(1)) < =2 (1)z(t) +w' () w(1).

Como o sistema ¢ estavel, x(t — oo) = 0. Para condigdes iniciais nulas, x(0) = 0, integrando a

equacgdo acima de zero a infinito, temos que

V() ~vix(0)] < - [

~~ 0
0

2 )2)di+ /0 W wlt)dr.

Portanto,
2 2
lz@)lz < vllw(®)]]z -

2 provando a equivaléncia entre i) e ii). Com isso, ao

minimizar Y, podemos fazer com que este se aproxime tanto quanto se queira de ||H(s)||2, justi-

Pelo Lema 2.7, temos entdo que Y > ||H (s)|

ficando (2.27). Analogamente, por dualidade, prova-se a equivaléncia entre iii) e os demais itens

e, conseqlientemente, a equivaléncia entre os problemas (2.27) e (2.28), concluindo a prova. =

2.5 Reducao de Modelos via Truncamento Balanceado

A ordem de uma determinada funcao de transferéncia pode ser encarada como uma medida
do grau de complexidade do sistema por ela modelado. Em geral, quanto maior a ordem, mais
rico e elaborado € o modelo. Por outro lado, modelos de ordem maior sao matematicamente

mais complicados, exigindo maior esfor¢co computacional em seu tratamento. Em alguns casos,
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a elevada ordem do modelo pode inviabilizar o tratamento do problema, principalmente quando
respostas em tempo real sao desejadas. Por conta disso, existe muitas vezes a necessidade de se
aproximar um determinado modelo por outro mais simples, ou seja, de menor ordem. Esta secao
apresenta o classico método de reducdo de modelos proposto por Moore (1981), o truncamento

balanceado.

2.5.1 Realizacao Balanceada

O sistema estavel de ordem n descrito por (2.1) € dito estar em coordenadas balanceadas
quando seus gramianos de observabilidade e controlabilidade sdao ambos diagonais e iguais.
Além disso, um sistema estavel qualquer sempre pode ser reescrito em coordenadas balanceadas

através de uma transformacao de similaridade, como mostra o Lema 2.9.

Lema 2.9 Considere o sistema (2.3), assintoticamente estdvel e de ordem n, cujos gramianos
de observabilidade P, e controlabilidade P, sdo dados por (2.7) e (2.8) respectivamente. Calcule
a matriz ndo-singular F € R"*" tal que P, = F'F e a decomposicdo em valor singular FP,F’' =
UX?U', em que UU' = I e ¥ = diag(61,07,...,6,) > 0, com 61 > 63 > ... > 6, > 0. A matriz

de transformacdo T := F'U =12 coloca o sistema original em coordenadas balanceadas.

Prova: Aplicando a transformacgao de similaridade, o novo sistema serd descrito por

T_lAT‘T_IB
cr | D

A|B
¢|p

H(s) =

Reescrevendo as equacdes (2.7) e (2.8) em fun¢io das matrizes do sistema transformado A, B e

C, verificamos que os gramianos de observabilidade e de controlabilidade da nova realizagdo sao
diagonais, iguais, e dados por P, = T'P,T = P. =T~ 'P.(T'")"' = L. -

2.5.2 Truncamento de Sistemas Balanceados

A realizagdo balanceada de um sistema dindmico possui caracteristicas interessantes sob o
ponto de vista de reduc@o de modelos. Tais sistemas podem ser truncados, ou seja, ter alguns
de seus estados excluidos, resultando em um modelo de ordem reduzida que atende a alguns

critérios de estabilidade e desempenho desejados, como mostra o lema seguinte.
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Lema 2.10 Considere o sistema assintoticamente estdvel de ordem n descrito em coordenadas

balanceadas por
Al Ap | B
A|B
H(s) = = | Ay Axn | By |,
C|D
| Gt G | D
cujo gramiano X é dado por
X110
Y= |— ],
0]

em que ¥| = diag (o1, ...,0,) e X, =diag (6,41, ...,0,) com Gi11 > G; > 0. A respeito do sistema

de ordem r dado por
An | By

as seguintes afirmagcoes sdo verdadeiras:
i) H,(s) € assintoticamente estdvel.

ii) A norma Hs do erro de aproximagdo entre o modelo reduzido e o original é tal que

P
IH(s) = Hy(s)] <2}, o
i=r+1

iii) A norma Hj do erro de aproximacdo entre o modelo reduzido e o original é tal que
» L d 1/2
/ /
|H(s)—H,(s)]2 <2 Z G; Z tr (cjcj) — o;tr (cic)) :
i=r+1 j=1
onde c; € a i-ésima coluna da matriz C do sistema.

Prova: A prova desse lema pode ser encontrada em (Skelton e de Oliveira 2001). [ ]



Capitulo 3

Filtragem em Norma H),

Estimar os estados de um sistema dinamico a partir da observacao de sua saida € um problema
de suma importancia em diversas dreas da engenharia. O tema surgiu ha mais de dois séculos,
em trabalhos realizados por Gauss para determinar a 6rbita de corpos celestes, dando origem
ao celebrado método dos minimos quadrados. Hoje, a utilizacdo de métodos de estimacao de
estados se estende a aplicagOes aeroespaciais, projetos de sistemas de controle, recep¢ao de sinais
e econometria.!

O estudo do problema de filtragem 6tima aplicada a sistemas lineares continuos invariantes
no tempo comeca com Wiener (1949). Em seu trabalho, Wiener abordou o problema no dominio
da freqiiéncia sob um ponto de vista estocdstico. O resultado por ele obtido é uma equagao
integral que determina o filtro para o qual o erro de estimacdo cometido apresenta variancia
minima. Em outras palavras, sob o ponto de vista deterministico o filtro de Wiener minimiza a
norma H, do erro de estimac¢do. Kalman (1960), a partir da representacdo do sistema em espago
de estados, resolveu o mesmo problema para o caso mais geral em que os parametros do sistema
sd0 nao-estaciondrios, podendo variar com o tempo. No caso estaciondrio, foco deste trabalho,
os filtros de Wiener e Kalman coincidem e produzem erro minimo em norma H, . Tal filtro
possui ordem igual a do sistema original e pode ser obtido através de um problema convexo de
otimizagao restrito por LMIs (Colaneri et al. 1997), como mostraremos no decorrer desta se¢ao.

Mais recentemente, o projeto de filtros de ordem reduzida, isto €, cuja ordem é menor que a
da planta original, passou a ser estudado. Tal problema desperta grande interesse especialmente
em aplicacdes envolvendo sistemas de ordem elevada e estimacdo em tempo real, para os quais
a utilizagdo de filtros de ordem completa pode implicar em esfor¢os computacionais excessivos

ou em inviabilidade de implementacao.

IDiscussdes mais detalhadas sobre a histéria da teoria de estimacdo podem ser encontradas em (Sorenson 1972,
Kailath 1974).

18
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Figura 3.1: Estrutura do problema de filtragem

Em (Li, Xie, Yan e Soh 1999), um método baseado em truncamento balanceado com pesos
em freqii€ncia € proposto para sistemas discretos no tempo. Para o caso continuo, diferentes
algoritmos para obtenc¢do de filtros de ordem reduzida foram apresentados em (Xie, Yan e Soh
1998) e (Tuan, Apkarian e Nguyen 2001).

Podemos observar nessas e em outras referéncias relacionadas ao assunto, como (Nagpal,
Helmick, e Sims 1987) e (Grigoriadis e Watson 1997), que o problema de otimizacao associado
a obtencao de filtros reduzidos em norma H; € nao-convexo devido a presencga de restricdes de
posto sobre algumas varidveis de otimizacdo. Por conta disso, o problema pode ser abordado
basicamente de duas formas. A primeira consiste em adotar alguma estratégia de aproximacgao
que resulte em um problema convexo, permitindo assim a aplicac¢do de algum dos varios métodos
de otimiza¢do convexa presentes na literatura. A outra consiste na utilizacdo de métodos nao-
convexos de otimizacdo como método do gradiente, método de projecOes alternadas ou branch
and bound.

De forma geral, a primeira abordagem resulta em problemas de otimizagdo computacional-
mente mais simples, porém sub-6timos. A segunda abordagem, por sua vez, se baseia normal-
mente em processos iterativos que exigem elevado esfor¢o computacional e ainda assim a oti-
malidade global da solucdo ndo pode ser garantida. A utilizacdo desses métodos ndo-convexos

de otimizagdo se torna invidvel no tratamento de sistemas de ordem elevada.

Ao contrario das referéncias citadas, nas quais a segunda estratégia foi adotada, vamos propor
nesta secao um novo método baseado na determinagdo de uma certa matriz que, quando fixada,
aproxima o problema original ndo-convexo por um problema convexo de otimizacdo. Dessa
forma, o foco principal do projeto passa a ser a escolha dessa matriz, que deve ser realizada de

forma a minimizar a perda de otimalidade resultante.
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3.1 Definicao do Problema Geral de Filtragem

A Figura 3.1 mostra o esquema bdsico do problema de filtragem, que pode ser descrito da
seguinte forma. Considere o sistema linear de ordem »n assintoticamente estdvel e invariante no

tempo

x(t) = Ax(t)+Bw(r),
y(1) = Cx(t)+Dw(r),
A1) = Lx(t), (3.1)

onde x(t) € R" € o vetor de estados, y(r) € R ¢ a saida medida, z(r) € R™ € o sinal a ser estimado
(resultado de uma combinagdo linear das varidveis de estado) e w(r) € R™ ¢é uma perturbacéo
exdgena (ruido branco e unitario). Considere também que todas as medidas sejam perturbadas
pela entrada w(t), implicando DD’ > 0, e que o ruido do processo seja ortogonal ao ruido da
medi¢do, ou seja, BD' = 0. Por fim, supde-se que o par (A, B) seja controldvel e que o par (A,C)

seja observavel. O problema de filtragem consiste em determinar um filtro linear de ordem ny

x'f(t) = Afo(t)+ny(t), (3.2)
Zf(f) = Cfo(t)—I—ny(t), (3.3)

onde x¢(¢) € R", tal que uma determinada norma da fungdo de transferéncia da entrada do

sistema original w(t) para o erro de estimagdo e(t) := z(¢) —z¢(¢) seja minimizada, ou seja
i [How(5) G4

com p = {2,0}. Note que ao conectarmos o sistema original e o filtro, obtemos

A 0| B
—| B A | BiD |, (3.5)
L—-DsC —Cy|-DysD

o que deixa claro o fato de que A € R")x("+77) tem de ser assintoticamente estavel para
garantir que a fungdo objetivo (3.4) seja finita. Parany = n, o problema (3.4) com p = 2 produzira
o classico filtro de Kalman (ou Wiener) e com p = o resultara no filtro central H.. , que pode ser

obtido numericamente através de uma equagio de Riccati (Zhou e Doyle 1998). Parany < n, o
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filtro obtido terd ordem reduzida.

Vale a pena destacar que o valor 6timo da norma da fun¢@o de transferéncia H,,,(s) tende a ser
menor quanto maior for a ordem do filtro. Portanto, existe um compromisso entre performance
e ordem do filtro. No presente contexto, no qual o sistema original € livre de incertezas e nao-
linearidades, a melhor performance sempre pode ser obtida com o filtro de ordem completa ny =
n, (Geromel 1999). Isso implica no fato de que filtros 6timos de ordem ny > n necessariamente
apresentem performance igual ao filtro 6timo de ordem completa. Eventualmente, um filtro
6timo de ordem reduzida pode até apresentar performance igual a apresentada pelo filtro 6timo

de ordem completa, mas nunca melhor.

3.2 Filtragem Otima H, com Ordem Completa

O lema seguinte apresenta uma parametrizacdo baseada em LMIs de todos os filtros de ordem
completa, ou seja, cuja ordem € igual a do sistema original, tais que a norma H, da fungdo
de transferéncia H,,(s) é limitada por um valor pré-estabelecido. O filtro 6timo H, de ordem

completa (filtro de Kalman) € obtido através da minimizacao desse valor limitante da norma.

Lema 3.1 O conjunto F constituido por todos os filtros préprios de ordem completa ny = n

que satisfazem o limitante ||Hp,(s)||3 < u é dado por

Ar| By _ (Z-Y)"'M|(Z-Y)'F | 56
Cr | Dy G |

F(s) =

onde as matrizes simétricas W, Y, Z e as matrizes ', M, G de dimensdes compativeis satisfazem

as desigualdades

tr(W) <u , 3.7
W L-G L
° Z Z | >0, (3.8)
° ° Y

AZ+ZA AY+ZA+CF +M ZB
. A'Y+YA+FC+CF' YB+FD | <0 . (3.9

° ° —I
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Portanto, o filtro 6timo Hy de ordem completa pode ser obtido através do problema de otimiza¢do
convexa
min 1 (3.7-3.9)}.
uW.ZY FLMG = )}
Prova: Inicialmente, note que a condi¢do D = —D D = 0 tem de ser satisfeita para que ||Hey (s)]|3
tenha valor limitado. Como foi assumido que DD’ > 0, a matriz D¢ de qualquer filtro perten-
cente ao conjunto ¥ deve ser nula. O restante da prova vem da aplicagdo do Lema 2.6 ao sistema

conectado (3.5). Primeiro, definimos as matrizes

X U Y Vv
>O, P_llzl A]>O7 T :=

U X

Z'Y
0o v

P:= , (3.10)

vy

nas quais X, X, Y e Y sdo simétricas, U € R™" ¢ V € R sio nao-singulares, e Z := x—L
Em seguida devemos aplicar duas transformagdes as LMIs (2.16) e (2.17) respectivamente. A
primeira consiste em multiplicar a inequac@o (2.16) a esquerda pela matriz Q; := diag(/,T) e
a direita por sua transposta. A segunda vem da multiplicacdo da inequagdo (2.17) a esquerda
por Q; := diag(T,I) e a direita Q). Substituindo as definicdes de P e T e as matrizes do sis-
tema conectado (3.5) nas LMIs obtidas, obtém-se um conjunto de desigualdade matriciais nao-

lineares. Para lineariza-las, devemos definir as variaveis
G:=C/U'Z F:=VBy M:=VAU'Z. (3.11)

Com isso, expressamos o item iii) do Lema 2.6 para o sistema conectado, obtendo as LMIs (3.7),
(3.8) e (3.9). Como foi provado no Lema 2.6, se o sistema conectado satisfizer essas inequacoes,
o limitante ||H,, (s) ||% < u € garantido. Para concluir a prova, basta escrever as matrizes do filtro
Ay, By e Cr em fungdo das varidveis definidas em (3.11), o que resulta na equagdo (3.6). A prova

deste lema pode ser vista com maiores detalhes em (Geromel 1999). [ ]

Observando o resultado expresso pelo Lema 3.1, podemos notar que as varidveis matriciais G
e M aparecem apenas nas LMIs (3.8) e (3.9) respectivamente. Esse fato permite que o problema
de obtencao do filtro 6timo H» seja consideravelmente simplificado através da aplicacdo do Lema
A.3, conhecido como Lema da Eliminagdo de Varidveis. O resultado é apresentado no seguinte

teorema.
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Teorema 3.1 Considere as seguintes LMIs

W L
>0, (3.12)
e Y
A'Z+Z7ZA ZB
<0, (3.13)
° —1
A'Y +YA+FC+CF' YB+FD
<0, (3.14)
° —1
Y>Z>0. (3.15)

O filtro estritamente proprio de ordem completa (ny = n) que € solugdo 6tima do problema (3.4)

para p =2 é dado pela equagdo (3.6) na qual

G=-LY '(z-v1), (3.16)
M=-YA—-FC—A'Z-YBB'Z (3.17)

e as matrizes simétricas W, Y e Z, e a matriz genérica F sdo obtidas da solucdo otima do

problema de programagdo convexa

W{g}gF{tr(W) 1 (3.12-3.15)}. (3.18)
Prova: Esse resultado é obtido em dois passos. Inicialmente aplicamos o complemento de
Schur sobre o terceiro elemento da diagonal principal de (3.8) e eliminamos a varidvel G através
da escolha (3.16), segundo o Lema A.3, obtendo (3.12) e (3.15). Em seguida, repetimos 0 mesmo
procedimento sobre a desigualdade (3.9) e eliminamos a varidvel M através da escolha (3.17),
obtendo as restri¢des (3.13) e (3.14). [

Vale a pena destacar que dada uma matriz Z factivel na solucdo 6tima do problema (3.18),
a escolha Z = aZy, com o — 0 positivo, também serd 6tima. Isso decorre do fato de que as
Unicas restrigdes relacionadas a Z sdo as inequacgdes (3.13) e (3.15). Aplicando o complemento

de Schur a inequacdo (3.13) obtemos a restricao

A'Z+7ZA+7ZBB'Z <0, (3.19)
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que continua sendo satisfeita para Z arbitrariamente proxima da matriz nula. A restricdo (3.15),
unica relacdo entre Y e Z, é substituida por ¥ > 0 quando Z — 0, o que ndo interfere na
determinacgdo das matrizes Y e F que minimizam a fun¢ao objetivo. Dessa forma, podemos sim-
plificar o Teorema 3.1 através da substitui¢do Z pela matriz nula nas equagdes (3.16) e (3.17), da
eliminacao da restri¢do (3.13), da substituicdo de (3.15) pela inequagdo Y > 0 e da conseqiiente

troca de (3.18) pelo problema convexo

min {r(W) : (3.12),(3.14)}. (3.20)

Podemos ir ainda mais adiante se observarmos que as inequacdes (3.12) e (3.14) se aprox-
imam de igualdades na soluc¢do 6tima do problema (3.20). Escrevendo a condic¢iao de otimali-
dade? associada a0 complemento de Schur de (3.14), concluimos que a escolha F = —C'(DD’)~!

eY =P~ !, em que P é solugdo da equacio de Riccati
A'P+PA+BB —PC'(DD")"'cP =0,
¢ 6tima. Com isso, obtém-se o filtro 6timo de ordem completa

[ a-pPc'(oD)'C| PC'(DD)"!

,{]: (S) L ‘ 0 )

também conhecido como filtro de Kalman.

3.3 Filtragem Otima H, com Ordem Reduzida

Utilizaremos o resultado apresentado no Teorema 3.1 como base para a formulacdo do pro-
blema de filtragem H> com ordem reduzida. Como discutimos no final da Secao 3.2, a imposi¢ao
Z — 0, que resulta no problema (3.20), produz o filtro 6timo H, de ordem completa, com
ny = n. Por outro lado, vale a pena observar que a substitui¢ao da inequacdo (3.15) pela restri¢ao
Y = Z > 0 produz como resultado o filtro 6timo de ordem zero (ny = 0), dado por F (s)=0
conforme as equacdes (3.6) e (3.16). Esse resultado j4 era esperado, pois caso contrario teriamos

um erro de estimagdo com norma H» ilimitada.

Ainda com base no Teorema 3.1, € possivel obter filtros tais que n > ny > 0. No entanto,

2Vide (Luenberger 1969) para uma discussio mais detalhada sobre condi¢des de otimalidade ou condigdes de
Kuhn-Tucker.
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a restri¢ao de posto do filtro faz com que a formulacao resultante seja ndo-convexa. O teorema
seguinte apresenta a formulacdo do problema ndo-convexo de obten¢do de filtros 6timos de or-

dem reduzidan > ny > 0.

Teorema 3.2 Considere as LMIs (3.12) - (3.14) e a restri¢do algébrica
Y=Z+VXIV', (3.21)

na qual V. € R"™" tem posto completo de colunas e ¥ =Y >0 € RY* " O filtro linear de

ordem ny < n que é solugdo otima do problema (3.4) para p =2 é dado por

> twmvy-t | —x- Y WwMm vyl M F
F(s)= ( ) ( ) , (3.22)

LY-lvy 0

onde M é dada (3.17), e as matrizes W, Y, Z e ¥ simétricas, e F genérica sdo obtidas da solucdo

otima do problema ndo-convexo de otimizagdo

W}y{l}}}%v;{tr (W) : (3.12—3.14),(3.20), Z>0,X2>0 }. (3.23)

Prova: Substituindo a inequacdo (3.15) pelas restricdes (3.21) e Z > 0, e aplicando o Lema 2.1
a (3.6), temos

» M'\(Z-Y) | M'F

Fs = (3.24)
~GM~'(Z~Y) | -GM~'F

[ mtvev | ME

| GMTlvEV' | —GMTF |

[ VMWVE | VIMIF ]
= ] —. (3.25)

| GM'vz | -GM7'F |

sendo que a dltima passagem resulta da mudanca de base x, := V'x. Da equacdo (3.25) podemos
concluir que ao impormos a restri¢do (3.21), fazemos com que n —ny p6los do filtro de ordem
completa (3.24) tendam a zero e tornem-se nao-observaveis, podendo portanto ser eliminados.
Isso corresponde a eliminar os pélos arbitrariamente rapidos (localizados em —oo) presentes em

¥ (s). Essa andlise se torna mais clara ao notarmos que se Z — Y tiver posto ny, a matriz de
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observabilidade de (3.24), dada por

~GM~Y(Z-Y)
~GM Y (Z-YM~ Y (z-Y)

~-GM Y (Z-Y)M'"(Zz 1) !

também o terd. Nesse caso, sem qualquer perda de generalidade, (3.23) produz um filtro reduzido
de ordem ny cuja fungio de transferéncia pode ser obtida através de uma nova aplica¢cdo do Lema

2.1 e da substitui¢do da equacao (3.16), resultando em (3.22). [ |

3.4 Filtragem Reduzida H, através de Programacao Convexa

O Teorema 3.2 apresenta o problema de otimizacdo envolvido na determinacdo de um filtro
6timo H de ordem qualquer ny < n. No entanto, a restri¢do (3.21) € ndo linear em relacdo a
varidvel V, o que transforma (3.23) em um problema nao-convexo de otimizagdo, cuja solu¢ao
torna-se inviavel quando sistemas de ordem elevada sdo abordados. Essa dificuldade pode ser
contornada através de uma escolha prévia da matriz V. Contudo, a otimalidade de (3.23) depende
diretamente de V e com isso um certo grau de sub-otimalidade € introduzido pela fixacdo a priori
dessa matriz. Portanto, nosso objetivo é encontrar V € R"*"/ tal que o grau de sub-otimalidade
introduzido no problema seja o menor possivel.

Para isso, vamos basear nossa escolha de V' nas restricdes que compdem o problema (3.23).
Aplicando o complemento de Schur a inequagao (3.13), obtemos a desigualdade (3.19). Multi-

plicando os dois membros de (3.19) por Z~!, obtemos a inequagio
Z'A'+AZ '+ BB <0 .
Comparando essa desigualdade com a equagdo de Lyapunov
QA +AQ+BB =0 |, (3.26)
podemos concluir a partir do Lema 2.5 que qualquer matriz Z que satisfaga (3.13) obedecera a

relacao
Z'>0>0.
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De forma analoga, e com base na discussdo levantada no final da Se¢a@o 3.2 acerca das condigdes
de otimalidade do problema de filtragem com ordem completa, podemos concluir que qualquer

par (Y, F) factivel na restricao (3.14) satisfaz também a relagéo
Y '>P>0, (3.27)
onde P ¢ solugdo da equagdo de Riccati
A'P+PA+BB —PC'(DD)"'cP=0 . (3.28)

Comparando (3.26) e (3.28) pode-se notar que Q > P e que, portanto, o par (Y, Z) arbitrariamente
préximo de (P~!,Q~1) é sempre factivel no problema de ordem completa (3.18). Partindo desse

fato, buscamos determinar a melhor escolha possivel de V para essa instancia de (Y, Z).

Se escolhermos Z arbitrariamente préximo de Q~!, temos, pela equacdo (3.21), que a matriz
Y associada, factivel no problema (3.23), é tal que Y = Q~! + VEV’. Com isso, de acordo com
(3.27), temos que P '>07 '4+VIV' Uma vez que W > LY 'L, conforme (3.12), o problema

a ser resolvido para determinar V é

Vn%inO{Tr(L(Q_l +vev) iy s Pt >0 rvev'y (3.29)
>

no qual V € R"*"f tem posto completo de colunas e £ = X/. A solug¢do 6tima do problema (3.29)

€ dada pelo lema seguinte.

Lema 3.2 Considere a decomposicdo

n
Q—P:Zeie§>0 .

i=1

Considere também a matriz E € R"*"f como sendo a matriz resultante da concatenagdo dos ny
vetores e; € R", com i =1,2,--- ,ny, associados aos ny maiores valores do produto €;L'Le;. A

solugdo otima do problema (3.29) é dada pelas matrizes V € R e L =% >0
Vv=0'E, =(U-EQ'E)!. (3.30)

Prova: Inicialmente, definimos as matrizes V := VEV/2 e U := QV (14 V'QV)~1/2. Utilizando
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o Lema A.4 (Lema da Inversa), temos que

A

(@ '+VVhYt = 0-0QV(I+V'oV) V0
_ o 00 (3.31)

Substituindo (3.31) no problema (3.29) e utilizando a propriedade comutativa da funcao trago,

obtemos o problema equivalente

max {Tr(U'L'LU), Q—P>UU'} . (3.32)
U

A formulagdo (3.32) torna evidente o fato de que U = E, com E definido como enunciado do
Lema 3.2, € solugdo 6tima do problema. Devemos provar, portanto, que a escolha (3.30) implica
em U = E. Utilizando (3.30) e a defini¢do de V, podemos concluir, aps simples manipulagdes,
que

Y=I1+V'QV . (3.33)

Substituindo (3.33) e a escolha de V dada por (3.30) na defini¢ao da matriz U, temos que

0 = Quu+vov)'?
— QVZ_]/Z
= F .

Para concluir a prova, nos resta mostrar que a inversa de I — E’Q~'E existe e é definida posi-
tiva, implicando em ¥ > 0. Como P ¢ definida positiva temos a rela¢io Q > P+ EE’ > EE'.
Multiplicando essa desigualdade pelo produto E/Q~! a esquerda e por seu transposto a direita,
podemos concluir que E'Q~'E > (E'Q~'E)? e por conseguinte que / > E'Q~'E > 0, garantindo
a positividade da matriz ¥ definida em (3.30), o que conclui a prova. [ ]

A partir desse resultado, somos capazes de obter, para um dado sistema de ordem n do tipo

(3.1), um filtro de ordem reduzida ny < n através dos seguintes passos:

1) Calculamos Q e P através das equagdes de Lyapunov (3.26) e de Riccati (3.28) respectiva-

mente.
2) Aplicamos o Lema 3.2 para determinar a matriz V € R"*"f,

3) Resolvemos o problema (3.23), fixando previamente a matriz V com o resultado obtido no
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passo anterior.
4) Calculamos a func¢do de transferéncia do filtro de ordem reduzida através de (3.22).

Vale a pena ressaltar mais uma vez que o resultado obtido dessa forma € apenas sub-6timo.
No entanto, o método proposto nao € iterativo e resulta em um problema convexo de otimizacao.
Por conta disso, o custo computacional envolvido na execucdo do novo método € significativa-
mente mais baixo do que o exigido por (Grigoriadis e Watson 1997),(Xie et al. 1998) ou (Tuan

et al. 2001). A eficdcia do novo método serd ilustrada através de exemplos no Capitulo 5.



Capitulo 4

Filtragem em Norma /.,

Como foi discutido no capitulo anterior, a idéia de utilizar a minimiza¢ao do erro quadréatico
médio da estimagao como objetivo no projeto de filtros data de aproximadamente dois séculos
atrds. Esse tipo de estimacdo, no entanto, requer o conhecimento exato dos sinais atuantes no

sistema (Kwakernaak e Sivan 1972).

O problema de filtragem em norma H.. , ao contrario do caso H> , comecou a ganhar destaque
nas ultimas décadas. O problema consiste em projetar um filtro que minimize o valor maximo
do ganho de energia entre a entrada do sistema e o erro de estimacao por ela provocado (Zhou e
Doyle 1998, Shaked 1990).

Por serem menos sensiveis a variagdes de parametros do que os estimadores de variancia
minima, os filtros H., passaram a ter ampla aplicacdo em situacdes que requerem robustez. Por
exemplo, quando o sistema original apresenta algum tipo de incerteza ou ndo-linearidade ou
quando as caracteristicas estatisticas dos sinais envolvidos no problema nao siao perfeitamente
conhecidas (Shaked e Theodor 2002).

O problema de filtragem H.. com ordem completa pode ser resolvido facilmente através de
programacdo convexa restrita por LMIs ou através de métodos baseados na resolucdo de uma
equacao de Riccati (Colaneri et al. 1997, Zhou e Doyle 1998). O problema de filtragem com
ordem reduzida, por outro lado, apresenta as mesmas dificuldades discutidas no caso H : a
presenca de restrigdes de posto sobre algumas varidveis de otimizacdo, torna o problema nao
convexo.

Em (Grigoriadis e Watson 1997), condicdes necessdrias e suficientes para a determinacao
de filtros H. de ordem reduzida sdo discutidas tanto para o caso continuo quanto para o caso
discreto e um método baseado em LMIs é proposto. Em (Yu e Hsu 1994), o caso variante no

tempo € abordado e em (Yu e Hsu 1995) a discussao ¢é estendida a sistemas discretos no tempo.

30
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Em (Xu e Chen 2002), o problema invariante no tempo € novamente discutido, porém através de
uma abordagem estocastica.

Nesta secdo apresentaremos um novo método de filtragem H., com ordem reduzida. O
método € semelhante aquele desenvolvido para o caso H> , no qual o problema originalmente
nao-convexo € aproximado por um problema convexo, porém sub-6timo. A aproximacao se ba-
seia novamente na determinagdo prévia da matriz responsavel pela imposicao da restricao de
posto do filtro, que deve ser feita de forma a minimizar a perda de otimalidade introduzida.

O problema geral de filtragem esta descrito na Se¢do 3.1. No projeto de filtros H.. , a funcao

objetivo a ser minimizada é dada pela equacdo (3.4) com p = co.

4.1 Filtragem Otima H.. com Ordem Completa

O lema seguinte apresenta uma parametrizacao baseada em LMIs de todos os filtros de ordem
completa, ou seja, cuja ordem € igual a do sistema original, tais que a norma H.. da fungdo
de transferéncia H,,(s) é limitada por um valor pré-estabelecido. O filtro 6timo H. de ordem

completa pode ser obtido através da minimizagao desse valor limitante da norma.

Lema 4.1 O conjunto F constituido por todos os filtros préprios de ordem completa ny = n

que satisfazem o limitante |H,,(s)||2 <y é dado por

Ag \ Br | (Z—Y)_IM‘ (z-Y)"'F
Cy ‘ Dy a G ‘ R ,

F(s)= 4.1)

onde as matrizes simétricas Y, Z e as matrizes F, M, G, R genéricas satisfazem as desigualdades

[ A'Z+ZA AY+ZA+CF +M  ZB L'—-G —CR
e AY+YA+FC+CF YB+FD L —CFR

<0, “4.2)
° ° —1 —D'R’

° ° . —vI

Y>7Z>0. 4.3)

O filtro 6timo H. de ordem completa pode ser obtido através do problema de otimizacdo convexa

i C (4.2).(4.3)).
y,z,y,?,lifh,c,ze{y (4.2),(4.3)}
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Prova: A prova desse lema € bastante semelhante a do caso H, e resulta da aplicacdo do Lema
2.8 ao sistema conectado (3.5), maiore detalhes podem ser encontrados em (de Oliveira 1999).
Primeiro, definimos as matrizes (3.10) e em seguida devemos aplicar duas transformacgdes as
LMIs (2.25) e (2.26) respectivamente. Multiplicamos a inequag@o (2.25) por Q := diag(7,1,1)
a direita e por Q) a esquerda e trocamos (2.26) pela similar 7”PT > 0. Substituindo as defini¢des
(3.10) e as matrizes do sistema conectado (3.5) nas LMIs obtidas, obtém-se um conjunto de

desigualdade matriciais nao-lineares. Para lineariza-las, devemos definir as varidveis
G:=C/U'Z F:=VBy M:=VAU'Z R:=Dy, 4.4)

resultando em (4.2) e (4.3). Para concluir a prova, basta escrever as matrizes do filtro A¢, By, Cy

e Dy em fun¢@o das varidveis definidas em (4.4). [ |

Essa formulacdo ainda pode ser simplificada, sem perda de otimalidade, através da eliminacao

das variaveis M, G e R, como mostra o teorema seguinte.

Teorema 4.1 Considere as seguintes LMIs

A'Y+YA+FC+CF' YB+FD L

° i 0 <0 4.5)
. ° —I
A'Z+ZA ZB
<0 (4.6)
° -1
Y>Z>0 “4.7)

O filtro de ordem completa (ny = n) que é solucdo dtima do problema (3.4) para p = o é dado

pela equacdo (4.1) na qual

R=0, G=L, 4.8)
M=-YA—-FC—-A'Z-YBBZ 4.9)

e as matrizes simétricas Y e Z, e a matriz genérica F, sdo obtidas da solugcdo otima do problema
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de programacdo convexa

Y’rZr{;{lF{y : (45-4.7)}. (4.10)

Prova: Ao Aplicarmos o complemento de Schur ao terceiro elemento da diagonal principal de

(4.2), as inequagoes

AY+YA+FC+CF YB+FD L —C'R
° —1 —D'R’ <0 4.11)
° ° —yI

e (4.6) aparecem como blocos da diagonal principal da matriz resultante. Impondo G = L — RC
e (4.9), tornamos essa matriz bloco-diagonal. Assim, segundo o Lema A.3, podemos substituir a
restri¢ao (4.2), pelas LMIs (4.6) e (4.11). Para finalizar a prova, devemos mostrar que a escolha
R =0 ¢é 6tima. Se aplicarmos o complemento de Schur em relacdo ao terceiro elemento da

diagonal principal de (4.11) e fizermos a substituicio de varidveis F = F —y~'L'R, obtemos a

inequacao
A'Y +YA+FC+C'F'+y'L'L YB+FD C’
AT ! i +y7! R’R[C D’}<0,
° —1I D'
que evidencia a otimalidade da escolha R = 0. [ ]

A andlise feita no final da Sec¢do 3.2 para o caso H; pode ser estendida a filtragem H. ,
nos permitindo arbitrar Z — 0 sem perda de otimalidade. Dessa forma, podemos simplificar
o Teorema 4.1 através da substituicdo Z pela matriz nula na equagdo (4.9), da eliminacdo da
restri¢ao (4.6), da substituicdao de (4.7) pela inequacdo Y > 0 e da conseqiiente troca de (4.10)
pelo problema convexo

y,g,l}i’go {y: (45)}. (4.12)

Podemos ir ainda mais adiante se observarmos que a inequagao (4.5) se aproxima de uma
igualdade na solucdo 6tima do problema (4.12). Utilizando as condi¢des de otimalidade associ-

adas a restri¢ao

A'Y +YA+FC+CF' +YBBY +FDD'F'+y 'L'L<0 , (4.13)
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obtida a partir de (4.5), concluimos que a escolha F = —C'(DD’)~! e Y = P_! é 6tima, onde P

é solugio da equacdo de Riccati'
AP, +P.,A'—P.NP..+BB =0 (4.14)

com N := (C'(DD')"'C — y'L'L) e A— NP. assintoticamente estével, obtida para o menor
valor possivel de y. A partir de (4.1) obtemos portanto o filtro 6timo de ordem completa

A—P.C'(DD')"'C | P.C'(DD')"!
7 (s) = o) } LA

L 0

também conhecido como filtro central H. .

4.2 Filtragem Otima H.. com Ordem Reduzida

Utilizaremos o resultado apresentado no Teorema 4.1 como base para a formulacdo do pro-
blema de filtragem H.. com ordem reduzida. Como ja discutimos, a imposi¢ao Z — 0, que resulta
no problema (4.12), produz o filtro 6timo H., de ordem completa, com ny = n. Por outro lado, a
substitui¢do da inequacio (4.7) pela restri¢do ¥ = Z > 0 produz como resultado o filtro 6timo de
ordem zero (ny = 0), dado por F (s)=—-LM —1F. Esse resultado se torna claro se considerarmos

a equacao (4.8) e o fato de que

M(z-Y) | M'F

1y
Fls)= ~GM~(Z~Y) |[R-GM'F |’

(4.15)

resultante da aplica¢do do Lema 2.1 em (4.1).
Ainda com base no Teorema 4.1, € possivel obter filtros tais que n > ny > 0, como mostra o

teorema seguinte.

Teorema 4.2 Considere as LMIs (4.5), (4.6) e a restricdo algébrica

Y=Z+VXIV', (4.16)

na qual V€ R"™"f tem posto completo de colunas e ¥ =Y >0 € RY* " O filtro linear de

'Uma discussio completa sobre equagdes de Riccati e suas propriedades pode ser encontrada em (Zhou e Doyle
1998).
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ordem ny < n que é solugdo otima do problema (3.4) para p = > é dado por

—2*1(V’M*1V)*1\ >\ WwmM'v)y"WWmM-F
LM~V (VM) ‘ MY (v(V'M~'V)" WM - DF

(s) = , “4.17)
onde M é dada por (4.9) e as matrizes Y, Z e ¥ simétricas, e F genérica, sdo obtidas da solucdo
otima do problema ndo-convexo de otimiza¢do

. N 4-,5 4.6 Y — Z VZV/ ) 418
%Y,Z>r(r>17%,lv,z>o{y (4.5),(4.6), + } ( )

Prova: Substituindo a inequacgio (4.7) pela restri¢ao (4.16), e substituindo esta em (4.15), temos

que

[ —m7'vv' | M'F
| GM~'VEV' |R—GM'F
M 'vE| M'F

| GM~'VE|R-GM'F

F(s) =

) (4.19)

sendo que a tltima passagem resulta da mudanga de base x, := V'x. Assim como no caso
H, , a imposi¢do de (4.16) faz com que n —ny polos de F (s71) sejam nulos e se tornem
nao-observaveis, podendo ser eliminados. Isso corresponde a eliminar os pdlos arbitrariamente
rapidos (localizados em —eo) presentes em 7 (s). Portanto, (4.18) produz um filtro reduzido de
ordem ny cuja funcdo de transferéncia pode ser obtida através da substituicdo de (4.8) na equacdo

resultante de uma nova aplicacdo do Lema 2.1 em (4.19), produzindo (4.17). [ |

4.3 Filtragem Reduzida H.. através de Programacao Convexa

No Teorema 4.2, o problema de filtragem 6tima em norma H., com ordem reduzida foi for-
mulado. Como pudemos observar, a restricdo (4.16) introduz uma nao linearidade de dificil
tratamento no problema. Para contornar essa dificuldade, assim como no caso H, , devemos
arbitrar a matriz V a priori, levando em considera¢ado a perda de otimalidade introduzida por essa

escolha. Uma vez fixada a matriz V, obtemos o filtro reduzido através da solu¢do do problem de
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programacio convexa

. {vy:(45),46),Y=2+VIV'}. (4.20)

Para determinar a matriz V de forma a minorar a deterioracdo provocada, propomos uma
técnica baseada na relagcdo entre a matriz P., dada pela equacdo de Riccati (4.14), associada a
restri¢do (4.5), e a matriz Q solugdo da equagdo de Lyapunov QA’ +AQ + BB’ = 0, associada
a restri¢do (4.6). Note que ambas as equagOes estao relacionadas com o problema de interesse
(4.20).

Utilizando a mesma anlise feita para o caso H, , podemos concluir que Z~! > Q > 0 para
qualquer Z que satisfaca (4.6) e que Y ! > P., > 0 para qualquer (Y,F) que satisfaca (4.5). No
entanto, como a matriz N da equagao de Riccati (4.14) ndo é necessariamente definida positiva,
nao € possivel estabelecer uma relagdo P. e Q, e, conseqiientemente, a solucao (Y, Z) arbitra-
riamente proxima de (P I 071) ndo é necessariamente factivel. Com isso, torna-se inviavel a
adocdo de um raciocinio semelhante aquele utilizado no caso H, para a obtencao V.

De forma alternativa, propomos que V € R"*""/ seja determinada através do problema

Mrvr}g;o{y cpuQ ' > Pt —vEv >0}, (4.21)
com X simétrica.

O raciocinio por tras dessa proposta é simples. Suponhamos uma solucio tal que ¥ = P_!.
Da restri¢do (4.16) terfamos entdo que Z = P! — VXV’. Dado que Q! > Z para qualquer Z
factivel, podemos concluir que se a igualdade uQ~! = P! —VEV’, com u < 1, fosse factivel, o
par (Y,Z) = (P;',uQ~") seria soluciio 6tima do problema (4.20). Isso se deve ao fato da equacio
(4.14) estar associada ao valor minimo de 'y, 0 mesmo obtido através do filtro central H. . No
entanto, essa situacao € bastante particular, pois representa um caso em que o filtro 6timo global
pode ter ordem menor que a ordem do sistema. A solucdo do problema (4.21) tenta, portanto,
aproximar a solucio (Y,Z) = (PZ',Q0!) da factibilidade, resultando na matriz V para a qual
M, que em geral € maior que um, consegue atingir o menor valor possivel. A solugcdo 6tima de

(4.21) é dada pelo seguinte lema.

Lema 4.2 Considere matriz S € R™" tal que Q~' =85’ e PZ' = SAS', com A diagonal decres-
cente. A solugdo otima do problema (4.21) é definida pela matriz V€ R""/ composta pelas ny
primeiras colunas de S, pela matriz diagonal ¥ € R"/*"'f composta pelos ny primeiros elementos

de A, e pelo escalar u = A,,f+17nf+1.
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Prova: Realizando as fatoragdes Q! = S5’ e P! = SAS’, com A diagonal decrescente,

podemos re-escrever o problema (4.21) como

min {u:pl >A-S"'vEV'(S) ! > 0}.
Jmin sl > (8" =0}
Para permitir que u atinja seu valor minimo, devemos anular os maiores elementos de A. Para

isso, sendo A = diag (Ayr, Ap) com A, € R* ¥/ aigualdade
STlvzv/(sh = Ay (4.22)

deve ser satisfeita, permitindo que x4 assuma o valor do elemento (ny+ 1,n7+ 1) de A. Para

concluir a prova, basta verificar que as escolhas propostas para V e X satisfazem (4.22). [

O procedimento adotado para a obten¢do do filtro de ordem ny < n pode portanto ser con-

densado nos seguintes passos:

1) Calculamos P., e Q através das equagdes de Lyapunov (4.6) e de Riccati (4.14) respectiva-

mente.
2) Aplicamos o Lema 4.2 para determinar a matriz V € R"*"/.

3) Resolvemos o problema (4.20), fixando previamente a matriz V com o resultado obtido no

passo anterior.
4) Calculamos a fung¢do de transferéncia do filtro de ordem reduzida através de (4.17).

E importante observar que o Passo I calcula a matriz P.,. Basicamente, esse cdlculo pode
ser realizado de duas formas diferentes. Uma delas consiste em determinar, através de uma
busca linear, o menor valor de Y para o qual (4.14) apresenta solucdo. A matriz P, que resolve
a equacgdo (4.14) para esse valor minimo de Y é a matriz que estamos procurando. A outra
alternativa € calcular P e Y minimo através da solucao do problema (4.12). A matriz P., é dada
pela inversa da matriz Y que resolve (4.12).

Como ja foi discutido anteriormente, a aplicacdo desse método nao garante a otimalidade da
solucdo. No entanto, o procedimento € bastante simples e muito econdmico no que se refere ao
esforco computacional exigido em sua execugdo. Através de exemplos ilustrativos, mostraremos
que os resultados obtidos através do novo método proposto sdo bastante satisfatérios e de modo

geral superam outros métodos presentes na literatura da area.



Capitulo 5

Exemplos e Comparacoes

Neste capitulo, analisaremos a performance dos métodos propostos através de exemplos
numéricos. Inicialmente, utilizaremos dois exemplos simples extraidos da literatura para fazer
uma comparacao entre os novos métodos, o truncamento balanceado do filtro 6timo de ordem
completa e os métodos propostos por (Xie et al. 1998) e (Tuan et al. 2001), para o caso H, , € por
(Grigoriadis e Watson 1997), para o caso H.. . Em seguida, a aplicacdo dos novos métodos na
filtragem de sistemas de ordem elevada serd exemplificada com base no modelo de vibragdo de
uma barra flexivel apresentado em (Meirovitch, Baruh e Oz 1983). Por fim, os novos métodos
serdo comparados com o truncamento balanceado do filtro 6timo de ordem completa através de
uma série de exemplos gerados aleatoriamente, permitindo assim uma comparacdo estatistica

entre os dois.

5.1 Comparacao com Métodos Anteriores

Nesta secdo, os métodos de filtragem reduzida apresentados serdo aplicados a dois exemplos
retirados da literatura. O primeiro foi discutido em (Xie et al. 1998) e (Tuan et al. 2001) e sera
analisado em norma H; . Para o caso H.. , estudaremos o exemplo apresentado em (Grigoriadis
e Watson 1997).

38
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Exemplo 5.1 (Norma H>) - Considere o seguinte problema, extraido de (Xie et al. 1998).
0 —01 0 0 0 | 0 1 0 0]
1 -0,3 0 0 0 0 00O
x(1) 0 —-0,2 0 0 0,016|x(r)+ |1 0 0 O] w()
0 —-0,3 1 0 0,06 0000
0 -0,1 0,1 —-1,5 -0,9 0100
001 0 0 —-0,5 1,6 1 0
¥(7) x(r)+ w(t)
0,1 0,2 0 —-0,3 0,12 01
0,1 0 0 —-0,5 1,6
z(t) x(t) . (5.1)
0,1 0,2 0 —-0,3 0,12

O sistema (5.1) estd representado na forma (3.1). Como podemos notar, y(z) = z(t) + v(¢)
onde v(¢) = Dw(t) é um ruido branco e independente da dindmica do sistema. Portanto, nosso

objetivo é estimar o sinal z(¢) a partir uma medi¢do ruidosa desse mesmo sinal.

A Tabela 5.1 mostra o desempenho em norma H; dos diferentes filtros obtidos através de
cada um dos diferentes métodos: o truncamento balanceado do filtro 6timo de ordem completa
(TB), o método proposto em (Xie et al. 1998), o método proposto em (Tuan et al. 2001) e o0 novo
método proposto para filtragem reduzida em norma H, . Como podemos ver, o novo método
produz os melhores resultados para todos os valores de 1 <ny <5 =n. Parany =5, o problema
se reduz a (3.18) e produz o filtro 6timo H, de ordem completa. O filtro de ordem ny = 3 obtido

através do método proposto é dado por

[ 0,6198 —1,1420 22,9700 | —0,0653 —0,6971 |
~0,0026 0,2147 19,5100 | —0,1314 —0,1079
F(s) 0,0122 —0,2232 —2,7200 | 0,0205  0,0028
—0,2564 3,1290 130,2000| 0 0
| —0,5257 —1,6830 20,7700 | 0 0

E importante observar que, comparados ao novo método, os algoritmos de filtragem reduzida
propostos em (Xie et al. 1998) e (Tuan et al. 2001) exigem grande esfor¢o computacional. Esses

métodos sdo baseados em técnicas classicas de otimiza¢do ndo convexa como método do gradi-
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ng ‘ Truncamento Balanceado | Xie et al. (1998) ‘ Tuan et al. (2001) | Novo Método

5 1,77 1,77 1,77 1,77
4 3,59 1,99 1,78
3 21,61 2,06 1,91 1,80
2 21,56 2,56 — 2,05
1 60,15 — — 5,82

Tabela 5.1: Norma H, do erro de estimagao

ente, lagrangeano aumentado, projecdes alternadas e branch and bound. O novo método, por sua
vez, € simples e consiste apenas na solu¢do do problema convexo resultante da fixacao da matriz

V no problema (3.23) segundo o Lema 3.2. ¢

Exemplo 5.2 (Norma H..) - Considere o seguinte sistema, extraido de (Grigoriadis e Watson

1997).

x(t) = _(11 _121’2 x(t) + (1) w(t)
yt) = [0 l}x(t)—l—[o 1] w(t)
) = [1 O}x(t). (5.2)

Esse modelo corresponde a um sistema oscilatério de segunda ordem com freqii€éncia natural
®, = 11rad/s e fator de amortecimento { = 0, 1. A medida de velocidade y estd corrompida por
ruido e a partir dela queremos estimar a posicao z.

Através do problema (3.18) podemos calcular o filtro 6timo de ordem completa, que mini-

miza a norma H., do erro estimacao. Assim, obtemos o filtro

—1,2491 —11,1618 | —0,1017
F(s)=| 10,7420 —1,5362 | —0,1012 | | (5.3)
27139 —2,1318 | 0

para o qual a norma H.. do erro de estimagao vale 0,4163. Portanto, o filtro (5.3) garante que para
qualquer perturbacdo de energia unitaria w a energia do sinal de erro de estimagdo serd menor

que 0,4163.
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ng | Truncamento Balanceado ‘ Grigoriadis e Watson (1997) ‘ Novo Método

2 — 0,4163 0,4163
1 0,4487 0,4225 0,4163
0 — 0,4568 0,4568

Tabela 5.2: Norma H.. do erro de estimacao

Aplicando o método do truncamento balanceado sobre (5.3), obtemos o filtro de primeira

ordem
~1,0513 | ~0,4556

~0,4556 | 0

?-T(S) - ) (54)

para o qual a norma H.. do erro de estimagao vale 0,4487.

Grigoriadis e Watson (1997) propuseram um método iterativo baseado em projegdes alter-
nadas para a obtencdo de um filtro de primeira ordem com melhor desempenho que (5.4). O

filtro por eles calculado € dado por

19,6228 | 4,4377

Fe(s) =
11731 | ~0,1735

e produz um erro de estimagdao com norma H.. igual a 0,4225.

Utilizando o novo método proposto na Se¢ado 4.3, obtemos o filtro

11,0004 | 2,510
~1,5006 | —0,1733

Fn(s) =

que produz um erro de estimagado cuja norma H., vale 0,4163. Como podemos observar, o filtro
obtido através desse método é 6timo, pois apresenta desempenho idéntico ao apresentado pelo

filtro 6timo de ordem completa (5.3).

Ainda podemos ir mais adiante e calcular o filtro 6timo de ordem zero através da substitui¢do
da inequagdo (4.7) pela restri¢ao ¥ = Z > 0 no Teorema 4.1. Com isso, realizando os devidos
célculos, concluimos que o filtro nulo Fy(s) = 0 é o melhor filtro estético possivel para o sistema
(5.2), produzindo erro de estimagdo com norma H., igual a 0,4568. Os resultados obtidos para o

problema de filtragem H.. do sistema (5.2) estdo sumarizados na Tabela 5.2.
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Figura 5.1: Sistema flexivel

5.2 Aplicacoes envolvendo Sistemas de Ordem Elevada

Nesta secdo, ilustraremos a aplicagdo do método proposto para sistemas de ordem elevada.
Para isso, estudaremos o modelo de deslocamento de uma barra flexivel (Figura 5.1), con-
forme apresentado em (Meirovitch et al. 1983), (Geromel 1989) e (de Souza 1994). Con-
sidere que atuadores e sensores sido co-alocados ao longo dessa barra, com tamanho igual a 10
unidades de comprimento, nas posicdes pi,---,pm,. De acordo com a modelagem apresentada
em (Meirovitch et al. 1983), o movimento da barra com v modos de vibragdo pode ser descrito
por

(1) + ofx;(1) 0i(pj)u;(t) , xi(0) =%;,(0) =0

I
ngE

1

.
I

-

yi(t) =) 0i(pj)xi(t),

~

sendo que u;(¢) € a intensidade da for¢a produzida em cada atuador e y;(¢), o deslocamento
vertical da posi¢do p; da barra. O modelo € valido para qualquer ¢ > 0, supondo que a barra
esteja em repouso no instante t = 0.

As freqiiéncias naturais ®; e as fungdes ¢;(1), valida para 0 <n < 10, sdo dadas por

1 Jo(e;(10—m))
V10 Ji(100y;)

Jo(10w;) =0, ¢:(n)

sendo que Jy(-) e Ji(-) denotam as fungdes de Bessel de primeira espécie de ordem zero e um
respectivamente. As medidas de velocidade e deslocamento realizadas em cada sensor sdo cor-

rompidas pelos ruidos unitdrios e ortogonais wy;(f) e wy;(¢) respectivamente. O modelo final
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foi construido supondo que u;(t) = —Y;* | Rjx(yk(¢) +w1;(¢)), sendo que a matriz R € R™*",
simétrica e definida positiva, € escolhida de forma a reproduzir aproximadamente um fator de
amortecimento pré-estabelecido.

A partir das medidas realizadas nos sensores localizados nas posi¢oes pi,- -, Pm, qUEremos
estimar o movimento das posicoes /1, - - - , [, da barra, onde nao hd sensor. Portanto, considerando
a descric@o do problema de filtragem (3.1), definimos cada elemento da matriz L através da lei

de formagao Lj; = ¢;(/;). Com isso, a realizagdo minima do sistema de equagdes (3.1) é dada por

0o I 0 0
—Q —BRB'|-BR 0

H(s):= : (5.5)
cC 0 0 I
L 0 0 0

sendo Q = diag(wi, -+, w3), Bij = ¢i(p;) € Cji = 0i(p;)-
A funcdo de transferéncia (5.5) representa um sistema linear invariante no tempo de ordem

n = 2v com n,, = m entradas, n, = m saidas mensuraveis e n, = r saidas a serem estimadas.

Exemplo 5.3 (Norma H..) - Para ilustrar a utilizacdo do novo método de filtragem reduzida
H.. em aplicagdes envolvendo sistemas de ordem elevada, utilizaremos o problema de filtragem

descrito pela realizagdo (5.5) comn=20,m=2,r=1e

3,5 0,4410 0,0651
[15] 5
0,0651 0,3048

Seguindo os quatro passos apresentados no final da Secdo 4.3, obtivemos os filtro de ordem
reduzida e os comparamos aos respectivos filtros 7 (s), resultantes do truncamento balanceado
do filtro 6timo de ordem completa Fw(s). O novo método também foi comparado a uma versao
otimizada do truncamento balanceado, apresentada em (Glover 1984), na qual a matriz de trans-

missdo Dy, do filtro reduzido via truncamento balanceado € otimizada de forma que
min || o (s) — Fi(s) — Dyl (5.6)
b

o que gera uma melhor aproximagao em relagdo ao filtro 6timo de ordem completa. Os resultados
estdo expressos na tabela 5.3. O método do truncamento balanceado tradicional estd representado

pela sigla 7B, ao passo que o truncamento otimizado é referido com 7B otimizado.
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ng ‘ TB ‘ TB otimizado ‘ Novo Método

20 | 3,3842 3,3842 3,3842
14 | 3,3842 3,3842 3,3842
12 | 3,3842 3,3843 3,3842
10 | 3,3842 3,3865 3,3842
8 | 3,3843 4,0589 3,3843
6 | 14,1321 19,5390 3,3886
4 | 17,3163 18,7345 3,6577
2 | 22,2629 26,5050 3,7642

Tabela 5.3: Performance H..

Como podemos ver, os trés métodos se mostraram equivalentes para as ordens ny > 14. No
entanto, a maior eficiéncia do novo método se torna evidente a medida que diminuimos a ordem

ny do filtro. Para ny = 2, por exemplo, obtivemos o filtro reduzido

0,2417 0,07551 | 0,01207 —0,07741
F(s)=| —1,691 —0,2301 | —0,6041 —0,0543 | , (5.7)
~1,637 1,101 \—0,333 0,9932

para o qual a norma H., do erro de estimagdo produzido vale 3,7642, valor muito préximo do
minimo obtido com o filtro 6timo de ordem completa 3,3842 e muito inferior aos valores 22,2629

e 26,5050 obtidos com os demais métodos.

Um outro fato interessante pode ser observado a partir desses resultados. Como podemos
ver, o método do truncamento balanceado otimizado ndo necessariamente gera melhores filtros
que o método tradicional. Isso mostra que dados dois filtros 7 (s) e F(s) genéricos, ambos de
ordem ny < n, o fato de #;(s) se aproximar mais do filtro 6timo de ordem completa F.(s) ndo
garante que ele tenha melhor performance que o filtro % (s). Para o caso ny = 2, por exemplo,
podemos notar que o método 7B otimizado, apesar de gerar uma aproximagao mais precisa de
Fe(s), tem como resultado um filtro para o qual o erro de estimagdo apresenta norma 19% maior
que a norma H., do erro produzido pelo filtro de mesma ordem obtido através do truncamento

balanceado tradicional.

Esse comportamento € justificavel, uma vez que os métodos TB e TB otimizado ndo fazem

uso de qualquer informagdes a respeito do sistema a ser filtrado, o que caracteriza esses dois
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ng ‘ Truncamento Balanceado ‘ Novo Método

20 0,5838 0,5838
14 0,5838 0,5839
12 0,5838 0,5839
10 0,5838 0,5853
8 0,5840 0,5855
6 0,6681 0,5960
4 0,8975 0,7200
2 1,4644 0,7267

Tabela 5.4: Performance H,

métodos como métodos de reducdo em malha aberta. O novo método proposto, por sua vez,
carrega as informagdes do sistema a ser filtrado e utiliza como objetivo de otimizacao o erro de
estimacgao produzido pelo filtro reduzido, e ndo sua semelhanca com o filtro 6timo H., de ordem

completa, o que o caracteriza como um método de filtragem reduzida em malha fechada. 3

Exemplo 5.4 Para ilustrar a utilizacdo do novo método de filtragem reduzida H, em aplicagdes
envolvendo sistemas de ordem elevada, utilizaremos o problema de filtragem descrito pela reali-

zacdo (5.5)comn=20,m=2er=1

3,5 0,4410 0,0651
0] 5
0,0651 0,3048

Seguindo os quatro passos apresentados no final da Secdo 3.4, obtivemos os filtro de ordem
reduzida e os comparamos aos respectivos filtros 75 (s), resultantes do truncamento balanceado

do filtro 6timo de ordem completa, ou filtro de Kalman. Os resultados estdo expressos na tabela

5.3.

Como podemos observar, ao contrdrio do caso H.. , 0 novo método proposto para filtragem
reduzida em norma H, nem sempre apresenta melhor desempenho que o tradicional truncamento
balanceado. De fato, como veremos na se¢do seguinte, o novo método € melhor que o trunca-
mento balanceado apenas em algumas situacdes. Portanto, a escolha de qual dos dois métodos

utilizar depende muito da aplicagdo em questdo. Como podemos observar, para o caso ny =2, 0
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filtro
—0,4344 0,0442 0,0354 —0,1456
F(s)=| —2,5147 —1,6906 | —2,2336 0,7554 (5.8)
—3,7219 —0,1548 0 0

obtido através do novo método apresentou uma performance bastante melhor que o truncamento
balanceado. Por outro lado, o filtro de décima ordem obtido através do truncamento € 6timo,

enquanto que o filtro correspondente obtido através do novo método € apenas sub-6timo. ¢

5.3 Simulacao de Sistemas Gerados Aleatoriamente

Nesta secdo, a performance da filtragem realizada através dos novos métodos propostos sera
comparada a performance atingida quando o filtro de ordem reduzida é obtido do truncamento
balanceado do filtro 6timo de ordem completa através de uma série de simulacdes com sistemas
gerados aleatoriamente. Com isso, poderemos ter uma visao estatistica da eficiéncia dos métodos
apresentados.

O sistemas utilizados nessas simulacdes foram gerados da seguinte forma. Inicialmente, uma
realizacdo em espacgo de estados de um sistema estavel discreto no tempo € gerada segundo uma
distribui¢do normal de variincia unitdria e média nula. Ou seja, cada elemento das matrizes A,
B, C e D é gerado aleatoriamente com essa distribui¢do probabilistica.

Em seguida, a matriz dinamica A é multiplicada por um escalar de forma a garantir que
todos seus auto-valores fiquem dentro de um circulo de raio 5/6 centrado na origem do plano
complexo, o que garante a estabilidade do sistema discreto. Gragas a aleatoriedade dos nimeros
gerados, a funcdo de transferéncia obtida dessa forma é sempre observavel e controlavel. Por
fim, os polos do sistema discreto gerado sdao mapeados no semi-plano complexo com parte real

negativa através da transformacao bilinear
Ac=Ag+1) " (Ag—1),

na qual A, representa a matriz dindmica do sistema discreto no tempo gerado e A, representa a
matriz dinamica equivalente em tempo continuo.

A simulag¢des foram realizadas com sistemas de ordem 2 < n < 15 e, por simplicidade, com
uma Unica entrada e uma tnica saida. Para cada sistema de ordem n gerado, foram calculados os
filtros reduzidos de ordens ny = 1,2,...,n — 1.

Para o caso H., o filtro reduzido é obtido seguindo os quatro passos apresentados no final
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€n

Figura 5.2: Novo método x truncamento balanceado - caso He.

da Secdo 4.3 e entdo comparado ao filtro F,(s), resultante do truncamento balanceado do filtro
6timo de ordem completa Fe.(s). O novo método também € comparado a uma versao otimizada
do truncamento balanceado, na qual a matriz de transmissao D;, do filtro reduzido via trunca-

mento balanceado € otimizada de forma que
min || o (s) — F(s) — Dyl (5.9)
b

o que gera uma melhor aproximagdo em relagdo ao filtro 6timo de ordem completa.

Para fins de comparagao, definimos o seguinte indice de performance

Note que ||H,(s)||~ é a norma do erro obtido quando um filtro com fungo de transferéncia
nula, ¥ (s) =0, é conectado a saida do sistema original. Essa situacdo pode ser considerada
como sendo uma espécie de pior caso e, portanto, utilizamos apenas os exemplos gerados nos

quais € < 1.

Definimos entdo €,, & e &, como sendo os indices de performance alcangados através do
novo método, do truncamento balanceado tradicional e do truncamento balanceado otimizado,

respectivamente.

Os diagramas-nuvem apresentados nas Figuras 5.2 e 5.3 evidenciam a eficidcia do novo

método, que apresenta a melhor performance em praticamente todas as instancias analisadas.

A andlise para o caso H; € semelhante. O filtro reduzido é obtido seguindo-se os quatro

passos apresentados no final da secdo 3.4. O resultado € entdo comparado com o truncamento
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Figura 5.4: Novo método x truncamento balanceado - caso H»

balanceado através do indice
s [Hew(s)]2

HHZW(S)”Z.

Novamente, ||H,,,(s)||> representa a norma de pior caso do erro de estimagdo e portanto apenas

€

as situagdes nas quais € < 1 foram consideradas.

Sendo €, € € os indices de performance alcancados através do novo método e do truncamento
balanceado respectivamente, obtivemos o diagrama-nuvem apresentado na Figura 5.4. Tal dia-
grama permite concluir que o novo método apresenta desempenho semelhante ou pior que o
truncamento balanceado do filtro 6timo de ordem completa na grande maioria das instancias
simuladas. Ainda assim, o método proposto se mostra como uma boa alternativa ao tradicional
truncamento balanceado, uma vez que sua performance € competitiva em boa parte dos casos

analisados, e visivelmente melhor em algumas situa¢des particulares, como mostra a Figura 5.4.



Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Este trabalho teve como objetivo o estudo do problema de filtragem reduzida de sistemas
dindmico continuos e invariantes no tempo dentro de um contexto de otimizacdo convexa restrita
por LMIs. Além de termos apresentado as formulagcdes do problema de filtragem 6tima com
ordem completa e com ordem reduzida, esperamos ter contribuido com a literatura da drea com
a introdugdo de duas novas estratégias de projeto de filtros reduzidos via LMIs, uma para o caso
H> e outra para o caso He .

Como foi mostrado através de exemplos, o método proposto para filtragem reduzida em
norma H., apresenta um desempenho bastante eficiente, superando outros métodos presentes
na literatura. O método proposto para o caso H; , apesar de nem sempre produzir melhores re-
sultados que a reducgdo indireta via truncamento balanceado, se mostrou interessante em algumas
aplicacdes particulares.

Os principais resultados e discussdes apresentados nesta dissertacao fazem parte do artigo
(Geromel e Levin n.d.), submetido a revista IEEE Transactions on Aerospace and Electronic
Systems em Junho de 2004.

Dito isto, concluimos esta dissertacao apresentando algumas idé€ias para a continuagdo futura
deste trabalho:

Andlise de possiveis aplica¢des praticas dos resultados aqui discutidos.

Estudo de possiveis aprimoramentos dos métodos apresentados com o objetivo de reduzir

o grau de sub-otimalidade dos resultados obtidos.

e Extensdo deste estudo a sistemas discretos no tempo.

Adaptacdo dos novos métodos para problemas de filtragem robusta, que apresentem nao-

linearidades ou incertezas politopicas por exemplo.

49
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e Desenvolvimento de métodos andlogos aqueles apresentados aqui para o problema de pro-

jeto de controladores com ordem reduzida.
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Apéndice A
Resultados Auxiliares

Neste apéndice, apresentaremos alguns resultados auxiliares bésicos utilizados no decorrer

desse trabalho.

Lema A.1 (Teorema de Parseval) Seja f(t) uma funcéo assintoticamente estdvel e f(s) sua

transformada de Laplace, a seguinte identidade é verdadeira

o0 1 [} R
| r0rdi=— [ i) do.

Prova: A prova deste lema pode ser encontrada em (Geromel e Palhares 2004). [ ]

Lema A.2 (Complemento de Schur) Considerando-se que as matrizes Ay} e Ay sdo simétricas,
0 conjunto

{AH >0 N Ax» >A/12A1_11A12}

é equivalente ao conjunto descrito pela desigualdade matricial

Al A
11 A -0
Al, Ap
Prova: A prova deste lema pode ser encontrada em (de Oliveira 1999) e (Zhang 1999). [ |
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Lema A.3 (Lema da Eliminagdo) Considere a matriz simétrica P, particionada da forma

Py P2
Py Pr

Existe uma matriz X, de dimensdes compativeis, para a qual a desigualdade

Py P —X
P{z -X' P

<0

é satisfeita se e somente se P11 < 0 e Pyy < 0. Se essas condi¢coes forem satisfeitas, uma possivel

solucdo é X = Pp».

Esse resultado, também conhecido na literatura como Lema da Projegdo, é conseqiiéncia direta

do Lema A.2 e pode ser visto com mais detalhes em (Boyd, Ghaoui, Feron e Balakrishnan 1994).

Lema A.4 (Lema da Matriz Inversa) Consider as A e B quadradas, inversiveis e ndo nec-

essariamente de mesmas dimensoes. A seguinte identidade é verdadeira
(A+XBX) '=A"1-A"'X(B'+X'A71X)"1x'a7 1.

Prova: A prova deste lema pode ser encontrada em (Zhang 1999). [



